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RESUMO

Uma nova formulagéio baseada no método dos elementos finitos para simular a
propagagio de feixes 6pticos em estruturas onde o elemento bésico constitutivo é o guia

de onda dielétrico, € apresentada.

Esta formulacéio apresenta a solucfio da equag8o de onda vetorial escrita apenas em
termos das componentes transversais do campo magnético, o que diminui drasticamente
o esforco computacional uma vez que as dimensdes das matrizes reduzem em
aproximadamente 45% com relagdo a formulagio que utiliza as tr8s componentes de
campo magnetico. Os modos espiirios ndo estdo presentes devido a inclusdo implicita do
divergente do campo magnético igual a zero. O método desenvolvido, uma vez que leva
em conta a natureza vetorial dos campos eletromagnéticos , pode ser empregado para
modelar a dependénceia da polarizagdo e o acoplamento mutuo entre as componentes do
campo devido ao material e a geometria. A formulagfo foi desenvolvida para incluir
dielétricos amisotrépicos com elementos do tensor permissividade fora da diagonal,
considerando o perfil de indice de refracio variando arbitrariamente na sec@o transversal
do guia de onda. Os resultados foram obtidos para fibras Opticas € uma variedade de
estruturas de guiamento de onda, de grande interesse pratico, particularmente para o
desenvolvimento de dptica integrada. Os resultados tém mostrado boa concordéncia com
aqueles obtidos usando-se outros métodos e com dados experimentais disponiveis na

literatura .
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ABSTRACT

A new vetorial formulation based on Finite Element Method to simulate optical

beam propagation in structures, having the dielectric waveguide as the basic element, is

presented here.

This formulation presents the solution of the vectorial wave equation written in
terms of the transverse components of the magnetic field, reducing drastically
computational efforts since the matrices size are decreased by roughly 45% compared to
when one considers the three components of magnetic field. Spurious modes are
supressed due to the implicit inclusion of the divergence of the magnetic field equal to
zero. The new formulation developed takes into account the vectorial nature of the
electromagnetic fields and can be used to model the polarization and mutual coupling
between fields components depedence on material and geometric parameters. This
formulation permits the analysis of anisotropic dielectrics with off-diagonal elements in
the permittivity tensor considering arbitrary refractive index profiles over the waveguide
cross section. Results were obtained for optical fibers and a variety of guiding wave
structures of strong pratical interest, particularly for integrated optics applications. The

results agree with those available from other methods and from experimental published

data.
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CAPITUL.O 1

INTRODUGAO

1.1 INTRODUCAO

As ferramentas de calculo numérico, aliadas ao enorme avango tecnoldgico dos
recursos computacionais, tém favorecido a utilizacio de analises numéricas como
poderosas ferramentas no modelamento e caracterizacfio de guias de ondas empregados
na implementac&o de dispositivos integrados (acopladores, moduladores eletrodpticos,
filtros, chaves, isoladores, circuladores etc.) que operam na faixa de freqiiéncias de
ondas milimétricas e épticas [1]-[3] . CAlculos precisos das caracteristicas de dispersio
obtidas por intermeédio da analise modal e o estudo rigoroso da propagacfio das ondas
eletromagnéticas nos guias de ondas 6pticos sdo primordiais na ardua tarefa de reducfio
de custos ¢ do tempo empregados no processo de fabricagfio e na otimizacfio do
desempenho dos dispositivos opticos, por intermédio de correcdes e ajustes. Neste
contexto, diversos métodos numéricos vém sendo exaustivamente aprimorados e
empregados, entre eles, destacamos o método da propagagdo de feixe optico (BPM,
Beam Propagation Method) que foi descrito primeiramente por Fleck ¢ Feit, em 1977
[4], e € atualmente uma das técnicas numéricas mais difundidas para simular a
propagagdo dos campos eletromagnéticos em fibras e em guias aplicados em Optica
integrada [5]. Atualmente existe um grande nimero de versdes do BPM que empregam as
seguintes aproximacgdes numeéricas: Transformada Répida de Fourier (FFT, Fast Fourier

Transform) [6], Diferengas Finitas (FD, Finite Difference) [7]-[9] ¢ Elementos Finitos



(FE, Finite Element) [8]-[10]. O método FE-BPM supera os métodos FD-BPM e FFT-
BPM com relagfio ao uso das malhas discretizadas. Por meio do método FE-BPM
podemos selecionar de forma arbitraria a ordem e o niimero de elementos de acordo com
0s recursos computacionais disponiveis e precisdo desejada. Outras vantagens consistem
na facilidade de modelar geometrias curvas utilizando elementos triangulares lineares e
no uso de malhas ndo uniformes e arbitrdrias que fornecem o grau exigido de
discretizagfio conveniente para cada uma das regides que formam o dominio
computacional [11]. As referidas malhas podem ainda ser adaptativas ao longo da
direcdo de propagacio aumentando ainda mais a eficiéncia computacional, sem introduzir
qualquer tipo de erro ou degradacfio da precisdo numérica [12]. Isso ¢ particularmente
interessante no estudo de guias variantes em z e meios ndo lineares. Os métodos FD-
BPM e FFT-BPM nfio sdo tdo eficientes com relagdo a discretizagio da sec¢lo transversal
do guia, uma vez que 0s mesmos normalmente utilizam malhas formadas por elementos
retangulares ¢ uniformes. Assim sendo, essas técnicas, comparativamente com a técnica
FE-BPM, demandam um enorme esforco computacional e dificuldades com relacio ao
modelamento de geometrias curvas, mesmo para uma das mais simples como a secio

transversal de uma fibra,

O uso do FE-BPM ainda hoje est4 concentrado sobretudo na analise da propagacio
de feixes Opticos em guias de onda dielétricos isotrépicos [13]-[17]. A maior parte dos
trabathos presentes na literatura tratam os campos como sendo desacoplados e descritos

pela equagdo de onda escalar. As formulacSes escalares admitem a condicdo de

guiamento fraco, ou seja, Ve, /e <<1 (g é a permissividade transversal do guia de



onda). Desse modo, as componentes dos campos sfo consideradas desacopladas e os
modos sdo puramente TE ou TM. Assim sendo, as formulacSes escalares estfio restritas
praticamente ao estudo de guias homogéneos ou nfio-homogéneos isotrdpicos. Mais
recentemente, surgiram formulagbes FE-BPM aplicadas em guias de ondas com

anisotropia arbitraria, porém limitadas aos guias planares [18].

Devido ao confinamento do feixe 6ptico nas duas diregbes transversais, na
realidade os dispositivos sustentam distribuicdes de campos hibridos que s6 podem ser
rigorosamente analisados através de formulagSes que consideram as propriedades
vetoriais das ondas eletromagnéticas. A partir dos esforcos com o objetivo de obter
formulacSes vetorials, surgiram as aproximacdes semi-vetoriais. Embora elas descrevam
os efeitos das polarizagbes , ainda desprezam o acoplamento da menor componente
transversal do campo magnético ou elétrico. Desta forma na formulagio semivetorial
temos apenas uma componente transversal do campo de acordo com a polarizagio
considerada das componentes dos campos [19]-[22]. Sergey V. Poistyanko et al.
apresentaram um dos trabalhos pioneiros sobre a propagacio vetorial do feixe em guias
opticos, baseado na técnica dos elementos finitos (FE-VBPM) [23]. Eles utilizaram um
método hibrido que consiste na expansdo da componente axial do campo elétrico, usando
elemento nodal, ¢ nas expansbes das componentes transversais do campo elétrico,
empregando clementos vetoriais conhecidos como elementos de aresta [24]. Este
formalismo foi aplicado na andlise de guias planares nfio lineares. Mais recentemente,
Zoboli et al. desenvolveram um propagador vetorial para meios isotropicos usando

elementos nodais e considerando as trés componentes do campo magnético H [25].



Atualmente, varias aproximacSes numeéricas sio empregadas com o objetivo de propiciar
andlises precisas da propagacio dos feixes Opticos em guias de ondas. Além da
anisotropia € do aspecto vetorial, procuram-se esquemas eficientes para aumentar o
angulo espectral (ondas planas) de validade (ndo-paraxialidade) [26], incluir as reflexdes
provocadas por fortes descontinuidades ao longo da propagacdo [27], investigar perdas
por curvatura [28] e limitar o dominio computacional de modo a ndo introduzir reflexdes

ndo fisicas [29].

1.2 AS ESTRUTURAS DOS GUIAS OPTICOS USADAS NESTE

TRABALHO

Para demonstrar a validade e a estabilidade do método FE-VBPM (método vetorial
da propagacéo do feixe 6ptico baseado na técnica numérica dos elementos finitos) , usado
neste trabalho, selecionamos o seguinte conjunto de estruturas, que sio elementos

basicos na constru¢o de dispositivos integrados, na faixa de freqtiéncias dpticas:

a) guia de onda dielétrico isotropico ou anisotrépico em forma de canal ou enterrado

em meio dielétrico isotropico;

b) acoplador direcional formado por dois guias de ondas isotrépicos idénticos;

¢) guia de onda costela (ridge waveguide) constituido por material isotrépico;



d) guia de onda isotrépico variante a0 longo de z (direcio da propagacio), em forma

de juncdo Y;

e) fibra Optica com perfil do indice de refragfio em degrau e fibra altamente

birrefringente;

A Figura 1.1 mostra as configuragdes dos guias de ondas 6pticos utilizadas no

presente trabalho.
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Figura 1.1 - Estruturas que serdo analisadas neste trabalho: (a) guia de onda dielétrico
Embebido em material dielétrico; (b) fibra 6ptica; (¢) guia de onda
isotropico tipo costela; (d) acoplamento direcional entre dois guias de
ondas oOpticos idénticos embebidos; (e) guia de onda dielétrico z variante

em forma de jungdo Y.



1.3 OBJETIVOS E ORGANIZACAO DO TRABALHO

O presente trabalho teve como objetivo a elaboragiio de uma nova formulagso
vetorial robusta para analisar a propagacio de feixes Opticos em guias de ondas
dielétricos anisotropicos. Como contribui¢fo, apresentamos uma formulagio baseada na
equagdo de onda vetorial escrita em termos das componentes transversais do campo
magnético H por meio do uso implicito da relagdo do divergente, V.H= 0, que, também,
possibilita a eliminagdio completa dos modos esplrios. Esta formulacio diminui
consideravelmente o esfor¢o computacional, uma vez que, ao reduzir a equacfo de onda
para duas componentes, o sistema matricial resultante da aplicagdio do método dos

clementos finitos fica reduzido de, aproximadamente, 45%.

A validade da técnica desenvolvida foi constatada pela 6tima concordéincia dos
resultados obtidos com aqueles que advém da aplicacdo de outros esquemas BPM
baseados nas técnicas numéricas dos elementos finitos utilizando-se as trés componentes
do campo H [30] , formulagdes DF-VBPM e FFT-VBPM [31] e formulagdo BPM que
emprega a reducdo iterativa de Lanczos [32]. Para finalizar, foram feitas, também,

comparagdes com dados experimentais encontrados na literatura.

O corpo principal da presente tese foi dividido em mais quatro capitulos.

No Capitulo 2°, ¢ feita a apresentagiio do problema que, em linhas, gerais consiste

na analise da propagacéo de um feixe Sptico em guias de ondas constituidos por materiais

dielétricos isotrdpicos ou anisotrépicos, considerando as caracteristicas vetoriais das



ondas eletromagnéticas, entre elas, o acoplamento mutuo das componentes do campo
magnetico H. Depois, segue-se o desenvolvimento da formulagdo utilizada partindo-se
das equa¢des de Maxwell, escritas na forma diferencial. Destas obtém-se, com a inclusio
implicita da relagdo do divergente (V.H=0), a equacio de onda vetorial escrita em termos
das componentes transversais do campo magnético H, expresso por:

sk Bz

H{x,y,z)=h(x,y,z) e , em que f; ¢ a constante de propagacdo de referéncia, kg € o

numero de onda para ¢ espago livre, h(x,y,z) ¢ a componente lenta (envoltéria) da onda

-k . .. .
##:% & a componente rdpida desta onda. Posteriormente, leva-se em conta

propagante € e
a aproximacdo paraxial e aplica-se o método de Galerkin no plano transversal, xy, a
diregdo da propagacéo da onda eletromagnética, z. Como resultado, tira-se um conjunto

de equages diferenciais ordindrias acopladas de primeira ordem, do
tipo: [A]ai {ht }(z) = {B]{ht}(z) . no qual [A] e [B] sdo matrizes esparsas, nio simétricas,
Z

ndo hermiteanas, de ordem 2n,X 2ny, € ny, ¢ 0 numero de nés da malha. O vetor {h, (z)
representa os valores das componentes transversais do campo magnético h nos nés da
malha. Finalmente, empregando-se o esquema das diferengas finitas Crank-Nicholson, ao
longo de z , chega-se ao seguinte sistema de equagdes lineares: ( [A] - 0,5 Az [B] ){he}
= ([A] + 0,5 Az [B] ){h} @+, em que Az € o passo na dire¢io axial, z. Uma vez
calculado hg, deriva-se a componente axial h, recorrendo-se a relaciio do divergente do

campo magnético H igual a zero, V.H=0.

No Capitulo 3% verificamos a validade do método para guias de ondas formados

por material isotropico, utilizando-se diversas geometrias. Mostramos a propagacio do



feixe em guias de ondas embebidos, fibras com perfil do indice de refracéio em degrau,
guia tipo costela, acoplador direcional e, finalmente, uma jungéo em forma de Y, com o
intuito de mostrar que a formulacdo pode ser também empregada em estruturas variantes
ao longo de z. Apesar desses meios serem isotropicos, as simulagbes evidenciam a
natureza vetorial da formulagfio através da constatagiio da rotacdo da polarizacdo e pelo
uso de guias de ondas onde nfio se pode considerar a condigio de guiamento fraco, ou
seja, onde existe uma grande variaciio do indice de refracio ao longo da segdio

transversal do guia.

O Capitulo 4°, apresenta os resultados provenientes da aplicacdo do método FE-
VBPM em guias com anisotropia diagonal como a fibra dptica altamente birrefringente,
¢ para testar a formulagdc com relagio a um meio caracterizado por um tensor

permissividade com termos fora da diagonal, no caso £, © &, , consideramos uma forca

externa aplicada a uma fibra de alta birrefringéncia, provocando rotacdo dos eixos
principais de polarizagdo. Os resultados desta simulagio foram comparados com os dados
experimentais obtidos em [33] por intermédio de um método que & uma variacio da
técnica que usa a modulacfo elasto-Optica com o intuito de localizar os eixos principais

de birrefringéncia em um ponto qualquer do circuito, sem precisar clivar a fibra [34].

No Capitulo 5% apresentam-se as conclusdes sobre o trabalho desenvolvido e as
perspectivas para trabalhos futuros, dentro desta linha de pesquisa. No final da tese sio
incluidos apéndices, onde sio feitas algumas demonstragdes relativas ao desenvolvimento

apresentado no Capftulo 2% O objetivo destes apéndices é tornar este trabalho mais
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completo e facilitar a leitura do corpo principal da tese, especialmente para aqueles que

desejam se familiarizar com o desenvolvimento tedrico do método aqui utilizado.

Boa parte dos resultados apresentados neste trabalho ja4 foram expostos em

congressos ¢ publicados em anais e revistas [35]-[39].

¥



CAPITULO 2

FORMULACAO DO PROBLEMA PELO METODO

VETORIAL DA PROPAGACAO DO FEIXE OPTICO

2.1 INTRODUCAO

Inicialmente, descreve-se o problema de um guia de onda de secfio reta
arbitrria, constante ou suavemente modificada ao longo de seu eixo. Seja ele
formado por dielétrico anisotrépico e com perfil de indice de refragfio variando
arbitrariamente em sua secio transversal. Considere, também, que o guia estd

imerso em um meio dielétrico e que as perdas podem ser consideradas.

A estrutura definida acima € posicionada em um sistema de coordenadas
retangulares, de tal forma que o eixo do guia de onda tenha a mesma dire¢iio do
eixo z conforme mostra a Fig. 2.1. Para a estrutura bidimensional descrita, a
equacdio de onda vetorial que descreve a propagaciio do feixe ptico é expressa
em termos das componentes transversais do campo magnético por meio da
incluséio implicita da condi¢do do divergente do campo magnético igual a zero,
que, também, garante a eliminag@io completa dos modos espurios [40].

Empregamos a formulagio H pois as componentes do campo magnético sdo
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continuas nas interfaces dielétricas e o mesmo ndo ocorre quando trabalhamos

com a equagio de onda escrita em termos do campo elétrico E.

Figura 2.1 — Secfio do guia de onda dielétrico anisotropico imerso em um meio

dielétrico.

Em linhas gerais, para se obter a solugdo numérica da equacdio de onda,
primeiramente considera-se o dominio 2, onde est4 inserido o guia de onda a
ser analisado, particionado em subdominios triangulares, também conhecidos
por elementos finitos (Figura 2.2). A forma triangular € normalmente utilizada
porque ela € facilmente adaptivel as formas complexas. O préximo passo
consiste na aplicagdio do método de Galerkin [40], considerando o plano xy, na
equagdo de onda vetorial escrita em termos das componentes transversais do

campo magnético h. Nesta etapa o campo magnético transversal h, ¢ expandido

13



como h, = Z(h,dux +hw-uy)yi(x,y), em que ,(x,y) denota fungdes de base

j=1
de primeira (Figura 2.3) ou de segunda ordem usadas no método dos elementos
finitos para expandir as componentes do campo hy; hy e hy; sfo os valores das
componentes transversais do campo magnético h nos nos ¢ ie pode ser 3 ou 6
para elementos triangulares de primeira ou segunda ordem, respectivamente.

Como resuitado da aplicacdio do método de Galerkin, obtém-se um conjunto de
equagOes diferenciais ordinarias acopladas do tipo: [A]_Q%_}g_zl == [B}{hl {z). no
Z

qual [A] e [B] s@o matrizes esparsas, nfio simétricas ¢ nfo hermiteanas, que
contém coeficientes que sfio funcgBes da geometria e dos parimetros
eletromagnéticos da estrutura em andlise e o vetor {h}(z) representa o campo
magnético transversal para cada um dos nés da malha. Finalmente, resolve-se
o sistema de equacGes diferenciais ordindrias, através do esquema das
diferencas finitas Crank-Nicholson [41] ao longo da diregfio z. O procedimento
acima citado, e que serd detalhado neste capitulo, reduz o problema inicial
descrito pela equagio de onda vetorial para um sistema algébrico de equacdes

lineares da forma:
([A] - Az6,[B] ), }, = (A] - Az(1- 6, )B] }h.},,

nas quais Az ¢ o passo dado ao longo da diregio z ¢ 8. = 0,5 define o
esquema Crank-Nicholson. Finalmente, utilizando-se programas otimizados,

obtém-se a solugdo do sistema linear e, dai, tem-se as distribuigdes espaciais das
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componentes transversais hy € hy do campo magnético h,, para sucessivos
planos com z constante. Desta forma pode-se visualizar a propagacdo de um

feixe 6ptico em uma estrutura ou dispositivo de interesse pratico.

— ]
1 —

Figura 2.2 — Exemplo de malha utilizada em elementos finitos para a analise

de um guia de onda com segio quadrada.
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(b) h A

Figura 2.3 - Funges interpolagdes lineares para o elemento triangular. (a) w7,
(b) w3, (¢) ;. As superficies planares das fungdes estdo

hachuradas.

2.2 EQUACAO DE ONDA VETORIAL

Sabe-se que a equagio de onda de Helmholtz é obtida das seguintes

equagdes de Maxwell :

16



oB

VXE=-"2 @.1)

vxH=22 .3 (2.2)
ar

VD =p (2.3)

VB=0 (2.4

Os campos E, H, D e B séo fungdes da posicio e do tempo . Supondo os

campos com dependéncia harmdnica no tempo, expressa por exp(fax), tem-se:

VxE =~ jouH (2.5)
VxH= joeE +J (2.6)
VD=p Q2.7)
VB=0 (2.8)
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nas quais, os campos E, H, D ¢ B, s3o, agora, fungSes somente da posicio e
representam ,em forma fasorial, ondas monocromdticas. Os campos D ¢ E, ¢ B

e H, estdo relacionados pelas relagdes constitutivas:

D=¢E (2.9)

B = 4H (2.10)

Como estamos considerando materiais dielétricos ¢ sem fontes, temos a
permeabilidade igual 4 do espago livre (u=ug) ¢ as densidades de carga e de
corrente nulas, o = 0 e J=0, respectivamente. Desta forma as equacdes de

Maxwell, para o problema em questdo, podem ser escritas da seguinte maneira:

VxE=—jouH (2.11)
VxH= jacE (2.12)
ViE}=0 (2.13)
Viu,H}=0 (2.14)
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Nestas equagbes, H ¢ E representam os vetores campo magnético ¢
elétrico,  respectivamente. Aqui, consideram-se meios anisotropicos os

definidos pelo seguinte tensor permissividade:

=g —jg" =g, +e_um, (2.15)

naqual & ¢ um tensor arbitrario 2x2 dado por:

S =W e WU, +E RO +E WU (2.16)

Vale ressaltar que os elementos do tensor dado pela equagdo (2.16)
podem ser generalizados como fungdes complexas arbitrarias, variando ao
longo da segdo transversal do guia ou plano x y- Assim sendo, a formulacio
aqui apresentada admite meios com perdas, meios e ndo-homogéneos com
indices de refragfo tipo gaussiano, erro complementar, exponencial, funcdes
quadraticas etc. Pode-se, ainda, considerar meios nio reciprocos tais como o0s
guias de ondas dielétricos com plasma e os guias magneto Opticos, uma vez que

o tensor permissividade apresenta termos fora da diagonal, Exy € &x

Das equagBes (11)-(14) obtém-se a seguinte equacdo de onda vetorial:

Vx(e'Vx H)-k2H =0, 217
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emque Ko = /&, , o € a freqlié€ncia angular e k € o niimero de onda para o

espaco livre.

O operador V pode ser escrito como:

7]

V=V, +—u_, 2.18
£ 82 z ( )

considera-se que:

Vi=—u +—u_,
e sabe-se que:
H(x, VeZ) = H;(xa y’z)‘*“Hz(anaZ)“z (2.19)
na qual:

H (xy,2)=H, (x,y,z)u_+ H, (x,y,z)u, (2.20)

Levando as equagbes (2.18)-~(2.20) na equacdo de onda, dada pela

equacdo (2.17), chega-se a:
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o JH ol
V., x(k,V,xH,)+u, :~<-éz—[kt(uz x—g;—)}—i—uz X'éz—(ktvt xH,u )-

~kH, =0 (2.21)
€
V,xk. (V,xHu)+V x[k, (u, x a;i‘ V—-kiHau, =0, (2.22)
aqui usou-se a notacgio:
k, =& (2.23)
k, =g (2.24)

A equacio (2.21) contém apenas termos orientados transversalmente e a

equacdo (2.22) possui apenas termos axiais.

Manipulando-se o segundo termo da equagdio (2.21), conforme descrito

no Apéndice A , verifica-se que:
3 cH 5, cH
u, x—Jk (o, x—}j=—(k, —L 2.25
X T, x0)= —(k, 2o 225)

cont

hkw kyx
km—[ kx}, Tk j’ (2.26)
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A soluc8o da equacdio (2.21) pode ser escrita da seguinte forma:
H(xsya Z) = h(xaya Z) eXP(“'YZ) (227)

na qual y=jk,8,... B € © indice efetivo de referéncia, h(x,y,z) é a

componente lenta (envoltéria) da onda propagante e, naturalmente, e """ ¢ a

componente rapida desta onda.

Da relagdo do divergente de H igual a zero, dada pela equacdo (2.14),

tira-se que:
h, = (V.h, +%)/y (2.29)

Agora, substituindo as equa¢des (2.25) , (2.27) e (2.29) na equacéo (2.21),

chega-se a:

oh,
oz

d oh ok 85°h
+(k, —L)—p 8 h Lk t
) 3 ( i 5 ) e 5 1 [+ azz

o
V. x(k_V,xh) +mé;(k"’ +

+7’k h Lo x[——a—k —?M(V xh,u )]+iu xk E:i—(V xh,u, )—
bt ¥ z az tbaz t zoZ ;V z tazz t z oz

0 xk (Vb xS X (Vb ) - pk, B

+1u K, ugim(vt x(V,hu,)—u, xk V, x(V, hu)-k’h =0 (230)
¥ 74
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A equagfio (2.30) descreve a propagagiio de um feixe Optico em um
guia de onda dielétrico anisotrépico. Ela, por ser vetorial, descreve a
dependéncia dos modos com relacdo & polarizagiio e, também, leva em conta o
acoplamento existente entre as componentes do campo h. Podemos, da equacdo
(2.30). derivar a equagfio de onda para uma andlise escalar da propagacéo do
feixe optico. Neste caso, pode-se manter a anisotropia diagonal considerar um
meio isotropico , impor-se a condicio de guiamento fraco e admitir que os
modos E* e E¥ sdo bem aproximados pelo modo TE (Ey=E,=Hx=0)e pelo

modo TM ( Ex=H,=H,=0), respectivamente.

2.3 EQUACAO DE ONDA VETORIAL PARAXIAL PARA A

SIMULACAO DA PROPAGACAO DE FEIXES OPTICOS

Estando o guia de onda orientado ao longo do eixo longitudinal ou muito
proximo do mesmo, a equagio de onda de Helmholtz pode ser simplificada
admitindo-se que a varia¢Bo da envoltoria da onda, h(x,y,z), ¢ extremamente
lenta (SVEA, Slow Varying Envelope Aproximation) com relagfio a z .Dai,
pode-se obter uma forma aproximada para a equagio (2.30) desprezando os

%h 5*h ) .
termos - e = . Esta aproximacio ¢, realmente, vilida para a onda
pYe Py P © p

eletromagnética propagando-se bem préximo do eixo longitudinal, na chamada

regido paraxial. Desprezando a segunda derivada com relagéio a z, a equacdo de
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Helmhotz transforma-se na equagiio parabolica, que é conhecida como equaciio
paraxial ou equagd@o de Fresnel. Em adigfio, supde-se, também, que a variacio

de £ao longo de z € muito pequena comparada com a variagio transversal, logo,

z

O termo

pode, também, ser desprezado sem comprometer o calculo de h,

obtido utilizando a relagdo do divergente, equagiio (2.29). Imtroduzindo as
mencionadas aproximacdes na equacdo (2.30), chega-se, finalmente, 4 seguinte
equacdo de onda vetorial usada para a simulagio da propagacio de feixes
opticos:

ok, oh, &h

1 ok
vV, x(k,V, x ht)*i'"é""z"“é;““ﬁ‘m *‘&"‘"H’zkmht +‘};“z X“é“z‘t*[vr <(V.h Ju,]+

+-—1-—uz xk,{vr x—gzz—(vt.hz)uz}—uz x[ka, x(V,.hr)uz]——k(fh, -
7

ok,
Vi 1 2.31
‘r (2.31)

t

Manipulando a equag#io (2.31) obtém-se:

k
iuzxk,lin x—g-(V,.h,)uz} + [6 'b -—2;/km)6—h—’— k2h, +V,x(kV,xh, ) +
¥ oz Oz oz
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+u_ x|y &, -k IV, <(V, b )u ]+ yk,, —y ok, h, =0 (2.32)
Oz oz
A equacio (2.32) pode assumir a seguinte forma compactada:

h
uzka[vt x?j;(vt.ht)uz} + kh%z—t— + V,xk_V xh, +

+ 0, xky [V, x(V b Ju, |- (k7 + K, b, =0 (2.33)
com:
k k
k =g 1 | ™= SN (2.34)
t t [kyx kw}
—k k
k, = 7 ¥, 2.35
o [kx}. _kJ, (2.35)
k,=7"k_, (2.36)
ok
k, =—-m_&ﬁb -2y kg, (2.37)
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Ik

k., =y"‘1——5z-‘-——kt, (2.38)
L, 8k
k, =y lméf—ktb, (2.39)

2.4 APLICACAO DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Primeiramente, para discretizar a equagio (2.33), no plano xy, é
necessario obter a sua forma integral equivalente. Isso pode ser feito através de
um funcional, tal que (2.33) seja a correspondente equacio de Euler. Em outros
termos, deve-se encontrar a forma variacional tal que a solugio estaciondria &,
também, solu¢do de (2.33).Um problema tipico de valores de contorno pode ser
definido por uma equagdo diferencial representada simbolicamente pela
equagfo £¢ = f, aplicada no dominio (2 , juntamente, com as condigbes de
fronteira I" que limita o dominio (). Aqui, £ ¢ o operador linear da equagfio de
onda, f/ é uma fungfo excitagiio ¢ ¢ ¢ uma funcio a ser determinada. Para um
meio reciproco e sem perdas o operador £ ¢ simétrico e auto adjunto. Para as

condigbes de contorno apropriadas. Nesta situacdo, a expressio do funcional ¢

26



real e pode ser diretamente associada com a energia do sistema. Para meios
reciprocos e com perdas, o operador £ ¢ simétrico e ndo-auto adjunto. J4, para
mejos ndo-reciprocos e com perdas, como ¢ o caso da equagdo (2.33), o
operador £ € ndo simétrico e ndo-auto adjunto. Nota-se que a definicdo do
funcional embora permita, em algumas situagdes, uma interpretacio fisica mais
direta e constitua numa tratamento matematico mais sofisticado, pode-se
transformar numa tarefa muito ardua. Jd o método de Galerkin & muito mais
geral e permite, de forma bastante simples e direta, obter-se a forma integral.
Além do mais , se uma forma funcional de fato existe, esta é equivalente a

forma integral de Galerkin. O principio do método de Galerkin pode ser
facilmente explicado, definindo-se o residuo » dado por r=£4—f=0 , no
qual 5 € uma fungfo aproximada para ¢. O método de Galerkin, ou método do

peso residual, forca ¢ e V{£2) tal que,

R=(w,r)=[,wrd2=0 (2.40)
vV we W(Q2)
em que ( R ) representa o produto interno, w 4 fungio peso, R denota a
integral do peso residual e W(_Q) 0 espago das fungdes peso. A condiciio
(2.40) pode, também, ser interpretada como: obter a funcio ¢ e V(.Q) tal que
o residuo r seja ortogonal ao espaco W(Q). Quando V(.Q);e W(.Q) tem-se o

método de Galerkin Generalizado ou Petrov-Galerkin; quando V()= w(2)

tem-se 0 método de Galerkin Simples ou, simplesmente, Galerkin.
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2.4.1 EMPREGO DO METODO DE GALERKIN

Primeiramente, de acordo com os procedimentos do método dos
elementos finitos, dividimos a regifio do dominio £2 em uma grande quantidade
de elementos triangulares. Estes elementos podem ser de tamanhos diferentes;
assim, numa regido onde temos grandes variagdes de campo, podemos colocar
uma maior densidade de elementos; ao contrrio, em regides de pouco
interesse, podemos colocar menos elementos. Cada elemento sé pode conter um
tipo de meio, portanto a fronteira entre dois meios sera também
obrigatoriamente a fronteira entre elementos. Assume-se, aqui, que ¢ dominio
computacional € limitado por paredes elétricas ou magnéticas perfeitas situadas
bem distantes do guia de onda a ser analisado com o intuito de evitar reflexdes

indesejaveis.

Com relagdo as malhas exploramos uma das vantagens do método dos
elementos finitos que consiste no uso de malhas amplamente nio uniformes,
provendo o grau exigido de discretiza¢fio em regides onde é necessario e, ao
mesmo tempo, evitando discretizagdo desnecessariamente fina onde ndo &
exigido [11]. Todas as malthas utilizadas neste trabalho foram consideradas
invarigveis na diregdo de propagagdio e ajustadas durante a analise modal que
precedeu o estudo da propagagfo do feixe éptico, com o intuito de determinar o

indice de referéncia conveniente, com sua respectiva distribui¢fio do campo .
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Entéo, de acordo com o método de Galerkin, o problema estabelecido
pela equacio de onda vetorial, dada por (2.33), pode ser transformado numa
equacéo integral, para z fixo, fazendo o produto interno da mesma com a fungdo
peso vetorial Wy, a ser definida em comformidade com as funcdes utilizadas para
expandir o campo h,. Vale ressaltar que a fungio vetorial w, possui a mesma
orientacfo ¢ atende as mesmas condicdes de contorno do campo magnético
transversal h. O préximo passo consiste em aplicar o procedimento de
Galerkin, descrito pela equagio (2.40), em (2.33). Dai, o problema passa a ser:

achar h, e H2{2) tal que,

—S;L[uz xkoV, x(V,h, u_lw,da + ?%Lkl,h,.w,d[) +
+ L(V, xk_V, xh, )w d2 + L[uz xk,V, x(V, b, )u,|w,d2 -
- [ + 7 howd = 0 (2.41)
v w, € H;(¢2), na qual H(2) é um subespago do espago de Hilbert H?((2),

cujas fungSes elementos e suas primeiras ¢ segundas derivadas pertencem ao

espaco de fungSes de quadrado integréivel no sentido de Lebesgue. HE(Q) sera

definida a partir das condi¢Bes de contorno impostas. £2 & o dominio na qual a

se¢do transversal do guia de onda estd contido.
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Utilizando o primeiro teorema vetorial de Green e outras identidades
vetoriais, conforme mostra o Anexo B, podemos efetuar a integracdo por
partes do  primeiro, terceiro e quarto termos da equagfio (2.41) obtendo,

respectivamente:

5 8
Z e, xko YV, x(Voh o lw, d2 = L[ (V. b, [V, <k (0, xw o +
oz oz

+ %jaﬂvt.h,[uz <k (u, xw, )|nde (2.42)
ja(vt szzvt Xht)'w: d2 = .Lo(kzzvt xwt)'(vt th)ig +

+ Lok, V, xh MW, xn)s (2.43)

L)[uZXRZtVtX(V:'ht)‘lz]'wtd'Q = -[(Z(Vt'ht)'lz'[vzXk;t(uzxwt)}jﬂ +

+ o Veh fu, xki @, xw )nds (2.44)
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Levando as equagdes (2.42)-(2.44) na equagido (2.41), o problema passa a

ser assim definido: achar h, € H(2) tal que,

o 0
"a—z'fg(vt'htuz)'[vt kat}t(uzxwt)]dg - é;faﬂ(vt'ht u, xk;t(uzxwt)].ndf +

&
+ "‘é’;.fgknht'wtdg + [ok,, (VtXht)'(vzxwt)d'Q + j&ﬂka(VtXht)'(wtxnm -

_-L(Vf'ht)lz'[v‘xktz’(uzxwf)]dﬂ - .Lg(vf‘hr)[usz;t(nz xwt)}ndé’ +
+ L(koz + 77k bW, d2 =0 (2.45)

v w, € H(2) ,

na qual n € um vetor unitario normal & aresta e aponta para fora do elemento
(ver Figura 2.5), 8€2 ¢ o contorno que inclui as interfaces entre elementos de
diferentes materiais ¢ as paredes artificiais que limitam o dominio
computacional; H(¢2) ¢ um subespago do espago de Hilbert H'(42), cujas
fungBes elementos e suas primeiras derivadas pertencem ao espaco de fungdes
de quadrado integraivel no sentido de Lebesgue; observamos que

H;(2)e H(2) e H*(2)c H!(2). Nota-se que a integraciio por partes,
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introduzidas na formulaco de Galerkin, faz com que a solugdo seja procurada
nfio mais no espago H?(£2), que é o espago da solugdo, e, sim, em um €spaco
menos restrito ou mais “fraco™: O espago H'(£2) que é equivalente ao espaco
de fungBes continuas. Se o espago de trabalho fosse 0 subespaco H2(£2), seria

necessario que ndo apenas as polinomiais fossem continuas mas, também, suas

derivadas, ou seja, baseadas em polinomiais do tipo hermiteano.

Cumpre observar que a particiio do dominio (2 (malha), por meio de
subdominios (elementos finitos), nos permite definir um conjunto finito de
fungdes de base, digamos n. Este ntimero define o ntimero de incognitas que

estd, normalmente, diretamente associado ao niimero de nds dos m elementos
que cobre o dominio £2. Quanto mais densa a malha maior n e m. Seja {p.} , i
=1, ..., #, 0 conjunto de fungdes de base associada a uma certa malha. Esta base
gera um espago de dimensfo finita V,(2)e H(£2). Portanto , o processo de
aproximac@o opera da seguinte forma: aplica-se (2.45) para o subespago
v, (_Q) (discretizacdio de (2.45) ); isto nos gera uma solugfo, digamos ¢_ e se 0
esquema for convergente teremos, quando n-—>o que ¢, —» ¢ (solucdo) e
v.(Q2)—> H;.(.Q) Em outras palavras, o processo de aproximacdo serd
computado através de subespagos de dimensdes finitas. Para uma dada

tolerfincia &, existird uma malha com 7 tal que V7)7% =g~ ¢,|(& .
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O método dos elementos finitos segue o esquema descrito acima, porém,

existe uma preocupagdo especial na escolha dos subespacos V, (.(2) € suas

respectivas bases {q)i}, visando, fundamentalmente, otimizar os recursos

computacionais disponiveis, tais como a memdria.

2.5 LIMITACAO DO DOMINIO COMPUTACIONAL

Para limitar o dominio computacional, utilizou-se paredes elétricas
perfeitas (PEC, perfect eletric conductor) por intermédio da condicio nxH =0
sobre a fronteira T, que limita o dominio computacional (2, e paredes
magnéticas  perfeitas (PMC, perfect magnetic  conductor) fazendo

Bxg " (VxH)=0 sobreT.

Durante a simulacio da propagacio do feixe optico € normal que ocorra
certa radiacdo que tende a se refletir nas fronteiras que as limitam o dominio
computacional. Para evitar que reflexdes retornassem a regifo de interesse, as
paredes PEC ou PMC foram situadas bem afastadas do guia de onda a ser
analisado. Este ajuste foi manual observando-se a existéncia, ou ndo, de ondas

refletidas indesejaveis.
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Fearede slétrica ou
magnética

v
r
Parade elétrica ou
rragnética
Figura 2.4 — Segio transversal do guia dielétrico anisotrépico imerso em meio

dielétrico e limitado por paredes magnéticas perfeitas (PMC) ou

elétricas perfeitas (PEC).

2.6 ANALISE DAS INTEGRAIS DE LINHA

Calculos numéricos cautelosos foram feitos com relagio s integrais de
linha representadas pelos segundo e sétimo termos da equacio (2.45), uma vez
que o termo V.h, deve ser continuo em todo o dominio. O calculo dessas
integrais tém sido realizado eficientemente utilizando-se elementos triangulares

de segunda ordem, com apropriado refinamento local. A segunda integral de
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linha da equagdo (2.45) é nula para qualquer situagdo. J4 a primeira e terceira
integrais de linhas sdo nulas quando aplicadas sobre uma parede magnética
perfeita (PMC) ou sobre uma parede elétrica perfeita (PEC), considerando

material diagonalmente anisotr&pico (&4 =&, =0). Para esclarecer melhor as
contribui¢des das integrais de linha , inicialmente, consideramos a primeira
integral de linha da equagiio (2.45):
b Vo fu, <k (u, xw )nas (2.46)
Da relagéio do divergente V.H = 0 obtém-se:

h=V,h,/jyk (2.47)

na qual %o ¢ o numero de onda para o espago livre , y=7 kB, e B, éo indice

efetivo do modo propagante.

Levando a equagdo (2.47) na (2.46) chega-se a:
irk [ hu, x[ki @, xw )nds (2.48)

Verificando as equactes (2.47)-(2.48) podemos, claramente, notar o que

ocorre com a integral de linha (2.46) quando aplicada sobre uma PEC ou PMC
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ou em uma das arestas pertencentes a elementos contidos no dominio
computacional £2. A integral de linha (2.46) , conforme indica (2.48), anula-se
quando aplicada sobre uma parede magnética perfeita (PMC), pois a
componente do campo magnético h, , tangente 4 PMC, € nula. J&, com relagdo a
parede elétrica perfeita, a integral de linha anula-se na situagdo em que & ¢
diagonalmente anisotropico (kxy = kyx = 0), pois o termo |u, xk!(u, xw_ )
anula-se. Agora, quando estamos aplicando a integral de linha (2.46) nos
clementos do interior do dominio 2, devemos ter muito cuidado com as
interfaces que separam os elementos de diferentes meios. Embora w, e h,u,
sejam continuos nas interfaces, 0 mesmo nio ocorre com a integral de linha,
pois & sera descontinuo nas interfaces que separam elementos situados em

diferentes meios. Isso pode ser facilmente demonstrado aplicando a integral de

linha considerando os elementos vizinhos representados na F igura 2.5 .

Figura2.5 - Representacio de dois elementos vizinhos pertencentes a
diferentes meios . As curvas com as setas indicam o sentido de

integracdo para as integrais de linha.
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Aplicando a integral de linha (2.46) nos elementos representados na

Figura 2.5 obtemos, respectivamente, para os meios 1 ¢ 2 :

‘E]}’k h Kot =W, kom)i-ny(wx Koy =W, kom)}:w (2.49)

= —Ejy kO hz[n" (Wy kﬂxyZ - wx k0w2)+ n)’(wx k(}}’xz *Wy k(]me )}ig (250)

Considerou-se, na obtengfio das equagdes (2.49) e (2.50), que

W, =W, +w i, n=n.u, +n.u, eque k,; ek, sio os valores de k,,

para os meios 1 e 2, respectivamente.

Agora, somando (2.49) e (2.50), chega-se a:
€ +¢, qu]yk h [n w (k(}xyl | S )_nxwx(k(lyyl “koyyz)+

0, W, Koy = Koo -1, W, (Ko —Koces )] @2.51)

Verificando a equagdo (2.51) notamos, claramente, que e;+e,=0 se
ko =k,,» Ou seja, a integral de linha (2.46) anula-se quando aplicada em
elementos pertencentes ao mesmo meio, pois as contribuicSes se cancelam uma

vez que a integral de linha ¢ feita num sentido em um elemento e em sentido
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contrario no outro elemento vizinho. Verifica-se ainda que e;+e, = 0 quando
koy #Koyy, OU seja, a integral de linha ndo anula-se quando aplicada em
elementos pertencentes a diferentes meios. Conforme mencionado, nesta
situagBo,  calcula-se numericamente as integrais de linha que envolvem a
relagdo do divergente, com muita eficiéncia, através da adogdo de elementos

triangulares de segunda ordem e apropriado refinamento.

Considerando o dominio limitado por paredes elétricas ou magnéticas
perfeitas, podemos facilmente concluir que a segunda integral de linha,
Lo (kﬂvt X ht).(wt X n)!f . da equagdo (2.45), é nula em qualquer situacfo. Da

equacio de Maxwell VxH = jwe E , tira-se que jwe,u, =k_V, xh_, logo:

‘Le(kzzvt XhtXWt xn)df =ja) 'ggezuz‘(wt Xll)_'lf 2

na qual e: € a componente do campo elétrico na direcéio u,, que ¢ continua nas
interfaces dos elementos. No interior do dominio (2 as contribuicdes da
integral de linha se cancelam . A integral mencionada também anula-se quando
¢ feita sobre a parede elétrica ou magnética, pois e, anula-se sobre uma PEC e

o produto vetorial w, xn é nulo quando considera- se uma PMC.
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2.7  DISCRETIZACAQ

Seguindo com a aplicagio do método dos elementos finitos, as
componentes hy(x,y,z) e hy{x.y,z), do campo transversal magnético h,, sdo
expandidas sobre cada elemento e em termos das fungdes de forma y, (x,y),

com coeficientes de expansdo hy e hy;, que sdo os valores dos campos nos nos

dos elementos, ou seja:

hi(x,y.z)=hi(x,y.z)u +h{(x,y,z)u =

=Y S+ Db 2 (xy,, (2.52)

i=]

, na qual ie denota o nimero de nés para o elemento e. Para os elementos

lineares temos ie = 3 e para os quadraticos je = 6 , conforme mostra a Figura

26.
3 3
e
1 2
(a) (b)

Figura 2.6 — (a) Elemento triangular linear, (b) Elemento triangular quadratico.
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Substituindo a equagdo (2.52) na (2.45) obtém-se, para um dominio
composto por m elementos, depois de uma simples manipulagio algébrica, um

sistema de equagBes diferenciais que pode ser compactado da seguinte forma:

i[[ °}9~%ﬂjti([ ok Z’} 25)

. AL Al B:, B!
em que: {hf}(z)={g_’l:z;ﬂ, [AG]Z[A? A?J [Be}=[Ben B:y:l

¥x ¥y

Os vetores {hi}(z) e {hf, }(z) representam os valores das componentes
transversais do campo magnético h{ nos nés do elemento e, pertencente a uma
malha formada por m elementos. As matrizes AS,, B¢, Al s e By estio

relacionados com as diferentes polarizacdes, isto €, indicam as diferentes

influéncias que o guia de onda exerce nas componentes h, e hy. J& as matrizes
& e e [ ~ .

A, BW, Axy, e Bxy estdo associadas com 0 acoplamento das

componentes transversais.

As matrizes elementares sio:

& . e e — [ [ e e — 5] e e e e

ALy = k(,},xs_,ﬂ-j ]::Oyysh-j +(1~:Ownx keyxny).Qﬁj +kms4ij, (2.54)
e — £ [+ — & [ € e — 2 [ £ e e

ALy =kg, st ~ko.s5 +(kouns keons 125 +k5, 55 (2.55)
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Ae

e  __1.e e e
ALy =kiysg; — ke, 5% + (k0 ~ke, n°) ST KESS, (2.56)
e [ [
{)xys31_] k 821_] ( Oxxny Oxy )()"82:_1—*_ke 54:3 2 (2'57)

€ =k*nt & _1-8 ot e e
Bxxzj kzzny 'Q?-u kzzSZijmk2ny3ij+k;yyslu ( S I1S

Be

Bl =kgn; 2¢

en .Qe

en qu

2pelly —

+ (kG2 ks };4,j ,

e e e e e e
2ij +k S3}J kzxysiij +k2xxS3ij + ( 2xyni

21,.€ e
+ 7 KnSe

e 1o e
i KLy — kS %S5 +kzy~53u + ( S W

2. e
+1k5y 8%

1% o 1%
1i kzzslij k SB;_] + klmSZ;_; (kgyxni

2 +7°k5,52,)
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2yy x )£ ?1;
(2.58)

?-xx y )"Q iJ
(2.59)

ny ) £ T

(2.60)

w03 ) L3+
(2.61)



nas quais:

S = [oe aa'f %d(? .
S35 = e 6;;" %dg )
5 = Joe aaif %’J’id‘gﬁ
3 = e Bgf a@i; do,
Zaj = [oe aff %d@

'B;ij = .[{2"' uath_i E

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

Nas equacdes acima, 2°e 0£2° denotam, respectivamente, a édrea € o

contorno do elemento e; ny € n, correspondem as componentes nas diregBes u_
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e uy, respectivamente, do vetor unmitario n°, normal a aresta do elemento e,

apontando para fora (ver Figura 2.5). Quando as integrais de linha sfo feitas

Vi
’ /1@'/’1] °

!V’/fz l » Tespectivamente. Como € | e, consequentemente, ky,, ki kye ks,

sobre as arestas 1-2, 3-1 e 2-3, n° assume os valores: V%Vf
3

Vi,

Sdo constantes no interior do elemento, as integrais representadas pelas
equacdes (2.62) a (2.68) podem ser calculadas analiticamente , conforme Anexo

C.

Utilizando a notaco giobal podemos rescrever a equacdo (2.53) de forma

ainda mais compacta:
(A2 0. )2) = [Bfn, Jo (269

na qual o vetor {ht}(z) representa os valores das componentes transversais do
campo magnético hy nos nés da malha; as matrizes globais [A] e [B] sdo
esparsas, ndo simétricas, nfio hermiteanas, de ordem 2n, x 2n, ,¢ 1, ¢ 0 mimero

de incognitas, associadas aos nés da malha discretizada.
A proxima etapa consiste na solugiio da equacfio diferencial (2.69). Para

isso, aplicou-se na mesma o método das diferencas finitas transformando-a no

seguinte sistema de equagdes algébricas:
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(A]- 226, [B]n, },, = (A]- Az +6,)[Bb )., (2.70)

em que Az € o passo dado ao longo da direcdio z e & decide qual 0 esquema
de diferengas finitas a ser usado. A escolha pode variar entre 0 e 1. Estudos
sobre a estabilidade confirmam que este método ¢ incondicionalmente estivel
para 0.5 < & < 1. Para 6,= 0,5 [05] temos o algoritmo Crank-Nicholson,
que ¢ bastante empregado pois, em geral, tende a ser estével e ndo causa
problemas de inconsisténcia de energia durante a propagacio. Vale ressaltar que
as matrizes [A] e [B] sfo esparsas, com a maior parte dos elementos nulos. Com
isso, pode-se utilizar métodos otimizados e disponiveis em bibliotecas
numericas, como o programa Me28 da Harwell [42], que admite um sistema

linear , nfio simétrico, esparso e nfio Hermiteano.

O processo de célculo de h; para cada passo Az inicia-se com a definigio
de uma distribuico inicial do campo h que pode ser do tipo gaussiano, ou,

entdo, o perfil do campo h de um dos modos da estrutura em questio, que pode
ser obtido atraveés da az;élise modal. Impondo € A = 0 na equagfo (2.45),
obtemos um sistema de autovalores e autovetores que caracteriza a analise
modal e pode ser escrito na seguinte forma candnica: Qh, = ’Rh,; aqui as
mairizes Q e R sdo esparsas, ndo simétricas e ¥ € o autovalor relacionado com

as constantes de fases dos modos propagantes e, naturalmente, os autovetores h,



fornecem as distribui¢Ges das componentes do campo magnético b para cada

modo de propagagio [43).

Outro ponto que merece muita atencfio é a escolha do indice de refracdo
de referéncia ner (ferko) para que a aproximacio da envoltdria da onda
hy(x,y,z), variando lentamente, seja, realmente, satisfeita (SVEA). Se a
diferenca do indice de refragfio ao longo da secdo transversal for pequena, pode-
se escolher nrr igual ac do indice de refracfio da casca, no caso de uma fibra
optica. Em outras situagdes, deve-se escolher n.r com muita cautela para que
as variagGes de hy, com relagio a diregdio z, sejam minimizadas. Para isso, uma
escolha conveniente para m.s ¢ a média dos indices efetivos de todos os modos
guiados envolvidos no processo da propagacdo. Para guias de ondas

monomodos, o indice de referéncia n.r é feito igual a0 indice efetivo do modo

guiado, ou seja, n,, = B / » onde B, ¢ a constante de propagagfio do modo
G

fundamental . Para os acopladores direcionais, o valor de #,.s é escolhido como

Ry =(/851 +ﬂAS%k , ma qual By e B, s8o as constantes dos modos
Q

simétricos e assimétricos. Nas situacgdes em que os modos guiados néo podem
ser claramente identificados, o indice de referéncia pode, ainda, ser escolhido
como a média ponderada do perfil do indice de refragio ao longo da segdo
transversal. O problema com relac&io & 6tima escolha do valor de n.r poderd ser
atenuado com a adogfio de esquemas de propagacdo com angulos largos (nfo

paraxialidade) e serd considerado em trabalhos futuros.
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Os resultados numéricos apresentados, neste trabalho, foram obtidos
mediante wum programa, de nossa autoria, elaborado em FORTRAN. O

processamento de dados foi realizado em computador PC, Pentium 11, 400 MHz

,com 128MB de memoéria RAM.
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CAPITULO 3

SIMULACAO DA PROPAGACAO DE FEIXES OPTICOS

EM MEIOS DIELETRICOS ISOTROPICOS

3.1 INTRODUGAO

Diversas estruturas constituidas por dielétricos isotropicos foram analisadas com o
objetivo de comprovar a eficiéncia do método VBPM-FE. Os resultados apresentaram
boa concordincia com aqueles provenientes do uso de técnicas Ja consagradas tais como
o método BPM escalar [25] e o método VBPM que emprega as trés componentes do

campo h [30]. Utilizou também, para comparagdes, dados obtidos por intermédio da
andlise modal.
Aqui, o metodo foi testado para as seguintes estruturas:
a) guia de onda dielétrico embebido em meio isotrépico;
b) fibra 6ptica de indice de refracdo degrau;

¢) acoplador direcional formado por guias dielétricos semelhantes e de se¢iio quadrada;
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d) guia de onda tipo costela ;

€) guia de onda tipo costela em forma de juncdo Y.

Os resultados das simulagies sfio apresentados por meio das distribuigdes espaciais
das componentes do campo h para diversos planos com z constante. Em outras palavras,

mostramos a propagacio do feixe éptico no guia de onda dielétrico.

3.2 VERIFICACAO DA NATUREZA VETORIAL DA FORMULACAO

Demonstramos, neste primeiro teste, que a formulagio VBPM-FE aqui apresentada
¢ verdadeiramente vetorial, uma vez que leva em conta a polarizacio da onda e o
acoplamento entre as componentes do campo h. Vale ressaltar que o método ¢
conveniente para situagdes em que temos uma grande diferenca entre as permissividades
relativas transversais do guia de onda (&) € do meio em que o mesmo esta imerso, uma
vez que a condicdo de guiamento fraco ndo precisa ser levada em consideraggo, ou seja,
que V&/g<<l. Selecionamos uma estrutura formada por um guia de onda dieléirico, com
permissividade relativa igual a £=1, envolvido por um meio dielétrico com
permissividade igual a £=2,25. O guia nfo varia com seu eixo z e possui se¢do quadrada

de 2 pmx 2 pum, conforme mostra Figura 3.1.
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Figura 3.1 - Segfio reta do guia dielétrico isotrépico com &=1 (ar) e embebido em

material dielétrico isotrépico com £=2,25.

A Figura 3.2 apresenta os modos , . s , obtidos por intermédio da
analise modal, fazendo-se &/8z =0. Constata-se por meio da analise modal que os modos
, sdo degenerados e possuem o indice efetivo de propagagfo iguais a
e =1,4173552465. Os modos e sdo também degenerados, com os indices de

refracio de propagaciio iguais a n= 1,4157641570. Cumpre observar que a
identificacdo dos modos estfo de acordo com as caracteristicas de dispersdo apresentadas

por Marcatili {49] e Goell [50].
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Figura 3.2 - Variagio do valor das componentes transversais do campo magnético h em

fungdo das coordenadas x e y obtida por intermédio da analise modal para os

modos: (a) £3,, (b) E}, (¢) E}, (d) E, do guia da Figura 3.1.
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O guia foi excitado com uma combinagio linear obtida, simplesmente, somando
vetorialmente as distribui¢Ses de campos correspondentes aos modos E;, ¢ E¥ com os
indices efetivos de refragio mem ¢ e, respectivamente. Observa-se gue os modos
selecionados para a combinagéo linear n#o sio degenerados e portanto existird entre eles
uma diferenca de fase que determinara a rotacio da polarizacdo do feixe de entrada
durante a propagago ao longo do eixo z. A malha foi ajustada, nesta etapa, verificando-
se a convergéncia dos valores de 7. © nem. Para discretizar todo dominio, utilizamos
uma malha formada por 4302 elementos triangulares lineares para uma janela
computacional de 20um x 20pum. O comprimento de onda foi centrado em A=0,98um e
adotou-se Az=0.1pm e frer = (Memer2)/2 para o indice de refracfio de referéncia. O
campo langado em z=0 pm apresenta, conforme resultado da combinacfio linear entre os
modos Ej, e Ej,, a amplitude da componente h, ¢ desprezivel comparada com a
amplitude da componente h, do campo magnético h. Com relagio ao tragado das
componentes do campo h, mostraremos apenas parte do dominio computacional, com o
objetivo de detalhar a propagacio do feixe no interior do guia de onda. Conforme
mostram as Figuras 3.3 e 3.4, a medida que o feixe 6ptico se propaga, a polarizagiio vai
sofrendo rotages, e para uma distincia ao longo de z igual a L,=306pum , a amplitude da
componente hy torna-se desprezivel comparada com a amplitude da componente h,. Nota-
se, ainda, de acordo com a coluna direita da Figura 3.4, que o campo magnético h inicial,
depois de percorrer um trecho a0 longo do eixo z igual a 2 L, , assume, novamente, a
configuragdo do campo de entrada. Verificou-se a precisio dos resultados comparando o
comprimento para o qual ocorre a rotagfo da polarizagdo de 90°, obtido por meio da

propagagfio, com aquele proveniente da analise modal, calculado através da relacdo
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A

f =
(2ln@f1 — R,

0 A diferenga foi inferior a 2 um. Embora o guia seja isotropico e

invariante em z , foi possivel verificar a rotacdo da polarizagio gracas ao fato da
formulacéo ser vetorial. Os resultados aqui apresentados estdo de acordo com aqueles
apresentados por E. Montanari et al. [25] para situagio similar. Eles utilizaram a
formulagdo VBPM-FE desenvolvida para meios isotrépicos com elementos nodais ¢ as

trés componentes do carapo h.
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Componentse hx Componente hx

Componente hy Componente hy

Components hz Componente hz

@ ®)
Figura 3.3 - Valores absolutos das componentes do campo magnético h para (a) z= 0 um

e (b) z=120 um.
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Componente hx Cormponente hx

Componente hy

Componente hz Componente hy

(a) (b)
Figura 3.4 - Valores absolutos das componentes do campo magnético h para (a) z = 306

pm e (b) z=612 um.
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3.3 PROPAGACAQO DO FEIXE OPTICO EM UMA FIBRA MONOMODO COM

INDICE DE REFRACAO DEGRAU

A formulagio VBPM-FE ¢, agora, aplicada na analise da propagacio de um feixe
em uma fibra 6ptica monomodo com raio R =1 um e com indices de refraciio n, = 1,6

ng=1,5 para o nucleo e para a casca, respectivamente, conforme mostra a Figura 3.5.

CASCA

Figura 3.5 - Secdo transversal da fibra, com R =1 pm, 7, = 1,6 ¢ ng=1,5.

A Figura 3.6 mostra detalhes da regifio central da malha discretizada utilizada,

formada por 5868 elementos lineares cobrindo uma janela computacional de 90um x 90

um.
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Figura 3.6 — Vista parcial da malha que cobre a secfio da fibra de raio igual a 1um,

com i, = 1,6 € ng=1,5.

A fibra foi excitada por uma distribuicio de campo magnético h com a componente h,

Cxtey?

nula e a componente hy do tipo gaussiano: h, = Ae 2" em que o=lum € a largura do

feixe ¢ A € a sua amplitude. Fez-se o comprimento de onda A=1,555um, valor que
assegura a propagacéo monomodo. Admitiu-se ainda Az = 0,1jum e a constante de fase de
referéncia normalizada igual a (Berko) = 1,5464. Este valor foi obtido através da andlise
modal feita previamente ao estudo da propagagdo. As Figuras 3.7 e 3.8 mostram ,

claramente, que o campo inicial, depois de propagar por um trecho de fibra de
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aproximadamente 500 pm ao longo do eixo z, assume a forma correspondente ao modo
HE? e fica totalmente estivel ao longo de todo o trecho propagado. Verifica-se o
sucesso do teste notando que o campo, para z =1500 pm (coluna esquerda da Figura
3.8), concorda perfeitamente com aquele obtido utilizando-se a andlise modal (coluna
direita da Figura 3.8). Vale mencionar, novamente, que a componente h, foi calculada
através da relacdo do divergente, V.H =0. Os resultados referentes a este teste

concordam rigorosamente com as simulagdes feitas por Montanari et al. [30].
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Figura 3.7 — Valor absoluto das distribuicées das componentes do campo magnético

h para(a)z=0pme (b) z= 500 pm.
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Figura 3.8 - Valor absoluto das distribui¢Ses das componentes do campo magnético h

para (a) z=1500pum e (b) o modo HE;, obtido por meio da anélise modal.
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3.4  ANALISE DA PROPAGAGAO DO FEIXE OPTICO EM GUIA DIELETRICO
COSTELA

Para comprovar, mais uma vez, a validade da técnica numérica VBPM-FE,
apresentamos resultados numéricos referentes a propagacdo do feixe Optico em um guia

dielétrico tipo costela, conforme mostra a Figura 3.9.

Figura 3.9 —- Secfo transversal do guia costela.

Considerou-se que o mesmo foi excitado por um campo magnético h

correspondendo ao modo E* ou E, definido por uma fungdo gaussiana. Notou-se a

evolugdo do campo inicial para uma configuracfio bem definida e estavel correspondente,

a um dos modos de polarizacdo quase TE ou quase TM.
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A janela computacional foi definida por Lx = 200um ¢ Ly =100 um e foi dividida
em 8574 elementos lineares. Admitiu-se o incremento axial Az = 0,1 pm e como feixe de
entrada uma funcdo gaussiana com largura igual a o = 0,3 pm e com polarizagéo E* ou

EY. O comprimento de onda foi fixado em 1,55 pm e a constante de fase de referéncia,
usada na propagacéo, foi a constante de fase efetiva (ﬂ% ) do modo de propagacio da
0

onda propagante E* ou E” , obtida através da analise modal.

Os graficos representados pelas Figuras 3.10 e 3.11 mostram, respectivamente, a
propagagio dos feixes gaussianos para z=1, 3, 6, 9, 12, 15 ¢ 100 pm, com polarizagdes

E* e EY, respectivamente.
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Figura 3.10 — Curvas de contorno da componente h, do modo quase TM para: z=

O pm, z=lum, z=3um, z= 6um, z=9um, z=12pm, z=15ume

z =100um.
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Figura 3.11 — Curvas de contorno da componente hy do modo quase TE para:z=
Qpm, z=lpm, z=3um, z=6pm, z=9%m, z=12um, z=15pm, z=

100pm.
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Nota-se que os campos para z menor que 15 um variam drasticamente devido as
reflexdes que ocorrem na fronteira entre ar e nucleo, com as radiagdes voltando para o
interior do substrato. Notamos, para z maior que 100um, que os campos assumem
configuracdes estéveis que concordam com as distribuicSes das componentes do campo h
obtidas para as polarizacdes E* e F’ através da anilise modal. Os resultados aqui

mostrados apresentam boa concordancia com aqueles presentes na literatura [17], [32].

3.5 PROPAGACAO DO FEIXE OPTICO EM GUIAS DE ONDAS ACOPLADOS

Verificamos a propagacdo em uma estrutura formada por dois guias de onda
dielétricos, com se¢fio quadrada de 1um x lum , espagados por d, que é constante e
suficientemente pequeno para obter-se um forte acoplamento entre os guias. Estes guias
sdo constituidos por dielétricos isotrépicos, com constante dielétrica &, € estdo imersos
em um dielétrico com constante dielétrica s,. Nesta andlise adotou-se &=2,25, £=2,56
e d =02 pm e utilizou-se uma malha com 2834 elementos quadraticos cobrindo uma
janela computacional de 20um x 20um. Esta simulagio demonstra que a formulagio ¢
propicia para analisar acopladores direcionais, formados por dois guias préximos. Estas
estruturas sdo importantes para a transferéncia de sinal de um guia para outro adjacente ¢
sdo usadas em imimeras aplicagdes em oOptica integrada: chaveamento, divisdo de

poténcia, modulagéo, selegio de freqiiéncia ou polarizacdo.
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O guia 1 foi excitado com um feixe correspondente ao modo E], que possui
constante dielétrica efetiva rem(B/ky) =1,558992, isoladamente calculada para um dos
guias através da andlise modal. O comprimento de onda foi centrado em A=0,8pum,

considerou-se Az = 0,lpm e a constante de fase de referéncia igual a
Ry = (ﬁSJ +B As%k , na qual Sy e Jas sio as constantes de propagagdo dos
0

supermodos simétrico e antissimétrico de mais baixa ordem, calculados através da analise

modal.

Notamos através da Figura 3.12 que a luz langada em um dos guias (guia 1) em
z = 0 um, serd transferida para o outro guia (guia 2), depois de uma distancia L, = 33
um, conhecida como comprimentio de acoplamento. Este valor obtido para L. estd bem
proximo do valor obtido por meio da analise modal, usando a relagdo L=n/(fs-Las)-
Depois, o feixe passa novamente para O guia original, esta transferéncia de poténcia

ocorrera periodicamente ao longo do comprimento do acoplador.
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Figura 3.12 — Curvas de Contornos para componente h, para: (a) z=0 um, (b)

z=5um(c) z=15um, (d) z=25 um, (e} z=30 um, (f) z=33,1um.



3.6 ANALISE DA PROPAGACAO DO FEIXE OPTICO EM GUIA DE ONDA

COSTELA EM FORMA DE JUNCAOQ Y

Com objetivo de demonstrar o potencial da ferramenta numérica proposta
para a andlise de estruturas wvariantes ao longo da direcdo de propagacio,
consideramos um guia costela em forma de jungfio Y [17] conforme mostra a
Figura 3.13. Os centros dos bragos do guia sfo localizados nos pontos definidos

por:

:L-(l—-cos(n:z/L)) zsL
X =
+2 um z)L

com L = 40 um. Os pardmetros do guia costela sdo: largura w =2 pm, alturat; =
1.1 pm, altura da camada inferior t; = 0,2 pm, indice de refragBio da regifio de
guiamento B, = 3,44, indice de refracdo do substrato nyy = 3,34 ¢ indice de
refracio do meio acima do guia, n,= 1,0. A juncgdo foi excitada pelo modo de
mais baixa ordem com polarizaco Y, obtido através da analise modal de um guia
singelo costela (ver Figura 3.8 ) operando em A~1,55 um. Adotou-se uma matha
com 9516 elementos lineares cobrindo uma janela computacional de 300um x

150pm.
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A Figura 3.14 mostra a evolugio da componente principal do campo h com
polarizacdo y ao longo da jungdio Y. Pode-se notar a forma como o campo de

entrada se divide nos bragos do guia . Os resultados obtidos apresentam boa

concordéncia com aqueles obtidos por Montanari [ 30].

Figura 3.13 - Guia de onda costela em forma de jungio Y.
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z=0Qum

Figura 3.14 — Evolugdio da componente principal do modo fundamental com
polarizagio Y de um guija costela; Os campos sdo tragados ( do topo

para baixo) para z=0um, z=20pm, z= 24 ume z = 40pm.

Nota-se, claramente, na Figura 3.14 a ocorréncia de perdas ¢ ondas refletidas.
Parte das perdas é causada por reflexBes que ocorrem na regifio de abertura do guia.
Atribufmos, também, a presenca de reflexdes ao fato de utilizarmos paredes elétricas ou
magnéticas perfeitas para limitar o dominio computacional. De qualquer forma este teste
nos da fortes indicios de que a nova formulagio, depois que incorporar camadas
perfeitamente casadas (PML, perfectly matched layer) ou outros artificios para simular

uma camada absorvente em torno do guia a ser analisado, podera ser usada com sucesso
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na analise de guias de ondas variantes ao longo, da direcdo da propagacio do feixe entre

eles os guias em forma de juncdo Y ou os guias com afunilamentos.

3.7 CONCLUSOES

Com o objetivo de validar e demonstrar a robustez da técnica FE-VBPM proposta ,
analisou-se varias estruturas constituidas por guias dielétricos isotropicos. Consideramos
guias de ondas invariantes ao longo de z: fibra Optica com perfil do indice de refracdo
degrau, guia de onda com secdio reta quadrada, guia costela, acoplador direcional e
[finalmente, mostramos o potencial da técnica também para a analise de guias variantes
com z, por intermédio da simulacio da propagacdo do feixe optico em um guia costela
em forma de jungdo Y. Os resultados apresentaram boa concordancia com aqueles que
provém da aplicagio de aproximacdes ja consagradas na literatura. Constatou-se que o
método € estdvel e que, realmente, retrata a natureza vetorial dos campos
eletromagnéticos, uma vez que a polarizagdo e o acoplamento existente entre as

componentes do campo h sio levados em consideracio.
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CAPITULO 4

SIMULACAO DA PROPAGACAO DE FEIXES OPTICOS

EM MEIOS DIELETRICOS ANISOTROPICOS

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo mostraremos os resultados obtidos da aplicacdo do método FE-
VBPM em guias de ondas constituidos por materiais dielétricos anisotropicos. Os
resultados foram verificados através de comparacdes com aqueles provenientes da
aplicagdo de aproximactes numéricas ja consagradas, por meio do uso da anilise modal e
através de comparacdes com dados experimentais encontrados na literatura, referentes a
analise de uma fibra de alta birrefringéncia com rotacdo dos eixos principais de

polarizagéio.

Aqui, o método foi testado para as seguintes estruturas:

a) guia de onda canal dielétrico anisotrépico, difundido em LiINDOs;

b) fibra de alta birrefringéncia;

¢) guia de onda dielétrico anisotrépico retangular com desalimbamento dos eixos
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Opticos;

d) fibra de alta birrefringéncia pressionada por uma forca F externa constante ao longo

de um trecho do seu eixo z .

Por meio das simulagdes, envolvendo as estruturas acima mencionadas, foi
possivel verificar que o método FE-VBPM considera as propriedades vetoriais dos
campos eletromagnéticos, tais como os efeitos da geometria e do material com as
polarizagSes e o acoplamento entre as componentes de campo por causa, principalmente,
a anisotropia. Para melhor visualizar os efejtos provocados pela anisotropia, além das
distribui¢Ses das componentes do campo h, levantou-se, também, o estado de polarizagdo
do feixe (SOP, state-of-polarization) ao longo de z, a evolucio das fases ¢x e ¢y referentes
as componentes h, ¢ by, respectivamente, ¢ a evolucdo do fluxo de energia de cada uma

das componentes transversais do campo h.

4.2 PROPAGACAO DO FEIXE OPTICO EM UM GUIA DE ONDA CANAL

DIELETRICO ANISOTROPICO DIFUNDIDO EM LiNbO;

Primeiramente, para demonstrar a eficiéncia do método FE-VBPM no estudo da
propagacdo em meios dielétricos anisotrépicos, consideramos, conforme mostra a Figura

4.1, um guia canal dielétrico anisotrépico com as componentes do tensor do indice de
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refracdio iguais a: myx= 2,222; my= m, = 2,3129. As dimensdes transversais do canal sdo
a eb, sendo a = 5b. O substraio dielétrico anisotropico (LiNbO3), onde o canal €
difundido, apresenta componentes do tensor de indice de refragdo dados por: n3x = 2,2;

3y = M3, =2,29; comny = 1 (ar) [35], [44].

Figura 4.1 — Guia de onda canal dielétrico anisotrépico integrado.

A formulacio FE-VBPM foi aplicada na estrutura descrita, considerando, como

feixe inicial uma distribuigio de campo com a componente hy nula ¢ hy dada pela fungéo
gaussiana: h, =A.¢f* "2} naqual A ¢é a amplitude ¢ o € o difmetro do feixe.
Admitiv-se o= 0,5 um; o comprimento de onda A igual a 0,94 um, valor que assegura
regime monomodo ¢ Az = 0,1 pm. Com relagdo ao valor do indice de refracéo de
referéncia, adotou-se Ber = (B/ko), sendo B/ko a constante de fase normalizada,
referente a0 modo E7|, obtida através da analise modal. O campo inicial estipulado para

h, conforme descrito acima, vai gradativamente evoluindo para uma configuracdo bem
definida e estavel Depois de uma propagagio de 860 pm, ao longo do eixo z, a

distribuicdo de campo passa a apresentar uma 6tima concordincia com a distribuicfio do
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campo h referente a0 modo E},, obtido através da anslise modal, conforme mostra a

Figura 4.2.

Compeonente hx Componente hx

(2 (b)

Figura 4.2 — Valores das componentes do campo h para (a) z = 860 um e (b) o valor

absoluto do campo h obtido através da anilise modal .
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4.3 ANALISE DA PROPAGACAO DO FEIXE OPTICO EM FIBRA ALTAMENTE

BIRREFRINGENTE

Nossa técnica numérica foi testada, também, na andlise da evolugio do estado de
polarizagfio (SOP) de uma onda propagando em uma fibra éptica altamente birrefringente
[36], [37]. Este tipo de fibra tem sido utilizada em sistemas de comunicagdes Opticos
coerentes e em sensores interferométricos, tais como os giroscopios [45] . A Figura 4.3
mostra a segdio reta da fibra Optica birrefringente considerada. Ela possui elementos
internos que produzem campos de tensdes através do micleo que induzem birrefringéncia
linear através do efeito fotoelastico, cuja orientacio coincide com os eixos de simetria da
estrutura. A fibra possui raio igual aR == 1,1 um e os elementos do tensor permissividade
S350 £ = 2,16; &y = &7 = 2,162099384 para o nicleo ¢ & = 2,1257 para a casca. A fibra

foi excitada por um campo de entrada com hy nulo e a componente #, = AL+ 2]

onde o e A representam a largura e a amplitude do feixe inicial, respectivamente. 4

componente h, foi calculada utilizando a relagio do divergente. Considerou-se o= 0,55

pm , o comprimento de onda A = 0,829 pum, Az=0,1 ume (‘B’%]ﬁl,%lzzwél que €

a constante de fase normalizada (»3%0) do modo fundamental HE]|, obtida através da

analise modal.
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Figura 4.3 — Segéo reta de uma fibra 6ptica birrefringente que possui elementos

internos que produzem campos de tensdes através do niicleo.

A Figura 4.4 mostra o campo obtido depois de uma propagacio,
aproximadamente, igual a 1000 pm. Como teoricamente esperado, o resultado obtido
para a distribui¢fo do campo h concorda rigorosamente com a distribuigdio do modo

fundamental HE;,, calculado através da analise modal.
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Componente hx GComponente hx

Composenls by Companents hy

Componente hr Companents Az

(a) (b
Figura 4.4 — Valores absolutos das componentes do campo magnético h para (a) z=0 pm

e (b) z=1000 pm.

Para verificar o efeito da anisotropia sob a polarizacio do campo h, considerou-se, como
feixe inicial, uma combinacio linear dos modos de polarizagio HE; e HE],

representando uma onda com polarizag@io de 45° . A mencionada combinagfo linear foi
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obtida, simplesmente, somando vetorialmente as distribui¢bes do campo magnético h

correspondentes aos modos de polarizacgio HE{, e HE] . As constantes de fase efetivas
ogy = (ﬂ% ) dos modos HE}, e HE], foram calculadas através da anélise modal ¢ os

valores obtidos foram n.;=1,461223961 ¢ nemy =1,4608187976, respectivamente.

Admitiu-se A = 0,829 ym, Az = 0,1 pm e (ﬁ% ) == (f—iqﬂ-;liaj para o indice de
G

refragdo de referéncia. A Figura 4.5 mostra as variagdes das fases ¢x e ¢y. que
representam as fases das frentes de onda dos modos de polarizagio HE;, e HE},

respectivamente.

3%
3ap
240

180

Graus

120

] 400 100D 1880 1000 2500

Z (um)

Figura 4.5 — Evolugéio das fases das componentes transversais do campo magnético h

ao longo da direc3o de propagagio, z.
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Nota-se, na Figura 4.5, que para o S.r selecionado que o ponto de intersegfio das retas
que representam ¢ e ¢y corresponde a diferenca de fase igual a 8¢ =¢x - ¢y=2mnrade
ocorre em z = 2.047 pum. Este valor apresenta 6tima concordancia com aquele calculado

A

para o comprimento de batimento, através da relagdo Ly = . Utilizando os

Pory —"qul

valores de 7. € Mem extraidos da andlise modal, encontramos Lg = 2.046 pm. Desta
forma verificamos que o valor de Lg calculado aplicando-se a técnica numérica FE-
VBPM apresenta otima concordincia com aquele valor proveniente da andlise modal. Em
adicfio, calculou-se o estado da polarizacio da onda (SOP) utilizando-se as amplitudes e
fases das componentes transversais do campo magnético h computados para diversos

pontos ao longo do eixo z, em conjunto com a bem conhecida expressdo
h,(zf)=u|h,|cos(or - ¢, (z)+u,h,| cos(or — 4, (z)) [46]. Aqui, u, e uy sio os vetores
unitarios que apontam para as diregdes dos eixos da fibra altamente birrefringente. Como
era teoricamente esperado, os resultados obtidos para a evolugfo do estado de polarizago
é ciclico, como ¢é claramente observado na Figura 4.6, que foi tracada considerando um

comprimento de batimento , definido como sendo a menor distancia requerida para que o

SOP se repita.

79



Lg

-

HezORXNOZ?

Figura 4.6 — Distribuigio axial do estado de polarizacio (SOP)

Com relagiio a Figura 4.6, notamos que, inicialmente, h, e hy estio em fase e,
portanto, o campo hyzf) estd linearmente polarizado. Ao mesmo tempo que as
componentes préprias de polarizaco se propagam, a diferenca de fase ¢x - ¢, varia
linearmente com a distdncia. Para qualquer valor de diferenca de fase entre 0 e 7 rad,
h{(0 <z <Lp/2, ) estara elipticamente polarizado. Em z = Lgp/2 as duas componentes de
polarizagdo hy e hy estarfio com oposigo de fase ¢, portanto, h(Lp/2, f) voltara a ser
linearmente polarizado, porém com polarizacdo cruzada em relagdo a hy(0, 7). Apés se
propagar at€ uma distancia Ly , as componentes h, e hy estarfio em fase novamente e

h(Lzg, #) estard com o mesmo estado de polarizagio (SOP) inicial.
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44 ANALISE DA PROPAGACAO DO FEIXE OPTICO EM UM GUIA DE ONDA
DIELETRICO ANISOTROPICO EMBEBIDO EM MEIO DIELETRICOE COM

DESALINHAMENTO DOS EIXOS OPTICOS

Como o tensor permissividade possui termos fora da diagonal, no caso, ¢, € &,,,

pode-se, também, analisar a propagacdo de feixes Opticos em guias dielétricos
anisotropicos considerando-se os eixos Opticos desalinhados com relagio aos eixos do

sistema de coordenadas, conforme mostra a Figura 4.7.

7~
rd
e
AY
Ve
a Ve
yd
e b
0
SW
o » X
€ xx

rd

Figura 4.7 — Representagdio do guia de onda dielétrico anisotropico considerando o

desalinhamento dos eixos Opticos de um dngulo a.

Neste teste, considerou-se um guia de onda dielétrico anisotrépico com dimensdes

transversais a e b, sendo a = b =lym. Aqui, o guia de onda estd embebido em um meio
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dielétrico isotropico de indice de refragiio 42,05 e os indices de refracdio ordindrio e

extraordinério do guia foram escolhidos iguais a 4231 e 219, respectivamente. Nessa
simulagdo considerou-se uma janela computacional de 30pm x 30um coberta por 4784
elementos lineares e fez-se L = 0,86 um, Az = 0,1 pm, a = 45° e os termos do tensor

permissividade iguais a {46]:

Ex 281(3) 0052 (74 +€J(g,) sen2 o

4.

Syy=£_£g} C()Sza +£,‘£’?’) COSza (4 2)
&n =50 4.3)

£y TEy = (a,(f,ﬂ) - ej(g,))sen acosa (4.4)

nos quais, & € o angulo de rotacio dos eixos principais do tensor com respeito aos eixos
x ¢ y do sistema de coordenadas do guia em torno do eixo comum z como mostia a

Figura 4.7. Os termos £, zﬁg) e £9 sio os termos da diagonal do tensor ¢ quando

tem-se 0s eixos opticos alinhados com os eixos do sistema de coordenadas.

Considerou-se, como distribuig#o inicial de campo h e como constante de fase de

referéncia, valores iguais a distribuicio de campo do modo de polarizacéo Ej ,coma =

B
kO

0 e a constante de fase efetiva ( J deste campo, respectivamente. Estes valores foram

calculados mediante o emprego da analise modal. A Figura 4.8 mostra as variagdes das
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componentes hy e hy normalizadas ao longo da diregio de propagagdo, ou seja, eixo z.
Nota-se que as componentes transversais pscilam entre os modos de polarizago HE ;€

HE?, e que este comportamento € ciclico.

-------- Componente h,
—— Componente h, D

Amplitude normalizada (u. a.)

z{(pm)

Figura 4.8 —Evolugdo das amplitudes, das componentes hy e hy, ao longo da direcdo z,

Os graficos representados pelas Figuras 4.9 ¢ 4.10 mostram o campo b para as
posigdes ao longo de z assinaladas por A, B, C e D, conforme indica a Figura 4.8. O
feixe inicial, correspondente a posicdo A da Figura 4.8, é quase TE e a medida que o

mesmo vai se propagando a energia referente a componente h, vai se transferindo para
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a componente hy. Para a posi¢do B temos as componentes praticamente com a mesma
energia. A transferéncia de energia da componente hy para h, continua & medida que o
feixe se propaga, até que, para a posi¢do C, ao longo de z, temos uma onda quase TM.
Sendo assim o campo, inicialmente TE, depois de uma propagacio de aproximadamente
14,6 pm sofre uma rotagio de 90° tornando-se numa onda quase TM, conforme indica o
campo representado na coluna esquerda da Figura 4.10. Com respeito & posicdo E,

verificamos que o campo assume novamente a configuracsio inicial para z = 29.2m, que

esta de acordo com o valor obtido através da relagiio Lg =-G—A-—l) ,haqual Ly é o
Ber1 = Rera

comprimento de batimento € #4, e n,, sio as constantes de fases dos modos de

polarizagdo E| e E]|, respectivamente. Os valores das constantes de fases obtidos por
intermédio da analise modal foram: sem = 1.4730693102 e nem = 1.445133496. Logo o
valor do comprimento de batimento calculado pela analise modal é igual a Ly = 28,6370
pm e apresenta boa concordancia com o valor de Lp determinado pela propagacio.
Comportamento analogo ao descrito também foi verificado quando consideramos, como

feixe inicial, 0 modo de polarizagio E com o =0.
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Camponents h, Componente hy

Componente hy

(a) (b)
Figura 4.9~ As colunas (a) e (b) mostram os modulos das distribuicdes das
componentes de campos hy e hy para as posicbes A e B ( ver Figura 4.8) ,

respectivamente.
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Componente hy Componente hy

Componente hy
Componente hy 1

(@) (b)
Figura 4.10 — As colunas a) e b) mostram os mddulos das distribuices das

componentes de campos hy € hy para as posicdes C e D (ver Figura4.8),

respectivamente.,

4.5 ANALISE DA PROPAGACAO DO FEIXE OPTICO EM UMA FIBRA DE

ALTA BIRREFRINGENCIA COM EIXOS OPTICOS DESALINHADOS

Consideramos o experimento mostrado em [33], onde uma fibra de alta

birrefringéncia foi analisada através de um instrumento interferométrico com o objetivo

de localizar os eixos principais de birrefringéncia sem precisar clivar a fibra. Quando uma
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fibra é lateralmente pressionada por uma forca constante, fazendo um 4ngulo 6 com o
eixo lento, ocorre uma rotacdio dos eixos principais de birrefringéncia de um éngulo «,

dado por:

an(2a) = —senl20)_ (4.5)
1-keos(26)
e a amplitude da birrefrigéncia resultante passa a ser igual a :
B, =/B% + B2, -2B, B, cos20 (4.6)

onde k£ = B% ~, sendo Bex a birrefringéncia induzida pela aplicaggio da forga externa F
¢ Bi; ¢ a birrefringéncia intrinseca da fibra, definida por B,, = B, - B; = 2%/ ,onde B;
B

e Pr sdo as constantes efetivas de propagacdo para os modos de polarizagéo lento e
rapido, e Lg ¢ 0 comprimento de batimento dos mencionados modos. A Figura 4.11
mostra a forca externa sendo aplicada a uma fibra de alta birrefringéncia, provocando

rotagfio dos eixos principais de polarizaggo.
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Figura 4.11 - Forga externa sendo aplicada a uma fibra de alta birrefringéncia

provocando rotagio dos eixos principais de polarizaggo.

A fibra de alta birrefringéncia € a mesma da Seciio 4.3, ou seja, ela possui raio igual

a R = 1,1 ym , e termos do tensor permissividade relativa dados por: £9 =216

>

£l = £l = 2162099384 para o niicleo & £, =2,1257 para a casca. O comprimento de onda

foi centrado em A= 0,829um, o incremento em z foi ignala Az = 0,1 um e admitiu-se
que a for¢a F aplicada corresponde a & = 0,17, que foi estimado em [33]. O trecho da

fibra pressionada foi igual a 2mm. Considerou-se, ainda, desprezivel a birrefrigéncia

induzida na casca, comparada com aquela induzida no nicleo.

Primeiramente, para simular a propagacio do feixe Optico no trecho de fibra
pressionada, calculou-se o usando a relagio (4.5) para diversos valores de & e, depois,

obteve-se os elementos do tensor permissividade através das equagdes (4.1) a (4.5),
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sendo aqui, £, £, £ os indices de refragdio sem o efeito das tensdes induzidas pela

forca F para as diregles X, y € z, respectivamente.A fibra foi excitada pelo modo de

polarizacfio fundamental HE[| e, para cada valor de 6, a intensidade da componente h, ,

referente a0 modo de polarizaciio HE7,, foi calculada depois que o feixe propagou-se
pelo trecho da fibra pressionada pela forca F . A Figura 4.12 compara os resultados
numéricos com os dados experimentais apresentados em [33], que foram obtidos através

de um instrumento baseado em uma técnica interferométrica [47].

18 - . R
f\ ; -‘ ﬂx
ot o x ‘4 ’ (f W
?f § f] 5 :
o T ¢ \
T | ¥ ' S
o y 4
®os4 % [
E X i
[ 1 b !
% ! e
5 D4 - !
- - ’ I
% '1 1
s b - Eixo ﬁp‘dﬁ R Eivo lanta
1 \ ‘s.
I i
) '
D{g 1 l 1] . Y l L} £ 1 1
] 4% 31 148 180 238 it

Angulo azimutal da forga aplicada (8)

Figura4.12 — Resultado da simulac@o referentes & localizagdo dos eixos de
birrefringéncia de uma fibra Optica. A linha s6lida representa a curva
obtida pela simulacio numérica e a curva com x mostra os dados

experimentais, colhidos na literatura especializada [33].
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Notamos uma concordincia entre os valores obtidos através da simula¢3o numérica
¢ os dados experimentais. Melhores resultados podem ser obtidos através de calculos
mais precisos para k ou por meio de andlises rigorosas, levando em conta as variagdes

sofridas pelo perfil do indice de refraczio devido as tensSes induzidas pela forga externa F

[48].
1,00 - - 1.00
4 ¢]
o 0=40
E’; 1,00 < * 0.80
-g -1 -
g 0,99 -
fé . Polarizacdo X - 060
5 %% S— Polarizacio Y
2 . 0.40
© 098 ’
Ela
o ] 0.20
£ 098 )
<
o7 - 0.00
£ 1 T 1 ¥ 13 ! ] + 1 v i
0 200 400 800 800 1000 1200

z{(um)

Figura 4.13 — Evolucdo das amplitudes das componentes transversais do campo h

para uma for¢a externa aplicada com 6 = 40°.
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A Figura 4.13 mostra o processo ciclico da evoligdio das amplitudes das
componentes transversais do campo h, considerando uma for¢ca externa F aplicada

segundo o 4ngulo 0 = 40",

4.6 CONCLUSOES

A formulacgiio FE-VBPM ¢ aqui utilizada para analisar a propagacio em guias de
ondas dielétricos anisotropicos. Examinando os campos e tracando o estado de
polarizacio da onda para uma fibra 6ptica altamente birrefringente, demonstramos que a
formulagio realmente leva em conta a natureza vetorial das ondas eletromagnéticas, uma
vez que considera a dependéncia da polarizacio com relagfo a geometria e ao material e
o acoplamento das componentes de campo h, por causa, principalmente, & anisotropia.
Finalmente, para demonstrar o rigor da formulagfo, também para situacdes caracterizadas
por um tensor permissividade com elementos fora da diagonal, analisamos uma fibra
altamente birrefringente com rotagdo dos eixos principais de polarizag¢éo provocada por
uma forca externa F constante. Os resultados desta simulagio apresentam boa

concordincia com dados experimentais presentes na literatura,

o1



CONCLUSOES

Apresentamos neste trabalho uma formulag8o vetorial para a anilise da propagagio
do feixe optico em guias de ondas dielétricos constituidos por materiais isotrépicos e
anisotrépicos. O tensor permissividade foi definido com variagdo arbitraria ao longo da
secdo transversal do guia de onda e com elementos fora da diagonal, mais

especificamente, £, e &,. Dal pode-se, também, analisar guias de ondas com eixos

Opticos desalinhados.

O método FE-VBPM apresentado € baseado na técnica nodal dos elementos finitos,
utiliza o0 esquema de diferencgas finitas Crank-Nicholson para desenvolver a propagacio
do feixe e foi desenvolvida a partir da equacfo de onda vetorial, escrita em termos das
componentes transversais hy e hy do campo magnético h, por meio da inclusdo implicita
da condicio do divergente igual a zero, que, também, garante a eliminacfio das solugdes
espurias. Com a eliminacdo da componente axial h, reduziu-se substancialmente o
esforco computacional, uma vez que as dimensdes das matrizes do sistema matricial,
resultante da aplicacBo da técnica aqui apresentada, ficam reduzidas de,
aproximadamente, 45% com a relacio a técnica FE-VBPM que também emprega
elementos nodais, mas que apresenta as trés componentes do campo h. Além de utilizar
malhas totalmente nfio uniformes, que permitem concentrar elementos em regides de
maior interesse, a formulagfio foi enriquecida pelo uso de programas otimizados para o
tratamento das matrizes esparsas resultantes da aplicagdo do método dos elementos

finitos.
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Resultados foram obtidos para uma variedade de estruturas de guiamento de ondas,
de grande interesse, particularmente para o desenvolvimento de dptica integrada e para
fibra 6ptica. A consisténcia da formulacsio foi examinada através de vérias simulacbes
envolvendo guias de ondas dielétricos constituidos por materiais isotrépicos e
anisotrépicos, entre eles, a fibra com perfil de indice de refragio formado por dielétrico
isotrépico, guia costela, guias idénticos acoplados, fibra altamente birrefringente e, ainda,
um guia de onda em forma de jungdo Y, cuja simulagdo deixou claro o potencial da
técnica FE-VBPM para analisar guias de ondas variando ao longo da direcsio de
propagaggo. A evolugdo das componentes do campo magnético h computados foi
comparada com aquela encontrada na literatura especializada. Uma boa concordancia foi
sempre observada. Dentre as diversas estruturas aqui estudadas, pode-se destacar a
analise feita para a fibra altamente birrefringente. Para este caso, além de analisar a
evolucdio das componentes do campo h , tragou-se a evolugdo do estado da polarizacio.
Por intermédio destes resultados, notou-se o efeito do material e da geometria sobre as
diferentes polarizagdes do modo fundamental e o acoplamento das componentes de
campo devido, principalmente, 3 anisotropia. Ainda com relagio a fibra altamente
birrefringente, examinou-se a propagacéo do feixe dptico quando tem-se a rotacdo dos
eixos principais de polarizagio. Os resultados obtidos apresentam boa concordéncia com
dados experimentais publicados na literatura especializada. Desta forma, mostrou-se,
também, a eficiéncia da técnica em situa¢Ses em que o tensor permissividade possui

¢lementos fora da diagonal.
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A partir deste trabalho outros poderdo ser realizados, dentro desta mesma linha de

pesquisa . Como exemplo, pode-se enumerar:

a)

b)

d)

analise de estruturas envolvendo materiais nfio reciprocos, como os guias de ondas
magneto opticos, meios nfio lineares e ndo homogénios com perfis do indice de
refracdio na forma gaussiana, erro complementar, exponencial, fungdes quadraticas,

etc;

incorporagéo da camada perfeitamente casada (PML, perfectly matched layer) que
defina um absorvedor ndo fisico, adjacente as paredes que limitam o dominio
computacional, com uma impedancia que é independente do dnguio de incidéncia e

da freqiiéncia das ondas espalhadas;

adogfio de esquemas de propagagdo nio paraxial baseados, por exemplo, na relagdo

de recorréncia de Padé;

analise de guias com outras formas geométricas, por exemplo, guias com curvaturas,

funilamentos, secio transversal eliptica etc;

analise de guias acoplados com dimensdes geométricas e caracteristicas fisicas

diferentes;
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g

h)

aplicac@io da formulagio no estudo de estruturas de multicamadas dielétricas mediante

a inclus&io da condigdo de periodicidade;

estudo de guias de ondas dielétricos com fortes descontinuidades do indice de

refragéio ao longo da diregio de propagacio (BPM bidirecional);

analise da influéncia das tensdes induzidas por forcas externas sobre a propagaciio

dos campos eletromagnéticos.
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APENDICE A

OBTENGCAO DA RELAGAO (2.25)

Comecamos destacando o segundo termo da equagio de onda vetorial (2.21):

u, x—a—[kt[uz x a"‘ﬂ A
oz oz

) ch , )
Considerando F, = -é—"— , obtém-se as seguintes relacdes:
z

u, xF =u, x(qux + Fyuy)= Fu, -Fu, (A.2)
k., k, \[-F -k F, vk F, k, -k \|F,

O SR g I B o il S
x » x e ¥ wo =z v x ¥

Finalmente, utilizando-se as relacdes (A.2) e (A.3) na equacio (A.1), chega-se a:

0z

(—k, k,\[E
ozl ky —ko|F

(—k F,~k,F k,F,~k,F
“zx—q[k:(HZXF,)]=uz><~§— xlly TRy x}: 6( wty =Ky, XJ
oz bz \ — k. F, —k,F, ~k F,~k_F,

Agora, fazendo:

-~k k
ky = ( " S ]: J na equagio (A.4), obtém-se 2 seguinte identidade vetorial,
Xy XX

empregada no segundo termo da equag@o de onda (2.21):
u, x ..?... k B, % uanl_!ut_ = .....a...., k " ..Q.l..l...ﬁ.
oz o oz &z
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APENDICE B

INTEGRACAO POR PARTES

Segue-se, abaixo, o procedimento para obtengfio das equagbes (2.42)-(2.44) que
correspondem as integragdes por partes do primeiro , terceiro ¢ quarto termo da equagéo

(2.41).

Primeiramente, destacamos o primeiro termo da equacio (2.41):
%)
“gzmjgllz X[kOtVt X(Vt'ht)lz]'wtdg B.1)

Sendo a, b e ¢ trés vetores quaisquer, sabe-se que:

a.(b xc¢) =b.lcxa)=c.laxb) (B.2)

Agora, fazendo:a=u_, b=k [Vt x(Vt.hi)lz] e ¢ =Ww, , obtém-se:

“.[Q“z x[kO:Vt X(Vt'ht)‘lz}(uz th)dg (B.3)
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Chamando T=V, x{(V_.h Ju, e V=(u, xw,) tira-se que:

Koo Kow |[T,
kT z[kfm kﬂ{r } = (Kou T, +koy T, Ju, + Ko Ty + ko T, Ju,

(ko TRV =koo T,V +koy T,V +ko TV, +k, TV, = Tk, V)
Usando (B.4) na equagio (B.3), obtém-se:
*.{Quz x[kﬂtvvt X(Vt'ht}lz]'w dg = .[Q[Vi x(vt'ht )‘lz}[k:)t(uz th)}ig

Segundo a primeira identidade vetorial de Green, temos:

L(Vxal(Vxb}2-[,a(VxVxb)d2 =], nfaxVxb}s,

(B.4)

(B.5)

(B.6)

na qual n € o vetor unitirio normal A superficie £2. Fazendo a= k. (u, xw.} e

Vxb=V .hu, na (B.6), obtém-se:
I.Q[Vt x(vt'ht)‘lz]'[k:h(“z th)}ﬂQ z.{g (v:'ht)lz‘[vt kan(“z th)}ig -

g [kf)t (u, x W:)}X[(V; .ht)lz ].ndg

(B.7)

Finalmente, levando a equagio (B.5) na (B.7) chega-se 4 equacdo (2.42) que

corresponde & integragdo por partes do primeiro termo da (2.41), ou seja:

0 %)
"éz.{guz x[kmvt X(Vz'ht)lz]‘wtdg ='6;.[Q (Vt °ht)lz'[vt kan(“z xw,)}i_Q +
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+£~jaﬂvt.ht[uz xk;(nz xwt)].ndf

Para a obtengdo da equacio (2.43) empregou-se, novamente, o primeiro teorema

vetorial de Green, dado por (B.6), fazendo: Vxb=k_V, xh e a=w . Como resultado

tem-se:

L?(Vt xwtxkzzvt xht)dQ -L’.’wt'[vt x(kavt Xht)]d-Q =Iaan'[wr X(kavt Xht)}fw
(B.8)

Agora, usando (bxcla=b.cxa) com a=k,_V,xh,,b=n e c=w, chega-sca:
(mxw Yk_V, xh,) = n(w,xk_V, xh,) B.9)
Levando (B.9) para o lado direito da (B.8), tira-se a (2.43):
[,(V,xk,V, xb )w,d2 = [k (V, xb WV, xw )+ [k, (V, xh W w, xn)ie

Com relacfio 4 obtengdio da equacio (2.44), seguiu-se procedimento similar ao

adotado para obtengéo da relagdo (2.42).
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APENDICE C

CALCULO DAS INTEGRAIS ELEMENTARES

Conforme mencionado na Sec¢#do 2.7 do Capitulo 2 , as integrais dadas pelas

equagdes (2.62)-(2.68) sdo determinadas sem a necessidade de recorrer 4 integragfo
numérica, uma vez que considera-se g; constante em cada um dos elementos. Neste

apéndice apresentamos o procedimento de cilculo normalmente adotado para a resolugéo

das integrais elementares (2.62)-(2.68) .

Primeiramente utilizamos a transformac#o entre o sistema global x e y, e o sistema

de coordenadas locais & e 1, como ilustra a Figura C.1

s (0.,1,0)
3
x( & 7)
(&7
2
11000 100

Figura C.1- Representagiio da mudanca de sistema de coordenadas globais x ¢ y para o

sistema de coordenadas locais £ e 1.
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Considera-se o conjunto de coordenadas locais £ e 1 € seu correspondente conjunto

de coordenadas globais x e y, como segue:
x=x(&m)=2xwi () C.1

y= Y(faﬂ)=§;,}f§!,l/;(§sﬂ) C2

Para elementos lineares (ie=3), tem-se:

y=1-5-ng
W, =¢
W, =7

Para elementos quadraticos (ie=6), tem-se:

v, =(—2&-2n)1~£-7)

¥, 2”"(25"1)'5
s =(2n-1)
¥, 24(1"5“77)9:

ws =44n
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we =4n{l-&-n)

Agora, usando o célculo diferencial parcial nas relagdes (C.1) ¢ (C.2), obtém-se:

/ C.3
2 |

na qual a matriz [J ] € conhecida como matriz Jacobiana e € dada por:

(T V|,
6X677 ayn

em que 2° é a area do elemento e .

Da (C.3) pode-se obter as derivadas em termos das coordenadas globais, ou seja;

[0k
2 %o

na qual a matriz [J ]""1 ¢ a inversa da matriz Jacobiana.
Das relacdes apresentadas acima, obtém-se a seguinte transformacfio para a

integragdo:

[£(x,y)dxdy = [£(£, 7)€, ) d&dn (C.4)
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na qual IJ (£, 77} ¢ 0 determinante da matriz Jacobiana.
Aplicando-se a transformagio dada, por (C.4), nas equagles (2.62)-(2.68), tira-se
que:

sty = (o3 v~ 5 — 2ot -y + )+ ot —ve P

2
e — e 4 & < < (] 1] 4 e e [ €
S5 & ;! sz - X )flij "(Xs —~ X sz ~ X Xf3ij + 15 )“” (x:z "X1) fzij}

55, = —]}%{(xz x5 = v B — s — x5 )ys — o — g — e )os — v ), +

+ (X; - Xny; -¥ kzeij}

te

m—p%l{(xz—xf)(y:wyf)f;? — (x5 — x5 s — o o, s —xe ys - yo e +

x5 —x fys - vo e

e a—
Sdij =

3’3

[
f4ij

com:
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. owr oy e

£ = [ 5= dg dn, £ =l 5, m 5, -8 dn
& B on on

. Qs Oy} ¢ .

55 = loe ;:] hggbdﬂd'gﬁ 5 = lpewivijds dn

As integrais f3i, i e f|] sfo as transpostas das integrais fj;,

e e
fy; e f

1j »

respectivamente.

Com relagéio as integrais de linha segue-se procedimento analogo, obtendo-se:

h
T ="'L{(y§ ‘YT)@ L —(}’3 —yf)@; i,j]'

J’C

h
e __ a e & |pe e vt lpe
- R Jc“{(xa Xt)fpi,j (Xz x,)eq i,j]’

Aqui considera-se que:

e e [ € e b eaw?

a)p:1=q=2s ham'J(X2_xi)2+(y2—y1)2 > Elijxjwj aé; df’
0 =0
. 1 Ov . . g
e {5 = |wyi—— d&, quando a integracfo ¢ feita sobre a aresta pp, ;
0 51’7 0

e e e e e L eay/;

b)p=3=qm4: hax\/(x3_xl)2+(Y3—y1)2’ £3§=£Wi o dT]
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J

on

d7, quando a integragio ¢ feita sobre a aresta p.p, ;
&=

1
e c
e E4ijm£y/i

©)p=5,9=6, ha=\/(X§—X§)z+(Y§ -yif, Eégj:iwf%%idg e

e

e _1 e wj
éij—'b{Wi P)

d7n , quando a integragiio & feita sobre a aresta P2P; -
7=~
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