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Resumo

O objetivo do presente trabalho ¢é estabelecer uma teoria de codigos e conjun-
tos de sinais geometricamente uniformes no plano hiperbélico, bem como obter presentagoes
de subgrupos de grupos de isometrias de tesselacdes hiperbalicas.

Foi mostrado que a teoria de uniformidade geométrica no plano hiperbélico
subsiste mesmo no contexto de grupos de translagdes ndo abelianos, desde que mposta
a condigdo que os codigos de rétulos sejam subgrupos normais do alfabeto ( ou de seus
produtos diretos).

Foram obtidas presentagdes de fam 'lias de subgrupos normais do grupo (8, 8],
de isometrias da tessselagdo auto dual {8, 8}, de modo a obter como quocientes os grupos
Z,, Dy, o grupo diedral de grau n, e Z,, x Z,, com m, n inteiros positivos e maiores que 2.
No caso ndo auto dual, foram impostas condi¢des aritméticas para obtengio de presentagio

de subgrupos de [p, 3], que resultaram nos quocientes Z,, Z; e uma sequéncia de Zg e Zs.



Abstract

The goal of the present work is to establish the theory of geometrically uni-
form signal sets and codes in the hyperbolic plane, and to obtain presentations of hyperbolic
tesselations isometry groups.

It was shown that the theory of geometrically uniforms signal sets partitions
subsist, even in the hyperbolic context, with the condition that the label codes be normal
subgroups of the (direct products of) alphabets.

Presentations of families of normal subgroups of the group [8, 8] ( the isome-
tries of the self-dual tesselation {8,8}), was obtained such that their quotients was the groups
Zn, D,,, the dihedral group of degree n, and Z,, x Z,. In the non self-dual case, arithmetic
conditions was imposed to obtain presentations of subgroups of [p, 3] such that the quotients

Zn, Z3 and one sequence Z, and Zz was obtained.



Lista de Simbolos

(G, =) : grupo.

MPSK ou Zn : o grupo ciclico de ordem n.
2_1611 G; : produto direto dos grupos G;.

Sy : 0 grupo simétrico de grau n.

D,, : o grupo diedral de grau m.

H < G : H éum subgrupo do grupo .

H 4G : H é um subgrupo normal do grupo (7.

|G} - ordem do grupo G.

— : grupo quociente do grupo G pelo subgrupo H.

= Q

[G : H] - indice do subgrupo H de G.
Ker(f) : nmicleo do homomorfismo de grupos f : G — H.
R2%2 : o grypo aditivo das matrizes 2 X 2 sobre os nimeros reais.

GL{2,R) : o grupo linear geral



S51*(2,R} : o grupo ortogonal.

SU{2,R) : o grupo ortogonal especial

PSL*(2,R) : o grupo ortogonal projetivo.

PSL(2,R} : o grupo ortogonal especial projetivo.

G'= K x @ : G éum produto semi-direto de K por @ .

G =< {gihier; {R; = 1},e5 > presentacae do grupo (& pelos geradores {g;}ic; e pelas
relagdes {R; = 1}je;.

(A,4,-) - anel.

A[X] : anel de polindmios com coeficientes no anel A

df : grau do polindmio f.

d{z,y) : distancia entre os pontos = e ¥ do espago métrico M.
dy, : distincia de Hamming.

d . distdncia do maximo em R” .

dy : distdncia hiperbélica.

llzii : norma do vetor z.

m (M} : grupo fundamental do espaco M.

H? : modelo do semiplano supenior do plano hiperbélico.

D : modelo do circulo unitdrio do plano hiperbélico.

M . conjunto das transformacdes de Mobius.




C : codigo em geral.

R : taxa de um codigo.

S : conjunto de sinats.

Ru(s) : regido de Voronoi associada ao ponto de sinal s.

{p.q} : tesselagio.

[p,ql : grupo de isometrias da tesselagio {p, ¢}.

I, : grupo fundamental da superficie compacta orientavel de genero g.
I'(S) . grupo das isometrias do conjunto de sinais S.

U(S) : grupo gerador do conjunto de sinais geométricamente uniforme S.
S/5' : particio geométricamente uniforme.

m: A —>£ : rotulamento isométrico.

8!
S .
C(§= D) : codigo de espagos de sinais.



Lista de Figuras

Figura 1.1 - Representacdo de alguns elementos do grupo MPSK. ...
Figura 12 - Representaciio da aciio dos elementos do grupo Dy

Figura L3 - O Grafo de Cayley do grupo de Klein

Figura 1.4 - Identificacdo para g = 2

Figura 1.5 - Aspecto da superficie para

Figura 16 - Modelo do Semiplano Superior

Figura 1.7 - Modelo do Circule Unitirie

Figura 1.8 - O triingule Hiperbdlico A

Figura 2.1 - Sistemas de Comunicacdes

Figura 2.2 - Deteccdo e Correciio de Erros

Figura 2.3 - Cedificador Convolucional

G 2o
Digital ...

18

32

40

41

42

43

44

54

58

62



Figura 2.4 - Regifode Voronoi.........._..___ .~~~ 064

Figura 2.5 - Modulacio QAM ... ... .~ e 065
Figura 2.6 - Tridngulo Hiperbélico... . ...~~~ 067
Figura 2.7 - Reflexdes Geradoras....._..........___. 067
Figura 2.8 - A tesselagio (8,8} ...~~~ 069
Figura 2.9 - Os Trifngulos Hiperblicos A e A* 071
Figura 3.1 - As Reflexées Geradoras_........__._ .. . 094
Figura 4.1 - Codificader para o Cédige de Espaco de Sinais..... ... 117



Contetddo

Agradecimento................. i, 01
Resumo.............cccooooviiiniiiiie BSOSO SURRURSORU 02
ADSEract. .o 03
Lista de SImbolos.........................cooo S 04
Listade Figuras.. ..., 07
Conteddo.................... 09
Introdugdo. ... 12
Capitulo 1. b et 17

LT GIUPOS.....cver el 17

1.2 Presentacio de Grupos,O Algoritmo de Reidemeister-Schreier. 28

1.3 Outras Estruturas Algebricas....._..._................... 32
1.4 Espagos MéEtricos. ...........oooooiiiiiiieeeeeeee . 35
1.5 O Planc Hiperbdlico. ... 41



Capitulo 2...

Capitulo 3.

Capitulo 4...

1.6 Isometrias do Plano Hiperbélico e Grupos Continuos.

2.4 Conjuntos de Sinais Casados a Grupos............

2.5 G-Linearidade............................._.

3.1.1 Determinacfio do Subgrupo Noermal z,
3.1.2 Determinagio do Subgrupo Normal dy,

3.1.3 Determinacio do Subgrupo Normal Zmon

3.2 O Caso Néo Auto-Dual - Os Grupos [p,3]..............

10

45

53

54

63

66

73

75

76

80

81

81

85

S0

94

110

111



4.2 Rotulamentos Isométricos. ..o

4.3 Codigos de Espagos de Sinais Geométricamente Uniformes

Conclusées e Sugestdes

Referéncias

11

113

115



Introducio

A teoria dos sistemas de comunicagbes digitais assumiu a forma atual a par-
tir do trabalho fundamental de Shannon, [30], onde foi mostrado que dado um canal de
comunicagio digital, é possivel, com uma codificagdo adequada, transmitir informagdes
com probabilidade de erro arbitrdriamente pequena, desde que a uma taxa menor que uma
constante dependente do sistema e chamada de Capacidade do Canal. A partir disto, cresceu
a pesquisa em torno de cédigos mais eficientes na capacidade de detecgdo e de corregio de
erros, surgidos durantre o trinsito pelo canal, e conjuntos de sinais mais eficientes associados
a estes codigos.

Os elementos dos codigos corretores de erros sdo sequéncias de simbolos
pertencentes a um alfabeto (associado a um conjunto de sinais), tomado frequentemente
entre os elementos de algum grupo, por exemplo, digitos binarios ou vetores. Mesmo
quando os simbolos nfio tem uma estrutura natural, um procedimento particularmente wtil
é produzir um rotulamento dos simbolos do alfabeto por elementos de algum grupo (ou
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seja definir uma aplica¢fio injetora do alfabeto no grupo, sujeita a determinadas condigdes).
Naturalmente o processo de formagio de produtos permite estruturar de modo natural as
sequéncias ou palavras-codigo pertencentes aos codigos.

Os conjuntos de sinais e os codigos corretores de erros que os tem como
alfabeto apresentam, em geral, algum tipo de estrutura capaz de permitir a determinacio
de suas propriedades e de tornar mais pratica a sua implementagio. Particularmente, as
estruturas algébricas sdo a base de muitos dos codigos conhecidos e mais importantes. Além
disso, o estabelecimento de um conceito adequado de distincia e o processo de avaliagdo
de distdncias entre palavras recebidas e palavras-cédigo sio fundamentais no processo de
decodificacdo.

Na concepeio tradicional de um sistema de comunicagao digital, a informacio
é codificada ( em geral pela adi¢io de bits de paridade) e depois entdo modulada para a
transmisséo através do canal. Devido ao processo de codificacio, a faixa necesséria para a
transmissio deve ser aumentada. No caso de sistemas de comunicagdes limitados em faixa e
que tenham que dispor de um processo de codificagio torna-se necessaria a proposta de uma
estratégia que viabilize projetar tal sisterna de comunicagdes. A busca desta solucdo leva
a concepgdo modema de codificagio combinada com modulag@o onde estruturas algébrica
e geométrica s&o colocadas diretamente no conjunto de sinais utilizado para a transmissio,

mais especificamente, o alfabeto do cédigo passa a ser a representacdo no espago euclidiano
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ou ndo, de um conjunto de sinais e as palavras-codigo sdo sequéncias destes sinais sujeitas
a algum padrdo. A forma de padronizagdo que se mostrou mais adequada € aquela em que
existe uma ac¢ao transitiva de um grupo no conjunto de sinais ( ou seja, na sua representacio
geomeétrica). Esta situacdo € descrita dizendo-se que o conjunto de sinais ¢ Geométricamente
Uniforme. Sobre estes conjuntos de sinais é entdo colocada uma estrutura, em geral via
classes laterais, que conduz aos assim chamados Codigos Geométricamente Uniformes ( de
Classes Laterats ou de Espagos de Sinais), bem como as suas particbes.

O conceito de conjunto de sinais geometricamente uniforme, introduzido por
Formney em [09] se mostrou o mais adequado, no contexto dos espacos e conjuntos de sinais
euclidianos, para unificar processos como as parti¢des de Ungerboeck [35] e a Concatenagio
Generalizada [02], e em certo sentido é a forma mais geral que pode assumir um conjunto de
sinais, mantendo ainda boas caracteristicas do ponto de vista de codificacio/decodificagio.

Os objetivos principais da teoria dos codigos geométricamente uniformes sio
relacionados com as construgdes das parti¢des geométricamente uniformes e dos cédigos de
espacos de sinais geométricamente uniformes, em particular, os Codigos de Classe Lateral
Generalizados

A finalidade do presente trabalho é estender os conceitos de constelaces,
reticulados e particionamento a0 plano hiperbdlico, em particular o conceito central em

codificacdo/modulagdo de uniformidade geométrica, e produzir presentacdes de grupos
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relevantes neste processo.

Apesar da maior complexidade dos grupos de isometrias hiperbélicos quando
comparados com os euclidianos, a teoria de particGes geométricamente uniformes se estende
a estes . Todavia, devemos levar em consideragio que no caso euclidiano as regides funda-
mentais das tesselagdes tem sempre um grupo de simetrias abeliano (de ordem 4), mesmo
que o grupo de isometrias nio seja abeliano , enquanto que no caso hiperbdlico os grupos
mais gerais tem que ser considerados.

As construgdes citadas dependem da existéncia e do conhecimento das particdes
dos grupos de isometrias envolvidos no processo. Em outras palavras; A existéncia de
tesselagbes regulares do plano hiperbélico da forma {p, g} gerando conjuntos de sinais, Jus-
tifica a procura de subgrupos e quocientes dos grupos [p, ¢, que fornecam informagdes sobre
as estruturas dos mesmos.

O Capitulo 1 descreve e fornece as propriedades basicas das estruturas matema-
ticas (algébricas € métricas) com maior relevancia para a teoria de comunica¢des. Também,
conceitos adequados de distancia e o processo de avaliacio de distincias entre palavras rece-
bidas e palavras-codigo, fundamentais no processo de decodificagdo, sio estabelecidos neste
primeiro capitulo..

No Capitulo 2 sdo fornecidos os fundamentos da teoria dos codigos corre-

tores de erros e ¢ estabelecida uma linguagem unificada para tratar de conjuntos de sinais
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euclidianos e hiperbolicos. Dentro desta unificagio ¢ abordada a relacio entre uniformidade
geométrica, casamento e uma defini¢io de G-linearidade (Definigio 7) e € estabelecido o
fato que um conjunto de sinais S & U/ (S)~linear (Teorema 3 (iii) ).

No Capitulo 3 sfio discutidos dois casos de tesselacSes regulares do plano
hiperbolico da forma {p,q}: 1) O caso auto-dual, onde sdo obtidas presentagdes de grupos
que tem [8,8] como extensdo, respectivarnente, pelos grupos Zy, D, Zm X Z,, onde m e n
s&o numeros inteiros positivos; 2) O caso ndo auto-dual em que o grupo [p, 3], & descrito,
para valdres especiﬁcos de p, através de um par de extensdes sucessivas por Z, e por Zs.
Estes resultados fornecem o substrato algébrico para o tratamento formal de conjuntos de
sinais do Capitulo 4.

O objetivo do Capitulo 4 & estender a teoria das particdes geométricamente
uniformes ao plano hiperbélico, de modo a permitir que conjuntos de sinais casados com gru-
pos, como aqueles descritos no Capitulo 3, possam ser decompostos em particdes geométrica-
mente uniformes. Obteve-se o resultado do Teorema 3 que mostra que um cédigo de classes
laterais generalizado ¢ U(S)-linear. A extensdio da teoria foi feita sob a hipétese geral de
que os codigos de rotulos so subgrupos normais do grupo de rétulos, concluindo entio com
o resultado fundamental sobre cadeias de partigdes geométricamente uniformes hiperbélicas,

ou seja , que s3o cadeias geométricamente uniformes (Teorema 4).
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Grupos e Espacos Métricos

Os conjuntos de sinais e os codigos corretores de erros que os tem como
alfabeto (a serem definidos formaimente no Capitulo 2) apresentam, em geral, algum tipo
de estrutura capaz de permitir a determinag8o de suas propriedades ¢ de tornar mais pratica
a sua implementacdo. Particularmente, as estruturas algébricas sio a base de muitos dos
codigos conhecidos e mais importantes. Além disso, o estabelecimento de um conceito
adequado de distdncia e o processo de avaliagio de distancias entre palavras recebidas e
palavras-codigo sio fundamentais no processo de decodificacio.

Este capitulo descreve e fornece as propriedades basicas das estruturas mate-

maticas (algébricas e métricas) com maior relevéncia para a teoria de comunicacdes.

1.1  Grupos

Os elementos dos cédigos corretores de erros sio sequéncias de simbolos
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pertencentes a um alfabeto, tomado frequentemente entre os elementos de algum grupo, por
exemplo, digitos binrios ou vetores. Mesmo quando os simbolos nfio tem uma estrutura
natural, um procedimento particularmente Gt & produzir um rotulamento dos simbolos do
alfabeto por elementos de algum grupo (ou seja definir uma aplicagio injetora do alfabeto
no grupo, sujeita a determinadas condigbes) . Naturalmente o processo de formagdo de
produtos permite estruturar de modo natural as sequéncias ou palavras-codigo pertencentes
aos codigos. Desenvolvemos neste pardgrafo os aspectos da Teoria dos Grupos envolvidos
no presente trabalho. As referéncias basicas sdo [29], [14], [25] e [10].
Definicdo 1. Um GRUPO é um par consistindo de um conjunto ndo vazio G e uma operacio
binaria * : G X< (¢ — (, onde denotamos * (a, b) por a * b, satisfazendo as propriedades:
Gl:ax*(bxc) = (axb)*c, paratodos a,b e c em (. (Associativa)
G2:Existee € Glalqueaxe=¢c*a = q, para todo a € G. (Existéncia do elemento
neutro}
3 : Para cada elemento o € G, podemos determinar um elemento a* < ( tal que a *a* =
a® x a = e. (Existéncia do Elemento Inverso).

Denotamos o grupo por (G, *), ou mais simplesmente por G, se nio houver
ambiguidade. No caso de * denotar uma das opera¢des usuais - ou -+, entao denotamos ¢
por 1 ou 0 e a” por @™ ou —a respectivamente. Um grupo G é dito COMUTATIVO ou

ABELIANO se estiver satisfeita a condi¢3o adicional:
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G4 :Paratodos aebem G, a*b=0bx a. (Propriedade Comutativa).

Observa¢io L. Sempre que nfo for indicada a operagdo do grupo, serd suposto que a mesma

& denotada multiplicativamente.

QM—I

Figura 1.1 - Representagao de alguns elementos do grupo M PSK.

2kmi

Exemplo 1 O comjunto MPSK = {e M kw0, M- 1} ¢ € com a operaggo usual de
multiplicagdo de nimeros complexos € um grupo chamado de GRUPO CICLICO DE ORDEM
M. Se denotamos { = e37 = cos 2 -+ i sin & entdo temos que MPSK = {(":n € Z},

{ ver Figura 1.1} e neste caso dizemos que ¢ é um gerador do M PSK e denotamos também
MPSK = (). MPSK como todo grupo que tem um numero finito de clementos é
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chamado de GRUPO FINITO. No caso de um grupo ( ser finito, chamamos de ORDEM DE

G ao nimero de elementos do conjunto (3, denotamos a ordem de G por |G1.

Exemple 2 Nem todo grupo ¢ finito, por exemplo (Z,+), (Q,+), (R, +),(C, +), sdo todos

grupos INFINITOS, ou seja tem um numero infinito de elementos.

Exemplo 3 O GRUPO DE KLEIN ¢ um grupo finito com quatro elementos formado pelo

conjunto K = {e,a,b,c} e pela operagio definida pela tabela:

*le ald c
ele.ab.c
alale ¢ b
bl b ciea
clcbale

Seja {(G, *;);4 € I} uma familia de grupos e G =[T;e; G: 0 produto carte-
siano dos conjuntos G;. Se g = {g;},., e h = {hi},o; s80 dois elementos de G, definindo
o produto g * b = {g; *; h;},, obtemos que (G, *) é um grupo chamado PRODUTO DI-
RETO DA FAMILIA {G;}. No caso dos grupos serem denotados aditivamente (G, +), entio

o objeto definido neste exemplo ¢ chamado de SOMA DIRETA e denotado DG,

Exemplo 4 Seja M > 1 um namero inteiro, entfio o conjunto Zys = {0,1,...,M — 1} com
a opera¢do de soma modulo M (ou seja z @ y € o resto da divisio da soma usual +y

20



por M) é um grupo, chamado GRUPO DOS INTEIROS MGDULO M Em geral se denota a

operagao deste grupo por + e Zy ¢ tambem chamado de grupo ciclico de ordem M como

o grupo M PSK.

Exemplo 5 Seja X um conjunto finito com n > 1 elementos, digamos X = {1, ..., Tn},
entdo denotando por Sx ou S, o conjunto que consiste de todas as aplicacdes bijetivas
¢ : X — X munido da operagio de composi¢io de fungdes, resulta que S, & um grupo.

Chamamos o grupo (S,,0) de GRUPO SIMETRICO DE GRAU n. Temos que |S,| = n!

Exemplo 6 Consideremos um poligono regular de M lados assentado no circulo S! =
{#€C:|z] =1} e com um dos vértices no ponto 1 = 1 + 0i, vamos denotar por Dy
o conjunto de todas as simetrias deste poligono, entdo com a operagio de composicdo de

fungdes, Dy € um grupo. Os seus elementos sdo:

cOs &Mf — sin 3;“% 1 0
B = k=0, M —1eScoR; onde S = , hotando que
1o 2FW 2kw
S Y COos T2 0 —1
cos % —sin gj& .
R, =Ronde R = e aplicar ¥ nos vértices do poligono equivale a
Y 2n
8111 M €08 Vi

multiplicar estes vértices por e, temos que
Dy = {id, R, .., R"™,5,S 0 R, .., o R~}

Este grupo pode ser também descrito como
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DM=<R,S:RM——-Szzz'd;RoS—_—SoRM”).

Como R # R = RM~1 se M > 2, temos que este grupo ndo ¢€ abeliano. Dy, é chamado

de GRUPO DIEDRAL DE GRAU M. A Figura 1.2 ilustra o caso M = 6,

R(1)

Figura 1.2 - Representacio da aco dos elementos do grupo Dy,

Definicio 2. Sejam G um grupo e H um subconjunto de & tal que com a restricio da
operacdo de (=, H ¢é ele mesmo um grupo, entiio dizemos que H € um SUBGRUPO de G.

Denotamos o fato de H ser um subgrupo de G por H < .

Exemplo 7 Seja g um elemento qualquer de um grupo G, entdo o conjunto < g >=
{g" :n € Z} & um subgrupo de (7, chamado de SUBGRUPO cicLICO gerado por g. Se
< g > tem ordem finita, entdo dizemos que g tem ORDEM FINITA e chamamos de ORDEM
de g ao numero |g| = |< g >| . Caso contrario, dizemos que g tem ORDEM INFINITA.
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Exemplo 8 H = {id, R, R*,..,R¥~11 & um subgrupo de Dy, ¢ |R| = M.

Sejam GG um grupo e A um subgrupo de G, entdo dado a € G os conjuntos
axH={axb:be HteHxa= {bxa:bec H} sdo chamados respectivamente de
CLASSE LATERAL A ESQUERDA MODULO H E CLASSE LATERAL A DIREITA MODULOQ
H. Se o nimero de classes laterais & esquerda ou a direita for finito, sio iguais, e entfo,
este valor comum ¢ chamado de INDICE de H em G e denotado por [G : H|. No caso em
que valer a x H = H * a para todo a € (7, dizemos que H é um SUBGRUPO NORMAL de G
e denotamos H <1 G. Neste caso, o conjunto G/H = {a* H : a € G} munido da operagio
(ax H)* (b* H) == (a*b)* H é um grupo denominado GRUPO QUOCIENTE de G pelo
subgrupo normal H. E imediato que |G/ H| = |G : H].

Dados os grupos G e H | isto ¢, (G, *) e (H, o), dizemos que uma aplicagio
J G — H ¢ um HOMOMORFISMO se valer a segninte condigdo: Para todos g;,92 € G,
f{gi*g2) = f{g) o f{g:). Notemos que a operagio no lado esquerdo da igualdade é
a operacdo de G ¢ a operagio do lado direito ¢ a de H. Um homomorfismo bijetor ¢
chamado de ISOMORFISMO. Se existir um isomorfismo f : G — H dizemos que & ¢ H sio
ISOMORFOS e denotamos G ~ H. A relagfio ~ & uma relagio de equivaléncia na classe de
todos os grupos. O fato de dois grupos serem isomorfos significa que eles sio indistinguiveis

sob o ponto de vista da teoria dos grupos.

Exemplo 9 Consideremos o grupo 8PS K = {1,(, (% ¢%,¢%,¢°, (% ("}, entio a fungdo
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[ :8PSK — Zs, f(¢") = n é um isomorfismo, o que justifica o uso do mesmo nome para
os grupos dos Exemplos 1 e 4 . O conjunto H = {1, ¢, ¢ (ou f(H) = {0,2,4, 61), €
um subgrupo de 8PSK (ou de Zg), € como a fu;ic;ﬁo g:4APSK = {1,£,82 %) —+ H dada
por g(£") = ¢*" & um isomorfismo, identificamos H com 4PSK. De modo similar identifi-
camos Zs = {0,2,4,6}. Em geral este mesmo processo nos permite fazer as identificacdes:
MPSK < NPSK ¢ Zy; < Zy onde M|N_isto & M éum divisor de N. Como estes gru-
pos séo abelianos todos os correspondentes subgrupos sdo normais . Dessa forma, podemos
NPSK ( N

Lo

identificar os grupos quocientes como sendo:

Exemplo 10 Os Grupos Clissicos de ordem 2.

Se

a b
R*%2 tabe,de R

¢ d

entio temos que (R**2 +) ¢ um grupo . Por outro lado, se denctamos o conjunto das
q P ly

matrizes 2 X 2 com elementos em R por GL(2,R) de modo que:

b
GL(2,R) = R :ad—bc#£0
c d

entdo (GL(2,R),-) € um grupo, s6¢ que agora para a operagdo de multiplicagdo de matrizes.
Este grupo ¢ denominado GRUPO LINEAR GERAL DAS MATRIZES 2 x 2 SOBRE R. Um
subgrupo de GL(2,R) que tem importancia no presente contexto € o grupo denotado por
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SL*(2,R) , consistindo das matrizes A € GL(2,R) tais que (det(4))2 = 1 . Com isso,

podemos escrever que:
SL7(2,R) = {A € GL(2,R) : det A = +1}

O subconjunto SL(2,R) de SL*(2,R) consistindo das matrizes A € S L*(2,R)
tais que detA = 1 é um subgrupo de SL*(2,R) chamado de GRUPC ESPECIAL € 08 seus

elementos sdo chamados de MATRIZES ESPECIAIS , formalmente definido como
SL2,R) ={A € GL(2,R) : det A = 1}

Associados a estes grupos temos os quocientes:
PS*L(2,R) = SL*(2,R)/ {£I}
PSL(2,R) = SL(2,R)/ {*I}

Notemos que o indice de PS*L(2,R) em SL*(2,R) é

[SL*(2,R) : PS*L(2,R)] = [SL(2,IR) : PSL(2,R)] = [SL*(2,R) : SL(2,R)] = 2

O GRUPO ORTOGONAL denotado por O(R?), consistindo das matrizes A €
GL{2,R) tais que A- A* = I , onde A® denota a matriz transposta da matriz A, e portanto
det(A) - det(A?) = det] = 1 ou (det(A))? = 1, assim O(R?) < SL*(2,R). O GrUPO
ORTOGONAL ESPECIAL SO(R?) = {A € O(R?) : det A = 1}. Os elementos destes gru-
pos sdo simetrias de qualquer circulo centrado na origem e no mesmo sentido que uma
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circunferéncia pode ser considerada um limite de poligonos regulares, os grupos O(R?) e
SO(R?) podem ser considerados como limites de Dy, e do MPSK respectivamente, quando
M- oo

Se f: G — H ¢ um homomorfismo de grupos, entio a IMAGEM de féo
conmjunto Im f = {f{g) : ¢ € G} e 0 NGcLEO de f ¢ 0 conjunto Kerf=f"l(ey)={ge

G : f(g) = e}. Pode-se mostrar que Kerf <1 G ([14]) , Assim,

Teorema 1 (Teorema do Homomorfismo) Seja f : G — H um homomorfismo, entio

Kerf =Imf .

Definicdo 3. Dizemos que um grupo G AGE sobre um conjunto A # ( se existe um
homomorfismo ¢ : G — S4. Denotamos g -z = g(z) = ©(g)}(x). Dado o elemento x € A,
a ORBITA de z ¢ o conjunto G; = {0 (z) : 0 € G} e 0 ESTABILIZADOR de z é o conjunto
E,={0 € G :0(z) =z} Decorre imediatamente que G, CAe B, <G,

Definiciio 4. Sejam K e () grupos, entdo uma EXTENSAO de K por Q é um grupo G tal
que:

(1) K ¢ um subgrupo normal de G.

N £

(1) — é isomorfo a Q.

K
Observacio. O fato do grupo G ser uma extensio de K por () ndo implica necessariamente

na existéncia de um subgrupo de G isomorfo a Q , como mostra o
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Z . . .
Exemploe 11 57 ¢ 1somorfo a Z,, mas Z néo tem nenhum subgrupo isomorfo a Zy pois o

seu tmico subgrupo finito ¢ {0},

Costuma-se denotar o fato que G € uma extensio de K por ¢ com o diagrama:

{e} — K G—Q — {e}

chamado de SEQUENCIA EXATA, onde a seta {¢} — K indica que K — (G & um
homomorfismo injetor, ) — {e} indica que G ~ @ é um homomorfismo sobrejetor, €
finalmente X — G — (} indica que a imagem do homomorfismo K —— & coincide
com o nucleo do homomorfismo G — 2.
Defini¢io 5. Sejam G um grupo e K, () subgrupos de ( tais que:
HK<G
(i) K- Q=G
(i) Kn@ = {1}
Dizemos entdo que G € um PRODUTO SEMI-DIRETO de K por (), denotado K X, @ ou
simplesmente K x ().

Se G = K x (), entdo G € uma extensdo de K por Q ([29], pg 136).
Observaciio. Dados 0s grupos K e  podemos ter mais de um grupo sendo produto
semidireto de K por (), de fato: 53 = 3PSK x 2PSK e 6PSK =3PSK x 2PSK.

Se G ¢ um produto semidireto de K por Q, entdo existe um homomorfismo
8 : Q — Aut(K) de modo que 8 (z) (k) = zkz~'. Por outro lado, dados K,Q e 0 : Q ~
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Aut(K), dizemos que um produto semi-direto (¢ de K por ¢ , denotado por K x, Q ,

REALIZA 0 se 0 (z) (k) = rkz™" para todos k € K e z € Q.
1.2 Presentacgiio de Grupos, O Algoritmo de Reidemeister-

Schreier

Nesta seccio discutimos o Algoritmo de Reidemeister-Schreier, técnica da
Teoria Combinatéria dos Grupos que serd usada na desericio e rotulamento de conjuntos de
sinais hiperbélicos. A referéncia basica & [25]

Seja (G,-) um grupo, dizemos que a familia {9:}icr de elementos de &
GERA (S se todo elemento g de & é da forma g = k]i gf;" paraalgum n € Nee;, € {£1}.
Dizemos, entdio, que {g;}:c; € uma FAMILIA DE GERADORES de G. As expressdes do tipo
U= 15 gf;f“ sa0 chamadas de PALAVRAS nos ¢; ’s. Dadas as palavras U e V, definimos
U1 e T, gz-_k&';’“ e U-V por simples justaposicio. Como consequéncia, temos {/- U1 = 1
(0 elemento neutro de (7). Vamos chamar de RELATOR a qualquer palavra W que represente
o elemento neutro 1. Dadas duas palavras V e W dizemos que V = W & uma RELAGAO
em G se V- W~1¢ um relator.

Se {R;}jecs € uma familia de relatores de G , dizemos que um relator W ¢é
DERIVAVEL DOS R; se W puder ser transformado na PALAVRA TRIVIAL 1 por aplicagoes

repetidas das seguintes operacdes:
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() Inser¢io de um dos R; ou R;" ou relatores da forma g - g~ entre simbolos de W, no
e A .

seu inicio ou no fim.

(i) Eliminagdo dos relatores citados em (i) se ocorrerem como blocos de simbolos con-

secutivos em W

Definicio 6. Seja G um grupo gerado pela familia {g;}ic; € {R;},cs uma familia de

relatores tal que todo outro relator de & & derivavel dos {R;}c;, entio os {R;};c; sdo

chamados de RELATORES DEFINIDORES de G, e com isto, dizemos que a sequéncia

< {giticri {R; = 1}jes > € uma PRESENTAGAO de G que denotamos por:

G =< {g; }ier; {B; = 1}5e5 >

Dizemos que (& € FINITAMANTE GERADO, FINITAMENTE RELACIONADOG 0u TEM

PRESENTAGAO FINITA se, respectivamente, I ¢ finito, J é finito ou ambos s3o finitos.
Exemplo 12 Dy =< R, 5; R = 82 = (RS> =1 >

Exemplo 13 Um importante grupo de isometrias do plano complexo é o grupo das

TRANSFORMAGOES DE MOBIUS dado por:

az ~+ b
PSL(2,Z) = {T (z) = p——

ra,bc,deZe ad—bc:l}_.

< 1
Se denotamos por z a fungdo complexa dada por (z — _,W) e por y a fungdo complexa
z

29



1
—z+1

PSL(2,Z) =<z, y;2° =4 =1 >

dada por (z — ) entao temos que PSL(2,Z) tem a seguinte presentagio:

Definicdie 7. Dizemos que um grupo F' com uma familia de geradores {g; };cr € um GRUPO
LIVRE n0S {g;}ier s€ F =< {g;}ser:® > ou seja, F' n3o tem nenhum relator definidor.
Um fato importante da teoria dos grupos € que todo grupo é quociente de

algum grupo livre. Este resultado ¢ consequéncia do teorema mais geral:
Teorema 2 (Teorema de Presentacio de Quocientes) Sejam G um grupo com a presentacao

G =< {gi}ier; {Rj = 1};e; >

e N o subgrupo normal de G gerado pelas palavras {3 }rex entio:

&
N =< {g:bier; {R; = Lhies, {85 = 1}lpex > .

Sejam G =< a4, ..., ay; {R, (a1, ...;a,) = l}ﬂGM > um grupo ¢ H um sub-
grupo de G. Se W(a, ) — W{a,) ¢ uma fungio entre palavras tal que:
@ {W} € um conjunto completo de representantes das classes laterais 2 direita de (¢
modulo H e:
(i) Se K = [T, a; € um representante em {W}, entdo para cada m < n, [T, a7 &
também um representante em {W_(aMJ}
Nestas condi¢es mostra-se que H é gerado pelos elementos da forma s Ko, = K aymj_l
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onde K ¢ um representante arbitrario em {W’(ay)},Agora, denotando 7+ (aﬁll,..,aef) =

U

SKiau, " SKra, 1EMOS O seguinte resultado:

Teorema 3 (Schreier) Com as notagBes acima,
H=<{ske,}i{smar =1}, {T (KRFK‘l) = 1} >,

onde os pares M, a, sdo tais que May e A a, determinam o mesmo elemento no grupo livre

gerado pelos {@a1, ..., an} (denotamos este fato por Ma, ~ Ma,).

O proximo teorema, [25] Theorem 4.12 pg 266, fornece uma caracterizagio

de uma classe de grupos cujo vinico elemento de ordem finita é a identidade.

Teorema 4 Seja G =< ay,...,a,; R{01,...,a,) = 1 >, entdo G tem um elemento (% 1) de
ordem finita, se K (ay,...,0,) € a k—ésima poténcia de alguma palavra no grupo livre nos

{a]_, cern an}

O Grafo de Cayley de um Grupo

Seja G um grupo gerado por {g; };=; , podemos construir uma nova estrutura
do seguinte modo: Um conjunto de VERTICES rotulado pelos elementos de G, um conjunto
de ARESTAS rotulado por pares ordenados de elementos de G ( ou vértices), onde (z,y) &
uma aresta se, € somente se, existir um gerador g; de modo que y == g;x. Tal estrutura é
denominada de GRAFO DE CAYLEY DO GRUPO (G .
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Exemplo 14 O grupo de Klein tem a seguinte presentacdo
K=<a,b:0>=0"=(ab)?=¢ >

e o grafo de Cayley de K tem a seguinte forma:

ard N

NN '

ab

Figura 1.3 - O Grafo de Cayley do Grupo de Klein.

1.3 Outras Estruturas Algébricas

Frequentemente codigos sdo definidos usando simbolos pertencentes a espagos
vetoriais (sobre corpos finitos ou ndo) além de modelos euclidianos de espacos nido euclidi-
anos. Por outro lado, importantes classes de codigos (por exemplo os codigos ciclicos) sdo
definidos algébricamente a partir de anéis de polindmios. As referéncias para esta sec¢io
sao [10] e [14]
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Um conjunto nfo vazio A ¢ dito um ANEL se A estiver munido de duas
operagdes binarias denotadas + e - de modo que (A4, -+)} é um grupo abeliano e também
valem as propriedades:

Mi:a-(b-c) = (a-b) ¢, paratodos a,b e c em A. (Associativa)

M2 : Existe 1 € Atalquea-1=1-a = a, para todo a € A. (Existéncia do elementio
neutro)

D:a-(b+c)=a-b+a-cela+b)-c=a-c+b-a,paratodos a,be cem A (Propriedade
Distributiva).

Se além destas, valer:

M4 :Paratodos aebem A, a-b=1>-a. (Propriedade Comutativa)

entio dizemos que o anel 4 é COMUTATIVO.

Um anel A é dito um DOMINIO DE INTEGRIDADE se for comutativo € se
para todos a,b € A, a-b =0 implica a = 0 ou b = 0. Um CORPO & um anel comutativo K
tal que dado a € K, se a # 0, entdo existe o elemento ™! € K tal que a-a™! = 1. Dado
um anel A, um subgrupo J de (A,+) é um IDEAL (bilateral) de A se para todos a € 4 ¢
z & J,temos que a-x € Jex-a & J. Definindo no grupo quociente A/.J a operagdo
(a+J)-(b+.J) = a-b+ J obtemos uma estrutura natural de anel em A/J chamada de
ANEL QUOCIENTE.

Dado um corpo K, um grupo abeliano V' é um ESPACO VETORIAL sobre K
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se estiver definida uma fungiio ¢ : K X V — V onde denotamos @ (z,v) = zv satisfazendo
as propriedades: (1) 1-v = v paratodo » € V. (2) (x+y)v = zv + yv para todos z,y € K
eveV. 3) z(v+w) =zv+ zwpara todos z € K e v,w e V. (4) x(yv) = (zy)v para
todos z,y € K e v € V. Os elementos de V sio chamados de VETORES. Os fatos basicos

sobre espagos vetoriais podem ser encontrados em 14].

Exemplo 15 (Z,, +,),(Z,+,-),(Q+, -), (R, +, ), (C,+,-) sio exemplos de anéis sendo
que todos com excegdo do primeiro sio dominios de integridade e os trés ultimos sdo
corpos. Se p € um mimero primo, entdo Zp € um corpo € quando queremos destacar esta
estrutura denotamo-la por F,. Para cada inteiro n > 1 existe um corpo Fyn (# Zy) com p™
elementos que tem F, como subcorpo (subanel com 0s mesmos elementos 0 e 1) e éum

espago vetorial de dimensdo finita n sobre FF,. Denotamos este fato por [Fpr : F,] = n.

Exemplo 16 Se A ¢ um dominio de integridade podemos construir o ANEL DE

POLINOMIOS COM COEFICIENTES EM A, A[X], que consiste de todas as sequéncias do
tipo f = Zn:aiX “onde 0s a; € A e X & um simbolo fixado , 0 GRAU de f ¢ o numero

i1

8f = n, o mator indice 7 tal que a; # O .Os conceitos usuais de divisibilidade valem em
A[X]. Dados f,g € A[X], se existe h € A[X] tal que f = gh entio dizemos que g DIVIDE
J e denotamos por ¢g|f. O méximo divisor comum (mdc) de dois ou mais polindmios
¢ definido de modo usual (d = mde{f, g} se, dif,d|g e se e|f,e|g entdo dje). Dizemos

que um polindmio f € A[X] é IRREDUTIVEL se sempre que pudermos escrever f = gh
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em A[X], devemos ter dg = 0 ou 8k = 0. Dado um polinémio f € 4[X], o conjunto
< f>={f-g:9¢€A[X]} &éun ideal de A[X] e todo ideal de K[ X] é desta forma. Se K
é um corpo, o ideal < f > & chamado de IDEAL PRINCIPAL gerado por f, e existe um Gnico

polindmio mdnico (i.e. com o maior coeficiente ndo nulo igual a 1) gtal que < f >=< g >,

A[X]
<f=>

g é chamado de GERADGR MONICO do ideal. Se f ¢ irredutivel entio é um corpo.

Exemplo 17 Se K & um corpo , entfio

K™ me { A == . . ra; € K

. L J s

o conjunto de todas as matrizes nxXn sobre IK, com as operagdes usuais de soma, multiplicagio
de matrizes multiplicagfio de ndmero por matriz, tem uma estrutura dupla de anel e de espaco
vetorial, € por isto, dizemos que K"*" & uma ALGEBRA sobre K. Se 4 é um elemento de

K"*", entdo 0 TRAGO de A & tr(A) = > oy
=

1.4 Espacos Métricos

Nesta secao, inicialmente € apresentada a definigio de espago métrico que
constitui a formalizacio do conceito usual de distincia , e sdo apresentados modelos de
distincias em espagos relevantes para a Teoria de Comunicagdes. E apresentada a definicio
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de Isometria e fornecida uma definicio de Superficie adequada ao tratamento de Conjuntos
de Sinais. Para Espagos Métricos, nos referimos a [18] ¢ [19]

Definicdio 8. Um conjunto M ¢ dito um ESPACO METRICO se existe uma funcdo

d: M x M — R, chamada métrica ou distincia satisfazendo para todos r,y,z€ M:

() d(z,y) = O e d(z,y) = 0 se, e somente se, z =y

(idd(z,y) = d{y, =)

(i)d(z, z) < d(z,y) +d(y, 2)

Em geral denotamos o espago métrico por (M,d) ou simplesmente M se nio acarretar
ambiguidade.

Em um espago métrico (M, d) chamamos um subconjunto A C M de ABERTO,
se existe € > 0 tal que o conjunto B{z,¢) = {y € M : d{z,y) < e} C A O conjunto Bz, €)
é chamado de BOLA ABERTA DE CENTRO z E RAIO ¢. Uma aplicacio f : M — N en-
tre espacos métricos € chamada de CONTINUA se, para cada a € M e cada bola aberta
B(f(a),€) & N, existe uma bola aberta B(a,8) C M tal que f(B{e,8)) € B(f(a),c).
Dado um subconjunto A de um espago métrico M, dizemos que z € A é um PONTO INTE-
RIOR de A se existe ¢ > 0 tal que B(z,¢) C A O conjunto de todos os pontos interiores de
A & denominado de INTERIOR de A e denotado por A. Como consequéncia temos que um

conjunto A ¢ aberto se todo ponto de A & ponto interior. Um ponto = é dito FRONTEIRA

de A se para tode € > 0, B(z,e)NA# @ e B(z,e)N(M\A) # 0. O conjunto dos elementos
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da fronteira de A ¢ denotado por fr4d. O conjunto Ty, cujos elementos sdo os conjuntos
abertos do espago métrico M satisfaz as seguintes propriedades:
) MbeZy
(i) Se {Bi};c; ¢ uma familia de elementos de %y, entdio | | B; € Ty
=9
(iii)Se By, ..., B, sd0 elementos de Ty, entdo By N ... N B, € Ty

Em geral, um conjunto ¥ com as propriedades (i), (ii), (iii) acima é chamado de uma

TOPOLOGIA em M.

Exemplo 18 No espago vetorial R" definimos a NORMA de um vetor x = (24,...,Z,,) €

R" come o mamero real positive [jz}| = +/z? + ...+ x2. Definimos d(z,y) = |z — || =

\/(Ei —y1)? 4+ o+ (Tn —yn)? para z= (21,...,Tn) €Y = (41, ..., ¥) €m R Temos entio
que (R”,d) é um espago métrico. A distdncia d é chamada de METRICA EUCLIDIANA OU
UsUAL. De modo similar, definimos para z = a+bi € C; ||z|| = a? 4+ e d(z,w) = ||z — w]
é uma norma em C. A fun¢fio d' : R® x R — R definida por d'(z,y) = i [T — il €

i==]

chamada de DISTANCIA DO MAXIMO em R

Exemplo 19 Seja A um conjunto finito, entfo existe uma métrica em A chamada de

METRICA DISCRETA definida por

Usex=y
d(z,y) ==

lsex#y
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que se estende de modo natural 2 A™ por d,(x,y) = ‘2:1 d(z;, ;). ds € chamada de METRICA
DE HAMMING em A". Na prética d;,(x, %) mede o nimero de coordenadas em que r ey
diferem. Se 72 = 1 a métrica de Hamming ¢ a métrica discreta. Se A4 ¢ o corpo finito F, e
z € I}, a NORMA ou PESO DE HAMMING de = é o nimero inteiro wr{z) = dp(z,0) que
€ o nimero de coordenadas nfo nulas de z. Ainda em F; definimos 0 PESO DE LEE de

ki
Z = (&1, ..., Tn) como wi(z) = ¥ |z;] onde
2=1

z; se 0 < z; < gq/2
|| =

g—x;8eq/2<z; <g-—1

¢ a DISTANCIA DE LEE entre 2,y € Fy € di(z,y) = wy(z — y).

Definicdo 9. Se M e N sio espagos métricos com distincias d M € dy respectivamente, entio
dizemos que uma aplicagio f: M — N é uma ISOMETRIA se f € uma bijecio continua e
para todos x,y € M, dn(f(z), f(y)) = da(z,y).

Observacio. Se A ¢ um espago métrico e f.9: M — M sdo isometrias de A, entdo fte
g o f também s3o isometrias de M e, portanto, o conjunto Isom (M) de todas as isometrias
de M ¢ um grupo para a composicio de fungdes, chamado o GRUPO DAS ISOMETRIAS de

M.

Exemplo 20 Seja & um grupo onde esta definida uma fun¢fo d que é uma métrica. Dizemos
que d ¢ compativel com a estrutura de G ou é uma METRICA DE GRUPG se para todos
z,y € G, d(z,y) =d(x-y™',1), ou em notacio aditiva d(z,y) = d(z — y,0).
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Denotando por [ o intervalo fechado unitario [0, 1], um CAMINHO em um
espago métrico M é uma fungio continua o : I — M. Dizemos que dois caminhos
o,8 : I — M sio HOMOTOPICOS, denotado por o ~ [3, se existe uma funcio continua
H :Ix1— M tal que H(s,0) = «(s); H(s,1) = G(s); H(0,1) = «(0) = B(0);
H(1,t) = a(1) = B(1) para todos s,£ € [. Denotamos o fato de o ser homotopico a

B por a =~ B. Dados dois caminhos o e 3 tais que «(1) = 5(0), definimos a - 3(s) =

a(2s) se s €[0,1] _ _
temos entdo que a relagdo o o (3 é uma relagdo de equivaléncia

B(2s—1) sesell 1]
na colegdo de todos os caminhos em M. Agora, denotando por |a] a classe de equivaléncia

de o, temos entdo que fica bem definida uma operagéo no conjunto quociente por o] - [3] =
@ - 3]. Considere agora um ponto € A fixado, entio um CAMINHO EM M COM BASE
NO PONTO z € um caminho o : [ — M tal que o (0} = « (1) = z. O conjunto ™ (M, x)
constituido pelas classes de homotopia de caminhos fechados em M com base no ponto =
constitui um grupo para a operacdo definida acima. Se M é um espago conexo por caminhos
( ou seja , dados dois pontos x e y quaisquer de M existe um caminho o : [ — M tal que
a(0) =z e a(l) = y) , entdo para todos z,y € M , m; (M,z) e m (M, y) sdo isomorfos,
e neste caso, 73 (M, x) é chamado de GRUPO FUNDAMENTAL DE M COM BASE EM z, e
denotado por 7y (M).

Chamamos de SUPERFICIE a um espago métrico M tal que para todo ponto 2 € M existem

conjuntos abertos A de M |, B de R? euma bijegdo f : A — B tal que f e f~! sdo continuas.
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Uma SUPERFICIE COMPACTA ORIENTAVEL de género g > 1 ¢ uma superficie construida
do seguinte modo: Considere um poligono regular de 4g lados rotulados sequencialmente

do seguinte modo:

-1 z-1 ~1 z~1
a’lablaa‘l ?bl 7"'agvbgra’g »¥g

onde em cada 4-upla a;,5;,0;,b;? os lados sdo orientados de acordo com o seguinte es-

quema;

Considerando, agora, a relagdo de equivaléncia que identifica os lados ~“> e <% coe-
rentemente com as sefas e mantem 0s outros pontos fixos (ou seja, “colamos ” os lados de
acordo com a orienta¢do) , obtemos entdo a superficie. No diagrama abaixo ilustramos o

caso g = 2:

bo B
v \
ap | T ay
AN /!
be b1

Figura 1.4 - Identificacio para ¢ = 2.

O aspecto da superficie é mostrado na Figura 1.5
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Figura 1.5 - Aspecto da superficie para g = 2.

1.5 O Plano Hiperbdlico

Apresentamos agora as duas versdes do Plano Hiperbolico de Poincaré, e os
fatos basicos a respeito de grupos discretos e geometria hiperbélica que tem como referéncias
017, [16], [08], [24]e [15] .

Seja H? = {z € C:Im(z) > 0} o semiplano superior do plano complexo

C. Definimos para z,w € H% dg(z,w) = log |2 — ] + {2z — w]

— . Com esta func¢io, o par
|2 = w| — |z - w|
(H?,dy) constitui um espago métrico, chamado de PLANO HIPERBOLICO . Chamamos de
retas hiperbdlicas aos semi-circulos e semi-retas ortogonais ao eixo real e contidos em HZ.
O plano hiperbdlico satisfaz os axiomas basicos da geometria euclidiana com a excegio do
5° Axioma ou Axioma das Paralelas. Assim, podemos ter por um ponto 4 fora de uma

determinada reta mais de uma reta passando por A nfo encontrando a reta dada. (Mais de
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uma paralela). Dizemos entio que H? & um modelo da Geometria Hiperboélica Plana ou de

Lobachevski. (Figura 1.6)

Um outro modelo da Geometria Hiperbolica Plana é obtido tomando o con-

- - 1 — w -
junto D= {z € C: |z| < 1} (Figura 1.7) com a métrica dp(z,y) = log {1 — j;,' i ij _z}

z,w &€ . As retas hiperbolicas, agora, sdo as intersecgdes de D com as circunferéncias

ortogonais a S = {z € C: |z| =1}. De fato a funcio

f:-H2 D
z+1
z) =25

¢ uma isometria entre (H? dg) e (D, dy) e sempre que ndo houver ambiguidade, qualquer
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das métricas dy; ou dy serd denotada simplesmente por d.

Figura 1.7 - Modelo do Circulo Unitario

Definicio 10. O ANGULO HIPERBOLICO entre duas retas hiperbdlicas que se encontram
no ponto z € H? , é o &ngulo entre os seus vetores tangentes (no sentido da Geometria

Euclidiana) no ponto z.

Exemplo 21 Na Figura 1.8 | A é um tridngulo com &angulos internos respectivamente de

w Fis
0. el
'5°%3
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/ \
- I O l

No plano hiperbolico, qualquer tridngulo com 4ngulos internos «,be vy satisfaz
a+B+y<m

O proximo teorema permite, através da decomposicio em tridngulos, deter-

minar a area (hiperbdlica) de qualquer poligono em H2 -

Teorema S (Gauss-Bonnet) Se um trifingulo hiperbélico A tém dngulos internos «, 8 e

respectivamente, entio:
drea(A) = 7t — (a + B+ 7)
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Exemplo 22 O tridngulo do Exemplo 21 tem 4rea = — (0 + 5



1.6 Isometrias do Plano Hiperboélico e Grupos Continuos

A uniformidade geométrica de um conjunto de sinais € uma propriedade asso-
ciada ao seu grupo de isometrias, assim, a extensdo deste conceito ao plano hiperbolico exige
o conhecimento das isometrias hiperbélicas, bem como as suas propriedades geométricas,
assunto da presente secio.

Vamos denotar por M ¢ conjunto de todas as transformagdes de Mobius, ou

seja, transformacdes lineares fracionarias complexas da forma:

az+b
cz+d’

T(z) =

onde a,b,c,d €E IR, e ad — be #£ 0 . Se denotamos A = ad — be, entio

T(z)u(;ﬁ)”\/bﬁe a d b o _
(\;E)Z+j3 VAVA  JVAVA

e com isso podemos supor que ad —bc = 1. Nestas condi¢des M é um grupo para a operacio

. ~ . i . b
de composigdo de fungbes. Com isso, temos as propriedades adicionais: Se T'(z) = Z: ::__ y
ez + f . a b e f
elU(z) = T he entio denotando Ap = e Ay = , segue que Aty =
g c d g h
i - -1 _ (=a)z+({~b) .
Ar - Ay e Ar—1 = (Ar)~'. Por outro lado, como 7'(z) = TMEYT) resuita que —Ar
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também representa T, e assim, podemos considerar
®: SL2,R) - M

a b
az+ b
A = — = .
T(z) cz+d

c d

Segue, entdo, que se (A} =T e ®(B) = U, entio P(AB) =T ol e ®(A™) = 71
de onde concluimos que & ¢ um homomorfismo sobrejetor de grupos . Além disso, como
Ker(®) = {+1}, pelo Teorema do Homomorfismo temos

_SL(2,R)

~ gy = PSLER).

Dessa forma, podemos denotar 0 GRUPO PROJETIVO ESPECIAL LINEAR das matrizes 2x 2

sobre R por

az 4+ b

PSL(2,R) = {T(z) =

tab,c,d € Ryad — be = 1}.
cz

Dada uma matriz A qualquer, vale a asseriva de que tr(—A) = —tr{A) de

3 9 . ‘ az+b a b
modo que ir*(A) = tr*(—A). Assim, dados T(z) = i PSL(2R)e A= ,

¢ d

fica bem definida a funcio:
Tr:PSL(2,R) - R
Tr(T) = |tr(4)] = |a +d.
A fungao I'r é chamada de FUNCAO TRAGO ¢ permite uma classificacio dos elementos de
PSL{2,R).
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. b
Defini¢io 1L Seja T'(z) = :jj:d

€ PS L(2,R), entdo dizemos que T é um elemento:
eliptico se T(T) < 2
parabélico se Tr(T) =2

hiperbolico se Tr(T) > 2

. z+b
Consideremos, agora, a fun¢do complexa U(z) == —Z . Entdo, dado T(z) = jz ::; p
—az+b
PSL(2,R) temos que T'o U(z) = T(—=2) = g;:d e —ad + bc = —1. Assim, toda
aplicagio da forma T oU é do tipo W{z) = aii? com ad— 3y = —1. Como WoW = id,
vz

vamos indicar por Z; o subgrupo de PS5 L(2,R) gerado por W. Estas consideragdes estio

contidas no seguinte resultado.

Teorema 6 O grupo de todas as isometrias do plano hiperbodlico H? ¢ isomorfo ao grupo

PS5*L(2,R), e consequentemente:

PS*L(2,R) = PSL(2,R) x Z,.

Considere a agdo natural de PS*L(2,R) sobre H? (por isomorfismos). Como
PS*L(2,R) = PSL(2,R)UW o PSL(2,R) , entdio os elementos de PSL(2,R) sio deno-
minados ELEMENTOS CONFORMES. Consequentemente, os elementos de W o PSL{2, R)
sdo denominados ELEMENTOS ANTI-CONFORMES, Os elementos conformes sdo aqueles
que preservam angulos hiperbolicos e os elementos anti-conformes sfo os que preservam o
valor absoluto mas invertem o sentido dos dngulos hiperbélicos.
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O grupo SL(2,R) se identifica naturalmente com o subconjunto X de R*

dado por

X ={(a,bc,d) eR*: ad — be = +1}.

Assim, S7(2,R) tem uma topologia métrica |7 — U} induzida pela norma

T = Va2 4+ 82+ 2+ 42,

Como va? + b2+ 2 4 d2 == \/(—a)2 + (b)) + (—¢)? + (=d)? , entdo fica

bem definida uma norma ||| = Va2 + 82 + 2 T 42 ¢ portanto uma topologia em PSL(2,R)
que torna [[-]| uma métrica de grupo . De modo similar, se constroi uma topologia em
PS*L(2,R).

Defini¢do 12. Um subgrupo I' de PS*L(2,R) & DISCRETO se I' é um subespaco topologico
discreto de PS™L{2,R).

Observagdo. I' ser discreto é equivalente a seguinte propriedade: Se T, — id em I, entio
existe m tal que 7,, = id se n > m.

Defini¢dio 13. Um GRUPO FUCHSIANO & um subgrupo discreto de PSL{2,R).
Observacio. Se I' ¢ um subgrupo discreto de PS*L(2,R), entdo I'r =T N PSL(Z,R) ¢
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um grupo fuchsiano e [T': I'y] < 2. O diagrama abaixo explicita esta associacio.
PS*L(2,R)
| AN
r PSL{2,R)

N l
I'p
Teorema 7 Seja I' um subgrupo de PS™ L (2, R), entdo I' € um grupo fuchsiano se, e somente

se, a agdo de I" sobre H? ¢ PROPRIAMENTE DESCONTINUA (i.e. para cada = € H? existe

uma vizinhanga V{(z) = V tal que (V)M 'V s () somente para um numero finito de 7' € '),

Os grupos ciclicos gerados por elementos hiperbélicos e parabélicos sio sem-
pre fuchsianos. Um grupo ciclico gerado por um elemento eliptico ¢ fuchsiano se, e somente

se, é finito.

Exemplo 23 Seja PSL(2,Z) = {T(z) = :jj:g ca,b,c,d € Zyad — be = 1} 0 GRUPO

MODULAR. kEste é um subgrupo discreto de PSL(2, R}, logo um grupo fuchsiano.

Definicdo 14, Uma regifio fechada F' C H € uma REGIAO FUNDAMENTAL para um grupo
(7 de isometrias de H? se:
G) U T(F) = B2
TG
(i) F NT(F) = @ para todos T € G \ {id}
(#42){T(F) : T € G} é a TESSELAGAO de [H?
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Se I' ¢ um grupo fuchsiano e Fy, I} sio regides fundamentais de T com

drea(frFy) = drea{frFy), entio:
area{Fy) = drea(Fy).

Sejam I' um grupo discreto de isometrias de H2 e A um subgrupo de indice

finito » em I" com [I'/A] = {T},..., T, } ou seja:
F=TIAU.---UT,A

Se F ¢ uma regifio fundamental para I, entdo:
@) f1 =Ti(F)U-- - UT,(F) é uma regifio fundamental de A,

(i) Se drea(F’) < oo e drea(frF) = 0, entio:
drea(Fy) = n - drea(F).

Considerando agora I' em grupo fuchsiano e p € H* ndo fixado por nenhum

elemento de I"\ {#d}, entio a REGIAO DE DIRICHLET de I centrada em P € o conjunto:
Dy(T) = {z € B2 : d(z, p) < d(,T(p)) para todo T & r}

A Regido de Dirichlet ¢ uma regido fundamental conexa para I' na forma
de um poligono. A tesselagdo de H® determinada por uma Regido de Dirichlet I e suas
imagens por I' € chamada de TESSELACAO DE DIRICHLET.
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Observacio. Considerando o grupo fuchsiano I' atuando em H? de modo que o espago
quociente H? /T" seja tal que drea{ H2/T') < oo (os elementos de H?/T sfio as I-arbitas, e
drea{ H?/T') = drea( F) para toda regido fundamental F), entio H?/T' & homeomorfo ao
quociente F/I" de uma regido fundamental F por I'[16]

Dizemos que dois lados L; ¢ L, de uma Regido de Dirichlet F' de um grupo fuchsiano T’
sio CONGRUENTES ou EMPARELHADOS se existe T € I" com Ly = T(L4). Os lados de

uma Regifo de Dirichlet se particionam em pares de lados congruentes, e assim:

Teorema 8 Seja I' um grupo fuchsiano, entdo existe uma regifio fundamental convexa com
um nimero finito de lados, se, e somente se, ' € finitamente gerado. Se F € uma Regifio de
Dirichlet de I" nestas condi¢des e {7;},_, ¢ o subconjunto de T consistindo dos elementos

que emparelham os lados de F', entdo:

I'=< {T%}z‘el >

O resultado fundamental da teoria dos grupos fuchsianos & apresentado a seguir:

Teorema 9 (Poincaré) Sejam g > 0 ;7 > 0,m; > 0, (1 < ¢ < r) mimeros inteiros tais que:

(29—2)+i(1——1——_)>0.

2==1 2

Entio existe um grupo fuchsiano F' tal que o espago das érbitas H?/T" é uma superficie
compacta orientdvel de género g com r pontos marcados correspondentes as classes de
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equivaléncias maximais de elementos elipticos de ordens m;,, .-, ™, ( neste caso, dizemos

que I’ tem ASSINATURA (g; 4, ..., m, ).

Observagdio. Neste trabalho, os grupos fuchsianos de interesse sio aqueles que tem uma
regifo fundamental de 4rea hiperbélica finita, e que, por [16] pg 103, sdo todos do primeiro
tipo ( ou seja se A(T") é o conjunto que consiste.de todos os limites lim 77,(z) onde os {T},}
sdo sequéncias de elementos distintos de T e > € H2, entio A(T"} = R ( no caso do modelo

D, A(T') = S1)).
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2

Codigos e Conjuntos de Sinais

Na concepgéo tradicional de um sistema de comunicagio digital, a informacio
¢ codificada ( em geral pela adicio de bits de paridade) e depois entdo modulada para a
transmissao atraves do canal. Devido ao processo de codificago, a faixa necessaria para a
transmiss3o deve ser aumentada. No caso de sistemas de comunicacdes limitados em faixa e
que tenham que dispor de um processo de codifica¢do é mais do que necessaria a proposta de
uma estratégia que viabilize projetar tal sistema de comunicacdes. A busca desta solugio leva
a concepgao modermna de codificagio combinada com modulagiio onde estruturas algébrica
¢ geométrica sdo colocadas diretamente no conjunto de sinais utilizado para a transmissio,
mais especificamente, o alfabeto do codigo passa a ser a representagio no espago euclidiano
ou ndo, de um conjunto de sinais e as palavras-codigo sfo sequéncias destes sinais sujeitas
a algum padrdo. A forma de padrenizagdo que se mostrou mais adequada ¢ aquela em que
existe uma acHo transitiva de um grupo no conjunto de sinais  ou seja, na sua representacao
geométrica). Esta situagio € descrita dizendo-se que o conjunto de sinais ¢ Geométricamente
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Uniforme. Sobre estes conjuntos de sinais é entio colocada uma estrutura, em geral via

classes laterais, que conduz aos assim chamados Codigos Geométricamente Uniformes ( de

Classes Laterais ou de Espagos de Sinais), bem como as suas parti¢cdes.

2.1 Cédigos

Um sistema de comunicagdes digital pode ser descrito de modo sumaério pelo

Codificador Codificador
de fonte de Canal i

diagrama:

Usuario Decodificador

de Fonte

Figura 2.1 - Sisterna de Comunicac¢des Digital

A mensagem na saida da fonte de informagdo, em geral, na forma digital &

processada pelo bloco codificador de fonte com o objetivo de realizar a compactagdo ou
compressdo da informacio a ser transmitida de tal forma a garantir a eficiéncia da trans-
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missdo. Por outro lado, o bloco codificador de canal realiza a operagio de inser¢do de
redundancia suficiente de maneira a garantir uma transmissio confidgvel. Neste bloco é sele-
cionado um conjunto particular de sinais chamado ¢4piGo |, elaborado de modo que os seus
elementos sejam facilmente distinguiveis mesmo em presenga de ruido. Somente os sinais
assoctados as palavras-codigo do codigo s#o transmitidos através do canal .O codificador de
canal (3) alimentado pela saida do codificador de fonte, realiza a substituigdo de sua entrada
por uma das palavras-codigo que é transmitida através do canal. O decodificador de canal
(5) recebe o sinal do canal (4) e faz uma estimativa do sinal recebido que é convertida pelo
decodificador de fonte (6) na (suposta) mensagem original, que € enviada ao usudrio {7).
Cada sinal ¢ uma fungdo f : 7 C R — R na varidavel ¢ € I, onde I =
[0, 7] para algum .T € R. T éa DURAGAO do sinal em segundos. Pelo Teorema da
Amostragem ([27]), se todos as componentes de f(t} tém frequéncia < W H z, entdo [ pode

ser completamante recuperado pelas n = 2TW amostras

£(0), Floms), o )
( 2w 2W

Note que a funcio f estd sendo vista geométricamente como um ponto do
espago R". Formalmente, podemos entdo supor que no canal (4) se transmitam sequéncias
de vetores que s3o somadas com outras sequéncias correspondentes do ruido. O objetivo do
processo de decodificagio é recuperar com o menor erro possivel, o sinal que foi transmitido.
Existem dois modelos ideais para o canal descrito acima: 1) O canal discreto sem memoria
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, € 2) O canal continuo. Os canais de maior inter&sse em aplicagdes 530 0 CANAL BINARIO
DISCRETO SEM MEMORIA, BSC (binary symmetric channel) € 0 CANAL GAUSSIANG
BRANCO ADITIVO, AWGN ( ruido gaussiano branco aditivo).

No caso do canal AWGN, um sinal transmitido f (t) ¢ associado a F =
( FO), f5), - f ("2‘—;}%)) € R" como acima, e o sinal recebido ¢ representado por R =
F+Y onde Y = (yy,..., Yn) € 08 y; SA0 variaveis aleatorias gaussianas independentes com
média 0 e variincia 02 . Para este canal, o codigo ¢ um conjunto S C B™ com M clementos
e cada F € S representa um sinal de faixa W e com duracdo de T segundos. Com isso, a

taxa de transmissfo é

1
R o= T log, M bits/seg

Consideraremos que o processo de decodifi cagdo € de méxima verossimilhanca,
isto &, se o sinal recebido é r € R”, entfio r ¢ decodificado como £, onde £ € o ponto de S
mais préximo de r, ( no sentido que a norma |jr — F || € minima). Um erro de decodificacio
ocorrera se a norma {r — F'|| for 2 menor dentre todas as outras normas e tal que F" # F,
onde F ¢ o sinal transmitido.
1T . : :
Denotando por P = T [ o Sf(t)*dt a poténcia média do sinal e

P
C' = Wlog, {1 + (5;2—)} » a capacidade do canal temos o seguinte resultado:

Teorema 1 (Shannon) [13] [30] Para cada taxa B < C, fazendo T (logo n = 2WT) sufi-
cientemente grande, existe um codigo de taxa R cuja probabilidade de erro € arbitrariamente
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pequena.

Para o caso do canal bindrio simétrico (BSC), existe uma versio equivalente

do Teorema de Shannon. Usa-se uma definicio de codigo suficientemente geral para englobar
os diferentes casos possiveis, inclusive o caso presente em ue os sinais estdo em um espago
hiperbélico e ndo euclidiano.
Definicido L. . Dados os conjuntos A e J . um cODIGO sobre A é um subconjunto nio
vazio C C A’. (Tipicamente, A = R, A =2 ou A =F ¢) - Chamamos A de alfabeto do
codigo e os elementos de C sdo chamados de PALAVRAS-CODIGO . Consideraremos que
o conjunto I ¢ enumerdvel. Com isso, dizemos que C é um CODIGO DE BLOCO ou UM
CcOPIGO CONVOLUCIONAL (DE TRELIGA ), conforme [ seja finito ou infinito.

Um CODIGO DE BLOCO BINARIO DE COMPRIMENTO 7 é um subconjunto
de Iy . De uma maneira geral, um codigo de bloco g-ario ¢ um subconjunto de Fy. Este
codigo ¢ utilizado nos CANAIS SIMETRICOS g-ARIOS .

Dado um codigo de bloco C , a DISTANCIA MINIMA deste codigo é dada
por:

d = min {dp(u,v) 1 u,v € C,u # v}

Supondo que a palavra-codigo z & F7 foi transmitida eque y =z +e é o
vetor recebido, onde e € Fy € o vetor érro, entdo: Se o peso de Hamming de e (Exemplo
19, pégina 21) € wp(e) < d — 1, entlo e pode ser detectado (14 que duas palavras codigo
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diferem em pelo menos d coordenadas). Definindo o RAIO DE EMPACOTAMENTO de C
1
como & = {5 (d — 1)}, temos que se wy(e) < 6, entdo o erro pode ser corrigido pelo codigo.

De fato, se T € C, T # =z, entiio, como d(z,7Z) > d temos que diz,y) < d(Z,y) { de fato,

temos que d(x,T) < d(z,y} +d(T,y) ou seja: d(Z,y) > d(z,T) — d(z,y) > d - g';_l

d—1 C .
5 > d{z, y)) e consequentemente, resulta a estimativa 5 = (Ver a Figura 2.2).

Figura 2.2 - Detecgdo e Corregio de Erros,

Um COPIGO LINEAR ou UM CODIGO DE BLOCO DE COMPRIMENTO 7 , C sobre F, ¢
um subespago vetorial de F7. A DIMENSAO de C é a sua dimensdo como um F—subespaco

vetorial , denotando k£ = dimC , ou seja , |C| = ¢* = M, entiio a TAXA de C &

1 k
Rz;;logzﬁ/fz T—Llog2q

Um cédigo de comprimento n, dimensdo k e distdncia minima d € dito um

(n,k,d)-codigo linear, e & imediato que:

d = min {wg(u): 0#£uecC}.
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O que se espera de um bom cddigo € que n seja o menor possivel e M e
d os maiores possiveis. Como esses objetivos sdo incompativeis, 0 que é procurada é uma
solugdo que faca a otimizagio desse compromisso em cada caso.
Definicio 2. Dizemos que dois codigos C e C' sobre F, sio EQUIVALENTES se existe uma

matriz B de ordem n X n obtida por permutacio de linhas ou colunas de 1,,,.,, tal que
C'=CB ={uB:uecC}.

Note que isto equivale a dizer que existe 0 € S,,, tal que ¢’ = oC =
{ou :uw € C} , mais especificamente, o & o elemento de S, tal que ol = B.

Um (n, k,d)-codigo linear C pode ser especificado por uma MATRIZ GERA-
DORA Ou seja, uma matriz k x n M com coeficientes em F, de modo que C consiste de todas
as F,—combinacbes lineares das linhas de M . E sempre possivel determinar um codigo

equivalente a C com matriz geradora na forma
M = [Ikxk : A] 5 Ae Fé’x(ﬂ'_k).

Denotando por M a matriz geradora de C, temos que se m = (my, ..., my) €

TF; f; ¢ uma sequéncia de dados de entrada, entiio z = mM ¢é uma palavra-codigo , logo,
sz{w=mME]F2:mng}j

onde z = (xy,...,Zn) € ;. Definimos entfio a MATRIZ DE VERIFICACAO DE PARIDADE
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de C como a matriz H = [_At,f(n_k)x(nwk)] , entio
MH =0,

Assim, T € C se, ¢ somente se, zH! = 0 (zH' = mMH* = m0 = 0) . Para um vetor
qualquer = == (Z1,...,%,) € F? chamamos de SINDROME de z a0 vetor s = zH’. Dessa
forma z € C se, e somente se, s = 0. Note que o fato de s = 0 ndo é suficiente para
determinar que o vetor recebido seja a palavra-codigo transmitida, que certamente é uma
palavra pertencente a C .

O cODIGO DUAL de C ¢ o codigo
C*m{zEIF;":x-umO, paratodouGC}.
Se € tem uma matriz geradora M , entio C* tem matriz geradora

H = [-—At : I(nmk)x(n_k)] .

Exemplo 1 O c¢odigo (n,0,n) de comprimento n tem somente a palavra (0,...,0) e é
chamado de CODIGO NULO ou ZERO . O seu dual é o codigo (n,n,1) consistindo de
todo o Fy, este codigo ¢ chamado de CODIGO UNIVERSAL . Chamamos de ¢ODIGO DE

REPETIQAO a0 codigo (n,1,n) consistindo dos vetores da forma (a,a,...,a) € F".

Definicio 3. Dizemos que um cédigo C é cfcLico se C é linear e sempre que se
(¢0, €1, - Cn2,Cn1) € C, entho (cy, ca, ..., Cry, ¢o) € C .
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Seja ¢ = p* , onde p & primo, e C € um (n, k, d)-codigo ciclico sobre F,,

entdo denotando ¢ = (cp,...,cr1) €EC porc=c(X) =g+ X + X2+ .. 4 X7l e

F X
<—Xf:~[mlim; , temos que Xc(X) representa (ci,...,¢n_1,c0) € C . Podemos redefinir
. - . F,lX i
dizendo que um cédigo ciclico € um ideal de d—fb[—lfm; . Como consequéncia, C tem

um gerader ménico g (X) , 0 POLINGMIO GERADOR DO CODIGO cicLico C . Assim,

giX" —1ledim C =k =n—dq.

Exemplo 2 O cédigo universal ¢ gerado por g (X) = 1 e o codigo de repeticio ¢ gerado

porg=1+X-+..X"1

Exemplo 3 Uma das versdes do CODIGO BINARIO DE HAMMING H; pode ser representado
por um codigo ciclico binario (7,4,3) que tem como polindmio gerador o polinémio g =

1+ X + X*. A matriz geradora correspondente ¢ dada por:

1 101000
0 1101080

6 011010

0 001101

Uma outra classe de c6digos a ser considerada ¢ a classe dos codigos convolu-
cionais. Iremos supor que os dados de entrada formam uma sequéncia infinita enumeravel
( ou seja supomos [ infinito enumeravel) onde cada conjunto de » bits da sequéncia codi-
ficada depende ndo s6 dos k bits da sequéncia de entrada, como também dos m digitos an-
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teriores de entrada. Dizemos entfo neste caso, que o codificador tem memoria m e e que o
codigo € um (772, k, n)-CODIGO CONVOLUCIONAL COM TAXA R = —. Antes de formalizar
n

o conceito de um cédigo convolucional iremos apresents-lo através de um exemplo:

Exemplo 4 Considere o codificador convolucional como mostrado na Figura 2.3. Este
. . . 1 . n , 1
codificador esta associado com um cédigo convolucional com parametros: taxa R == e

memoria m = 3.

- .

S ™

Figura 2.3 - Codificador Convolucional.

A associagdo que ¢ realizada ao codificador mostrado na Figura 23 é a de
um sistema linear com uma entrada e duas saidas. Desta figura notamos também que cada
saida depende somente da entrada. Logo podemos caracterizar v; e v» como sendo a resposta
deste sistema a entrada v . Matematicamente podemos escrever isto como sendo

V)= UK gy e Uy = U * gy

g1 =(1,1,1) g2 = (1,0,1)

onde g e g; 530 denominadas as respostas ao impulso , e * denota a operagio de convolugio.
De modo a simplificar as operagdes de convolugio na determinago de v, e v, , iremos
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utilizar a “transformada X ”. Com isso,

v (X) = u(X) - g1(X) e (X} = u(X) - g2(X)

onde ¢1(X) = 1+ X + X? e go(X) = 1 + X2 Note que X denota o "atraso ”,

Se considerarmos v = (1,0,0,1,1), entdo u{X) = 1+ X* + X* Consequentemente

(X)) =(1+XP4+ X)) A+ X+ X?)= 14X+ X2+ X3 4 X6
X)) =1+X2+ X)) 1+ X)) =1+ X2+ X% 4+ X4+ X5 4+ X6,

A anti-transformada X de v;(X) e v2(X) conduz a:

v =(1,1,1,1,0,0,1) e w,=(1,0,1,1,1,1,1).

Finalmente a palavra-codigo associada a w = (1,0,0,1,1) é v = (11, 10, 11, 11, 01, 01, 11).

2.2 Conjuntos de Sinais

A representa¢@o de conjuntos de sinais { constelagdes ) como pontos de
um espago euclidiano representou um modelo geométrico bem sucedido do processo de
modulagdo. Por outro lado, a proposta de particionamento do conjunto de sinais representa
a introdugdo de estruturas algébricas no processo de codificacio.

O objetivo do presente trabalho ¢é estender os conceitos de constelacbes,
reticulados e particionamento ao plano hiperbélico, em particular o conceito central em
codificagdo/ modulacdo de uniformidade geométrica. Iniciamos com uma defini¢io formal:
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Definicio 4. Um CONJUNTO DE SINAIS ¢é um subconjunto discreto S de um espago E
que pode ser euclidiano ou hiperbélico. Para cada ponto s € S definimos a REGIAO DE
VORONOI de s como o conjunto Ry (s) = {:x: €E:d(z,s) =:rgéi§1 d{z, t)} ou seja, Ry (s) é
o conjunto de todos os pontos de E que estio mais perto de s que de qualquer outro ponto

de S.

\_/’/

Figura 2.4 - Regifio de Voronoi

Exemplo 5 A representagio no plano R? dos elementos de um grupo ciclico MPSK com
M elementos € um conjunto de sinais chamado de CODIGO DE SLEPIAN correspondente a
um esquema de modulagdo por fase. As regides de Voronoi sio as regides internas entre
pares de semi-retas (bissetrizes dos angulos determinados por COC**! ), passando pela
origem (Figura 2.4).
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C ® o/ g © O
O @ e|/® @ O
O O 0j]O OO

Figura 2.5 - Modulaciio QAM.

Exemplo 6 Os subgrupos discretos do grupo (R? +) sio gerados sobre Z por r < 2 ve-
tores linearmente independentes, ou seja, sdo da forma I' == {ng v+ now : ny,ny € 7
e v,w € R? sdo vetores fixos}. No caso em que v e w sdo ambos ndo nulos e dis-
tintos , o grupo I' ¢ chamado de RETICULADO {34]. Os conjuntos do tipoI' = A+ w
onde A ¢ um reticulado € v é um elemento qualquer de R?, sio conjuntos de sinais.
Chamamos o transladado I', do reticulado A, de ARRANJO REGULAR. Considere agora o
arranjo regular I' = Z2 + (%, %) e o subgrupo A = 472 + (%, %), entdo temos que A < T
, com indice [I" : A] = 16. Com isto, temos um conjunto completo de representantes de
T/A, [I/A] = {(ié,i%), (:i:—;—, :!:g), (:{:wg, i—é—), (:!:g,:i:g)}. A Figura 2.5 é representagiao
geométrica de [I'/A] .
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Este conjunto [I'/A] representa uma modulagio QAM (simultaneamente
em amplitude e em fase). No caso QAM, vemos que as regides de Voronoi nio sdo

todas iguais. Forney descreveu este fendmeno como uniformidade com efeito de fronteira

(boundary effects) [09] pg 1247.

2.3 Conjuntos de Sinais Hiperbélicos

No plano hiperbélico H? podemos obter conjuntos de sinais a partir das,
assim, chamadas tessela¢es regulares, que tem a vantagem de poder ser estudadas a partir
dos grupos assoctados 4s mesmas.[08] e [06].

Defini¢do 5. Uma TESSELACAO REGULAR do plano hiperbolico H? ¢ uma parti¢io de H?
por poligonos regulares nio sobrepostos todos com o mesmo numero de lados sujeitos &
restrigdo de se interceptarem somente em suas arestas ou em vérfices , onde se encontram
sempre o mesmo numero de poligonos. Uma tesselaglio regular em que g p-dgonos regulares
se encontram em cada vértice ¢ denotada por {p, ¢}.

Como a soma dos angulos internos de um tridngulo hiperbélico é sempre menor que x temos

entdo (Figura 2.6) que existe uma tesselagio hiperbélica {p.q} se, e somente se

(p—2)g-2)>4
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Figura 2.6 - Tridngulo Hiperbolico.

Associado a cada tesselacio {p, g} existe um grupo [p, ¢} , denominado 0 GRUPO COMPLETO
DE SIMETRIAS de {p, ¢} que é o subgrupo de Jsom(H?) gerado pelas reflexdes em torno
de todas as retas (hiperbolicas) nas quais a tesselagdo {p,q} se reflete nela mesma [06], ou
seja [p, ¢] consiste das isometrias de H* que aparentemente deixam {p,q} invariante [08] .

Por [06] pg 53 temos que o grupo {p, g & gerado pelas reflexdes r1,r> € r3 nos lados do

W

. gy .
trifingulo hiperbdlico com dngulos 3 ;, —Z como mostrado na Figura 2.7.
n/p
T
r
| 7

Figura 2.7 - Reflexdes Geradoras.
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A presentagdo do grupo [p, ¢] ¢ entlio
[p9 Q:l =< T, T2, T3 : Tj:f = g = Tg = (Tgf’l)p = (T’g’!‘g)q = (7‘1?‘3)2 = e >,

Deve-se notar que [p, g] nfio é um grupo fuchsiano, pois por exemplo r;(z) =
~Z €, portanto, ry ¢ PSL{2,R).
Dada uma tesselacdo {p,¢q} com grupo [p,q] entio a sua tesselagdo dual ¢ {g,p} com
grupo [g,p] . E imediato que [p,q] e [g,p] s3o isomorfos, mas as tesselagdes {p,q} e
{g,p} coincidem se, e somente se, p = g. O caso p = ¢ € chamado de AUTO-DUAL e se
p =g = 4g, para algum inteiro g > 2, entio a tesselagdo {4g,4¢} ¢ tal que a identificacio
dos lados dos poligonos torna H2 um recobrimento da superficie compacta orientavel M
de género g { ou seja, existe uma aplicagio p : H2 — M | a saber, p{z} é o ponto da
regido fundamental correspondente ao que z ocupa no elemento da tesselagio de H? que o
contém, e p € tal que para cada m € M | existe um conjunto aberto V' contendo m | tal que
pHm) = %} A, onde os A, sdo abertos dois a dois disjuntos e paracada a , p|A, : A, — V
é uma bijecio continua e com inversa continua, portanto um homeomorfismo ( [19]) e o seu
grupo [4g, 4g] tem como subgrupo normal o grupo fundamental desta superficie.

Definindo o grupo fundamental desta superficie por:

g
Hg =< a3, weny Qg bJ,...,bg : H[G,z,bz] =1>

i=1
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resulta que IT, <1 [4g,4g], e que
[4g,4g] = I, X Dy,

A Figura 2.8 ilustra a tesselacio de H® por {8, 8] cuja regifio fundamental é

um poligono hiperbélico regular de 8 lados.

Figura 2.8 - A tesselacio {8 8}.

O grupo [p,¢] pode também ser obtido como um subgrupo de indice 2p do
grupo I'*(2, p, g) , este chamado de GRUPO DE TRIANGULO tendo como regifio fundamental
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T . .
um tridngulo A cujos dngulos sio > . Associado ao mesmo temos o grupo fuchsiano

”d¥>3
| H

[(2,p,9) = T*(2,p,q) " PSL(2,R)

com assinatura (0; 2, p,¢) e regifio fundamental A* U ri(A*).

Observacio. Tesselagdes regulares da forma {4g,4g} podem ser encontradas como
subtesselagdes da tesselagdo associada a um grupo de tridngulo I'*, ou 2 sua parte fuchsiana
I" com regio fundamental A*, ou A = A*Ur;(A*), a partir da determinagio de 4¢g-agonos,
formados por reunides de copias de A ou A*, com as respectivas identificacdes de seus lados
de forma a gerar uma superficie orientdvel de género g . Esse procedimento é equivalente a
determinar um subgrupo de I isomorfo a T, , o grupo fundamental da superficie compacta
orientavel de género g. Assim, os grupos de trisngulo se tornam o ambiente adequado para
busca de tesselagdes relevantes para comunicacdes., O problema de obtengdo de IT, como

subgrupo de I'(2, p, ¢) tem respostas conhecidas . O exemplo a seguir, ilustra este fato.

Exemplo 7 [24] O grupo fundamental TI, pode ser obtido como subgrupo normal de indice
24 do grupo I'(2,6,4). O grupo I"(2,6,4) tem como regifo fundamental o trisngulo

T m w w
A* los — . {440y = L .
hiperbolico com angulos 2 6 e 4 e area hiperbdlica w (2 + 5 + 4) TR As

sim, o grupo fuchsiano I'(2,6,4) = IT(2,6,4) N PSL(2,R) tem como regido fundamental

(regido de Dirichiet) o tridngulo hiperb6lico A = A* U r,A* com angulos g g e = com

. . m . = o
area hiperbdlica 5 ( r1 € a reflexdo sobre a reta que contem o lado de A* onde estio os
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angulos de — e — , ra ¢ a reflexio sobre a reta que contem o lado de A* onde estdo os

5]

R

angulos de , T3 ¢ a reflexdo sobre a reta que contem o lado de A* onde estdo os

angulos de — e 7?;") (Figura 2.9)

2
Y w3

A A

/2 7/ /4 T/ 4

Figura 2.9 - Os Tridngulos Hiperbolicos A e A*,

Considerando os geradores a ¢ b de I'(2,6,4), onde a = rar; e b = riry

temos entdo que as relagdes satisfeitas por a e b s&o
a® = b% = (ab)? = 1.

Considerando, agora, o subgrupo normal © de I'(2,6,4) gerado por bg = b e

by = abo™! , temos que se z € I'(2,6,4) , entdo, todas as ocorréncias de b sdo reduzidas
. T ] T .

a identidade em 5 .Com isso, resulta de a® = 1 que 5 Zy,ousea,|I':0l=2¢o0s

geradores de © satisfazem as relagdes

B = bS = (bohy)? = 1.
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Considere, agora, o subgrupo normal & de © gerado por
e =bib1by™*  k=0,1,...5,

resulta que cada elemento y € © ¢ congruente a uma poténcia by, médulo @, e portanto,
S

3 = Zg, ou s€ja, [© : @] = 6 ¢ os geradores de & satisfazem
c?; =1, cocscaczeac; = 1.
Denotando agora por ¥ o subgrupo normal de ® gerado por
Uil = Cip16; , 2= 1,2, 3,4,

temos entdo que se ¢ € &, inserindo pares da forma c;¢; e eliminando os pares da forma

Ci++16; € 0s da forma ¢ obtemos que ¢ € congruente a cycs ou a cycg modulo ¥ o que resulta

em [® : U] = 2 . Consequentemente os geradores de U denotados por

:)::u?_:l
y=u3,
z=u;",
w=ug",

satisfazem a unica relagio
zyzwz T lw T = 1
Se reescrevemos esta relacio como

Ty g eyzo 2w - 2y Ty ) oy lyr =1,
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e denotando ay = 27y by = 2,0y = 2w, by = 27 y~lyz~!, obtemos entdo a presentacio
Y.

de Wcomo sendo dada por
¥ =< ahbhag, bg : [ai,bl][az,bzl =1>.

Pela simetria da tnica relagio definidora de ¥ temos que U < T e como
V¥ o Il obtemos finalmente que Il; € um subgrupo nommal de T' com indice 24. (ou

M, : T*] = 48).

2.4 Conjuntos de Sinais Casados a Grupos

Definicfio 6. [22] Um conjunto de sinais S € CASADO a um grupo G se existir uma aplica¢io
sobrejetora

m:G— S,

tal que para todos g.¢' € &,

d(m(g),m(g')) = d(m{g™ - ¢'),m(e))

chamamos m de APLICAGAO CASADA, e se m ¢ injetora dizemos que m~! é um ROTU-
LAMENTO CASADO.

Se m : & — G € uma aplicagio casada entdo H = m~(m(e)) é um subgrupo
de G e g = ¢’ mod H se, e somente se, m(g) = m(g’) . Assim, qualquer aplicagdo casada
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. corresponde a uma bijeciio gH — 1712{g) das classes laterais a esquerda de H em (7 nos
elementos de S. E imediato que se H <1 G, entdo a aplicagio quociente m : g -~ 8§ &
um rotulamento casado. Dizemos que um rotulamento i - G — S & um ROTULAMENTO
EFETIVO se # ndo contem um subgrupo normal de ¢ no trivial (ou seja # {e}). Neste
caso, dizemos que S ¢ EFETIVAMENTE CASADO a (7 . Esta é a situagdo mais geral porque
se 5 ndo ¢ efetivamente casado a G, entdio tomando H' como o maior subgrupo normal de
G contido em H | resulta que a fungio e - g—; -~ 5 fica bem definida (m(g) = mig') se,

€ somente se, gH' =g H' e g'g~' € H' < H).

Exemplo 8 Sejam S um espago métrico com métrica ds e G um grupo que possui uma
metrica de grupo dg tal que existe uma fungio m : G — S que & uma isometria, entio
temos para quaisquer g.h € G que ds(m(g), m(h)) = dg(g, h) = dg(g- h™1, €) = dg(m(g -

h=t),m(e)} de onde resulta que m é um rotulamento casado.

Teorema 2 Existe um rotulamento casado entre um conjunto de sinais .S ¢ um grupo ¢ se,

e somente se, &' € isomorfo a um subgrupo transitivo de I'(S), o grupo das isometrias de S

Demonstracio: Seja © um subgrupo transitive de I'(S) com © =~ @, digamos S =
{0(s):0 € ©} paraum s € S fixo. Definimos, entdo, m: © — S por m(g) = o(s). Com
1850 temos para 0,7 € © que ds(m(o), m{r)) = ds(a(s),7(s)) = ds(o™ o (s),07 7(s)) =
ds(s, 071 7(s)) = ds{m{e),m{c~'7)) o que mostra que m € um rotulamento casado.
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Reciprocamente, se m : (G — S é um rotulamento casado ( ou seja, pode-
mos escrever S = {m(g) : ¢ € G}) , vamos definir para cada h € G , f(R)y: S —= 8,
f(h)(m{g}) = m{h-g) para cada m(g) € .S , entdo temos que ds(/ (k) (m{g1)), f (h)(m(gs)))=
ds(m(h-g1), me(f-g2)) =ds(m(gy" h™"hgz ), m(e)) =ds(m(g" go), m(e)) = ds(m(g:), m(g2))
e portanto, f{ /) & uma isometria de S para cada h . Com isto, fica definida uma funcgio
f:G—T(S5). Se hy,hy € G, temos que para todo s = m(g) € S, f(hy - hy)(m(g)) =
m((ha-ha)-g) = mlha(hag)) = f (k) (m(Prag)) = F(ha)(f(ha) (m(@))) = £(h)o S (k) (m(g)).
Logo, f ¢ um homomorfismo. Além disso, se f(h)(m(g)) = m(g) para todo m(g) € S,
entdo m(hg) = m(g) e como m & um rowlamento casado, resulta que hg = g ou b = € .
Portanto, Ker(f) = {e} e f & injetora. Assim, G =~ Im{f) =06 < T'(S). Finalmente , dado
s=mle) ,se h € G ¢tal que m(h) =5 ’ €8, entio m(h) = m(h-e) = f(h)(mle)) , ou

seja f(h)(s) = &' e desse modo © é um subgrupo transitivo. B

2.5 G-Linearidade

Em [12] foi demonstrado que determinados codigos binarios ndo lineares po-
dem ser imagens de c6digos lineares sobre Z, , permitindo o uso de métodos de decodificacio
mais eficazes. Em [11] foi considerada a possibilidade e as limitagBes das possiveis extensdes
deste conceito, principalmente na diregio da Z., -linearidade.

A seguir, formulamos entdo uma definicio geral do seguinte modo:
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Defini¢do 7. Dizemos que um cédigo ¢ C S? ¢ (J—LINEAR se existem uma isometria
#:G — §, um codigo de grupo D < 1 € uma permutagdo o € Sy tal que o(C) = (D) ,

onde denotamos também por u a extensfio y: G7 — S,

Observacdo. Considerando 2 fungio m == ooy : G — S temos que :
dsr(m(g),m(g’)) =

dgr (07 (1(9))s o Hul9'))) = dsr (uslg), 12(9")) = dor (9, 9') = dei (g - ¢, €)

= dsr(ulgg ™), 1(e)) = ds (07 (99’ ™), o ule)) = dsr(migg™™"), mie)) de onde

m : G' — 87 ¢ um rotulamento casado e tambem 0 é m : D — € Pelo Teorema 2, D ¢

isomorfo a um grupo transitivo de simetrias de C .

2.6 Conjuntos de Sinais Geometricamente Uniformes

O conceito de conjunto de sinais geometricamente uniforme foi introduzido
por Forney em [09]. No contexto dos espacos e conjuntos de sinais euclidianos este conceito
se mostrou o mais adequado para unificar processos como as particdes de Ungerboeck [35]
e a Concatenagdo generalizada [02], e em certo sentide é a forma mais geral que pode

76



assumir um conjunto de sinais , mantendo ainda boas caracteristicas do ponto de vista de
codificacio/decodificagio.

Definicdo 8. Um conjunto de sinais S € GEOMETRICAMENTE UNIFORME se a acdo de
I(5) em S ¢ transitiva.

Observagdo. Mais explicitamente, a defini¢fo acima diz o seguinte: Dados z,5 € S , deve
existir v € T'(.S) tal que u(x) = y, ou para cada = € S, a sua orbita por I'(S) ¢ todo $ ,

S = {u{x): v € T(S)}

Exemplo 9 No plano hiperbolico H” consideremos a tesselagio {8,8} , entdo o conjunto S
constituido pelos centros dos octogonos da tesselagdo ( ou equivalentemente dos vértices dos
octégonos da t__esselac;éio dual) ¢ geometricamermnte uniforme, ja que para cada z € S fixo,
temos que S = {T(z) : T € [8,8]}. Como [8,8] = g x Dg , onde Dg = Zg X Zy, entio
Dg(xz) = {T(x) : z € Dg} = P & um octdgono (dual), e P é ele mesmo geométricamente
uniforme com I'(P) = Dy . Todavia, |P| == 8 e | Dg| = 16. Assim, I'(P) tem mais elementos
que o necessario para gerar P. Contudo, tomando os subgrupos Gy = Zg e Gy = Zy X Zo
contidos em L)y entdo, temos, que P == G1(z) = G5 (x). Como Gy e G5 nio sio isomorfos
e sdo subgrupos préprios de Ds , concluimos que um conjunto de sinais pode ter um grupo
de simetrias com mais elementos que o préprio conjunto, como pode ter grupos de simetrias

com o mesmo ndamero de elementos , grupos estes n3o isomorfos.

Observacio. Em [32] ¢ apresentado um exemplo de um conjunto S de sinais com 10
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elementos em R” que niio ¢ orbita de nenhum subgrupo de simetrias de R®. Portanto, nem
todo conjunto de sinais, mesmo euclidiano, é geométricamente uniforme.

Definicio 9. Dado um conjunto de sinais S, dizemos que um subgrupo U(S) de T'(S) é
um GRUPO GERADOR de S, se S = {u(sg) : u € U(S)}, para sy fixo em S, e U(S) e
minimal para a geragdo de S no sentido de que a fungiio m : U(S) — S, m(u) = u(se) &
urna bijecio.

Observagdo. Obviamente, m induz em S uma estrutura de grupo isomorfa a de U(S).

Teorema 3 Seja .S um conjunto de sinais, entiio sio equivalentes as seguintes afirmacdes:
(1) S é geométricamente uniforme;
(i1) Existe um rotulamento casado entre S e o grupo U (S);

(iil) S € U(S)-linear com m : U(S) — S.

Pemonstracio (i) <= (ii) ¢ 0 Teorema 2 e (i) <= (i#i) Segue imediatamente da

Observagio logo apos a Definicio 7.0

Lema 4 Seja .S um conjunto de sinais geométricamente uniforme e r,y € S quaisquer,
entdo existe uma isometria v € I'(S) tal que u(zr) = y, e que u(Ryv(z)) = Ry(y). Em

outras palavras, as regides de Voronoi sio todas congruentes.
Demonstracio. Temos que v € Ry(z) se, e somente se, d(z,v) zngg {d(z,v)} mas
Au().y) = d(u(v),u(z)) = dv,2) = min {dv,2)} = min {du(e)w(=)} = min
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{d(u{v),w)}. Logo u{v) € Ry(y) e u(Ryv(x)) T Ry{y) . Tomando u™}, obtemos a outra
desigualdade, e portanto u(Ry(2)) = Rv(y) ®

Observaciio. Se o conjunto de sinais € determinado por uma tesselagio {p, ¢}, entdo &
imediato que cada poligono ¢ uma regiio de Voronoi. No caso geral de um grupo fuchsiano,
uma regifio de Voronei é uma regido de Dirichlet.

Observaciio. A congruéncia das regides de Voronoi é que determina as propriedades de
importincia em comunicagles, isto €, os perfis de distincias ¢ a probabilidade de erro

associada a cada sinal na constelacio ¢ determinada localmente.
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3

Grupos Hiperbdélicos

Os objetivos principais da teoria dos cédigos geométricamente uniformes sio
relacionados com as construges das partigdes geométricamente uniformes e dos codigos de
espagos de sinais geométricamente uniformes, em particular, os Cédigos de Classe Lateral
Generalizados (Capitulo 4). As construgdes citadas dependem da existéncia e do conheci-
mento das partigOes dos grupos de isometrias envolvidos no processo. Em outras palavras:
A existéncia de tesselages regulares do plano hiperbélico da forma {p, q} gerando conjun-
tos de sinais, justifica a procura de subgrupos e quocientes dos grupos [p, |, que fornecam
informagdes sobre as estruturas dos mesmos. Neste capitulo sdo discutidos dois casos: 1)
O caso auto-dual, onde sdo obtidas presentagdes de grupos que tem [8,8] como extensdo
respectivamente, pelos grupos Z,,, D,,, Z,,, x Z,, onde m e n sio ntimeros inteiros positivos;
2) O caso ndo auto-dual em que o grupo [p, 3], é descrito, para valéres especificos de p,
através de um par de extensdes sucessivas por Zg e por Zs. Estes resultados fornecem o
substrato algébrico para o tratamento formal de conjuntos de sinais do Capitulo 4.
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3.1 O Caso Auto-Dual

O caso do conjunto de sinais com tesselacdo auto-dual é o que estd menos
distante do caso euclidiano, pois a tesselagio determinada pelo seu grupo de isometrias é

idéntica 2 tessela¢io dual (determinada pelo grafo de Cayley) .

3.1.1 Determinacio dos Subgrupes z,

O objetivo deste paragrafo é determinar para cada n > 2 um subgrupo normal
2, de [8, 8] de modo que [8, 8] seja uma extensdo de 2y, por Z,. Isto permite a descricio de
urna regido fundamental correspondente a n copias da regido original, permitindo a descrigdo
de conjuntos de sinais onde cada ponto de sinal corresponde ao centro de uma c6pia da regido
fundamental de [8, 8], generalizando de modo natural a teoria nos espagos euclidianos.

Constderemos o grupo
T = 1__[2 == a,hbl, Qg bg : [aljbl][agjbz] = 1 >

Denotando agora por z, o subgrupo normal de II gerado por a¥,bj,ay e
ba,0u seja, 2, =< a¥, by, 0y by >, temos entdo pelo Teorema de Presentacio de Quocientes

(Teorema 2 do Capitulo 1) que
=< ar, by, a,b2 1 [aybi]fas, b =1 € al =b=ay=by=1>=<q, : o =1>=12Z,
Zp

Assim,{1,a3,a3, ...,a7'} é um sistema completo de representantes de Schreier

) II N .
para II modulo z,. Como no quoctente — os elementos by, ag, by sdo todos reduzidos a

T2
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identidade, entdo:

U(a’l 3 bl , e, 62) — a‘;al () modn‘

Os 4n potenciais geradores de z, na forma sg,, sio indexados por: K €
{1,a1,02,...,a77 '} e ay € {ay,b1,09, o}

Como para todos M e a, tais que M e a, determinam o mesmo elemento no
grupo livre gerado pelos a, (Defini¢io 7 do Capitulo 1), entfo estes elementos podem ser

eliminados da presenta¢do (que denotamos por Ma, ~ Ma, ). Assim spr,, € um relator,

¢ além disso, @ -ay =a]' =alT se j+1l<nouj<n—1. Portanto, 5,5, = 1 se
j=01,--,m—2.

Como existe um s6 relator R, = [a; by][a,, by] , para determinarmos (com as notacdes do
Teorema 3 do Capitulo 1) 7(KR,K~') calculamos os m 7(U) onde:

U = d}lay bi)[as, bylay? paraj=0,1,....n — 1.

Vamos agora determinar os elementos W;, e a partir dos mesmos, usando a

formula:
K, = W, se € =1
W, seé;=—1
obter os representantes K; como se segue:
W1 = 1 e e Ky=1
W = @1 e e Ky =a,



TV = @ e e, K;=a!
W3+1 = a{ ............................................................. Ki—H == a{
Wiis=al" Kia=al'sej<n—leKjyy=1sej=n—1
Wits =07 D1 e K13 =a1
Wita=a] 'bra7’ ... - e Kjiq = ay
Wiis = aqlas, B1] o, Kiis = aj
Wite = a3[a1, 51]@2 oo K =ai
Wj+7 = ag [al, b;]agbg ............................................ Kj+7 = a§
Wige = allag, 5118259050 oo, Kie = o
W}+3+1 = a{ [&1, b]][ﬂrg, bg] ..................................... Kj+g+1 = a{—l
Wiistz = ailaq, billas, byar” oo Kjigrn = al
Wiiess = aifar, billas, boJar? oo Kjisrz=al "
Wiisrio1 = @dlag, bilas, blay U™ Kitstj1 =
Wr_j—;—s—i—j = a{[al, b}] [02, bz]ﬂ;(j_l} --------------------------- Kj—}-s—}-j =1

Com isto, estamos entio em condi¢Bes de determinar o relator 7(U7) em fungio

dos geradores definidores sx ., , ou seja:

83



& . - . . . i
1.1 Sa-; 1 @1
8 i © San R . & 5
@y,a3 1 @y,a3 a3,
() -1 J
p . -1 . w1
SG{ ] S‘r; b2 Scc:.j 29 Sa] b
-1 -1
5 - . . - . g
| a{,a Las

. —1 i+1 .
de onde concluimos que 7(U) = s, ,, - Sy " [sa{,ag, Sa{,bz] ,comx=ga] sej<n—1e
*x=1lsej=n—1

Observacido. Denotando ¢; = Saipy » 4 = Saday » € = Sai p,» 1EMOS que
zn=< e}, {de} {e:,0<i<n— 1 : e ds,e] =1:0< (i — 1) modn > .

Desse modo, acabamos de provar o seguinte resultado:

Teorema 1 Seja II = I, =< a1, by, 09, b3 : [ay,b1][az,bs] = 1 > o grupo fundamental da
superficie compacta orientdvel de género 2, entdo, para cada ntmero natural n > 2, II é

uma extensio de z, por Z, , ou s¢ja,

onde:

zn =< {e}{d:},{e},0<i<n—-1: Ci16 7 dn 6] =1:0< (¢—1)modn > .
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3.1.2 Determinacio dos Subgrupos d,,

O objetivo deste paragrafo é determinar para cada » > 2 um subgrupo normal
dn, de [8,8] de modo que [8,8] seja uma extensio de drn, por Dn, o que permite a descricdo
de uma regido fundamental correspondente a 2n copias da regido original, permitindo a
descrigio de conjuntos de sinais onde cada ponto de sinal corresponde ao centro de uma
copia da regifio fundamental de [8, 8], generalizando de modo natural a teoria nos espagos
euclidianos.

Consideremos agora o subgrupo normal d, de II gerado pelos elementos
at,a3,a1b7°, azb3’, (a1a5)%. Entdo pelo Teorema de Presentacio de Quocientes, % tem
como geradores os elementos ay, by, a5, by e como retagdes a1 bijlas, bo] = a = ai =

a1b7! = a9b3 ' = {a;a,)? = 1 de onde obtemos:

I
A =< a;,azza?:agle € Q9 =a11a2 >= D,
¥i

o grupo diedral de grau n.
Agora, se {1,@;,...,@?"1,alag,...,a’f”"ia,g} ¢ um sistema completo de rep-
resentantes de Schreier de II modulo d,, , com K ¢ {Lar,..al™" | a109,...,a7 Yay} e

@ € {a1,bs, a2, b2} entdo d,, pode ter no maximo Sn geradores sx ,, . Para determinarmos

i . ~ ) II
Ulas, by, as, b3 ), iremos utilizar as relagBes definidoras em R
T

- _."”"“1- - 1 . . - _— .
Como aja; = a]’' =ai™ se j+1 < n ou 7 <n-—1, entdo aja; e aja,

determinam o mesmo elemento no grupo livre gerado pelos ax ( May =~ Ma,) . Neste caso,
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8 = 1 e nos demais casos esta igualdade nfo ocorre.

a‘;!ﬂl
Desta forma, temos que determinar os relatores derivados de palavras das
formas:
J —d i —1,—j
431 {al’bil[ag, bg]al 7 e ayaq [&1,61][012, 52}02 adq I,
Para isto, consideramos U = af[a; bi][as, bala]” e vamos agora determinar os
elementos W, e a partir dos mesmos, usando a formula:
Wi, seg; =1
a—1 e
Wia 1, se ¢; = —1

obter os representantes K; como se segue:

L Ky =1
Wg B U Kg = a1
S g — gi-1
I’I‘G al ..................................................................... K:? _ al
bl J
W):;H"l B/ T L T KJ+1 = a3
g
- At sej<n—1
— —
Wj+2 = G,] .................................................................. Kj+2 = {
lsej=n-—-1
(
. ailsej<n—1
Wj+3 == al b]_ ............................................................... Kj”.}w:; i«
lsej=n—1
+1 1 f
H/}+4=a§ blﬂ. ......................................................... Kj+4=a{



Wire =ailar,bilas oo K6 = dila,

Wiz = all@1,b1]asbs oo Ky = dla,

Wiis = alas,bilasboay oo Kjis = a
Wiiss1 = alabillag, b oo Kjiep =al™?
Wissia = o] [erbillag, balar! oo Kitsio = al™?
Wiiey; = a[ay bi)]as, bg]al_(j—l) ................................... Kipsp; =a;9™

Com isto, estamos entio em condicdes de determinar o relator 7(U/) em funcio

dos geradores definidores sk ,, , ou seja:

Sl,a} . - - . . Sa:j['_l,al
-1 -1
8 5 . Se b . s . :
a5y ,a1 101 *,27 aj b
roy={ ™ ’ £

SG.'LG-Q ) s&f{ (1251)2 ’ Sa:j,qz : 3 1 762

—1
a 2@

onde * = ol *! sej<n—loux=1se j=n—1.

Tomamos agora U = ajasfay b las, bylaglal” :

Vamos agora determinar os elementos W,, e a partir dos mesmos, usando a
férmula:
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ij MW?, S&€j=1

a1 R
Wia 1, see; = ~1

obter os representantes K; como se segue:

W] == 1 ......................................................... KI - 1

W = 3 e Ky = a4

WG a"{wl ..................................................... Kj = Gf{Wl
Wj—i—l = ajf ..................................................... Kj—l—l = a{
Wj_i_z = a{ag .................................................. KJ,,{..Q = a{ag
Wit = @109G7 oo K3 = ajay
Wita = 010281,01  ceoooii Kija=ay, as
W;—+5 e a{agalblal_l ..................................... KJ+5 = a3dg
Wj+6 = a{az [al,bl] ........................................ qu}s == a{ag
Wiz = 01a9]a1,01]03 oo, Kiz=dl
Wite = alasiar B1]agby oo, Kjg = a}
M‘ILQ = a‘;ag [al,bﬂagbga;l ............................ Kj.g_g = a{ag
W;'Jrlﬂ == a{&z [al,bl][ag, bz} ............................... Kj+lg = a‘{az
Wiiio11 = alasas bi)las, balag ! oo . Kiriom =



Wit10:2 = alas la1,b:1]lasz, baaz *as

Witior; = @laslay bi]las, bolay'a;?

- Koy = ay

Com isto, estamos entio em condigdes de determinar o relator 7{U) em funcio

dos geradores definidores s, , ou seja:

r

81’01 . - - - + -
S 4 8 8 -1 S“AI
aj,ap ajag,aq ai ag,b; @ ay
T(U) = ¢ :

S ; -8 s .osTH
@ a0,k aj ke a],an @,k
-1

Sﬂ.j_] a - - - - -

\ 1 1

Como no caso z,, temos s -1

~~ 1 . Denotando:

&y’ fLra)
; = a,‘;: JE1 2 gy = Sa§a2,51 3
by = Sa‘j RS 51' = Sa’iag,bl 3
G = Saé g 1= Satag,azs
d‘i R Saé,bg: 52 = Sa;’;ag,bg?

Denotando entio:

-1 5-1
@j - bj+1aj+1cj§jcj dj

Uj = ayydse; dy ;!
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onde 7 ¢ tomado modulo » , temos como consequéncia que a presentacio de d,, é dada por:

dn =<A{a:}, {&:}, {e:b {di}, {ai}, {8}, {0} {6} & =1, T = 1L,i € {0, ..,on ~ 1} > .

Com isto, temos entiio o seguinte resuitado:

Teorema 2 Seja Il = Iy =< ay,by, 09, by : [a1,b1]]ag, b3] = 1 > o grupo fundamental da

superficie compacta orientivel de género 2 entdio para cada nimero inteiro 7 > 2,

4, =D

onde:
dn =< {a:}, {b:}, {ai}, {di} {as}, {8}, {%). {6} : @ = 1, ¥ =1,i € {0,...,n — 1} >

Ou seja, IT ¢ uma extensio de d,, por D,,.

3.1.3 Determinacao dos Subgrupos z,,,

O objetivo deste paragrafo ¢ determinar para cada » > 2 um
subgrupo normal z,, de [8, 8] de modo que [8, 8] seja uma extensdo de zynxn, pOr Zy X Zo,.
Isto permite 2 descrigio de uma regiio fundamental correspondente a m - n copias da regido
original, e tambeém a descrigdo de conjuntos de sinais onde cada ponto de sinal corresponde
ac centro de uma copia da regido fundamental de [8, 8], generalizando de modo natural a
teoria nos espacgos euclidianos.

Vamos considerar agora os subgrupos z,,, de IT gerados por al’, b}, 09,bs

pelo Teorema de Presentagio do Quociente obtemos que

tem 0$ mesmos geradores

Zmn
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que II e relagBes la1bi][aa, by] = 1,07 = b7 = gy = by = 1, mas gy = by = 1 implica que

[az, ba} = 1, logo devemos ter [a1,5:] = 1 ou seja arh; = byay e isto resulta na presentagio:

=< a1,51 :a;n = ’fml e arby =:b1a1 >= fm X Fo,.
Zmmn

Temos que {ai¥] : 0 < 7 < m,0 < j < n} & um sistema completo de
representantes de Schreier de II modulo z,,, . Tomando agora K € {aib] : 0<i<m,0<

j<n}ea, € {ai,b1,as, by} vio existir no maximo 4mn geradores de z,, , na forma sk, .

Na determinagio dos elementos da forma Ma, =~ M. ax, temos que ajbrb; =
al bt = afbf ! se k 4+ 1 < n ou seja Saipha MLlsek<n—L
Fazemos U = ajbf[ar b;)[az, ba)bi*a;” .

Vamos agora determinar os elementos W, ¢ a partir dos mesmos, usando a

formula;
W;, see; =1
a1 =
ﬁ/}ayj ,se¢€; =—1
obter os representantes K; como se segue:
W} = 1 ............................................................................ K;[ —r 1
W2 = al ............................................................................. K?-ﬁ s a1
i~z j—2
WT“"I B < U Kj_l = 4y
R . L |
W = 0 e e K; =af



ijim;g.,,.l = a{bf“Q ............................................................. K_H.k_] = a{bi‘"‘z
Wj—i—k = agbf“l ................................................................ Kj.!.k = a{b‘f—l
Wik = @b ettt en bt er et Kjrpe = alb?
.W:j+k+2 = a{b’_{al ............................................................. Kj—i—k+2 = Gfib}f
W’:j+k+3 = 0{6?6161 .......................................................... Kj+k+3 = a‘ibjf+l
Wj+k+4 = agb’falblag—l .................................................... Kj+k+4 = a‘%b”f
H}:’f'i-k-}-B = a{b’f [al,bl] ....................................................... Kj+k+5 = Gfgb’f
W’}_,_k.i_f; = a‘ib? {al,bl]ag ...................................................... Kj—[—k-i—f} = a‘}bf
m-{"k-l—? e a,ibf [al,bl]agbg ................................................ Kj+k+7 = Gib;c
Wj+k+8 = aib;g [‘11161}‘12529‘2_1 ------------------------------------------ Kj—{-}c—i—g == aibic
Wj+k+g+1 = ﬂe‘ibif[ajﬁbl] [G.'.g, bg] .......................................... Kj{»k+8+1 e a{bf*l
Wj+k+&+2 == aib‘}‘ [ﬂ.l,b]]{az, bg] bl_I .................................... Kj+;¢+g+2 == a_;bi;_.g
Wij+k+8+}: = {2?;- bf[al,bl} [ag, bg]b;(k—_l) ............................... Kj+k+8+k = CL“’{
Wiskssrrir = ai0f[ay billan, balby®  oooooiicei Kjinigsrir = a}
Witkssthes = @365[ag bi}[as, bz]b;kal_(j*n ------------------------ Kitksgiris =1
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Com isto, estamos entio em condicdes de determinar o relator 7(U) em funcio

dos geradores definidores sy, , ou seja:

'3

81,04 - Baray  eeeee- Sa{“"’,a,, . Sa{”l,ag,
Sagbl, ’ Sa{bhh Teses Sa"]'-bic_2,bl ' 60{5?*1,51
Softbar Saftiebn T Shae ¢ Sugy
o 197+ 18 16T e U1,
7{U) = ¢
—1i o |
8 4 . S 3 . 5. . 5
ai biﬂ a2 ¢7:'. b]f’bz a{béc fres) G'; bi: sbz
—1 -1 -1
8 1 * & 4 p o T e * 8
e Sudek, <
X . . -1 ) -1
| Sa{_],a.l """ 30-1.:11 S8

Denotando entao Aip = sa‘ibi“,a; R bj,;g = sagbi‘,bl > Cip == Saibi",ag R dj,k = sa;bé‘,bz

e também R, = a,-,kb-,kag’é +105lCik, dsz] temos que zy,, tem a presentagio:

Zmn =< aj,k;bj,hcj,k;dj,k IRJ-,;,-, =10<i<m-1 el<k<n—-1>.

Como consequéncia obtemos o seguinte resultado:

Teorema 3 Seja Il = Il =< a4, by, a9, by : lay,01)]as, 5] = 1 > o grupo fundamental da

superficie compacta orientdvel de género 2 entio:

ot Loy X By

Zm,n
onde

Zma =< Qg bik, Cindip Bijg =1, 0<j<m—1e0<k <n—12>,

ou seja, Il € uma extensdo de 2, por Z,, x Z,,.
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3.2 O Caso nio Auto-Dual - Os Grupes [p,3]

No caso auto-dual, apesar de alguma restri¢io sobre p , obtemos resultados
sobre {p, 3}, que se apresenta como um caso dos mais adequado para implementagdes.

Consideremos o grupo

0.3l =<ri,ryrs it =ri=1l=(rr)f = (rors)® = (ryrs)? =1 > .

/2 . /3

Figura 3.1 - As Reflexdes Geradoras

Entio [p, 3] € o grupo completo de simetrias da tesselagio {p, 3}, onde r; (2) =
—Z . Vamos denotar P = B3 = [p,3] N PSL(2,R) ou seja P ¢ a parte fuchsiana de [p, 3],
consistindo de todos os elementos conformes que s3o representados por um nimero par
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de reflexbes. Como {1,7(} ¢ um sistema completo de representantes de Schreier de i, 3]
moduio P, estamos em condigdes de aplicar o algoritmo de Reidemeister-Schreier-

Considerando K € {1,711} e a, € {ry, T2, T3} temos que os geradores sy

de P sdo tomados no conjunto:{s;,,, s ., 81,4y Srirys Srorys Srarg b COmo 1717 € 17
determinam o mesmo elemento no grupo livre gerado pelos a, (1-ry &~ 11y ) entdo o simbolo
gerador s, ,, € um relator Desse modo, tanto o simbolo como a identidade s;,, = 1 podem
ser eliminados da presentacio . Os outros relatores sio obtidos na forma T(KR, K1) =1
onde os K, s&o as relagSes definidoras do grupos [p,3] ¢ K € {1,7} o sistema de Schreier
de [p, 3] modulo P.

Vamos considerar agora cada relator individualmente:
@) T2 1) = () = sy, - 8
U=mrre Wi=1 K =T1=1

Wo=r Ky=T3=m

de onde 7(r172) = 51, - 8., Como 5y, é um relator, temos que 5., ., também ¢ um
relator , ou seja, podemos eliminar o par s, , nos geradores e 8, = 1 nos relatores

defimdores.

(“’) T(Tl ) T% ) 'rl_l) = (Slﬂ‘z " Sy )2

U=mryririn
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Wi=1 e Ki=1=1
Wo =11 e e r ettt eae et arrr e eiaeeraeeens Ky =77 =1
Wa = 12 e Ky=ri=1
Vg = 1 e Ky=ri{ril=1

de onde T(ri7571) = 810 * Spymy - S1py  Sry 1 que € 0 mesmo que no item (i)

(ZZZ) T(l : T‘% : 1-1) = ‘I‘(T‘;) = S1rp " Sryeg

Uﬁ’f‘g?‘g
wrl 2‘—‘1 ............................................................. Kj[ x:]_
WQWTQ v e et acthdrarrar e aesun N e ertuveas e v atattannrananan K2=T1

(ZU) T(Tl ' T’g ) Tl_l) = Bryrp t Sy

-1
U = ryrorery

Wi=1 e Ki=1=1

Wy =11 Ki=m=n

WWa o= 7179 overeiveiii e eeeeveeeesean e e —nans Ki=Fr=1
% ﬂ?‘;?“% ......................................................... K, =;'1T—§?"_1;—1=1

-1
T(U) = Sryrg * Sryae  SLpe v 81

De (iit) e de (iv) temos que sy, € Sy, definem o mesmo elemento. Com
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isto, temos a relac¢io definidora;

-1
T1. 72"

Sl,g‘2 =8
(v) 7(1- 73 - 177) = 81,0, - 57, , similar ao caso (44)
(iyr{ry - 713 - 777) = 87 05 - 51,0, similar ao caso (iv)

Como em (4i) e (iv), obtemos a relagio definidora;

_ 1
‘SIET3 - 8?‘1 T3

(vid) T(L+ (ryra)? - 17) = 7((rara)?) = 7(rama)? = (51,3 - 50100

UITIT’?
W1=1 .............................................................. K}W].:l
Wrgm'f'l .............................................................. szri—ﬁ

T(T1r2) = (Sl,f‘l - 37‘1,7‘2)
Em (vii) usamos o fato que se I/ define um elemento do subgrupo, entio
T(U™) = 7(U)". Este fato sers usado nos itens que se seguem.

Como temos a relagio s1,,-, = 1 resulta que (vii) fornece para a presentagdo

a relacdo:
P = 1.

TL T2

(’Ui’i’i.) T(T‘1 . (Tl’f‘g)P . (Tl)—i) = T((Tl . (7"17'2) . ""1_1)?) == 7(7'1 TPy - r‘.t_l)p = (3?'1,7'2 : Sl,fz)p
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U=ryrrery?

= 1 e K = 1=1

Wg T= T e iiiteresiterssresasssesseeneiratansesanentarinntnnnan Kg = _1 =T1

W3 e 1 T T Kg zﬁ'f-f:

W:; B I K4 = T‘1?"17"2?";1 =1

de onde T(U) = 81,7, * Spr, - S1.m * S1p,- Com isto, obtemos a relagio definidora:

81 = 1.

(iz) 7(1- (rars)® - 17) = 7(rar5)® = (81,0, - 87y, )°

UWT2T3
Wlﬂ .............................................................. K}_:T::L
WQETQ .............................................................. Kg—?"ng‘Q

Dessa forma, 7(I7) = 831, * 8, , . Arelag@o definidora passa a ser entio:

(81,7'2 - 31"1,1‘3)3 =1
(@) 7(ry- (rars)® - ri ) =7(ri-rg-r3 - r7 ) = (Srayra * S1m)’
U= r;rgr?,fr;l
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Wl _— 1 .................. R Xk T T PN Ki = }, = 1
W2 = Ty L LT T T P SN Kg =Ty = i1
W} B A ¥ U Kg =TTy == 1

—1
W4 Sl I VA Y - S U K4 =TTelrary " = 1

Desse modo, temos 7(U) = s1,, * Spyimy + S1p - 51, de onde a relagio definidora fica sendo:

(37‘1,?'2 . 31,7‘3)3 = L.

(1) 7(1 - (r1r3)® - 17Y) = 7(rim3)? = (87, 0.)?

wa“’f'l’f'g
W&——-l ....................................................... PR ij :1
WQZTI ............................................................. KQ—TIW’FI

Consequentemente 7{U) = sy, - 5, .. € como $1,~ € relator temos que a relagio definidora

2
810, = L.

(zit) 7(ry - (rira)? - r7?) = T(ri-ryery Tf1)2 = (51,05)
U =rirrerit
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Wz DU K2 =F =mr
Wgﬁ“_?”l?"l ..................................................... ng’f‘;?‘lml

-1
W4 S A A ¥ A T SN K4 =Pmrmirgr T = 1

Assim, T(U) = S1,ry - 8¢y, * S1,re * 515, Eliminando os relatores obtemos a relacdo definidora:

(8177.3)2 = 1.

Agora, podemos proceder as simplificacdes:

De (i) e de (é2) eliminamos os geradores s5;,, e s

T1,71°

|
1,727

De (i) e de (#v) eliminamos o gerador si,, j4 que s, = s

De {v) ¢ de {vi) eliminamos o gerador sy, j4 que Sirs = S,k

71,78

Obtemos entfio a presentagio:

— - 2 -1 3
P = < Sryres Sy Ts'sp =8 “(S ‘3’1‘17‘3) =1>.
1 1 3

Ti,T2 1,73 172

Denotando s, por p2 € 8, ,, POT P3 TeesCrevemos:

P = <ppps:ph=pi=(p3i';:P=1>
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Com a nova transformagdo p; = P3'ps , entdo a presentagio fica sendo:
P=<p.p:pi=p=(mp)=1>.

Como (pip2)® = 1 se, e somente se, (popy)? = 1, podemos reescrever a

presentagio como:
P=<p,p:pi=p=(mp)?=1>.

Com isto, chegamos a0 seguinte resultado:

Teorema 4 Dado o nimero natural p > 6 (ou seja (p — 2){3 — 2) > 4) temos que:

[p. 3]

-4 Z2:

P

onde P=<pupr:pi=th=(ppm? =1>eZ =<r > .Consequentemente, [p,3] ¢

uma extensdo de £ por Z, .

g ) . P
Nosso objetive agora é determinar um subgrupo normal N de P tal que —
Zs Nesta dire¢do, pelo Teorema de Presentagio do Quociente (Teorema 2 do Capftulo 1) se
considerarmos um gerador da forma pyp7 ™ para N tal que o satisfaca a condigdo (pips)? = 1,

além disso, se considerarmos p; = p$, devemos ter que (pipe)? = (PFH)? = pPot? = ¢

Além disso, ph = pi” = 1 implica que

320+2 (*)

3lap ()
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Mas a congruéncia (x) tem solugdio geral da forma o = 2 4 3n = 2(mod 3).
Assim, 31 o € como 3 é primo, devemos fer 3lp e a construgio é possivel para todo p tal

que 3{p e & = 3mod 3. Sob estas hipoteses:

=<p:¥=1>

2l

Consequentemente, temos que {1,p,p?} é um sistema completo de repre-

sentantes de Schreier para P modulo V.
T
Seja Wipi,pa) = [[ pi’pht uma palavra em p, e p, que representa um ele-

g=]

mento de P. Este elemento tomado modulo N conduz a -

W(py,ps) = [] pliphs = pmtln =

i1
onde A = (3 w; + @} v;) mod 3 = (o7(W) + aoe(W)) mod 3.

Agora, para fazer a presentagio de N tomamos:

2
Ke {LPI;P},} ay € {p13p2}:

entdo os geradores de IV estdo entre os elementos do conjunto
{ $1,p35 p1pr 2 Sp2 pr s S1p2s Sp1pes Sp2 o H

Como p; -1~ p; e pr=pr = p? ~ p? obtemos os relatores triviais:

Sip = 1 Spip = L.
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Com isto, temos também a lista de relatores definidores T(K R, K1) =1
onde T(K R, K ~1) & especificado para cada um dos nove casos a seguir,:
@) 7(t-pi-177)

(#4) 7(ps. - P} - PT7)
(#2) 7(p} - pt - PT)
(#0) 7(1-ph-177)
(@) (ps-p5 - PT)
(i) 7(p} - £5 - PT7)
(vit) 7(1- (p1 - p2)? - 171)
(vidi) T(p1 - (p1 - p2)%- p77)
(iz) 7(p} - (pr - P2)° - P77
Constderando caso a caso, temos:

@) 7(1-pi - 177) = 7(7) = sz,

U =pipips

W ml ................................................................. K}_xl
Wl"-pl ................................................................. Kg—pl
W]—p% ................................................................. K3 :p%

de onde T(U) = S14, - Sp; pr - Sp2py = Sp2 p,-LOZO 0 o relator ser4 dado por

Sp%spl = 1'

103



Similarmente, temos que:
(i) 7(pr - 1Y - PTY) = Spip,
(?:23) T(p% * p? * p;g) = Sp%,pl
(@) 7(1- - 177)

entﬁe, u =py - Pa, Consequentemente,
Nttty e’

p vezes
L K =1
o == Do e e Ky = p?
| <SS UUU USRS Ky =p
L Ki=1
s = D e et s K5 = p?
VG = D5 ettt et e e ea e Ke=pm
Wyg = T5 % oot Ky o=1
W = T et eee e K, =p

Wy =5 s Ky =y

Na determinacdo dos K; as congruéncias sdo usadas diretamente , por exem-
plo, Kya = 75 = pi% = p? pois p = Omod3, entdio p— 2 = —2 = 1mod3. Como
a=2mod3 , a{p—2) =2 1= 2mod 3, obtemos entio: (/) = (s1,ps - Sp2 ps Spyps) 3
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O relator definidor é entio
Fid
(s1,p2 - Sp2 py  Smm)® = L.

@) (o1 -P5-P17)

Entdo, U = py- p2 - - - py -p7t. Consequentement
P P2 D2 Py q ente,

p vezes
T O K =1
Wo = Dt e Ko=p
Wi = PUPy ceeeeereereemeneeeeeeeeeoeeeeeeee e Ks=1

W = D1 e Ky=p?
s = DIl e Ky = p
We = DiBE oo Ke=1

W7 5 P15 e e Ky =7p?
Wa 5 DMDS  ceee e e Ks=m
Wo = PUlE oo Ky=1
Wio = D1P3  weeeeercrremmee e Ky = p?
W11 == P13 oo Ky=pm
o1 = DDy 0 oo Ky =pl1
Wy = DiTh 7 oot K,=1
Wi = PIDE e Ky =p?



TWpi2 = DB cecreeereanrrraseeeeeeresete e r e ee et eeeeenns Kpia = piphpy’ = p—g

logo T(U) = (Spypz - S1 - Sp2.,) 3. O relator definidor ¢ entdo dado por:

z
(8301,102 *S1,ps 8p§,p2)3 = L

(vi) T(p% - 75 - 77)

Entio, U = py - D1+ pa - - py 074 - 5L, ©
Pr-P1pPe---Papi - P; onsequenternente,

p vezes
B = L e e e Ky ==
o o D1 e e Ky = py
s 22 B2 oottt Ky = pf
= DD e Ki=p
TV o DB ceeee ettt m e e e Ky =1

TV = DS oo et e Ky =p
Il 7y USSR Ky =
Vg = DD e Ke=1p?
TV 10 = DD e et Ko=m
W11 = PID5 oot e Kip=1
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W = DI e K, =p}
o1 mpgpg—Q ........................................................................ Kppi=p
e - OO Kpin=1
o3 = B oo Kpiz=p
Woptra == DI DT oo Kppa=1

Portanto, 7(U) = (82, * Spy s - S1,2) 5. O relator & entio dado por

bt
(Sp?,pz *Epipe Sl,m}a =1

(vit) 7(1 - (py - pa)*- 171)

Entdo, U = p;papips. Consequentemente,

W = L e K=
W = Dt e Ky =p;
Wa = DiP2 oo Kg=1
Wa = DiPoD1 oo e Ky ==

Logo, (U7} = 81,5y * Spips * S1ps " Spy g = s2 .. O relator definidor ¢ entio

(viii) (p1 - (p1 - P2)* - P7Y)
Entdo, U = p1p1papipap; . Consequentemente,
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A Ki=1
W = DL e Ky =p
s = B e Ky == p?
W = D0 e Ky == py
Wa = DIPaP1 oo et Ky = p?
Wo = PEDaP12  coveeeeeeeneee oo, Ks = pipapipapy?!

(iz} 7(p7 - (px - p2)* - P17)

Entio, U = pypipipapipepy 'p7 Y. Consequentemente,

1 R K =1

Y = D1 e Ko =py

s o e Ky=1p}

W = e Ky=1

o = 302 oot Ky == p?

We = IEDI1  coereeeeeeeeteeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e Kg =

Wo = DIPaD12  ccoeeeeee e Ky = pfipapipapyt =

1



/ -
Wa = pipapipopi’ oo U N Ks = plpopipapi? =1

Logo 7(U) = s%,. O relator definidor é entio

2 —
51 p, = L

Denotando Spi p, DOT biyy, Obtemos as relagdes:
b% = bg = b?% =1le (blbgbg)g = (bzblbg)g == (bgbgbl)‘E = 1. Mas como (bgbgb]) = (516253)m1

finalmente :

Teorema 5 Dado um mimero natural p tal quep> 6 ¢ 3ip , entdo obtemos as extensdes de

grupos:

onde £ € o grupe definido no Teorema 4 e N ¢ dado por

N =<b1, b, by : b] = b5 = b3 = (bybobs)¥ = (babids)E =1 > .
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4
Particoes Geométricamente Uniformes

Hiperbdlicas

O conceito de particio geométricamente uniforme foi proposto por Forney,
[09], no contexto de conjuntos de sinais euclidianos. Apesar da maior complexidade dos gru-
pos de isometrias hiperbélicos quando comparados com os euclidianos, a teoria de particdes
geométricamente uniformes se estende a estes, como veremos neste capitulo. Todavia, deve-
mos levar em consideragiio que no caso euclidiano as regides fundamentais das tesselagOes
tem sempre um grupo gerador abeliano (de ordem 4), mesmo que 0 grupo de simetrias nio
seja abeliano , enquanto que no caso hiperbolico os Srupos mais gerais tem que ser consi-
derados. O objetivo deste capitulo ¢é estender a teoria de modo a permitir que coﬁjuntos de
sinais casados com grupos, como aqueles descritos no Capiuﬂo 3, possam ser decompostos

erm parfigbes geométricamente uniformes.
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4.1 Particées Geométricamente Uniformes

Seja S um conjunto de sinais geométricamente uniforme, digamos S =
{u(s0) : u € U(S)} para algum s, fixo em S. Seja U um subgrupo normal de U(S). Iremos
denotar por 5" = {u(s) :u €U’} adrbitade U por & . Se U =U' Ul UTbU ... é

decomposi¢do de U em classes laterais de {7, entdo temos associada uma parti do de S
posi¢ parti¢

S=U'so UU'asqgU U'bsg.... .

Esta particio ¢ denotada por 5/5 .
Definicio 1. Chamamos de PARTICAO GEOMETRICAMENTE UNIFORME de um conjunto
de sinais S geométricamente uniforme com grupo gerador U (S) a qualquer partigio S/5*
induzida por um subgrupo normal U” de U (S).

O conceito de particio geométricamente uniforme & importante tendo em vista

o seguinte resultado fundamental:

Teorema 1 [09]Se 5§/5' ¢ uma particio geométricamente uniforme, entdo os elementos de
5/S" s&o geométricamente uniformes, mutuamente congruentes e tem I/’ como grupo gerador

COMUIm.

Demonstracio. Denotando A = U(S)/U”, entiose a € A : a = Uuy = u U/’ para algum
u; € U(S). Denotando por S ’(a) o elemento correspondente da partigdo §/S temos que:
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S'(a) = uU'(s0) = |J ualu(se)] = e [ U u(se)} = u,(S").

L= 24 <ty

Portante, S'(a} = 5 e para tode a € A , os S§'(a) sdo todos congruentes .
Por outro lado, 5'(a) = U'ua(se) = U ulua(se)] ¢ 2 érbita de u, (so) por
ueltr’

U'. Logo, todos os 5'(a) sdo geométricamente uniformes com grupo gerador comum U7, M

A partir do Teorema 1 tem sentido utilizar a notagio U(S') para U,

Exemplo 1 As parti¢bes de Ungerboeck [35] sdo partigdes binrias geométricamente uni-
formes euclidianas associadas a conjuntos de sinais M PSK com M da forma 2 e subgrupos
( necessariamente normais ) da forma 27 PSK determinando uma sequéncia de particdes. Os
poligonos S associados as tesselagBes hiperbélicas (p-dgonos regulares) tem D, como grupo

de simetrias. Do mesmo modo, sdo constelagdes geradas por pPSK (U(S) = pPSK < D,).

Observaciio. O Teorema 1 generaliza de modo natural a construgiio de Ungerboeck, por

aplica¢io repetida em uma sequéncia
LWUS”) <US) < U(S).
Isto conduz naturalmente a uma sequéncia de parti¢des geométricamente uniformes
S/8'/87 /...,

s . - ~
onde em cada mvel os conjuntos das partigies sdo congruentes e com um grupo gerador
comum,
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Exemplo 2 No caso euclidiano, se A é um reticulado e A’ é um subreticulado de A de indice
finito , entdo qualquer conjunto de sinais S = A+ g é particionado em |A/A’| subconjuntos
de sinais geométricamente uniformes A’ + a -+ v com v € [A/A'] para algum conjunto

completo de representantes [A/A'] de A modulo A’ .

No caso hiperbdlico, temos alguns pontos a considerar: Como 2 tesselaciio
dual ¢ gerada pelas translagdes, entfio a condigio equivalente a T{A) = A ¢ exatamente o
fato de a tesselag@o ser auto-dual o que equivale a ser do tipo {p,p}. Em geral, o grupo
gerado pelas translacdes pode ter elementos de ordem finita distintos do elemento neutro.
No caso auto-dual, como o grupo II,, tem uma tinica relagio ([][a;, b;] = 1), pele Teorema

4 do Capitulo 1, TI, s6 tem o elemento neutro de ordem finita.

4.2 Rotulamentos Isométricos

Definicio 2.Seja S/S’ uma particio geométricamente uniforme, dizemos que um grupo A

€ um GRUPO DE ROTULOS para S/S’ se existe um isomorfismo m : A — Wg((g)i , m
¢ chamado de ISOMORFISMO DE ROTULAMENTO. A aplicagio (byjetoray m : 4 — —g;
U(S) 5 .
u(s) S

chamada de ROTULAMENTO ISOMETRICO dos subconjuntos de S pertencentes a parti¢io

definida pela composigio do isomorfismo de rotulamento com a bijecdo

/5.



Podemos visualizar a Definigdo 2 pelo diagrama:

U(s) s

A U(s) s

a = Wl - mfa) = ue(S) = {uulsy) :uec U}

O fato de m ser uma funciio bem definida & consequeéncia de que se u U/’ =
vU', entdo u,v™! € U' = U(S). Logo, u,v~(S") = &, portanto u,(S") = v(S").
As seguintes propriedades s3o imediatas:

(m(es) = 5.

U(S)
U(s)

Observacio. Resumindo a discussdo acima, temos entio que uma parti¢do 5/5" admite um

|2 = — AL

rotulamento isométrico por um grupo A se:
(a) S & geométricamente uniforme;
(b) Os subconjuntos da particio geométricamente uniformes sio mutuamente congruentes;

(c) Existem grupos de isometrias U(S) e U(S') tais que:U(S) gera S, U(S") gera &',
U(s)
u(s,) -

US)<U(S)e A~
Teorema 2 .Uma aplicagdo de rotulamento {ou seja, uma bijegdo) m : A —> S/ é um
rotulamento isométrico se, e somente se, para todo a € A existe uma isometria u, tal que
para todo b€ A

m{ab) = u,(m(b))
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Demonstracio Se m : 4 — S/’ é um rotulamento isométrico , do isomorfismo
Uu(s)
U(s")
que upll’ = ueull’ = {{uaws)u(so) : u € U' = U(S)} = {ualmu(so)] : uw € U(S)) =

A ~ temos que: ab — ugl U e ab — u U'upl" = uaul/' de onde obtemos
u,/m(b}].

Reciprocamente, se vale m(ab) = wu,(m(b)), para todos a,b € A, entio
ua(S') = uaup(S’) de onde m(ab) = m(a)m(b) e m ¢ um homomorfismo. M
Lema L(Propriedades elementares dos rotulamentos isométricos): Sejam: A — 5/5 um
rotulamento isométrico,entio:
()Se T : A — A é um automorfismo de grupos, entio moT : A — 5/5' & um rotulamento
isométrico.
(i1) Para cada & € A, afuncio m, : A — S/.5 definida por my(a) = m{ab} € um rotalamento
isométrico.

(ii)Se v € U(S5), entdo m, : A — 5/u(S’)} é um rotulamento isométrico.]]
4.3 Cédigos de Espacos de Sinais Geométricamente

Uniformes

Sejam (A, ) um grupo e [ umn conjunto (eventualmente finito) I C Z. Iremos

considerar 0 ESPACO DE SEQUENCIAS

AI = {{ak}keg Cag © A,vk & I},

115



onde A é 0 ALFABETO ¢ [ de CONJUNTO DE INDICES . A’ tem uma estrutura natural de

grupo estendendo a operagio a A’. Para todos a = {ax} e b= {b} em A,
axh = {G‘,k * bk}kél-

Dados um conjunto de sinais S , uma partigio S/5’ e um conjunto de rétulos

A , a aplicagio rotulamento é entdo
m: A— S5/5,

e a sua extensdo natural é
m: A" — (§/8).

Desta forma, chamamos de CODIGO DE ROTULOS a qualquer subconjunto
D C Al . Logo, m(c) = {m(ck)}rer ¢ € D, é a sequéncia de subconjuntos de S seleciona-
dos pela sequéncia de rotulos ¢ € D pela aplicagio de rotulamento m. E evidente que o
caso de interésse € aquele onde 4 é um grupo e m & um rotulamento isométrico.

Com estas notagoes temos:

Definicio 3. Um CODIGO DE ESPAGO DE SINAIS é qualquer conjunto do tipo

C(8/5", Dy = |} mle).

ceD
Observagdo. Como C(S/58',D) = UD mfc) = Up{m(ck)}keg temos que C(S/8', D) C S
c& ==
Uma sequéncia de sinais s € §' é uma SEQUENCIA CODIGO ou, equivalentemente, um
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elemento de C(S5/5', D) se existe algum ¢ € D tal que s, € m{cy), para todo k& € I. Se
5 C R", entdo C(5/5",D) C (R™)' Devemos notar que como F2 nio é um espago vetorial
ndo ha uma forma padrio para produtos.

A Figura 4.1 ilustra um codificador para um codigo de espacos de sinais:

Codificador
para 9

Rotulamento

de,
subconjuntos

Cutros dados Seletor de

ponto
de Sinal

Saida

Figura 4.1 - Codificador para codigo de espagos de sinais.

Um codificador para o codigo de rotulos D gera uma sequéncia codificada de
rotulos ¢ = {cp } pertencente a D A sequéncia individual ¢ é determinada por uma sequéncia
adequada de dados na entrada do codificador. Agora , a aplicacio de rotulamento m é usada
para determinar a sequéncia de subconjuntos m(c) = {m(c)}re;. Outros dados de entrada
530 usados entdo para determinar um elemento (sequéncia) especifico de m(c) para que
possa ser transmitido através do canal. Esta ultima operacio é de natureza secundaria, as
propriedades de um codigo gerado por um codificador deste tipo dependem fundamental-
mente das propriedades do cédigo de espago de sinais C(S/S", D) que sio determinados
pela entrada a ser codificada por D.
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Seja agora 5/S' uma particio geométricamente uniforme gerada por uma
particdo cujos grupos geradores sdo U(S) e U(S'), e A =~ U(8)/U(S") ¢ o grupo de rdtulos.
Definicio 4. Sejam 5/5" uma particio geométricamente uniforme com grupo de rétulos
AeD C A’ um subgrupo normal (D <1 A7), entio um CODIGO DE CLASSES LATERAIS

GENERALIZADO ¢ o subconjunto
C(5/5., D)= {semlc):ce D} C S,

O teorema a seguir fornece uma conexiio entre a G-linearidade e os codigos

de classes laterais generalizados
Teorema 3 Nas hipoteses da Definicdo 4 , um c6digo de classes laterais generalizado é um
codigo U(S)-linear.

Demonstracio Como S é geométricamente uniforme seja o rotulamento dado por:
p:G=U(S)— §

u > u(sp)

para algum sp fixo em § . Denotando A = g((;)) = {ul(5'})} e o rotulamento bem
definido
. S
Vi A - g}'

ulJ (S') s u(S")
(de fato, se wlUU{(S") = vU(S"), entdo uw'v € U(S"). Logo uv(5') = & . Portanto,

u(S') =v(5") ). Seja, agora, H = {u € G :ul/(8') € D}, entiosew,v € H,ull ' v’ € D
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ecomo D < A, temos que w0’ € D euvl € H . Comoe & H, temos que H < (7 .

Por outro lado, como

() = {ulse) :u € H} = U w9 = Um(c) = C{5/8', D),

ullfeD
isto mostra que C(S5/5', D) é U(S)-linear W
Observacdo. A definicio proposta originalmente por Forney, [09] , impBe a condicio de
que o grupo A seja abeliano. Em nossa proposta mais geral temos que impor somente a
condi¢do de que o codigo D seja um subgrupo normal do grupo de rétulos A .
Lema 2. Se C(5/5, D) € um céddigo de classes laterais generalizado, entio (g;) o (g)f
€ uma partic3o geoméiricamente uniforme e m : Al — (3,57) ' € um rotulamento isométrico
para esta particao.
Demonstraciio (a) U(S’) = U(S)! . De fato, se sp = {80 }rez onde sqy, = sq para todo
k € I, entdo dado s € S’ s = {s.}res, entdo para todo k € I existe um w € U(S)
tal que s; = ux(s0) . Assim, tomando u = {wclre; € U(S) temos que u € U(S) ¢
u(so) = {ur(so)}rer = s . Por outro lado, se H < U(S) , entio H = kngk onde
Hy < U(S) paratodo k. Assim , se U(S?) = I = U(S)! devemos ter entio que H; S U(S)
para algum %k € I , mas neste caso teremos S = Hasp , contra a minimalidade de I/ (S).
Portanto U/ (5%} = U(S)* .
®U(S') < U(S) segue da definigio de normalidade e do fato de que U(S") < U(S) por

hipotese.
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I I
©m : AT — (37) € uma isometria onde % induz uma particio geométricamente
I 7
uniforme ‘—Sgg com espago de rotulos 47 ~ g((gr)) L

Lema 3. Com as notagdes anteriores, se D < Af , entio com as estruturas induzidas

(Y < o(8/8,D) < ST

Com isso temos os isomorfismos: _m_‘sf__ ~ fi . C(5/5',D) .. D
: : S O(s/8D) T D (ST {ea!
S A

L ~ Y =~ A" ou seja, as cadeias de partighes de grupos ST/C(8/S. DY/ (8) e

=~ D ;

A /D/{es} sdo isomorfas.
Demonstracio A demonstracio serd feita para o caso |[/] = 1 e o caso geral segue
através da consideragdo de coordenadas. Os diagramas, mostrados a seguir, serdo teis

na demonstracdo:

u(sy - S
I |
V- C(5/8,D)

i |
sy — s

@C(5/5", D) < § . De fato, sejam ¢, v € C(S/S', D), entdo existem ¢y, ¢y € D tais que
¢ € mici) e € mlcp) . Se f:U(S) — S ¢é abijegdio que induz a estrutura de grupo em
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S, enthe existem v, w € U(S) tais que f(v) = ¢ e f(w) = 15. Com isso,

- vl =, U

7 __ [
wll’ = U7,

onde vw € ve, U’ - w, U’ = wou, U = u. U e flow) = ¢ € m(cicy). Portanto,
¢ € C(S/S', D).

Além disso, como vU' = u, U’ resulta que (vU')™! = (u, U')"! ou v~ = u U’ =
u,-:U". Portanto, ¢~ € m{¢i') € C(S/S', D) conduzindo a C(8/8'. D) < 5.

®) 5 < O(S/S'. D) . Como C(S/S'.D) = Y mic) , definimos V = /-(C(S/S", D).
Assim, V< U(S) e que V = [7HO(S/S', D)) = (Y mie) = U Fm(e) =
U ucU’ . Em particutar, m(1) = U(S') = U =1-U' C V de onde &' C C(S/S', D) ou

ceD

5 < C(8/8.,D) .

A S

S 2 ¢ - -1 . .
) D Cc(5/S, D) omo V = f~YC(S/5,D)) , temos por definigio de f que
us) s o(s)

i a —+ u,V (P esta bem

definida porque u{ U’ = w,U’ implica uyus ' € UV C V. Portanto, u1 V' = u, V. ) temos entio

v = CE/eD) Considerando agora @ : 4 —

que Ker® =D (u, € V se, e somente se, f(u,) € m(c) para algum ¢ € D se, & somente
AU, S
DV T CS/S,D)

se, a € 7). Portanto,
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g
A U{sn 5!
C "D 7
(dy D =~ {f} o~ (5{5’ ) . Considerando, agora, g : A — g((;)) o isomorfismo
rotulamento, g{¢) = u. U’ temos entdo que g(D) = e ( de fato, se w, U’ € g(D) , por
definicdo uv.UV" C V , de onde uw U € —[—]—}/S—,) entio ull" = wl/' de onde w € U uw.l" ou
ceD
w = uu; para ¢ € D e u; € U'. Assim, g(D) = E—%) e
Vv
D~ — (1).
v . .
Desta forma, temos que TS’) ¢ a imagem de C pelo isomorfismo de
rotulamento, ou equivalentemente, V = |J «U' =Ug(D).
ueg(D)

Fazendo agora f|V e tomando quocientes, temos
Voo C(5/5',D)
U ( S;) - S.r
C(5/5,D)
Sl

As classses laterais & direita de D em A ( lembramos que foi assumida a

@)

de (1) e (2) temos entdio que: D ~ »
hipotese de que T <1 A) podem ser escritos na forma D - a, onde a € um elemento da classe

S .
lateral. Para tal classe lateral D - a , o rotulamento m : A — —- define um subconjunto

5
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C(S/S', D-a) de ST que é chamado de RGTULO TRANSLADADO de C(5/5, D}isto ¢,

ClS/8P-a) = |Jmlc-a).

ceD

Lema 4. Os rotulos transladados de C(S/57, D) sio as classes laterais 3 direita de
C(S/S',D) em S’ sob a estrutura de grupo induzida.
Demonstracio A demonstragio sera feita para o caso /] =1 . O caso geral segue da

consideracio de coordenadas.

JTHE(S/8 Pra)) = (U mle-a)) = e @) = e’ = | w7 =

Yoy ““”m“(j)} e - Y )] ) -
= <P cgD
. [ Lg(m(c)} f (ua)] = fHIC(S/8", D - a)] f(u,)] de onde obtemos que

C(S/8,D-a) = C(S/5,D) - f(u,) W
Os resultados acima asseguram a validade da extensio do Teorema de Forney

para os Codigos de Classes Laterais Generalizados sendo Propostos.

Teorema 4 Se C{S/5', D) ¢ um codigo de classes laterais generalizado, entfio
ST/C(8/8,D)/(S') é uma cadeia de particdes geométricamente uniformes e os rétulos
transladados C(S/S,D - a) de C(5/S', D) sio geométricamente uniformes, mutuamente

congruentes e tem grupo de simetrias comum U(C(S/9’, Dh=V.

Coroldrio. Se C(5/5', D) ¢ (um transladado de) um codigo de classes laterais generalizado
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, entdo

(a) As regides de Voronol associadas com duas sequéncias-cédige s, 8" € C(S/S', D) sio
congruentes.

(b) O perfil de distincias DP(s) = {||s — &'|| : § € C(S/S',D)} de um ponte de sinal fixo
s € C(5/5,D) atodos os pontos s € C'(5/5, D) independe de s.

Observacdo. Um codigo de classes laterais generalizado C(S/S’, D) com um conjunto de
sinais infinito S € um arranjo regular no espaco de sequéncias (que pode ter dimensio finita
ou infinita). Se .S e [ so finitos , temos um cédigo tipo Slepian no espaco de sequéncias

(de dimensdo finita).
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Conclusdes e Sugestoes

A proposta do presente trabalho foi de estender ao plano hiperbélico a teo-
ria dos cédigos, conjuntos de sinais e particdes gométricamente uniformes. No Capitulo
4 foram obtidos resultados sobre rotulamentos e particdes geométricamente uniformes, que
permitiram a extensio da teoria aos grupos de isometrias hiperbdlicos (em geral com gru-
pos de translagBes ndo abelianos, ao contrario dos grupos de translacdes euclidianas), e
construgdes de partigdes geométricamente uniformes hiperbélicas. Também foi possivel
obter uma caracterizac@o peculiar, via a G-linearidade, dos codigos de classes laterais

generalizados (Teorema 3 do Capitulo 4).

No Capitulo 2 foram fornecidos os fundamentos da teoria dos dos codigos
corretores de erros e foi estabelecida uma linguagem unificada para tratar de conjuntos
de sinais euclidianos e hiperbélicos. Dentro desta unificagio foi abordada a relacio entre
uniformidade geométrica, casamento € e uma definicio de G-linearidade (Definiciio 7) ¢ o
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fato que um conjunto de sinais S ¢ U(.S)-linear (Teorema 3 (iii) ).

No Capttulo 3, para determinar as partigdes geométricamente uniformes
hif;erbélicas, foram construidos subgrupos normais dos grupos de isometrias que deter-
minam as tesselacdes correspondentes, ou equivalentemente, apresentaram-se estes grupos
como extensGes de subgrupos adequados. Com este objetivo, foram discutidos dois casos:
1) O caso auto-dual, onde sio obtidas presentacbes de grupos que tem [8, 8] como extensio
respectivamente, pelos grupos Z,, D,,( o grupo diedral de grau n), Z,, X Z,, onde m e n sio
numeros inteiros positivos ( Teoremas 1, 2 e 3 do Capitulo 3) ; 2) O caso nio auto-dual em
que o grupo [p, 3], foi descrito, para valéres especificos de p, através de um par de extensdes
sucessivas por Zs e por Zs, e adequadas condicdes aritméticas sobre o niimero p (Teoremas
4 e 5 do Capimlo 3).. Estes resultados forneceram o substrato algébrico para o tratamento
formal de comjuntos de sinais do Capitulo 4.

O Capitulo 4 estendeu & teoria das parti¢des geométricamente uniformes ao
plano hiperbolico, de modo a permitir que conjuntos de sinais casados com STuUpOs, COMmo
aqueles descritos no Capitulo 3, possam ser decompostos em particdes geométricamente
uniformes. Destaca-se o resultado do Teorema 3 que mostra que um cddigo de classes
laterais genersalizado & U(S)-linear A extensdio da teoria foi feita sob a hipétese geral
de que os codigos de rétulos sdo subgrupos normais do grupo de rétulos, obtendo entio o

resultado fundamental sobre cadeias de particdes geométricamente uniformes hiperbolicas,
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ou seja , que € uma cadeia geométricamente uniforme (Teorema 4).

Dentro do processo de determinacio de novas estruturas que permitam gerar
particSes geométricamenter uniformes hiperbélicas, podemos citar que no caso auto-dual, os
resultados se estendem para a forma mais geral [p, p|, contudo, a presentacao dos subgrupos
esta por ser determinada, sendo que as técnicas utilizadas no presente trabatho parecem ser as
mais adequadas. No caso ndo auto-dual, os resultados sobre grupos associados a tesselagdes
{p,q} mais gerais parecem depender, em parte, de relacdes de cardter aritmético entre os
inteiros p e g.

Uma outra vertente que deve ser levada em conta, ¢ a possibilidade de
representagdo {rotulamento) destes conjuntos de sinais de um modo aritmético (ou seja, como
quociente de um anel de inteiros algébricos por um seu ideal primo ou por representacio de

Algebras de quaternios).
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