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Sumadrio

O presente trabalho propoe uma nova abordagem para a solugao de
problemas de controle multicritérios. Em particular, demonstra-se que
se os funcionais sao critérios quadraticos agregados a uma determinada
Fungao Valor, a solugao do problema consiste, do ponto de vista da teori-
a de controle, na solucao iterativa de equagdes do tipo Riccati. A solugao
do chamado Problema de Salukvadze, no qual a funcio valor associada
ao problema representa uma norma [, é obtida como caso particular da
abordagem proposta. Relacbes entre esta nova abordagem e técnicas
alternativas existentes na literatura e, em especial, com a estratégia de
controle min-max de sistemas dindmicos sao também investigadas. O
trabalho inclui experiéncias numeéricas que ilustram o desempenho da
abordagem proposta.

Abstract

In this work, a new approach for the problem of multicriteria control
is proposed. In particular, it is shown that if the criteria are quadra-
tic, being aggregated into a prescribed Value Function, the solution of
the problem consists, from the control theory viewpoint, in the intera-
tive solution of Riccati type equations. The solution of the so-called
Salukvadze Problem, in which the value function is a l,-norm. is easily
obtained by the approach proposed. Relationships between this new ap-
proach and existing solution techniques, and especially with the min-max
control strategy for dynamic systems, are investigated. The work inclu-
des numerical experiences that ilustrate the performance of the approach
proposed.
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Introducao Geral 1

Introducao Geral

Durante os dltimos anos, técnicas de otimizacdo multicritério tém experimen-
tado um grande desenvolvimento. Um nidmero crescente de métodos e algoritmos
que tratam das diversas classes de problemas multiobjetivos vém sendo propostos,
motivados principalmente pela grande capacidade de modelamento e facil implemen-
tagio de técnicas derivadas da programagio matematica. O interesse por este tipo
de abordagem tem aumentado significamente. encontrando atualmente espaco nas
mais diversas areas de aplicacdo, tais como gerenciamento de recursos hidraulicos,
planejamento de sistemas de transporte e controle étimo.

Este trabalho trata de uma nova abordagem, baseada em programacao convexa,
para resolver o problema de controle multicritério, onde a solucao de compromisso
para o sistema dinamico considerado é obtida minimizando-se uma Fungdo Valor que
agrega um conjunto de critérios de desempenho. Formulagdes baseadas no problema
de controle multicritério aparecem naturalmente em muitas situagoes distintas, como
por exemplo, no projeto de sistemas de controle de avides de caga (Kreisselmeier e
Steinhauser, 1983; Kuvshinov e Salyuchenko, 1991) e no planejamento de recursos
hidrdulicos (Haimes et al., 1975).

Otimizagao concorrente de varios critérios de desempenho associados a um mes-
mo sistema dindmico e consequentemente a apenas um recurso comum foi primei-
ramente introduzida por Zadeh {1963). Salukvadze {1979) desenvolven um método
que usa o valor 6timo escalar resultante da otimizacéo individual de cada critério
para definir um ponto i{deal no espago dos critérios. Em seguida, ¢ minimizada a
distancia Fuclideana entre este ponto e o conjunto de valores alcancgaveis através de
controles admissiveis. Na pratica, qualquer norma [, pode ser usada para medir a
distancia e as escolhas mais comuns sdo p = 1 (combinacio linear), p = 2 (norma
euclidiana) and p = oc (norma infinito).

Entre os resultados encontrados na literatura que abordam o problema de contro-
le multicritério destaca-se a aplicagdo da teoria de jozos para o problemna min-max
e o problema de miitiplos alvos por Medani¢ e Andjeli¢ (1971, 1972). Nesses traba-
lhos, os autores formulam o problema como um jogo. onde um dos jogadores define
a estratégia de controle. enquanto que o outro jogador seleciona o objetivo do jogo
a partir da estratégia escolhida pelo primeiro jogador. Como o niimero de critérios
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de desempenho ¢ finito, constituindo-se portanto em um conjunto nao convexo. nao
é possivel garantir a existéncia de uma solucdo do tipo ponto de sela. Para contor-
nar esta caracteristica indesejével, os autores tornam o problema convexo através
de uma parametrizagao por um vetor ponderacao, modificando o problema original.
E entdo demonstrado que o problema modificado possui um ponto de sela e que a
sua solugdo também resolve o problema original. Os algoritmos foram desenvolvi-
dos com base no problema linear quadrético, permitindo que, entre outras coisas, a
etapa de minimizacao do problema ponderado possua uma solucao analitica.

QOutra abordagem possivel é a proposta por Salukvadze {1979) para o problema
proposto pelo mesmo autor, que consiste em encontrar uma soluciao de compromisso
entre as solugdes factiveis do sistema e o vetor formado pelos valores minimos indi-
viduais dos critérios {solugio ideal). No seu trabalho, obtém-se uma representacao
equivalente do problema na forma de Mayer, que consiste em colocar o funcional ape-
nas como fun¢éo do estado final, para, a partir da teoria de programacao dindmica,
poder relacionar a solucéo do problema proposto a funcio de Bellman correspon-
dente. A partir da equacao de Halmilton-Jacobi, das condicoes de otimalidade do
problema na forma de Mayer e do Principio do Minimo de Pontryagin obtém-se con-
digbes para a fungéo de Bellman, que garantem que seréo satisfeitas para a solugéo
do problema. E entdo proposto um procedimento para a construgiao de uma funcéo
de Bellman que satisfaca todas as condigdes impostas. O autor finalmente faz uma
analise detalhada de como seria a forma destas fun¢des auxiliares para uma série de
classes de problemas, inclusive para a classe de problemas lineares quadréticos.

Mais recentemente, Li {1990a, 1990b) propds uma abordagem baseada na equa-
lizagdo dos critérios de desempenho para resolver o problema min-max e o problema
de Salukvadze, ainda considerando o caso do regulador linear quadratico. Em Li
(1990a), o autor mostra que na solugdo do problema. os critérios de desempenho
associados as componentes do vetor ponderacio que sac estritamente positivas pos-
suem valores idénticos. O autor entdo desenvolve uma expressio analitica para o
valor de cada critério de desempenho e propde um algoritmo que procura um contro-
le que iguale os valores dos critérios que estao associados as componentes do vetor
ponderagio estritamente positivas. Caso nao exista um controle deste tipo a solucio
min-rmax sera aquela que, dentre as solucdes do problema escalar considerando-se
cada critério individualmente, estiver associada ao critério de maior valor.

O problema Linear Quadratico Multicritério Gaussiano, {LQMG) tem recebido
atengao especial na literatura de controle multicritério. Em Toivonen (1984}, uma
ordenacao hierarquica dos critérios quadraticos é usada para relacionar a minimi-
zagao das variancias dos estados com o critério de desempenho padrao do regulador.
0 método do ponto ideal de Salukvadze foi estendido para o caso discreto do pro-
blema LOMG por Koussoulas and Leondes (1984} e um procedimento para calcular
uma solugado eficiente ou ndo inferior (Zadeh, 1963) para o problema LQMG foi
desenvolvide por Toivonen e Makila {1989). Mais recentemente, atencio tem sido
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direcionada para a solu¢do do problema LQMG nos espagos de Hilbert através da
introducao de vetores de critérios H; e H,, (Khargonekar e Rotea, 1991)

Apesar do grande namero de contribui¢des fundamentais para o dominio do con-
trole multicritério, a questao basica de resolver eficientemente o problema permanece
aberta. Mais ainda, embora a convexidade desempenhe um papel essencial para a
obtencao de muitas propriedades relacionadas com o projeto de controle de sistemas
lineares (Boyd e Barrat, 1991}, os métodos observados nao exploram tal propriedade
em sua completa extensao.

A abordagem proposta neste trabalho basela-se em estratégias de projecao e
relaxagao para compor a solugao do problema de controle multicritério de acordo
com uma estrutura multinivel { Carvalho e Ferreira, 1992, 1993). No Nivel Inferior ou
de Andalise, resolve-se um subproblema min-max similar ao introduzido por Medanié
e Andjeli¢ (1971), porém parametrizado por informagdes vindas do Nivel Superior
ou de Decisao, onde uma versao relaxada e estdtica do problema é considerada.

O problema é formulado no espaco dos critérios, fato que, apesar de possuir
certas vantagens metodologicas ndo mantém, em principio, a convexidade no espaco
das varidveis de controle. O espaco dos critérios é entdo limitado a uma regiao de
interesse e, através de propriedades fundamentais de conjuntos convexos, usam-se
técnicas de relaxacao para fazer uma aproximacao gradual da regiao factivel do
problema. Este tipo de abordagem evita uma limitacio habitual da formulacio no
espago dos critérios, que ¢ a inviabilidade de se fazer um mapeamento completo das
solucdes do espago das varidveis de controle.

A solucao do nivel de decisao € enviada ao nivel de analise, onde é resolvido um
problema min-max parametrizado por esta solugao. A solugao do nivel de analise é
que vai fornecer informagdes para que seja feita uma melhor aproximagao da regiao
de solucdes eficientes do problema.

U Decisor, dispondo destas informacdes , encontra uma nova solucio a ser a-
valiada pelo analista. O procedimento prossegue até que o Decisor disponha de
informacoes suficientes para poder encontrar uma solugio que seja considerada satis-
fatdria pelo analista. Em particular, demonstra-se que se os funcionais sao critérios
quadraticos, a solugao do problema de andlise consiste, do ponto de vista da teoria
de controle, na solugdo interativa de equagdes do tipo Riccaii.

Os capitulos que compoem esta dissertacéo estao organizados como segue.

Capitulo 1 - Neste capitulo serd feita uma breve revisao sobre os fundamentos
tedricos gque dardo suporte a esta dissertacio, tais como conjuntos convexos,
programacao convexa escalar e programacao convexa multicritério.

Capitulo 2 - Trataréd da formulacdo do problema de controle multicritério propri-
amente dito. Sera feita uma revisio da teoria de controle étimo para propiciar
um melhor entendimento das diversas abordagens que serao apresentadas neste
mesmo capitulo.
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Capitulo 3 - Neste capitulo sera feito o desenvolvimento da abordagem que € o te-
ma central desta dissertagdo. Serd proposto um algoritmo bésico com estrutu-
ra multinivel, com um estudo sobre sua convergéncia, além da implementacao
com realimentacao . que promove correcoes na trajetéria.

Capitulo 4 - Aqui serdo formulados e implementados problemas cldssicos de con-
trole multicritério, tais como o problema min-max, muitiplos aivos e tempo e
energia minimos (Ferreira e Carvalho, 1993). Estes problemas serao resolvidos
pela metodologia proposta nesta dissertacao e comparados com os resultados
disponiveis na literatura.

Conclusac Geral - Apresentara as conclusdes mais relevantes a respeito da dis-
sertagado como um todo, além de sugerir temas para futuros trabalhos.



Capitulo 1

Fundamentos Tedricos

1.1 Introducgao

Neste capitulo serd feita uma breve revisio de temas considerados importantes
para o suporte tedrico desta dissertacdo. Como a base do trabatho é Programacio
Convexa, faz-se necessdrio apresentar conceitos e propriedades importantes para a
caracteriza¢ao de um problema convexo. Uma introdugédo & programacio convexa, a
equivaléncia entre os problemas primal e dual a partir da existéncia do ponto de sela
e aspectos de diferenciabilidade e solugdo numérica do problema dual serao apre-
sentados. Alguns resultados referentes a problemas multicritérios convexos, como
caracterizacdes do conjunto de solugdes eficientes, sio também discutidos.

1.2 Convexidade de Conjuntos e Funcoes

Como serd visto mais adiante, o desenvolvimento da metodologia proposta nesta
dissertagao sera realizado sob a hipdtese de convexidade do problema. Consequen-
temente, os conceitos e propriedades de conjuntos e funcdes convexas seraa de fun-
damental importancia para este trabalho.

Definicdo 1.1 - Conjuntos Convexos Diz-se que um conjunto  de vetores de
um dado espaco velorial X € convezo se,

Va'a'€Q — wrl 4 (1l —w)r €, v0<w< 1. (1.1)

Ou seja, dados quaislquer dois pontos pertencentes ao conjunto, este serd con-
vexo se o segmento de reta que os une também pertencer ao conjunto. Algumas
propriedades bésicas de conjuntos convexos, que podem ser facilmentes demonstra-
das diretamente da definicdo , sao apresentadas a seguir.

(W11
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Proposicdao 1.1 Sejam C', i = 1,...,r conjuntos converos de vetores. Entdo
a) wC;, Yi=1,..,r também € um conjunto convezo, V w real.
b) ET:Ci € um conjunto convezo.
i=1
c) NI_,C* € um conjunto convezo.
d) V zt,2% .. ,2" ¢ C; — zn:wj:cj e C;. Yi=1,..r,YVw e W, onde W ¢

F=1
definido como

W={weR": w>0, Y w =1} (1.2)

=1
Ou seja, a combinagdo convera de vetores pertencentes a um conjunto convero
também pertence ao conjunto.

Definigao 1.2 - Funcgoes Convexas Diz-se que uma fungdo f(-) : @ — R €
conveza sobre um conjunto convezo {1 se para quaisquer x', r* €

flwz' + (1 —w)z?) < wflz')+(1-w)f(z?), YO<w<l (L3
Para a funcdo ser estritamente conveza deve valer a desigualdade estrita em (1.3)

Se uma funcao é convexa entdo, a reta que liga quaisquer dois pontos da funcao
sempre fica acima da curva da fungao.

Similarmente ao gque foi feito para conjuntos convexos, serdo apresentadas a
seguir algumas propriedades de funcdes convexas que poderdo ser facilmente de-
monstradas usando-se a definigao.

Proposicdo 1.2 Seja f(-) um vetor cujas componentes f:{-): ¥ — R sdo funcies
converas sobre £, j = 1,...,m convezos. Enlio

a) wf;{-) € uma fungdo conveza sobre ¥, ¥ w > 0.
b) ngfi(-) € uma fun¢do conveza sobre VL, Yw € W,
(B3

) Val,a®, . a"e W e [:(1), j=1,...m

fi (wa’) < Zu:ifj(:fi), Yu e W
im=1 =1

Definindo ' como o conjunto de fungdes que possuem até primeira deriva-
da continua e C? como o conjunto de funcées que possuem até segunda derivada
continua, as seguintes afirmagdes sobre f(-) sdo verdadeiras
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1.3 Propriedade Fundamental de Conjuntos Convexos

Proposigdo 1.3 Seja f{-) € C' uma funcdo convera definida sobre 0 convero.
Entdo
flz) 2 fly)+ Vi@ (z~y), Vz,yel (1.4)

Se urna funcéo f(:) ¢ convexa entdo o seu valor supera o da sua aproximacio linear
quaisquer que sejam os pontos x, y € £ considerados.

Proposigdo 1.4 Seja f(:) € C* wma fungio definida sobre §) convero. Entdo «a
mairiz

F(z) & V2 f(z) (1.5)

€ semi-definida positiva sobre . Se f(-) for estritamente convera sobre 1, entdo
F(z) € definida positiva sobre (1.

Outros resultados importantes sio as relagdes entre conjuntos e funcdes convexas

Proposigao 1.5 Seja f(-) uma fungdo conveza sobre §) convero. Entdo o conjunio

C.2{zeQ: flz)<a, acR} (1.6)

€ um conjunio convero.

Proposicao 1.6 Epigrafo O epigafro de uma fungdo f(-). definido como
2, 7)) = {(z,0): f(z)<a, a€R) (1.7)

€ um conjunte convero se ¢ somente f(-} € uma fungdo convera.

1.3 Propriedade Fundamental de
Conjuntos Convexos

Sejam fi{-) : 2 - R, i =1,2,...,m fungdes convexas sobre um conjunto convexo
1. Considerando f(-) um vetor cujas componentes sio as funcdes fi(-}, fa(-), .., frn(-),
é facil mostrar que o conjunto G definido como

g = {yeR™: flz) <y, para algum € Q {1.8)

¢ um conjunto convexo, uma vez que G a intersecao dos epigrafos de f;(:), j =
..,m.

A partir de (1.8) tém-se condigbes de se apresentar um resultado que serd de
notavel importéncia para o trabalho desenvolvido nesta dissertacio. Trata-se de
uma propriedade fundamental de conjuntos convexos {Lasdon, 1970), apresentada
a seguir,
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Teorema 1.1 Seje G definido como em (1.8). Enfido y € G sc ¢ somente sc y
satisfaz o sistema linear com infinitas restricoes

Hgé] <w, flz)—y> < 0, VeeW (1.9)

Prova - Necessidade: Seja um vetor z° € Q) tal que f(z%) < y para algum y € R™.
Como w € W ¢ sempre nao negativo, entdo

<w, flz%)—y>< 0, VYweW (1.10)

Pode-se entao substituir o lado esquerdo de (1.10) pelo menor valor da fungao <
w, f(z°) —y > para z € O, mantendo o sinal da desigualdade. Entao

meiél <w, flz)—y> < 0, YueeW (1.11)

{(Suficiéncia): Perceba que a desigualdade (1.9) vale para todo w € W, inclusive
para o que em particular produz o maior valor da fungéao. Qu seja

- M ) _ < . ’
max min < w, flzy—y> < 0 (1.12}
Como a restrigdo 37, w; = 1 presente em W (1.2) ¢ para atender a uma normali-

zacao, a desigualdade continuard valendo se a maximizacio for feita apenas sobre
w > 0. Entao

e R . <
max min <w, flz)—y> < 0 (1.13)

e sua solugac € w = 0. Agora, note que (1.13) é o problema dual de

Ineiéi O 1.14
s.a. flzy—y < @ (1.14)

E possivel mostrar que, se o problema dual for limitado, e este é o caso, entdo
o problema primal serd factivel (Lasdon, 1970). Consequentemente. a solucio de

(1.14) é factivel, ou seja 3z € Q1 flz) <y.

1.4 Equivaléncia Primal-Dual

Agora que os conceitos de conjuntos e fungoes convexas necessarios para definir
um problema convexo sao conhecidos, pode-se formalizar a solucio desta classe de
problemas através da Programacdo Convera.
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Seja o problema de otimizacio nac linear

min f(z)
(1.15)
s.a. g{x) <0
onde f(-} e g(-} = [g1(-), ..., 9,(-)] sdo fungdes convexas sobre Q convexo. Pro-

blemas convexos possuem, como serd visto no decorrer desta secido, uma série de
propriedades que fazem com que sua abordagem seja relativamente simples. Estes
resultados sao amplamente conhecidos na literatura, podendo suas demonstracdes
serem encontradas, por exemplo, em Lasdon (1970).

A primeira caracteristica apresentada diz respeito a relagio entre solugdes globais
e solugdes locais dos problemas convexos.

Teorema 1.2 Seja a = rrgék flz). Entéo
&

a) " 2 {reQ: f(z)=0a} € um conjunto convezro.
b) Se «* € um minimo local de f(-), entdo f(z7) = a ¢ portanto z* € também um

minimo global de f(-).

E claro que se z* € € resolve (1.13), entdo existern multiplicadores w* € RY tais
que (z”,w”) satisfazem as condigdes necessdrias de otimalidade de Kuhn-Tucker
i) wi = 0
it) w} ¢;{z”) =0, t=1,..,¢
iti) g:(2™) <€ 0, 1= 1,004

) Vi(z,w)|:zar =0
sendo que {(-) é a Fungdo Lagrangeano de (1.15), definida como

{z,w)= flo)+ <w,g(z) > (1.16)

e w o vetor formado pelos multiplicadores de lagrange w;. i =1,...,q.
Apesar das condicdes de K-T serem apenas condicdes necessarias, a convexidade

inerente ao problema tratado garante a sua suficiéncia. o que pode ser verificado a
partir da definicdo de ponto de sela.

Definicac 1.3 Diz-se que um par (z°,u®), 2° € Q, w% > 0 € um Ponto de Sela da
fungdo lagrangeano {1.16}, se satisfaz
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I{(z°, w")
I{z®, w?)

Ha,w%), VYzre

<
> 2% w), Yow >0

QOu seja. um par (2% w") é um ponto de sela se z°

0 e w' maximiza o lagrageano sobre w > 0.

minimiza o lagrangeano sobre

Teorema 1.3 Seja o par (2%, w®), 2° € X, onde X ¢ um espaco vetorial qualguer,

w® > 0. Entae (2% uw®) € um ponto de sela de l{z,w) se € somente se:

a) gi(‘rg) <0 r = L. q
b) wf ¢:.(z") =0, i=1,..q

c) z° minimiza l(z, w") sobre X

Perceba que as condicoes (a) e (b} sdo respectivamente as condicoes de factibi-
lidade (#i) e de folga complementar (#) de K-T supondo-se que  é todo o espaco
vetorial considerado. A diferenca estd na condicao de estacionariedade (iv) que aqui
é representada pela condigao (c¢). Note porém que, se (¢) for satisleita entdo (iv)
também sera.

Este teorema € de grande importancia para a programagio convexa pois. uma
condigao suficiente para que um problema satisfaca as condicoes (a)-{c), e logo
possua um ponto de sela, é que seja convexo. O teorema a seguir, cuja demonstracao
pode ser encontrada em Lasdon (1970), fundamenta a afirmacao feita de que a
convexidade de um problema garante a suficiéncia das condigdes de K-T.

Teorema 1.4 Suponha que f{-), ¢;(), 1 = 1,....q sdo funcées converas sobre £}
convero ¢ que eriste z € § tal que g{a) < 0. Entad 2° resolve {1.15) se ¢ somente
se existem multiplicadores de lagrange w? > 0. 1 =1,....q, tais que o par {z° )
satisfaca as condi¢bes de K-T.

A condigao g{z} < 0, chamada de qualificagdo de restricdo , indica gue o conjunto
de restri¢oes deve ter um ponto interior. Tal suposicdo € necessdria por uma questio
de consisténcia com a demonstracéo indicada em Lasdon (1970).

Como os problemas convexos sempre possuem um ponto de sela, a prova deste
teorema torna-se imediata, através da similaridade entre as condigoes [i)-{iv) e as
condigdes (a)-(c).

Uma consequencia imediata deste teorema é que, se (2% w®) é um ponto de sela
de l{z,w}, entéo, pelas condicoes (a) — {¢), z° é a solugio de (1.15).

Considere agora a fungio ¢(-) definida como

S{w) ép’}_}g}l {{z.w) (1.17)
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Chama-se de Problema Dual de (1.15) {primal)} o problema

max ofw) (1.18)

onde, ¢{:), denominada Fungdo Dual, é concava sobre o dominio W, dado por

w e {w>0:3 mnl(z,w)} (1.19)

e}

Os problemas dual e primal estao relacionados entre si por diversos aspectos,

como seréa visto no decorrer desta secao. A primeira relacio apresentada diz respeito
a factibilidade.

Proposigao 1.7 Sejam os problema primal ¢ dual definidos como em (1.15) e
(1.18). Entao se a solugdo do primal for limitada entdo o dual serd factivel € se @
primal for factivel a solugdo do dual serd limitada.

Verificou-se anteriormente que problemas convexos possuem uma caracteristica
bastante desejavel que é a existéncia de um ponto de sela (2% w’) e que, em con-
seqfiencia, 2 resolve o problema primal. O objetivo agora sera o de verificar que 10
ponto de sela também esta a soluc¢do do problema dual e que os valores das funcdes
F{) e &(-) nas respectivas solugdes Stimas sao idénticos.

Teorema 1.5 Se existem z°, w® solugbes factiveis primal ¢ dudl. tais que o{u®) =
f(z®) entdo z resolve o primal ¢ w° o dual.

Ou seja, uma condigao suficiente para que tenham sido encontradas as solucdes
dos problemas primal e dual é que as fungées que estao sendo otimizadas possuam
o mesmo valor para as respectivas solugdes. O préximo teorema mostra onde é
satisfeita a condigdo apresentada pelo Teorema 1.5.

Teorema 1.6 O par (2% v} € um ponto de sela de l{z.w) se € somente se 2% € u”

sdo factiveis e ¢(w®) = f(a¥).

Perceba o quao importante é o papel desempenhado pelo ponto de sela (27, 0%}
na solugao de um problema convexo. Além de ter a existéncia garantida nesta classe
de problemas, os Teoremas 1.5 e 1.6 mostram que no ponto de sela encontra-se tanto
a solugao do problema primal quanto a do problema dual. A consequéncia deste fato
é que, na busca da solugdao de um problema convexo, a abordagem pelo problema
primal e a abordagem pelo problema dual sio equivalentes.
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1.5 Solugao do Dual Via Aproximacgao
Tangencial: Subgradientes

Na secao anterior {oi formulado o problema dual de um problema convexo (pri-
mal) e verificada a equivaléncia da solucéo do dual em relagido ao primal a partir
da existéncia de um ponto de sela. Nada porém foi dito quanto a como encontrar a
solucio do dual. E deste assunto que trata esta secio. Antes, porém, é necessario
definir o conjunto de subgradientes da fungao dual ¢(-)..

Definicao 1.4 Seja ¢f-) definida com em (1.17). Entdo o vetor p € R é um
subgradiente de ¢(-) no ponto w® € W se

dw) < )+ <pw—u'> VweWw (1.20)
O conjunto de todos os subgradientes de ¢(-) no ponto w” serd denotado por
Hp(w?).
Seja
X({w) = {m t & = arg min l(:r.w)}. (1.21)
E13Y

Pode-se mostrar que {Lasdon, 1970), para qualquer r € X (w), g(x) é um subgra-
diente de ¢{-). A partir deste resultado é possivel fazer uma aproximacao tangencial
de ¢(-) através de hiperplanos suportes nos pontos w! € W, i = 1,....q, cujas
inclinagdes seriam dadas pelos subgradientes g(z*). 7' €, i=1,....q.

O problema entao consistiria em resolver o problema

& 99
max ¢ (w) (1.22)
onde _ ‘
¢ (w) = min {f(')+ < w,g(z') >} (1.23)
1<5<r

¢ a aproximacao de ¢{-) a partir da existéncia de r subgradientes.
Note que {1.22) é equivalente ao seguinte problema linear

max o
wEW

s.a. o < flz'ir <w,gle') >, i=1,..7

O método de Aproximacao Tangencial consiste em:

Passo I - A partir de uma aproximacao com r subgradientes, resolva (1.24), obtendo
wrtl
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Passo 2 - Resolva o problema (1.17) para w = w't!
S(u™) = min {f(2)+ < g(x) ) (1.25)
obtendo uma solucéo 2™ e um subgradiente g(z™*).

Passo 8 - Se o — ¢{w't!) < ¢, para € > 0 suficientemente pequeno. pare. Caso
contrario, com os valores de w™*t, z7*! e g(z™*!), adicione mais uma restrigao ao
problema (1.24), faca r = r + 1 e volte ao Passo 1.

Uma vantagem de se trabalhar com esta metodologia € que, independentemente
da forma da funcao dual original, o problema (1.24} é sempre um problema de
programacao linear. O que o método faz quando, a cada iteragdo, acrescenta uma
restricdo ao problema (1.24), é melhorar a aproximacao da funcao dual. Note que
a aproximagao feita por subgradientes sempre superestima o valor de ¢{-) e sendo
assim, o valor da diferenca ¢ ~ ¢{w"*') serd sempre um valor positivo.

1.6 Existéncia do Gradiente: Teorema de
Daskin

Uma analise que sempre deve ser levada em conta quando da abordagem do
problema dual refere-se a diferenciabilidade de ¢(-}. Caso a diferenciabilidade seja
garantida, encontrar o valor de d¢(-)/dw é uma operagio extremamente simples,
pois a relagao entre ¢(-} e w € sempre linear. A importincia desta andlise nao estd
exatamente na necessidade de se resolver o problema dual, pois, na secio antertor, foi
apresentado um método que encontra a sua solugao, bastando que ¢(-) seja continua.

O que interessa ¢ determinar sob que condigdes a propriedade de diferenciabilidade
de ¢(-) para todo w € W ¢ vilida.

Teorema 1.7 Secja o problema primal (1.15) onde f(-) € g;() sdo funcies continuas
sobre Q. A fun¢do dual ¢{-) € diferencidvel no ponto w” se e somente se g{-) for
constante sobre X{w) ¢, neste caso, o valor de cada derivada parcial serd dada por

06
Jw;

=gz}, Vze X (1.26)

w:wa

Prova: Este teorema ¢ facilmente demonstrado a partir de um outro resultado
{(Lasdon, 1870) que mostra que, dadas as condicdes impostas sobre f{-). ¢:(-) e &

R R
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a derivada direcional unilateral de ¢(-) existe em qualquer direcao h e em qualquer
ponto w € W; seu valor é dado por

élw + ah) — olw)

Dotw-h) = i, o
(1.27)
lz,w)
e
e como é—;l(z,w) = g;(z0, entao
Deé(w, h) Inln Zh,g,(:r {1.28)

Para calcular a derivada parcial de ¢(-) em relagido a w; basta fazer h igual ao
i — éstrmo vetor unitario €', (A = €') em (1.28}. Sendo assim tem-se que:

] +
Do(w,e') = (gi) = :::g}xl(xi gilz) {1.29)
No caso da derivada parcial & esquerda tem-se, com h = ~¢',
go N\~ _ . ¢lw) — ¢{w — ah) . olw 4 a—c)) ~ ¢lw)
= lim = — lim
821)1‘ w0+ o w—0t €Y
' (1.30}
= “-D(f) y : —_— i - et ;
O(w, —€') foin, gi{z) = R (z)

Sabe-se que uma condi¢ho para que uma funcdo seja diferenciavel ¢ que a sua
derivada a esquerda seja igual a sua derivada & direita. Perceba que, para o caso de
&(-), a partir de (1.29) e (1.30), isto s serd possivel se ¢;{-) for constante para todo
z € X{w).

Sendo g:(-) = k(w) constante sobre z € X{w), entdo a expressio da derivada
direcional de ¢{-) na diregao h qualquer (1.28} torna-se

Dé(w, k) = k{w)f:h,- (1.31)
=1

que € linear com relacio as componentes de h. Como o) é concava, entdo, usando
o Teorema de Fechel (Lasdon, 1970), gue diz

Lema 1.1 Seja f{-) uma funcdo concava sobre um conjunto convero §). Seja y° €
int Q¢ suponha que Df(y° k) € linear em h. Entdo f{-) € diferencidvel em y°.
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Esta provada a necessidade. A suficiéncia é imediata, uma vez que, como foi
mencionado anteriormente, a igualdade das derivadas pelos dois lados ja ¢ uma
condicao para a diferenciabilidade. [

Um caso de particular interesse é quando mi{rzl [{z,uw") tem apenas uma inica
z€

solucdo a°. Neste caso, X(w") é um conjunto unitério (Singleton) composto apenas
por z°. Consequentemente g{z”) serd constante sobre X{u"), fazendo com que ¢{-)
seja sempre diferenciavel.

A vantagem de se garantir a diferenciabilidade de o(-) é a possibilidade de se
usar métodos baseados no gradiente Vé(-) para maximizar a funcao dual.

Uma classe de problemas em que X(uw®) é sempre um conjunto unitario é ob-
viamente a dos problemas estritamente convexos. Este trabalho abordara um tipo
de problema convexo bastante conhecido e explorado na teoria de controle, que € o
Regulador Linear QQuadrdtico, sé que aplicado & programacao multicritério.

1.7 Programacao Multicritério:
Aspectos Basicos
Em Programacao Multicritério procura-se otimizar nao uma funcao, mas um ve-

tor de fungdes agregadas por uma Funcdo Valor ou Utilidade (Yu, 1985). Considere,
entdo, o problema multicritério

Ij]éiél V{fix)) (1.32)
onde {2 é um conjunto convexo qualquer e f{-) : @ — R™ é um vetor composto pelos

critérios a serem minimizados f;(:}: & — R. i =1,..,m. agregados pela funcao va-
lor V(+), suposta crescente em relagio a cada critério. Uma caracteristica importante
da programacao multicritério é que V(-) nao precisa ser explicitamente conhecida.
Em geral, apenas propriedades globais como diferencibilidade, convexidade e cres-
cimento em relagao a cada critério so suficientes para viabilizar o emprego deste
tipo de formulacéo. ,

Como geralmente os critérios sao conflitantes, ou seja, numa situacio de e-
quilibrio a diminuigdo do valor de um implicard no aumento de pelo menos um
outro, nao existe para {1.32) uma solucéo 6tima, no sentido empregado nos proble-
mas escalares, Para a Programacio Multicritério a solucdo sera caracterizada sob o
conceito de eficiéncia.

Definicao 1.5 Diz-se que ™ € € uma solugdo cficiente de (1.32) se ndo existe
nenhum outro ponto x factivel tal que flz) < flz™) ¢ flz) # f(z™).
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O conjunto de solugdes eficientes serd denotado por ©*. O problema (1.32)
formulado no espaco dos critérios fica na forma

lgéljp Viy) (1.33)
onde F, definido como
F={yeR": y= flz), para algum z € Q} {1.34)

€ o mapeamento de ! no espaco dos critérios, representado por simplicidade por
F = f(Q), e I denotard o conjunto de solugdes eficientes no espaco dos critérios,
ou seja I = f(0"). E possivel mostrar (Ferreira e Geromel, 1990) que, todo ponto
interior a F nao satisfaz & Definicdo 1.5 e consequentemente I' C 8F, onde 4F
representa a fronteira de F.

Condigoes necessérias para caracterizar a eficiéncia de uma solucdo z” serdo
derivadas a seguir através de problemas escalares, os quais estdo relacionados ao
problerna original multicritério.

Teorema 1.8 Se z™ € ) € uma solugdo eficiente de (1.32) entio existe um j €
[1,....m]} e nimeros reais ¢, ¢ = 1,...,m(i # j) tais que f;(z*) < fi(z) para todo
z & Q tal que

filz) < e, i=1,..,m{i#j) {1.33)

Prova: Por contradicdo uponha que z* seja eficiente mas nao satisfaca as hipéteses
do teorema. Entado, para todo j € [1,...,m] e todos os niimeros reais ¢, { =
1,...,m{t # 7), z" nido minimiza f;(-) sujeito a (1.35). Em particular, se j = 1
e € = filz™), i = 2,...,m, entdo existe um vetor & € O tal que fi(F) < fl(;r e
fild) < fi{z™), 1 = ‘2,....m o que contradiz, pela definicao de solucao eficiente, a
hipétese de eficiéncia de z”. O

Através do teorema acima € possivel entdo determinar se ™ é uma solucao efici-
ente de (1.32).

Teorema 1.9 Se 27 € eficiente, entdo para todo j € [1,....,m], r* ¢ a solu¢do do
sequinte problema

min fi(z)

(1.36)
sa. flz) S fila”), i=lm (i#])

A prova deste teorema segue diretamente como consequéncias da prova anterior.
Uma outra técnica usada para a caracterizagio de solucdes eficientes e que serd
de grande importancia para o desenvolvimento deste trabalho é a que faz uso do
problema paramétrico

min < w, f{z) > (1.37)
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Proposicao 1.8 Scje x(w) uma solugdo dtima de (1.37) para w € W. Entio
z{w) € §& € uma solugdo cficiente de (1.32) se

a) w; >0, i=12..m
b) z(w) € solugdo tnica de (1.37)

Sob hipétese de convexidade dos critérios de desempenho, 1" pode ser completa-
mente gerado variando-se w sobre W definido como (1.2). Ou seja, se y* € I entao
existe w € W tal que y* = f{z(w)) onde z{w) resolve (1.37).

Este resultado pode ser interpretado atraves do conceito de dualidade visto an-
teriormente. Se o problema for convexo entdo [' admite um hiperplano suporte para
qualquer solucéo eficiente de (1.32), uma vez que, se z{w") é solugao eficiente de
(1.37) entdo f(z(w*)) € I' C JF. Entao resolver (1.32) é equivalente ao problema
de encontrar o vetor w = w” que fornece z* = z(w*).

1.8 Conclusao

Neste capitulo foram revistos os conceitos necessirios para a caracterizacio de
problemas convexos. Foi enfatizada a importéncia da existéncia do ponto de sela e
a equivaléncia dos problemas primal e dual. Discutiu-se ainda a questao da diferen-
ciabilidade da fungéo dual e da solu¢do numérica do problema dual. Finalmente,
foram apresentados os aspectos basicos de um problema multicritério convexo, com
a caracterizagao do conjunto de solugdes eficientes. Nos préximos capitulos serd fei-
ta uma extensao da teoria de programacao multicritério para sistemas de controle,
onde ¢ problema tratado deixa de ser estdtico para, com a consideracao da variavel
tempo, adquirir um cardter dinamico. As propriedades relativas & problemas conve-
x0s aqui apresentadas serao de grande valia para solugio dos problemas que serio
levantados, particularmente a que se refere & propriedade fundamental de conjuntos

convexos, que tera um papel de destaque no desenvolvimento do algoritmo que é o
tema central desta dissertacéo.



Capitulo 2

Controle Multicritério:
Formulacao e Metodologias

2.1 Introdugao

Com a finalidade de prover esta dissertacio do suporte tedrico necessirio na
drea de controle multicritério, serd feita neste capitulo uma pequena revisio dos
tépicos de teoria de controle 6timo mais relacionados ao assunto. Serao apresenta-
das a formulagdo do Problema de Controle Otimo e algumas abordagens conhecidas
para caracterizar a sua solugao, como a equagio de Hamilton-Jacobi-Bellman e as
condicbes de otimalidade estabelecidas pelo Principic do Minimo de Pontryagin.
Também serao apresentadas a formulacao basica do Problema de Controle Multi-
critério, a aplicacdo de alguns conceitos vistos no capitulo anterior para a caracte-
rizagao da sua solucdo, além de algumas abordagens encontradas na literatura para
resolvé-lo.

2.2 Formulacgio do Problema de Controle Otimo

A busca de um controle para um sistema dindmico qualquer é naturalmente
seguida do desejo de se avaliar os resultados deste controle sobre o sistema consi-
derado. Lsta avaliacdo é medida a partir de crit€rios de desempenho que podem
ter como objetivo, por exemplo, encontrar um controle que leve o sistema ao estado
desejado no menor tempo possivel ou com um minimo de energia dispendida. A
formulacgéo geral de um problema de controle étimo consiste entdo em encontrar a
lei de controle para um sistema dindmico que minimize um critério de desempenho
pré-estabelecido.

Seja o sistema cuja dinamica € regida pela equacao

i = o(z(t)u(t)),  z(0) = zq (2.1)

18
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onde z(-) : [0,T] - A C R™ é o estado do sistema. e A’ é um conjunto aberto e
u(-) : [0, 7] — U é uma funcao continua por partes que representa o controle, sendo
[/ uma esfera g-dimensional de raio fixo. Entéo o problema de controle 6timo para
o sisterna dindmico acima ¢ formulado como

T
min J(u(-}):{fa fla(t).ut)) dt + g(-r—(T))}

u(-) €U (2.2)

s.a. z = ¢(z(t), u(t)), (0} = zq

onde J(-) representa o critério de desempenho que avaliara o controle sobre o con-
junto de todos os controles admissiveis Y C U, definidos no intervalo de tempo
{0,7]. Supde-se que as funcbes f(-) e g(-) que compdem J{-) sdo continuamente
diferencidveis com respeito a seus argumentos. Note que f({-} considera o estado e o
controle durante todo o intervalo de tempo, enquanto que g{-) leva em conta apenas
o valor do estado final na solugao do problema.

2.3 Eqguacao de Hamilton-Jacobi-Bellman

Dentre as diversas formas de se resolver o problema de controle 6timo apresentado
na secdo anterior se encontra a abordagem através da Equacdo de Hamilton-Jacobi-
Bellman. Através do Principic da Otimalidade de Bellman sabe-se que, se u(t) € U,
t € [0,7] resolve (2.2) entao u{t) € U, t € [t*. T} é solugao de

T
Ve t) = u?%‘é}u{ St “““T”} (23)

s.q. &= o(x(t), ult)). () ="

onde V(-) éa Funcdo Valor Otimo associada ao problema. Se os valores de V(z(T), T)
forem conhecidos para todos os valores de z{T") possiveis e supondo um instante de
tempo AT suficientemente pequeno entao

4
u{-}€lf T_a

T
V{e(T_n). T_s) = min { [ ftetutener + i--f(x@m}
(2.4)
= min /(Tos) o(T_a))AT + V((T),T))

onde, por simplicidade foi introduzida a notacio T — AT =T _ s e T + AT = Ty a.
Como por hipétese V(z{7'),T) é conhecido, a solucae do problema consiste em
encontrar o controle gue transfere o sistema do estado z{7_A) para z(7). Mas
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através de (2.1} tem-se que

T .
2(T) = 2(T_) + ]T  d(alt). u(t)d

(2.5)
~ 2(T_a) + d(a(Ta), u(T-a))AT
Para um t genérico pode-se entio reescrever (2.4) como
7 = mi ; 4 '
V(0.0 m (f@uAT + Ve L))
onde z(Tya) = z{t) + ¢la(t), u(t)AT
Expandindo em série de Taylor obtém-se entao
ov 7
V(e(Tya), Toa) = Via(t).1) + 9ala(t) u(t) AT
(2.7)
+%¥—AT + O0{AT?)

Substituindo (2.7) em (2.4}, dividindo-se tudo por AT. reagrupando-se os termos
e tomando o limite quando AT - 0 encontra-se a Fguacio de Hamilton-Jacobi-
Bellman que fornece V(z{t),1).

OV (x(t). 1} aV(x(t), 1) .
e i i1 t st L S 2 (1}, (2 = {} 2.8
5 T min, ( fet),ult)) + ———ola(t), ult) (2.8)
Apds encontrada, a fungdo V(-) caracteriza a solucio do problema {2.2). Em
geral {2.8) ndo admite uma solucao analitica. Uma excecio importante, cuja solucio
¢ bastante conhecida e explorada na teoria de controle étimo, é a do problema linear
quadrdtico (PLQ)}, onde o critério de desempenho para {2.2) ¢ do tipo

Ju()) =1 /0 N@O0(0) + u(t) Ru(t))dt + %z(T)’F‘:z(T), (2.9)

sendo que @ = ' >0, F=F >0e R =R >0 Neste caso tem-se como funcao
valor

Via(t).t) = e/ P(Os(t). P) =Py >0, te[0.T]  (210)

sendo que P(-) é solucao da equacdo mairicial de Riccali

P(t)+ P(t)A+ A'P(t) — P(1)SP()+ Q =0, P(T)=F. (2.11)
S = BRH (2.12)



2.4  Principio do Minimo de Pontryvagin 21

O controle dtimo, solugio de (2.8), tem como expressao

u*(t) = ~RB'P()a(t), tel0,T], (2.13)

Note que a solucao para o controle € do tipo u(i} = —K(t)z(t), caracterizando
uma realimentacao de estados. Para a trajetoria étima tem-se

&= (A—SP(t)z(t), z(0) =z, (2.14)

e o valor do critério de desempenho

I () = SabP(O)re (2.15)

2.4 Principio do Minimo de Pontryagin

A solucdo de problemas de controle 6timo pode ser caracterizada através das
condigoes de otimalidade estabelecidas pelo Principio do Minimo de Pontryagin.
Nesta se¢do serao apresentadas as condigGes para sistemas de controle com tempo
e estado final livres. Este é um resultado de grande importancia para a teoria de
controle e sua demonstracio pode ser encontrada por exemplo em Athans e Falb
(1966).

Considere o problema de controle étimo

min Ef(x(t},u(z)) dt + g(z(T))

u(hel (2.16)

s.a. & = ¢l{a(t),ult)), z(0) = 20

Suponha que néo existe restricdo quanto ao estado final do sistema {estado final
livre) e que o sistema trabalha com horizonte de tempo livre.

As condigbes de otimalidade a serem apresentadas foram desenvolvidas a partir
de um sistemna canénico associado ac problema original (2.16), formulado através
da funcac Hamilioneano, definida como

H(a(t), plt),u(t)) = f(a(t), ult)) + p(t)$la(t), u(t)) (217)

onde o vetor p(-) é denominado de vefor de co-estados do sistema. Note que a
derivada em relacao a p(-)

o0H , \
B0 = el e, (2.18)
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e que, devido as hipéteses anteriores, H(-) possui derivada parcial continua em
relacao a z{-).

Definigao 2.1 Seja a fungdo Hamiltoneano definida em (2.17). Chama-se enldo
de Sistema Candnico ou Sistema Hamiltoneano associado ao problema de controle
otimo (2.16) ao sistema
. OH
i = 5o = ola(t)u(t)
(2.19)

S CORON (3@"(“;2_;““”) "

A partir da definicdo do sistema candnico é possivel estabelecer condicoes neces-_
sérias de otimalidade para um controle u*(-) relacionado ao par (z*(-}, p*(-}), solugéo
do sistema canédnico {2.19).

Teorema 2.1 {Principio do Minimo de Pontryagin) Seja u*(-) € U o controle
que transfere o sistema considerado do estado z(0) para o estado z(T), cuja tra-
jetoria correspondente € dada por z*(t}, t €1[0,T]. Se u"(-) € o controle étimo do
sistema em termos do problema (£.16) entdo eriste uma fungao p™{-} tal que:

i- p*() e 2*(-) sdo solugées do sistema candnico

. _on
7= 7
(2.20)
.. OH
= s
satisfazendo as condicées de contorno
{0) = (1) = it (T 2.2
- u™(t) minimiza H{z™(1),p"(t),u(t)) sobre U pare € [0,T], ou seja
mmin H(@ (), p (1), ut)) = H{E"it),p"(1),u"(1)) (2.22)
i1 - H(x™(t),p"(1),u™(t}) deve satisfazer ¢ relacio
H(z™(6). (0,0 () = 0. ¥ te[0.T] (2.23)

Vale a pena ressaltar que se forem mudadas as hipéteses iniciais sobre o problema
{2.16), as condigbes dadas pelo principio do minimo sofrem alteragoes.
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2.5 Formulagao do Problema de
Controle Multicritério

Em sistemas reais de controle é comum que exista mais de um aspecto que mereca
uma avaliagao quanto aos resultados da lei de controle aplicada. Este mais de um
aspecto é traduzido na existéncia de mais de um critério de desempenho e neste caso
a teoria de controle étimo apresentada nas segbes anteriores nao encontra aplicacio,
por tratar o problema com apenas um critério. E a busca da solucao de problemas
de controle 6timo com mais de um critério de desempenho que sera abordada nesta
secho. Sera verificado que na formulacdo do Problema de Controle Multicritério,
os conceitos vistos na Secao 1.7, que trata do problema multicritério estdtico, séo
validos, bastando que sejam guardadas as peculiaridades quanto & formulacao de
um problema dinamico.

Seja J(u(:)) = (Jr{ul:})), ..., Ju{u(-))) um vetor de m critérios de desempenho,
onde cada critério é fungdo do controle u{-), pertencente ao conjunto U de todos
os controles admissiveis para o sistema, definidos no intervalo de tempo [0,T}. Seja
também o sistema dindmico regido pela equacao diferencial

2 = o{z{),u(t)), z(0)=a (2.24)

O problema de controle multicritério consiste em procurar minimizar todos os
critérios simultaneamente, ou seja

min J{u("))

ui )€l

s.a. == olx(t),u(t)), z(0)=zq

Como foi visto anteriormente {Secéo 1.7}, geralmente os objetivos (critérios de
desempenho) sao conflitantes, ndo existindo uma solugéo détime para (2.25) no sen-
tido empregado em otimizagdo escalar. Para o problema de controle multicritério,
a solucdo serd caracterizada sob o conceito de controle eficiente.

Definicao 2.2 Diz-se que um controle u™(¢),1 € [0,T] € eficiente se ndo existe
nenhium outro controle u(t), t € [0.T] factivel tal que J{u(-}) < J(u™(-)) e J{u{-)} #
Ju ()

O conjunto de controles eficientes serd denotado por I/*. De forma similar ao
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que foi visto para problemas estaticos (1.37), o problema paramétrico

i < w, H{ul-)) > .

(2.26)
sa. = ¢(x(t),u(t)), x(0) =z

tem uma grande importancia para o problema de controle multicritério, pois também
neste caso, se os critérios de desempenho forem convexos, todo o conjunto de con-
troles eficientes i* pode ser completamente gerado variando-se w sobre W definido
em (1.2).

Como (2.25) possui um nimero infinito de solugbes eficientes é necessario entio
que haja interagao com um Decisor para que este decida qual dentre os controles
eficientes serd a solugao do problema.

Supondo que as preferéncias do Decisor sobre os critérios podem ser represen-
tadas através de uma Fungdo Valor (ou Fungdo Utilidade) V(-) : U—R, pode-se
entdo formular o seguinte problema, equivalente a (2.25)

Juin V(J(u(-))
(2.27)
sa. = d(z(t),u(t)), x(0) =m0

Note mais uma vez que a funcéo V(.) nao precisa ser explicitamente conheci-
da. Em geral, apenas propriedades globais como diferenciabilidade, convexidade e
crescimento com cada critério sdo suficientes para viabilizar o emprego deste tipo de
formulagdo. Em seguida, discutem-se resumidamente algumas estratégias propostas
para resolver o problema de Controle Multicritério.

2.6 Abordagem de Salukvadze

Uma abordagem para solucionar o problema de controle multicritério através
de técnicas classicas de controle étimo foi proposta por Salukvadze (1982). Visto
que normalmente ndo € possivel encontrar uma solugio factivel que minimize todos
os critérios de desempenho simultaneamente, o autor, nesta abordagem, formula
um problema em que a distincia entre as solugoes factiveis do problema e o vetor
formado pelos valores minimos individuais de cada critério {solucio utdpica ou ideal)
¢ tomada como referéncia, para que seja definido um critério geral a ser minimizado.
Em Salukvadze (1982), o problema foi formulado com base no modelo diferencial

r=olr,u} ; z(0)==z0, 2(T) =z (2.28)

'Por simplicidade, nesta Segio a dependéncia temporal das varidveis serd omitida sempre que
possivel.
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onde ¢(.) descreve a dinamica possivelmente nao linear do sistema. O desempenho
do sistema com relagido ao controle aplicado é avaliado em termos de um vetor
composto por m critérios J(.), sendo que cada componente de J{(.) é por sua vez
definida como

Ji(u) = /{}Tf,»(:r’u)di? t=1,...,m (2.29)

onde 7" naoc esta previamente definido.
Seja
u' = arg min{Ji(u) s.a. & = ¢(z,u), 2(0) = zp; =(T) = z7} {2.30)

a solugado ideal para o i-ésimo critério de desempenho, z° a trajetéria de estado

correspondente e defina, para i == 1,...,m,

Adi(u) = Ji(u) — Ji(u')

yi{t) = -/Of[fi(:c,u) — filzf, uh)] dt — AJi{u) {2.31)

O problema de controle multicritério pode entéo ser visto como equivalente a
determinar u™ para o sistema aumentadoZ.

F=g(r.u) o o(0) =20 2(T) =2y
. (2.32)
i = fla,u)— flat, ), y(T)=0,

de forma a minimizar o critério global (Problema de Letov, (Salukvadze, 1982))

T
Jo(u) mf Ly, oy, (2.33)
0
onde y{") 2 Loy e L(.) é uma funcao positiva e continuamente diferencidvel em
relacdo a y,7, ..., y'"). Através da varidvel auxiliar

H
()= [ Ly,i,ydt, (2.33)
o mesmo problema pode ser colocado na forma de Mayer (Salukvadze, 1982):

min G(t) = (T

s.a. T = ¢{z.u), o z(0) = 200 2(T) = 27 {2.33)
i = flew) - ('), y{T)=0
2= L{y,g,...y"), z(0) =0

gf(l‘i: ué)l - [.fi(rl ul)r f?(zza 7—‘2}5 fm(xmaum)}'
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A fungdo Hamiltoneano H(.) associada ao problema é

H(mv ¥,z 4, Aﬁ&?} = /\,Qb(i'.'U) + Bf[f(‘rau) - f(Iiv Ué)g + A:’irL(yh?:.ft “.!y(r))’ (236)

onde A ,7 e v sdo vetores de dimensodes apropriadas que representam as variaveis de
co-estado associadas as equagdes dinamicas. Busca-se entao determinar ¥(.) solucao
da equacao de Hamilton-Jacobi-Belman

2 mgn{m; Sy + T2 [ flayu) = fla )]+

o’ . (2.37)
il O )
g Ly v,y )} 0

\I}(xvyazat)lfzf = G(t)it=f = Z(T)

que se obtida permite escrever a lei de controle 6tima u™ como realimentacio dos
estados z, y e z. No caso do problema de Mayer, ¥(.) deve ainda satisfazer

d
A . i 2. S
at\ﬂ(:c,y,z_,f) . 0 (2.38)
e portanto ¥(.} deve ser tal que
d ap’ oy’ .
—W(r,y, 2,8} + = Sz, u”) + = LTy = flatut)]
i V(02 0% G Sle) 4 B [fla) = fa )
(2.39}
ov’ )
+ 5 Ly.g. ...y =0,
Por outro lado sabe-se que, como o controle é irrestrito. através de {2.37)
o’ g’ . oV 9 |
e D )+ e Flz,u®) + — =Ly, hy = 2.4
iz M) G Flea) + o) =0 (2.40)
onde & e [’ sdo matrizes Jacobianas associadas a ¢(.) e f(.) caleuladas em u = u™:
gy Lhizwy
Olr,u”) = : ; Flz,u™) = : (2.41}
2 Glauy S MERT

A partir das equagdes de estado e de co-estado e suas respectivas condigbes de
contorno ¢ possivel mostrar, através da equivaléncia entre {2.37)-{2.40) e o Principio
do minimo de Pontryagin para o problema, que a funcio U{.) possui ainda as se-
guintes propriedades.
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Lema 2.1 Seja (v™,2™) uma solucio otima definida por (2.37)-(2.40). FEnido a
fungdo W(.) deve satisfazer as condicées

)
.,

2} z\l-’- =
ay =T

iy ¥ o
0z |1

Prova: {Salukvadze, 1982)

Baseado nas propriedades evidenciadas no Lema 2.1, o autor propde a seguinte
forma para ¥(.):

Uy, 2,8) = Wa(ast) + 30 Ui (O3s(t) + 2(1) (2.42)
1]

onde ¥;(.), 7 = 1,2,..,m+ 1 sdo funcdes continuamente diferencidveis em relacio a
seus argumentos, cujas formas finais dependem de o(.), f{.) e L{.). Levando-se em
conta as condigdes impostas sobre o problema (2.38), vemn

d J avy’

2}“‘1’ = g‘l’l(%ﬂ e ¢z u™)+
. (2.43)
2 { Vi + Vi (Olfi(ew) - fa(r‘}ﬂ*ﬂ} + L(y. 4, y") = 0.
1=
Como N
V(2,42 0oy = G(TLT) + S U Mw(T) 4+ () (244)
ta=]
ey, (T)=10,i=1,...,m, conclui-se entdo que
Uy (z,8)],.r = 0. (2.45)

Note que W(.) definida como em (2.42} garante a condigao 7ii) do Lema 2.1, e
que as condigdes i) e i) levam a

& !
Wilr, t == {3
ol (2.46)

Wi (t),r =0, =12, m.
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O controle étimo v” € obtido a partir de (2.40) com ¥{.) definida por (2.42):

8‘1’1’ * . ] w_a_ : LAY wf}w y (r)
Fr Vo) L Ve (g fie i + g L)

Como exemplo de aplicacao desta metodologia, considere as seguintes condigdes
particulares:

T =00

=0 (2.47)

=y

&e,u) = Az + Bu, z(0)= ag
filzyu) = §{'Qiz +v'Riu}. Qi=Q,>0; Ri=R >0

L=L{j)=<w, f(z,u)— fla',v') >, weW
Jr

diferenciando (2.43) em relacdo a y e lembrando que 3 = 0, vem

%@gﬂ(i} =0V :{f)=cle, 1=1,..,m
mas como ¥, 1 (T} =0, 1=1,...,m, obtém-se

Y a(t) =0, Vt>0.
A condicao (2.47) reduz-se entao a

ov,’ . g .
e Dz, u”) + "é";ﬂ(?i)

=0 (2.48)

umut

onde ¥1{.) pode ser escolhida na forma

‘ 1
Uiz, i) = 537"}:’1*

levando a 5
(PrYyB + " < w, flz.u) — flz',u') > = {
B'Pz + (Zu.‘-g}%) =0
=1
e finalmente
we=—R'B'Pr=—-Kr (2.49)

™
onde R = ngR{ e P é a solucdo da equacdo (2.43). O autor discute ainda formas
EES
especificas para W;(.), 7 = 1,....,m + 1 no caso de situagdes mais gerais do que as
ilustradas com este pequenc exemplo.
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2.7 Abordagem de Medani¢ e Andjelié

Medanic¢ e Andjeli¢ (1971) aplicam Teoria de Jogos para obter a solugio min-max
para um problema de controle multicritério dinamico linear do tipo

T = Az(l) + Bu(t), z(0} = ¢, (2.50)

onde A e B sdo matrizes de dimensGes apropriadas que representam os parametros
do sistema.

No trabalho desenvolvido pelos autores, o problema é tratado como um jogo,
onde um dos jogadores define a estratégia de controle enquanto que o outro jogador
define o objetivo do jogo. Os autores entio adotam a segninte formulacio para o
problema.

i )
(2.51)
s.a. = Ax(t)+ Bult), z(0)= zo,
sendo 1 = {1,2,...,m}.
Apesar dos autores utilizarem critérios de desempenho do tipo quadritico

() =} [ GEYQa(e) + utY Ba(t)dt + STV Fa(T), (22

onde
F=F20 Q=@>0 ¢ R=R>0

t=1,...,m

(2.53)

o problema {2.51) néo possui, em geral, um ponto de sela, pois comno o nimero
de critérios de desempenho é finito o conjunto { normalmente nic é convexo. Os
autores mostram, através dos Teoremas 2.2 e 2.3, que a solucao de

min max Y wJ;(u(-))
ul) weW (2.54)

s.aa. == Az(t)+ Bult), =z(0) = x0,

sendo W definido como em (1.2), também resolve {2.51) e que o problema (2.54)
possui um ponto de sela.

Teorema 2.2 Seja a funcdo de mazimizacdo modificada F™{(u(-), 2¢), definida co-
mo

F™ (), 00) £ e 3 wii(ul-) (2.55)

e seja a fungdo de mazimizagdo F (-}, definida como



2.7 Abordagem de Medanié¢ e Andjelié 30

F(u(-), z0) £ max J;(u-)). (2.56)
Entdo, para zo € ul{t)limitados, 1€ [0,7], tem-se que
F™(u(-), o) = F(u(-). x0) (2.57)

Prova: Seja u(-) um controle limitado qualquer e seja z¢ qualquer condicdo inicial
limitada. O controle e a condigao inicial definem completamente a trajetdria do
sistema e consequentemente, os valores dos critérios de desempenho J;{u{")), para
qualquer 7. Seja w™ € W o vetor ponderagao que maximiza (2.55) para u(-) e zo
dados. Seja ainda w® tal que

ZwGJ (u()) = max Ji(u(-)) £ F(u(-). 20). (2.58)
Agora, através da otimalidade de w*, tem-se que
Fo(u()20) & i) 2 3 wla ) & FuC) o). (230)
Por outro lado, como F(u(-}),zo) = Ji(u(-)), para todo i = 1, ..., m, tem-se

> wlhul) < iw?f‘(ﬂ(-),:ﬂo), (2.60)
=1 i=1
logo |
(),20) & 3wl T (u()) = Flul).zq). (261)
1=l

completando a prova. 0

Teorema 2.3 O critério de desempenho modificado J™(u(-) Zw X

um ponto de sela, i.e., existe um par (u™(-), w™) que satisfaz

minmax J7{u(")) = maxmin J"(u(")). (2.62)

Prova: Note que nao existem restrigdes para o controle u(-) e logo, o seu dominio é
convexo. Como W ¢ definido pela intersecio entre dois conjuntos convexos (1.2}, W
também é convexo. Mais ainda, como pelo menos um elemento de w; € estritamente
positivo, as matrizes (J; e F; permanecem, ac menos, semi-definidas positivas, en-
quanto K; permanece definida positiva. Consequentemente, o critério modificado é
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convexo em u(-). Como o critério modificado é concavo {linear) sobre W, conclui-se
que o critério modificado possui um ponto de sela. 0

Garantida a existéncia do ponto de sela, é possivel permutar os operadores min-
max

1’11(1?5}%)& Zu Jilul)) = max Glw) (2.63)
onde
Glw) = min J"(u("),w) (2.64)
T (u(-),w) f (z(1)'Qx(t) + u(t) Rult))dt + m(T) Fa(T), (2.65)
sendo . . .
Q =Z;w,-Qf; Z F;; R:_leg-fz,-; (2.66)

Perceba que (2.65) é totalmente equivalente ao problema do regulador étimo

com funcionais quadréticos, possuindo uma solucao conhecida para o valor de G{w)
(ver Secao 2.3)

Glw) = EIOP{UJ 0)zo (2.67)

2.8 Diferenciabilidade de G(-)

Na secgao anterior foi apresentada a solugdo para a etapa de minimizacao do
problema (2.54). Para desenvolver a maximizagao de G(w) sobre W, serd necessario
primeiro encontrar, caso exista, o valor de cada derivada parcial de G(w) em relacio
as componentes do vetor w.

A partir de (2.67) sabe-se que

8G(w) 1, 3P(w,0)

sendo que
P(w,0) P ap ,OP 9P
R S N R W
P dR _
S 'F = 2.69
Sgu, T PB5BP+Qi=0 (2.69)
P(T)

=F;, i=1,...m.
311,7,' ?' ’ i
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Colocando-se os termos relativos a —. a direita e a esquerda em evidéncia, e
w;
sabendo-se que
oR™1 ,OR e
=—R1—R"! (2.70}
aw,» 811)1'

encontra-se a seguinte expressao para a derivada de P em relacao a w

dP(w,0) 8P N ap
6%’,‘ N Bwi 3%’,’

(A — SP)+

(A - SP)35+PBR 'RRIBP+Q; =0 (2.71)
aP(T) = E’ im 1’_____7}’!,'
31!),‘ )

Pré-multiplicando (2.71) por z’ e pés-multiplicando por z, e integrando de 0 a T
obtém-se

/T[ (2F ):c—l—x(—éz{)—(é SP))a-+

b (2.72)
+2/((A ~ SPy PPy 4 o PR RRTIB'P + Q)aldt = 0
) t T i) &di = U,
Substituindo (2.14) e {2.13) em (2.72) tem-se que
T d gpP T
/{) ()l (5=)aldt + 12 (€' Qur + o B )dt = 0. (2.73)
Usando as condigoes de contorno de (2.71}. e a equacao {2.67)
oG 1 , dP{w,0 1T, ) 1, L
Ea m—%—l = §fc) {2'Qux + v Ryu)dt + fg»fzz*TF,-:cT (2.74)
encontra-se finalmente que
G(w)/ow; = Ji(u(-)), i=1....,m (2.75)

onde u{-) € a solugio do problema para w € W.

Ou seja, a derivada parcial de G(w) em relagdo a cada componente i do vetor
w € igual ao valor de cada critério 7. Este resultado serd demonstrado no préximo
capitulo explorando-se as propriedades de problemas convexos. Note que (2.75)
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define o gradiente VG da fungao a ser maximizada (1.8}, tornando possivel o desen-
volvimento de algoritmos baseados no método do gradiente, para resolver o problema
proposto. No Capitulo 4 serd detalhada a implementacéo do algoritmo feita Medanié
e Andjeli¢ e discutidos alguns exemplos.

2.9 Abordagem de Duan Li

Qutra estratégia que aborda a solucdo de um problema de controle étimo mul-
ticritério € apresentada por Duan Li (Li, 1990a). O autor mostra que a solugao do
problema min-max é uma questao de equalizacio dos critérios de desempenho. Para
chegar a este resultado o autor também usa o problema paramétrico (2.26), sé que
agora, através da Proposigao 2.1, introduz uma expressio analitica para o valor de
cada componente Ji{u(-}).

Proposigao 2.1 Cada solugdo eficiente, a partir de um dado valor de w € W, tem
a seguinte forma no espago dos objetivos

Ji(u(-)) = Gi(w, 0) = é—xéﬂ(uuﬂ)xg (2.76)

onde P;(w,0) € solugdo da equagdo diferencial matricial

F;
% + A+ AP, — PSP,— PSP+ PBR'RR'BP+Q;=0,

FwT) - R (2.77)

R € definida por (2.66), P =S wiP: ¢ S = BR'B'
f=1

Prova: Ja foi comentado na se¢io anterior que {2.13) e (2.14) nos dao a solucao do
problema ponderado (2.26}, sendo pois necessério resolver a equacao matricial de

Riccati {2.11}. Defina

7 T

Gi(w,t) = 32(t) Pw, t)a(t) = La(TY Fix(T) + %f (#'Qix + v Ryu)dt (2.78)
e entao Ji{u(-)) = Gi(w,0) e P(w,T) = F,. Diferenciando-se {2.78} em relacio a ¢
e a partir de (2.14), de (2.13) e da equagdo dindmica do sistema, tem-se que, para
x(t) arbitrario,

gPp, ,
i+ AP+ PA-~ PSP, - PSP+ PBR'RR'B'P+Q,=0. (2.79)
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onde F = Zw,;Pg e BR= sz‘R;'
i=1 Py
Multiplicando (2.79) por w; e somando as expressoes resultantes em 1 = 1,...,m
obtém-se )
P4+ PA+ AP - PBR?B'P+Q=10,

0= 250

=1

Note que a solugdo de (2.80) com a condicao de contorno P{w,T} = Y w;F;
=1

resolve o problema do regulador para @ e R dadas. A validade da Proposigao segue
do fato de que P assim definida resolve entdo (2.77) para ¢ = 1,...,m e condicao de
contorno Fi(w,0) = Fi.

O autor mostra que, dada uma solugao otima para o problema min-max, todos
os G7,, associados a w}, estritamente malores que zero possuem o mesmo valor.
Como a funcao

S w:Gi(ee, 0) (2.81)
1=1

é estritamente convexa pelas caracteristicas de (2.52), a solugao € tnica e as con-
dicdes necessarias de otimalidade sdo também condicoes suficientes.

2.10 Conclusao

Nesta secao tratou-se da teoria béasica de controle étimo, que sera de gran-
de utilidade para o desenvolvimeto dos algoritmos apresentados nesta dissertacao.
Introduziu-se a formulacio de um problema de controle étimo e a caracterizagio
da sua solucdo através da equacdo de Hamilton-Jacobi-Beliman e do Principio do
Minimo de Pontryagin de onde derivam condicoes para a solucao do problema. Foi
formulado também o problema de controle multicritério. sende destacado o fato de
que a determinagao da solugao segue os conceitos discutidos na Secao 1.7, bastando
que atente-se para as particularidades dos sistemas dindmicos. Foram apresentadas
também trés abordagens para problemas de contrele multicritérios; a de Salukvadze.
que desenvolve o problema de forma a gerar condigoes que caracterizam a solucao
para um problema de controle multicritério generalizado, a2 abordagem de Medanié
e Andjeli¢ que aplica teoria de jogos para resolver um problema de controle mul-
ticritério do tipo linear quadrético, e a de Duan Li, que desenvolve um algoritmo
baseado na equalizacdo dos critérios para resolver o problema. As duas tltimas serao
retomadas posteriormente no capitulo que tratara da implementagio dos métodos
discutidos nesta dissertacao.



Capitulo 3

Controle Multicritério: Solucao
via Programacao Convexa

3.1 Introducgao

O objetivo das secoes anteriores foi fornecer todo o embasamento tedrico. reu-
nindo os resultados que servirdo para o desenvolvimento, neste capitulo, do procedi-
mento que € a principal razao desta dissertagio. Serio feitas algumas consideracoes
a mais, como a caracterizagao do dominio do problema no espace dos critérios, para
entao aplicar técnicas de relaxacdo e projecao visando a obtencao de um Algoritmo
Bdsico. uma estrutura multinivel equivalente ao problema original. Também serd
feita a analise de convergéncia do procedimento e discutida a sua implementacio
em malha fechada, de forma que sejam feitas corregoes de desvios na trajetéria.
Relagbes entre a abordagem proposta neste capitulo e a técnica de Medanié and
Andjeli¢ {1971,1972) serdo investigadas. Finalmente, a aplicacio da nova aborda-
gem a problemas lineares quadréticos, aproveitando-se propriedades inerentes a este
tipo de problema, ilustraréd os principais aspectos tedricos e numéricos do procedi-
mento.

3.2 Formulacac do Problema no
Espaco dos Critérios
Na Segao 2.5 foi apresentada a formulacio de um problema de controle mul-
ticritério no espaco das varidveis de decisdo. Na Secio 1.7 discutiu-se a formu-

lagao de um problema multicritério esttico no espago dos critérios. Neste capitulo,
considera-se a formulagio do problema de controle multicritério {2.25) no espaco dos

35
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criterios
}3‘1&1}9 Viy) (3.1)
onde
= {fveR™: y=Ju(-)), para algum uli)el, t€[0,7T]} (3.2)

Perceba que apesar do problema original ser dinamico, a formulacao no espaco
dos critérios permanece estatica, alids é a mesma vista na Segio 1.7, com a diferenca
obvia de que agora F representa o mapeamento das estratégias de controle no espaco
dos critérios. O conjunto das solu¢des eficientes no espaco dos critérios continuara
sendo denotado por I E claro que, como ja foi visto para problemas estaticos,
I' ¢ 8F, onde OF representa a fronteira de F.

Apesar do problema (3.1) possuir certas vantagens metodolégicas que serio
discutidas € exploradas nas proximas secbes, o mapeamento completo de F sobre o
espago dos critérios é apenas uma abstracao. Mais ainda, o mapeamento de F néo
preserva, em geral, a convexidade do problema, isto é, o problema (3.1) pode ser
nao-convexo mesmo que o problema original (2.25) seja convexo. Seguindo a mesma
metodologia introduzida por Ferreira e Geromel (1990) busca-se nesta dissertacio
obter uma representagao adequada e convexa para F através de manipulacoes
matematicas basicas. A estratégia é aplicar técnicas de relaxacao e projecio, pa-
ra iterativamente fazerem-se aproximacdes sucessivas de I' através de hiperplanos
suportes. Este desenvolvimento é motivado pela seguinte definicio .

Definigdo 3.1 Diz-se que um vetor y € R™ de trade off s implicitos € satisfatdrio
se exeste u(-) € U, tal que J(u(-)) < y.

Conforme serd demonstrado na préxima secdo, a definicao de solugio satisfatéria
¢ fundamental para o estabelecimento de uma abordagem baseada no espaco dos
critérios.

3.3 Representacao da Regiao Viadvel através de
Semi-Espacos Suportes

Ao invés de se trabalhar com todo o R™ como o dominio para os trade-off’s
implicitos, alguns subconjuntes ) C R™ podem ser considerados, por exemplo,
Y ={y:y >y}, onde y denota a solugdic utdpica ou ideal, composta pelos valores
minimos B -
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onde Ji{u(-)), 7=1,...,7 representam os m critérios de desempenho do problema.
E facil perceber que, qualquer que F ¢ }. O vetor y € conhecido como solugao
utdpica porque, como geralmente os critérios sao conflitantes, y nao ¢ factivel.

A projecio da restrigio J(u(-}) < y, u(-} € U sobre o espaco de trade-off's
implicitos é representada pelo conjunto convero

= fyeR™: J(u())<y. pare algum u{-) €U} (3.4)

o qual também define todo o conjunto de solugdes satisfatorias do problema.
Considere agora o problema de determinar a melhor solugdo satisfatéria de (3.1),
isto é,
in V 3.5
Jnin V(y) (35)
Teorema 3.1 Seja y* a solugdo otima de (3.5). Entdo y™ resolve o problema de
controle multicritério definido por (3.1).

Prova: Se y* € C N Y resolve (3.5) entédo existe v™(-) € U tal que y* = J{u™{-}).
Caso contrério, se y* > J(u*(:)) e y* # J{u™{-)) entdo y° = J(u*(-)) contradiz a
otimalidade de y~, pois ¢ € CN Y e V(") < V(y™), devido as hipdteses prévias
sobre V(.). Note finalmente que F C € N Y permitindo conchuir que J(u*()) € F
também resolve (3.1). 0

(Consequentemente, os problemas (3.1) e (3.3} sao equivalentes. Porém, ao
contrario de {3.1), as restrigdes de {3.5) podem ser caracterizadas através de uma
propriedade fundamental dos conjuntos convexos. apresentada anteriormente através
do Teorema 1.1, aqui reapresentado apenas para adequa-lo a notagado usada no
problema de controle multicritério.

Teorema 3.2 Seja C definido como em (3.4). Entdc y € C se e somente se y
satisfaz o sistema linear com infinitas restrigdes

i LS {(ul-)) — < 0. YweW .
min <w,J(u())-y> < 0. Vwe (3.6)

Observe que a minimizacao indicada em (3.6) € independente de y. O Teorema
3.2 permite representar {3.5) através do seguinte problema com infinitas restricoes

mig V(y)
{(3.7)
s.a. <w,y > 2 <, Julw, )y > Ye e W,
onde
u(w, ) =arg min <w, J{ul-}i> {3.8)

ul-yels
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3.4 Algoritmo Basico: Niveis de Analise e de
Decisao

E ébvio que alguma estratégia de relaxacao deverd ser empregada para resolver
(3.7). Técnicas de relaxagao sao baseadas em duas etapas principais: i) determi-
nar se a solugdo corrente do problema satisfaz todas as restrigdes ignoradas e, caso
contrario, i) gerar a restricdo ou, normalmente, a resirigio mais violada para ser a-
dicionada a aproximacao da regido viave!l anterior. Consequentemente, uma questao
basica € determinar se um dado y € Y € viavel para (3.7).

Proposigao 3.1 Dadoy € Y, entdo y € C se € somente se O(y) <0, onde

Oy) = max min < w,J(ul-})—y >

weW u(-)eu (3 9)
= max ¢{w)

A verificacdo deste resultado é imediata. Claramente. se ©(y) > 0 entao a
restrigfio mais violada do problema (3.7} é automaticamente identificada. Antes
de partir para a implementacdo pratica da Proposicao 3.1 sao necessarias algumas
defini¢des e propriedades adicionais sobre problema min-max.

Teorema 3.3 Seja U um subconjunto convezo compacio de U ¢ defina

Ulw) S {u() ul) = arg min < w J(u())—v>) .

O \
E=JW)) —y. W) e Ulw)
Entdo, para qualquer u®(:) € U(w), £ € 8é(w), onde O¢{w) representa o conjunto

de todos os subgradientes de ¢{-) em w.

Novamente a prova € imediata uma vez que
¢(v) < <v, Jul(-))—y>, Vulleld, veW
Plw) = <w, JO()) -y >, Vo) eld{w) weW
e fazendo-se u(-} = v%) e subtraindo-se as duas equacdes,
#(v) < S(w) +E(v—w), YoeW

a qual é precisamente a definicao do subgradiente de ¢{-) em w (Lasdon, 1970). A
existéncia de um subgradiente em qualquer ponto w € W é suficiente para garantir a
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implementacdo de um método baseado em Aprozimagdo Tangencial (Lasdon, 1970)
com o objetivo de resolver (3.9). A solugao 6tima de (3.7) ((3.5),(2.25)) é obtida
através do seguinie procedimento.

Algoritmo Basico
Passo 0. Facak=0¢e )’ = ).
Passo 1. Resolva o problema relaxado

i 3.11
min Viy) (3.11)

Seja y* a solucio relaxada
Passo 2. Resolva o problema min-max

By _ ; ) —y*
O") = max min < w,J(u()) ~y* >

Escolha w® € W e faca £ = 0.
Passo 2.1 Resolva o problema de controle étimo (min)

: £ 3 k
min <w,J{u(-})) -y >
u(,)legzx i ( ()) Y

obtendo wf(:) € U(w?), &8 = J(uf())) — y* e o(wf).
Passo 2.2 Resolva o problema linear (maz)

Imnax o
W
a

o <<w > =121

se of — ¢(w’) < ¢, para € > 0 arbitrariamente pequeno, faca
wF = wf, uF() = uf() e O*) = of e v ao Passo 3. Caso
contrario, faca { =1+ 1 e volte ao Passo 2.1

Passo 8. Se ©{y*) < 0, entdo u*(-) = u(w, ) resolve (2.25) e y* = J(u™{-))
resolve (3.7) ({(3.5)). Caso contrario, adicione a restricao mais violada a

yk
V= fyedicuwr y>> < wh, J(u*()) >}
faca k = Lk + 1 e volte ao Passo 1.
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Com relagao ao Algoritmo Bésico € possivel fazer varias observagoes e interpre-
tacoes utels.

i) O Passo 1 diz respeito & solucao de um problema multicritério relaxado e
estatico sob condicdes extremamente favoraveis. Os critérios e as restrigdes sao
lineares e 0 ndmero de variaveis (critérios) € igual a m, o qual frequentemente
¢ muito pequeno. U método de programacao matematica adequado pode ser
aplicado dependendo da natureza de V(.). Observe também que através da
projecao do problema no espago dos critérios, a possivel ndo-separabilidade do
problema original no sentido da Programacao Dinamica (Larsen e Casti, 1978)
¢é superada. Uma vez que, mesmo quando todos os critérios do problema séo
separaveis no tempo. o efeito de agregagao causado pela fungio V(-) pode em
principio levar a perda desta importante propriedade;

ii) Adiantando um resultado que serd demostrado na préxima secio, se y =
0, entdo o problema (3.9) é exatamente o problema min-max de Medanié¢ e
Adjeli¢ (1971,1972) estendido a um problema de controle multicritério convexo.
Consequentemente, o Algoritmo Bésico pode ser visto como uma generalizacio
daquele procedimento para uma fungio valor V{.) arbitraria, onde no Passo 2
o problema min-max dependente da solugao do Passo 1,

min max {J(u{-})) - "} (3.12)

u{-}&El 1<i<m

€ resolvido. Esta analogia é adequada uma vez que, conforme serd visto, (3.9)
¢ na verdade o problema dual de (3.12) e os problemas sdo equivalentes
devido a hipotese de convexidade;

1ii) Observe que do ponto de vista de controle étimo. o problema interno no Passo
2 € definido pela minimizacao de uma combinagdo convexa dos funcionais
sujeito a dinamica e restrigdes originais do sistema. Consequentemente, as
propriedades de uma dada classe de funcionais sio preservadas e evita-se a
necessidade de uma abordagem baseada no aumento de estados, como proposta
a por Salukvadze (1982). Tal caracteristica é particulamente importante para
a classe de problemas lineares-quadréticos, que serd discutida mais a {rente.

iv) Finalmente, vale a pena notar que se u*(+) = u{u”.-) é a solucio de (3.1) obtida
pelo Algoritmo Bésico ¢ w* > 0 ou u*(-) é a tnica solugio que minimiza o
problema escalar, entdo o controle u™{-) é também eficiente {Zadeh, 1963). De
fato, é possivel mostrar (Geoffrion. 1968} que quando o problema multicritério
for convexo, todo o conjunto de controles eficientes U™ pode ser gerado por
(3.8) fazendo-se w variar sobre W,
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3.5 Relacoes entre o Nivel de Analise e
a Abordagem de Medani¢ e Andjelié

Suponha que a funcao valor a ser incorporada no nivel de decisao seja a norma
L, p= o0, isto é,

Viy)=1lly -yl (3.13)

Fazendo-se y = 0, o Passo 1 do Algoritmo Bésico na iteracdo zero sera a solugdo
do problema

in o 3.14
min i (3.14)

tendo obviamente como solugao y® = 0. Consequentemente, com este valor de ¢°, o
nivel de anélise (Passo 2) tem a forma
0(¥®) = max min < w.J{u(")) > 3.15
(") = max min, (u(-)) (3.15)
que terd como solucdo um controle u®(-), para um vetor w® correspondente, gerando

um plano de corte a ser introduzido no nivel de decisio, que passa a ser representado
pelo problema

min fly e
(3.16)
sa. <uwly> > <ut IO >

O Problema (3.16) terd como solugdo y' = Jiu%)). que por sua vez serd uma
solugdo satisfatéria, fazendo com que o controle u'(-}, obtido pelo nivel de andlise
na iteragao 1 forneca um valor de ©{y') < 0 encerrando o procedimento. De fato,
o controle encontrado na iteragéo 1 sera o mesmo obtido na iteracao 0. Portanto, a
solugdo u?(-) = «!{-}, w? = w' encontrada pelo analisia na iteracio zero é a solucio
do problema considerado. Nestes termos, a solugio para V(y) = ||y||.. serd sempre
encontrada na primeira iteracao.

Seguindo passo a passo o Algoritmo Bésico conclui-se entdo que, na determinacao
do controle 6timo de um problema multicritéric tende como funcao valor a norma
infinito, o nivel de decisido fornece na primeira iteracio uma solucio que coincide
com a solugao gerada pelo nivel de andlise. Este resultado tem um fundamento
maternético simples que podera ser verificado a seguir.

Para encontrar a solugao do problema com norma infinito através do Algoritmo
Basico, o seguinte problema é resolvido

M max {y: — ¥ (3.17)

ue por sua vez equivale ao problema
P

u}’{f})g}{}’?&}( (Jilul-)} = y:) (3.18}
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no espago das variaveis de controle.

Teorema 3.4 O controle étimo u(w*,-), w* € W, obtido no Passo 2 do Algoritmo
Bdsico, € a solucio do problema (3.18).

FProva: Sabe-se que (3.17) é equivalente ao problema

min o
w() e
7 (3.19)
sa. oz Ji(u(-)—y), i=1,..,m
gue possul como problema dual
max ¢(w) (3.20)

onde a fungio dual ¢(w) tem a forma

¢(w) = min {o + sz i(u()) = gi) — o} (3.21)

w(yeu panet
Rearrumando os termos tem-se

- 1 z z = Gz .
SRR gw o+ Zw v} (3.22)
Agora, perceba que o dominio da fun¢do dual ¢(-) sdo todos os valores de w > 0
tais que o seu valor seja finito.

Domy ={w >0 : ¢(w) > —oco} {3.23)

Analisando-se (3.22} verifica-se que obrigatoriamente Zw,; = 1, pois caso contrario

=1
o poderd assumir valores arbitrariamente grandes ou pequenos, dependendo se o

termo que o multiplica for maior ou menor que zero. Com esta restricio sobre o
valor de w tem-se que o dominio da fun¢do dual é equivalente ao conjunto definido
por (1.2}, que ¢ o conjunto W. Sendo assim, o problema dual transforma-se no
problema

qulea&{ur(n){e% <w, J(u(-))—y > (3.24)

e através das hipéteses de convexidade garante-se que os problemas possuem a mes-
ma solugao. 0

Este mesmo resultado foi verificado de outro modo por Medanié e Andjeli¢
{(1971,1972) e apresentado na Secio 2.8 para y =10
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Resumindo: se a funcéo valor for igual a norma infinito, entao o Teorema 3.4
mostra que os problemas nos niveis de decisédo e analise do Algoritmo Basico sio
equivalentes. Para y = 0, o nivel de anélise torna-se equivalente ao problema resolvi-
do por Medani¢ e Andjeli¢, que assim pode ser interpretado como um caso particular
da abordagem proposta neste capitulo.

3.6 Solucao do Problema em Malha Fechada

Um tdpico de grande interesse para o controle multicritério é a implementacio
do procedimento em malha fechada, a qual assegura a otimalidade da solucio na
presenca de pertubacdes sobre a trajetéria do sistema. Claramente, uma versao do
Algoritmo Bésico em malha fechada serd funcao tanto do estado corrente como dos
valores acumulados dos m critérios sobre o tempo decorrido. Denotando os valores
acumulados no intervalo 0 < < 7 como J{7), o problema de determinar a politica
de controle 6timo para o horizonte de tempo remanescente ¢ semelhante ao que foi
feito para desenvolver o Algoritmo Bésico. Para tal é necessdrio apenas definir o
conjunto convexo :

c & fye R™ T D)) <y— I, para algum ul-) € U} (3.25)
onde agora u(-) € o controle no intervalo {7, T]. O problema min-max torna-se entio

max min < w, JOD ()~ (y - J) >

weW (el
{3.26)
sa. 1= Az(t)+ Bu(t), z(r)=z.
e uma restrigao a ser incorporada ao problema de decisio assume a forma
<ufy> 2 <o JODWFAF ) > + <uf, J0 > (3.27)

onde a dependéncia da solugao no nivel de decisio com os valores acumulados é
considerada explicitamente’. O Algoritmo Bésico pode ser implementado em malha
fechada introduzindo-se um terceiro nivel na estrutura gue incrementara o tempo
decorrido 7 de uma quantidade fixa AT, por exemplo. Como para pequenos valores
de AT, espera-se que os subconjuntos C(7) e CU+2T) nag sofram grandes alteracoes \
uma boa heuristica ¢ inicializar a préxima iteragio com a solugao 6tima da iteracio
anterior.

*Observe que na auséncia de perturbagdes JU) = JUHu* ()}, onde w* (.} ¢ definido no intervalo
[0, 7]. e o problema se reduz ac caso j4 tratado (malha aberta).
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Em geral, o valor de w” dependera do estado corrente e dos valores acumulados
dos critérios. Entretanio, na auséncia de periurbacoes e com perfeita descricao da
; P
planta, o valor de w™ permanece constante e so depende do estado inicial z{0}

w*(z(r), J) = w*(2(0)) = constante. (3.28)

De fato, observe que se u{w*,t), t € [, T] resolve

Join V(J())
(3.29)
&= Az(t)+ Bu{t), =z(r)=z,
para quaisquer 7 € [0,7T] e entéo
y T = JOD(u(w)) = ¢ — TN u(x", ) (3.30)

resolve o mesmo problema no espago dos critérios, indicando que w* e y* resolvem
o problema multicritério para qualquer valor de 7.

3.7 Convergéncia do Procedimento

Observe que, como V(-) é uma funcdo crescente com respeito aos seus argumen-
tos, o problema (3.11) sempre tem um minimo. Sob tais condigbes , fica simples
demonstrar que o Algoritmo Basico converge.

Teorema 3.5 Qualguer ponto limite da sequéncia {y*} gerada pelo Algoritmo Bdsico
resolve (3.5).

Prova: Considere a sequéncia {y*} ou. se necessdrio. uma subsequéncia, com y~ sen-
do o ponto limite. Em uma iteracio arbitraria k, a iltima restricao linear adicionada
a V* pode ser escrita como

0 2 <uh JEh() -y >+ <utyf -y >

(3.31)
0> B+ <uwh,yf—y >

e em qualquer iteragao posterior r > k, a solugao y” deve satisfazer {3.31). ou seja,
O@y") < < vy —y* >
< flwfllz -y = vHilz

implicando que &(y") < 0 uma vez que ffwfy < 1.V wf e We |y ~ v, — 0
quando k — oo. Em outras palavras, y= € (C N Y} ¢ vidvel para {3.7). Agora,
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supondo gue V* é o valor timo de (3.7}, entao V¥ < V* uma vez que (CN Y} C V¥
para todo k£ = 0,1,... . Consequentemente, V(y*} < V*, mostrando que y* resolve

375

Torna-se claro que a convergéncia do Algoritmo Basico vai depender de quao
precisa € a determinagdo da solugao do problema relaxado quando V(-) nao é per-
feitamente conhecida. E claro que em tais casos, a determinacio de y* depende da
convergéncia do método usado para resolver o problema relaxado. Alguns aspéctos

sobre a convergéncia de métodos multicritérios interativos sado discutidos em Geof-
frion (1972).

3.8 Caso Especial: Regulador Linear Quadratico

Considere que o problema de controle multicritério (3.1) possui um conjunto
finito de m critérios quadraticos

2w = & [T Quat) + u(ty Raut)}d: + a(TY Faa(T)
2 Jo 2 (3.32)

1=1,2,...,m

onde Q; = Q; 2 0,F; = F! > 0 e R; = R, > 0. Obviamente, o problema interno, a
menos de ¥, de minimizacido no Passo 2 assume a forma

147
min ~f {z(1)Qz(t) + u(t) Ru(t)}dt + E$(T)’F$(T)
sa. z=Ar+ Bu, z2{0)=ux2¢
0ndeQ=ZwiQi; Rme,:Ri e F:ngﬁ, w e W,
=1 g1 =1

A partir de resultados ja existentes para esta classe de problemas (Athans e Falb,
1966), a propriedade apresentada a seguir torna-se evidente.

Proposigio 3.2 Os clementos do conjunto de controles eficientes U™ de (3.83) tém
a forma

u(w, ) = —K(w, t)z(1) (3.34)
onde K{w,t) = R'B'P{w,t) € Plw,t) € a solucio da equagdo matricial de Riccati
Plw,t) + A'P(w,1) + Plw,t)A — P{w,t) BRIBPlw,t)+ Q = 0 (3.35)

tendo como condicie de contorno P{w,T) = F.
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Menos evidente, e aparentemente ainda nao explorada na literatura de controle
multicritério, é a seguinte consequéncia da Proposigac 3.2.

Proposigao 3.3 O conjunto de todos os coniroles eficientes U™ € independente da
condi¢do inicial zg.

Em outras palavras, todo o controle calculado por (3.34) permanece eficiente
para o mesmo valor de w € W, independente do valor que zg assume. Entretanto,
I' depende de z¢ e uma solugdo Stima encontrada a partir de uma determinada
condigao inicial ndo permanece 6tima se muda a condicao inicial (embora permanega
eficiente). A utilidade pratica da Proposicac 3.3 é que se xy muda, os semi-espagos
suportes que definem a regido vidvel Y**? no Passo 3 do Algoritmo Bésico podem
ser facilmente atualizados e o procedimento trabalhard a partir de uma aproximacao
razoavel de I'. De grande importancia préatica seré o seguinte resultado especial para
problemas Lineares-Quadraticos Multicritérios (LQM).

Teorema 3.6 A funcdo ¢{-) € diferencidvel sobre W e

V{w) = g—i = Ju{w,)), YweW (3.36)

A unicidade da sclucdo do problema (3.33) leva-nos a U{w) = {u{w,-}}, um
singleton e um caso especial no qual o renomado Teorema de Daskin para deferenci-
abilidade (visto na Secéo 1.6) aplica-se. Como consequéncia. o algoritmo de aproxi-
macao tangencial do Passo 2 {Algoritmo Basico) pode ser eficientemente substituido
por um método de gradiente &timo baseado no algoritmo iterativo

£41

wt = ' + a8’ (3.37)

onde st é a projecao ortogonal de Vg{w’) sobre o espaco nulo de W e a; é um
tamanho de passo tal que w1 € W, ambos facilmente calculados neste caso.

3.9 Implementacao dos Niveis de Analise e
Decisao

Os algoritmos desenvolvidos neste trabalho foram implementados usando o pa-
cote para operagdes matriciais MATLAB(®), uma vez que este oferece as vantagens
de calculos sempre em dupla precisao, grande facilidade para manipular vetores e
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matrizes, facil programacao além de possuir uma ampla biblioteca de funcées , que
foram de grande valia para este trabalho.

O nivel de analise (Passo 2 do Algoritmo Basico} consiste no problema do tipo
min-max

mar g, <w ) -v> (3.38)

sendo, como visto anteriormente, um problema dual gue possul como funcéo dual

ow) = min < w,J(u())~y> (3.39)

Uma vez garantida a diferenciabilidade de ¢(-) com respeito ao vetor w, o célculo
do gradiente da fungao dual é imediato. Para tal, basta solucionar a etapa de mini-
mizagdo, que consiste em um problema de controle 6timo, amplamente discutido na
literatura, para depois usar o resultado do Teorema 1.6 e obter o valor do gradiente.
Com isso, torna-se vidvel a implementacao de métodos baseados no gradiente 6timo
aplicados a problemas restritos para resolver a etapa de maximizagao do problema
min-ax.

Uma formulacao semelhante ao problema acima. com a diferenca de que y = 0,
foi utilizada por Medani¢ e Andjeli¢ (1971). A implementacdo do nivel de andlise
baseou-se na mesma estratégia usada por aqueles autores, onde a direcao de busca
em cada iteracao da etapa de maximizagao era calculada projetando-se o gradiente
sobre as restrigoes ativas do problema, ou seja

WM = w4 aProju Vo (3.40)

onde ¢ é um escalar positivo, solugdo de um problema de busca unidimensional.

A consideracdo prévia da existéncia do gradiente nao desfaz o cardter genérico
da abordagem aqui apresentada uma vez que, assim como ¢ método do gradien-
te projetado, o método da aproximacéo tangencial poderia ser implementado sem
maiores dificuldades. O que foi feito apenas demonstra, ao contririo, uma grande
flexibilidade do algoritmo proposto, onde o prévic conhecimento de determinadas
propriedades do sistema a ser tratado pode trazer melhorias 4 sua solucdo, nio
configurando-se em informacao sem valor pratico algum.

Com relagdo ao nivel de decisdo (Passo 1 do Algoritmo Bésice), o método a
ser usado dependerd da funcao valor V(-) a ser implementada. Nesta dissertacio
considerou-se como fungéo valor a norma [, para p = 1 (combinacio linear), p = 2
(norma Euclidiana) e p = oc (norma infinito). Vale a pena salientar que, como
foi visto anteriormente, o nivel de decisio possul caracteristicas que lhe garantem
grande facilidade de implementacao qualquer que seja a funcao valor adotada.

Para p = 1, tem-se o seguinte problema no nivel de decisio

min Sy~ ) (3.41)

11
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e para p = oc tem-se

n?&!én o
v (3.42)

sa. o2 {yi—yi), t=1....m

Perceba que ambos sdo problemas de otimizagio lineares. para os quais ja existermn
diversos procedimentos eficientes de solucao.

Para encontrar a solugao do nivel de decisao quando p = 2, resolveu-se o seguinte
problema

min S l( = i) (3.43)
veys 2 Y ’
que & um problema quadratico, também bastante conhecido.

As fungdes valores aqui apresentadas siao todas explicitas e como foi dito antes,
devido a simplicidade intrinseca ao problema no nivel de decisiao n&o houve nenhuma
dificuldade para a sua implementacdo. A utilizacdo de uma funcio valor implicita
pelo Algoritmo Biésico serd ilustrada no Capitulo 4 desta dissertacio.

A seguir apresenta-se a solugidc de um problema de 1%ordem, que apesar de
extremamente simples, é de grande valia no sentido de mostrar como o algoritmo se
comporta durante a busca da solucéo.

Seja o problema de controle étimo linear quadrético

X
min J(u) = %/ {g2*(t) + rufity)dt
ut) 0 (3.44)

s.a. = —ax{t)+u(t), x(0)=ux,

onde a, ¢ e r sdo quantidades escalares positivas. A partir da equacio de Riccat
(aqui uma equagao escalar) para o caso de horizonte de tempo infinito

ap+pa—prip+g=0 (3.45)

encontra-se o seguinte valor para p

p=ar + (Ja*r? +gr . (3.46)

Com iss0, o ganho de realimentacio e o valor do eritério na solucio ficam na forma

k=r=ip

=aqa + /a*+

(3.47)

J(u") = Lpa?



3.9 Implementacao dos Niveis de Andlise e Decisao 49

Fez-se entao uma divisao do critério em duas partes, uma relativa ao estado e a
outra ao controle, resultando no seguinte problema bi-critério.

ril(!ﬂ Ji{u) = 2/ (-)di

Jo(u} = 3§ fo Oouz(t)di {3.48)

s.aa. == —az{t)+ult), z{0)=z

Como foi visto anteriormente, todas as solugdes eficientes do problema acima
podem ser geradas a partir do problema ponderado

[A
£

IA
[

min = (w2?*(t) + (1 —w) @) dt, 0
0 '/ (3.49)

s.a. &= —azr{t)+ ult)

cuja solucdo para cada valor de w é imediatamente determinada pela solugdo de
(3.44) bastando-se que naquelas expressoes ¢ seja substituido por w e r por (1 —w).
Para ilustrar o comportamento do Algoritmo Basico, usou-se como funcéo valor a
expressao

1—
Vil =p+ ——— e, 0 < a <1 (3.50)

onde « € um valor definido pelo Deczsor e que procura refletir suas preferéncias
quanto aos aspectos de regulacado e esforco de controle que compdem o problema
bi-critério.

Na Tabela 3.1 sao apresentados os resultados encontrados pelo Algoritmo Basico
para ¢ = 2, considerando-se que ambos os critérios possuem a mesma importancia
do ponto de vista do decisor, 0 que se procura representar através de a = 0, 5.

Como era de se esperar, o valor de w* tende para o valor de « dado, significando
gue a solucdo u*(-) fornece os valores de critérigs de desempenho que satisfazem a
preferéncia pré-estabelecida pelo decisor. Qualquer que seja o valor de o fornecido,
espera-se que a solugao final encontrada seja compativel, fornecendo valores que
espelham suas preferéncias.

De fato, note que tem-se como expressio para o sistema em malha fechada

&= (a~—k (3.51}

que, por sua vez, tem como autovalor

(3.52)

[T —

MAMiCcame ?
BIEIDTEDS S8nTRAL §




3.9
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(k] w | oy | own | wy | B [ L) [ Ofy) ]
0 0 0 0,833 : 0,167 | 0,0833 | 0,0833 | 0.0833
1 10,1000 0 0,554 | 0,446 | 0,1092 | 0,0092 | 0,0092
2 10,1166 0 0,323 | 0,677 | 0,1181 | 0,0016 | 0,0016
30,1135 | 0,0038 | 0,449 | 0,551 | 0,1140 | 0,0043 | 4,68~10~*
4 10,1115 10,0063 | 0,504 | 0,496 | 0,1116 | 0,0064 | 1,27~10~*
51 0,1128 | 0,0052 | 0,477 | 0,523 | 0,1128 | 0,0053 | 3,04%10~°
6 |0,1122 | 0,0058 | 0,490 | 0,510 | 0,1122 | 0,0058 | 0,78*10~"

Tabela 3.1: Comportamento do Algoritmo Béasico para a = 0, 5.

Im A

Re A

Figura 3.1: Pélo do sistema em fungao de a.

indicando que, ao preferir um determinado valor de a. o decisor influencia direta-
mente na dinamica do sistema. Esta influéncia se dd, como pode ser visto na Figura
3.1, na localizacdo do pdlo do sistema. Quanto menor o valor de & menor o valor
do pdlo, que estando diretamente ligado & constante de tempo do sistema indicara
que o decisor d& maior importancia 4 economia de energia, optando por uma regu-
lagao mais lenta. Caso contrario, guanto maior o valor de o menor sera a constante
de tempo e mais rapida serd a regulagdo, e em contrapartida, maior o esforco de
controle.

A Figura 3.2 mostra as trés primeiras iteragoes do Algoritmo Bésico durante a
resolucao do exemplo. Pode-se ver como passo a passo o decisor vai melhorando a
sua aproximagao de I' através dos planos suportes {em cada iteracao é resolvido um
problema linear (PL) formado pelos planos suportes). tendo assim mais condicdes
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para fornecer uma solugao y* melhor. Este melhor é traduzido pelo cada vez menor
valor de ©(y*), que representa a distancia da solugao (infactivel) encontrada pelo
decisor e a solucéo viavel mais proxima determinada pelo analista. Com 1sso, decisor
e analista estao sempre trocando informacdes até que o decisor tenha informacoes

(planos suportes) suficientes para fornecer uma solugao que seja satisfatéria para o
analista (©{y) < ¢, para e > 0).

1T ®

Y2

boe— J{u')
Y Y2

Figura 3.2: (a): 1° Iteragao; (b): 2* Iteragdo; (c¢): 3° Iteragéo.



310 Conclusao 59

3.10 Conclusao

Neste capitulo foi apresentada a abordagem para a solugio do problema de con-
trole multicritério. Através do uso adequado de resultados de programacio convexa
como a equivalencia primal-dual, além de manipulagdes basicas como relaxacgio e
projecao, fo1 possivel decompor o problema multicritério em uma estrutura de dois
niveis através da qual os subproblemas de decisio e controle 6timo podem ser facil-
mente resolvidos. Verificou-se também a validade e a aplicabilidade da abordagem,
através da garantia de convergéncia do procedimento, além de terem sido tecidos
comentarios relevanies quanto a implementagao do algoritmo em matha fechada.
A principal caracteristica desta abordagem é propiciar um tratamento unificado
para o controle multicritério, eliminando limitagdes do tratamento no espaco das
variaveis de controle e contornando completamente as dificuldades do tratamento
no espago dos critérios. Em sintese, estendeu-se o trabalho de Medanié¢ and And-
jeli¢ (1971,1972), associado ao controle min-max dos sistemas lineares quadraticos,
para problemas gerais com funcionais convexos agregados a uma funcio valor V(-)
arbitraria. A abordagem também evita, no caso de problemas convexos, o uso de
esquemas baseados no aumento do vetor de estados como proposto por Salukvadze

(1982).



Capitulo 4

Solucao de Problemas Classicos
de Controle Multicritério

4.1 Introducao

Este capitulo tratard efetivamente dos aspectos numéricos relativos & implemen-
tagdo do Algoritmo Basico. Alguns exemplos ilusirativos serao resolvidos e compa-
rados com as solugbes fornecidas por outras abordagens, discutidas no Capitulo 2.
Serdo apresentadas também algumas observacdes sobre a execucéo dos referidos e-
xemplos, tanto em relacéo ao nivel de analise quanto ao de decisio, além de informar
as condig¢bes de mnicializacdo e parada de cada execucdo. Durante todo o decorrer do
capitulo serdo apresentadas tabelas e curvas, para que os resultados obtidos possam
ser analisados com maior facilidade.

4.2 Formulacao do Problema de
Controle Min-Max

O problema de controle multicritério min-max consiste em

minmax J;(u(-))

u{-} €[
s.a &= Az(t)+ Bult), z(0) = zq. (4.1)
I={12..,m}

Tal formulagéo foi motivada pelo desejo de. na busca de uma solugao de compro-
misso entre todos os critérios, procurar o controle que minimize o pior caso, ou seja, o
critério de maior valor. Existem na literatura vérios procedimentos que se propdem

53
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a resolver o problema min-max, dois dos quais foram apresentados no Capitulo 2.
Com o objetivo de comentar o desempenho do Algoritmo Basico foram resolvidos os
mesmos exemplos utilizados pelos autores para ilustrar os seus respectivos trabalhos.

Exemplo 4.2.1 - (Medani¢ e Andjeli¢, 1971)

Exemplo 4.2.2 - (Medani¢ e Andjeli¢ (1971}, Duan Li {1990a))

0 1 0
o[33] - [1]. 7o

21 1 -1
o2 ] @e] 1 7]

81:2 RQ:E,

Exemplo 4.2.3 - (Duan Li, 1990a, 1090b)

310 10
A=|-120|B=]0 1| T=1
10 2

1 -1
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3 00 0090 0 0 0
@:i=1000]|Q:=10 2 0 |C:=}1020 0
0 00 000 001
1 040 000 0 00
Fy = 0 0|Fo=1010F=]{0020
000 0090 0 0 2

4.3 Solucgao por Medani¢ e Andjeli¢

Na Secdo 2.7 foi apresentada a abordagem proposta por Medanié¢ e Andjelié
(1971) para a solucao do problema min-max. O objetivo aqui serd o de apresentar
o algoritmo desenvolvido pelos autores.

Como foi visto antes, a etapa de minimizagdo consiste em um problema de con-
trole 6timo escalar cuja solucao analitica, bastante conhecida, é dada por (2.67).
Para resolver a etapa de maximizagao, utiliza-se a existéncia do gradiente para a-
plicar 0 método do gradiente projetado (Lasdon, 1970). As restrigoes na qual o
gradiente livre sera projetado sao as definidas pelo conjunto W' dado por (1.2). Vale
lembrar que a projegao € feita apenas sobre as restricdes ativas do problema.

Para definir a matriz que projetard o gradiente livre V(& é necessério primeiro
encontrar a sua projecao sobre a restricdo de igualdade (que por defini¢io estd
sempre ativa)

VG = VG ~ ¢egVG {4.2)

onde o vetor de dimensédo m, € = 1/4/m [1....,1], representa a restricao de igual-
dade. A partir de (4.2) é gerada a matriz

E = (4.3)

onde ¢; é um vetor também de dimenséo m, composto por m — 1 zercs e com um
1 na posicdo ¢, que serd acrescentado sempre que alguma componente w; do vetor
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ponderagao seja zero e a correspondente componente de VGp? for menor que zero.
O indice s indica que mais de uma componente pode estar nestas condicoes e neste
caso serao acrescentadas s linhas a £. Com isso, £ permite encontrar a projecao
do gradiente sobre todas as restri¢bes que por ventura estejam ativas. Desta forma
o gradiente projetado VGp é calculado como segue

VGp=[I—-F{EEVEIVG {4.4)
A partir do célculo do gradiente projetado, os autores apresentam o seguinte

algoritmo para resolver o problema min-max.

Algoritmo de Medanié¢ e Andjelié

Passo 1 - Dado o Sistema
z = Az(t) + Bu(t), z(0)= =z
e o conjunto de critérios de desempenho
T 1 .
Ji(u() = 1 [ @0Qw() + v (O Ru(t)dt + L2 (O)Fa(t), i=1,..m,
escolha w® € W, At, k. ¢ e faca k = 0.
Passo 2 - Calcule

m T b
k \ ;
Q =3 wiQi; Fr=YuwlF; R'=Y wlR;
FE=n) Py |

PE=S 1

e encontre o valor de P*(w*, .} a partir de
Pé4 PFA+ A'PF — PAS PR 4 Qb =0, PH(T) = FF,
S* = BR* 'R
Passo 3 - Encontre as componentes do gradiente a partir de
VG = é L T(ﬁ’(t)@.ixk(t) + u® (O R ())dt + %zk’(T)ﬂzk(T)
e do Gradiente Projetado a partir de
VGp* =1 — E'(EE'YE]VG,
onde u¥(t) = —RFF B/ PH(w*, t)a(t).
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<
=1

Passe 4 - Encontre o novo valor do vetor ponderacao w
wk+i — wk + hvak

Se a norma de V(Gp* for menor que ¢, u*(+) resolve o problema min-max. Casc
contrario faca k = k + 1 e volte ao Passo 2.

Apesar do algoritmo poder ser implementado em malha fechada, apenas o caso
malha aberta fo1 tratado, pols os autores nao levam em conta os valores acumulados
dos critérios para atualizar a estratégia de controle. Esta distorgao foi reconhecida
pelos proéprios autores, tendo sido corrigida em um outro trabalho que serd discutido
mais adiante. Na Figura 4.1 pode-se observar como evolui a trajetéria do sistema
durante o intervalo de tempo determinado para o Exemplo 4.2.1 e na Figura 4.2
para o Exemplo 4.2.2 sob diferentes condigoes iniciais. Estes dados foram obtidos a
partir da implementacao do algoritmo apresentado, que pode ser vista como ponto de
partida para a implementacio do nivel de andlise do Algoritmo Bésico, considerando-
se as mesmas condigdes iniciais.

Os resultados foram rigorosamente idénticos aos fornecidos pelos préprios auto-
res.

4.4 Solucao por Duan Li

Como foi visto na Se¢ao 2.9, o autor mostra que, na solugéo do problema min-
max, os critérios associados as componentes do vetor ponderacio w que sio estrita-
mente maiores do que zero possuem o mesmo valor. Como o problema é convexo, e
com isso as condigbes necessarias de otimalidade sao também suficientes, é proposto
um algoritmo que consiste em procurar um vetor ponderagao w que iguale todos
os critérios de desempenho associados as componentes estritamente maiores do que
zero. Isto dentro de todas as combinagBes possiveis entre wy, > 0 e wy, = 0 para
o vetor w. Para tal, deve ser convencionado que (') é o nimero de combinagdes de
m elementos ;7 a j, onde m é a dimensio do vetor ponderagio w e j é o niimero de
componentes wy, > 0; 7 é 0 0 conjunto de j elementos que contém os i's relativos
aw; > 0, ou seja _

§ ¢ {1,2,...m}. (4.5}

Também sao definidos os conjuntos

WiE{w: w20, Swi=1 w;>0i€5; w=0 ig8&), j=1..m (4.6)
=1
G2 2 {[Gr{w,0), ..., G, 0)] =
(4.7)
we Wi Gi(w,0)=Gi(w,0), i,k € §73}, j=1,..m



4.4

Prob. Min-Max: Solugdo por Duan Li

58
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Figura 4.2: Plano de fase do Exemplo 4.2.2.
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Temi-se abaixo o algoritmo proposto

Algoritmo de Duan Li

Passo 1 - Dado w? > 0,17= {1, ....,m}, calcule G;(w",0) a partir de (2.76).
Passo 2 - Faca 3 = m.
Passo 3 - Se 3 =1 vi ao Passo 6.

Passo 4 - Procure uma solucéo em GJ para todas as ( ;™) combinagdes de S7. Se
for encontrada uma solugdo G(w,0) € G4, pare.

Passo § - Faca j = 7 — 1 e volte ao Passo 3.

Passo 6 - Compare todos os valores extremos fazendo w; = 1, 7 = 1,...,m e escolha
o menor valor. Pare.

O autor mostra que, como o termo

Wiy oy Wiy ) — I (w1, oy W) (4.8}

é decrescente em relacao a w;, quaisquer que sejam i e m, os valores dos critérios
podem ser aproximados (e eventualmente igualados), aumentando o coeficiente w;
do objetivo de maior valor (J;,,.) e diminuindo o coeficiente associado ao de menor
valor (J; ., ), em relagéo & iteragao corrente. O autor sugere o seguinte procedimento
para alterar os valores de w; — J;__ e w; — J;___. para a préxima iteracio.
B4+l .,k ok R ,
wi T = wl + (W) = Tnin (W), wi —

imax

wf‘“ wf-“ - c[me(wk} — Jminlw®)],  wy - J; (4.9)

tmin

wit' = wk, wio i, L £

; ou J; v=1,....m

MGT min?

onde o pardmetro ¢ deve ser ajustado para garantir que w € W.

A seguir tem-se os resultados para o Exemplo 4.2.3 encontrados pelo autor u-
tilizando este procedimento. Para este exemplo, com vl = 0,3 e wd = 0,5 e 0
valor do parametro ¢ = 0,005, as equagbes {2.77) foram resolvidas pelo método de
Runge-Kutta de 42 ordem, com tamanho do passo 0.01. O procedimento chega ao

final quando a diferenca entre os critérios nao for maior que 0,0001. encontrando a
solucéo na 15% iteragio (ver Tabela 4.1).
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i k i th l Wy t Jilu) | Sy ! Ja(u) l
1 ] 0,300000 | 6,500000 i 30,4838 | 31,8052 | 44,7345
2 | 0,228746 | 0,500000 | 36,3602 | 33.0938 | 35,3988
3 1 0,245078 | 0,483660 | 34,7847 | 33,8470 | 35,4079
4 |0,245078 | 0,475863 | 34,8334 | 34,2687 | 34,6289
5 1 0,247902 | 0.,473039 | 34,5880 | 34,3998 | 34,6228
6 |0,247902 | 0,471925 | 34,5940 | 34,4604 | 34,5151
T | 0,248570 | 0,471256 | 34,5370 | 34.4914 | 34,5133
8§ | 0,248798 | 0,471028 | 34,5176 | 34,5020 | 34,5123
9 | 0,248877 | 0,470950 | 34,5110 | 34,5056 | 34,5123
10 | 0,248877 | 0,470916 | 34,5112 | 34,5075 | 34,5092
111 0,248895 1 0,470987 | 34,5096 | 34,5084 | 34,5091
12 1 0,248902 | 0,470891 | 34,5091 | 34,5086 | 34,5091
13 1 0,248902 | 0,470889 | 34,5091 | 34,5088 | 34,5089
14 | 0,248903 | 0,470887 | 34,5090 | 34,5088 | 34,5090
15 | 0,248504 | 0,470886 | 34,5089 | 34,5089 { 34,5089

Tabela 4.1: Iteragdes do Algoritmo de Duan Li.

4.5 Solugao por Programacao Convexa

Como foi visto anteriormente (Segao 3.5), a solugéo do problema min-max pelo
Algoritmo Basico consiste em fazer V(y) = |ly — yll= e y = 0. Analogamente
ao que foi feito por Medani¢ e Andjelié¢ (1971). o problema min-max do nivel de
analise foi implementado a partir do método do gradiente projetado. Com isso, a
implementacao do nivel de andlise torna-se similar ao procedimento daqueles autores,
enquanto que o nivel de Decisdo consiste em um problema de otimizacao linear, ja
comentado na Secao 3.9. Consequentemente, na implementagao do Algoritmo Bésico
para solucao do problema min-max usou-se o algoritmo de Medanié e Andjelié¢ para
o nivel de analise e para o nivel de decisdo foi usada uma funcao do MATLAB
para problemas lineares. Os valores dos estados em cada instante de tempo foram
calculados a partir da solucao da equacgo diferencial

i=(A—BK)z, K=R1BP (4.10)

usando-se 0 método de Runge-Kutta de 4%ordem com tamanho de passo fixo. J4
o calculo dos valores dos funcionals {que determinam o valor do gradiente livre) foi
feito a partir do método de integracio de Simpson.

Os comentéarios que serdo feitos a seguir sobre a execucio do nivel de analise
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(71, L 22, | w1 | w2 | ws| wi | wp | wy | Ji(u) | Jo(u) | Ja(u) |
0 110,8511,02]|1,02|0,00]|0,00;: 1,001 0,85 0,64 1,02
0] 0,5:021]0,2610,2610,000,00) 1,00 0,21 0,16 0,26
01-05102110,26:0,26 10,60 0,00 1,00 0,21 0,16 0,26

Tabela 4.2: Solucio do Exemplo 4.2.1 - via projegao.

servirao para todas as secoes que seguem. O passo 6timo a que faz a atualizacao de
Wt = wf o VG‘; (4.11)

é determinado a partir de uma rotina de busca unidimensional na qual foi usado
o método de Fibonatti. Sempre que um elemento do vetor w for menor do que
10™% este é considerado zero. Observou-se que grande parte do esforco computaci-
onal concentra-se na busca unidimensional, e este pode ser reduzido ajustando-se
o ndmero de elementos da série de Fibonatti para um valor suficientemente peque-
no de forma a nao comprometer a precisao do passo a ser calculado. O nivel de
analise assume como critério de parada o valor da norma do gradiente projetado
[VGE]l < 1072 ou se o passo étimo a < 107¢. O procedimento termina quando
O(y) <1073

A seguir tem-se a solucdo dos Exemplos 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3. O Exemplo 4.2.1
foi resovido para ¢ = [0 1], 2o = [0 0,5) e zp = [0 — 0,5]’, que sdo as mesmas
condigoes iniciais consideradas no trabalho de Medanni¢ e Andjeli¢ (ver Fig. 4.1).
sempre inicializados com w® = [0,5 0,2 0,3]". Os resultados encontram-se na Tabela
4.2; o Exemplo 4.2.2 foi resolvido para as condigbes iniciais

SHNBREAES!
HIRAENE]

(as mesmas utilizadas por aqueles autores - Iig. 4.2) todos inicializados com w =
[0,5 0,5]" {ver Tabela 4.3), Note que os resultados para condicbes iniciais simétricas
sao idénticos devido ao fato da solugio ser uma forma quadratica em zg (2.15).
O Exemplo 4.2.3 foi resolvido apenas para 2o = [2 2 — 1] (Duan Li, 1990a), e
inicializado com we = [0,3 0,5 0,2]. Para o Exemplo 4.2.3, as Figuras 4.4 e 4.5
apresentam a evolucdo dos estados e do controle respectivamente. Quanto a solugéo
destes exemplos perceba que, para os Exemplos 4.2.1 € 4.2.2 tem-se T = oc, e com
isso a equacao diferencial de Riccati passa a ser uma equacao algébrica e o valor
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de sua solugdo é constante para todo o intervalo de tempo. Este resultado diminue
o esforco computacional e o espago em memdria, uma vez que, quando 7' € finito,
torna-se necessario calcular e armazenar os valores de P em cada instante de tempo
para que seja possivel encontrar o valor dos estados nos instantes correspondentes,
enquanto que, se T = oc s6 sera necessario calcular P{0} e entao usar este valor,
que é constante, para todo o instante de tempo. Para uma melhor visualizagao, a
Figura 4.3 mostra como evolue a solugio de P para o Exemplo 4.2.1, onde T' = oc
(ver Figura 4.3).

O fato da solucéo ter se dado sempre em pontos extremos (ver Tabelas 4.2 ¢
4.3) tem como causa a dependéncia de w com zo. Em Medani¢ e Andjeli¢ (1971)
foi realizado um mapeamento das possiveis combinagdes dos critérios em fungao do
estado inicial. As regides em que existermn combinacdes de mais de uin critério na
solucio sdo bastante estreitas, prevalecendo as regides puras, nas quais as solugoes
equivalem a minimizar apenas um dos critérios. Neste caso, o algoritmo ao fornecer
uma solugio deste tipo, indica, dentres os critérios, aquele que melhor se adequa ao
sistermna, considerando-se a condigao inicial dada.

I Tig ‘ T2 | Wi § Y2 ! Wy l wy 1 Ji{u) ! Jo(u) i
0 5 39,53 39,53 | 1,00 | 0,00 ¢ 39,53 | 29,65
0 -51 39531 39,53 | 1,60 | 0.00 | 39.53 | 26,65
5 01 40,45 40,45 | 0,00 | 1,00 | 2943 | 4045
-5 0 4045 40,45 | 0,00 | 1,060 | 2943 ] 40,45
5 51116,56 | 116,56 | 1,00 | 0,00 | 116,56 | 96,79
51 -5 1 4340 43,40 | 0,00 | 1,00 | 21,35 | 43.40
-5 51 43,40 43,40 | 0,00 ; 1,00 | 21,35 | 43.40
-5 1 -D 116,56 116,56 | 1,00 1 0,00 | 116,56 | 96.79

Tabela 4.3: Solugao do Exemplo 4.2.2 - via projecéao.

O uso desta estrutura multinivel para resolver o problema min-max linear qua-
dratico pode parecer dispensavel, uma vez que o algoritmo de Medani¢ e Andjeli¢
fornece rigorosamente a mesma solucdo. Mas deve-se sempre ter em mente que a-
quele algoritmo pode ser considerado como um caso particular desta abordagem, e
como tal resolve apenas o problema a que se propde (min-max linear quadratico). O
uso de funcionais de outra natureza, como por exemplo, funcionais nao diferencidveis
e a escolha de um outro critério gue nao seja ¢ do problema min-max inviabiliza
completamente a outra abordagem.

Comparagodes com a abordagem de Duan Li serao feitas na secdo que tratara do
problema de Salukvadze, pois os comentarios que serdo feitos aplicam-se inteiramen-
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Figura 4.3: Evolugao de P - Exemplo 4.2.1.
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Figura 4.4: Evolugéo dos estados - Exemplo 4.2.3.
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Figura 4.5: Evolucgao do controle - Exemplo 4.2.3.

te ao procedimento para solu¢do do problema min-max.

4.6 Formulagao do Problema de Miltiplos Alvos

Imagine o seguinte cendrio: numa reuniao que decidiréd quais pontos estratégicos
serao atingidos por ataques de misseis, os oficials se deparam com dois dilemas. No
primeiro, um alvo de extrema importancia nao possul uma posicac bem definida
e sim urna série de possiveis posicoes e no segundo, em determinada regido exis-
tem véarios alvos com coordenadas e importincias distintas. Em ambos os casos
seria extremamente carc e ineficiente enviar um missel para cada posicao. Entao,
decidindo-se por enviar apenas um missel, como escolher a melhor coordenada em
relagdo a posicao de maior probabilidade ou importancia. Estes comentéarios servem
de motivagdo para o Problema de Miltiplos Alvos (PMA), que possui uma natureza
multicritério e cuja solucao sera discutida nas préximas secoes.

Em um frabalho posterior ao que foi discutido na Secao 2.7, Medani¢ e Andjelié
{1971) usam teoria de jogos para a formulacdo do PMA. Tem-se entdo o problema

minmax Ji{u{-}) 1=1,2,...,m

u() i€l
(4.12)

s.a &= Az(t)+ Bu{i), z(0) = xo,

sendo

Lo g L1 T
Jilu()) = §($(’I)—$)F(:E(T)w:z:‘)+§jg {(z = 2YQz — 2') + w'Ru)}di. (4.13)



4.7  Prob. Mult. Alves: Solugdo por Medanié e Andjeli¢ 65

onde os vetores z' representam as coordenadas das posicoes que serao levadas em
conta no problema.

Apesar de possuir uma formulacao semelhante ao problema min-max, discutido
nas segoes anteriores, o carater multicritério do PMA estd nas diversas coordenadas
(z*, ¢ = 1,m) que sdo referéncias para o estado final de um mesmo sistema e portanto
cada critério terd as mesmas matrizes de parametros (J, F e F, enquanto que no
problema min-max o cardter multicritério estd exatamente nestas matrizes. Perceba
que, como no problema min-max, esta formulacio nao possul um ponto de sela,
sendo necessario fazer uma transformacao através do problema ponderado

minmax Y wiJi(u{-))
u{-) weW i1 (414)

s.a = Az(t) + Bulf), z(0) = zq.

onde W esta definido em (1.2). A seguir tem-se o exemplo que foi usado como
ilustracdo para o problema de miltiplos alvos.

Exemplo 4.6.1 - (Medanié e Andjeli¢, 1972)

4.7 Solucao por Medani¢ e Andjelié

Os Teoremas 2.2 e 2.3 sdo invocados para mostrar que o problema (4.14) possui
um ponto de sela e que a solucéo de (4.14) é também solugéo de (4.12).

Com a propriedade de ponto de sela de {4.14} € possivel permutar os operadores
min-max

min max ;wdi(u('))mgggi G{w) (4.15)
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onde .
Glw) = mg? > wididu(’))
vt 1=1
1T, , , 1 \
= mm—f (2'Qz — 22'Qz, + ' Ru)dt + —x(T)Fz(T)— {4.16)
x() 2J0 2
™ ” T .
~z(TYFzy+ 1> wiz’ (f Qdt + F) T
i=1 o
e

T, = Zc,-:ci (4.17)

1=l

Perceba que (4.16) é equivalente ao Problema do regulador linear nao homogeneo,
cuja solugao ¢ da forma (Medanié e Andjelié, 1972)

u(t) = —R'B'P(t)z(t) — RT'B'V(w,t)z,, t€][0,T)], (4.18)
para a trajetoria
t=(A~SP)z—SVz,, 2(0)=z0, (4.19)
e para o valor do critério de desempenho’
™ R T . .ﬂi ,
G(w) = %;w;;‘c‘ (/0 Qdt + F) x' + §x0P(u;, O)zo+

T (4.20)
+zVz, — 2] (j VSV dt) Tg
o

onde P{-) satisfaz & equacao matricial de Riccati (2.11} e V{w, -} satisfaz & equagao
diferencial matricial linear

V+(A-SPYV -Q=0, V(I}=~F, (4.21)

S=BR'FB (4.22)

A solugao para o problema {4.14) consiste agora em resolver o problema de
mMaxIimizagao

_ N A 3%
max Glw). (4.23}

que € o ponto de maior dificuldade no desenvolvimento do algoritmo proposto pelos
autores.

*Observe que as matrizes 4, B, @, K e ¥ podem ser variantes no tempo, que fol o caso
considerado pelo autor. Manteve-se a notagio original.
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Para entender melhor o comportamento da solucaoc do PMA com a condigao
inicial, os autores mostram que, como o controle calculado por (4.18) sé depende de
w através do seu segundo termo e mesmo assim a dependéncia € linear, é possivel
estabelecer uma relacio entre o controle étimo u*(-} = u(w*,-) e a dependéncia de
w* com a condigao inicial ze.

Primeiro os autores lembram que, como no problema min-max, o plano de fase
do PMA é dividido em subregides de acordo com a condigao inicial, sendo que agora
pode haver subregides vazias. Por outro lado existem regides onde w™ nao depende
do estado inicial (caso em que algum w! = 1). As regides de interesse sdo aquelas
em que o valor do vetor ponderagdo w é funcio do estado inicial. Estas regides
sdo aquelas em que existem mais de um w] > 0, pois neste caso os valores das
componentes de w”* dependemn do valor de xo.

Considerando uma regido particular, onde apenas 1 < k& < m componentes do

« . . A . .

vetor w sido malores que zero, representadas pelo conjunto R = {j : w; > 0}, é

necessario obter a dependéncia apenas de w;, j € B com a condicdo inicial, uma

vez que as outras componentes sdo conhecidas, pois sdo iguals a zero. Introduzindo
m

o Multiplicador de Lagrange A associado & restrigio » w; = 1 na fungao (4.20) e
=1

diferenciando em relacdo a w; e A, tém-se as seguintes condicoes de otimalidade para

o problema de maximizacao:

" . o, . )
> wizt M2l ~ A= §x’ (N4 Fyr'+oVz', 1=1,..,m (4.24)

jER
JER
onde

T
M= / VISV dt (4.26)
G

T
N= f Q di (4.27)
0
Colocando as condigdes de otimalidade (4.24)-{4.25) na forma matricial e assumindo,

sem perda de generalidade, que as &k primeiras componentes de w sao positivas,
obtém-se

Z| | = 2(xp), (4.28)
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onde
i ~1 LVin 4 Fygd 'Vl
—1 +37 (N Fla’ +zpVa
E :
,_ : o) = , : 4.29
i 11 .1 0 ] 1

e cada elemento de E € R¥** é definido como Ej; = 2" Mz7,
Tem-se finalmente a expressao que explicita a dependéncia de w™ com a condig¢ao
inicial zg
]
= 77 z(xy), (4.30)
Wi

A

Perceba que, como Z é independente de zy e z é uma funcao linear de zg, entao
w* é também uma funcio linear da condicio inicial. Porém esta linearidade muda
com a transicao de uma subregiio para outra no plano de fase, caracterizando uma
dependéncia linear por partes de w* em funcéo de .

Para o caso do sistema em malha fechada, sabe-se que a estratégia de conirole
sera funcao do estado corrente e do valor acumulado dos critérios durante o intervalo
de tempo decorrido. Este valor acumulado até o instante ¢ serd representado por

pelf

=5 ((z —2YQz — 2y +u'Ru) di. i=1,.,m (4.31)

O problema (4.14) fica entao na forma

T
max wid; + Glw) |, 4.32
g (St ). (432
sendo que agora o controle se refere ao intervalo [t, 7.

Fazendo um desenvolvimento analogo ao que foi feito no caso do sistema em
malha aberta chega-se & seguinte relagao entre o vetor w”, o estado corrente e o

vetor J = [Jlajzw--a']fc]"

=
g
s

=Z7 %z + 27 L, (4.33}

&
kol
@



4.7  Prob. Mult. Alves: Solugio por Medanié e Andjelié 69

Perceba que agora o vetor ponderagao w™ passa a ser uma funcao linear por
partes do estado corrente e do vetor J. Consequentemente, através de {4.18), esta
mesma dependéncia se reflete no controle.

Apesar da facilidade de se encontrar uma solugho analitica para a funcao de
maximizagao (4.23), o que tornaria o procedimento extremamente simples, a im-
possibilidade de se determinar com precisio as fronteiras das diversas subregides
fez os autores optarem por uma estratégia baseada no algoritmo do gradiente pro-
jetado, que foi apresentado na Segdo 4.3. Neste caso, como as equagdes (2.11) e
(4.21) sao independentes de zg, 0 passo em que sdo computadas fica fora do laco
de maximizagao, diminuindo o esfor¢o computacional e facilitando o procedimento,
principalmente para o sistema em malha aberta. Para o caso do sistema em malha
fechada, novas matrizes P, V, e M devem ser computadas apés a atualizagao de

t = t 4+ A1, Abaixo é apresentado o algoritmo desenvolvido pelos autores para o
sisterna em malha fechada.

Algoritmo de Medani¢ e Andjeli¢ - PMA
Passo 1 - Dado o Sistema
z = Ar(t)+ Bu(t), z(0)=xz¢
e o conjunto de critérios de desempenho

Ji(u(-)) = %Q('T(T) — ' VF(2(T) — )+
+3 [ (@~ 2YQ —a) + wRw)dt, i=1,.m,

escolha w® € W, At, h,e. FacaJ =0,k =0et = 0.

Passo 2 - Calcule P*(0), V#(0) e M*(0)a partir de
P* 4+ P*A 4+ APK — PRSEPE L Q= 0, PHT)=F,

Vi (A=~ SPEYVE—Q =0, VHT)=~F,
MF—VFSVE =0, M t)=0

S*=BR"B.
Passo 3 - Calcule z, a partir de

m .

2

Fg = g w;xr
=1
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Passo 4 - Encontre as componentes do gradiente a partir de
k 1 1‘! T z i b 5 1'.’ .
VG; =37 (N+ Fizt + zggVa' —a" Mae, + J;, i=1,..,m

e do Gradiente Projetado a partir de

VGp* = [I - E/(EE)1E|VGE.

Passo & - Encontre o novo valor do vetor ponderagao w
w*t = w* + AVGP

Se a norma de VGp* for menor que € v4 ao Passo 6, caso contrario volte ao
Passo 2.

Passo 6 - Encontre o valor de z{f + At) a partir de
t=(A—-5P)r—SVz,, z(0)=z¢
e de J{{ + At) a partir de
Ji=(z - 2YQ(z — 2') + 'Ru, Ji{0)=0, i=1,..,m
Se ¢ for maior do que 7 pare. Caso contrério faca
te—t+ AL, zge—a{t+ Al e Jye J{t+ AL

e volte ao Passo 2.

Este algoritmo foil executado para encontrar a solugido do Exemplo 4.6.1. A
divisdao do plano de fase nas diversas subregides, em funcdo da condicéo inicial, €
mostrada na Figura 4.6. Perceba que, as subregides indicadas com a letra [ corres-
pondem aquelas onde todos os elementos do vetor w sao estritamente maiores do
que zero. Os limites destas subregides ndo foram perfeitamente determinados pois,
segundo os autores, a precisdo necessaria para isto exigiria um tempo de computagio
exXCcessivo,

A Figura 4.7 mostra os valores dos elementos das matrizes P, V, e M no intervalo
0,7 As matrizes P, V, e M sdo as mesmas qualquer que seja a condigdo inicial,
desde que seja mantido o intervalo de tempo, significando que, caso a condigao inicial
fosse alterada estas matrizes ndo precisariam ser recalculadas novamente.
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Figura 4.7: Elementos de P, V e M em fung¢ao do tempo.
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4.8 Solugao por Programacgao Convexa

Nesta secao o problema de multiplos alvos sera resolvido através do Algoritmo
Bésico. Da mesma forma que no problema min-max, a norma {,, p = oc fard o
papel de V(.), sendo que y = 0. O problema fica entao formulado como segue

min, iyl - (4.34)

Para implementar o nivel de decisao foi utilizada as facilidades do MATLAB, ja
citado anteriormente. Com isso inexistin qualquer dificuldade computacional nesta
etapa do procedimento.

O nivel de andlise consiste no seguinte problema

xmin < w,J(u(:))—y >
maxmin < w,J(u(")) -y

(4.35)
s.a  z= Az(t)+ Bu(t), z(0) = zq,

O fato do PMA ser um problema do tipo min-max faz com que a formulacdo do
nivel de anélise seja idéntica ao problema resolvido por Medani¢ e Andjelié, visto na
secado anterior. Além disso, como no PMA para problemas lineares-quadraticos, a
exemplo do que ocorre para o problema min-max, € garantida a diferenciabilidade da
funcao dual em qualquer ponto do seu dominio, podera ser feito uso de um método
baseado em gradiente projetado para resolver o nivel de analise.

Os aspectos computacionais da implementacdo do Algoritmo Basico sdo os mes-
mos feitos para o problema min-max na Se¢do 4.5, acrescentando-se o fato de que,
como a equacao de Riccati {2.11) e a equagho que determina V (-} {4.21) s&o inde-
pendentes de zv, sé precisam ser resolvidas uma vez para malha aberta e uma vez a
cada passagem pelo nivel de anélise para malha fechada. diminuindo o esfor¢o com-
putacional em relagdo ac problema min-max visto na primeira parte deste capitulo.
Durante a execucao foi observado que, apesar da solugdo do problema min-max en-
contrada no nivel de analise satisfazer o problema no nivel de decisao {pois p = oc),
o que teoricamente levaria o algoritmo a enconirar a solugao na primeira iteragio
{8(y") < €), sempre que o problema linear do nivel de decisao néo era inicializado
com o valor de w” encontrado pelo nivel de andlise, este encontrava uma nova so-
lugio y' em que |8(y*)| > €, fazendo com que o algoritmo levasse varias iteracoes
para encontrar a solugido desejada. Este comportamento deve-se ao fato de que,
como o nivel de decisdo estd formulado no espago dos objetivos, o plano de corte
determinado por w pode coincidir com uma aresta da curva de trade-off, fazendo
com que a norma infinito encontre solugoes multiplas. Desta forma nio se garante
que a solugdo encontrada pelo nivel de decisao seja uma solugdo eficiente (ver na
Figura 4.8 uma representacao em duas dimensoes de como o decisor pode encontrar
solugbes multiplas}.
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Figura 4.8: Solugbes muiltiplas usando norma infinito.

Este problema foi facilmente contornado inicializando-se o nivel de decisao com
o valor de w?, o que computacionalmente falando, equivale a dar ao problema {4.34)
uma solugao factivel inicial que, no caso, equivale & solucdo étima devido a natu-
reza das solugdes encontradas pela formulagdo min-max (anélise) e norma infinito
(decisao).

(RIT ] sl wo| yslw | we | ws [A(u)] Ja{w) | Js(u) ]
011 1] 645] 592] 842 0 10,50 | 050 | 645] 5571 842
0.1 110 | 28,10 | 28,08 | 29,92 | 0 | 050 | 0,50 | 28,10 | 28,08 | 29,92
1T ] 1] 7,90] 3,04 11,18 0 10,50 | 0,50 | 7,90 3,94 1118
1 10 | 26,35 | 28,97 | 27,36 | 0 | 0,50 | 0,50 | 26,35 | 28,97 | 27,36

Tabela 4.4: Resultados encontrados - abordagem via projecio .

A Tabela 4.4 apresenta os resultados encontrados. todos na primeira iteracao.
Note que aparentemente o primeiro alvo é ignorado, sendo considerados apenas os
outros dois na solugédo do problema. Isso deve-se ao fato de ser possivel integrar ao
problema preferéncias sobre os alvos. No caso estas preferéncias estao incorporadas
nas matrizes {§ e F que compbem o problema. Como estas ponderam mais a 2¢
coordenada da trajetéria do sistema, a solucio tende a minimizar esta coordenada
(ver Figura 4.10). O algoritmo foi executado para dois valores de R (R = 1e R = 10)
com 1" = 5, cujos resultados podem ser verificados na Figura 4.9. e para horizontes
de tempo T = 1 e T = 10 para R = 1, que estdo na Figura 4.10, com o intuito
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de observar a influéncia da ponderagao sobre o controle na trajetéria do sistema, e
de se proporcionar maior tempo para o sistema evoluir. Através da Figura 4.9 fica
visivel que, diminuindo a ponderagio sobre o controle, o sistema pode gastar mais
energia € em consequéncia, a trajetéria é mais rapida e a solugao mais préxima dos
alvos de maior interesse.

4
alvos| ©
3 = —
=1 ™
2 N

Z2 14 \

N

0 e
-1 4
-2

Figura 4.9: Plano de Fase Ex. 4.6.1 - T fixo, R varidvel.

4.9 Formulacao do Problema de Salukvadze

Uma forma razodvel de se selecionar um controle dentre o conjunto de controles
eficientes I' € compara-lo a solugéo utépica ou ideal do problema (vetor y). O controle
a ser escolhido como solugéo serd o que minimize a distincia entre a solugio utépica
e o conjunto I'. E nisso que consiste o problema de Salukvadze, que serd discutido
nesta se¢ao, onde a disténcia entre y e I' é medida nos termos da norma l,, p> 1.

O problema de Salukvadze é equivalente ao seguinte problema, forrnulado no
espacgo dos critérios

yEINC

i/p
min I, = (Z(y, ) p>1 {4.36)

Os valores de p mais frequentemente usados, como visto na Secio 3.9, sio p=1,
p = 2 ep = oo. Nas proximas secdes, a solugdo do problema de Salukvadze serd
ilustrada atraves do Exemplo 4.2.3, apresentado no inicio deste capitulo.
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Figura 4.10: Plano de fase Ex. 4.6.1 - R fixo, T varidvel.

4.10 Solucao por Duan Li

Analogamente ao que foi feito para a solugio do problema min-max, Duan Li
(1990b) aplica algumas propriedades do problema linear quadratico, tais como di-
ferenciabilidade e convexidade, para propor um procedimento, em que a busca da
solucdo do problema de Salukvadze consiste em encontrar o vetor w cujas compo-
nentes que sao estritamente malores do que zero equzlizem a expressao

OO so, imtom (4.37)

wy

onde "
TEY(Hu() ~ gy, p21 (4.38)

=1

O algoritmo proposto para resolver ¢ problema de Salukvadze € o mesmo apre-
sentado pelo autor para o problema min-max, sendo que (4.8) é substituida pela
expressio (4.37).

O autor apresenta os resultados relativos ao Exemplo 4.2.3 para a norma I,.
p = 2. Neste caso

J = (N(u(-y = 22,39) + (Jo(ul) — 12,39)% + 1 Ja(u(-) — 8,32)7 (4.39)

A seguir, tém-se os resultados obtidos pelo autor para o referido exemplo. Para
tal, durante a execucao do procedimento o valor de ¢ foi de 0, 0005 e o procedimen-
to termina quando a diferenca entre os elementos de {4.37) ndo for maior do que
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0,015. As outras condigdes de operacao sao as mesmas utilizadas para a execucio
do procedimento que resolve o problema min-max (Secao 4.4).

Wy wy | Ji(w) | Jo(u) | Je(u) | 22 | 2N 1 0J/0)

Wy Wi

0,20000 | 0,40000 | 39,94 | 37.87 | 26,45 | 175,53 | 127,40 | 90,6428
0,24244 | 0,40000 | 35,10 | 38,34 | 28,76 | 104,83 | 129,76 | 114,33
0,22998 | 0,41246 | 36,34 | 37,62 | 28,75 | 121,37 | 122,34 | 114,30
0,22998 | 0,41648 | 36,36 | 37,41 | 28,99 | 121.52 | 120,16 | 116,92
0,23228 | 0,41648 | 36,13 | 37,42 | 29,13 | 118,29 | 120,22 | 118,48
0,23132 | 0,41745 | 36,23 { 37,37 | 29,12 | 119,66 ; 119,67 | 118,47
0,23132 | 0,41805 | 36,23 | 37,34 | 29,16 | 119.68 | 119,35 | 118,88
0,23172 | 0,41805 | 36,19 | 37,34 | 29,19 | 119,12 | 119,36 | 119,15
9 [0,23159 | 0,41817 | 36,20 | 37,33 | 29,19 | 119,29 | 119,20 | 119,15
10 | 0,23159 | 0,41824 | 36,20 ; 37,33 | 29,19 | 119.29 | 119,26 [ 119,20
11 | 0,23164 | 0,41824 | 36,20 | 37,33 | 29,19 | 119,23 | 119,26 | 119,23
12 1 0,23163 | 0,41825 | 36,20 | 37,33 | 29,19 | 119,25 | 119,25 | 119,23
13 10,23163 | 0,41826 | 36,20 | 37,33 | 29,19 | 119,25 { 119,25 | 119,24

COp=F| ] Ot ] Qo ol =] B

Tabela 4.5: Iteragdes obtidas pelo procedimento de Duan Li, p = 2.

4.11 Solugao por Programacao Convexa

A implementacao do Algoritmo Bésico para encontrar a solugio do problema de
Salukvadze segue basicamente o que foi feito para resolver o problema min-max. O
nivel de analise permanece 0 mesmo, enquanto que o nivel de decisio muda com o
tipo de norma usada (p = 1, 2 ou oo, ver Secao 3.9). O procedimento foi executado
para as trés normas, sendo que os dados obtidos em cada uma estio distribuidos em
tabelas, apresentadas a seguir. Para p =1 e p = 0o 0 nivel de decisdo consiste em
um problema linear, enquanto que para p = 2 o problema é quadritico (ver Secio
3.9), todos resolvidos através da aplicagio direta de funcées do MATLAB. Como o
nivel de analise € o mesme do problema min-max, os comentérios acerca da execucio
do procedimento s&o os mesmos feitos na Secio 4.5.

A Tabela 4.6 apresenta os valores obtidos a cada iteracao pelo Algoritmo Bésico
durante a solugao do problema de Salukvadze para p = 1, enquanto que a Tabela
4.7 faz 0 mesmo p = 2. O resultado para p = = pode se conferido em (4.40). A
Figura 4.11 descreve o comportamento de convergéncia do algoritmo nos trés casos
considerados {p = 1, p = 2 e p = o). Note que o nimero de iteracdes variou em
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L e |y | w | ow [ ws [A(w) [ B(w) | Ja(u) |
22,39 1 12,39 8,32 | 0,181 i 0,483 | 0,336 | 43,28 | 33,38 | 29,59
22,30 | 56,00 | 8,32 | 0,170 | 0,000 | 0,830 | 33,63 | 63.04 | 19,60
22,39 1 46,50 1 21,99 | 0,477 | 0,183 | 0,340 | 26,55 | 50,62 | 26,14
22,39 {1 32,97 | 41,43 | 0,522 1 0,317 | 0,161 | 25,54 | 36,13 | 44,58
28,49 1 38,81 1 29,74 | 0,332 ;1 0,358 | 0,310 | 29,67 | 39,97 | 31,00
32,31 1 47,09 ] 19,96 | 0,222 | 0.209 | 0,569 | 34,17 | 48,75 | 21,78
29,44 1 45,56 | 24,79 | 0,312 | 0,261 | 0,419 | 30,06 | 46,21 | 25,45
26,90 | 44,21 1 29,08 | 0,426 | 0,270 | 0,304 | 27,29 | 44,60 | 29,49
99,55 | 42,53 | 25,18 | 0,297 | 0,319 | 0,351 | 20,72 | 42.37 | 2840
28,25 | 40,93 | 31,42 | 0,374 | 0,333 | 0,293 | 28,40 | 41,06 31,57
30,51 | 39,71 | 30,40 | 0,310 | 0,368 | 0,322 | 30,60 | 39,83 | 30,51
79,48 | 41,24 | 20,98 | 0,337 | 0.340 | 0,323 | 29.50 | 41.27 | 30,04
30,81 | 41,10 | 28,85 | 0,304 | 0,348 | 0,348 | 30,82 | 41,14 | 28,91
30,06 | 41,66 | 29,06 | 0,321 | 0,337 1 0,342 | 30,08 | 41,67 29.06
29,41 | 42,14 | 29,23 | 0,330 | 0,327 | 0,334 | 99.42 | 42,14 | 29.26
29,79 1 41,53 | 29,46 | 0.330 | 0,337 | 0,333 | 20,78 41,55 | 20,48
29,41 141,64 | 29,63 | 0,337 | 0,334 | 0,328 | 20,49 | 41,65 29.67

S| on| =1 o ot i) el bo| | oy

o
fond
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Tabela 4.6: Solugao do Exemplo 4.2.3 para p = 1.

=1
-3
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relagio ao tipo de norma usada. Como era de se esperar, para p = 0o o método gera
a solugido Otima na primeira iteracio, enquantio que para p = 1 o método precisou
de mais iteracbes para encontrar a solugio devido as caracteristicas de linearidade
do problema relaxado (Nivel de Decisao).

( l Y1 1 Y2 l ¥s3 ‘ wy 1 Wy l W3 | Jy{u) | Ja(u) | Ja(u) |
22,39 | 12,39 8,32 | 0,181 | 0,483 : 0,336 | 43,48 | 33,55 | 29,61
32,50 | 39,40 | 27,11 | 0,263 | 0,366 | 0,371 | 33,24 | 40,20 | 27,93
36,44 | 36,17 | 29,64 | 0,227 | 0,435 | 0,348 | 36,58 | 36,38 | 29,92
35,79 | 38,07 | 28,27 | 0,233 { 0,403 | 0,364 | 35,84 | 38,10 | 28,36
36,05 | 37,22 | 29,19 | 0,232 | 0,419 | 0,359 | 36,03 | 37,21 | 29,26

36,17 | 37,32 | 29,04 | 0,231 | 0,418 | 0,351 | 36,14 | 37,29 | 29,09

Ut | o Do) o R

Tabela 4.7: Solugdo do Exemplo 4.2.2 para p = 2.

Abaixo tem-se a solu¢io encontrada para p = oo.

y3 = 29,52 ws = 0,337 Js(u(-)) = 29,53
0y ")
l
20 p=1 &
p=2 -
15 \x ==
10 \ \
> é\
g Y
g 2 4 6 g 10 12
k

Figura 4.11: Convergéncia do Algoritmo - p=1, p=12 e p=coc.

Com relacio ac procedimento proposto por Duan Li, o Algoritmo Bésico pos-
sul a vantagem de nao depender da diferenciabilidade do problema para poder ser
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aplicado. Além disso, a forma como a abordagem via projecao utiliza propriedades
de conjuntos convexos para transformar um problema de dificil geometria, que é o
problema no espago das varidveis de controle, para um problema de grande simplici-
dade, como o mesmo problema no espago dos critérios, torna a solucao, representada
pelo Algoritmo Basico, muito elegante do ponto de vista matemético. Qutra questio
a ser levantada sobre a abordagem de Duan Li é que o procedimento possui sua e-
ficiéncia intimamente ligada a regido do plano de fase no qual serd inicializado. Se
por uma infelicidade a inicializacao do procedimento for feita em uma regiao em que
o vetor w™ solugao tenha m — 1 elementos iguais a zero e um elemento igual a um,
o procedimento passara por todas as possibilidades até chegar a esta concluséo.

4.12 Formulagao do Problema de Tempo e
Energia Minimos

Um problema cléssico de controle étimo é o Problema de Tempo e Energia
Minimos onde, dado um sistema dindmico linear, procura-se o controle que reflita
um certo comprormisso entre ¢ tempo necessdrio para levar o sistema do seu estado
inicial a um estado final desejado e a energia dispendida para tal. Sendo assim o
problema é formulado como segue

. T
i, A0 = [

T
min J(u() = [u@lka,  R=R >0 (441)

s.a T = Az(t)+ Bu(t), z(0)=aq, z(T)=z7

onde Ji(u(-)) representa tempo decorrido e Jy(u(-)) o gasto de energia. Vale a pena
ressaltar o carédter conflitante destes dois critérios, pois quanto mais rapida deva ser
a agao do controle sobre o sistema no sentido de deslocé-lo do seu estado inicial ao
estado desejado mais energia terd que ser gasta e, por outro lado, quanto menos
energia disponivel tiver o sistema mais tempo levard para alcangar o objetivo. Note
que os dois critérios sio convexos permitindo com isso a aplicacio do Algoritmo
Basico.

Para ilustrar como o Algoritmo Bésico foi usado para resolver o problema de
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tempo € energia minimos, escolheu-se o seguinte exemplo.
Exemplo 4.12.1 - (Kirk, 1970)

min Jy(u(-)) = /:dt

u(yeld

. T 2
JInin Jg(’U('))ﬂ-/ﬂ u(t)*dt (4.42)

s.a  z=-—z(t)+ult), 0=z z(T)=0

sendo que U = {ul-): |u(t)] <1, t€0,T]}

4.13 Solucao por Programacgao Convexa:
Nivel de Analise

O nivel de analise do Algoritmo Bésico para o problema tratado consiste em

L%%ux{n)%{ wyJi(u(t)) + wada(u(t)) — fwyyr + ways) (4.43)

Considerando primelramente apenas a etapa de minimizacao, tem-se

uf{f}){% widi(u(t)) + wedo(u(t)) ~ [wiys + ways] (4.44)

cuja solugdo independe do vetor y. Conseguentemente a etapa de minimizacio
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possul como solucao u*(w, ) (Kirk, 1970)

z(t) —J(2())2+ 8, para < 3—;—1 < z(t)

p-1

—1,0, para 0 < z(t) < 5

u*(w, 1) = 4 (4.45)

-1 .
+1,0, para —-?—;——— <z{tj <0

P

() +/(z(t))2+ B, para z{t) < --B——2—:~1~ <0

0, para z(t)=0

\

onde 3 = ®1 ¢ T ¢ o instante em que z{7T)=0.
W
A unicidade da solugdo {Kirk, 1970) presta um importante papel para a solucgio

da etapa de maximizacdo, pois garante a diferenciabilidade de G(w) e consequente-
mente a existéncia do gradiente em todo o dominio. sendo que

VG(w) = J{uv (w,)) (4.46)

Perceba que, como w, = 1 — w; o problema de maximizacdo é na realidade
unidimensional em w;. Contudo, por uma questdo de generalidade, manteve-se o
uso do método do gradiente projetado para resolver ¢ problema no nivel de andlise.

4.14 Solugao por Programacao Convexa:
Nivel de Decisao

Como foi visto na Segdo 3.4, o problema a ser resolvido no nivel de decisao do
Algoritmo Basico consiste em

in V 4.47
min V(y) (4.47)

onde V(-) é uma fungio crescente com respeito a y.

Para resolver (4.47) optou-se pelo método de Frank- Wolfe, nio sé pela facilidade
de implementacao, pois a cada iteracdo é resolvido um problema de programacio
linear a partir de uma aproximacao de V{-), mas principalmente porque este método
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estd intimamente associado ao método de Geoffrion, Dyer, Feinberg (Geoffrion et al.,
1972) para a resolucao interativa de problemas multicritério, que resolve problemas
com V(-) implicita. A seguir tem-se a implementacdo do nivel de decisédo a partir
do algoritmo de Frank-Wolfe

Passo 1 Escolha y® € V¥ efaca { =0
Passo 2 Resolva o problema linear

Iz, in VV Iy
¢ = arg min ()¢

e calcule a diregio
d! - ‘ff . yI

Passo 8 Determine o passo 6timo o' resolvendo a busca unidimensional
. i !
Qg V(y +ad)
Passo 4 Faca y"™*' = y' + o'd". Se ||y’ — ¢'|| < ¢, sendo ¢ > 0 suficientemente
pequeno entao pare. Caso contrario, faga [ = [ + 1 e volte ao Passo 2.

Para o exemplo proposto na Secao 4.12 foi adotada como funcéo valor
V(y) = vie?¥ + vpe®? (4.48)

por ser esta, dentre as fungdes sugeridas por Geoffrion {1966), a que melhor evidencia
o aspecto de que, qualquer que seja a fungio valor considerada, o problema no nivel
de decis@o sera sempre de facil tratamento. Note que, ¢ problema a ser resolvido é
o seguinte, no espago das varidveis de conirole

T T
N A S PO
min vyedo -+ vUpeJ0
u{-yeud (4.49)

s.a & = Az{t)+ Bu(t), z(0)=z¢. z(T)=uzr

que € de uma complexidade bem maior.
O Exemplo 4.12.1 foi resolvido para v = [1 1] e para v =[5 1]'. Considerou-se
como critério de parada para o método do gradiente projetado no nivel de anélise

(Glawh) — G*™)) < 1072(1 + ) ou (IVGE] < 102(IVGHD3) (4.50)

e para o método de Frank-Wolfe, no nivel de decisao, o critério de parada foi {y* —
y*71) < 107°, enquanto que o procedimento termina quando © < 10% (??). Nas
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Tabelas 4.8 e 4.9 encontram-se os resultados obtidos para v = [1 1] ev =[5 1}
respectivamente. Observe que, para o segundo caso o funcional relativo ao tempo
possui um peso maior do que o relativo a energia, consequentemente o decisor estara
mais disposto a um maior gasto de energia para obter uma economia de tempo. As
Figuras 4.12 e 4.14 mostram o problema no espago dos critérios, com as curvas de
nivel de V(-), o conjunto I' bem como J(u(-)} em cada iteragio e a solugao J(u*(-))
encontrada, ilustrando mais claramente a influéncia da geometria de V(-) na solugéo
do problema. As Figuras 4.13 e 4.15 mostram a evolugao dos estados e do controle
do sistema nos dois casos, os instanies em que ocorrem saturacdes do controle e a
sua dependéncia com o estado. Para o segundo caso a saturagao deu-se antes que o
primeiro caso, resultando em um maior gasto de energia. Em compensagao o sistema
chegou mais rapido ao estado final.

vl

Figura 4.12: Prob. no espago dos critérios - vy =1, v, = 1.

Como foi mencionado anteriormente, a escolha do método de Frank-Wolfe para
resolver o nivel de decisao deve-se ao fato deste ser base para a implementagao do
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&4

x(t}
E-Y

a5

tempo

1.5

25

u(t)

Figura 4.13: Evolugao do estado e do controle - v; =1, vy = 1.

G5

empo

15

25

kl Y1 [ Y2 { wy [ Wa Ji(u) I Jo(u) [ O(y) T
02,0786 0 0,5343 | 0,4657 | 2,5783 | 0,5688 | 0,5319
12,0786 | 1,1422 | 0,7845 | 0,2155 | 2,2065 | 1,3085 | 0,1362
2 12,2915 | 0,9992 | 0,6817 | 0,3183 | 2,3379 | 0,9378 | 0,0121
3 12,2660 | 1,0918 | 0,7435 | 0,265 | 2,2567 | 1,1476 | 0,0073
4 12,2451 | 1,1810 | 0.7657 | 0,2343 | 2,2273 | 1,2292 | -0.0024

Tabela 4.8: Solugao do Exemplo 4.12.2 para v, = 1, vy = 1.

método de Geoffrion et al. para a solugo de problemas multicritérios. Esta solucio
¢ interativa, ou seja, o decisor, sempre que recebe a solugdo do nivel de andlise,
informa o quanto ¢ necessario que cada critério aumente ou diminua, orientando o
processo de solugdo do problema. Este tipo de problema envolve a utilizacio de uma

fungao valor implicita que possua as caracteristicas descritas no Capitulo 3.

O método de Geoffrion et al. consiste no método de Frank-Wolfe (Secio 4.14),
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4.14

1.

Figura 4.14: Prob. no espago dos critérios - v; = 5, v
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Figura 4.15: Evolugio do estado e do controle - v; = 5, vy = 1.

|

l ¥ l Y2 | wy l Wy l J}(U) ’ J2(U-) | @(y) |
2,0786 0 0,5343 | 0.4657 | 2,5789 | 0,5660 0,53G8
2,0786 | 1,1400 | 0,7845 | 0,2155 | 2,2063 | 1,3065 0,1361
2,0786 | 1,7715 | 0,8857 | 0,1143 | 2,1055 | 1,8342 0,0310
2,1246 | 1,6860 | 0,8652 | 0,1348 | 2,1226 | 1,7123 0,0018
2,1146 | 1,7637 | 0,8857 | 0,1143 | 2,1055 | 1,8342 | -2,3107**

o Q| D] e ]

Tabela 4.9: Solugéo do Exemplo 4.12.2 para vy = 5, vy = 1.

onde os Passos 2, 3 e 4 devem ser executados com o auxilio do decisor, como segue.
Passo 2
Note que
VViy} = —. 4.51
W)= 7 (4.51)

Selecionando-se uma componente de y como referéncia é possivel determinar o
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vetor formado pelos trade-off 's entre esta referéncia e as outras componentes de y

By, .
T,-:-a%: i=1,..,m (4.52)

dy;

onde y; é a componente de referéncia. Estes trade-off’s indicam qual a variagao
pecessaria de cada componente de y, a partir de uma variagao da referéncia y;, de
forma a manter V(-) constante. Como por hipotese V(-) deve ser crescente com
respeito aos seus argumentos, entao qualquer que seja a componente de y escolhida
como referéncia tem-se

250, Viel,...m| (4.53)

Desta forma, o problema de minimizagao do Passo 1 do algoritmo de Frank-Wolfe
nio se altera se for escrito como

i : i
- 4.54
¢ =arg min ¢ (4.54)

Passo 4

O decisor pode indicar qual o valor do passo otimo o a partir da escolha da
solucio mais adequada entre os vetores y* 4+ ad® nointervalo0 <o < 1. Note que
encontra-se aqui outra conveniéncia na escolha do metodo de Frank-Wolfe, pois a
busca unidimensional é sempre feita neste intervalo.

Passo 5

O procedimento converge quando nao for mals possivel encontrar uma solugao
que forneca um decréscimo do valor de V(y) de tal forma que compense prosseguir.
QOu seja, quando o ganho entre duas iteragbes for menor do que um certo valor
pré-estabelecido.

V') = Vy™)
vyt - Viy')
A diferenca entre o método de Frank- Wolfe e o de Geoffrion et al. é que o primeiro

pode ser usado com uma fungéo valor explicita V{-) que permite o caculo do valor de
seu gradiente no ponto y', enquanto que o segundo ndo utiliza explicitamente V(-

<~ >0 (4.55)
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porém possui a informacio da variagio necessaria que cada componente de y* deve
ter para manter V(-) constante, caso a componente de referéncia varie {trade-off’s).

Com o método de Geoffrion et al. torna-se possivel encontrar a solugado de um
problema de controle multicritério fornecendo-se a cada iteragao os valores dos trade-
off’s, portanto nao sendo necessario explicitar matematicamente uma fungao valor
V(-) para o problema.

4.15 Conclusao

A abordagem proposta nesta dissertagido possui uma aplicabilidade bem superi-
or aos procedimentos aqui discutidos além de, como ja foi observado anteriormente,
possuir uma flexibilidade tal que permite o aproveitamento de caracteristicas do pro-
blema para tornar sua solugao mais eficiente. Sua grande vantagem € a capacidade
do Algoritmo Basico de se adequar a diversos tipos de problemas, sejam diferen-
ciaveis, nao diferenciavels, fungbes valores explicitas ou implicitas. Neste capitulo
de exemplos, o Algoritmo Bésico foi utilizado para resolver quatro tipos de pro-
blemas com caracteristicas bem distintas: os problemas min-max, miltiplos alvos,
Salukvadze e de Minimo Tempo e Energia. Ou seja, no mundo convexo muito pode
ser feito a partir deste procedimento.
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Conclusao Geral

O objetivo desta dissertacio foi o de propor uma nova abordagem para a solugao
de problemas de controle multicritérios, tratados no espago do critérios em lugar de
resolvé-los no espago das variaveis de controle,

Foi mostrado que um problema de controle no espago dos critérios ¢ em geral
umn problema nao convexo, com um dominio ndo caracterizavel matematicamente.
Através da aplicagio de resultados relevantes da programagdo convexa, revistos no
Capitulo 1, aliados a manipulagdes basicas, tais como, projegao e relaxagdo, foi pos-
sivel decompor o problema multicritério em uma estrutura multinivel na gual tanto
o aspecto de decisiao quanto os subproblemas de controle podem ser trabalhados
apropriadamente, transformando a abordagem do problema no espago dos critérios,
de uma abstragio nao convexa em um problema estético, convexo e de restrigoes
sempre lineares. Esta decomposi¢io em niveis permite que a tomada de decisao,
além de ser sempre feita através de um problema de otimizacao de caracteristicas
bastante favoraveis, como evidenciado anteriormente e verificado no Capitulo 3, sera
isolada da dinamica do sistema em questao. Com efeito, ficou bastante claro, duran-
te o desenvolvimento do trabalho, o quanto é conveniente esta forma de abordagem
do problema no espaco dos critérios.

No Capitulo 2 foram discutidas diversas abordagens jé conhecidas para a solucéo
de algumas classes de problemas de controle multicritérios, dentre as quais o proce-
dimento de Medanié e Andjeli¢ {Medani¢ e Andjelié. 1871,1972) e de Duan Li (14,
1990a) para o problema min-max e o procedimento de Duan Li (Li, 1990b) para
o problema de Salukvadze. O destaque da abordagem por programacio convexa é
oferecer um tratamento Unico para o controle multicritério, estendendo os trabalhos
de Medani¢ e Andjeli¢ (1971,1972), associados ao controle min-max de sistemnas line-
ares quadraticos, para problemas gerais com critérios convexos agregados por uma
funcéo valor V(-) crescente. A apresentacdo no Capitulo 4 da solugdo dos problemas
de Multiplos-Alvos, de Salukvadze, de Minimo Tempo e Energia, além do préprio
problema min-max, ilustra com bastante propriedade esta importante caracteristica
do Algoritmo Bésico. Esta abordagem também evita. no caso de problemas con-
vexos, 0 uso de estratégias baseadas no aumento de estados, como proposto por

Salukvadze {1982).
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Como trabalhos futuros planeja-se tratar os problemas de controle multicritérios
comn perturbagbes gaussianas. Uma investigacao da aplicagao desta nova abordagem
na solucio de problemas de otimizacgao em normas H; e H também é prevista.
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