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RESUMO

Este trabalho trata da solucao numeérica de problemas de miuimos quadrados
lineares para identificacdo adaptativa de sistermnas variantes no tempo. Algoritmos
recursivos tradicionais utilizando as equages normais e ponderagao exponencial dos
dados sao analisados e suas deficiéncias numéricas, na solu¢do de problemas de
minimos quadrados mal condicionados, sdo explicitadas. E proposto um nove algo-
ritmo recursivo utilizando fatorages ortogonais QR e janela mdvel de dados, nu-
mericamente estavel, particularmente recomendado para solucio computacional de
problemas inerentemente mal condicionados. Resultados de simulagao significativos
sao apresentados, ilustrando o desempenho dos seguintes algoritmos na identificacao
de um modelo ARMA : equacOes normais com ponderacio exponencial de dados,
fatoracido QR com ponderacio exponencial de dados, equacoes normais com janela

mével de dados e o algoritmo proposto utilizando fatoragio QR com janela mével
de dados.

ABSTRACT

This work deals with the numerical solution of linear least-squares problems
for adaptive identification of time-varying systems. Traditional recursive algorithms
using normal equations and exponential data weighting are analysed and their nume-
rical drawbacks for solution of ill-conditioned least-squares problems are pointed out.
It is proposed a new recursive algorithm using orthogonal QR factorizations with
sliding window on the data, numerically stable, being particularly recommended for
solution of ill-conditioned problems. Significative simulation results are presented,
illustrating the performance of the following algorithms identifying an ARMA model
: normal equations with exponential data weighting, QR factorization with expo-
nential data weighting, normal equations with sliding data window and the proposed
algorithm using QR factorizations with sliding data window.
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Capitulo 1

Introducao

Estimacio de parametros por minimos quadrados de sistemas lineares, é de
grande importancia em muitas aplicagbes, tais como : Analise de séries temporais,
comunicacdes, analise espectral, controle, etc. [2], [3], [6], {8].

A identificagéo adaptativa por minimos quadrados de sistemas lineares com
pardmetros variantes no tempo, € geralmente obtida através de algoritmos recur-
sivos utilizando as “Equagdes Normais de minimos quadrados” com Ponderagao
Exponencial dos dados, para levar em conta a maior importancia das informagoes
atuais sobre as do passado [3] [6].

A utilizacio conjunta de equagdes normais e ponderagio exponencial leva a
algoritmos recursivos simples, com baiv o custo computacional, mas com qualidade
numérica precaria, quando utilizados em problemas de minimos quadrados mal con-
dicionados, porque tanto a montagem das equag¢bes normais, quante a utilizagao da
ponderagio exponencial, pioram sobremaneira o condicionamento original, inerente
ao problema a ser resolvido [5}, [7}.

Formas alternativas de contornar este problema estao propostos neste tra-
balbo. Uma é a utilizagao de Fatoragbes Ortogonais QR ao invés de “Equagoes
Normais™ e outra é usar janela moével no lugar de ponderacao exponencial dos da-
dos. Ambas contribuem significativamente para a melhoria da estabilidade numérica
dos algoritmos e portanto da precisdo final dos resultados obtidos. Com essa mu-
danca, ou seja usando Fatoragbes Ortogonais com janela movel de dados nao hé
alteracdo no condicionamento original do problema de minimos quadrados, sendo
especialmente indicado para problemas inerentemente mal condicionados [12].



Introducao 3

No capitulo 2 além da apresentacao do problema de minimos quadrados, as
duas formas de resolvé-lo tambem serao apresentadas, ou seja, o método utilizando
“Equacdes Normais” ¢ o método baseado em Transformagdes Ortogonais.

No capitulo 3, o problema de identificacdo adaptativa de sistemas variantes
no tempo utilizando o método de minimos quadrados recursivo ¢ tratado. Para
a sua solucéo sao apresentados métodos combinando os dois enfoques, ponderagao
exponencial de dados e janela mével de dados, com as duas formas de solucéo de
problemas de minimos quadrados, ou seja, equagdes normais e fatoragoes ortogonais.

No capitulo 4, exemplos numéricos ilustram a eficiéncia computacional e a
qualidade dos resultados fornecidos pelos algoritmos descritos no capitulo anterior.

Para finalizar, no capitulo 5 sio apresentadas as conclusbes gerais sobre os
resultados apresentados e perspectivas de futuros desenvolvimentos.



Capitulo 2

Estimacao por minimos
quadrados lineares

Neste capitulo, o problema de estimagdo de parametros uttlizando minimos qua-
drados lineares € definido. Para sua solugdo sdo apresentadas duas abordagens co-
nhecidas, “equacées normais” e fatoragoes ortogonais.
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2.1 Definigcao do problema

Consideremos o problema de estimar um vetor de parametros & de dimensoes
(n, 1), solucéo da equagio de regressio linear

y(3) = ali)h(3) + w(i) (2.1)

a(z) = [a"l dgp Gy .. .(I,'n]

onde : afi) é um vetor de entrada de dimensdes (1,n), w(i) ¢ um ruido branco com
média zero e y(i) é um sinal de referéncia no instante i.

Assumindo h estacionario no intervalo 0 < k < i, a estimagao por minimos
quadrados de k no instante i, corresponde & solugio do seguinte problema de otimiza-
cao : '

[

min J(i) = k() - R(0))" Ao [A(7) — (0)] + Zj [y(k) — a(k)R (i)} (2.2)

onde : Ag é uma matriz definida positiva representando o peso da estimativa a priori
h(0) relativamente aos dados no intervalo 0 < k < z.

As propriedades de ruido branco com média zero assumidas para w(z), ga-
rantem a ndo polarizacao da estimativa h(i) {6},[8]

Podemos formular o problema de minimos quadrados(PMQ) da seguinte for-
ma matricial :

gpro = 50 Jpo-10- vy S ||, e
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onde :

Afl) = . matriz de dados de entrada de dimensdes (i,n),

Y(i) = " |, vetor dos sinais de referéncia de dimensoes (i,1),
L y(2) |

Ao = R(0)T R(0), R(0) matriz triangular superior de dimensdes (n,n) obtida da
fatoragio de Cholesky de A.

Podemos obter a solugio do PMQ {2.3) de duas formas principals : método
das equagbes normais e método de fatoragdo ortogonal. Veremos nas proximas
secbes como cada método resolve o PMQ) (2.3) juntamente com uma anélise de suas
vantagens e desvantagens computacionais.



Método utilizando equagdes Normais
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2.2 Meétodo utilizando Equacgoes Normais

Para obter a solucio do PMQ(2.3) podemos impor a condicdo de ponto es-
taciondrio :

v (i) =0 (2.4)

onde 7 J(i) é o vetor gradiente de J(i).
Isto corresponde a [5], 6], [8],

50 o~ | - 59 por-sonp = s

”

Rearranjando os termos chegamos & “equacio normal

que podemos escrever na forma condensada :

XTX[h(i) — h{0)] = XTh (2.7)
onde :
. | R(0)
v 1] o

b= { Y(i) - GA(i)h(O) } (2.9)
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A solucdo h(i) do PMQ (2.3) é obtida da solugao do sistemas de equagoes
lineares {2.7) de ordem n.

Podemos ver que o esforco computacional para obtlengdo de h{i) é devido
principalmente a :

¢ Produto de matrizes X7 X : n*(n 4 1) FLOPS
» Produto de matrizes A({)h(0) : ni FLOPS

e Produto de matrizes XTb : n: FLOPS

e Solucio do sistema de equagdes (2.6) pelo método de Cholesky : ’;—;—i— % FLOPS

onde FLOPS é o nimero de operacdes de mult. e div. de ponto flutuante.

Totalizando, temos o seguinte esfor¢o computacional

3 2

FLOPS = n*(n+ i) + P.é.., +2mi+ (2.10)

A precisao da solugao do sistema de equagdes (2.7) depende do nimero con-
dicdo da matriz do sistema X7 X.
E fécil verificar que [5] :

cond(XTX) = [cond(X)]? = {cond_[ RO ]}2 (2.11)

onde cond{.) é o nimero condigéo de (.).

Portanto vemos que o nimero condi¢ao original do PMQ (2.3), cond( [ (0; ] )

foi elevado ao quadrado na obtengao das “equagbes normais”™.
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2.3 Meétodo baseado em Transformagoes Orto-
gonais
O método de solucio de problemas de minimos quadrados lineares utilizan-

do fatoracbes ortogonais se baseiam nas seguintes propriedades das transformagoes
ortogonais [13}.

1Qzll, = llz]l; (2.12)

cond(@G) = cond(G) (2.13)

onde :
z é um vetor de dimensdes (n,1),

Q é uma matriz ortogonal de dimensdes (n,n), (QYQ = 1,),
G é uma matriz com n linhas,

Illl, € o quadrado da norma euclidiana e

cond(.) é o nimero condigio de (.).

A propriedade (2.12) permite transformar o indice de desempenho quadratico
do PMQ (2.3) da seguinte forma :

min J(0) = !l[ R((?g ] k(i) = h(0)] - [ Y(i) - ?4(5);1(0) =
-l 50 Jro-ro1-e v s )|
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min )= || § | 06) - o) - H (214)

Z

sendo
R(0) _ R “ 0 _ b
Q[ A(z‘)]"[o] ’Q[Y(f)—-Amh(O)]‘ {bzl (215)
onde :

Q matriz ortogonal de dimensées (n+i,n+i),
R matriz triangular superior de dimensdes (n,n},
b, vetor de dimensoes (n,1) e

b, vetor de dimensoes (i,1).

A matriz Q pode ser sempre obtida de forma eficiente e numericamente estavel
através do produto de uma sequéncia de matrizes de Householder ou Givens [13].

Para a obtencio da matriz [ }g ] e do vetor [ 21 ], nao é necessario construir Q
| 2
explicitamente [13].
Devido & estrutura de 1([]2 , é facil verificar que a solugao do PMQ (2.3) é

obtida da solugao do seguinte sisternas de equagoes :

R{h(z) — h(0)] = b, (2.16)

Baseado em (2.13) e (2.15) temos :

R(0 R
cond{ A(z; } = cond[ 0 ] = cond(R) (2.17)
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mostrando que a solugado do PMQ (2.3) através de (2.16) ¢ feita sem nenbum agra-
vamento do condicionamento original do problema.

O esforgo computacional para obtengao de h(i) solugao do PMQ (2.3) é devido
3 obtencio de R e by (2.15) e solugdo do sistema triangular de equagdes (2.16).
Utilizando matrizes de Householder para obtengao de R e by e substituicdo regressiva
para solugio do sistema (2.16), o esforgo computacional para obtengao de h{i) é
estimado em :

e obtencao de R(0)(fatoragio de Cholesky) : ﬂé FLOPS
¢ obtencio de Re b; : n*(n+i— %)+ 2n® FLOPS
¢ solucéo do sistema triangular (2.16) : 521 FLOPS

onde FLOPS é o nimero de operagoees de muitipiicagﬁeé de ponto flutuante.
Totatizando, temos o seguinte esfor¢o computacional

FLOPS = n¥(n+ i~ %+ g) (2.18)

Comparando os métodos das equagbes normais e fatoragdes ortogonais na
solugdo do PMQ (2.3), conclue-se que :

— a diferenca do esforgo computacional requerido pelos métodos das “e-
quacbes normais” e fatoragdo ortogonal é pequena veja (2.10) e (2.18), podendo
ser considerados como equivalentes. A principal desvantagem das “equagoes nor-
mais” é o agravamento do condicionamento original do PMQ (2.3), que ¢ elevado
ao quadrado, veja (2.11).

— a principal vantagem do método das fatoragbes ortogonais € a qualidade
numérica de seus resultados, devido & manutengao do condicionamento original do
PMQ (2.3) veja (2.13), o que torna este método particularmente recomendado para

(2)

problemas inerentemente mal condicionados (cond { i(O) } alto).



Capitulo 3

Identificacao Adaptativa de
Sistemas Lineares variantes no
tempo

A identificacdo adaptativa por minimos quadrados lineares de sistemas varianies
no tempo, € geralmente obtida através de algoritmos recursivos utilizando as equagoes
normais de minimos quadrados com ponderagao exponencial dos dados, para levar
em conta a maior importdncia das informagées atuais sobre as do passado [3], [6].

O uso das equagdes normais, conforme mostrado na secao 2.2 agrava o condici-
onamento original do problema. O uso de ponderagdo exponencial tambem contribui
para o agravamento do seu condicionamento, fazendo com gue o uso conjunto de
“equacdes normais” € ponderagdo ezponencial de dados néo seja recomendado para
problemas inerentemente mal condicionados.

Formas alternativas de contornar este problema, a utilizagdo de fatoracao or-
togonal QR no lugar das “equagies normais” € janela mével de dados no lugar de
ponderagdo exponencial de dados, sio apresentadas neste capitulo.

Na secdo 3.1, o problema de minimos quadrados com ponderagio erponencial
dos dados € definido e para sua solugio recursiva $ao apresentados e discutidos
um algoritmo baseado nas “equagoes normais” € um algoritmo vtilizando fatoragoes
ortogonais QR.

Na secdo 3.2, o problema de minimos quadrados com janela movel de dados serd
tambem definido € para sua solugdo sdo apresentados e discutidos um algoritmo

12
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baseado nas “equagbes normais” e um novo elgoritmo complelamente baseado em
transformagées ortogonais QR [12].
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3.1 Meétodos de minimos quadrados com Ponde-
ragao Exponencial dos dados

3.1.1 Definicao do Problema

Os algoritmos que iremos apresentar se baseiam nos métodos apresentados
no capitulo anterior.

Com 2 finalidade de seguir as n3o estacionaridades de um processo, um fator
de esquecimento exponencial W é introduzido a0 PMQ (2.2). Da mesma forma,
considere o problema de estimar um vetor de parametros h de dimensdes(n,1) com
variagdo temporal lenta, solugio da equagao de regressio linear dados em (2.1),
entio, assumindo h constante em 0 < k < i, a estimagao por minimos quadrados de
h no instante i, corresponde & solugdo do seguinte problema :

%lj(i) = [h{i) — R(0)]7 Ao [R(2) — R(0)] +E Wik y(k) — a(B}R(1)P  (3.1)

onde : Ag = R{0)TW?*R(0) é uma matriz definida positiva representando o peso
da estimativa a priori h(0) relativamente aos dados no intervalo 0 <k <1e Wéo
fator de esquecimento 0 << W < 1.

Sendo assim podemos formular o nosso problema de minimos quadrados com
ponderacio exponencial dos dados (PMQPE) na seguinte forma matricial

o WiR(0) . 0
Tin () = M W(i)A(7) ] k(i) = h(0)] - [ W)Y () — AG)R(O)) ] o 6D
onde
Wi ]
W(i) = h W2 de dimensoes(i,1) (3.3)
‘/V
1
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a(1) ]
A(l) = a,(:2) matriz de dados de entrada de dimensdes (i,n),
L a(z)
[ y(1) ]
i ¥(2) . T
(i) = .~ |, vetor dos sinais de referéncia de dimensdes (1,1),
| 3(9)
fazendo
X(i) = [ ﬁvf@ﬁ%) } (3.4)
Bi) = | oo (3.5)
W)Y (z) — A(1)R(0))
Podemos escrever (3.2) recursivamente da seguinte forma
I = WX(—1) - 3 Wh(i - 1)
0= “[ a(i) } [A(i) - A(O)] { y(5) — a(i){(0)) ] )
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3.1.2 Algoritmo Recursivo utilizando as “Equagoes Nor-
mais”

Para o PMQPE(3.6) a equagio normal no instante i ¢ dada por

(W2XT (i~1)X (i-1)+a” ()a(i)][(E)~h(0)] = wa(f—l)b(«'—z)+aT<z'){y(z')—-fz(z‘)f;(on
~ 3.7

No instante i-1, a equagdo normal é :

XT(i = 1)X (i — D[h(i - 1) - 2(0)] = XT(i — 1)b(i — 1) (3.8)

Multiplicando (3.8) por W? e incorporando adequadamente a’(i)a(1), temos:

[aT(})a(i) + W2XT(i — )X (¢ = D}[R(: = 1) — h(0)] =

W2XT (i —1)b(i — 1)+ aT (D)a(2) (1 ~ 1) — h{0)] (3.9)

Subtraindo (3.9) de (3.7), temos :
W2XT (i =) X (i —1)+a"(D)a(D)][A(5) = k(i — 1)] = a” (i) [y(i) - a(i)h(i —1)] (3.10)
onde a solugao é dada por

h(i)—h(i=1) = [W?*XT (- 1)X(i—1)+a” ({)a(i)] e’ ()){yli} —a(i}h(: - 1)] (3.11)
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definindo

SG-1)=WXT(i - )X(i - 1) (3.12)

5@) = W2 XT(E - 1)X (G - 1) + a7 (8)a(s)] (3.13)

Pelo Lema de Inversao de Matrizes na secao A.4 temos

1 S(i — 1)a”(i)a(i)S(i — 1)

S6) =g (S -1) - W2 4+ a(:1)S(i — 1))aT{i) (3.14)
definindo
L S(i — 1)aZ (i)
90) = 8 = DT () (3.15)
temos entao ;
S(0) = 373 156 = 1) ~ g(i)ai)S(i = 1) (3.16)

Através da equacio (3.16), fazendo alguns acertos algébricos :

(i) = S(i — 1)aT (1) W2+ a(1)5(i — 1)a”(1) — a(1)5(i = 1)a” (1) _
P = W21 a(d)S( — 1)al (1) e -

_ W2+ a(i)S(i — 1)a”(i)S(i ~ 1)a”(s) — S(i — 1)aT (1)a(i)S(i ~ 1)a” (i)
WEW? + a(1)S(i — 1)a? (1))
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_ —WI—;S(z’ _ 1)a (i) - ﬁ%g(i)a(i)S(i ~ 1)aT(3)

finalmente

0li) = 77 [S( = 1) ~ ¢()ai)S (i = )"

Substituindo a equagao (3.16) na tltima equagao temos :
(i) = S(i)a" (3) (3.17)

Para o cilculo dos paradmetros h(i), temos que, para um determinado instante
t—1:

h(i —1) — h{0) = S(i - 1).p(i = 1) (3.18)
para o instante i, temos :

k(i) - h(0) = S(i)p(3) (3.19)

onde
S(1) = W2XT(i—1)X(: - 1)+ a¥(Da(i)]7?,
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p(i) = W2p(i — 1) + a7 (1)b(i)
sendo p(i — 1) = XT(i ~ 1)b( — 1), b() = y() — a(2)h(0)
Substituindo a equacao (3.16) temos :
() — (0) = 35 ST = 1) = g()ali)S(i = 1} [Wp(i = 1) + o (B0)] =
= (i = 1)p(i — 1) + =556 — 1) (5)B(3) - g()a(i)SG ~ Dp(i — 1)
~50(i)ai) S - 1T ()B)

Usando (3.16) e (3.18)

h(i) — h(0) = k(i — 1) = h(0) — g(i)a(d)[A(i — 1) — h(0)}+

#1506 — 1) = 0ol - D] o) =

— h(i — 1) = h(0) — g(i)a(i)[h(i — 1) — h(0)] + S(i)a” (})b(i) =
= [h(i — 1) — h(0)] — gti)a(i)[h(i — 1) — h(0)] + gli) = B(3)

= [h(i - 1) = A(0)] - g(i)ly(7) ~ a(i)R(0)] — a(i)[h(z - 1) — h(0)]
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Assim sendo, temos

h(z) — h(0) = h(i = 1) = h(0) + g()[y(2) — a(i)h{z - 1)]

o que corresponde a recorréncia
h(z) = h{z1 — 1) + g(7)e(?) (3.20)

onde e(i) = y(i) - a(i)h(i-1) é a estimativa do erro da regresso a priori no instante
1.

'Na tabela 1 a seguir, estao resumidos os passos do algoritmo recursive utili-
zando equagdes normais LSNEPE para solugao do PMQPE (3.6).
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TABELA1 Algoritmo de Minimos Quadrados utilizando Equagoes
Normais com Ponderacao Exponencial dos dados LSNEPE

Inicializagao
5(0) = A;? (3.21)
Atualizacoes
— ganho de adaptacao
(i) = S(i — 1)a” (i) (3.22)
. v{z
9(t) = 32 +£()z.)v(i) (3.23)
— 110 de estimacgao
| e(?) = y(i) — a(i)h(z — 1) (3.24)
‘ — parametros do sistema
h(i) = k(i — 1) + g{i)e(s) (3.25)

— matriz inversa de autocorrelacao

8() = 35180 = 1) = g(i)” ()] (3.26)

Conforme pode ser visto na tabela 1, o esfor¢e computacional requerido por
iteracdo do algoritmo LSNEPE é devido majoritariamente as operagoes correspon-
dentes as equacoes (3.22) a (3.26). Para estas equagdes o nimero de operagdes de
multiplicagdo/divisdo de ponto flutuante(FLOPS) é dado na tabela 2.
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TABELA 2 Esfor¢co computacional LSNEPE

Equagao FLOPS

(3.22) n?
(323) 20 +1
(3.24) n
(3.25) n
(3.26)  2n?

total Inf+4n+1

Das equacoes (3.4) e (3.13) é facil ver que :
cond(S(1)) = [cond(X (1))} (3.27)

o que mostra que o condicionamento original do PMQPE é bastante prejudicado no
caso de cond(X(i)) ser alto.

Além disso, o lema de inversao de matrizes utilizado para a obtengao de S(i)
(3.14) faz com que os erros devido a um mal condicionamento inicial de S(i) nio se
recuperem posteriormente, mesmo que o condicionamento de X{i)(condicionamento
inerente ao PMQPE (3.2) venha a melhorar ao longo da aquisicao dos dados [5].

A multiplicaco a cada iteracio de X(i) pelo fator W utilizada pelo PMQPE
leva quase sempre a X(i) mal condicionados.
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3.1.3 Algoritmo Recursivo baseado em Fatoragoes ortogo-
nais

Para o PMQPE (3.2), num dado instante i-1, utilizando uma transformacgao
ortogonal Q(i-1), ele se torna :

min J(@) = 1QG - DX (i — D[a(i — 1)~ h(0)] - Qi - 1)s( =), (3.28)

onde :

Qi —1X(E-1) z[ R(z‘(-}-—l) ] QUi —~ (i —1) = [ 22:3 ]

Devido 3 estrutura de [ R(: (;w 1) } , é facil verificar que a solugdo do PMQPE

(3.6) é obtida da solugao do sistema de equagoes :

R(i — 1)[h(i — 1) = h(0)] = b(i — 1) (3.29)

No instante i o PMQPE (3.6), utilizando a transformagao Q(i-1) fica sendo :

minJ (i) “Q(zml)[wx((‘) )][h(iml) h(0)) ~ (34)[@!(3’ f(i@)i)m):l
(3.30)
WR(i ~ 1) bii ~ 1)
min J(i) = 0 [h(5) — R(0)] - ba(i ~ 1) (3.31)
a(i) y(1) — a()R(0) }|,

2
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com alguns acertos algébricos, para introdugao de h{i)-h({i-1), temos :

WR( —1) Whi(i — 1)
I}I‘l(gl.](l)z “[ 0 } [R(1) — RO} + R(i —1) — (s - 1)] - { by(i — 1) }
a(i) y(i) — a(i)A(0)
(3.32)
WR(i —1) Wh(i - 1)
zﬁii?J(i)m [ 0 ][h(i)——h(iwl)]-—[ by(i — 1) }m
a(i) y(i) — a(i)h(0)
WR(:—1)
- [ 0 ] [h(i — 1) — (0)] (3.33)
a(t) ,
| WR(i - 1) ' |
min J(i) = [ a?i) ] [A(1) — k(i — 1)]—
[ Wbi(i — 1) - R(G — 1)(h(i — 1) ~ h(0))] } |
by{i — 1) (3.34)
y(7) — a(1}h(0) — a(i)(h{i - 1) — R(0)) 11,
de (3.29) temos : R(i — 1)[h(i — 1} = h(0)] — b1(: — 1) = 0, entao
WR(i - 1) 0 3
min J (i) = H 0 } [(h(:) — h(i — 1)) ~ { bt — 1) }  (3.35)
afi) (i) — atith(i —1) ||,
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Devido & estrutura das matrizes envolvidas podemos reescrever (3.35), como
sendo :

0= | -6-1- [ ) sncn |

Para resolver o problema, devemos obter uma matriz ortogonal Q(i) tal que

Q) { Wi((ii; ) ] = [Réi) } (3.37)

(3.36)

90y -airi- | = | 0 39

A matriz ortogonal Q(i) simplesmente atualiza a matriz triangular WR(i—1)
para a insercao de uma nova linha a(i). Esta matriz pode ser sempre obtida de
forma eficiente e numericamente estavel através de uma sequéncia de matrizes de

' R{i —
rotacdes de Givens aplicada a [ e Iz(gz) 1) ] e { u(i) - a({z)h(i —1) } ver segao A.2.

Devido & estrutura da matriz { R((;) il a solugao do PMQPE (3.6) no instante i

¢é dada por :

R()[R() — k(2 — 1)} = b(d) (3.39)

E importante notar que para a obtengéo de by (7)e R(i) ndo ¢ necessario cons-
truir Q(i) explicitamente, bastando aplicar a sequéncia de matrizes de rotacao de
WR(1— i) 0

a(i) |yl =alhi-1) ]

Na tabela 3 estio resumidos os passos do algoritmo recursivo utilizando fa-

toragdes ortogonais LSQRPE para solugio do PMQPE (3.6).

Givens diretamente em relagao a {



3.1 Métodos de minimos quadrados com PE dos dados 26

TABELA3 Algoritmo de Minimos Quadrados Recursivo utilizan-
do Fatoracoes Ortogonais com Ponderagao exponencial dos dados

LSQRPE

—Inicializagao

R(0), b(0)

—Atualizacao

e Determinar R(i), b:(z) e b;(7)

o6) { W}z((ii;— 1) ] _ [ R((]i) ] (3.40)

; 0 REAO
Q) { y(i) — a(i)h(i — 1) ] = [ b(i) } (3.41)
s Obter h(i) da solugéo do sistema

R(i)[h(1) — h(: = 1)] = bi(7) (3.42)

Obs : Q(i) corresponde ao produto de uma sequéncia de matrizes de rotagao de
Givens (ver secao A.2). Sua construcio explicita e armazenamento néo é necessério.
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Da tabela 3 podemos verificar que o esforgo computacional em FLOPS por
iteragio do algoritmo LSQRPE, corresponde as operagoes envolvidas nas equagdes
de (3.40) a (3.42), que sao resumidos na tabela 4 :

TABELA 4 Esforco computacional LSQRPE

Equagao FLOPS
(3.40) n? + 2n
(3.41)

(3.42) 5
Total 3n? + ¥n

=2 oeafen

2

la

Das equacdes (3.4) e (3.37) devido & ortogonalidade da matriz Q(i) :

cond(X (1)) = cond(R(z)) (3.43)

o que mostra que o condicionamento original do PMQPE néo ¢ alterado ao longo
das iteragoes.

3.1.4 Conclusoes

Comparando os algoritmos LSNEPE e LSQRPE para solugio do PMQPE
(3.6), concluimos que :

— no aspecto de esforgo computacional por iteragao. ver tabelas 2 e 4, o
LSNEPE requer um esforgo um pouco menor que o LSQRPE para n pequenos.
Para n grandes, o esfor¢o requerido pelos dois algoritmos pode ser considerados
equivalentes. '

— no aspecto condicionamento nurnérico, ao contrario do LSNEPE, o LSQRPE
mantem o condicionamento original do PMQPE, conduzindo portanto a resultados
nurmnéricos melthores. A utilizacdgo do LSQRPE é especialmente recomendada
quando o PMQPE ¢é mal condicionado.
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3.2 Meétodos de Minimos Quadrados com Janela
Mével de Dados

3.2.1 Definigao do Problema

Para facilitar a identificagio adaptativa de sistemas com parametros variantes
no tempo e evitar o mal condicionamento introduzido pela ponderagao exponencial
dos dados, podemos utilizar uma janela mével de dados. Analogamente, definiremos
o novo problema, considerando o vetor h(i} com variagio lenta e assumindo estaci-
onaridade local de comprimento Id. A estimagdo de parimetros h(%) corresponde a
solucdo do seguinte problema de otimizagao:

1

minJ(i) = [ hG) = h(0) | Ao [ RO~ h0) |+ 3 (k) - a(R@F (3.49)

h(i) k=i—ld+1

onde Ap é uma matriz definida positiva representando o peso da estimativa a priori
h(0) relativamente aos dados da janela corrente.

O problema de minimos quadrados com janela mével de dados(PMQJIM) fica
da seguinté forma matricial :

' minJ(i) = “[ ‘j((‘:; } (h(i) = h(0)) — [ .5?.) ] (3.45)

h(i) 1

2

onde :
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[ a(i—k+1) ]

o(i — 1)
Ay =|  ali) (3.46)
a(t — ld+1)

| a(i—k)
matriz dos dados de entrada de dimensoes (1d,n)

[ y(i—k+1) —a(i—k+1)h(0) |

= e (340

y(i — ) — a(i — K)R(0)

vetor do sinal de referéncia de dimensées (1d,1), sendo k = i - pint{(i-1d)/ld]id a
posicao de entrada/saida de dados da janela,
onde pint(.) é a parte inteira de (.).

Da mesma forma que fizemos para o PMQPE (3.2), vamos descrever o PMQJM

(3.45) recursivamente.
Das equagdes (3.46) e (3.47) podemos ver que A(i) e b(i)podem ser escritos
recursivamente da seguinte forma :

A(i) = A(i— 1) + z(k)(a(i) — a(i — Id+ 1)) (3.48)
B(i) = B(i — 1) + 2(k)(e(i) — e(i — 1d + 1)) (3.49)

e(i) = y(i) — a(1)h(0) | (3.50)
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e(i —1d +1) = y(i = Id + 1) — ali — Id + 1)h(0) (3.51)
o
0
k)= |1 (3.52)
0
o
k=i — pint((i — 1d)/1d)ld (3.53)

onde z(k) é um vetor de dimensdes (1d,1) com todos seus elementos nulos exceto o
da posigao k que € igual a 1. ‘

Substituindo (3.48) a (3.53) em (3.45), podemos definir o PMQJM da seguinte
forma :

(3.54)

~ [ 0 0 ]
b(i — 1)+ z(k)e(i) — e(i — 1d + 1))

2

onde v(i) = a(f) — a{i — Id + 1).
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3.2.2 Algoritmo Recursivo utilizando as Equagoes Normais

Para o0 PMQJM (3.54) a equagdo normal no instante i é dada por :

([ BT AT~ D] +7() | 0 zT(k)}}{[ Ag(g)l)]+[z(k{)}v(?.)]}(h(i)—_h(0))m

{[ B7(0) A7(i - 1)} + 7 () Lo 2"(k) ]}{[ '5(2-{_},,1) ] t [ z(k)(e(i)——f(iw Id +1)) ]}
(3.55)

Fazendo as devidas operacdes em (3.55), chegamos facilmente na seguinte
€Xpressao :

(XT( — D)X (i — 1) + a7 ()a(i) — " (i = 1d + D)ali = 1d + D) (A1) — h0)) =

= AT( = 1)b(i — 1) + T (d)e(i) — ali — I + D)e(i = Id + 1) (3.56)

onde X(i-1) = [ A{f(g)l) }

Para resolver recursivamente a equagao (3.56), podemos dividir o problema
em duas etapas :

(XT( = 1)X (i — 1) + a7 ()a(@)](K() — h(i — 1)) = a”()[pli) — ali)h(i — 1)} (3.57)

(X7 ($)X'(6) — a” (i ~ 1d + 1a(i ~ 1d + 1)](h(i) — K(i)) =
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—aT(i —ld+ [y(i — 1+ 1) — a(t — Id+ 1)I'(2)] (3.58)

onde X'(i) = { X(i(;’) 1 ]

Na etapa (3.57) acima, foi utilizado o mesmo desenvolvimento do LSNEPE
para adicionar os dados do instante i aos dados do instante i-1, gerando uma solucao
proviséria k(). Na etapa (3.58) foi tambem utilizado o desenvolvimento do LSNE-
PE, com as devidas mudangas de sinal para retirar de X'(:) os dados do instante
i—Id + 1, obtendo a solugdo final h(i).

Assumindo para 1 < 0, a(i) = 0 e y(i) = 0. Na tabela 5, é apresentado
o algoritmo LSNEJM para solugio recursiva do PMQJM utilizando as equagdes
normais (3.57) e (3.58).
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TABELA 5 Algoritmo de Minimos Quadrados utilizando E-
quagdes Normais com Janela Mével de Dados (LSNEJM)

Inicializagao

S(0) = A5’

Atualizacoes
Para i = 1 até Final dos dados Faga :
— ganho de adaptagao

v(f) = S(i - 1)a” (1) (3.59)
_ (1)
9(i) = 5 TR (3.60)
— erro de estimacao
e(i) = y(i) — a(i)h(i — 1) (86

-— parametros do sistema

h(3) = k(i — 1) + g(i)e(i) (3.62)

— matriz inversa de autocorrelagdo

S(i) = 8(i — 1) = g(i)v” (1) (3.63)

Caso t > ld |
— ganho de adaptagéo

v(i) = S(i)a’ (i — 1d) (3.64)
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v(?)

() = T ot = 1dyo(i) (3.65)
— erro de estimagao
(i) = y(i — ld) — a(i — d)h(i — 1) (3.66)
— pardmetros do sistema
(i) = (i) — g(i)e(i) (3.67)

— matriz inversa de autocorrelagao

S() = SG) + g7 () (3.68)
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O esforgo computacional por iteracado requerido pelo LSNEJM é devido as
equacoes de (3.59) a (3.68), estando resumido na tabela 6.

TABELA 6 Esfor¢o computacional LSNEJM
Equagao FLOPS

(3.59) e (3.64) 2n?

(3.60) e (3.65) 4n+2

(3.61) e (3.66) 2n

(3.62) e (3.67) 2n

(3.63) e (3.68) 2n?

TOTAL 4n? 4+ 8n + 2

Analogamente ao LSNEPE, podemos ver nas equagdes (3.57),(3.58) que o
condicionamento original do problema é elevado ao quadrado. O uso do Lema de
Inversio de Matrizes faz com que os erros devidos ao mal condicionamento inicial
do problema nio sejam recuperados ao longo das iteragoes [5].

3.2.3 Algoritmo Recursivo Proposto baseado em Fatoragoes
Ortogonais

Para o PMQJM (3.45), num dado instante i-1, assumindo a aplicacdo de uma
transformacao ortogonal Q(i-1}, temos :

minJ(z) = { R(i(;_ D J [R{i — 1) — R{0)] — { g;%:——— 3 ]

nir (3.69)

e . s s
Lo P il A s
[ TR RY e i

A L g
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onde :
QG —1) - A{f(f)l)} = {R(i(;l)} (3.70)
Qi —1) _%(((::11)) } = [ ;28: i; } (3.71)

Nessas condicdes, a solugao h(i-1) é dada pela solucéo do sistema de equagoes

R(i —1) = [h(i — 1) — h(0)] = by(i — 1) (3.72)

No instante 1, temos :

aip 0= {46 |+ | o |} w0 v

— [ E(i?_ 1) ] + [ z(k)[e(i;(mfie(i}fzd+ 1] ]H (3.73)

onde :
v(i) =a(i) - a(t — ld + 1)

Aplicando em (3.73) a transformacio ortogonal Q(i-1), temos :

mipd) = @i = | 40 |+ @60 e |10 - 100 - |

QG ~1) [ .5(2_0_ 1) } +QE-1) { 2(k)e(i) - 2(5 —1d+1)] } |

B
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Substituindo {3.70) e (3.71) na equagao acima, temos :

ming@={[ g 7 | +ati- 00 | 10 - o)

_ H ZEZ - 3 } +ali = D]e(i) — e(i — ld + 1)]] e
Assumindo
0
gr(i—1) = [ji‘;] &= [In L] e lasi =1 .
0 .

onde gl corresponde as n primeiras linhas de ¢i(i — 1)e ¢s; as 1d linhas restantes
de gx(i — 1) e L é uma matriz ortogonal de Householder que aplicada a gsi anula
todas as suas linhas exceto a primeira (ver segao Al).

Aplicando @' em (3.74), temos :

[ qle(i = 1) ]
0 (i) = R(i-~1)]+ ﬁ
YT o

(i) —e(i —1d+ ]| | (3.75)
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onde by(i-1) = Lby(i — 1)
Assumindo M uma matriz ortogonal de dimensoes (n + 1,n + 1) obtida de
uma sequéncia de rotagdes de Givens (ver segao A.5) tal que :

([ o) (] e
Q”m[M IIM} (3.77)

Aplicando Q" em (3.75), temos :

.o | RG) . R0
mip )= || 787 |16 - o) [mm}g (.79
onde
' [ gl(i—1) ] ’
. g

bi(it) | _ o {’1(1""1) eli) — eli —
[bz(z.)]—Q<[b2(i_1)]+ 0 fe(i) — e(i — Id + 1)) }

\ L. 0 wd K,

Desta forma, a solugio h(i) é dada pela solugio do sistema de equagoes

R()I(3) — A(0)] = by(3) (3.79)

Dos passos acima, € facil verificar que a transformacao resultante Q(i), apli-

cada a J(i) para colocagao de [ ﬁ((?)) ji na forma triangular superior { R(gz) ] ¢ dada
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por :

QU =Q"QQ(i-1) (3.80)

A ortogonalidade de Q(i-1), Q' e Q" garantem a ortogonalidade de Q(1). Baseado
nos resultados acima e racionalizando os calculos mateméticos propomos o LSQRJIM,
um algoritmo recursivo utilizando fatoragdes ortogonais com janela mével de dados,
para solugao do PMQJM (3.54) descrito na tabela (7) a seguir.
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TABELA 7 Algoritmo proposto de Minimos Quadrados Recursi-
vo utilizando Fatoragdes Ortogonais com Janela Mével de Dados

(LSQRIM)

— Inicializagao

e Determinar R{0) através da decomposicao de Cholesky

RT(0)R(0) = A

o Fazer Q(0) = { I?d ]

ya(0) =0, a(t) =0 ey(i) =0 paraz < 0

onde : (0) é uma matriz de dimensbes (n+1d, Id) e ya(0) é um vetor de dimensoes

(id,1).

— Atualizagoes

Para 1 = 1 até o final dos dados, faga :

o Assumir a particao
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[ ?2: } =Q(i—1) (3.81)

onde : (J5 corresponde as n primeiras linhas de Q(z — 1) e ¢; as I1d dltimas.

¢ Determinar

k=1— pint((z — Id)/1d)Id (3.82)
e
0
.| =Lah (3.83)
0.
A Qs _ - In Qs
gl gl

onde : §ix € a k-ésima coluna da matriz @;,5 € um escalar e L é uma matriz
ortogonal de Householder de dimensdes (1d,1d).

o Fazer

v = ali) — a(i — 1d) (3.85)
f = [ é;k] b= [gllya?i_})} (3.86)
R= [ R(ig 2 ] +tv (3.87)

dy = y(t) — y(i — Id) — vh(0) (3.88)
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g(k) = z(k)dy , ya(i) = ya(i — 1) + §(k) (3.89)

onde : §,; é a k-ésima coluna da matriz Q,, b é um vetor de dimensdes (n + 1,1),
Gly € a primeira linha da matriz ¢

¢ Determinar

[ R((]i) } = MR (3.90)
=g =" 1] (3.91)
b= { ’; } = Mb (3.92)

onde M é uma matriz ortogonal de dimensdes (n+1,n+1)} correspondente ao pro-
duto de uma sequéncia de matrizes de rotagao de Givens que aplicadas a matriz
R a colocam na forma triangular superior indicada em (3.90) (ver secao A5).

¢ Determinar parametros

R(iYh = b, + dygs; (3.93)

onde g,+ ¢ a k-ésta coluna da matriz ;.

Da tabela 7, podemos ver que a complexidade computacional por iteragao do
algoritmo é devida majoritariamente as operacbes feitas em (3.83),(3.84),(3.90),{3.91),{3.92)
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e (3.93), que corresponderd & seguinte estimativa de operagbes de ponto flutuante

FLOPS, dada na tabela 8.

TABELA 8 Esforco computacional LSNEJM

Equacgoes FLOPS
(3.83) e (3.84) ld(2id + 1)
(3.90), (3.91) e (3.92) 10n + 2n(4ld + 4n + 8)
(3.93) %4
Total 20d? + -12—7?12 +8nld+1Tn 4+ ld

Devido 4 ortogonalidade de todas as transformagdes aplicadas a vetores e ma-
trizes do LSQRJM, fica entdo garantido que o condicionamento original do PMQJM
nao € alterado.

Outro fator importante a destacar é que para a realizagao das transformagoes
e solucio de sistemas triangulares de equagdes, foram utilizados algoritmos de re-
conhecida estabilidade numérica, o que garante a estabilidade numérica global do
algoritmo.

3.2.4 Filtragem dos Parametros

Em problemas mal condicionados, as pequenas variagoes de dados entre ja-
nelas consecutivas causam variacdes bruscas nos parametros otimos.

Para contornar esse problema propomos a aplicacio do seguinte filtro "passa
baixa” aos parametros 6timos calculados

h(0) = h(0)

h(i) = (1 — @)h(i — 1) + ah(?) (3.94)
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onde fz() sao os parametros filtrados e o é um escalar § < a < 1.

O parametro o deve ser especificado em fungéo da disparidade do espectro
de frequéncias das variagdes dos h(i) calculados e a lentidao dos parametros do
sistemna identificado, procurando atenuar ao maximo a amplitude das variagdes de
parametros, introduzindo um minimo de defasagem dos mesmos.

Em diagrama de blocos, o processo de estimagdo de parametros com janela
mével de dados e filtragem adaptativa corresponde ao seguinte :

i), y(i) | LSNEIM | h(i h(i
a(i), y(i) P (L P (i),
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3.2.5 Conclusoes

Comparando os algoritmos de janela mével LSNEJM e o proposto LSQRJIM,
podemos ver que :

—— a principal vantagem do algoritmo baseado nas equagoes normais LSNEJM
é o seu baixo custo computacional por iteragao.

— a principal vantagem do algoritmo baseado em transformagoes ortogonais
LSQRJM e a razdo mesmo da sua existéncia € o seu condicionamento numérico que
¢ 0 mesmo do problema de minimos quadrados original. Seu custo computacional é
bastante alto quando comparado com o LSNEJM (ver tabela 6 e tabela 8), fazendo
que 0 LSQRJIM seja especialmente recomendado para problemas inerentemente mal
condicionados.



Capitulo 4

Exemplos Numéricos

Para ilustrar o desempenho dos algoritmos LSNEPE, LSNEJM, LSQRPE e
LSQRJM proposto, os quatro algoritmos sao utilizados para identificar os parametros
h do seguinte modelo ARMA :

z(k+4) = haz(k+3) + haz(k+2) + haz{k+1) + hoz (k) + hsu(k + 1) + hou(k) (4.1)

Os dados para a identificacio sdo obtidos da simulagdo de um sistema com-
pativel, com a seguinte funcio de transferéncia simbdlica :

(k) _ (4—:) )

u(k)  {g—pm)g—p2)(g—ps)(g—pa)

onde q é o operador deslocamento unitério (qx(k) = x(k+1)).

Na funcao de transferéncia (4.2), é importante notar que a medida que o
zero ps se aproxime de qualquer um dos polos p; a py, a observalidade do sistema é
prejudicada, fazendo com que o mesmo, do ponto de vista entrada/saida aparente
ser de ordem menor, fazendo com que a matriz de informagbes A de (4.1) se torne
quase singular, o que naturalmente leva a problemas de minimos quadrados muito
mal condicionados.

46
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Considerando(4.1) e {4.2), a seguir serdo apresentados e discutidos dois exem-
plos numéricos envolvendo os algoritmos LSNEPE, LSNEJM, LSQRPE e LSQRIM
proposto.

4.1 Exemplo numérico 1

Neste exemplo sdo utilizados dados gerados por (4.2) com p; variantes no
tempo conforme indicado na figural. Através dela pode ser verificado que ps ao longo
do tempo se aproxima de p4 e p1, fazendo que o problema de minimos quadrados que
inicialmente é bem condicionado, se torne progressivamente muito mal condicionado.

Nas figuras seguintes desta se¢ao, sao apresentados os valores dos parametros
h estimados pelos algoritmos LSNEPE, LSQRPE, LSNEJM e LSQRJM, juntamente
com os valores exatos desses parametros utilizados pelo simulador.

Os resultados correspondentes ao LSNEPE estao apresentados nas figuras de
2q até 4b. O melhor resultado obtido com esse algoritmo estd apresentado na figura
2b correspondente a W = 0.9 € Ag = 10—4I;. Este resultado néo é bom porque o
valor relativamente alto de Ag impediu que os parametros estimados acompanhassem
a variacio dos parametros do sistema. Além disso, a partir do instante k = 480 o
algoritmo perdeu completamentem a estabilidade numérica, devido ao agravamento
progressivo do condicionamento do problema de minimos quadrados. Para valores
menores de Ag, a perda de estabilidade ocorre mais rapidamente.

Os resultados correspondentes ao LSQRPE estao apresentados nas figuras de
5a até 7b. O melhor resultado obtido com esse algoritmo estd apresentado na figura
Ta correspondente a W = 0.75 e Ap = 10—81g. O valor de W' = 0.75 permitiu que
os parametros estimados seguissermn melhor a variagdao dos parametros do sistema
em relacio aos obtidos com W = 0.9. Devido a utilizagdo da fatoragao ortogonal
QR nio ocorreu perda de estabilidade numérica, mesmo considerando valores de
Ao = 10—8Is. Os resultados no entanto ainda nao sio satisfatérios devido 3 sua
grande variagdo em torno dos valores dos parametros do sistema.

Os resultados correspondentes ao LSNEJM estao apresentados nas figuras de
8a até 10b. O melhor resultado obtido com esse algoritmo esta apresentado na figura
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9b correspondente a Id = 9 e Ag = 10—61s e a = 0.05. O valor de Id = § permitiu
que os parametros estimados acompanhassem melhor a variacao dos parametros do
sisterna em relacio aos obtidos com Id = 15. Podemos ver nas figuras 2b e 7a que
os resultados obtidos com o LSNEJM apresentados na figura 9b sao bem superiores
aos LSNEPE e LSQRPE.

Estes resultados n&o sio ainda satisfatorios devido a polarizagdo dos mesmos
relacionados com o peso de Ap = 10—61I relativamente & pouca influéncia dos dados
da janela corrente, em fungado do mal condicionamento do problema. Podemos
ver ainda na figura 106, que ndo é possivel diminuir o valor de Ag sem perder a
estabilidade numeérica dos resultados.

Os resultados correspondentes ao LSQRJM estiao apresentados nas figuras
de 11a até 13b. O melhor resultado obtido com esse algoritmo esta apresentado
na figura 13b correspondente a Id = 9 e Ag = 10-8Ig ¢ a = 0.05. O valor de
Id = 9 permitiu que os prametros estimados acompanhassemn melhor a variagao dos
parametros do sistema em relagéc aos obtidos com Id = 15. Este algoritmo foi o
que apresentou os melhores resultados, seguindo bem a variagdo dos pardmetros ao
longo de todo o intervalo, sem perda de estabilidade numérica e sem polarizagao dos
resultados. Esse bom desempenho foi devido ao uso conjunto da fatoragao ortogonal
QR e janela mével de dados, que conforme mostrado no capitulo 3 fazem com que
o LSQRJM mantenha o condicionamento original do problema.
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4.2 exemplo numeérico 2

Neste exemplo sao utilizados dados gerados por (4.2) com p; variantes no tempo
conforme indicado na figura 14, Pode ser verificado nessa figura que ps inicialmente
¢ préximo de py, distanciando do mesmo ao longo do tempo, fazendo com que o
problema de minimos quadrados seja inicialmente mal condicionado, melhorando
progressivamente ao longo do tempo, o seu condicionamento.

Nas figuras seguintes desta segéio, sao apresentados os melhores valores dos
parametros h estimados pelos algoritmos LSNEPE, LSQRPE, LSNEJM e LSQRJM,
juntamente com os valores exatos desses parametros utilizados pelo simulador.

Os resultados correspondentes ao LSNEPE estao apresentados na figura 15,
onde pode ser visto que o algoritmo perde completamente a estabilidade numérica.
O comportamento do LSNEPE neste exemplo € pior que ne exemplo 1. Isto é devido
3 dificuldade de recuperagao de erros anteriores, dificuldade esta dada a utihzagao
do lema de inversio de matrizes, ver secdo A4, na sua concepgio

Os resultados correspondentes a0 LSQRPE estao apresentados na figura 16,
onde pode ser visto que sdo bem melhores que os resultados obtidos com LSNEPE,
nio apresentando nenhum problema de recuperagao de erros. Isto é devido a utili-
zacio da fatoracio ortogonal QR. Os resultados néo sio satisfatorios, devido a sua
grande variagio em torno dos valores dos parametros do sistema.

Os resultados correspondentes ao LSNEJM estao apresentados na figura 17.
Esses resultados nic sao satisfatérios devido & polarizagio dos mesmos, consequéncia
da dificuldade de recuperagio de erros do passado pela utilizagao do lema de inversao
de matrizes.

Os resultados correspondentes ao LSQRJM sao apresentados na figura 18.
Este algoritmo foi o que apresentou os melhores resultados, sem nenhum p:oblema
de estabilidade numérica, polarizagao ou recuperagio de erros do passado.

Dos resultados obtidos no exemplo 1 e 2 com o algoritmo LSQRJM, vemos
que o previsto nas consideragdes tedricas no capitulo 3, realmente sao confirmadas
pelos resultados numéricos apresentados neste capitulo.
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Figura 17 : Exemplo Numérico 2 - LSNEJM - pardmetros estimados
e parametros do modelo de simulagao
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Figura 18 : Exemplo Numérico 2 - LSQRJM - parémetros estimados
e parametros do modelo de simulacéao



Capitulo 5

Conclusoes Gerais

Neste trabalho foram apresentados e analisados algoritmos recursivos para
identificagio adaptativa de sistemas variantes no tempo através de minimos quadra-
dos lineares. Foram considerados algoritmos envolvendo as seguintes combinagdes :
equagbes normais com ponderagao exponencial de dados, fatoragao QR com ponde-
ragao exponencial de dados, equagoes normais com janela mével de dados e fatoragao
QR com janela mével de dados.

Comparando os métodos utilizando Equagoes Normais e Transformagdes Or-
togonais percebemos que :

- a principal vantagem utilizando equagoes normais sdo o seu balxo custo com-
putacional por iteragao e a simplicidade dos seus algoritmos.

— a principal vantagem da utilizagao das transformacdes ortogonais € o seu con-
dicionamento numérico que é o mesmo do problema de minimos quadrados original,
proporcionando uma qualidade numérica excelente. Mas devido ao seu alto custo
computacional é recomendado para problemas bem mal condicionados.

Quanto & utiliza¢do da ponderagao exponencial e da janela mével de dados
percebemos que : '

— os métodos que utilizaram ponderagio exponencial de dados ficaram mais
prejudicados, pois o uso dela piora o condicionamento do problema.

—os métodos que utilizaram janela mével de dados obtiveram melhores resulta-
dos numéricos, pois o uso deste nao faz nenhum efeito sobre o condicionamento do
problema.

Os algoritmos com ponderagao exponencial de dados e equagbes normais com
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janela mével de dados séo facilmente encontrados na literatura especializada. O
algoritme combinando fatoracdo QR com janela mével de dados, nao é, do nos-
s conhecimento, disponivel na literatura, tendo sido desenvolvido neste trabalho.
Os resultados numéricos apresentados atestam bem a qualidade de seus resultados
quando utilizado em problemas inerentemente mal condicionados.
O tratamento de problema de minimos quadrados com restricdes nos parametros

e problemas de grande porte com matrizes esparsas sao exiensoes futuras possiveis
dos resultados aqui apresentados e discutidos.



Apéndice A

A.1 Transformacoes de Householder

Para um dado vetor u # 0 de dimensbes (n,1) a transformagéo de Householder
ou a matriz de Householder é uma matriz da forma :

Quu’ 7 uut

H=l-"% =
llullz g

1, w2
p=35 [l (A1)

onde o vetor u é conhecido como vetor de Householder.
As principais propriedades da matriz de Householder H [13] :

i) sdo simétricas 1M = HT
ii) sdo ortogonais : HTH =HHT =1
iii) sao involutérias : H? = I

Nos métodos de resolucao de problemas de minimos quadrados dados nos
capitulos anteriores houve a necessidade da construgao da matriz de transformagao
de Householder para transformar um dado vetor a de dimensdes (m,1) em um
multiplo de €, a primeira coordenada do vetor. Desejamos portantoe anular os
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componentes abaixo da primeira coordenada, ou seja

ulu:f

Hia=1-
! B

o= lalber = | | (A2)

onde ry = |laflz.

Sabemos que u; é um miltiplo de [la]| e, - @ e pelo fato de H; depender
somente da direcao de u;, upode ser dado como o seguinte vetor, que difere de a
apenas no primeiro componente :

uy = a + sinal{a;)||allzes

onde a; é a primeira componente do vetor a.
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A.2 Transformagoes de Givens

Uma matriz J de Givens [13] de dimensoes (n,n) tem a seguinte forma :

Jn(i1j$cas) =

sendo ¢*+s? =1

1

Em termos trigonométricos, a matriz J, se torna

1

Jnli,5,0) =

0

ke

cost

—senll

senf

cosfl

g

0

1

(A.3)

Geometricamente a matriz J{i, j,0) corresponde a uma rotagao ¢ dos eixos

coordenados 1,].
Propriedades :

i) Ji(i,5,0) = J(i,4,—6)

i1)J7(2,7,0) .

Jo(:.7,8) = 1 (Ortogonal)



A.2 ‘'Transformagdes de Givens &5

I3

T2 - . . .
Para um vetorx = | . | multiplicado por uma matriz de Givens Jau(3,3,8),

Iy
apenas os componentes Z; € T; de x sao afetados.
Computacionalmente fazemos :

x| | cosf senf z;
z; | —senf cosb z;

Fm determinados casos, onde faz-se necessario a criagao de zero em uma

posi¢do especifica k de um vetor x, podemos utilizar uma matriz de Givens, com os
seguintes parametros :

onde —sz; +cxr =0 si+cF=1
e portanto :

Tk Ty

2 2 2 2
:r,-—l—:L‘k 3:,-+Ik
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A.3 Decomposigao QR

Dada uma matriz A de dimensbes (m,n), m > n, posto{A) = n, aplicando
uma sequéncia finita de matrizes ortogonais (i, capazes de zerar os elementos abaixo
da diagonal de A, temos :

o.... chzzAm[ﬁf]

onde R é uma matriz triangular superior de dimensdes (n,n}.

As matrizes Q; podem ser matrizes de Householder ou Givens, especificadas
conforme as seches Al e A2 respectivamente.

Assumindo

QT =Qr...Qh

temos

e[

+=e[7]

onde QT, Q sido ortogonais devido & ortogonalidade das matrizes Q.

Utilizando matrizes de Householder, o calculo da matriz [ ‘5 requer n*(m -

=) FLOPS [13].
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A.4 Lema de Inversao de matrizes

Sejam Z e S matrizes nao singulares de dimensbes (m,m}), Q@ uma matriz nao
singular de dimensdes (i,i), U uma matriz de dimensoes (m i) e V uma matriz de
dimensoes (i,m) tais que satisfacam a equagho

Z=8+UQV

Fntio a inversa da matriz Z € dada por :
Z7 = (S+UQV) =87 - STUVSTU+QTYTVST
Se U = V7, substituindo na wltima expressao :
771 =81 SIS U+ Q)TUTSY

Para o caso particular onde Q é um escalar, U um vetor de dimensdes {m,1}
denotado por u e V um vetor de dimensoes (1,m) denotado por vT | temos :

Z=5+u’

(S7w)(7S7)

Z—-l — -1 _
5 14+ vT5tu
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Ainda, neste caso, se u =V

z=84uu’

(ST w)(S)

Z-1=8"1-
1+ ulS-tu



A.5 Atualizagio da Fatoracao QR 89

A.5 Atualizacdo da Fatoracao QR

Nesta secdo € descrito um procedimento para atualizacdo da fatoragio QR
de um matriz A de dimensdes (n+1,n) e posto n para uma modificacao de posto 1
dessa matriz.

Sejam

A=QR ou QTA=R (A.5)

A=A+ uv (A.6)

onde : ) é uma matriz ortogonal de dimensdes (n + 1,n + 1), R € uma matriz
triangular superior de dimensdes {n+1,n), u # 0 e v # 0 sao vetores de dimensoes
(n +1,1) e (1,n) respectivamente.

multiplicando (A.6) por Q7, temos :

QTA=QTA+QTuv=R+wv (A.7)
w=Q u {(A.8)
flwllz = llullz (A.9)

Seja S; uma matriz ortogonal de dimensdes (n+1,n-+1), obtida do produto de
uma sequéncia de n matrizes de Givens nos planos de rotagao (n+1,n), (n+1,n— 1)
vem (n4+1,1), tal que

0 0
0 0
S]’UJ = .

i

_ _ (A.10)
Wil lfull2
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Multiplicando (?7) por 5,, temos :

§,0TA = SR+ 5wy (A1)
0
0
M = Swv = . v (A.13)
Well2
7=80Q"A=R+M (A.14)

Lembrando que a3 transformagoes de Givens afetam apenas os pares de linbas
envolvidas, ver secao A2, pode ser verificado por inspecdo que a8 estruturas das
matrizes B, M Z de dimensoes (n+1,n) sdo 88 seguintes :

r z = I
0 z z *
R=1002z2 (A.15)
0 0 0 =z
r T T T
0 0 00
0 000
M=1]0¢0 g 0 (A.l@)
0 0 00
r z T %




1.5 Atualizacio da Fatoragao QR 81

(A.17)

N
il
HOoooH

B OoOOR &

8 oRX KB 8
MM 8 N K

Seja S, uma matriz ortogonal de dimensoes (n+1,n+1), obtida do produto
de uma sequéncia de n matrizes de Givens nos planos (I,n + 1), 2,n + 1), ...,
(n,n + 1) tal que

$,2=F (A.18)

onde B ¢ uma matriz triangular superior de dimensGes (n + 1,n).
De (A.11), (A.14) e (A.18), temos :

$:5,QTA=R (A.19)

Devido A ortogonalidade de Sp, 5; e ¢, temos :
@TX =RouA=0QR (A.20)

Q' = 55Q" (A.21)

onde () é uma matriz ortogonal de dimenstes (n+1,n+ 1) e K uma matriz triangular
superior de dimensdes (n + 1,n}), sendo portanto os fatores da fatoracio QR de A.
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