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_ O impacto dos métodos ¢ modelos de Programacio
Linear em tomadas de decisCes € bastante conhecido. Entretan
to, sua aplicagao tem sido, para a maioria dos problemas, esta
tica e com somente um estagio sendo que, quando o sistema a
ser otimizado se desenvolve no tempo, uma aproximagio para um
estdgio {inico & inadequada. Neste caso, as decisdes sio esta
belecidas sobre o tempo ¢ o problema de otimizacio torna-se di
namico, com miltiplos estagios. Dentro do contexto de Progra-
magao Linear Dinamica (PLD) surgem novos problemas. Um grande
nimero de problemas de planejamento e controle de sistemas eco
nomicos, de organizacao, tecnolégicos e outros, reduzem-se a
problemas de PLD.

Até ha pouco tempo, esses problemas eram resol
v1dos reduzindo-os a problemas estdticos e usando "pacotes"
padroes de Programagdo Linear. Desde que os problemas de PLD
sao, por sua natureza, de grande porte, essas -aproximagoes
eram limitadas em suas possibilidades, passando a haver a ne-
cessidade de algoritmos e programas correspondentes, especial
mente orientados para levar em conta sua natureza especifica.

Um avanco foi verificado com o desenvol
vimento de algoritmos eficientes, do tipo simplex , para
resolver problemas 1lineares de grande dimensdo , baseados
em métodos de fatoragdao da matriz biasica, levando em conta sua

esparsidade.

Neste trabalho & desenvolvido um algoritmo
utilizando o método simplex = revisado, para resolver um prohrg



ma de PLD de grande porte, baseado no trabalho clidssico de
BARTELS e GOLUB |2|, que usa a decomposigao LU de uma matriz.
Os problemas de PLD apresentam uma matriz de restricoes com
uma estrutura particular chamada escada (staircase).

Desenvolvemos um programa computacional  para
resolver o algoritmo mencionado, sendo que neste desenvolvimen
to, devemos ressaltar os seguintes pontos:

- procura de técnicas de armazenamento adequadas i estrutura
partitular e ao algoritmo;

- adaptagao da resolugdo dos passos usuais do Simélex, ~ para
aproveitar a estrutura escada, compatibilizando-a com os es-
quemas de armazenamento escolhidos. Alguns destes esquemas
sdo conhecidos e outros foram por nds desenvolvidos, especi-

ficamente para o esquema tratado;

- estabelecimento de um compromisso entre a manutencao da es

trutura escada e a estabilidade numérica.

Assim, apresentamos no capitulo 1 o algoritmo
e o diagrama de blocos de um programa implementado para o meto
do simplex revisado com decomposicado LU da base, que desenvol-
vemos para uma matriz basica qualquer, sem levar em conta es
parsidade ou estrutura especial. A implementacio deste progra
ma deu subsidios ao desenvolvimento e implementagao do progra
ma para resolver o problema de PLD.

No capitulo 2 & apresentado em detalhes o al
goritmo desenvolvido para resolver o problema de PLD proposto,
mostrando a preocupacao em manter a estrutura e assegurar es-

tabilidade numérica.

As técnicas utilizadas para o ‘aimazenamento
esparso sao apresentadas no capitulo 3, mostrando através de
‘exemplos, os arranjos que caracterizam as matrizes e os veto
res do problema.

Finalmente, no capitulo 4, apresentamos o dia
grama de blocos do programa que implementamos para o algoritmo
desenvolvido no capitulo 2, dando os detalhes dos blocos do
diagrama, principalménte nas partes em que ele difere do sim
plex cléssico, desenvolvidas para este problema especifico. &
apresentado um exemplo, para ilustrar os passos do algoritmo a
cada iteracao. '



CAPITULO 1

-0 METODO SIMPLEX REVISADO COM DECOMPOSICAO LU DA BASE

1.1. O método simplex revisado

Seja o seguinte problema de programacao li-
near: Max Z = cx
sujeito a Ax = b

e x z 0

onde ¢ € o vetor de custos, 1 x n-
0 vetor solugao, n x 1

o

X
A
b
0

a matriz de restrigdes, m x n

[{3

0 vetor de recursos, m x 1

L02 SR 13 Y

um vetor nulo, n x 1

Supondo conhecida uma base inicial para o pro
blema, seja I ¢ conjunto de Indices bdsicos e J, o conjunto de
indices ndo basicos, referentes 4 matriz de restrigées A; cha
maremos B a matriz bdsica, m x m, constituida pelas colunas as
sociadas ao conjunto I e AJ a matriz constituida pelas colunas
ndo bdsicas. Uma iteracdo do simplex revisado consiste dos se

guintes passos:

Passo 1: Calcule a solucao basica atual, atraveées de BXI = b,
onde X € o vetor solucdo bdsica.
Seja Xp = x° a solucgdo;

Passo 2: Calcule o vetor de multiplicadores =, através de
BTﬁ z(cI)T, onde cl & o vetor de custos basicos. Faca
~ J J

J = - -
¢ = ¢ - 7mA", onde ¢¥ e o vetor de custos . nio basi



) cos. Se & 3 0, a solucdo & Otima;

Passo 3: Selecione uma variavel ndo basica a entrar na base, is
to €, uma para a qual Ej«<0, j € J. Calcule a repre
sentacdo da coluna AJ em termos da base B, resolvendo
BAJ = Aj;

Passo 4: Determine a varidvel a sair da base;

Passo 5: Atualize a base B. Retorne ao passo 1.

1.2. A decomposicao LU da base

No algoritmo simplex & preciso resolver, a ca

da iteracao, os sistemas lineares:

AB XI = b
B AJ = Al . (1.1)
gT . - (gl)T

Resolvemos estes 'sistemas decompondo inicial
mente a matriz B em B = LY, onde L € uma matriz triangular infe

rior com 1's na diagonal e U € triangular superior.

No inicio do algoritmo faz-se uma decomposicao
da matriz B dada, escolhendo sempre como pivo o elemento de
maior valor absoluto de cada coluna, para assegurar maior esta-
bilidade numérica (BARTELS § GOLUB{ 21). Para isto, pode ser
necessdrio fazer permutacdes de linhas, obtendo-se na realida
de, uma fatoracfo do tipo:

P B =1U

onde P € uma matriz de permutacgdes.

. Em cada iteracgao do simplex, a base B difere
da base correspondente a iteragdo anterior somente em uma colu
na. Queremos obter a fatoragao da nova base a partir da fatora
¢ao da base anterior. Seja gy base na iteragdo £.  Vamos su
por que na iteragao (£ + 1) sai a coluna x« da base (4 indica a
rosigado da coluna na base e nfo na matriz de restricdes). Seja
A® a coluna a entrar na base.

AR LA LVUUIUE NN LIRS R COIICO

(£+1)

Vamos considerar B da seguinte maneira:



gle+1},

Entdo:
Oy T sEr Tl T Ty, e sy gl

A matriz H tem a sesuinte estrutura:

-y

e

P '
s s et e e L e oo e e e e i e st o o]

Figura 1.1.

Esta matriz n3o & triangular superior, rois
tem elementos nao nulos na sub~diagonal inferior, a partir da

coluna ~.

O proximo passo &, entdo, triangularizar a ma-
triz H(ﬁ). E claro que para isto basta zerar os elementos da
sub~diagonal, a partir da coluna 4. Isto € feito com aﬁenas
uma operagao de pivoteamento para cada coluna, a qual tem, como

candidatos a pivd, os elementos h. e h L= Ryvuw,m=1.

L, 4 L+1, 40
Aqui também, para que o algoritmo seja mais estavel, escolhemos
como pivo aquele de maior valer absoluto. A triangularizagao de
h(ﬂ) € obtida, portanto, mediante uma sucessio de pernutagoes e
pivoteamentos, isto €,

Piv.Per.Piv....Piv.Per. HE) = y@& * 1) (1 9y



- 0

num total de 2 {(m - ) operagdes.. A matriz y @&+ 1) e tri
angular superior e Per € igual i identidade quando nio foi ne-

cessdria uma permutacao.

Vamos chamar

G‘ﬂ) = Piv.Per. ... Piv.Per (2(m-1) operagdes) (1.3)
Temos:
(L(‘e))"] B(’E*}): H(ﬂ)
¢(8) ()TN gy L @) e
g1 L (0) gy )
gLF1) _(e+1) U(“_”

onde ASSED NN CO RSO I

Obtivemos uma decomposicdo de B(£+I). 0 Pro
blema & que, devido as permutacoes de linhas en H(z), as modl
ficagoes sobre L fazem com que L(£+?} deixe de ser triangular
inferior. Como nosso objetivo € resolver os sistemas através
da resolugao de sistemas triangulares, mostramos agora COMmo
isso prode ser feito:

1.2.1. Calculo da solugao basica

Seja o sistema

g(t+1) x; = b - (1.4)

Chamemos de G o conjunto de todas as suces-
soes de permutagdes e pivoamentos realizados nas iteracSes an

teriores, isto é:

¢ - ¢Wgle-1 . . g2 (1) (1.5)

O sistema (1.4) & equivalente a

(AR S (LCOL L Cog D

L ¢ ue+rn) X, =
g-! y&+1)

X =
Se chamarmos L

1

b
L”b

L . .
7b Yy, temos que y ¢ a solu-

¢do do sistema triangular inferior:

it

Ly = b



Consequentemente, para obtermos x

LI RN

1 € preciso

resolver:

que equivale a

U(E‘,-?) AXI:G y

Seja ¥ = G y o vetor que resulta de fazermos

sobre y todas as transformagdes feitas em 1ﬁ£+7). Entao, 0
sistema triangular superior a resolver &
£+1 ~ .
u ( )-XI =y

7 Em vez de transformar L, isto &, aplicar to-
das as operagoes- representadas por G sobre uma matriz, trans
formamos a solucao de Ly = b, ou seja, aplicamos as operagdes
indicadas em G sobre um vetor.

A mesma observacado € valida no caso do siste-
ma B A = AJ, a cada iteracdo.

1.2.2. Cdlculo dos multiplicadores

Para resolver o sistema

(B£+T)T T = (CI)T
temos
(L ¢! t}(£+~1))T o = (CI)T
1 - _
éeja Z o vetor solugao do sistema triangular inferior
1
WETIHT g - BT
Entio, Z = (G‘!)TLT T
ou ¢'z = LT «

Chamemos de Z o vetor que resulta de aplicar-
nos GY sobre Z, isto &
Z = Gz

e entdo, o sistema triangular superior a ser
resolvido &:
L w =1

Como no caso anterior, transformamos o vetor

Z em vez de transformarmos a matriz L, lembrando que aplicamos



a transposta de G, o que equivale a aplicar as operacoes fei
tas em U na ordem inversa, ou seja, de tras para frente e ain

da mais, considerando as operacoes de transposicao.

1.3. Diagrama de blocos do algoritmo

Este algoritmo foi implementado no programa
SIMPLU.F4 (ou SILUCA.F4 no caso de variadveis canalizadas), su
pondo conhecida uma base B inicial, isto €, ndo, implementamos
uma Fase I ao. algoritmo. Usamos variaveis artificiais, partin
do da matriz identidade como base B inicial, quando eéta nao

era conhecida de imediato.

0 diagrama de blocos de algoritmo e¢ os deta
lhes de cada bloco, sao apresentados a seguir:



DIAGRAMA DE BLOCOS

I
Entrado de dodos

Definigdes da porametros

:

H

9

Decomposicdo iniciat de B=LU

!

HH
- s . v T T
Obtengdo dos multiplicodores T otroves do resolucto de BT =(¢!)

Resolve o sistema triongulor inferior
U'Z = [e!)?

Tronsformo o soiugﬁo Z obtide, oplicon-
H

do 6T e obtende

1

Resolva o sistemo trionguior superior
{7 =z

v

Escolho da voridvel o entrar no base,

otrovés ds &

Solugdo Gtimo |

Cdiculo do solugdo bdsice atuai, através da B?xﬁb e atuclizagBo de
-colune o entror no bose, resolvendo B/Al = A

Resolve os sistemaos triangulores inferiores

i

Transformg oz solugdes obtidos,
oplicondo & sobre eluas |

b

Resolve os sistemos triangulores superiores

:

. VL
Determine 0 voridvel o soir do bose

Solugie indaterm’sado i

i. No
Ne

L

Vil
Atualizogio do decomposicie LU:guorde
& e o novo U

N2 AtualizagDes s ! _]

I N9 iterocBes = iterogdes « | i

l N? Atuolizogbes =

&

0 problamo nQo converge
“1 no nimaero parmitids de i-

taropbaos
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1.4. Detalhes dos blocos do diagrama

BLOCO (I): Entrada de dados e definigOes de parémetros

- 0Os dados devem ser lidos na seguinte ordem:

1. M,N

M = nimero de restrigSes do problema

N = nimexro de varifveis, incluindo as de folga
2, A

A = matriz de restriges, m x n, lida por colunas
3.C0), V () |

C = vetor de custos

V ()} = vetor de recursos (corresponde no programa, ao ve

' tor b do problema)
4. XMAX () , XMIN ()

Estes vetores sao lidos somente em SILUCA.F4 (programa
com varidveis canalizadas)

XMAX (I) = limite superior da varidvel X (I)

XMIN (I) = limite inferior da variivel X (I)

No caso de varidveis que sdo limitadas apenas inferiormen
te colocamos, na posicao correspondente a ela em XMAX, um
valor muito grande e se a variavel tem apenas o limite su
perior, fazemos o mesmo, colocando um valor muito pequeno
em XMIN.

5. INDB ( ), INDNB ( )

INDB ( ) = vetor que contém os Indices das varidveis ba
sicas.

INDNB ( )} = vetor que contém os indices das varidveis ndo
basicas.

No programa SILUCA.F4, INDNB ( ) € negativo se a varidvel
ndo basica correspondente estiver no limite inferior e po

sitivo em caso contrario.

- Os parametros definidos s3o os seguintes:
1. LIMIT = nimero maximo de iteragdes permitido

2. LIMAT = nOmero mdximo de atualizacdes permitido

A cada iteracdo, quando da atualizacdo da base, sio cria

}

. . s -
das novas matrizes do tipo G( , correspondentes as opera

goes de pivoteamento e permutacdes realizadas.



Depois de virias iteragles, o trabalho de aplicar as ope
ragbes anteriores para obter nova atualizacdo pode ser o
mesmo ou até maior que aquele correspondente a uma deconm
posigao da base. Dal a importancia de se definir LIMAT.
Excedido o limite de atualizagOes, na iteracdo seguinte &

feita uma nova decomposicao LU da base atual.
BLOCO (II): Decomposicdo de B em LU

Para cada coluna MC de B, vamos zerar os elementos abai
xo0 da linha MC. Procuramos como pivd o elemento de maior va-
lor absoluto entre B(MC,MC).......B(M,MC) e permuﬁamos'a linha
que tem esse maximo com a linha MC. Fazemos a seguir as opera
¢des de pivoteamento. Depois da permutagao, = o pive corres
ponde ac elemento B(MC,MC). Para zerér 05 elementos das 11~
nhas abaixo da linha MC, pré-multiplicamos a matriz B por uma
matriz do tipo: ' ‘

. : N
1

- B{MC+1,MC) 1
B{MC,MC)

-B{MC#2,MC)
B(MC, MC)

- -

“B(M,MC) ’=1
L - B { MC,MC) )

Figura 1.2.

Esta matriz corresponde 3a componente (L(MC))'? da inversa
da matriz L (lembrando que a matriz L € armazenada na forma
produto) pois L 'pB =U . Como a inversa de uma matriz triangu
lar, com 1's na diagonal e apenas uma coluna com elementos nio



nulos abaixo (ou acima) da diagonal, corresponde aos elementos
da propria matriz multiplicados por - 1, guardamos no lugar
dos zeros, os elementos de (L(MC))"I multiplicados por -1, jia
que estes valores correspondem aos elementos da matriz L.

Deve-se observar que L vai sendo gerada ao
mesmo tempo que U, que nada mais € que a matriz que fica no
triangulo superior de B, incluindo a diagonal. Onde estava ar
mazenada a base B inicial temos, no final da decomposigao, no
trianguio superior, incluinde a diagonal, os elementos da ma-
triz U e no ttridngulo inferior as colunas da matriz L, lembran
do que a diagonal de L & constituida de 1's.

Quando estamos fazendo as operagbes em uma co
luna MC > 7, as colunas anteriores de L ja foram geradas e e
preciso permutar as linhas de L toda vez que forem permutadas
linhas de B na procufa do pivo adequado. |

0 vetor IPERM ( ), que inicialmente contém os
nimeros de 7 a m, em ordem crescente, no final deste processo
indica a ordem em dque se encontram as linhas de B.

A seguir, para maior clareza, vamos mudar a
ordem de detalhamento dos blocos, comentando o bloco {(VII):

BLOCO (VII): Atualizagao da decomposigio LU.

Sao gerados dois vetores paralelamente as
transformagdes feitas em U, que & o triidngulo superior de  B.
Esses dois vetores, INCSAI e ATUALI, contém a informacio neces
saria para reproduzir G. ’

INCSAI ( ): guarda as posigdes das colunas que sairam da ~base
em cada iteracdo.

ATUALT ( ): guarda, em cada iteracao, 2 (m-4) valores, sendo 4
a posicdo da coluna que saiu nessa iteragao. Des
ses valores, (m-x) correspondem a pivotcamentos e



os (m-1) restantes, a permutacdes.

As operagOes sd#o guardadas na ordem indicada
na equac¢do (1.3), sendo que &s operacgdes Per corresponde .va-
lor zero se nao houve permutacdo e | em caso contrario.

BLOCO (III): Obtengdo dos multiplicadores

0 sistema a resolver &:
w®HT T LT 5 - (5T

Resolvemos primeiramente
L+1),T I.,T ‘
W HT z = (h
mediante uma subrotina para sistemas triangulares inferiores.
Depois, se ndo foi feita nenhuma atualizacdo da decomposicdo,
isto &, £ = 0, resolve-se a contipuagio:

L =LY 7

obtendo-se os multiplicadores m. Se ji foram feitas atualiza
¢oes, precisamos transformar o vetor Z, fazendo:
7 =6"z

, A informa¢&o necessaria para reproduzir G es
ta em INCSAI e ATUALI. Como aqui & aplicada a transposta de
G, as operagoes sao feitas na ordem inversa, ou seja, primei-
‘ro aplicamos o Gltimo pivoteamento, depois a iiltima permuta
¢80 e assim consecutivamente, lembrando a transposicao de «ca

da matriz.

Com o vetor transformado, resolvemos o siste
ma

7.= 17 &

- mediante uma subrotina que resolve sistemas triangulares supe
riores, obtendo o vetor de multiplicadores 7.

BLOCO (IV): Escolha da varidavel a entrar na base

A variavel a entrar na base & a primeira que
" naoc satisfaz o teste de otimalidade.

BLOCO (V): Cidlculo da solucdo bidsica e atualizacdo da coluna
a entrar na base



Sao resolvidos o0s sistemas:

Ly = b
Lv = AJ
Se a decomposicdo LU ndo foi atualizada, re
solve-se:
Ux_ = ¢
XIJ
~J
UA = v

obtendo-se os resultados desejados. Se ja houveram atualiza-
¢oes anteriores, fazemos as transformacdes: '

y =Gy
U =G v
sendo que as informagoes para reproduzir 6 sio obtidas en

INCSAI e ATUALI. A seguir, resolvemos:

Uxi = Y
ua’ = oo

=

obtendo os valores de x7 e A7 desejados.

OBSERVACAO: Como no calculo da nova solucdo bisica apenas uma
coluna da base & alterada e o vetor de recursos continua o mes
-mo, resolvemos o sistema triangular apenas uma vez para obter

a solucdo basica inicial, sendo que as solugdes seguintes sao

calculadas a partir da anterior, trocando os valores da coluna.

BLOCO (VI): Escolha da variavel a sair da base

E feita da maneira usual, tanto em SIMPLU.F4
como em SILUCA.F4. VFara ilustrar, em SIMPLU.F4, escolhe-se a
variavel n~ tal que

-~

"br = min b4

a\j "‘j‘ -~
A& A¢> 0 A%

OBSERVACAO: Existe um limite permitido de atualizacoes (LIMAT),

que quando atingido, faz com que se proceda a uma nova deconpo
si¢dao da base B em LU.

1.5. Exemplo
Vamés agora resolver um exémplo Gue ilustra
a aplicagdo do método. Seja o problema (P) a seguir:

3



o=~ 15 -

Max Xy * Xg
sujeito a Xy " Xy ¥ 4x3 - Xy * 2x5 = 3
le Xy = Xgo¥ 3x4 * Xg 3
(P) . -Xy ¥ 2x2 Xy m Xg = 1
0 < Xy € 3 0 < Xy € 7
1< X, € 5 0 < Xe & 7
- 0 <« Xz € 10

Como as varidveis sao canalizadas, estaremos

sempre nos refferindo ao programa SILUCA.F4.

Os dados de entrada sao os seguintes:

1. -1. 4. -1 .
A = 2 1. -1, 3. 1
-1. 2 0. 1. -1

C(I) = (0.,0., 0.,-3,,-1.);: V(I)= (3.,3.,1.)
XMAX (I) = (3.,5.,10.,7.,7.); XMIN (I) = (0.,1.,0.,0.,0.).

Supondo conhecida-a base B inicial entramcs
~com: INDB(I) = (1,2,3); INDNB (I) = (-4, -5)
1- —lc 4;
B =1 2. 1. -1.
"'1: 2- 0-

e o vetor de recursos 'corrigido", isto &, descontado dos valo

res assumidos pelas variaveis ndo basicas, € igual a:

3. "']_. 2. 3.
Vv =] 3.0~ 3. x 0. ~{1l.ix 0.= [3.
1. 1. -1. 1.
0 vetor de recursos € o proprio vetor ini-

cial, pois as varidveis ndo bdsicas estdo no limite inferior,
que € igual a zero para ambas,
a) Decomposicao LU inicial

Escolhemos rara cada coluna, o elemento de

major valor absoluto, fazendo a permutacdo correspondente.

Fazemos a primeira permutacdc em B, trocando

-

a rrimeira e a segunda linkas, isto &, IPERM(1) = 2



- 16 -

2. 1.~1.
B =}{1.-1. 4.
-1. 2. 0.

Vamos zerar os elementos b21 e b23’ sendo que
os elementos -b21/b11 e.—bgl/b11 irao constituir a primeira co

luna de L_l, isto &, (L_l}1
2.0 1.0 ~1.0 ' 1.
B' = |0.0-1.5 4.5 e ™ Hl =|o.5 1.
0.0 2.5 -0.5 0.5 1.

Escolhemos agora, na segunda coluna, o maior
elemento entre as linhas 2 e 3, e fazemos a permutagdo, tendo

o cuidado de permutar (Lfl)l. Temos entao que IPERM(2) = 3
2.0 1.0 -1.0 . 11.
B' = | 0.0 2.5-0.5]e (LHY! =]0.5 1.
0.0 -1.5 4.5 -0.5 1.
Fazemos entao o pivoteamento, obtendo as ma
trizes (L_l)2 e U: |
2.0 1.0 -1.0 Y
U = 2.5 0.5 | e (LTH? = 1.
4.2 0.6 1.

A matriz L™ & obtida quando fazemos o produ

to de (L-l)]' e (L“l]z, isto &:

-1 -1.2

b 2 ot

)1

e L &€ o produto das inversas de cada componente de Lt

—1)2 (L—l)l)—l 1.2

L = ((L = L'L% =
1. 1. 1.
-0.5 1. 1. = ~0.5 1.
0.5 1. -0.6 1. 0.5 -0.6 1.

0 vetor de permutagdes € igual a: IPERM (I) =
(2,3,1)
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b} Obtengdc dc» s multiplicadores n
Vamos resolver o sistenma
BTTI' = (CI)T

Para isso, resolvemos inicialmente

ulz = 5T
2.0 - 0- -
1.0 2.5 z =0 — z-=
- -1.0 -0.5 4.2 0. ‘

Como nao houve> nenhuma atualizacgio, resolvemos o sistema:

0.

0.
c) Escolha da ~wariavel a entrar na base

Escolhemos a primeira que nio satisfaz o cri

tério de otima 1 idade: X,

d) Cilculo da solucio biasica atual e atualizacao da coluna cor
.respondente a Xy

Resolvemos dois sistemas triangulares inferio
res, tomando © «cuidado de permutar as colunas, segundo as indi
cagbes do veto T IPERM.

Lv = At
1. 7 3.0 3.0
""'005 l- U = 1- - Y= 2-5
0.5 -0.6 14 -1 -1.0
Ly =V
1. ] 3. 3.0
-0.5 1. y =1 —» y =1]2,5
0.5 -0.6 1 3 | 3.

A seguir, resolvemos os dois sistemas triangu
lares superiores, pois a matriz U ainda nio sofreu transforma
¢goes.

U x4 =y



2:0 loO '"'1-9 3&0 4 0-9
‘2.5 —o0.s5| A =l 2.5 ™ A =] o9
4-2 __-110 ”002
A% & a coluna atualizada correspondente a x,
Uxp = iy
2.0 1.0 -1.0 3.0 . 1
2.5 -0.5 1 x; = 2.5 —= X, = 2
4.2 3.0 3

x; & a solugdo bdasica atual.
A fungdo objet ivo € igual a:

Z = x4 + Xe = 0

e) Escolha da wvariavel a sair da base

E feita da maneira usual para o simplex canali
zado e x, & a wvariavel escolhida para sair da base, indo para
0 limite infer ior, isto &:

INDB (1) = (1,3,4) e INDNB(J) = (-2,-5)

. ) Calculo de novo vetor de recursos, considerando as permuta
. ¢oes indica das em IPERM.

| Como x, era nao bdsica, seu valor foi desconta
do do vetor de recursos anterior. Entdo agora devemos adicio
nar esse valor ao vetor V e tirar o valor assumido por X, que
passou a ser nao basica, isto &:

3. 3. 1. | 2.
Vo= {1.] + 1. x0. -~y 2] x 1.— Vv = |-1,
3 -1 -1. 4.

e 0 novo vetor de custos basicos passa a ser:

¢t = (0.,0.,-1.)

g) Atualizagao da decomposicdo LU

2.0 1.0 =-1.0
U = 2.5 -0.5
4.2

X, € a varidvel a sair da base, logo: INCSAI (1)=2 e a matriz
1 :

¢ igual a:

=5
o



2.0 -1.0 3.0
H = -0.5 2.5
4.2 -1.0

. . ' . 1
Vamos agora triangularizar a matriz H, fazen-
do as operacoes Piv.Per...., gerando a matriz G. Essas opera
¢oes estdo indicadas em ATUALI, que neste caso &:

ATUALI(1)=(1.,0.12)
sendo que o niamero 1 indica que houve permutagao e 0.12 & o va

lor pelo qual foi multiplicado o pivo para zerar o‘elemento.

, Fazendo a operacao de permutacao indicada em
ATUALT : ‘

2.0 -1.0 3.0
H = 4.2 -1.0
-0.5 2.5

e aplicando o jinOteamento, obtemos novamente uma matriz trian
gular superior
2.0 ~-1.0 3.0
vl 4.2 210
2.4

h) Obtencdo dos novos multiplicadores

Resolvemos o sistema

T T
whHt z = h
2.0 ‘ 0. ‘ 0.00
-1.0 4,2 Z =1 0. ——t 7 =1 0,00
3.0 -1.0 2.4 -1. - ~0.42

Como a matriz U foi transformada, aplicamos as
mesmas transformac¢des em 2

T2 — 7 =T o0.00

-0.42
~0.05

Z =0

e resolvemos © sistema triangular superior

LT e i
1.0 -0.5 0.5 ' 0.00 -0.20
' 1.0 ~0.6| g =[-0.42| —= o = l-p.45

1.0 -0.05 -0.05



i) Escolha da variavel a entrar na base

A primeira que ndo satisfaz o criterio de oti

malidade € a variavel Xg

i) Calculo da solucao basica atual e atualizacdo da coluna cor

respondente a Xg

+

Resolvemos os dois sistemas triangulares infe

riores:
!‘1 1.0 1.0
L = A “—w |-0.5 1.0 v =-1.0| —a u =|-0.5
Lo.s -0.6 1.0 2.0 1.2
2.0
" Ly=V —s |-0.5 1.0~ y =1=1.,00 —= y = 10.0
0.5 =0.6 1.0 4.0 3.0

e transformamos as solugoes obtidas, aplicaﬁdo Gz

1.0
U =06y — § =11.2
| -0.4
2.0]
g =06y —= § = |3.0
[0.4

A seguir, resolveremos os dois sistemas trian
gulares superiores, obtendo a solugdo basica Xy e a coluna a-
tualizada A°:

— - . — :
2 2.0 -1.0 3.0 1.0 0.9 |
U2 25 2 ¢ e 4.2 -1.0 | A% =] 1.2] —» &% = 0.3
8 2.4 -0.4 -0.2 |
2.0 -1.0 3.0 2.0 (1.2 11
) o !
U~ Xy =y —» 4.2 1.0 {x; =f3.0| —= x; ={0.8]3
i 2.4 | [ 0.4 0.2 |4




k) Escolha da variavel a sair da base

A variavel xl,é escolhida para sair da base e

assume o limite inferior.

1) Vetor de recursos ''corrigido™

Devemos adicionar o valor de X € tirar o de

X
2. 2. i 2.
vV = |-1. + {1, x 0., - . x 0., v YV = -1.
4. -1, -1. 4.

m) Atualizagdo da decomposic¢do LU
2

X, & a varidvel a sair da base —&  INCSAI(2Z) = 2 e a matriz H
e

| ~1.0 3.0 1.0
H = 4.2 -1.0 1.2
2.4 -0.4

-~

Para triangularizar 4 matriz H®, fazemos uma
‘permutacdo e um pivoteamento, com o elemento que multiplica o}
pivo igual a 0.24. Permutando:

" N

4.2 1.0 1.2
B2 = |-1.0 3.0 1.0
' 2.4 -0.4

e fazendo o pivoteamento

4.2 -1.0 1.2
2 .

H = 2.8 1.3
_ 2.4 -0.4
\ J
Acrescentamos entdao mais duas posigoes em

ATUALI, que sao (1,0.24), correspondentes i permutacio e pivo
teamento efetuados.

Agora nao necessitamos fazer uma permutacio e
0 elemento que multiplica o pivo € igual a -0.87. Com estas
operagoes, a matriz fica triangular superior novamente, isto e,
temos a matriz U3:

4.2 1.0 1.2
2.8 1.3
-1.5

et
Lis
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Acrescentamos as duas posigOes correspondentes
as ‘operagbes e= fetuadas em ATUALI: (0,-0.87).

O vetor ATUALI estd com os seguintes valores:
ATUALI(I)=(1., 0.12,1.,0.24,0.,-0.87)
n) Obtencao do s novos multiplicadores

O processo € o mesmo realizado anteriormente e
€ repetido at& que se obtenha a solugio Gtima para o problema.

L



CAPITULO 2

RESOLUCAC DE  PROBLEMAS LINEARES DINAMICOS ATRAVES DO SIMPLEX

COM DECOMPOSICAO LU DA BASE

2.1. In®roducio ¢ formulacdo do problema

Seja o problema linear dinamico:
3

x(t+1) = A(t) x(t) + B(t) u(t) t=0.... T -1 (1)
x (0) = x° ‘ (2)
- C(t) x(®) + D(t) u(t) = £(t) t=0....T -1 (3)
a(t+l) € x(t+1) < B(t+1), v(t) < u(t) < &(t) _
T-1 t=0,... T -1 (4)
min J{(x, u) = I [c(t+1)x(t+l)+d(t)u(t{] (5)
t=0
onde:

T: horizont- e de planejamento considerado fixo;

x(t): vetor- de estado (nxl), com limites dados por o(t) e
B(t)s

u{t): vetor- de controle (rxl), com limites dados por y{t) e
§(t); _

f(t): vetor de recursos, conhecido {(mxl, mgr)

x(0) = x%: +vetor de condigoes iniciais, conhecido:
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- A(t), B(t), C(t), D(t): matrizes conhecidas de : dimensoOes
(nxn), (mxr), (Mmxn) e (mxr) respectivamente;
- c(t+l), d(t): vetores conhecidos de dimensoes (1xn) e (1xr)

respectivamente.

0 problema (P) pode ser assim enunciado: en
contre uma seqllencia de vetores de controle {u(0),...,u(T-1)}
satisfazendo conjuntamente (1), (2),(3) e (4) e tais que mini

mizem .(5).

A matriz de restricoes A, referente ao  pro
blema (P) € indicada na figura a seguir, assim como o vetor
de custos Z.

v (0) x (1) v () x(2) e, x(T-1)  u(T-1)  x(T)

r n T n n r n
4 N
D(0)
B(0) -1
cl1) - D)
A1) B(1) . =
Tt e(T-1) D(T-1)
AlT-1) B(T-1) -1
“ F 4
d(o) c(1) a1 el2)eneennne. elT-1) d(T-1) -1
\ = /
Figura 2.1.

Este problema caracteriza-se pela forma da
matriz de reétrigGes A, a qual, além de ser esparsa, tem uma
estrutura particular conhecida como estrutura escada (stairca
se) sendo que o objetivo deste trabalho & implementar um algo
ritmo que aproveite esta estrutura. O método a ser utilizado
€ o Simplex Revisado, cujos passos foram enunciados no capitu

lo anterior.

O trabalho computacional concentra-se, a ca

da iteragao, na resolugdo dos sistemas seguintes:

g3l = al
8Tn = (z1)T
B x; =YV

I
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Na resolugao destes sistemas, & usada a de
composicao L U da base B, a qual, para o problema (P) defini
do, herda a estrutura escada da matriz A, conforme mostra a

figura abaix ©:

”
m B1
n B,
m Bs
B= " Bs
m Boraa
n Bzr
Y /
Figura 2.2

Esta matriz € esparsa, tendo todos os elemen

tos ndao nuloss concentrados na escada. Para tirar proveito
desta estrutiara especial, nossa preocupagao passari a ser:
1. fatorar a mantenham

matriz B de modo que os fatores L e U
a mesma ess trutura; ‘

2. modificar a fatoragdo da base a cada troca de colunas,

de
modo a corxtinuar mantendo a estrutura. '

2.2, Fat oracgdo da base

Para fatorar a base B, vamos zerar os clemen

Isto
equivale a pr €-multiplicar a matriz B por uma sucessao de ma

tos que estao abaixo da diagonal, coluna por coluna.

trizes elemen tares do tipo:



Figura 2.3

O produto de todas essas matrizes constitui a
1
B =

seguinte- estrutura:

matriz Lml'que verifica L~ U. O caso ideal seria obter uma

matriz U com a

Y,

Figura 2.4
A fatoragao implementada neste algoritmo busca

entre a estabilidade e a preservacdo da estrutu

um compromissco
ra. Se pensas semos somente em estabilidade, escolheriamos como
pivé o elementeo de maior valor absoluto da coluna testada. A fi

gura abaixo ilwuastra as conseqlléncias desta escolha sobre a es-

trutura:
L x 4+ F + 4
o + |+ LK Y + + +

do pive ) . .

permutagSo pivoteamentos

T e e e e .

mdximo |, de linhas XXX XxX|06O
elemento

Figura 2.5




Os pontos (.) indicam a criagao de elementos
nao nulos, mudando a estrutura da matriz. Como nao desejamos
que isto acontega, limitaremos o conjunto de linhas entre as

quais vamos escolher o pivo.

Vamos agora explicar em detalhes o processo:
conforme a configuracao da base B (figura 2.2), onde assinala

mos os blocos B], 82,..., B para facilitar a exposigao, te-

2T
mos que o bloco BI tem m linhas e como B & uma base, temm co

lunas linearmente independentes. ¢

Comegando o processo de fatoragao, escolhemos
como pivo, na primeira coluna, o elemento de maior valor abso-
luto entre as m primeiras linhas. Fazemos a permutacao, se ne
cessario. Observa-se que assim nao €& alterada a estrutura.
Passamos a zerar todos os elementos da coluna, a partir do pi
v6. A coluna que caracteriza a matriz elementar € representa

da abaixo: 5 "

-~ byo

o

11

- byg

o

11

\ y
Figura 2.6
onde b,, € o pivo.
11
Observe-se também que ndo € necessario armaze

nar toda a matriz, bastando apenas guardar a coluna acima.

Para fixar as ideias, vamos chamar Pl a permu
tagao e Ly as operagles de pivoteamento realizadas neste pas-
so. 0 pivo bll constitui a primeira coluna de U1 (pequena ma
triz triangular superior, fazendo parte da matriz U, conforme
mostra a figura 2.4), a qual, por ser a primeira coluna de uma
matriz triangular superior, contém apenas o elemento da diago
nal.



Tomamos agora a segunda coluna de B. Antes de
mais nada, temos que aplicar Pl e L1 sobre ela. O pivo vai ser
escolhido entre os elementos das linhas 2 a m. Se estes elemen
tos forem todos nulos, isto significa que a segunda coluna de
B, € linearmente dependente da anterior. Neste caso, esta colu
na & abandonada e passamos a testar a coluna seguinte. Uma vez
escolhido o pivo, faz-se a permutacgao P, e as operagoes necessa
rias para zerar os elementos a partir da linha 3, as quais irdo
constituir L,. 0Os elementos da coluna, desde a primeira linha

até a linha do pivd constituem a nova coluna de U Repetimos

1
0 processo até estabelecermos um pivo a cada uma das m primei
ras linhas. Isto & garantido pelo fato da matriz B ser ndo sin
gular.

Neste instante, teremos efetuado 2s seguintes
operagoes:

L L P annmanss by Py Ly P

2 "2 =1 ~d

estando na seguinte situacgdo:

X

m-1 Pm—l m-2 "m-2

Figura 2.7

A area hachurada representa o conjunto das co

lunas de Bl que foram abandonadas no processo anterior, as
quais chamamos de colunas sobrantes e que constituem a matriz
4‘ -

1

A existéncia destas colunas sobrantes impede
que a matriz U tenha a configuragao ideal da figura 2.4, fazen-
do com que aparegam elementos nao nulos acima das Ui' b 1 S INT
215 '

Continuando o processo de triangularizagdo, va
mos criar U2' Consideremos a matriz cujas colunas sdo as colu
nas sobrantes e as colunas de B,, e cujas linhas sao as n 11
nhas a partir da linha do Gltimo pivo estabelecido. Como no ca
so anterior, pelo fato de B ser uma base, € garantida a obten



gﬁo de n piv0s, os quais serdo escolhidos entre estas n linhas.

Na implementagao que fizemos, primeiro sio tes
tadas as colunas sobrantés e depois as colunas de 82. Repete-se
este processo, até que seja obtida a fatoracio completa da ma
triz B. E importante notar que as colunas que sobraram na forma
cao de cada Uss podem fazer parte de qualquer Uj, j>i.

A configuragao final € a seguinte:

U, '
/cmunu sobronte .

de B, que eniroy

em Ug ;

Uz
Us
]
LN ]
. H
», 3
*. 3
E
AU |
Figura 2.8

. Observar que as variaveis de controle do perio
~do t, 1<t T, estdo associadas & matriz U,i_1 € as  varidveis
de estado estao associadas a matriz UZt' Deve-se notar que, na
verdade, as colunas de U2t~1 podem estar representando varia-
veis de controle ou de estado de periodos anteriores.

Chamamos . a matriz cujas colunas sdo as colu
nas sobrantes e cujas linhas s3o as linhas de Ui’ lgi < 2T,

Nesta altura, aplicamos {[(m-1)+(n-1)]T} per
mutagoes e a mesma quantidade de operagoes de pivoteamento sQ
bre B, ou seja:

. ] . B
L[(m-—l)**(n-l)] T P[(m—l)"f'(n—l)]T"""'L1PIB = U —» L B =1U

isto €, o produto de todas as operacdes de permutacac e pivotea

. . -1 . ~1 N
mento constitui a L 7. Lembramos que a matriz L” € armazenada
na forma produto (esparsa).
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2.3. Resolucao dos sistemas

2.3. 1. Multiplicadores
8Tn = (zh!

awy Tr = 2hT

oT LT = (DT —»{UT y = (zH' ‘
Lt o= y —s 1= (L7}

¢ -1 _
Lembramos que 1L = L[lm—l)+(nnlﬂ T P[Im~l)+(n—1ﬂ’T ..... L,Py
- ~1. T _ T T T, _
entao (L ") = P/L; P, Ly.uon. P[}m-l)+(n—lﬂ_T L_Em-1)+(n-13 T

. - T . e e . -
ja que Pi = Pi. pois Pi € simetrica, 1~1,....,[Im-1)+(n—1ﬂ Ie

"Para obter os multiplicadores, a seqliéncia € a
seguinte:
T _ I T,
—& Resolver Uy = (727} ;

UT € uma matriz triangular inferior, com a seguinte caracteris
tica:

Figura 2.9

1.7

—+ Aplicar (L. ") sobre g, obtendo =

2.3.2. Solugdo basica

Bx 1 = V
LU XI = V
-1 ~

A seqliencia de operagdes para obter a solugao
biasica &, entdo: :



— Aplicar 1”1 a0 vetor V, obtendo V;

Tt

—g Resolver o sistema triangular superior Uxq V, obtendo-se
a solugao basica.
2.3 .3. Atuvalizacdo da coluna a entrar na base
BA) = Al
L UKJ = A:}
val =7l = 1)
A seqliéncia de operacdes &, entdo, a seguinte:

- Aplicar L1 sobre a coluna A, obtendo &7 .

[

—s Resolver o sistema triangular superior UAJ = X , obtendo a

coluna atualizada em relagido & base B.

2.4. Consideracdes sobre a posicdo da varidvel a entrar na ba-

se, relativamente @ posicdo da varidvel a sair.

Suponhamos que a variavel a sair esteja repre-

sentada por uma matriz U, e a varidvel a entrar, associada = a

U., com j>1
j J

\‘ . .
“ - ~] ~ ]
“ M A n’
. 4 . .
[+ o
...... L R R T TSsrs SR o . o r
U T e e e gt L e s -mon @ —
4] o X
0 o X
Uio 3 i ! x
i ¥
i i X
~ H | X
AN i ] x
\\ ]
N s = :
N : L4 %
. 0 ! ' X
o ]
Uj"l ) 3 x
] 4] X
[+] o x
..... . AU D X
U’ X X X
X X x
“ X X X
“‘ X X X
‘\\ 4 x x
b
"'\ X x X
. L]
\\“ ? : ) :
(Y % ) .
1 ' .

Figura 2.10

Seja r a posigdo da varidvel a sair, relativa-

mente ﬁlii. Como mostra a figura, a variivel AJ a entrar tem



zeros até a linha correspondente 3 primeira linha de Uj' Além

disso, AJ= L~7 A nantém todos esses zeros.

Para que A7 possa entrar no lugar da varidvel
a sair, € necessario e suficiente que 33 tenha um elemento nao
nulo na linha correspondente a linha r de U - Entdo, podemos
afirmar que, 1Tyecessariamente:
RS @i # 0
e mais ainda: -1
— a linha r de U; ¢, tem algum elemento ndao nulo.
Demonstracgao: .

Supondo U; com m linhas, vamos chamar
_ - .
il

)y

m}-a-

ir

I e

im

| - .
os elementos de A° correspondentes as linhas de Ui'

Temos o sistema UAJ = X3 = ¢

Pt
[
)_l

o
b

) s e
[N
=

+

=l
(]

[
et

IE

o

Ay eea

-
=

onde ék consiste dos elementos de A7 nas linhas abaixo da 4lti

ma linha de u; e s0 das linhas associadas As colunas de o, .

Da equagao acima temos que

yorrer i

441

' -1

- — -
alr i ¢1 ak
aim

L

o -1
Vemos entdo que se a linha r de U, ¢; for nu

la, &€ 6bvio que 5ir = 0

Vamos interpretar este resultado de uma forma



que serd itil depois: temos que as colunas de U. constituem uma

base; se tirarmos a coluna r de Ui e introduzirmos em seu lugar
k

uma coluna de <Pi, por exemplo a coluna %3, teremos novamente

uma base somente se o elemento r de U-3+ @1f for nao nulo, isto
1 1

- k . .
€, se a coluna ®i for linearmente independente das colunas de
Ui que restam, quando retiramos a coluna r.

2.5. Atualizacao da decomposicdo LU

Temos dois casos a estudar: d

Caso 1: a variavel a sair esta colocada em Ui e a variavel a en

trar estd associada a Uj’ j>i.

Este & o caso representado na figura 2.10, a
qual mostra que nao podemos fazer a troca diretamente, pois a
coluna A’ tem um zero na linha r (supondo novamente que r & a
posicio relativa da variavel a sair em U;), indicando dependén
cia linear com as colunas de Ui' Devemos entao caminhar com a
.coluna correspondente a varidvel a sair através das Uy » k>i,

até conseguirmos fazer a troca.
_ Supondo Ui com m colunas, os passos do proces
SO sao 0s seguintes:

1. colocamos - a coluna r na posicao da Gltima coluna de U;» tra
zendo as outras colunas, a partir da (r+l)-ésima, uma posi

¢do para tras. A matriz U fica com a seguinte forma:

o e s Y

Figura 2.11



Esta permutacaoc faz com que Ui perca a trian
gularidade. E preciso entdo, zerar os elementos da subdiago~
nal, a partir da coluna r. Estas operacdes sdo feitas com a
escolha do maior elemento, em valor absoluto, como pivao, con

forme o trabalho de decomposigao LU descrito no capitulo 1.

Estas operagoes sdo armazenadas incrementando
o arquivo das L's e, uma vez aplicadas, fazem com que a matriz
fique com a seguinte forma:

xxx: X X x ¥

Figura 2.12

A Note-se que somente as linhas correspondentes
~as linhas de IJi da matriz global foram modificadas. Os elemen
tos marcados (X) foram criados a partir destas opéragﬁes. As co
lunas da matriz ®; que apresentam um zero na Gltima linha sido
aquelas linearmente dependentes das colunas de Uiﬁmm vez retira
‘da a coluna que sai, isto &, elas ndo podenm ser candidatas a
substituir a coluna que sai da base. Todas essas operacdes de
vem ser feitas sobre A?. Deve-se notar também que o elemento

A i N .
pPivo passou a ocupar a posigao m, na diagonal de Ui'

2, procuramos a primeira coluna de 9. que tenha um elemento nao
nulo na linha m e permutamos esta coluna com a coluna que
sai. Ficamos com.a seguinte situacdo:
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Figura 2.13

Esta permutacao implica em que o elemento pi
vé de A estd mna linha correspondente a coluna de @i escolhida.

3. passamos a zerar 0S elementos abaixo da diagonal, pois com a

permutagao, a matriz novamente perdeu a triangularidade.

4

Os zercs presentes em todas as colunas de @i
‘anteriores & coluna escolhida, garantem que nio & alterada ne-
nhuma coluna entre as duas permutadas. Isto garante a reobten
cdo da triangularidade da matriz. Além disso, sO sofrerio al
tera§5esAas colunas posteriores a coluna escolhida que tiverem
um elemento na o nulo na m-€sima linha de 2.

Depois de zerar os elementos, a situacgdo & a
seguinte:

- ——

XX X]X % X X
XX x{xx x X i
X X{XX x X X
xleo o x X

Uie g

®

®

Uz

Figura 2.14



Todos os elementos (X) foram criados com as ope
ragoes efetuadas e garante-se que o elemento & que esta na
diagonal & nao mnulo (pois & igual a (-b . a), com b, p e a nio

p -
nulos, indicados na figura 2.13). Estas operagdes realizadas
também sdo acrescentadas no arquivo das L's.

Observemos que a varidvel a sair foi transla
dada para uma matriz U, k > i. Se k ainda & menor que j, as
operagdes do tipo L ndo afetam A7,

Este processo vai ser repetido com as mesmas
caracteristicas, até que a varidvel a sair chegue na Gltima po
sicao de Uj. Quando e efetuada a troca com uma coluna de ‘i’j s
as operagoes de pivoteamento para zerar os elementos abaixo do
triangulo, devem ser feitas, a partir de agora, também  sobre

A,
Neste instante, caimos no caso 2.

Caso 2: a varidvel a sair estda colocada em uma U. e a varisvel

[

a entrar esta associada a uma Uj’ com j < 1i.

Os passos, nesta 'situacao, sdo os seguintes:
levamos a coluna a sair até a posicdo da Gltima coluna de Ui e
‘trazemos as outras uma posigdo para tras. O processo & identi
co ao do caso 1, sendo que aqui as L's devem ser aplicadas tam
bém em A7,

Sdo possiveis duas situagSes: a primeira de

las & ilustrada na figura abaixo:

\\
by
\ [ TV e S — — - LR 1)
XX X1 XX X - 4
x xlxx x X X
x| xx x % %
X|O0oO 0 [+) [}
: S
i fy : :
X ¥ :

Figura 2.15



Neste caso, a matriz ¢, tem a Giltima linha ngl
la. Retiramos gntﬁo, a coluna a sair e colocamos a coluna cor
respondente a AJ) atualizada, nesta posigao. Fica claro que no
processo de zerar os elementos de xJ que estao abaixo da diago

nal, nenhuma coluna posterior da base global sera alterada.

A segunda situacdo € aquela onde existe algum
elemento nao nulo na Gltima linha da matriz @i, conforme mostra
a figura abaixo:

Figura 2.16

Escolhemos a primeira coluna de ¢ . com elemen-
to ndo nulo na Ultima linha e permutamos a variavel a sair com
ela. O processo & novamente anilogo ao caso anterior e & repe

tido até cairmos ou na situacdo anterior ou na Gltima coluna de
UZT’ quando fazemos a troca.

orntera CENTRAR-



CAPITULO 3

TECNICAS UTILIZADAS PARA O ARMAZENAMENTO ESPAFRSO

3.1. Introducdo

Considerando o programa descnvolvido para 0
problema de grande porte esparso, com estrutura.escada, objeto
de nosso estudo; nao faria sentido um armazenamente de toda a
matriz, com todos os zeros, isto &, a esparsidade deve ser ex
plorada, fazendo com que apenas os elementos ndo nulos sejam
armazenados e processados. Entao, nao faremos uso dos arran-
jos bidimensionais, desde que ndo serio necessarias todas posi
¢Oes da matriz. Isto leva ao uso de vetores que ndo sio visu
almente idénticos d matriz correspondente, conhecidos como a

forma compacta de armazenamento. E entdo necessdrio localizar

cada um destes elementos nao nulos durante o processo de fato
ragao e identificd-lo como um elemento particular da matriz
correspondente, o que requer informacao indexada, além do va-
lor numérico do elemento, para que sua posicio original possa
ser estabelecida. Além disto, elementos nio nulos, em posi-
¢0es anteriormente nulas podem continuamente ser gerados duran
te a fatoragao, além de que elementos originalmente ndo nulos
podem vir a anular-se.  Isto exige que o esquema de compacta
¢ao seja capaz de registrar eficientemente estas mudancgas du-
rante a fatoragdo, incorporando os novos elementos nio nulos
criados ¢ indicando os novos espagos livres disponiveis,

Este armazenamento faz com que o tempo de exe

cugao aumente, simplesmente para identificar cada elemento, di
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ficultando enormemente o processo de programacdo, antes relati

vamente simples. E claro que os probiemas de programagdao com
0s dados na forma compacta estdo associados nic somente aos as
pectos bidsicos da fatoragdo e solucdo numérica, como também
com o problema de armazenamento e identificacdo dos elementos

nao nulos.

3.2. Armazenanmento dos dados de entrada

Vamos agora detalhar como todos os dados de
entrada foram armazenados na forma compacta, no programa que

criamos para o algoritmo de Programacdao Linear Dinamica desen
volvido no capitulo 2.
3.2.1. Matriz de restricdes
Os elementos nao nulos da matriz A sdo repre

sentados pelo vetor VALORA, com os indicadores LINHAA e ICOLA.
0 vetor VALORA (I) contém o valor numérico do elemento I, nio
nulo, da matriz A, a qual & armazenada por colunas; oapontador
LINHAA (1) indica a linha da matriz A 3 qual corresponde o ele
"mento armazenado em VALORA (I) e o apontadof ICOLA (1), Com
E(m+n) T + i__I posicoes, indica a pos'igé"o de VALORA que contém
0o primeiro elemento da coluna L, sendo que a posicgdo E{m+n}T+1]
de ICOLA indica a primeira posigdo livre em VALORA. Desta ma
neira, apenas os elementos ndo nulos de A sdo armazenados e ca

da um deles e identificado através dos trés arranjos criados.

Vejamos, a titulo de ilustracdo, como ficaria
a matriz A abaixo, armazenada na forma compacta:

plo, procuramos ICOLA (3) = 5

Se quisermos

3- 2'.
2. 1. 2.
A * »
-y * ._.4
Neste caso, teriamos:
POSICRO 2 3 S 6 7 8 9 10 11 12 13
VALORA 2 2 . . 1. 4. 2. 1. 3, 4.
LINHAA 2 1 3 3 4 5 5
ICCLA 3 5 10 12

reconstruir a coluna 3, por exem
e[ 1coLa (4) - 1] = 6, o que sig
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ﬁifica que a coluna comeca na posigao 5 de VALORA e termina na
posicdo 6, isto €,.contém 2 elementos: o elemento de valor 2.,
na linha 2 CVALORA(S)fe'LINHAA(S)) e ©0 elemento de valor 1.
na linha 3(VALORA(6) e LINHAA(6)).

3.2.2. 0 vetor de custos

Os elementos nao nulos do vetor Z sao repre -
‘sentados peio vetor VALORC(I), que contém o valor numérico do
elemento I, juntamente com o indicador ICOLC(I), indicando a
posigéo original no vetor Z, do elemento I armazenado emn
VALORC.

Como ilustracdo, seja Z o vetor representado

abaixo:
Zz=(1.,5.,-3.,2.,0.,0.,3.,4,,0.,0.,0.,1.,0.,0.,0.)

Este vetor, na forma compacta, €& representado
por: |
posicko | 1 2 3 4 3
VALORC 1. 5. -3. 2. 3. 4. 1.
ICOLC 1 2 3 4 7 8 12

3.2.3. 0 vetor de recursos

No programa implementado, o vetor de recursos
e chamado de V e & representado na forma compacta por VALORV e
ICOLV, com fungdes idénticas a VALORC e ICOLC que representam

o vetor de custos.

3.3. Armazenamento da matriz triangular inferior

A matriz Lnl, gerada na decomposicdo da base
B (Lul B = U), & armazenada na forma produto e & representada
na forma compacta pelo vetor VALORL, com os indicadores LINHAL
e ICOLL, com fungOes ideénticas as de VALORA, LINHAA e ICOLA pa
ra a matriz A, sendo que os elementos da diagonal nao sdo arma
zenados, pois sao todos iguais a 1. O apontador ICOLL tem um
contador, KICOL, e o vetor VALORL tem um contador, KL, que
apontam sempre para a primeira posigdo livre dos  respectivos

1
deva ser

arranjos, a fim de que, quando uma nova coluna de L~
gerada, ela seja armazenada a partir destas posicgoes. Como

. . -1 . . .
exemplo, seja a matriz L indicada a seguir:
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. -1 - p——
1. 1. 1.
ety amh athy - b S 0. 1.
1. 0.2 1. 0.5 1.
0.1 1. - 0.3 lL 0.1 IL,

Na forma compacta, a matriz L & armazenada como

se segue:
POSICAO| 1° 2 3 4 "5 6 7 8 9 10 1l.eeeer......
VALORL [0.5 0.1 0.2 0.3 0.1 '
LINHAL | 3 4 3 4 4 -
ICOLL 1 3 5 6 '

Conforme consta no capitulo 2, a matriz U  tem

a seguinte configuracao:

Figura 3.1.

isto &, & constituida de pequecnas matrizes triangulares superio
res, U;, U,, ""UZT’ com dimensdes m,n,...m,n, respectivamente e
de algumas colunas isoladas, constituindo as colunas sobrantes.

A forma de armazenamento esparso para a matriz
U, escolhida como a melhor dentre varias testadas, € a seguinte:
armazenamos independenfamente as partes correspondentes as peque
nas matrizes triangulares superiores Ui’ i=1,.... 2T e as. par
tes correspondentes ds colunas sobrantes. Temos entdo, dois con
juntos de valores a armazenar:

1. As matrizes Ui’ i=1,... 2T
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As matrizes Ui,' i=1,.... 2T, foram armaze
nadas por colunas, incluindo os zeros, num vetor denominado U,
com [m(m+1]/2+n(n+1)/2 ]T posigoes, sendo que qualquer colu
na de Uy pode ser reproduzida a partir do vetor U.

Para ilustrar, suponhamos uma matriz U com os

seguintes elementos:

X R OM X X

Esta matriz & composta de quatro pequenas ma

_trizes triangulares, sendo U; e U;s com m colunas (m=2) e U, e

U, com n colunas (n=3). O vetor U sera entao igual a:

posighol 12 3 w5 e T &9 IO TEOLZ I3 1% 15°16 17 18
v |1.2.3. 2.1.3.2.0.1.1.0. 2. 1.0.1. 3. 1. 2.

Vamos reproduzir, a partir do vetor U, a se-
gunda coluna de U, , como exemplo. Sendo a segunda coluna de
uma matriz triangular; sabemos de imediato que ela tem duas po
sigO0es. A primeira posigao da coluna & calculada através da
soma do nimero de elementos das Uis anteriores a U,, com o ng
mero de elementos das colunas de U, anteriores aquela deseja
- da, mais 1. Entao: '

1% posigdo da coluna 2 de Us =

=[:m(m+l)/i] X .2 +[ n(n+1)/2] X1+ Ix2/2 + 1 = W Asta e,
o primeiro elemento da coluna desejada esta na posigao 14 do
vetor U. Os elementos da coluna 2 de U, sao, entdo, iguais a
0.(posi§50 14) e 1.(posigao 15 do vetor U).

2. as colunas sobrantes

Precisamos de varios arranjos para reproduzir,
com exatidao, as colunas sobrantes.

0 primeiro deles, USUJ, contém os valores de
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ca&a elemento, inclusive os zeros, armazenados por coluna, a
ﬁgrtir da primeira linha da Ui a quai a coluna sobrante corres
ponde. Acompanhando o vetor USUJ, temos o indicador IPROS,
que indica qual € a posigdo de USUJ que contém o elemento  se
guinte aquele que estamos apontando. O Ultimo elemento da co
luna sobrante & apontado por um zero. em IPROS (isto e, nao

existe um elemento seguinte a ele). A primeira posicdo Livze -

de USUJ € indicada por LIVRES e sempre que alguma coluna so-
brante for criada, sera armazenada em USUJ, a partir da posi

cao indicada por LIVRES. .

Os outros apontadores que identificam a colu

na sobrante sao os seguintes:

ICOSUJ: indica a coluna de U onde esta a coluna sobrante:

ICONSU: indica a posigdo em USUJ onde esta o primeiro elemento
‘da coluna sobrante;

LINHAS: indica a linha de U em que comega a coluna sobrante:

IPROC : indica qual €& a pr6xima coluna sobrante;

A primeira posicao livre de ICOSUJ (correspon
dentemente de ICONSU e LINHAS) € indicada por LIVREC e se for
criada uma nova coluna sobrante durante o processo, ela sera
anotada na posicao LIVREC e os valores de IPROC sofrerdo as al
~teragoOes correspondentes. |

A titulo de ilustragdo, vejamos como  seriam
armazenadas as colunas sobrantes de uma pequena matriz U, indi

cada a seguir:

X x 2, 1
X -1s g
s s A M WICR.
x x 0  2:
% 2« 0.
X x:1.1.
% Mt
o B <
X X
4
- < N
X 2.
X X X
XX

—_
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Temos cinco colunas sobrantes. Os arranjos

correspondentes seriam os seguintes:

POSICKO|1 2 3 4 5 6 7 8 '91011 121314 1516 17 18 19 20 21...
usuy 2. 1. 3.0.2 1.2.3 2.0.1.0.1. 3: 1. 2.
IPROS |2 0 4 5 0 7 8 9 1011120 140 160 18 19 20 21 22...
LIVRES = 17
POSICAO | 1 2 3 B ¥ 0 jgoeit apg b B -
ICOSUJ 3 6 8 13
ICONSU | 1 3 6 13 15
LINHAS | 1 3 1 11
IPROC 5 B & B0 T B o
LIVREC = 6
O vetor IPROC € inicializado . definindo-se

IPRIMC = 1, sendo que este valor pode ser alterado durante as
trocas de colunas. IPROC(5) = 0 indica que a coluna localiza
da na posicao 5 de ICOSUJ é a Gltima coluna sobrante.

Suponhamos agora que, durante a troca de co
lunas, a terceira coluna sobrante seja eliminada. Os arran
jos sofrem as alteracoes correspondentes e passam a ter as se

guintes configuracdes:

POSICAO 1" ‘234 "5" 67 8" '9" 10°11°1T2'15°14°15 16 17 18 19 20. .4
UsuJ | 2. 1. 3. 0. 2. 1. 3. 1v 2,
IPROS | 2 0 4 5 0 7 8 ¢ 10111217140 160 18 19 20 21.....

LIVRES = 6

POSICRAD [ 1«22 7% = o v O e T

ICOSUJ | 3 6 13

ICONSU |1 3 13 15

LINHAS [ 1 3 11

OPROC 22 4 % 50 7.8 Qe

LIVREC = 3

Quando € criada uma nova coluna, os arranjos
também sofrem as correspondentes alteragdes. Suponhamos uma
nova coluna de U criada no processo, de maneira a que a nova
configuragao seja a seguinte:
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X .X 2. i S
x 1. 0.
X X X 3. 4
% % Us I
x Z. g — coluna sobrante criada
X% Is 0
% 5. 0.
> e i T
X x Z,
x 1s '
X X 4y
%X
% XX
XX
X:

Os arranjos devem conter as informacdes da no-

va coluna criada, partindo de LIVRES em USUJ e LIVREC em ICOSUJ,

ICONSU e LINHAS:

POSICRO | 1 34 5 6 78 9 10111213 14 1516 17 18 19 20 21......

- USUJ 2.1.3,0,2.1.6.2,1.3.0.0.1.3. 1. 2. 1. 2. 1.

IPROS | 2 450 7 8 9 10111217140 16 0 1819 0 21 22......
LIVRES = 20

ROSIEHD] 50 548 6 T Bireis

IC0sUJ {3 6 11 9 13

ICONU |1 3 6 1315

LINHAS {1 3 1 6 11

IPROC | 2 4

§E 30 7 8 9uiives
| LIVREG-= 6



CAPITULDO 4

PROGRAMA COMPUTACIONAL PARA O ALGORITMO DE PROGRAMACAO LINEAR
DINAMICA

Neste capitulo, faremos o diagrama de blocos,
detalhando a seguir, cada bloco do diagrama, conforme o progra
ma computacional implementado para o algoritmo desenvolvido no

capitulo 2 deste trabalho.

Hoilo: D diagréma de blocos do algoritmo

Este algoritmo foi implementado no programa
SIMESC.LU e resolve o problema linear dinamico (P) definido no

capitulo 2, supondo ccnhecida uma base B inicial.

DIAGRAMA DE BLOCOS

[ (1) eNTRADA DE DADOS. DEFINICAO DE PARAMETROS |

M—l— =y
i (11): INICIALIZACAO DE PARAMETROS i—-———@
l -
[ (111): DECOMPOSIGAO LU INICIAL I

(Iv): TROCA=0?

[ {V): CRIA O VETOR DE CUSTOS BASICOS ]
(vi): OBTENGAO DOS MULTIPLICADORES . ATRAVES DE B'W=(z')7

[ RESOLVE O SISTEMA TRIANGULAR INF ERIOR |

| APLICA AS (U')T PARA OBTER T |

I

[ tvit): EScOLHA DA VARIAVEL A ENTRAR NA BASE o

VIl EXISTE CAN-
DIDATA A ENTRAR?

SIM
{1X): ATUALIZACAO DA COLUNA A ENTRAR NA BASE, ATRAVES DE Bae sl
| APLICA L NA COLUNA, OBTENDO Al |

!

[RESOL\J‘E 0O SISTEMA TRIANGULAR SUPERIOR, OBTENDO n'..i\j;]

@

@—{isror}—




z

SiM

TATUAL >0 7
\(.

{%): CALCULO DA SOLUGAC BASICA, ATRAVES DE Bxi=V

] APLICA C} AO VETOR V, OBTENDO ¥ |

i

| RESOLVE 0 SISTEMA TRIANGULAR SUPERIOR, OBTENDO ¥, |

1
[ {x1): CALCULO DA FUNCED OBJETIVO [ e a—

, ' 514 SOLUCAD
OTiMA

NAC

ixu): CALCULO DA VARIAVEL A SAIR DA BASE ]

soLucio
ILIMITADA
Ll
[ TROCA * O ]
i
- [XHi}: CALCULO DA NOVA SOLUGAQ BASICA |
. i
| ITER = ITER + ¢ |
st
M {XIv} TROCA=07?
[ {XV]: ATUALIZACAOD DA DECOMPOSICAS LU }
i
L IATUAL 2 1ATUAL + 1 |

O PROBLEMA NAO
CONVERGE NO NU-

MERO PERMITIDO
DE INTERACOES

Daremos a seguir, os detalhes deste diagrama

de blocos, acentuando sobretudo os pontos onde ele se distingue

de um programa Si

[nd -
mplex classico:

. BLOCO (I): ENT RADA DE DADOS E DEFINICOES DE PARAMETROS

- Ehtrada de Dados

Os dados sao liaos na seguinte ordem:

1. R, M, N, T, NATRAS

R =
M=
N =
T =

namero de
nimero de
numero de
horizonte

NATRAS = maxim

equag

varidveis de controle a cada periodo
restrigoes de controle a cada periodo
variaveis de estado a cada periodo

de planejamento

o atraso nas varidveis de estado e controle na
do de estado. '

O programa foi implementado considerando-se a

possibilidade de que a equagdo dec estado apresente atrasos tan

to no vetor de estado quanto no vetor de controle. Neste caso, a

equagao de ¢stado para o problema (P) enunciado no cépitulo 2,

-
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passa a ser representada como:
NATR.AS

x(t + 1) = E [A.(t) x(t - j) + B.(t) u(t - j)],tﬂ),...,T—l
j = oL/ : J ,
sendo que as owuatras equagoes permanecem as mesmas. A conseqlien
cia da introdu«<do dos retardos € o fato de que a matriz de res
tricoes A e, comnsequentemente a base B, tornam-se mais cheias
no triangulo imferior, implicando numa menor esparsidade nas ma
trizes L obtid &as no processo, sem que se altere a matriz U. 0
método de reso lucgdo ndo sofre alteracio alguma.

L4

2. VALORA ()

"VALORA (1) contém o valor numérico do elemento I nio nulo da
matriz de rest ricdes A, armazenada por colunas.

3, LINHAA ( )

LINHAA (1) d4dndica a linha da matriz- A d qual corresponde 0
elemento I armazenado em VALORA. ' ' ;

4. ICOLA ()

ICOLA (L) corresponde a posicdo de VALORA que contém o  pri
meiro elemento mndo nulo da coluna L.

5. INDB ( )}
INDB ( ) indica os indices das variaveis basicas. .
6. INDNB ( )
INDNB ( ) indica os Indices das varidveis nio basicas. INDNB

_(I) &€ negativo se a variavel ndo bidsica I estiver no limite in

ferior e posit ivo em caso contrario.
7. VALORC ( )

VALORC ( ) contém o valor numérico do elemento I nio nulo do

vetor de custos Z.
8, ICOLC ()

ICOLC (1) indica qual & a posic¢ao, no vetor de custos Z, do
elemento I armazenado em VALORC (I).
9, VALORV ( )

VALORV (1) contém o valor numérico do elemento I nio nulo do
vetor de¢ recursos V.
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)

(I) 4imndica qual € a posicdo, no vetor de recursos V,

do elemento I axrmazenado em VALORV (I).

10. ICOLV
ICOLY

11. XMAX (
XMAX (

12. XMIN (
XMIN (

)

I) 8 o limite superior da varidvel x(I).
)

I) € o limite inferior da variavel x(1).

- Definica o de parametros.

1. LIMIT
LIMIT &
2. LIMAT
LIMAT &
3. NELA
NELA &
4. NN
NN & o
5. NCNN
NCNN &
6. NVNN
NVNN &
7. NELL
NELL &
los de L.
8. NELU
NELU &
matrizes U
9; NESUJ
NESUJ &

das coluna
10. NCOSUJ

NCOSUJ

4

Os parametros definidos sdo os seguintés;
o numero midximo permitido de iteracdes.
o nUmero maximo permitido de atualizagGes;.
o] nﬁjngro de elementos nao nulos da ma;r;z Al
nume ro de colunas da matriz de‘restrigae; A,
o nGamero de elgmentos nao nulos do vetor de custos.
olrﬁimero de elementos nao nulos do vetor de recursos.

o namero de posigles reservadas para elementos nac nu

o niamero de posigOes reservadas para os elementos das
T i = 1....2T da matriz U,

o numero de posigles reservadas para os elementos
s sobrantes da matriz U. .

€ o numero de colunas sobrantes previstas.
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BLOCO (II): INICIALIZACAO DE PARKNETROS

Os parametros que sdo inicializados sdo o0s se

guintes:

1. ISTOP = 0 .
ISTOP & o imndicador da solucdo Stima. SG terd seu valor alte

H

rado quando nio houver mais varidveis candidatas a entrar na
base. Tercmos entao ISTOP = 1.

2., ITER = {0
ITER € o contador de iteracgoes. A cada iteragéo‘ .realizada
& aumentado de uma unidade.

seu valor

3. IATUAL 0
IATUAL & o indicador do nimero de atualizagGes da decomposi

1t

cdo LU realizadas quando ha troca de variiaveis na base.

4. TROCA = 1 | |

0 parametro TROCA indica se houve ou nio troca de varidveis
na base. TROCA = 0 indica que a base continua a mesma e que uma
variivel ndo basica teve seu valor alterado de um limite ao ou

tro. TROCA = 1 idindica que houve troca de variaveis na base.

BLOCO (III): DECOMPOSICAO LU INICIAL

A decomposicaoc da base B @ feita atraves da su
byotina DELUST , sendo que, para cada bloco Bi, i=1...2T, indi
cado na figura Z.2., juntamente com as colunas sobrantes dos

blocos anteriores ao bloco i, o procedimento € o mesmo que aque

le descrito no algoritmo apresentado no capitulo 1.

Para este caso, inicialmente & criédo NCAT, na
mero de colunas disponiveis para compor a Ui a ser criada neste
instante. A seguilr, faz-se a decomposigao LU deste bloco de co
lunas, armazenando os resultados na forma compacta descrita no
capitulo 3, isto &, criando os vetores VALORL, LINHAL e ICOLL,
representando a matriz Lnl, além de U,USUJ, IPROS, ICOSUJ,
ICONSU, LINIIAS e IPROC,'caracterizando a matrii U. Os indices
das colunas que sobram na criacgaoc desta U, sao indicados no ve
tor ISOB. As colunas cujos Indices sdo indicados em ISOB, juntg
mente com as colunas de B, _ ;, constituirdo o conjunto de colu
nas disponiveis para criar U,

i
mentado testa primeiro as colunas sobrantes e depois aquelas de

+ 10 sendo que o programa imple



By , 1+ Os ind ices das colunas sobrantes que entraram na forma

cdo de U, , ; sao retirados do vetor ISOB e os Indices de P
que nao entraram na formacgao de Ui + 1 Passam a fazer parte de
ISOB. O procedimento € repetido até que se tenha obtido a decom

posicgao 1"l B =y global.

BLOCO (IV): TROCA = 07

A pergunta € feita aqui porque depois da pri-
meira iteragdo , se TROCA = 0, ndo houve troca de colunas na ba .
se implicando em que os multiplicadores 7 s3o os mesmos. Passa
mos entao diretamente a escolha da variivel a entrar na base.

BLOCO (V): CRIA O VETOR DE CUSTOS BASICOS

Como o vetor Z de custos bdsicos estd armazena
do na forma compacta, aqui ele & reproduzido e colocado num ve
tor auxiliar, para ser utilizado no calculo dos multinlicado-

Tres.

BLOCO (VI): OBTENCAC DOS MULTIPLICADORES

Os multiplicadores m sdo obtidos através de:

O SRS TLUNUS 8 |
LT o= y —» T = (Lul)T y
No programa implementado, eles siao obtidos
através da chamada de duas subrotinas: aprimeira delas &  MULTIL
que resolve © sistema UTy = (ZI)T, obtendo y. Conforme mos-

tra a figura 2.9., a matriz UT € triangular inferior, composta
"das matrizes Ujs 1 =1.... 2T transpostas e com algumas 1linhas
isoladas, correspondentes as colunas sobrantes transpostas. A
subrotina MULTI1 aproveita esta estrutura, resolvendo o siste
ma para cada Ui separadamente, atraveés da rotina criada para re
solver o sistema correspondente, no problema exposto no capitu
lo 1 e, a seguir, calculando as linhas isoladas, nas componen
tes correspondentes as.colunas da Ui em questao. O processo &

repetido até que o sistema seja resolvido para UT , significan-
2T
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do que o vetor ¥y foi obtido.

-

A segunda subrotina e MULTIZ, que aplica
(L—l) na solu¢ao y do sistema resolvido em MULTIL, obtendo os
multiplicadores .

T

BLOCO (VII): ES COLHA DA VARIAVEL A ENTRAR NA BASE

E feita através da subrotina VAENBA, que esco-
1he a primeira <wvariflvel que ndo satisfaz o teste de otimalidade

do simplex.

BLOCO (VIII): EXISTE CANDIDATA A ENTRAR?

Se nao existir uma varidvel candidata a entrar
na base, temos satisfeito o critério de otimalidade e consequen

temente, a solucao basica atual & dtima. Fazemos ISTOP = 1,

BLOCO (IX): ATUALIZACAO DA COLUNA A ENTRAR NA BASE

0 sistema a ser resolvido &:

BA = AJ

LUAS = 4

7. C RS Rt S S &

Novamente, criamos duas subrotinas: ALCOLY,
que aplica L"l' na coluna, obtendo X) e AUCOLU, que resolve o
sistema triangular superior UAJ = XJ. Neste caso também apro

veitamos a rotina criada para resolver o sistema correspondente
no programa detalhado no capitulo 1, resolvendo cada Ui‘ i= 1
.... 2T separadamente, resolvendo em seguida as colunas sobran
tes.

BLOCO (X): CALCULO DA SOLUCAC BASICA

Antes de calcular a solucdo basica, pergunta
mos se TATUAL > 0. Isto porque, a cada iteragdo, a base B muda
apenas em uma coluna. Entao, resolvemos o sistema para calcular

a solucgdo basica apenas a primeira vez (IATUAL = 0), calculando

depois a nova solugdo a partir da anterior. Se IATUAL = O, re
solvemos:
BxI =V
LUxI = V
-1 ~
Ux, = L V =¥

I
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Como o sistema € idéntico Aquele resolvido pa-
ra atualizar a <oluna a entrar na base, a menos dos vetores en
volvidos, aplicamos as mesmas subrotinas criadas-para aquele ca
so: ALCOLU e AUCOLU, obtendo a solucdo bisica Xp-
BLOCO (X1): CALCULO DA FUNCKO OBJETIVO

E feito da maneira usual para o simplex canali
zado.

A seguir, perguntamos se ISTOP = 1. Se sim, a.
solugdo € otima e a funcdo objetivo tem o valor calculado aci
ma. Se nao, passamos ao bloco seguinte.

BLOCO (XII): CALCULO DA VARIAVEL A SAIR DA BASE

E calculada da maneira usual para o simplex ca
nalizado, através da subrotina VASABA. Se existir uma candidata
a sair da base, fazemos TROCA = 1 e passamos a calcular a nova
solugdo bdsica. Se uma das varidveis ndo bdsicas apenas passou
de um de seus limites ao outro, fazemos TROCA = 0, alteramos o
sinal da variavel em INDNB e calculamos a nova solugao basica.
No caso da varidvel poder crescer indefinidamente a solucao

e ilimitada.

BLOCO (XIII): CALCULO DA NOVA SOLUCAO BASICA

E calculada a partir da anterior, considerando
ou a troca de colunas ou a variidvel nao basica assumindo valor.
~diferente. Neste instante, acrescentamos uma unidade ao conta
dor de iteracgoes ITER.

BLOCO (XIV): TROCA = 0 ?

7 Se TROCA = 0, isto &, se ndao houve troca de va
. riaveis na base, nao fazemos a atualizagdo da decomposicdo LU.

BLOCO (XV): ATUALIZACAO DA DECOMPOSICAO LU

A atualizagao da decomposicio LU & feita con-
forme descrito no capitulo 2 e realiza-se atraves da chamada de
treze subrotinas, sendo que grande parte do trabalho de atuali-
zagdo deve-se ao fato de trabalharmos com os dados armazenados
na forma compacta.
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Usaremos uma matriz U como exemplo, para faci-
litar a compre ensao do trabalho realizado nas subrotinas. Seja,
entac, a matri z U representada abaixo, comm = 2, n =3 e T=2:

2. 1 . 2. 1.
3. 0. 2.
1. 2. 3. 0. 1.
2. 0. 2. 2.
2. 1, 0.
S 3.1.1. 2.
1. 0. 1. <
2. 0. 2.
2. 3.

2.

Na forma compacta, esta matriz &€ representada
por:

POSICAO} 1 2 3 4 5 6...7.. 8 9 1011121314 1516 17 18 19...

U {2 1. 3. 1.2 20 3. 0. 2.3.1.1.2.0.2. 2. 3. 2.

POSIGAO} 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10111213 14 1516 17...

ustJ 2, 0. 1. 2. 0. 2, 1. 1. 2.0.1.0,2.1.
“IPROS {2 O 4 5 6 7 0 9 1011120 14 0 16 17 18...

LIVRES = 15
POSICAO} 1 2 3 4 5 6....
ICOSUJ 3 6 8
ICONSU 1 3 8 13
LINEAS 11 3
IPROC 2 3 4 0 6 7:... IPRIMC =
LIVREC =

A primeira subrotina chamada, DADSUJ, localiza
a coluna a sair da base, em relacido as colunas sobrantes: se a
coluna que sai € uma coluna sobrante, qual € a coluna sobrante
imediatamente anterior e imediatamente posterior dquela que sai
e se existem outras colunas sobrantes nesta U, onde estd a varii
vel a sair da base. Suponhamos que a coluna a-sair da base seja
a coluna 6, loc alizada em Ug. A subrotina determina entdo que a

coluna & uma co luna sobrante, que a coluna imediatamente ante-~



rior a ela € a coluna 1 (ISANT = 1, sendo que este valor indica
a posicadao da coluna sobrante e nao a posigao da coluna na base,

a qual € representada por ICOSUJ (ISANT)) e que a coluna imedia

tamente posterior € a coluna 3 (ISPOS 3). A subrotina determi
na ainda que nao existem mais colunas sobrantes em Uz, depois

daquela que vail sair.

As subrotinas DPPBGL, ZEMATH, BGVAUX e PERUZI
sio chamadas para colocar a varidvel a sair da basena Gltima posi
¢ao de Ui colocando as outras uma posigao para tras e reali-
zando os pivoteamentos necessarios para triangularizar novamen
te Ui, conforme o processo de atualizacio exposto no - capituld

1. Vejamos através do exemplo, as alteragles em Uzt

2. 1. 2. 1. ' 2. 1. 2., 1
3. 0. 2, . . 0. 2
1. 2. 3. 0. 1. 1. 2. 3. 0. 1.
2. 0. 2. 2. 2. 0. 2. 2.
2. 1. 0. . 2. 1.0
F1. 3.1, 2. 1. 3.1, 2.
11 o 1. ‘ ‘ P30, 1.
''''' 2. 0. 2. ' ' 2. 0.
S 2. 3. | 2.
2.

Como realizamos pivoteamentos para triangulari
zar novamente UB’ 0s pivos sdo acrescentados em VALORL, LINHAL
e ICOLL, a partir dos valores de KL e KICOL. Suponhamos que ter

-minada a decomposicao da base, em nosso exemplo, KL tenha um va
lor igual a 36. Sabemos que o indicador ICOLL tem 9 posigoes de
finidas (numero de colunas da base sobre as quais foram realiza
dos pivoteamentos para a triangularizacdo) além de ja estar de
finida a posigdo seguinte, onde tera inicio o armazenamento de
uma nova coluna criada (ICOLL(10) = 36). Definimos agora VALORL
(36) = -~ 1, LINHAL(36) = 7 e ICOLL(11) = 37, ja indicando a po
sigdo de VALORL onde comegarid a ser armazenada uma nova coluna.

O novo vetor U passa a ser:

EUSIQKOI 1 2 3 4 S5 6 7 8 9 1011121314 1516 17 18 19...

U |2 1. 3. 1. 2. 2. 3. 0. 2.1.3.5. 2 0.2, 2. 3. 2

A seguir, a subrotina PERSUJ permuta as colu
nas sobrantes, de maneira a realizar sobre elas as mesmas permu-

tacoes ane Foram realizadacs em 1. farmazenads no vetrar 17 Devve

Z.
3.



mos nos lembra x que a parte da coluna sobrante que nao pertence
a Ui esta arma zenada em USUJ, sendo portanto, permutada separa-
damente. Terem«< s entao, no exemplo:

2
0. 1.
2. 2.
2. 1. 0.
3. 1. 2.
3. 0. 1. ¢
2. 0. 2.
2. 3.
2.

Como ndo mudou a ordem em que aparecem as colu
nas sobrantes, apenas o indicador ICOSUJ sera alterado, pois
agora ICOSUJ(2 ) o= 7.

Se a coluna a sair da base estiver em UZT
A= U4 no exemplo), procedemos diretamente a troca; se nio, cha
mamos a subrot imna BGUSUJ, que faz nas colunas de @i as mesmas
operagOes de p ermutagdo e pivoteamento feitas para triangulari-
zar novamente W,. Em nosso exemplo, aplicamqs VALORL(36) a 1i

nha 7 de ¢

3:
2. 1. 2. 1.
3. 0. 2.
1. 2. 3. 0. 1.
2. 0. 2
2. 1. 0.
1. 3.01. 2.
~3.1. -1,
2.0, 2.
2. 3.
2.

e neste caso, © vetor USUJ & alterado para:

POSICRO|1 2 X 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15...
Uswy f2. 0. 1. 2. 0. 2. 1. 1. 2.0.1.-1.2.-.
IROS |2 0 4 5 6 7 0 9 1011120 14 0 16...

LIVRES = 15



Neste instante, se todas as colunas de @i tive
rem um zero na linha correspondente a Gltima linha de Ui’ faze-
mos a troca das colunas correspondentes as varidveis a sair e a
entrar na base. Se isto nao acontecer, escolhemos a primeira co
luna de ¢, que tenha o elemento da Ultima linha ndo nulo. Esta
coluna sera trocada com a coluna correspondente a variavel a
sair da base, que esta agora na ultima posicao de Ui' Chamamos
entdo as subrotinas ZESUJ1 e ZESUJ2. A primeira zera as posi
goes da coluna escolhida de @i que estao abaixo da linha do pi
- vO e que estdao armazenadas em USUJ e a subrotina ZESUJ2 zera
as posicoes desta mesma coluna e que constituem uma coluna de
Uj’ j >1i+ 1. No nosso exemplo, devemos verificar as posicgoes
de <, correspondentes a linha 7 da matriz U. Estas posicoes
nao sao nulas, portanto na» podemos fazer a troca das variaveis
a entrar e sair da base. Escolhemos entao a primeira coluna de
¢; com valor nao nulo na linha 7, que corresponde a coluna 1 de
@S. As posigoes dessa coluna que estao abaixo da linha 7 e por
tanto, que devem ser zeradas, fazem parte de U4, isto ¢, nao
existe uma parte da coluna armazenada em USUJ. Passamos direta-
mente a subrotina ZESUJ2, ndo sendo necessario chamar ZESUJ1.

Temos:

2‘ ]—. 2.

" e definimos VALORL (37) = 2, LINHAL (37) = 8 e ICOLL (12) = 38.

A seguir, chamamos LTROCA, a subrotina que
aplica as operagoes de pivoteamento realizadas para zerar 0s
elementos da coluna de L sobre a coluna correspondente a va-
riavel a sair e também a todas as outras colunas corresponden
tes as colunas sobrantes com elementos ndao nulos na linha do pi
v06, as quais sdo alteradas por estas operagbes de pivoteamento.
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No excmplo, temos entao:

2 ]
. e
1: 2 3 0. 1.
2, 0 2e &n
Z. Te D
Ioe B la s
3.-1.-1.
éfi:'___f?-__?:_
2% D

Chamamos entao as subrotinas TTROCA e TRVAUX,
que realizam a troca das duas colunas, sendo que agora, a colu-
na correspondente a varidvel a sair esta em Uj' Estas  subroti
nas tem também a funcao de atualizar os vetores que caracteri
zam as colunas sobrantes, os quais foram alterados com esta tro

ca. A matriz U fica entdo com a seguinte configuracio:

2.

(70 I oS e T S
- &« & & =  @a

€ 0S arranjos que a caracterizam sao alterados para:

POSICAO| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011121314 1516 17 18 1935
U e e 3l B 2 & O 291 109692, 3.2, % B,

oo

POSICNO[1 2 3 4 5 6 7
USuJ B 0y By B U 2 1,

9104 (1211 15 1E 1T
Zi B, 3.3, 2.5

i
-

IPROS 2 0 4 5 7 11 9 100 120 14 0 16 17...
LIVRES = 15

POSICAO[{ 1 2 3 5 6 7 8

Icosus |3 8 7

ICONSU |1 3 8 13 ' IPRIMC = 1

LINIAS |1 1 3 LIVREC = §

IPROC 3.4 2 O &%
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Note-se que com as trocas, nao mudamos a ordem
dos elementos das colunas sobrantes em USUJ e sim, indicamos as
alteragdes através de IPRCS, assim como os elementos que carac-
~terizam as colunas sobrantes sdo indicados nas mesmas posigoes
de ICOSUJ, ICONSU e LINHAS, sendo que a troca € indicada pela
alteragao em IPROC.

0 processo agora comeca a se repetir e s6  se
encerra quando atingimos uma das duas situagoOes citadas'(ou a
coluna a sair corresponde d Gitima coluna de Ujyp ou a 04lti
ma linha de @j’ correspondente a Uj na qual esta a coluna cor
respondente @ varidvel a sair, € nula), favordveis'a troca. Cha
mamos entao a subrotina TRODEF, que realiza a troca das varia
veis a entrar e a'sair da base, atualizando INDB e INDNB. Em
nosso exemplo, a coluna correspondente a variavel a sair esta
na coluna 1 de U, neste caso U,r. Entao, devemos levia-la a
posicdo da Gltima coluna de U4, fazer os pivoteamentosrnecesséw
rios para triangularizar novamente U4 e em seguida fazer a tro
ca de colunas, pois atingimos uma situacao favoravel a troca.

Levando a coluna 1 a posicido 3 de U,, teremos:

2. 1. 2. 1.
3. 0. 2.
1. 2. 3. 1. 0.
2. 0. 2. 2.
2. 0. 1.
1. 1. 3. 2.
1. -3. -1,
2. 2. "—'é':-g'
P23,
! 2.

Para triangularizar novamente U4, fazemos os pivoteamentos:

2, 1. 2. 1.
3. 0. 2.
1. 2. 3. 1. 0.
. 0. 2. 2.
2. 0. 1.
1. 1. 3. 2.
"1',.".:’2:_1: _____ .
=2, 2.-6..
sl



VALORL

- 00

para este pivoteamento realizado, definimos (38) = 1,
LINHAL (38) = 9 e ICOLL (13) = 39. A seguir, zeramos o Gltimo
~elemento da coluna 2 de U,:
2. 1. 2. 1.
3. 0. 2.
1. 2. 3. 1. 0.
2. 0. 2, 2.
2. 0. 1.
1.1. 3. 2,
-1.-3.-1. .
ERENr.
L 5.-6.
b2l
definindo VALORL(39) = -~ 0.4, LINHAL(39) = 10 e ICOLL(14) = 40.
0 vetor U foi entdo alterado para:
POSICAO| 1 2 3 4 7 8 ¢ 1011121314 151617 18 19...
U ‘ 2. 1. 3. 1. . 0. 2. 1.1.-1.-2. 2. 5.-6.-6. 2.4
Agora € chamada a subrotina que permuta as co-
lunas sobrantes: " ' '
2. 1. 2. 1.
3. 0. 2.
1. 2. 3. 1. 0.
2.0, 2. 2.
2. 0. 1.
1. 1. 2. 3.
-1. -1.-~3.
~2. 2.-0.
5.~6.
2.4
e 0s arranjos que .caracterizam as colunas sobrantes sofrem as
seguintes alteragoes:
POSICAO |1 2 3 4 6 7 8-9 10 11 12 13 14 15 16....
usuJ 2. 2, 2. 1. 1. 2. 0. 3. -3. 2. -1.
IPROS 2 0 5 7 119 100 12 O 14 0 le...
" LIVRES = 15
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POSICAO | 1 3 56 7.,

1COSUJ 310 7

ICONSU | 1 8 13 |
LINHAS | 1 3 IPRINC =1
IPROC 3 4 2 6  T... LIVREC =

Estamos agora em condigdes de realizar a troca
das colunas na base. Como a coluna correpondente 4 varidvel a
sair € a coluna 3 de U4, a varidvel a entrar na base assumira
esta posigao, sendo que 0s arranjos que representam a matriz U
sofrerao as alteracoes correspondentes, e INDB e INDNB serao
atualizados.

Realizada a troca de colunas, acrescentamos
uma unidade ao contador IATUAL.

BLOCO (XVI): TATUAL = LIMAT?

- Se ja atingimos o limite permitido de atualiza
goes, estamos com um arquivo muito grande de matrizes elementa-~
res do tipo L a serem aplicadas nos passos do processec, valendo
'a pena proceder a uma nova decomposigdo LU da base B. Voltamos
- entao a inicializar o parametro IATUAL, reiniciando o processo
de decomposicao. Se IATUAL < LIMAT, passamos ao bloco seguin
te.

BLOCO (XVII): ITER = LIMIT?

Se atingimos o limite de iterac¢des, paramos o
. processo, avisando que o problema nao converge neste limite. Ca
S0 contrario, voltamos ao Bloco (IV), repetindo.o processo, ate
obtermos a solugao O6tima para o problema.

4.2.Exemplo

Vamos agora verificar, através de um exemplo,

como se processam as iteracOes do método. Seja o problema (P) a

- seguir: :
X(t+1)=A(t)x(t) + B(tlu(t) + k(t) t=0 ... T-1
x(O):xO

(PYC(Ix(t) + D(u(t)=f(t) t=0 ... T-1
al(t+D)sx{t+1)sB(t+1);  y(t)su(t)sd(t) . t=0 ... T-1

T-1
min J(x,uw)= ¥ {c(t+1)x(t+1) + d{t)u(t)}
' t=0 '
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a(t+1);{o 0 ] ; Y(t):[O. 0 0], t=0 ... T-1

s=[20 30 s0]; 850 s0); srdso 50 50} e2)=] 50 50

f /

[

-

§(2)=140 60 3O ]; 8(3)zb00 100]; 5(3):@M}109100 B(4)=[100 100

!

a)=[-3 1 3 } : c(l):[O 5 } cod=la 7 2] cy=f-3 2

d(2)=[-1 -2 3 | E c[3)z[8 6 ] ;oam={1 8 -2 c[-1 1

12} 45
k)= s6); £Co04 |5 k=85 [ ofa=] |
7 10 |
, 45 [ 5
k(2)= 205];:5(2»32 . k(3)=[205] £(3)=
| 125 90 |

A matriz de restrigdes para este problema & dada

-1 1 -1 2 0 -1 0
2 1 0 1-1 0 -1
2 1 1 2 -1
-1 1 -1 2 0-1 0
2 1 0 1 -1 0 -1
2 1 1 2 -1
-1 1-1 2 0 -1 0
2 1 0 1 -1 0 -1

Esses valores sao armazenados, por colunas, em
VALORA, com os dindicadores LINHAA e ICOLA. Os indices basicos sdo
indicados em INDB: '

INDB = ( 1, 2, 4,5, 7, 9, 10, 11, 14, 16, 17, 19)
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e os indices ndo basicos sdao os seguintes:

INDNB = ( =3, -6, 8, 12, 13, =18, 18, =20)
lembrando que o sinal negativo indica que a variavel esta no limi-
te inferior e o positivo, no limite superior. '

O vetor de recursos € armazenado em VALORV:

POSICAO l 1 2 X 4 3 6 ¥ 8 9 10 11 12

VALORV 56 12 Foabe s 10 205 45 125 285 . 5 90
ICOLU 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 3 | 12

e o vetor de custos € armazenado em VALORC:

POSICAO | 1 2 4 6§ -7 B 9N B T2 I #®©
VALORC |[-3 1 ¥ ol -3 2 =1 2" '3 & .6
ICOLC 1 2 5 7 8 9 10 11 12 13 14 15

POSICAO | 15 16 17 18 19
VALORC 1 8 23" e 1
I1COLC 16 17 18 19 20

Inicialmente, vamos fazer a decomposicao LU da
Base B. Tomamos a primeira coluna de INDB. Como m=1, o primeiro
elemento da coluna torna-se o pivO, sem necessitarmos permutar
linhas na procura do pivo adeqﬁado. Zeramos entao os elementos que
estao abaixo desta linha, criando as posicdes da matriz %, 0 pi-
vo € armazenado em U. Temos entao: U(1)=1, VALORL(1)=1, LINHAL(1)=2
ICOLL(1)=1 e ICOLL(2)=2, lembrando que sempre definimos a primeira
posicao livre de VALORL em ICOLL.

_ Criamos Ul e a segunda coluna de B, passa a ser
uma coluna sobrante. Indicamos seu indice em ISOB. Esta coluna se-
ra a primeira a ser testada na criacao de Uz.chetimos O processo
até obtermos a decomposicdo final.
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