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...A(t), B(i), C(t), D(t): matrizes conhecidas de dimensões

(n x n), (n x r), (m x n) e (m x r) respectivamente;

... c(t+l), d(t): vetores conhecidos de dimensões (lxn) e (lxr)

respectivamente.

o problema (P) pode ser assim enunciado: eg
contre uma seqUência de vetores de controle {u(O),...,u(T-l)}

satisfazendo conjuntamente (1), (2),(3) e (4) e tais que mini

mi zem . (5) .
A matriz de restrições A, referente ao pr~

blema (P) é indicada na figura a seguir, assim como o vetor
de custos Z.

Figura 2.1.

Este problema caracteriza-se pela forma da

matriz de restrições A, a qual, além de ser esparsa, tem uma

estrutura particular conhecida como estrutura escada (stairc~

se) sendo que o objetivo deste trabalho é implementar um alg~
ritmo que aproveite esta estrutura. O método a ser util~zado

é o Simplex Revisado, cujos passos foram enunciados no capít~
10 anterior.

O trabalho computacional concentra-se, a

da iteração, na resolução dos sistemas seguintes:

B~) = Aj

BT'!T'= ( ZI ) T

ca

B x = VI

u (O) x (1) u (1) x(2) ............. x(T-l) u (T -1) x(T)
r n r n n r n

0(0)

eCo) -]1.

c(U 0(1)
IA : I

A (1) 8(U> -JI. .. .
......

".... C(T-1) O(T-1)
A(T-1) 8(T-l) -]1.

l
z = ( dtO)

c (l) d( 1) c(2)............ c(T-l) d(T-l)
-Jl.)
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Os pontos (.) indicam a criação de elementos

não nulos, mudando a estrutura da matriz. Como não desejamos

que isto aconteça, limitaremos o conjunto de linhas entre as

quais vamos escolher o pivô.

Vamos agora explicar em detalhes o processo:

conforme a configuração da base B (figura 2.2), onde assinala

mos'os blocos B1' B2'...' B2T para facilitar a exposição, te-

mos que o bloco B1 tem m linhas e como B é uma base, tem m co

lunas linearment~ independentes.

Começando o processo de fatoração, escolhemos

como pivô, na primeira coluna, o elemento de maior valor abso-

luto entre as m primeiras linhas. fazemos a permutação, se n~

cessirio.' Observa-se que assim não é alterada a estrutura.

Passamos a zerar todos .os elementos da coluna, a partir do pi

VOe A coluna que caracteriza a matriz elementar é
da abaixo:

representa

1

bIZ.

bll .

bI3

bll

Figura 2.6

onde bll é o pivô.

Observe-se também que não é necessirio armaze

nar toda a matriz, bastando apenas guardar a coluna acima.

Para fixar as idéias, vamos chamar Pl à perm~

tação e .Ll às operações de pivoteamento realizadas neste pas-

so. O pivô bll constitui a primeira coluna de Ul (pequena ma
triz triangular superior, fazendo parte da matriz U, conforme

mostra a figura 2.4), a qual, por ser a primeira coluna de uma

matriz triangular superior, contém apena~ o elemento da diag~
nal.
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Tomamos agora a segunda coluna de B. Antes de

mais nada, temos que aplicar Pl e LI sobre ela. O pivô vai ser
escolhido entre os elementos das linhas 2 a m. Se estes elemen

tos forem todos nulos, .isto significa que a segunda coluna de

81 é linearmente dependente da anterior. Neste caso, esta col~

na é abandonada e passamos a testar a coluna seguinte. Uma vez

escolhido o pivô, faz-se a permutação P2 e as operações necess~

rias para zerar os elementos a partir da linha 3, as quais irão

constituir L2. Os elementos da coluna, desde a .primeira linha

até a linha do pivô constituem a nova coluna de Ul: ~epetimos

p processo até estabelecermos um pivô a cada uma ~as m prime!

ras linhas. Isto é garantido pelo fato da matriz B ser não sin

guIar.

Neste instante, teremos efetuado ~s seguintes

operaçoes:

Lm-l Pm-lLm-2 Pm-2 L2 P2 LI Pl

estando na seguinte situação:

B2

B3

.

Figura 2.7

A área hachurada representa o conjunto das c~

lunas de Bl que foram abandonadas no processo anterior, as

quais chamamos-de colunas sobrantes e que constitu~m a matriz

~l.

A existência destas colunas sobrantes impede

que a matriz U tenha a configuração ideal da figura 2.4, fazen-

do com que apareçam elementos não nulos acima das U., i=2,....1
2T.

Continuando o processo de triangularização, .v~

mos criar U2. Consideremos a matriz cujas c?lunas são as col~

nas sobrantes e as colunas de B2' e cujas linhas são as n li

nhas a partir da linha do último pivô estabelecido. Como no c~

so anterior, pelo fato de B ser uma base, é garantida a obten
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Neste caso, a matriz ~. tem a última linha nu1 -
Ia. Retiramos então, a coluna a sair e colocamos a coluna cor

respondente a Ãj atualizada, nesta ~osição. Fica claro que no

processo de zerar os elementos de KJ que estão abaixo da diag~

nal, nenhuma coluna posterior da base global será alterada.

A segunda situação é aquela onde existe algum

elemento não nulo na última linha da matriz ~., conforme mostra1

a figur~ abaixo:

,, ,, ,, ---------------------
xx xx x x
xx xx x x
xx xx x x
00 xo x x

~x :---:---
~1t11~ :.X X :.:

x X : :

,,,,'.

Figura 2.16

Escolhemos a primeira coluna de ~. com elemen-1

.to não nulo na última linha e permutamos a variável a sair com

ela. O processo é novamente análogo ao caso anterior

tido até cairmos ou na s{tuação anterior ou na última

U2T' quando fazemos a troca.

..

e e rep~
coluna de

\ \ N 1 C .ô . ~ ":'"'

f" () l
.
' O'I'r r "

f:.~ r R
i. \

j) ;.., t I 1'11.'
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As matrizes U., i =1, 2T, foram armaze1 -
nadas por colunas, incluindo os zeros, num vetor denominado V,

com [m(ill+l)/2+n(n+l)/2 JT posiçõ~s, sendo que qualq~er colu
na de V. pode ser reproduzida a partir do veto r V.1

Para i~ustrar, suponhamos uma matriz V com os

seguintes elementos:

.

o.

2.
x
x

1. o.
1.

3.
1.
2.

Esta matriz é composta de quatro pequenas m~

,trizes triangulares, sendo VI e V3 com m colunas (m=2) e V2 e

V4 com n colunas (n=3). O vetor V será então igual a:

POSIÇÃO

V

1 2 3 4 56. 7 & 9 1011 12 13 14 15 16 17 18

.1. 2. 3. 2. 1. 3. 2. O. 1. 1. O. 2~ 1. O. 1. 3. 1. 2.

Vamos reproduzir, a partir do vetor V, a se-

gunda coluna de V4 , como exemplo. Sendo a segunda coluna de

uma matriz triangular, sabemos de imediato que ela.tem duas p~
sições. A primeira posição da coluna é calculada através da

soma do número de elementos das V!s anteriores a V4,com o nú1 .

mero de elementos das colunas de V4 anteriores àquela

da, mais 1. Então:

l~ posição da coluna 2 de V4 =

=[ m(m+l)/~ x 2 +[ n(n+l)/2] xl + lx2/2 + 1 = 14 isto
o primeiro elemento da coluna desejada está na posição 14

vetor V. Os elementos da coluna 2 de V4 são, então, iguais
I

O.(posição 14) e 1. (posição 15 do vetor V).

desej~

-
e,
do

a

2. as colunas sobrantes

Precjsamos de vários arranjos para reproduzir,

com exatidão, as colunas sobrantes.

O primeiro deles, VSUJ, contém os valores de

1. 2. x x

3. x x

2. 1. 2. x
3. o. x

1. x

1.
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cada elemento, inclusive os zer6s, armazenados por coluna, a

partir da primeira linha da U. i qual a coluna sobrante corres
- .. 1 -

ponde. Acompanhando o vetor USUJ, temos o indicador IPROS,

que indica qual ~ a posição de USUJ que cont~m o elemento s~

guinte aquele que estamos apontando. O último elemento da co

luna sobrante é apontado por um zero em IPROS (isto ~, nao

existe um elemento seguinte a ele). A primeira posição livre

de USUJ ~ indicada por LIVRES e sempre que alguma coluna 50-

brante for criada, será armazenada em USUJ, a partir da posi

ção indicada por LIVRES.

Os outros apontadores que identificam a

na sobrante são os seguintes:

colu

ICOSUJ:indica a coluna de U onde está a coluna sobrante;

ICONSU: indica a posição em USUJ'onde está o primeiro elemento

da coluna sobrante;

LINHAS: indica a linha de U em que começa a co16na sobrante;

IPROC : indica qual ~ a próxima coluna sobrante; .

A primeira posição livre de ICOSUJ (correspo~

dentemente de ICONSU e LINHAS) ~ indicada por LIVREC e se for

criada uma nova coluná sobrante durante o processo, ela será

anotada pa posição LIVREC e os valores de IPROC sofrerão as al

terações correspondentes.

A título de ilustração,vejamos como seriam

armazenadasas colunas sobrantesde uma pequena matriz U, indi

cada a seguir:

x x 2. 1.

x 1. 2.

x x x 3. 3.

x x O. 2.

x 2. O.

x xLI.

x 0.3.
x x x

x x

x

x x l.
x 2.

x x x
x x

x
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Temos cinco colunas sobrantes.

correspondentes seriam os seguintes:

Os arranjos

roSIÇÃO 1 2 3 4 567 8910 1112 13 14 15 16 17 18 19 20 21...

USUJ 2. 1. 3 . O . 2. 1. .2. 3 . 2.O. 1. O. 1. 3. 1. 2.

IPROS 2 O 4 5 O 7 8 9 1011 12 O 14 O 16 O . 18 19 20 21 22...

LIVRES = 17

6 .7. . . . . . . . . .

;

7 8..........

LIVREC = 6

O vetor IPROC é inicia1izado definindo-se

IPRIMC =.I, sendo que este valor pode ser alterado durante as

trocas de colunas. IPROC(5) = O indica que a coluna localiza

, da na posição 5 de ICOSUJ é a G1tima coluna sobrante.

SupO'nhamos agora que, durante a troca de c9.

lu nas, a terceira coluna sobrante seja eliminada. Os arran

jos sofrem as a1teraç5es correspondentes ~ passam a ter as se

guintes configuraç5es:

roSIÇÃO12 3 4 5'6 7 8910 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20.....

USUJ 2. 1. 3. O. 2. 1. 3. 1. 2.

IPROS I 2 O 4 5 O 7 8 9 10 11 12 17 14 O 16 O 18 19 20 21.....

LIVRES = 6

POSIÇÃO

ICOSUJ

ICONSU

LINHAS

OPROC

1

3

1

1

2

-2

6

3

3

4 6 7 8 9.....

3 4...S

9 13

13 15

6 11

5 O

6 7 8.....

LIVREC = 3

Quando é criada uma nova coluna, os arranjos

também sofrem as correspondentes a1teraç5e~. Suponhamos uma

nova coluna de U criad~ no processo, de maneira a que a nova

configuração seja a seguinte:

POSIÇÃO 1 2 3 4 5

ICOSUJ 3 6 8 9 13

ICONSU 1 3 6 13 15

LINHAS 1 3 1 6., 11

IPROC I 2 3 4 5 O



x x 2.
x 1.

x x x 3.
x x O.

x 2.

- 45 -

x x

x

1.
O.
2.
1.
3. ~ coluna sobrantecriada

1. O.
3. O.

xxxI.
x x 2.

x 1.
xxI.

x 2.
x x x

x.x-

x:

Os arranjos devem conter as informações da no-

va coluna ~riada, partindo de LIVRES em USUJ e LIVREC em ICOSUJ,

ICONSU e LINHAS:

PoSIÇÃO 1 2 3 4 5 6 78 9 10 11 1213 14 15 16 17 18 19 20 21......

.USUJ 2. 1. 3 . O. 2. 1. 8 . 2. 1. 3. O. O . 1. 3. 1. 2. 1. 2. 1.

IPROS 2 O 11 5 O 7 8 9 10 11 12 17 14 O 16 O 18 19 O 21 22......

LIVRES::: 20

roSI O 1

ICOSUJ 3

ICONSU 1

.LINHAS 1

IPROC 2

2 3 4 5 6 7 8......

6 11 9 13

3 6 13 15

:5 1 6 11

4 5 3 O 7 8 9......

LIVREC--:::6
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C A P I T U L O 4

PROGRAMACOMPUTACIONAL PARA Q. ALGOR~IMO DE PRO~Ç;RAM~ÇÃO

DINÂMICA

LINEAR

Neste cap!tulo, faremos o diagrama de blocos,

detalhando a seguir, cada bloco do,diagrama, conforme o progr~
ma computacional implementado para o algoritmo desenvolvido no

cap!tulo 2 deste trabalho.

4.1. O diagrama de blocos do algoritmo

Este algoritmo foi implementadono programa

, SIMESC.LU e resolve o problema linear dinâmico (P) definido no

capítulo 2, supondo conhecida uma base B inicial.

DIAGRAMA DE BLOCOS

(I): ENTRADA DE DADOS. DEFINICÃO DE PARÂMETROS

2

(V): CRIA O VETOR DE CUSTOS BÁSICOS

(vII: OBTENÇÃO DOS MULTlPLlCADORES 1T. ATRAVÉS DE IBTJr: IZI)T

RESOLVE o SISTIiMA TRIANGULAR INFERIOR

APLICA AS (LI)T PARA OBTER 1T

~ISTOP'lr--
NÃO

SIM

(IX): ATUALlZACÃODA COLUNA A. ENTRAR NA BASE, ATRAVÉS DE eÂ;. IA.J

APLICA L NA COLUNA, OBTENDOq.1

I RESOLVE O SISTEMA TRIAN~LJI.~~SUPER_IO~BTENDO ÍA
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Neste instante, se todas as colunas de ~. tive1 -
rem um zero na linha correspondente à última linha de U., faze-1

mos a troca das colunas correspondentes as variáveis a sair e a

entrar na base. Se isto não acontecer, escolhemos a primeira c~

luna de ~. que tenha o elemento da última linha não nulo. Esta1 .

coluna será trocada com a coluna correspondente ã variável a

sair da base, que está agora na última posição de U.. Chamamos
. 1

então as subrotinas ZESUJI e ZESUJ2~- A primeira zera as pos!

ções da ~oluna escolhida de ~. que estão abaixo da linha do pi1 -
v6 e que estão'armazenadas em USUJ e a subrotina ZESUJ2 zera

as posições desta mesma coluna e que constituem uma coluna de

D., j ? i + 1. No nosso exemplo, devemos verificar as posiçõesJ

de ~3' correspondente~ à linha 7 da matriz U. Estas posições

nã~ são nulas, portanto nã0 podemos fazer a troca das variáveis

a entrar e sair da base~ Escolhemos então a primeira coluna de

~3 com valor não nulo na linha 7, que corresponde à coluna 1 de

~3. As posições dessa coluna que estão abaixo da linha 7 e po~

tanto, que devem ser zeradas, fazem parte de U4' isto~, não
existe u@a parte da coluna armazenada em USUJ. Passamos direta-

mente à subrotina ZESUJ2, não sendo necessário chamar ZESUJ1~

Temos:

1 .

2.

O. 1.

2. 2.

1. O.

1. 3. 1. 2.

-3.-1.-1.

O. 2.

2. 3.

2.

e definimos VALORL (37) = 2, LINHAL (37) = 8 e ICOLL (12) = 38.

2. 1.

3.

2.

O.

1..2. 3.

2. O.

2.

A seguir, chamamos LTROCA, a subrotina

aplica as operações de pivoteamento realizadas para zerar'

elementos da coluna de ~.. sobre a coluna correspondente à va-1

riável a sair e tamb~m a todas as outras col~nas corresponde~

tes às colunas sobrantes com elementos não nulos na linha do p!

vôo as quais são alteradas por estas operações de pivoteamento.

que
os



Chamamos então as subrotinas TTROCA e

que realizam a troca das duas colunas, sendo que agora,

na correspondente i iariivel a sair ~sti em V.. Estas
J

nas tem também a função de atualizar os vetores que

zam as colunas sobrantes, os quais foram alterados com

ca. A matriz V fica então com a seguinte configuração:

No exemplo, temos então:

2. 1. 2.

3. O.

1. 2. 3.

2. O.

2.

~

2. 1. 2.

3. O.

i. 2.,3.

2. O.

2.
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1.

2.

O. 1.

2. 2.

1. O.

1. 3. 1. 2.
r- -- -u_-

:-3.-1.-1.
I

1-6. ,,-2. 2.~---------------

2. 3.

2.

TRVAVX,

a colu-

subro ti

caracteri

esta tro

1 .

2.

, 1. O.

.2. 2.

O. 1.

1. 1. 3. 2.

-1.-3.-1.

-6 . -2. 2.
2. 3.

2.'

e os arranjos ue a caracterlzamsão alteradospara:

ros 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19...

3. 1. 2. 2. 3. O. 2. 1. 1. -1. -6. -2. 2. 2. 3. 2.U 2. 1.

roSI O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17...

USill 2, O. 1. 2. O. 2. 1. 1. 2. O. 3. -3. 2. -1.

IPROS 2 O 4 5 6 7 11 9 10 O 12 O 14 O 16 17...

LIVRES = 15

roSI:AO 1 2 3 4 5 6 7 8. ..

ICOSVJ 3 8 7 9

ICONSU 1 3 8 13 IPRIMC = 1

LINHAS 1 1 3 6 LIVREC = 5

IPROC 3 4 2 O 6 7. . .
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e os índices não básicos são os seguintes:

INDNB = ( -3, -6, 8, 12, 13, -15, 18, -20)

lembrando que o sinal negativo indica que a variável está no limi'

te inferior e o positivo, no limite superior.

O vetor de recursos é armazenado em VALORV:

Inicialmente, vamos fazer a decomposição LU da

Base B. Tornamosa primeira coluna de INDB. Cornom=l, o primeiro

elemento da coluna torna-se o pivô, sem necessitarmos permutar

'linhas na procura do pivô adequado. Zeramos então os elementos que

est~o abaixo desta linha, criando as posições da mat~iz L-I. O pi-

vô é armazenadQ em U. Ternosentão~ U(l)=l, VALORL(l)=l, LINHAL(1)=2

ICOLL(l)=l e ICOLL(2)=2, lembrando que sempre definimos a primeira

posiçãolivrede VALORL em ICOLL.

Criamos Ul e a segunda coluna de Bl passa a ser
uma coluna sobrante. Indicamos seu índice em ISOB. Esta coluna se-

rá a pri~eira a ser testada na criação de U2.Repetimos o processo
até obtermos a decomposição final.

POSIÇÃO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 .11 "1 2

VALORV 56 12 7 85 45 10 205 45 125 205. 5 90

ICOLU 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
o
o

e o vetorde custos é armazenado em VALORC:

OSIÇÃO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

VALORC -3 1 3 5 4 7 -2 -3 2 -1 -2 3 8 6

ICOLC I 1 2 3 5 6 7 8 9 10 11 12 .13 14 15

POSIÇÃO 15 16 17 18 19

VALORC 1 8 -2' -1 1

ICOLC 16 17 18 19 20
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