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Resumo

Uma proposta de metodologia para a solugao da Eguacdo Algébrica
de Riccati (EAR) em formas Sequencial e Paralela e Distribuida é apresen-
tada.

O método modifica e propde uma paralelizacdo do Método de Schur [3].
Transformacies de Similaridode Flementares Estobilizadas{TSEE} sao uti-
lizadas para transformar a matriz simplética/Hamiltoniana, em uma forma
simples. Neste trabalho fazemos uma implementacac sequencial do algo-
ritmo proposto para matrizes densas, bem condicionadas e propomos uma
implementacio paralela do algeritmo num sistema com memdria distribuida
e estrategia de paralelizagao sincrona numa rede de estagoes de trabalho.

Abstract

A proposal of methodology for solving the Algebraic Riccati Equation
in Sequential and Parallel and Distributed forms is presented.

The method modifies and proposes a parallelization for the Schur Me-
thod [3]. To transform the simpletvc/Hamiltonian matrix in a simple form,
Elementary Stabilized Similarity Transformations are utilized. In this work
a sequential implementation of the propesed algorithm for dense, well con-
ditioned matrices is made and a parallel implementation on a distributed
memory svstem with an synchronous parallelization strategy over a works-
tation network is proposed.
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Capitulo 1
Introducao

Uma das equagoes matriciais ndo lineares estudada mais profundamen-
te e utilizada por engenheiros, economistas, matematicos e estatisticos é a
Equacao de Riccati. O termo genérico “Equacao de Riccati” pode signifi-
car qualquer classe de matrizes: quadritica, algébrica ou diferencial {equacgio
diferencial de tipo simétrico ou assimétrico) surgida no estudo de sistemas
dindmicos continuos ou discretos no tempo [5].

As Equagoes de Riccati surgem naturalmente numa ampla variedade de
situagoes e desempenham papel muito importante em teoria de sistemas, em
especial na teoria de controle desenvolvida nos dltimos 40 anos.

Neste trabalho uma proposta de metodologia de solucéao numeérica para a
Fquacao Algébrica de Riccati é apresentada. Apesar de aplicdvel tanto para a
Equacao de Riccati continua como para a discreta, nos concentraremos no ca-
so discreto. Estas equagtes desempenham um papel fundamental na anslise,
sintese e projeto de sisternas de controle, estimacio de estado e modelagem
de sistemas dinamicos lineares, processamento de sinais e fatoragio espec-
tral. Nosso objetive com este trabalho é obter uma tnica soluciio simétrica
e definida nac negativa da equagdo algébrica e comparar os resultados com
os de métodos existentes.

O problema computacional principal surgido na otimizacio quadritica de
sistemas de controle linear € a solugio da correspondente equacao matricial de
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Riccati. Dado que a solugdo analitica para esta equacio sé € possivel em casos
restritos, é necessdrio em geral implementar algum método numericamente
estavel.

Do ponto de vista numérico a utilizacio de autovetores € altamente nao
satisfatoria e o Método de Schur é numericamente mais atrativo para
obter uma base para certos subespacos de interesse. Porém, neste trabalho
implementamos uma variante do método de Schur baseada sempre na idéia
seguida por Laub em [3].

1.1 Trabalhos Afins

Um aspecto importante da andlise de qualquer problema numérico é o
do condicionamento: se os dados do problema sofrem pequenas perturbagoes,
na solugao vamos ter mudanca muito grande: se o sistema é mal condicio-
nado, ou muito pequena: se o sistema é bem condicionado. Nesta tese nos
restringimos as matrizes muito bem condicionadas: com tal Hmitacidc em
nosso algoritmo, asseguramos a obtengdo de uma solucdo numérica configvel,
essencial para o alcance dos nossos objetivos principais.

Certas equacdes matriciais surgem naturalmente em Controle Linear e
Teoria de Sistemas. Frequentemente encontramos na andlise e projeto de

sistemas discretos e continuos no tempo as equagdes de Lyapunov:
AXAT - X +Q =0: Stein
AX +XAT + Q =0 : continua
e as equacdes de Sylvester:
AXF — X +Q =0 : discreta

AX + XF +Q = 0: continua

Existe uma quantidade de abordagens aprecidvel em controle e teoria de
sistemas lineares para solucionar as mesmas. Partindo da analise profunda
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destas equagoes, podemos compreender muito melhor o condicionamento da
equagdo de Riccati, para a qual existe uma literatura considerdvel no aspecto
tedrico, porém muito limitada do ponto de vista numérico. Contudo nio
enfatizaremos no aspecto do condicionamento nesta tese.

As Equagoes Algébricas Simétricas de Riccati (n x n) tém as se-
guintes formas para os casos de sistemas continuos e discretos no termpo,
respectivamente:

AX 4 XAT - XGX +0Q =0 (1.1}

AXAT - X - ATXGL(Go+ GTXG)IGTXA+Q =0 (1.2)

onde 4,Q, X € R¥™™ G, € RV, G, € R™

Sempre sdo adotadas restrigdes sobre os coeficientes das matrizes para
garantir a existéncia e/ou unicidade de certos tipos de solucdo X .

Virios algoritmos foram propostos para resolver as equagdes (1.1 e 1.2),
dentre os quais podemos citar [3, 2, 19, 1]. Estes algoritmos podem ser
classificados em duas categorias [30] :

Métodos iterativos: Produzem uma sequéncia de matrizes similares que
convergem & solugdo; em geral sio numericamente precisos mas sua
aplicagdo pratica é bastante limitada.

Métodos de subespago invariante: Tém um grande alcance de aplica-
bilidade e sd0 métodos numericamente estiveis.

Dos vérios algoritmos que existem para solucionar a referida equacio, um
dos metodos de proposito geral mais confidveis é 0 Método de Schur [3],
definido como um método de subespago invariante. Por exemplo, para o caso
da equacdo (1.2), o método baseia-se na reduciio & Forma Real de Schur
(FRS) da matriz simplética H associada:

| A+GATQ —GAT

= | ~aTQ a7

(1.3)



Introducao 4

onde G = G1G5'GY. H esté caracterizada por J™'H7J = H™', onde J é
uma matriz (2n x 2n} definida como:

0 I

7=\ _; 0|

e I € uma matriz identidade {n x n).

Como ¢ exposto no conhecido Teorema 1,[3], os autovalores de uma matriz
Simplética H ocorrem em pares (A, 1/A); baseado nesta informacdo e com
ajuda de outros procedimentos, realizamos o processo de obtencao da solucéo
simétrica, definida ndo negativa da equacao algébrica de Riccati discreta.

1.1.1 Caracteristicas da solu¢ao numérica de Laub

O método de resolucao da equagdo algébrica de Riccati proposto por
Laub, tem dois passos fundamentais; no primeiro reduz uma matriz H €
R#rx% 5 forma real de Schur ordenada, e no segundo calcula a solucio de
uma equacao matricial linear de ordem n.

Para resolver o seu algoritmo, Laub realiza o procedimento a seguir:
1- Faz um balanceamento da matriz geral real (Precondigges).

2- Reduz a matriz a forma superior de Hessenberg utilizando transformagdes
ortogonais.

3- Acumula as transformagdes da reducao de Hessenberg.

4~ Determina a forma real de Schur ordenada da matriz de Hessenberg
obtida anteriormente.

5> Faz uma transformacdo para tras da matriz ortogonal a uma matriz nao

singular correspondente & matriz original.

6- Encontra a solugdo da equacio a partir da matriz ndo singular obtida no
passo o.
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No que se refere a implementacdo, Laub usa uma matriz simplética/Hamiltoniana
H formada a partir dos dados de entrada do problema. Depois de realizar o
balanceamento da matriz H, Laub utiliza uma norma definida como a raiz
quadrada da mailor somatdria das magnitudes absolutas dos elementos da
matriz H, por colunas, mais um, que denomina alpha. Com este valor alpha
redefine duas novas matrizes da seguinte forma:

W: Definida como a diagonal da matriz original menos o valor alpha calcu-
lado;

Z: Definida como a diagonal da matriz original mais o valor alpha calculado;

Nés testamos um programa implementado em nosso laboratério, com as
mesmas subrotinas que Laub propde, e a solu¢do obtida - ver definicdo a
seguir - satisfaz as condicdes que Laub estabelece no seu artigo [3].

1- Ler Dados

2- Formar a matriz Hamiltoniana/Simplética

3- Executar a subroutina BALANC

4~ Definir as duas matrizes W e Z

5- Executar a subroutina ORTHES e obter uma matriz em forma
Superior de Hessenberg

6- Executar a subroutina ORTRAN que acumula as transforma-
¢oes de redugso

7- Executar a subroutina HQR3 para obter a matriz em forma
Real de Schur e uma matriz de transformagédo.

8- Calcular a solugdo da equagdo de Riccati continua.

A seguir apresentamos um exemplo para resolver uma Equacao Algébrica
de Riccati continua utilizando o programa implementado em nosso labo-
ratério:

Matriz Hamiltoniana
0.0158 0.7338 ~0,7672 -0.1007
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0.7277 0.0679 -0.1007 ~0.7353
~0.7975 -0.2107 -0.0158 ~0.7277
-0.2107 ~0.4533 -0.7338 -0.0679

Matriz W formada

2.3077 ~0.7338 0.7672 0.1007
-0.7277 2.2556 0.1007 0.7353

0.7975 0.2107 2.3393 0.7277

0.2107 0.4533 0.7338 2.3¢14

Matriz Z formada

2.3393 0.7338 -0.7672 -0.1007

0.7277 2.3914 ~0.1007 -0.7353
-0.7975 -0.2107 2.3077 -0.7277
~0. 2107 -(.4533 ~-0.7338 2.2856

Saida da Sub HQR3:
Matriz A - Triangular

3.00862 ~0.3284 0.0508 -(.0135

0.0000 2.1336 0.2574 0.0641

0.0000 0.0000 0.4687 0.0512

0.6000 0.0000 0.0000 $.3326

Matriz V Transformagdes

0.3669 ~-0.6308 0.1008 -0.6763

0.2006 0.7263 -0.2538 -0.6065

0.6763 -0.1008 -0.6308 0.3669

0.6065 0.2538 0.7263 G.2006

Matriz S em Forma Real de Schur
-1.1636 0.1216 -0.0614 0.0082

0.0000 ~0.8406 ~-0.2599 -0.0614

0.0000 0.0000 0.8406 ~0.1216

¢.0000 0.0000 0.0000 1.1636

Solugdo -~~~ E. A. de Ricatti Continua
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|

1.3012 0.9913
0.9913 1.2102
Teste => AtX + XA - XSX + Q = 0
0.0000 .0000
0.0000 0.0000

Em seguida fizemos alteracdes na definigio das matrizes W e Z. ado-
tando como Z a matriz simplética/Hamiltoniana H e W como uma matriz
identidade. Os resultados foram totalmente diferentes e nio satisfizeram as
condigbes propostas no artigo de Laub. A partir disto, conclufmos que o
passo fundamental do algoritmo proposto por Laub, na nossa forma de ver,
consiste na definigio das matrizes W e Z, pois se eliminamos essa definigio
inicial de matrizes, nunca obtemos a Forma Real de Schur Ordenada que
Laub propde, utilizando sempre o algoritmo por ele proposto.

1.1.2 Caracteristicas da solugao numérica de Bartels e
Stewart

Outro dos algoritmos propostos na literatura que foram estudados, foi
o Algoritmo 432 de Bartels e Stewart, [26]. Neste algoritmo estio implemen-
tadas uma cole¢ao de subrotinas para resolver a equacido matricial simétrica:

AX+XAT =C (1.4)

A matriz A € reduzida a Forma Real de Schur Superior 4" por uma
transformacéo de similaridade ortogonal U, resultando:

A =UTAU
C' =UTCU
X =UTXU

e a equagao transformada obtida é resolvida por um procedimento recursivo.
A seguir apresentamos uma breve descri¢io do algoritmo utilizado:
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1- Reduzir a matriz A a forma superior de Hessenberg via transformagses
hermitianas elementares {método de Householder). Na saida a matriz
A contém:

o Um tridngulo superior e uma coluna a mais com os elementos da

subdiagonal da matriz transformada;

¢ Um tridngulo inferior e uma linha a mais com os resultados dos
calculos das transformacoes.

2- Calcular a partir da matriz anterior uma matriz ortogonal U que reduz

& matriz original a forma superior de Hessenberg.

3- Achar a Forma Real de Schur superior de uma matriz em forma de Hes-
senberg via método QR; esta subrotina acumula o produto das transfor-
magoes usadas na reducdo. Em particular, a subrotina utilizada neste
passo é considerada ineficiente para calcular os autovalores da matriz
de Hessenberg superior.

4- Finalmente, utilizar uma outra subrotina para resolver o sistema de

equagoes lineares e dar a solucdo da respectiva equagio matricial.

Modificando um pouco as subrotinas propostas no artigo [26] para resolver
a equagcao algébrica de Riccati continua, definida como:

AX +XAT - XGX +Q =0 (1.5)

comprovamos que podemos obter a mesma matriz de Hessenberg, e a
mesma matriz de transformacdo obtida pelo MATLAB, para uma matriz
Simplética original. Nosso objetivo em utilizar ¢ programa propostc por
Bartels e Stewart foi satisfeito, pois temos mais um teste de comprovacio
para nossa proposta de obtenc¢ao da matriz em forma superior de Hessenberg,
com & qual obtemos por transformacdes ortogonais uma matriz em forma real
de Schur.
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A seguir apresentamos o mesmo exemplo apresentado anteriormente, pa-
ra comprovar os resultades, utilizando o algoritmo modificado de Bartels e
Stewart:

Matriz Hamiltoniana

0.0158 0.7338 ~-G.7672 =-0.1007
0.7277 0.08679 ~0.1007 ~-0.7353
~0.7975 -0.2107 -0.0158 ~0.7277
-0.2107 -0.4533 ~0.7338 ~-0.0679

O passo seguinte é executar o programa implementado que calcula a ma-
triz em Forma Real de Schur e devolve a matriz de transformacdo correspon-
dente.

Execucao da subrotina ATXPXA modificada que contém chamadas a
outras subrotinas que ajudam na sclucgdo:
Matriz obtida da subrotina HSHLDR

0.0158 -1.0610 ~0.0991 0.0415 -1.1000
2.2918 0.1159 0.2207 0.1703 0.3373
~1.0000 -1.7765 -0.9085 -0.2210 ~0.4424
=0.2642 ~1.0000 -0. 4424 0.7767 0.0000
3.1610 2.0780 0.0000 0.0000 0.0000

Matriz obtida da subrotina BCKMLT
Matriz U de TransformagZo Ortogonal

1.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 -0.6616 -0.5399 ~-0.5205
0.0000 0.7250 -0.2832 -0.6278
0.0000 0.1915 -0.7927 0.5788
Matriz de Hessenberg calculada
0.0158 -1.0610 ~0.0991 0.0415
~-1.1000 0.1159 0.2207 0.1703
0.0000 0.3373 -0.9085 -0.2210

0.0000 0.0000 -0.4424 0.7767
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Matriz Forma Real de Schur

1.1636 0.0314 ~0.0325 0.11863
¢.0000 ~1.1636 ~0.1215 0.0561
¢.6000 0.0000 ~0.8406 -0.2669
G.C000 0.0000 0.0000 0.8406
Matriz U de Transformagfes de Schur
-G.6741 -0.3760 -(.6193 -{.1438
~-G.4631 -0.2069 0.7344 -0.4511
0.5728 -0.6686 -0.1104 -0.4611
-G.0555 -0.6073 0.2549 0.7504
Solugdo ~--- E. A. de Ricatti Continua ---
12.3522 -19.2177
7.7821 -11.2082

Teste => AtX + XA - ¥8X + Q =0
0.0001 -0.0001
0.0000 0.0000

A programagao deste algoritmo para resolver a equacio algébrica de Ric-
catl apresenta um problema relacionado com a ordenacio da matriz em For-
ma Real de Schur: como pode-se observar esta matriz tem os elementos
na diagonal principal {que correspondem aos autovalores) desordenados.Em
consequéncia nao estamos obtendo a solugdo desejada.

1.2 Processamento Paralelo e Distribuido

Pde-se a seguinte questdo: Por que usar processamento paralelo? A
resposta estd na busca de solugbes mais réapidas e precisas e na busca de
maior capacidade de processamento.

Nos anos recentes, processamento paralelo e distribuido tém se apresenta-
do como meios bastante promissores para atender as exigéncias computacio-
nais do futuro. Significativos avangos em algoritmos paralelos e arquiteturas
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tém permitido mostrar o potencial das técnicas de computacio concorrente
numa ampla variedade de problemas.

O continuo desenvolvimento de pesquisas em diferentes ramos da ciéncia
tem provocado um aumento na demanda por poder computacional, na me-
dida em que aplicagdes com requerimentos cada vez maiores precisam ser
executadas. Para atender esta crescente demanda, pesquisadores na drea de
computacao procuram solugdes, tanto em termos de hardware como de soft-
ware, que viabilizem aplicacdes com desempenhos cada vez melhores. Uma
boa parte das pesquisas conduzidas até hoje para methorar a performance
das aplicagoes se concentra na érea de processamento paralelo. O processa-
mento paralelo baseia-se na percepcio de que muitas aplicagdes podem ser
divididas em tarefas menores que podem ser executadas em paralelo usando
varios processadores. Uma aplica¢io composta por varias tarefas que po-
dem ser executadas em paralelo é chamada de Aplicagdo Paralela; ou seja
uma Aplicagdo Paralela corresponde a uma colecdo de componentes paralelas
operando de forma cooperativa para resolver um dado problema.

Os sistemas de Computacio Paralela e Distribuida incluem virias dreas
da computagao, tais como: O projeto de maquinas paralelas, linguagens de
programagao paralela, desenvolvimento e anilise de algoritmos paralelos, e
suas aplicacdes.

Existem varias propostas para processamento paralelo usando computa-
dores conectados em rede, dentre estas ressaltamos:

O PVM (Parallel Virtual Machine) [14] é um sistema que permite si-
mular um computador paralelo usando méaquinas conectadas em uma rede.
Este computador paralelo é chamado de mdquina paralela virtual, e é uma
implementacdo muito simples e eficiente, baseada em troca de mensagens.
Atualmente existem implementacoes do PVM em muitas arquiteturas, tanto
para estagdes de trabalho conectadas a uma rede quanto para computado-
res paralelos reais, tornando as aplicages que usam PVM extremamente
portaveis.

O MPI (Message Passing Interface) [28] é um sistema com objetivos simi-
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lares a0 PVM. Enquanto o PVM foi um projeto de pesquisa que evoluiu até
virar um padrao de fato, o MPI surgiu do esforgo de um grupo de engenheiros
para desenvolver um padrido de troca de mensagens com o objetivo de aumen-
tar a portabilidade de aplicages paralelas. O MPI tem sido implementado
em varias arquiteturas paralelas, e existem algumas implementacdes que tra-
balham em conjuntos de computadores conectados por uma rede. Uma das
principais limitacées do MPI € que n&o especifica como implementacoes di-
ferentes podem cooperar na solugéo de um problema. Isto limita seriamente
a sua interoperabilidade.

Neste trabalho pretende-se mostrar uma proposta de metodologia para
solucionar a Fquagdo Algébrica de Riccati Discreta assim como a implemen-
tagao que realizamos do método de Schur-Modificado em formas sequencial
e paralela.

1.3 Caracteristicas da Implementacao Para-

lela de Bunse-Gerstner e Fabbender

No artigo [1] apresenta-se uma proposta de implementacio para resolver
em forma paralela a Equaciao Algébrica de Riccati Continua. Este algoritmo,
um Método Jacobi-Similar, constitui uma adaptacio do Método de Jacobi
para matrizes Hamiltonianas nio simétricas.

E conhecido por estudos anteriores, que o Método de Jacobi é conside-
rado um candidato para resolver o problema de autovalores para matrizes
nao simétricas com computagdo paralela, mas para o caso da computacéo
sequencial o método de Jacobi ndo deve ser recomendado [9].

Bunse-Gerstner e Fabbender, na sua implementacdo utilizam transfor-
macoes de similaridade simpléticas unitdrias as quais preservam a estrutura
Hamiltoniana da matriz, ou seja o método Jacobi-similar restringe-se & es-
colha de transformacgdes ortogonais/unitdrias que sejam ao mesmo tempo
simpléticas. Cada passo da iteracdo necessita sé informacdo local sobre a



Introducéo 13

matriz atual, o que possibilita uma implementacdo paralela eficiente sobre
certas arquiteturas paralelas.

No método de solugdo proposto no artigo [1] para resolver a equacio
algébrica de Riccati continua:

AFX 4+ XA-XGX+Q=0

onde A,Q,G, X € O™ G = G ¢ Q = QF, calcula-se a decomposicio
de Schur de uma matriz Hamiltoniana criada com os dados de entrada do
problema. Neste método similarmente ao método proposto por Eberlein em
9], transforma-se iterativamente uma matriz arbitraria & forma de Schur por
transformacoes de similaridade com rota¢des de Givens.

Similarmente ac método de Jacobi, um passo elementar no método imple-
mentado proposto para uma matriz H (n x n) consiste na escolha de um par
de indices (k,1), e nas transformacdes da matriz H tal que a entrada (k,1)
seja anulada por transformactes de similaridade com rotacdes U no plano-
(k,1). A matriz U difere da matriz identidade s6 nos quatro elementos wugy,
Uy, Up € ug. Pstas quatro entradas essenciais formam uma matriz unitéria
que transforma a correspondente submatriz (4 x 4) de H 4 forma de Schur.
Ou seja, Bunse-Gerstner e Fabbender adaptam esta estratégia para calcular
a forma Hamilton-Schur de uma matriz Hamiltoniana. O algoritmo completo
acha-se em [11.

Em relacio & implementagao paralela, em cada passo da iteracdo para cal-
cular a forma Hamilton-Schur, s6 16 elementos da matriz H sio necessarios
para calcular a seguinte transformacio U, e 56 4 linhas e colunas sdo envol-
vidas em cada transformacio. '

Tem-se uma matriz Hamiltoniana H € C?*%%; em cada iteracio vamos
resolver um subproblema (4 x 4). Dado H:

H =

A G
Q —-A7

onde 4,G,Q € C™", formamos subproblemas de tamanho (4 x 4).
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Por exemplo, eliminando os elementos as, i1, Gia, ¢o1, ¢oo da submatriz
Hl < C4XQ:
211 a1z g1 g2
Gy Qe gn g2
Hl = .
qi: iz —@1 —

o Qe —021 —

12

[T w ¥
3

L0

t

afetamos s6 as linhas e colunas 1,2, n+ 1,n + 2 de H. Em particular, os
elementos em A, Q,G com indices (3,3). (3,4), (4,3) e (4,4) ndo sdo afeta-
dos. Logo, é possivel calcular a transformacio Uss para anular os elementos:
Qss, G33, G34, Ga3, Qa4 B0 mesmo tempo que a transformagio Uy anula ape-
nas: asi, G11, 912, Go1. goo. Assim, se a transformacéo I/ é escolhida tal que
U= 1?12@-34, entdo UH HIU deve zerar os elementos em posicao (2,1}, (4,3),
(n+1,1), (n+2,1}, (n+1.2), (n+2,2), (n+3.3), (n+4,3), (n+34), (n+4.4),
(n+1,n+2) e (n+3,n+4). Mas é impossivel calcular Uy e U3 a0 mesmo
tempo pois ambas transformacgoes afetam a primeira linha e coluna de H.
Esta estratégia pode ser representada em um arranjo de N processadores,

Figura 1.1, onde a comunicagdo se dd apenas entre os processadores vizinhos.

[ Pi H 2 H P !____._ ........... __.._i Fren H e I

Figura 1.1: Arranjo de Processadores

Inicialmente cada processador P; tém um indice pivot (k;,/;) e as corres-
pondentes quatro colunas de H {(k;,{;,n + k;,n + {;). Cada processador P,
calcula a transformacdo Uy, ;,, a qual transforma a matriz Hy;, correspon-
dente ao indice pivot (k;,!;) & forma Hamilton-Schur. O passo seguinte é
transformar a matriz H:

H=UEUE | UFHUU,. Uy

onde U; = Uy, A multiplicacdo pelo lade esquerdo s6 afeta as linhas k; e I;
da matriz H e a multiplicacao pelo lado direito s6 afeta as colunas k; e I;.
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Todos os métodos até aqui expostos tém a caracteristica comum de uti-
lizar Transformacoes de Similaridade Ortogonais para achar a solugdo da
equagao de Riccati: Eles sempre trabalham com matrizes reais e simétricas,
logo os autovetores correspondentes sdo reais e ortonormais, e a matriz de
transformacao determinada é ortogonal; assim a Transformacgdo ¢ chamada
de Transformagao de Similaridade Ortogonal. Pretendemos utilizar uma ou-
tra técnica numérica existente para obter a solucdo da equacao de Riccati:
Transformagdes de Similaridade Elementares Estabilizadas (TSEE), pois va-
mos trabalhar fundamentalmente com matrizes simpléticas nao simétricas
que podem gerar matrizes de transformagio ndo necessariamente reais, [31].

Este trabalho propée uma metodologia para a solucio da Equagac Algébrica
de Riccati nas formas sequencial e paralela, que difere dos algoritmos acima
descritos, em que nés simplesmente trabalhamos com a matriz Simplética
(Hamiltoniana) formada a partir dos dados do problema. As principais con-
tribuicoes deste trabalho sdo: A proposta de solugao utilizando uma nova
metodologia, a implementagdo das Transformagdes de Similaridade Elemen-
tares Estabilizadas, bem como a obtengdo da Forma Real de Schur, e a pro-
posta de implementacéo paralela apresentada.

O restante do texto estd organizado como segue. O capitulo 2 descreve
alguns aspectos da solugiio numérica adotados na literatura, assim como o
método de Schur-Modificado proposto neste trabalho para resolver a equagao
algébrica de Riccati. O capitulo 3 introduz algumas definicdes relacionadas
com a computacao paralela e distribuida, fazemos uma classificagdo de sis-
temas distribuidos, apresentamos os fundamentos da computacao paralela,
uma classificacdo das arquiteturas paralelas mais utilizadas na pratica assim
como os modelos de programacio de alguns sistemas existentes. No capitulo
4 apresentamos uma implementagdo paralela de nosso algoritmo. Finalmen-
te, o capitulo 5 contém as conclusdes e comentérios deste trabalho, bem como
sugestdes de alguns pontos a serem ainda pesquisados.



Capitulo 2

Um Método de

Schur-Modificado para solucao
da Equacao Algébrica de

Riccati

Uma nova proposta de metodologia é apresentada para a solucéo da
Equacio Algébrica de Riccati Disereta:

AXAT - X — ATXG{Gy+GTXG)TIGTXA+Q =0

para a qual existe, sob certas condigées, uma solugac simétrica, definida nao
negativa X € R™™" [3].

Na nossa implementacdo, a matriz simplética H do sistema é transforma-
da & Forma Superior de Hessenberg (FSH), ou seja, reduzimos {H) a uma
matriz (Hes) via alguma transformagéo tal que hes;; = 0 paratodoi > j+1.

16
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2.1 Caracteristicas Numeéricas (Gerais

Uma Transformacio de Similaridade de uma matriz geral (H) ¢ definida
como:
H — N"'HN {2.1)

para alguma matriz de transformacdo N. Transformagdes de Similaridade
tém uma fungao importante no célculo dos autovalores, porque elas mantém
os autovalores da matriz original inalterados.
Para matrizes reais, simétricas, a matriz de transformacéo é ortogonal.
A transformacao de similaridade é entdo uma transformacio ortogonal na
forma:
H — NTHN (2.2)

Para matrizes reais nao simétricas, a matriz de transformacao néo € neces-
sariamente real. A estratégia de todas as rotinas de autosistemas modernas
para reduzir a matriz simplética H A forma diagonal é utilizar uma sequéncia
de transformagées de similaridade do tipo:

H — PPYHP, — PUIPPYHP Py — PPy P HP PPy — efe. (2.3)

Finalmente, o produto das matrizes P, forma uma matriz de transfor-
macdo acumulada cujas colunas sdo os autovetores da matriz original. Para
o problema numeérico gerado, sé precisamos obter uma matriz mais simples
e entdo nela realizar um processo iterative. Tal estrutura simples, utilizada
neste trabalho, é a chamada Forma de Hessenberg. A matriz em Formo
Superior de Hessenbery (FSH) tem zeros em todos os elementos embaixo da
diagonal, exceto na primeira subdiagonal, ou seja é uma matriz {Hes) tal
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que hes;; = 0 para todo ¢ > 7+ 1.

Hes =

2 R R B B &
B R &8 B &8 B

(e N v B e BN ao B R
el
< O B OB RO
<O R B’ &K 8 R

Existem dois conjuntos de técnicas diferentes para implementar as trans-

formacdes de similaridade apresentadas na expressio (2.3).

e O primeiro conjunto constroi transformagdes explicitas individuais F;
destinadas a realizar alguma tarefa especifica; por exemplo: podemos
zerar um elemento particular fora da diagonal (Transformacdoe Jacobi),

ou zerar os elementos de uma linha ou coluna particular (Métodos de

Eliminacao ou Transformacdes Householder). Em geral, uma sequéncia

finita destas transformacdes néo triangulariza completamente a matriz.

Temos ent&o duas escolhas:

1. Utilizar uma sequéncia finita de transformacdes que levern a uma
forma especial (tridiagonal ou Hessenberg) e depois utilizar o se-
gundo conjunto de técnicas expostas a seguir;

2. Iterar uma sequéncia finita de transformactes simples até obter
um desvio da matriz da diagonal que seja desprezivel. Este método
é computacionalmente ineficiente quando N é maior que 10 apro-
ximadamente.

e O segundo conjunto denomina-se Métodos de Fatoragcdo. Suponha que
a matriz A pode ser fatorada num fator esquerdo F; e num fator direito
Fr. Entao

A= F Fg
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ou equivalentemente
Ffl A. = FR

Das expressées acima obtemos:

FrF, = FL_l.‘iFL

.
o
[

—

que é conhecida como uma transformacao de Similaridade da matriz A
com a matriz de transformacao F; . Os métodos de fatoracao nio con-
vergem num numero finito de transformagbes, mas convergem rapida
e confiavelmente depois de uma reduco inicial por transformacdes de
stmilaridade simples.

Transformacoes de uma matriz

Os algoritmos para transformagoes de matrizes simétricas sio altamen-
te satisfatérios na pratica. Em contraposi¢io, é mais dificil desenvolver al-
goritmos igualmente satisfatorios para transformar matrizes ndo-simétricas.

Existem duas razoes para isto:

e OUs autovalores de uma matriz nao simétrica podem ser muito sensiveis

a pequenas variacoes nos elementos da matriz.

e A matriz propriamente dita pode ser defectiva, tal que nio exista um
conjunto completo de autovetores.

Balanceamento

A sensibilidade dos autovalores a erros por truncamento na execucio de
alguns algoritmos pode ser reduzida pelo procedimento de balanceamento.
Os erros para os autosistemas determinados com procedimentos numéricos
sao geralmente proporcionais & norma euclidiana da matriz, ou seja, A raiz
quadrada da soma dos quadrados dos elementos. Através do balanceamento
procura-se igualar as ordens de magnitude dos elementos de uma matriz,
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para isto transformagoes de similaridade sao utilizadas para fazer que linhas
e colunas da matriz tenham normas compardveis; desta forma reduzimos a
norma geral da matriz e mantemos os autovalores inalterados. No caso das
matrizes simétricas o processo de balanceamento nao € necessdrio; mas no
caso das matrizes ndo simétricas € recomendado fazer tal procedimento.

Pensando nisto, é que restringimos nossos dados a matrizes muito bem
condicionadas e com ordens de magnitude nos elementos iguais, pois tra-
balhamos com matrizes nao simétricas. Neste trabalho nao fazemos andlise
do balanceamento nem do condicionamento das matrizes; sé expomos as
restricoes que devemn satisfazer os dados para que uma solugdo simétrica,
definida ndo negativa da equacio algébrica de Riccati seja obtida.

2.2 Algoritmo de Schur Modificado

O algoritmo proposto e implementado neste trabalho segue basicamen-
te 0 mesmo fluxo de dados e idéias que o Método de Schur [3l. A ordem
dos célculos das diferentes matrizes necessarias no algoritmo foi mantida,
ou seja, primeiro formamos a matriz simplética (para o caso discreto) ou
Hamiltoniana (para o caso continuo) do sistema; achamos uma matriz mais
simples em forma de Hessenberg e a partir dela calculamos uma matriz de
transformacao que conduz a uma matriz em forma real de Schur {FRS). Esta
matriz de transformacgio leva & solugao simétrica, definida ndo negativa da
Equagao Algébrica de Riccati.

Nossa modifica¢io estd na forma de obter a primeira matriz de transfor-
magio que produz uma matriz em forms superior de Hessenberg. A reducio
a forma de Hessenberg pode ser obtida de maneira estdvel utilizando tanto
matrizes elementares estabilizadas como matrizes elementares unitdrias.

Nosso trabalho utiliza 4 reducdo com matrizes elementares estabilizadas.
O método transforma a matriz em questdo em outra com o0s mesmos auto-
valores, equacdo (2.6).

Hes = N"'HN (2.6)
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onde N é uma matriz ndo-singular e nao-ortogonal da mesma ordem que H.

A seguir resumiremos o algoritmo para a obtencéo da matriz de trans-
formacao e da correspondente matriz de Hessenberg, a partir das T'SEE,
apresentando uma descricio passo-a-passo do procedimento.

Parte-se da formacgio de uma matriz simplética H € R*" njo simétrica,
a partir dos dados de entrada do problema; a seguir aplicamos as TSEFE na
matriz simplética para obter uma matriz em forma superior de Hessenberg;
junto com esta matriz é formada uma matriz de transformacdo que nos guia
4 solugdo final de Equagdo Algébrica de Riccati; depois disto obtemos uma
matriz em Forma Real de Schur utilizando subrotinas piblicas definidas na
biblioteca Scalapack.

O algoritmo, em pseudocédigo Fortran, para achar a matriz em forma
superior de Hessenberg Hes utilizando TSEE pode ser esquematizado como
segue, tendo em conta que antes do ksgm, passo a matriz H = H, foi reduzida
& forma de Hessenberg H, em suas primeiras & — 1 colunas:

DO k = 1, N-2

i~ Inicializar I, T, Tinv, Q, Qinv como matrizes identidade

2- Achar o maior elemento em médulo da k-ésima coluna,
comegando pelo primeiro elemento embaixc da diagonal.
Suponhamos que o maior elemento foi denotado por k’

3- Trocar as linhas k’ e (k+1). Para que a matriz de
permutacdo seja uma transformagdo de similaridade,
também trocamos as colunas k’ e (k+1).

4- Para cada valor i=k+2 até N, calcular o multiplicador:

k) 1 prlk)
i kt1 = Hi{k /Hék+1),k

4.1- A linha (k+1) vezes o valor deo multiplicador calcu-
lado acima é subtraida da linha i. Para que a ope-
raglo seja uma transformagio de similaridade, o

valor do multiplicador calculade acima, vezes a
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coluna i, é adicionado a coluna (k+1).

5- Formar uma matriz de permutagdo I e uma matriz de trans-
formagdo Tinv utilizada para eliminar os elementos apro-
priados na matriz original.

6— Criar uma matriz de transformacgdoc final ] tal que:

Q = Tinv * I

7- Criar uma matriz de transformag@c final Qinv tal que:
Qinv = Iinv * T

8- No final realiza-se Qinv * Hes * Q = H

ENDDO

Expressando o procedimento anterior de modo mais sintético, podemos
escrever:

e Determinar o maximo valor da kgym, coluna para k= 1.n — 2:
k) (kys :
maa:]Hi(k’| = |H7! i=k+1,..,n
onde £ corresponde a linha onde foi achado a maior elemento; com
isto se garante que a transformacdo seja numericamente estdvel.

e Trocar linhas e colunas com indice k’e {(k+1)

e Para cada valor i=k+2 até n, calcular:
k k
Ny kt+1 ™ Hi(k}/Hﬁ(:-f-)l,k

- Para cada valor j=1 até n, calcular:
Hi,j = Hi,j — N1 ¥ Hk»’r«lej
Hjpyr = Hjpor +Nygur = Hy

Se n; k41 = 0 estas duas operagdes néo sdo realizadas.

Corm isto podemos expressar a relacio entre as matrizes Hy e Hy, na forma:

Hk%l = Tin-vk+1fk+1,k’ Hinn?}k+l’k’ Tk.‘_} (2-7)
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onde [, ;v € uma matriz de permutacio elementar, ver apéndice C, e Tj.,,
¢ uma matriz de transformacio utilizada para eliminar os elementos apro-
priados na coluna k; ela é uma matriz identidade onde os elementos abaixo

da diagonal sdo adicionados na coluna &k + 1:

(Lir1)iksr = Mg t=k+2,..,n (2.8)
e 3 -
1
1
_ Tiga 1
T}TQ...Tﬁ_g ez = T
Mpo12 Tpeid - 1
L Ty, Tn 3 - Npn-1 1 i
) -
1
S .. ~Tlan 1 .
Tinv:Tinve.. Tinv,..s = = Tinv

—ﬂn__;;:Q —TNp—13 - 1

~Tn2 —Tin3 “'"nn,n—I 1“

A Figura 2.1 apresenta as operagdes em linha e coluna durante a kegmg
iteragao.

A seguir encontra-se parte da listagem do programa implementado em for-
ma sequencial para achar a matriz em forma superior de Hessenberg (Hes)
utilizando TSEE. O programa completo foi implementado em Fortran 77,
utilizando subrotinas da biblioteca piblica Scalapack, e executado numa es-
tagcao de trabalho Sun do Laboratério de Controle e Sistemas Inteligentes da
Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computacio da UNICAMP.

DO K=1,n-2
CALL INICIALIZA(I,T,Tinv,posic)
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ko ksl
[ ]
X X X X X X X
Pivot X X X X X X X
ivo .
elementos modificados por T
\ \ % X X X X
_ X X X X X
\ 0 X % X X
N <t— elementos modificados por Tinv
0 X X X X
\ f X X X X

Figura 2.1: Transformacbes elementares para eliminar os elementos na coluna k

CALL CALCULO(Z1,piv,K,posic)
CALL CREAR(Z1,T,Tinv,piv,K)
CALL ATUALIZA(posic,I)

D01 =1,n
DO j = 1,n
IT(j,1) = I1(1,j)
ENDDO
ENDDO

call vezes(Tinv,I,Qll,nz,nz,nn)
call vezes{(Q11,Q,Q4A,nz,nz,nn)
DO 1 = 1,n
DO j =1,n
Q1,3 = QA(L, )
ENDDO
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ENEDO
call vezes(IT,T,PHl,nz,nz,nn)
call vezes(Qinv,PH1,QA1,nz,nz,nn)
DOl =1,n

DO j = 1,n

Qinv(1,3) = QA1(1,3)

ENDDO

ENDDO
ENDDJ

Exemplo 1.- A seguir mostra-se as operacoes de reducio da matriz

0.0158  0.7338 —-0.7672 -—0.1007
0.7277  0.0679 —0.1007 —0.735:
77— i -1- 06[9,_ 0.100 G 733-3: 2.9)
—0.7975 —0.2107 —-0.0158 —0.7277
—0.2107 —0.4533 —-0.7338 -0.0679
a forma superior de Hessenberg, que sé precisa de duas transformacoes,
pois a ordem da matriz é quatro.
Transformacao 1:
Passo 1):

Parak =1, 1i=234

e Achar
maz{{H(2,1)|,|H(3,1)],|1H{4,1}]} = 0.7975 = H(3,1)
define-se k = 3.

Passo 2):

Trocar linhas k' e & + 1 e colunas k" e k + 1, ou seja, linha e coluna 3
(onde achamos ¢ maior elemento em valor absoluto) com linha e coluna 2
(correspondente a (k+1));
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0.0158 —0.7672 0.7338 —0.1007

o =0.7975 -0.0158 —-0.2107 —0.7277

07277 -0.1007 0.0679 —0.7353

~0.2107 -0.7338 -0.4533 ~0.0679
Passo 3):
Parak =1

e DO1=k+2 n
n{nk+ 1) =H{EE)/HE+1,k)

- DOj=1.n
Hi(i,j)=H@@j)—nli,k+ 1)« Hk +1,7)
Hi(j,k+1)=H{G. E+1)+n{i, k+ 1) % H{j,1)
— ENDDO

e ENDDO

(2.10)

Como resultado desta primeira transformacio, obtém-se a matriz H; trans-

formada:
0.0158 ~1.4634 0.7338 —0.1007

-0.7975 —0.0158 —-0.2107 -0.7277
0.0000 —-0.3713 -0.1244 -1.3993
0.0000 —0.3339 -0.3976 0.1244
Transformacao 2:
Passo 1):
Parak =2, 1=34;

s Achar
max(|H:(3,2)|, 1 H.(4,2)]) = 0.3713 = H,(3,2)
define-se k' = 3.

Passo 2):

{(2.11)

Trocar linhas k" e k + 1 e colunas &’ e k + 1, ou seja linha e coluna 3 {onde
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achamos o maior elemento em valor absoluto} com linha e coluna 3 (corres-
pondente a {(k-+1)):

0.0158 ~1.4634 0.7338 —0.1007
-0.7975 ~0.0158 —-0.2107 —0.7277
0.0006 -0.3713 -0.1244 —-1.3993
0.0000 ~0.3339 -0.3976 0.1244

1=

,-\
b
fmd
o

s

Passo 3):
Parak = 2

e DOi=k+2,n
n(i, k+ 1) = H{i,k)/Hy(k + 1, k)

- DOj=1,n
Hy(3,5) = Hi(i,§) —n{i, k+ 1) = Hi(k+1,7)
Ho(j,k+1) = H:(,k+ 1)+ n{i, b+ 1) = Hy(4,1)

— ENDDO
o ENDDO

Como resultado desta segunda e dltima transformacio, obtém-se a matriz
H, transformada:

0.0158 ~1.4634 0.6432 —0.1007
~0.7975 —0.0158 —0.8651 —0.7277
71 00000 03713 -1.3827 —1.3993
0.0000  0.0000 0.9577 1.3827

Finalmente obtém-se uma matriz em Forma Superior de Hessenberg:

0.0158 —1.4634 0.6432 -0.1007
—-0.7975 —-0.0158 -0.8651 —0.7277

Hes = ? v (2.14)
0.0000 —0.3713 -1.3827 -1.3993

0.0000  0.0000 09577  1.3827
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e a correspondente matriz de transformagao:

10 00
0 -09125 1 0
- 215
=1y 6 0 (2.15)
0 0.2642 0.8993 1

formada a partir da matriz de permutagdo I e da matriz de transformacio
Tinv, tal que realiza-se:
H = QinvHesQ (2.16)

Depois de obter uma matriz Hes em FSH e a correspondente matriz de
transformacio Q, Qinv, o passo seguinte é calcular a matriz em Formao Real
de Schur (FRS).

A FRS de uma matriz ndo pode ser determinada, em geral, por uma se-
quéncia finita de transformacdes. E necessdrio utilizar métodos de fatoracao
nos quais os elementos da subdiagonal da matriz vao sendo cada vez menores,
utilizando uma sequéncia infinita de transformacdes de similaridade. Depois
de realizar um ntGmero de tais transformacdes, os elementos da subdiagonal
chegam a ser tdo pequenos que podem ser desprezados e a matriz resultante
pode ser aceita como triangular.

Nosso método, depois de obter uma matriz em forma superior de Hes-
senberg, acha uma matriz V que transforma a matriz de Hessenberg obtida
Hes em FRS com Ty = O:

(2.17)

Para realizar tal processo utilizamos algumas subrotinas definidas na bi-
blioteca publica Scalapack. De forma geral, a subrotina utilizada devolve os
autovalores da matriz Hes, uma matriz § em FRS e uma matriz V, com os
correspondentes autovetores Schur. Tendo obtido as duas expressées (2.16)
e {2.17}, podemos fazer uma substituicdo de (2.16) em (2.17) e obter:

S=U"HU (2.18)



Um Método de Schur-Modificado 29

onde
U = QineV {2.19)

Posteriormente precisamos reordenar os autovalores na matriz S em FRS
que acabamos de obter, pois a subrotina utilizada ndo garante um ordena-
mento dos mesmos. Este reordenamento é feito, com outra subrotina da
biblioteca Scalapack, passando como pardmetro a matriz S em FRS e a ma-
triz U de transformacdo. Os autovalores sdo reordenados de forma tal que
Ty, tem os autovalores A em ordem descendente e Ty, tem os autovalores 1/A.

A seguir, calculamos uma nova matriz U7:

o - . [ Lrll Fl? —| ‘
U= Qinvl = [ Uy Ta J (2.20)

da qual obtemos a solugdo X simétrica, definida néo negativa, [29, 3

X = UnUg!

onde L é a matriz de transformacio (V;} da equacao (2.17) reordenada
devolvida pela subrotina. Com estes passos obtém-se finalmente:

T, Ty —]

S=U"'HU =
Too J

o~
N
A
—t

RN

2.3 Exemplo de Aplicagao

Nesta secao é mostrado um exemplo de um sistema discreto a ser resol-
vido. O objetivo do exemplo é mostrar como os resultados obtidos com nosso
algoritmo sao idénticos aos resultados obtidos através de outros algoritmos

ja classicos na literatura. Para atingir este objetivo, apresentamos o exemplo
de Laub (3], onde:

A | 09512 00
Tl 0.0 0.9048
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G, =

| —

4.877 4877
-1.1895 3.569

0.33 0.0 ]
0.0 3.0 |

0.005 0.0
Q“[ 0.0 0.02}

GQZ

sdo o0s dados do problema e devemos resolver a equacio algébrica de
Riccati:

AXAT - X - ATXGGo + GTXG) ' GTXA+Q =0

A matriz simplética, a matriz em Forma Real de Schur ordenada, e a
matriz de transformacéo utilizada para achar a solugao da equacio sdo apre-
sentadas a seguir:

[1.05130 0.00000 83.68837 -—12.238’?51
0.00000 1.10592 ~12.86638  0.38448

H =
0.00526 0.00000 1.36964  —0.06119
0.00000 0.02210 —0.25733 1.09249
1.9696 0.2426 6.0438 —85.3252
= 0.0000 1.4533 —-T7.7243 5.4132

0.0000 0.0000 0.6881 —0.0848
0.0000 0.0000 0.0000 0.5077

0.9722  -0.2339 —0.00536 0.0094
U —0.2339 -0.9718 ~0.0303 —0.0040

0.0094 -0.0056 0.2338 -0.9722

-0.0087 -0.0497 09712  0.2338
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Como solugdo final, obtemos uma matriz X simétrica, definida nfio negativa:

X = 0.01045 0.00323
0.00323 0.05041

que coincide com a solugdo dada por Laub no artigo [3].



Capitulo 3

Computacao Paralela e

Distribuida: Alguns Aspectos

3.1 Introducao

Dentre as principais motivagées que estimularam o aparecimento da
Computacao Paralela e Distribuida, podemos assinalar:

Desempenho - Dado que diversos agentes estarao operando na execucio
do programa do usudrio, entio espera-se que o tempo de processamento
seja inversamente proporcional ao numero de agentes (isto é, proces-
sadores, unidades funcionais, etc). Seria ideal se o desempenho da
maquina aumentasse pelo menos linearmente com o nimero de agentes
que fossem adicionados ao computador.

Modularidade - Tanto para o fabricante quanto para o usudrio, é impos-
tante que a arquitetura possa ser expandida incrementalmente através
da adigao de moédulos: aplicacdes pertencentes & diversas faixas de de-
manda computacional poderiam ser atendidas a partir de um mesmo
produto.
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Tolerancia a falhas - Muitas aplicagbes requerem que o sistema de com-
putagao assegure operacdo continua na presenga de falhas de hardware.

Outras razdes que estimularam o aparecimento da computacio paralela
foram: O aparecimento de microprocessadores de 32 bits capazes de apresen-
tar desempenho compardvel ao de um supercomputador; o desenvolvimento
de linguagens para programacac paralela, e pesquisas em algoritmos parale-
los.

Neste capitulo trataremos de alguns aspectos importantes relacionados
com a computagaoc distribuida, isto é, computagdo em que os diversos pro-
cessadores nao compartitham memdria e, consequentemente, toda a comuni-
cacao entre processadores deve ser realizada através da troca de mensagens: e
de aspectos relacionados com o processamento paralelo referido & replicagéo
de unidades processadoras ou de sub-sistemas destes. A replicagio permite
que uma mesma instrucao seja executada simultaneamente pelos processa-
dores sobre os conjuntos de dados previamente carregados, ou que miltiplas
e independentes unidades processadoras sejam utilizadas por partes distintas
de um problema.

Iniciamos a secao 3.2 com uma breve classificacao dos sistemas distri-
buidos em sistemas para broadcast, sistemas ponto-a-ponto e sistemas assincronos.
A seguir na secao 3.3 apresentamos os fundamentos da computacio parale-
la segundo os diferentes niveis hierdrquicos de um sistema de computacio,
dentre os quais podemos mencionar o nivel do hardware, sistema operacional
e nivel de linguagem de programagdo: aprofundamo-nos no nivel hierdrquico
de linguagens de programacao que constitui o tipo de paralelismo utilizado
ao longo deste trabalho. Na segdo 3.4 fazemos uma classifica¢io de arquite-
turas paralelas mais utilizadas na prética e assinalamos o tipo de arquitetura
utilizada neste trabalho.
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3.2 Caracteristicas dos Sistemas Distribuidos

Um primeiro critério para classificar os sistemas distribuidos é levar em
consideragdo & forma como é realizada a comunicacio entre os processadores.
Segundo este critério, uma divisdo bem ampla pode ser feita entre sistemas
distribuidos onde a comunicagdo é feita por broadcast, e aqueles em que a
comunicagao ¢ realizada de forma ponto-a-ponto. Quando a comunicacdo é
realizada por broadcast, todos os processadores do sistema podem se comu-
nicar diretamente com todos 0s outros, através do uso de um ou mais canais
de comunicagao compartilhados por eles. Contrastando com sistemas distri-
buidos por broadcast, existern aqueles em que a comunicacio é feita de forma
ponto-a-ponto. m particular, esses sistemas com comunicagio ponto-a-ponto
podem ser representados por grafos conexos em que cada né representa um
processador e cada arco entre dois nds representa um canal de comunicacio
de uso exclusivo dos dois processadores representados por tais nés. No restan-
te deste trabalho, praticamente todo o texto diz respeito apenas a sistemas
distribuidos com comunicacéo ponto-a-ponto.

Um outro aspecto que sugere uma classificagdo de sistemas para compu-
tagdo distribuida é aquele que trata das bases de tempo dos diversos pro-
cessadores do sistema. Segundo esse critério, os sistemas distribuidos podem
ser sincronos ou assincronos.

Um sistema distribuido sincrono é aquele em que todos os processadores
do sistema funcionam segundo um reldgio global comum, a que todos tém
acesso. Sistemas distribuidos reais sio sistemas assincronos, isto é, sistemas
cuja principal caracteristica é a auséncia de uma base de tempo comum a
todos 0s processadores que o compdem. Cada processador possui entdo um
relégio local e independente dos demais. Portanto nosso trabalho refere-se a
sistemas cuja estratégia de paralelizacio tenha um esquema assincrono neste
contexto, para calcular a matriz de Hessenberg. No restante, usamos um
esquema sincrono.
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3.3 Processamento Paralelo

Uma defini¢do de processamento paralelo amplamente aceita é dada a
seguir:

“Processamento paralelo (ou concorrente) é uma forma de pro-
cessamento da informagdo em que dois ou mais processos, através
de um sistema de comunicagio, cooperam na solucio de um pro-
blema”.

Nesta secdo abordaremos aspectos relacionados com o processamento pa-
ralelo no nivel hierarquico de linguagens de programacio, pois nossa propos-
ta de trabalho estd relacionada com a paralelizagdo de um método numérico
formulado sequencialmente para obter uma solucdo simétrica, definida nio
negativa da equacao algébrica de Riceati.

No modelo de processamento sequencial, um programa especifica uma
lista de instrugdes que sdo executadas sequencialmente. Em processamento
paralelo, um programa paralelo especifica duas ou mais listas de instrucoes
que sao executadas concorrentemente como processos paralelos.

Paralelismo pode aparecer em formas diferentes, tais como concorréncia;
vetorizacgao; multiprogramacaoc onde os diferentes processos compartilham o
tinico processador da méaquina; multiprocessamento por exemplo, o modelo
multiprocessador UMA [uniform memory access) onde os processos sio exe-
cutados em paralelo por uma rede de processadores fortemente acoplados,
ou seja o codigo e os dados de todos os processos ficam armazenados numa
memdéria comum; computagao distribuida onde os processos ficam associados
a processadores fracamente conectados por uma rede de comunicacdo, ou se-
ja cada no6 de processamento possui sua memdria local a partir da qual sio
executados os processos, entre outras formas.

Um sistema multicomputador com memdria distribuida, por exemplo,
consiste de multiplos computadores (nds), interconectados por uma rede de
troca de mensagens. Cada né consiste particularmente de um processador
e memdoria local, etc. A rede de troca de mensagens fornece uma conexao
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estatica ponto-a-ponto entre os nds, todas as memorias locais sdo privadas a
cada nd e sé6 podem ser acessadas por processadores locais.

Existem basicamente dois caminhos para explorar o paralelismo das ar-
guiteturas no nivel hierdrquico de linguagem de programacdo de alto nivel:
adaptacdo e {rejprogramacdo paralela. Nosso caminho principal é adaptacdo,
pois fazemos uma adaptacdo do programa sequencial de forma que ele possa
tirar proveito das caracteristicas do paralelismo da méquina onde estd sen-
do executado. Uma vantagem desse esquema é que ele torna compativel o
processamento sequencial com o paralelo.

Através do compilador de linguagem de programacao Fortran77 e do uso
da biblioteca de rotinas paralelas Scalapack, nosso programa sequencial, ex-
plicado no capitulo 2, é transformado num programa paralelo. Nele os dados
do programa sao decompostos em grupos que serao distribuidos usando os
canais de comunicagao gue existem entre os diferentes processadores que exe-

cutardo simultaneamente, um mesmo programa.

Comunicacao e Sincronizacao

A existéncia de diversas tarefas simultdneas ou paralelas que estdo en-
volvidas numa aplicagdo global, exige mecanismos de comunicacdo e de sin-
cronizacdo de modo a permitir uma cooperagio efetiva entre as tarefas.

Para coordenar processos paralelos, o sistema operacional precisa pro-
ver mecanismos de comunicacdo entre 0s processos. Existem dois esquemas
bésicos de comunicagdo: meméria compartilhada e troca de mensagens.

No primeiro esquema de comunicagao as tarefas trocam informacao através
de varidveis compartilhadas, que sdo variaveis que podem ser usadas por mais
de uma tarefa.

O esquema de comunicagdo troce de mensagens pode ser empregado em
sistemas multiprocessadores com ou sem memoria compartilhada. As men-
sagens permitindo a comunicagdo entre os processos sao transmitidas através
de segmentos de memoria compartilhados pelos processadores ou através de
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barramentos de comunicagdo. Uma possivel implementacio desse mecanis-

mo de comunicagao é aquela provida por duas fungdes do sistema operacional
UNIX:

e send{destino, mensagem).
e receive{fonte, mensagem)

Compete & primeira primitiva enviar mensagens para um processo destino
enquanto que a outra primitiva € responsével pela recepgdo de mensagens pro-
duzidas pelo processo fonte. Estas primitivas podem ser implementadas com
ou sem bloqueio. No primeiro caso, o processo invocando uma das primitivas
permanece bloqueado até que o outro processo invoque a primitiva simétrica.
Esse tipo de comunicacdo também é chamado de comunicagio sincrona. No
segundo caso, também conhecido como comunicacdo assincrona, os processos
prosseguem apods a execugdo de uma das primitivas.

(s mecanismos de sincronizacdo sao necessarios quando tarefas comunicam-
se entre si. Uma tarefa ao desejar estabelecer uma comunicacio deve realizar
uma a¢ao que a outra tarefa possa detectar. Esta acdo pode corresponder a
atribuicdo de um valor a uma varidvel compartilhada, ou ao envio de uma
mensagein.

3.4 Classificacao de Arquiteturas Paralelas

Os dois tipos de arquiteturas paralelas mais utilizados sdo os computa-
dores SIMD (unica instrugao, maltiplos dados) e os MIMD (miltiplas ins-
trugoes, miultiplos dados). Num computador SIMD todos os processadores
executam a mesma instrugdo simultaneamente sobre diferentes conjuntos de
dados. Nos computadores MIMD os processadores executam diferentes ins-
trugoes com diferentes conjuntos de dados de forma independente.
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3.4.1 Sistemas de Memoria Compartilhada

O fator mais utilizado para classificar os computadores MIMD é o
método utilizado para compartilhar a informacéao entre os processadores. Os
multiprocessadores com memdoria compartilhada oferecem ao usudrio uma
memoria global na qual todos os processadores tém acesso. Os processado-
res comunicam-se atraves de varidveis compartilhadas em meméria e com
capacidade de acessar qualquer posigdo na memdria. A memdria por sua
vez esta estruturada em modulos. Nestes sistemas podem ocorrer confli-
tos de memdria quando vérios processadores pretendem acessar um mesmo
modulo, o que pode provocar uma perda significativa do rendimento. Estes
conflitos podem ser evitados por uma serie de técnicas, e podem ser elimina-
dos incorporando-se caches e memorias locais.

Nos sistemas de memdria compartilhada também podemos diferenciar en-
tre multiprocessamento simétrico, onde todos os processadores tém igual ca-
pacidade para executar programas, sejam de usudrio, do sistema operacional
ou subrotinas de entrada/saida, e os de processamento nao simétrico, onde
um unico processador, ou um subconjunto deles, pode executar as rotinas do
sistema operacional ou dirigir os processos de entrada/saida. Atualmente,
os sistemas simétricos de memdria compartithada Symmetric Multiproces-
sing (SMP) sdo mais utilizados nas aplicagbes comerciais, pois proporcionam
um grande rendimento na execucdo de aplicagoes jé existentes para sistemas
monoprocessador, pois o efeito da rede é transparente nas atuais aplicacdes.

Nos computadores MIMD com memdria distribuida cada processador tem
seu proprio programa e memdoria de dados aos quais os demais nao podem
acessar diretamente. A comunicacao dos dados compartilhados é através de
troca de mensagens entre os processadores com uso de uma rede de interco-
nexdo {paradigma de troca de mensagens).

O tipo de computador que vamos considerar no transcurso deste trabalho
para calcular a matriz em forma real de Schur, é um computador MIMD
com memoria distribuida e topologia de malha, onde os processadores sao
organizados como numa matriz {2-dimensées) e cada processador é conecta-
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do diretamente aos seus processadores vizinhos do norte, sul, leste e oeste,
Figura 3.1. Cada processador tem sua prépria memoria local e processa seus
préprios dados. A topologia de malha é utilizada pois sua pesquisa tem sido
estimulada em vista da correspondéncia entre malhas e algoritmos orientados
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a matrizes.
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Figura 3.1: Topologia de Matha

Uma qualidade desejavel nos algoritmos paralelos é a escalabilidade, ou
seja, que o desempenho do algoritmo néo dependa do tamanho do sistema
nem do tamanho do problema. Por outro lado, deve-se conseguir uma, repar-
ticdo equilibrada da carga computacional entre os processadores. Também
é desejdvel minimizar o volume de comunicagio interprocessador, pois pres-
supde-se um consumo de tempo importante, que afetard a eficiéncia dos al-
goritmo paralelos. Concretamente, deve-se minimizar a redistribuico de
dados entre as etapas do algoritmo, pois isto implica um nimero importante
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de comunicagoes.

A atribuigdo de dados e computagio de um problema nos diferentes pro-
cessadores constitui um problema matematico conhecido como mapeamento.
Em nosso caso o melhor mapeamento é ¢ que minimiza o tempo de execucao.
Em geral, o tempo de execugdo de um algoritmo sobre um multicomputador
pode-ser decomposto em dois componentes [6]: tempo de computagdo ¢, e o
tempo de comunicacio t.,m.

3.5 Caracteristicas Gerais

Sdo fatores importantes no projeto de um algoritmo com memdria distri-
buida [16]:

e nimero de processadores e capacidade das memorias locais;
* como sao interconectados os processadores:

e velocidade da computagdo relativa 4 velocidade de comunicagéao entre
processadores.

Num multiprocessador cada processador tem um nimero de identificacao
id; para a topologia de malha nés utilizamos Proc(i) para designar o i-ésimo
processador .

Distribuicao de Dados

Os elementos dos vetores podem ser alocados na memodria do sistema
usando dois tipos de distribuicdo: por blocos ou ciclica, Figura 3.2. Entende-
se por distribuicdo por blocos aquela onde os elementos do vetor de tamanho
N sao divididos em P blocos de tamanho K = N/P, onde P é o numero de
processadores. No caso da distribuigdo ciclica, os elementos sdo divididos
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em partes de tamanho L, ( em nosso caso L pode ser igual a um), que sao
distribuidos ciclicamente sobre 0s processadores.

P1 P2 P3 .

IBTARRRRGRY.
EEEEARERRRD.
EENAApEanhg.
L 1 AHAARDLEDHR:

EXRGUTBRORN’

Distribuicdo por blocos

P1 P2 P3 " PN PL P2 P3

Distribuicfo ciclica

Figura 3.2: Distribuicio de Dados

Nossa distribui¢do de dados para realizar o calculo em paralelo da primei-
ra parte de nosso algoritmo € definida por blocos, mas na segunda parte, como
estamos utilizando subrotinas paralelas definidas numa biblioteca piiblica, a
distribuicdao de dados é realizada de forma ciclica.

Estrutura de Dados

Consideremos o cédlculo em paralelo, [6], do produto matriz-vetor Az
numa rede de p processadores, onde A € R**" ¢ x € R". Suponhamos que
7 € divisivel por p e denotemos k = n/p. Existem dois métodos bésicos para
distribuir 0s elementos da matriz A:

Distribuicao por linhas: cada processador ¢ armazena as k linhas da ma-
triz A numeradas ( — 1)k + 1 até ¢k, assim como o vetor z. O proces-
sador ¢ entdo calcula as & coordenadas do produto Az;

Distribuicao por colunas: cada processador ¢ armazena as k colunas da
matriz A numeradas {7 — 1)k + 1 até 7k, assim como as % coordenadas
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do vetor z numeradas (i — 1}k +1 até ¢k. O processador i entdo calcula
os correspondentes k& termos da soma que define cada coordenada do
produto Az .

Modelo Troca de mensagens

O paradigma de programacgio Troca de Mensagens foi utilizado e algu-
mas das razdes, [24], para tanto sio :

1. grande numeroc de plataformas que o suportam;
2. programas escritos com estilo troca de mensagens podem rodar sobre:

e multiprocessadores com memoria compartilhada ou distribuida:
e redes de estagGes de trabalho:

¢ sistemas mono-processador.

Neste modelo a coordenacio entre os processadores é realizada pelo envio
e recebimento de mensagens. Um processador pode enviar uma mensagem
em qualquer momento e nio tem que aguardar pelo relégio global do sistema.
Esta é a principal diferenga com o modelo sincrono.

O modelo troca de mensagens n&o se importa em como os processado-
res estdo interconectados; qualquer processador pode enviar mensagens para
qualquer outro processador, nédo obstante, na prética é bom ter um arranjo
tal que as mensagens sejam enviadas aos processadores mais préximos na
rede.

3.6 Modelo de programacao

Para definir as caracteristicas de um modelo de programacio determi-
nado é necessdrio analisar varios fatores. A seguir sdo listados alguns deles.

» QQual serd o suporte para as comunicacles entre 0os componentes?
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— Serd permitida comunicacdo ponto-a-ponte?

— Sera permitida comunicacio em grupo?

o Quais serao as caracteristicas das comunicacoes? Bloqueante, néo blo-
queante ou bloqueante com tempo de espera finito?

e (Qual serd o suporte para troca de mensagens em redes heterogéneas?
Existem basicamente 4 formas.

— Enviar ao receptor uma copia exata do conteddo da mensagem.
Esta forma € pouco apropriada para redes heterogéneas, pois o
receptor tem de converter a representacao dos dados no transmis-
sor em sua prépria representaciao. Isto obriga o receptor saber
o formato de representagdo dos dados em cada um dos possiveis

Lransmissores.

— Converter os dados & representacio do receptor. Por razdes andlogas
& forma anterior, esta também € pouco apropriada para redes he-
terogéneas.

— Converter os dados a uma representacio comum (Ex. XDR, eX-
ternal Data Representation, da Sun) no transmissor e converter da
representagao comum 2 nativa no receptor. Desta forma o trans-
missor e 0 receptor somente precisam saber como converter a sua
representagao & representagao comum e vice-versa.

~ Uma variacdo da anterior consiste em o programador descrever
a sua mensagem (No. de componentes, tipo de dados de cada
componente) e o sistema se encarregar de fazer as conversdes ne-
cessarias. Esta variante permite otimizagoes, pois o sistema pode
decidir nao fazer conversbes se o transmissor e o receptor tém a
mesma representacdo de dados.

e Qual serd o suporte para a manipulacao de tarefas e da plataforma?

— O sistema tera suporte para criar e destruir tarefas?
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-~ O sistema terd suporte para manipular os computadores onde sio
executadas as tarefas? Isto inclui a possibilidade de se tirar pro-
veito de novos computadores disponiveis duranie a execucdo ou

de se adaptar & perda de computadores que estavam trabalhando.

3.7 Algumas Plataformas para a Implemen-

tacao de Aplicacoes Paralelas

Nesta secao serdo apresentadas algumas plataformas para a implementacdo
de aplicacoes paralelas, bem como as abordagens seguidas nas mesmas para
cada um dos pontos acima.

PVM (Parallel Virtual Machine)

O PVM baseia-se no conceito de méquina paralela virtual [14]. A
maquina paralela virtual esta formada pelos computadores participantes no
processo paralelo. O programador pode adicionar ou eliminar dinamicamen-
te computadores da miquina virtual. O sistema inclui também funcdes para
a manipulagao de tarefas, que permitem que qualquer tarefa da aplicacido
possa criar e destruir tarefas dinamicamente.

O PVM tem suporte para comunicagdes ponto-a-ponto. As operacdes de
envio de mensagens retornam assim que a mensagem é colocada na rede.
As operagoes de recepcao podem ser bloqueantes, ndo bloqueantes ou blo-
queantes com tempo finito. As mensagens enviadas sao sempre colocadas em
buffers, que sdo explicitamente manipulados pelo programador. E tarefa do
programador empacotar e desempacotar explicitamente as mensagens. Neste
processo ocorre a conversiao de representacdo de dados. Implicitamente os
dados sao convertidos a representagdo XDR, embora o programador possa
especificar outros tipos de conversio.

Além de comunicacées ponto-a-ponto, o PVM tem suporte para comuni-
cacOes em grupo. Os grupos tém cardcter dindmico, isto é, um processo pode
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entrar e sair de um grupo em qualquer momento. O PVM oferece operagoes
de broadcast, multicast e de redugao globais {por exemplo, minimo, maximo,
soma, etc).

MPI (Message Passing Interface)

Uma implementagao MPI (Message Passing Interface) é um conjunto de
especificagdes para comunicagio entre processadores, com objetivos similares
aos do PVM [28]. O MPI ndo tem suporte para a criacdo e destruicdo de
tarefas. O nulmero de tarefas ¢ fixo desde o inicio do processamento, assim
como ¢ numero de maquinas participantes. O sistema também nio inclui
suporte para o conceito de maquina paralela virtual.

O MPI oferece um conjunto extremamente flexivel de fungoes para a troca
de mensagens ponto-a-ponto. Tanto as fun¢des para enviar mensagens quan-
to as de receber podem ser bloqueantes ou ndo blogueantes. A semantica
das funcées de envio de mensagens bloqueantes é escolhida pelo programador
entre 4 possibilidades: standard (o sistema decide se armazena a mensagem
em um buffer ou se a envia diretamente), buffered {o sistema sempre arma-
zena a mensagem em um buffer), synchronous (a fungdo nio retorna até a
mensagem ser recebida} e ready (a funcio retorna com sucesso somente se
alguma outra tarefa j4 anunciou que vai receber a mensagem).

Além das funcGes para a comunicaco ponto-a-ponto, o MPI oferece
também um grande conjunto de fungdes para as comunicagdes em grupo: broadceast,
multicast, scatter {um processo envia uma informacao diferente a cada um dos
outros processos do grupo}, gather (um processo recebe uma informacio dife-
rente de cada um dos outros processos do grupo), all to all scatter e all to all
gather (todos os processos enviam/recebem informagoes diferentes dos outros
processos do grupo) e operagdes de redugdo globais (minimo, méximo, soma,
produto, OR, XOR, minimo e méximo locais, etc). As fungdes para comuni-
cacdo em grupo sao sempre bloqueantes, para simplificar a implementacio.
O programador pode escolher entre empacotar explicitamente a mensagem
ou descrever a sua estrutura. O sistema escolhe a melhor representacio para
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enviar a mensagem através da rede.

O MPI suporta diferentes topologias de comunicagao entre os processos.
O programador pode, por exemplo, organizar seus processos em forma de
arvore. A partir desse ponto, cada processo pode se comunicar com seu pai e
seus filhos na drvore sem especificar explicitamente o identificador de tarefa.
Os processos podem formar grupos. Os grupos de processos tém cardter
estatico, ou seja, para formar e destruir um grupe os processos tém que se

sincronizar.

3.8 Sumario

Podemos assinalar que os Sistemas Distribuidos sao redes de processado-
res fracamente conectados por enlaces de comunicacio. Possuem um nilmerc
variado de conjuntos processador mais memdria local, com a diferenca de que
nac existe uma memoria comum. Toda a comunicagio entre tarefas em pro-
cessadores diferentes deve ser realizada através da troca de mensagens. Nos
sistemas distribuidos, as tarefas sdo alocadas estaticamente a cada conjunto
{processador, memdria). Cada processador utiliza sua memdria local para o
armazenamento de dados e intercambia informacao com outros processado-
res em grupos de bits denominados pacotes utilizando para isto os enlaces de
comunicagao da rede.

A implementacdo dos mecanismos de comunicacdo e sincronizacdo através
de troca de mensagens dé-se pelo envio (send) e recebimento (receive) de
mensagens ao invés de uma leitura ou escrita de varidveis compartithadas. A
comunicagdo ocorre porque uma tarefa ao receber uma mensagens obtém da-
dos enviados por outra tarefa, enquanto que a sincronizagdo é obtida porque
uma mensagen somente pode ser recebida apds a mesma ter sido enviada o
que restringe & ordem na qual estes dois eventos devem ocorrer.

Neste trabalho utilizaremos como mecanismo de comunicacio o esquema
sincrono com transferéncia de dados entre dois processos, ou seja comuni-
cacdo ponto-a-ponto bloqueante.



Capitulo 4

Solucao Paralela do algoritmo
de Schur-Modificado

4.1 Introducao

Neste trabalho a obtencaoc da solugio paralela da equagio algébrica de Ricca-
ti foi dividida em duas partes: A primeira corresponde a formacdo da matriz
em forma de Hessenberg via TSEE, utilizando como plataforma de progra-
macdo paralela o MPI, com memoria distribuida, comunicagdo sincrona, e
a semantica das funcdes para enviar e receber mensagens é blogueante com
modo de programacdo SPMD; a segunda parte corresponde 4 obtencio da
matriz em Forma Real de Schur que foi implementada utilizando as subroti-
nas da biblioteca piblica Scalepack {22].

A Scalapack é uma biblioteca de alto desempenho com rotinas de Algebra
Linear para computadores MIMD com paradigma de troca de mensagens
e memoria distribuida em redes de estagdes de trabalho suportando PVM
e/ou MPI Utiliza também como parte de suas rotinas a biblioteca sequencial
BLAS, a paralela PBLAS, os subprogramas de comunicacao da algebra linear
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hasica BLACS e as rotinas da LAPACK.

Similarmente ao LAPACK, as rotinas da Scelepack s&o baseadas em al-
goritmos com particionamento em blocos, o que minimiza a frequéncia de
movimento de dados entre os diferentes niveis da memdria hierdrquica. Os
algoritmos sao apresentados como processos e a comunicacido pode ser ponto-
a-ponto ou em grupe quando necessdric. De forma geral, a Sealapack foi
desenvolvida e testada para o caso de um processo por processador.

Dos varios algoritmos paralelos que tém sido propostos, um dos que rece-
beram maior atengao recentemente é o baseado em multiplicacéo de matrizes,
pois a multiplicacdo de matrizes de alta ordem ¢ forte candidata a parale-
lizacdo [17]. Nos interessa a implementagic paralela do método de Schur
para o caso de matrizes reais nao simétricas utilizando TSEE: método de
Schur-Modificado paralelo.

Na subsecao 4.1.1 consideramos a paralelizacio do algoritmo de Schur-
Modificado para matrizes densas, ndo simétricas sobre um sistema de memédria
distribuida; o modo de programagdo paralela utilizado é SPMD, ou seja todos
08 processadores vao executar o mesmo programa. porém podem executar ta-
refas diferentes sobre dados diferentes. A estratégia de paralelizacéo aplicada
segue um esquema assincrono; descreve-se as principais subrotinas utilizadas
na solugao do problema apresentado. Em particular é descrito como o progra-
ma fonte sequencial, desenvolvido no capitulo 2, é alterado, sendo incluidas
as primitivas do paralelismo apresentadas na biblioteca Scalapack e na pla-
taforma MPI, as quais implementam as primitivas de eriacio, comunicacao e
sincronizagdo de processos paralelos; desta maneira realizamos o procedimen-
to de formacdo paralela das matrizes de Hessenberg e Forma Real de Schur;
na subsecao 4.1.2 apresentamos os resultados experimentais da implemen-
tacdo do algoritmo paralelo e ainda expomos o algoritmo de programacéio
paralela desenvolvido.
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4.1.1 Paralelizacao do Algoritmo

A implementacao paralela da primeira parte de nosso algoritmo, ou seja, a
correspondente a formar a matriz de Hessenberg via TSEE é baseada funda-
mentalmente em operagdes do tipo produto matriz-matriz, as quais represen-
tam malor custo computacional; essas operacgoes sdo efetuadas acessando os
elementos da matriz por linhas; desta maneira formamos blocos que sao dis-
tribuidos entre os diferentes processadores participantes do processamento.
Neste caso € possivel paralelizar o produto tal que cada processador calcula os
valores dos elementos diferentes do vetor resultante. O método para acessar
aos elementos da matriz é a Distribuicdo por linhas. Ou seja, os P proces-
sadores que participam do processamento paralelo podem ser apresentados
como um arranjo linear uni-dimensional, onde os elementos sao distribuidos
em blocos. Por exemplo, vamos distribuir uma matriz (6 x 6) em 4 processa-
dores; os processadores sdo numerados de 0 até P — 1 e as linhas da matriz
de 1 até N (N =6). A Tabela 4.1 apresenta uma distribuicio de blocos por
linha, onde cada linha ou submatriz formada ¢ nomeada por um nimero de
processador.

[N S ]

]

Tabela 4.1: Armazenagens por linha

Neste caso temos que cada processador armazena no méximo (N B) ntiimero
de linhas, onde [NB = N/P] e a linha k é armazenada no processador
\k/NB]|. A distribuico atribui blocos de linhas de tamanho (N B} nos pro-
cessadores sucessivos. Se o valor de P é divisivel pelo valor de N, entdo cada
processador vai receber blocos do mesmo tamanho, de forma a garantir um
melhor balanceamento de carga.



Sohigdo Paralela do algoritmo de Schur-Modificado 50

Com o modo de programacao SPMD cada processador participante rea-
liza uma operagdo de multiplicagdo (' = A4 % B) com os dados enviados
pelo processador principal, ou seja os dados sdo divididos e cada processa-
dor calcula no maximo (NB) blocos da matriz resultante na multiplicacdo
matriz-matriz que realiza. O processador principal, encarregado de distribuir
os dados e realizar seus cdlceulos envia no maximo (N B) blocos da matriz 4
(NB,N) e a matriz B (N, N) para cada processador participante do proces-
so e recebe uma matriz de dimensac (NB,N) com o produto final de cada
processador. A Figura 4.1, ilustra o procedimento descrito para um sistema
de ordem (6 x 6) onde os processadores recebem as linhas seguintes:

e Py = linhaA;, da matriz (processador principal)
e P, = linhasA,, e A, da matriz

e P, = linhasAy, e As, da matriz

e P; = linhaAg, da matriz

No Apéndice A é apresentada a subrotina paralela implementada para
realizar a multiplicacdo de duas matrizes.

A implementagao paralela da segunda parte do nosso algoritmo, a corres-
pondente a achar a Forma Real de Schur é baseada na utilizacdo das subro-
tinas definidas na biblioteca publica Scalapack. Esta biblioteca atualmente
estd escrita em linguagem Fortran77 utilizando o paradigma de programacéo
de troca de mensagens, Figura 4.2, onde varios processadores, cada um com
sua memoria local, executam tarefas em paralelo.

Na implementacao estdo presentes os mecanismos basicos da biblioteca
Scalapack utilizada, tais como criagao da topologia malha, comunicacéo en-
tre tarefas e entrada-saida de dados. A Scalapack utiliza uma distribuicdo
de dados com blocos ciclicos de dimensao-2 nos quais a matriz, dividida em
blocos de linhas e colunas (M B x NB), é atribuida ao mesmo processador.
A distribuicao de dados ciclica é parametrizada por quatro valores: P, Q,
r e conde (P x @) é a definicio da topologia malha utilizada e (r x ¢) ¢
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Figura 4.1: Processo Paralelo de Distribuicao de matrizes
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Figura 4.2: Paradigma de programacio de Troca de Mensagens

a dimensao do bloco. Supode-se que os processadores estio arranjados lo-
gicamente como uma malha de P linhas e @ colunas; assim o numero de
processadores utilizados corresponde ao produto R = P x ().

Apos o particionamento da matriz (N x V) em blocos (M B x NB), o pri-
meiro bloco € associado ao processador com coordenadas (RSRC,CSRC),
onde RSRC e CSRC correspondem respectivamente aos nimeros dos pro-
cessos linha e coluna aos quais o primeiro bloco da matriz é atribuido. Por
exemplo, a entrada (7, J): cada elemento da matriz global, estd localizada
no processador definido pelas coordenadas (p,,p.) do bloco local {I,m) na
posicao {x,y) dada por:

(L.m) = (LI = )/(P+ MB)J, |(J = 1)/(Q = NB)J),
(Prspe) = (RSRC + [(I ~ 1)/MB|)modP,(CSRC + | (J ~ 1}/NB|)modQ),
(z,y; = (mod(I — 1, MB) + 1,mod(J — 1, NB) + 1).

A seguir apresentamos na Figura 4.3 o mapeamento de uma matriz 4
(6 x 6) particionada em blocos (2 x 2} e na Figura 4.4 o ponto de vista da
distribui¢ao da matriz {6 x 6) numa topologia malha (2 x 2), onde podemos
observar que a entrada local A(2,3) definida no processador de coordenadas
(0,0) contém o valor da entrada da matriz global ass.
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Figura 4.3: Matriz 6 x 6 particionada em blocos 2 x 2

11 Grz Q13 Gig | A1z Q14

gy Gsz Oa5 Os6 | A3 Qs4q

gy Qg2 sy Gsp | ez Use

1lasz aze aszs azs | a asa

Gay Qa2 4y O46 | Qa3 Q44

Figura 4.4: Matriz 6 x 6 numa Topologia Malha 2 x 2

Existe uma subrotina da Sealapack denominada BLACS-GRIDINIT que
realiza o mapeamento dos elementos da matriz global em cada processador
por linha, ou seja vai distribuindo os elementos ordenados por linha, veja a
definigao na Tabela 4.2, onde quatro processos sdo distribuidos numa malha
(2 x 2) com uma distribui¢do por linha:

Para um exemplo de ordem (20 x 20), os parimetros da subrotina que
inicializam a topologia matha vao estar definidos como: MB=NB=6, P=Q=2
e LLD=12 que corresponde ao nimero maximo de linhas/colunas em cada
bloco da submatriz: para o exemplo que estamos apresentando os pardmetros
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Tabela 4.2: Quatro processos mapeados numa malha (2 x 2)

estdo definidos como: MB=NB=6§, P=0Q=2 e LLD=6.

4.1.2 Resultados Experimentais

Os resultados que apresentamos foram obtidos com diferentes valores dos
pardmetros. Por exemplo, para uma matriz de ordem (6 x 6} que definimos a
seguir os parametros sao os seguintes: N=6, P=3, NB=2. Com este tamanho
de matriz, obtemos tempos de execugio paralela de cada uma das partes do
programa inaiores do que 0s tempos respectivos obtidos na implementacgio

sequencial, veja Tabela 4.3; mas isso ¢ diferente quando utilizamos P=2.

SEQUENCIAL | PARALELO
Atividade 1-proc 2-proc | 3-proc
Leitura dos dados 0.1256 0.0296 | 0.0323
Matriz Hessenberg 0.1699 0.1060 { 0.2049
Forma Real de Schur (0.2228 0.1412 | 0.3623
Célculo de X 0.0007 0.0077 | 0.0131
Tempo Total de Execucio 0.5190 0.2845 | 0.6126

Tabela 4.3: Tempos de Execucdo das partes do Algoritmo numa matriz (6 x 6)

Primeiramente fazemos a compilacdo do programa escrito em linguagem
Fortran77 e 0s respectivos enlaces com as subrotinas paralelas utilizadas; para
isto criamos um arquivo, que denominamos Make que inclui os enderegos
onde estdo as diferentes bibliotecas de subrotinas utilizadas no programa.
A seguir executamos o programa paralelo obtido da compilacio laub-disc
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com suporte MPI numa rede de estagdes de trabalho utilizando neste caso

particular apenas 3 processadores.

annabell@urano [68] make
annabell@urano[59] /softs/mpi/bin/mpirun -np 4 laub-disc

Os resultados obtidos sdo armazenados num arquivo de saida. Neste caso

particular vamos apresentar os resultados do algoritmo para resolver o siste-

ma discreto de ordem (6 x 6) descrito acima.

Matriz Simplética

1.2897 0.0843 0.0679
-0.0866 1.2912 -0.0772
0.0564 0.0354 1.2688
1.2897 0.0843 0.0679
-(.0866 1.2912 -0.0772
0.0564 0.0354 1.2686
Matriz de Hessenberg: (Hes)
1.2897 0.1009 -0.0375
1.2897 0.8700 0.0139
0.0000 -0.2265 1.5603
0.0000 0.0000 ~0.0692
0.0000 0.0000 0.00600
0.0000 0.0000 (.0000
Matriz de Schur Ordenada:
1.5839 0.1986 0.0103
0.0000 1.3350 0.0441
0.0000 0.0000 1.2581
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000
Matriz de Transfermacio QA final
0.2637 0.2908 0.1644

0.0983
-0.0881
0.0072
0.8723
-(3.1374
-0.0372

0.0462
(.0268
1.3258
0.6067
-0.5674

0.0000

-0.9185
-0.6486
-0.2611
0.6314
0.0000
0.0000
1QA=0inv*L1
-0.8180

.0768
.0689
. 0067
L0270
.839¢

0.0375

.0320
.0038
L0561
L0059
.3009
.0205

0.6041
0.2118

. 5437
0912

0.7948
0.0000

.2661

. 0048
.0055
.0015
.0310
.0248
.T905

.0679
.0679
Q727
.0327
.2802

0.7246

L4631
.0269
.0462
.0428
.0100
. 7490

.2810
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-0.4319 0.0931 0.1601 0.3801 ~0.7654 -0.5969
0.0278 0.2641 -0.2679 ~0.1533 1.0840 ~0.4373
0.4632 0.6073 0.4901 0.3894 0.1043 0.1178

-0.8681 0.2984 0.3841 -0.0446 -0.0857 ~0.0702

-0.0188 0.6373 -0.7627 0.2915 ~-0.3541 -0.3174

Solugdo -——-- E. A. de Ricatti --—————
2.2504 0.2837 -0.2788
0.2837 2.1863 0.0472
-(.2788 0.0472 2.7041

Com nossa implementacdo conseguimos provar que estamos obtendo os
resultados propostos para este trabalho: obter uma solucdo simétrica, defi-
nida nio negativa da equacao algébrica de Riccati com TSEFE, embora ndo
tenhamos bons tempos de execugao para todos os casos. A seguir apresenta-
mos outros exemplos teste com diferentes dimensdes nas matrizes.

Quando testamos com matrizes de ordens maiores, por exemplo (50 x 50)
obtemos, Tabela 4.4, que os tempos de execuciao paralela de cada uma das
partes do programa sdo bem menores do que os tempos respectivos obtidos
na implementac¢do sequencial; assim podemos concluir que a paralelizacéo
surte melhores resultados quando o problema envolve céleulos com matrizes
de ordens bem maiores.

SEQUENCIAL | PARALELO
Atividade 1-proc 2-proc | 3-proc
Leitura dos dados 0.3092 0.2642 | 0.2869
Matriz Hessenberg 59.0045 8.3596 | 10.3933
Forma Real de Schur 1.8914 0.9707 | 1.3932
Tempo Total de Execucio 61.2051 9.5945 | 12.0734

Tabela 4.4: Tempos de Execucdo das partes do Algoritmo numa matriz (50 x 50)

Contrariamente, temos um exemplo teste com uma matriz de ordem
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(100 x 100),na qual os resultados nao séo favordveis, ou seja obtemos tempos
de execucao paralela de cada uma das partes do programa bem maiores do
que os tempos respectivos obtidos na implementacdo sequencial, veja Tabela
4.5; achamos que a causa deste problema esteja na definigio do tamanho dos
pacotes no sistema operacional ou na grande comunicagio entre os processa-
dores para obter o resultado final do problema.

SEQUENCIAL PARALELO
Atividade 1-proc 2-proc 3-proc
Leitura dos dados 0.2954 0.9317 1.0464
Matriz Hessenberg 57.8246 85.4671 | 106.0137
Forma Real de Schur 1.7721 1.8458 | 3.0281
Tempo Total de Execucéo 59.8921 88.2446 | 110.0882

Tabela 4.5: Tempos de Execucio das partes do Algoritmo numa matriz (100 x 100)

A seguir apresentamos parte do algoritmo implementado em forma pa-
ralela para achar a matriz em Forma Superior de Hessenberg e a matriz em
Forma Real de Schur com as quais obtemos a solugdo da equagdo algébrica
de Riccati.

INICIALIZAR MPI:
MPI_INIT
MPI_COMM_RANK
MPI_COMM_SIZE
Se Processador Principal fazer
INICIALIZAR MATRIZES
LER DADOS INICIAIS
Finalizar
CALCULAR MATRIZ DE HESSENBERG
INICIALIZAR A TOPOLOGIA DE MALHA:
DEFINIR P,Q
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DEFINIR O DESCRITOR DAS MATRIZES
DEFINIR DIMENSAO DO BLOCO
ORDEM DAS MATRIZES
IDENTIFICADOR ONDE 0 PRIMEIRQ BLOCO E ATRIBUIDO
CALCULAR A MATRIZ EM FORMA REAL DE SCHUR
Se Processador Principal fazer
ACHAR SOLUGAC DA EQUAGED
APRESENTAR 0OS RESULTADGS

Finalizar



Capitulo 5
Conclusoes e Comentario

Neste trabalho apresentamos uma proposta de metodologia para solucao
da Fguacdo Algebrica de Riccati em formas sequencial e paralela. A imple-
mentagao sequencial assim como a proposta de implementacdo paralela foi
baseada fundamentalmente nas rotinas definidas em bibliotecas piiblicas de
algebra linear: LAPACK, SCALAPACK, PBLAS e BLACS.

O algoritmo de Schur-Modificado proposto, além de numericamente estével,
é mais eficiente quanto ao nimero de operagdes de multiplicacio realizadas
que o algoritmo proposto por Laub para resolver a Fguacdo Algébrica de
Riccati.

Com base nos exemplos teste executados com nosso algoritmo podemos
dizer que nosso algoritmo esta restricto a utilizacdo de matrizes com ordens
de magnitude iguais nos elementos, de forma a garantir que os autovalores ori-
ginais da matriz nao tenham variagio apés ter aplicado algum procedimento
numérico: nos exemplos que rodamos com matrizes muito mal balanceadas,
obtivemos resultados nao desejados, como: solugdo nio simétrica e definida
nao negativa e autovalores da matriz simplética e da matriz em forma supe-
rior de Hessenberg diferentes. Embora, possamos incluir em nosso algoritmo
o processo de balanceamento para poder trabalhar com qualquer tipo de ma-
trizes este caso nao foi analisado neste trabalho e o propomos como trabalho
futuro; s6 testamos o algoritmo para matrizes ndo simétricas com ordens de
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magnitude iguais nos elementos e muito bem condicionadas; com as quais os
resultados foram dtimos.

Como contra-exemplo do condicionamento, testamos uma matriz sim-
plética ndo simétrica, bem balanceada de ordem (6 x 6) muito mal condi-
cionada e obtivemos resultados corretos, ou seja mantivemos inalterados os
autovalores originais da matriz.

Em muitos algoritmos e Sistemas Paralelos/Distribuidos o tempo con-
sumido pela comunicacao entre processadores é uma fragao do tempo total
necessario para resolver o problema.

Em relacdo a comparagdo em tempo de execugao dos algoritmos imple-
mentados em formas sequencial e paralela, podemos dizer que o processamen-
to paralelo nem sempre foi melbor que o processamento sequencial quanto ao
tempo de execugao, pois no processamento paralelo existe uma alta comuni-
cacio de dados entre os diferentes processadores, o que implica que a solucdo
possa ser mais demorada; mas propiciou uma menor carga computacional
para os processadores envolvides.

Em nossa implementagao concluimos que devido a utilizacdo de uma rede
de estagoes de trabalho, ¢ a forma de implementar o algoritmo paralelo, o
tempo de execucdo obtido, para alguns casos foi bem maior do que o tempo
de execucdo obtido no algoritmo sequencial, por causa da comunicagio entre
os diferentes processadores participantes do procedimento.

Sugerimos como trabalhos futuros:

¢ Testar nosso algoritmo numa méquina paralela.

o Realizar implementacao diferente da que fizemos para o nosso algorit-
mo, procurando reduzir a comunicagio em favor da computacdo.

e Utilizar uma arquitetura paralela com meméria compartilhada e com-
parar os resultados em quanto ao tempo de execugao global do algorit-
mo paralelo.

e Estudar o efeito das transformacgtes de similaridade nao ortogonais em
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matrizes nao simétricas em relacido ao condicionamento das matrizes.

e Estudar o efeito do processo de balanceamento no método de solugio
proposto neste trabalho.
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Apeéendice A

Subrotina de Multiplicacao

Paralela Implementada

Neste apéndice encontra-se parte do cddigo da subrotina de multipli-
cagao de matrizes implementada em forma paralela para resolver a Equagdo
Algébrica de Riccati Discreta.

SUBROUTINE MM_pall(a,nra,nca,b,ncb,c,nump,itaf)
include ’mpif.h’

parameter (MASTER = 0)

parameter (FROM_MASTER = 1)

parameter (FROM_WORKER = 2)

integer numtasks,taskid,numworkers,source,dest ,mtype,

i

& cols,avecol,extra, offset,i,j,k,ierr
integer nra, nca, ncb, nump, itaf

integer status(MPI_STATUS_SIZE)

real*4 a(NRA,NCA), b(NCA,NCB), c(NRA,NCB)
numworkers = nump - 1

Tarefa mestre

if (itaf.eq. MASTER) then
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avecol = NCB/numworkers

extra = mod(NCB, numworkers)

offset = 1
mtype = FROM_MASTER
do 50 dest=1, numworkers
if (dest .le. extra) then

cols = avecol + 1

else

¢ols = avecol

endif

call MPI_SEND( offset, 1, MPI_INTEGER, dest, mtype,
& MPI_COMM_WORLD, ierr )

call MPI_SEND{ cols, 1, MPI_INTEGER, dest, mtype,
& MPI_COMM_WORLD, ierr )

call MPI_SEND( a, NRA+NCA, MPI_REAL, dest, mtype,
& MPI_COMM_WORLD, ierr )

call MPI_SEND( b(1,offset), cols*NCA, MPI_REAL,
& dest, mtype, MPI_COMM_WORLD, ierr )

offset = offset + cols

50 continue

mtype = FROM_WORKER

do 60 i=1, numworkers
gource = i
call MPI_RECV( offset, 1, MPI_INTEGER, source,

& mtype, MPI_COMM_WORLD, status, ierr )
call MPI_RECV( cols, 1, MPI_INTEGER, source,
% mtype, MPI_COMM_WORLD, status, ierr )

call MPI_RECV( c¢(1,offset), cols*NRA, MPI_REAL,
g source, mtype, MPI_COMM_WORLD, status, ierr )
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60 continue
endif

Tarefa escravo

if (itaf .GT. MASTER) then
mtype = FROM_MASTER
call MPI_RECV( offset, 1, MPI_INTEGER, MASTER,

& mtype, MPI_COMM_WORLD, status, ierr )
call MPI_RECV{( cols, 1, MPI_INTEGER, MASTER,

& mtype, MPI_COMM_WORLD, status, ierr )
call MPI_RECV( a, NRAxNCA, MPI_REAL, MASTER,

& mtype, MPI_COMM_WORLD, status, ierr )
call MPI_RECV( b, cols*NCA, MPI_REAL, MASTER,

& mtype, MPI_COMM_WORLD, status, ierr )

do 100 k=1, cols
do 100 i=1, NRA
c{i,k) = 0.0
do 100 j=1, NCA
c(i,k) = c(i,k) + ali,i) * b(j,k)
100 continue
mtype = FROM_WORKER
call MPI_SEND( offset, 1, MPI_INTEGER, MASTER, mtype,
& MPI_COMM_WORLD, ierr )
call MPI_SEND( cols, 1, MPI_INTEGER, MASTER, mtype,
& MPI_COMM_WORLD, ierr )
call MPI_SEND( c, cols*NRA, MPI_REAL, MASTER,
& mtype, MPI_COMM_WORLD, ierr )
endif
RETURN
end



Apéndice B

Terminologia Utilizada no

Texto

o TSEE: Transformacdes de Similaridade Elementares Estabilizadas;
e No: Um processador de um computador;

e id: Identificador de processos;

e [—] Parte inteira superior do argumento;

e |—| Parte inteira inferior do argumento:

e Mensagem: Uma quantidade de dados ou instrugdes que é passada
entre nés e o host;

¢ Programa Elementar: Programa constituinte de um programa pa-
ralelo que € executado num 1nico no;



Apéndice C

Definicoes e fatos basicos

Notacao

Neste trabalho, 4 € F™7% denota uma matriz mxn com coeficientes no

corpo F. Este corpo pode ser constituido por niimeros reais R ou de nimeros
complexos C. Outras notagoes:

AT ou A¥ denota transposta e conjugada transposta, respectivamente;
A-T denota (A7) = (A~1)T;
At denota pseudo-inversa da matriz A € R**" (Moore-Penrose});
D{A) denota o conjunto dos n autovalores (spectrum) da matriz A € R™":
A matriz A € R¥** § particionada em blocos nxn como
e { An A }
Agp Am

onde 4;; refere-se aos blocos individuais.
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Revisdo de Algebra Linear
Definicdo 1: A € R™" ¢ ortogonal se A7 = A~
Definicao 2: A € C™" é unitiria se A7 = 41
Seja
0 I
J = € RAnxin (C.2)
~1 0
onde I denota a matriz identidade de ordem n. Note que J7 = J~! = —J.

Definicdo 3: 4 € R*™*®" ¢ Hamiltoniana se J 'AT.J = —A4.
Definicao 4: A € R & Simpléticase J~147J = 471
As transformagoes elementares consistem em:

e Multiplicagdo de uma linha/coluna por um nimero real diferente de
Zero.

» Troca de duas linhas/colunas.

s Adicionar o produto de uma linha/coluna e um nidmero a outra k-
nha/coluna.

Estas transformacdes sdo feitas utilizando matrizes elementares, que de-
vem ser quadradas e ndo singulares. Exemplo:

1000 1000
01 0490 0 0 0 01
00140 0100
0001 0 010

Os objetivos destas matrizes sdo reduzir o nlimero de operagdes compu-
tacionais e obter uma matriz triangular como resuitado.
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Para matrizes reais, Simétrica significa o mesmo que Hermitiana para
matrizes complexas e Ortogonal, para matrizes reais significa o mesmo que
Unitaria para matrizes complexas.

Os autovalores de uma matriz Hermitiana sdo todos reais. Em particular,
os autovalores de uma matriz simétrica real sdo todos reais. Contrariamente
o conjunto dos autovalores de uma matriz ndo simétrica e real pode incluir
valores reais mas também pode incluir pares de valores complexos conjugados:
por outro lado, autovalores de uma matriz complexa ndo Hermitiana podem
ser complexos.



Apéndice D
O ambiente de simulacao

Entende-se por ambiente de simulag@o a arquitetura de computadores
que fol utilizada para o processamento do sistema teste de exemplo. As simu-
lagdes foram realizadas num computador paralelo virtual formado por compu-
tadores conectados numa rede de drea local com maquinas workstations-Sun
do tipo SPARC-20, SPARC-4, SPARC-Classic e SPARC-2. Esta rede per-
tence ao DMCSI e sua configuragéo esta apresentada na figura (D.1). Esta
rede é constituida de duas sub redes que possuem como ponto de ligacio
(Gateway) entre elas a méiquina Papagedo. As simulacdes foram realizadas
na sub rede LCSI, utilizandeo as méaquinas aguia, que é a servidora desta rede
e é o ponto de ligacao com a rede da FEEC, Saturno, Urano e outras.
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Figura D.1: Rede do DMCSI




