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Resumo

Estuda-se uma classe de problemas de Producdao & Estoque e outros mode-
los andlogos como Expansdo da Capacidade e Filas Controladas com Servidor Re-
movivel. Desenvolvem-se algoritmos recursivos que obtém a solucao destes proble-
mas, 0s quais se baseiam em operadores associados ao problema de controle continuo
e impulsional de Processos Markovianos Deterministicos por Partes (PMDP}. Prova-
se que estes operadores sdo contrativos, o que elimina qualquer restrigdo necessiria a
inicializacdo dos algoritmos. Apresenta-se um método que acelera a convergéncia das
sequéncias geradas por estes operadores, tornando os algoritmos mais rapidos. Esta
tese também contribui para a andlise qualitativa da estratégia otima de producio
de um sistema de manufatura gue fabrica um unico item, e cujo custo operacional
engloba os custos de estoque/déficit de estoque e os custos de preparacio (set up)
associados as interrupcdes e reiniciacoes da producdo. Mostra-se a existéncia de um
nivel de estoque abaixo do qual a estratégia étima € produzir completamente o item
e, acima deste nivel, a producic pode ser interrompida permitindo que o item fique
parcialmente acabado.

Abstract

A class of Production & Storage problems and other related models such as
the Capacity Expansion and Controled Queues with Removable Servers problems
is studied in this thesis. It furnishes recursive algorithms that provide the solution
of these problems, based on operators associated to the continuous and impulse
control problems of Piecewise Deterministic Markov Process (PMDP). It proves
that these operators are contractive mappings, and consequently the algorithms are
free of any restrictions in the initialization procedure, and it presentes a method that
accelerates the convergence rate of the algorithms. This thesis also contributes with
the qualitative analisys of the optimal strategies of a production problem arising in a
manufacturing system, that produces only one type of item and has operational costs
given by stock/backlog costs and set up costs, associated to the interruptions/re-
inicializations in the production. It shows the existence of a stock level below which
the optimal strategy is to produce an item completely and, for each stock level above,
the strategy interrupts the production at one intervention point at a maximum,
allowing the item be partially produced.
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Notacao e Simbologia

P&E Producdo & Estoque

PMDP Processos Markovianos Determnistico por Partes.
P. O Problema de Controle Continuo.

Pr; O Problema de Controle Impulsional.
TUC Invest until completed.

FRD Follows Realized Demand.

v.a. Varidvel aleatdria.

e.d.o. Equacdo diferencial ordinaria.

H-J-B Hamilton Jacobi Bellman.

q.t., g.¢. Quase todo, quase certamente.

:= Igual por definicao.

liminf Infimo assintético de uma sequéncia.
lim sup Supremo assintético de uma sequéncia.
14 Fun¢do indicadora do conjunto A.

A\ B Diferenca entre os conjuntos A e B.

{#} Conjunto vazio.

ds (8%) Conjunto fronteira (fronteira ativa) de S.
Z Conjunto dos nimeros inteiros.

Z* Ntmeros inteiros positivos

R* Nimeros reais positivos.

R™ Espaco Buclidiano de dimensio n.

z Ay Minimo entre z e y.

8y /0t Derivada parcial de y em relacao a t.

F, A o-dlgebra gerada por {z;: s < t}.

P, A lei de probabilidade de z; iniciando em z.
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E |z} = Elz|y] Valor esperado da varidvel aleatéria = dado y.

|| - || Norma sup.

|- | Valor absoluto.

Cy(S) Classe de funcbes continuas e limitadas sobre S (pdgina 7).

AC(S) Classe de fungdes absolutamente continuas sobre S.

B(S) Classe de fungbes mensurdveis a Borel e limitadas sobre S (pdgina 7).
A Gerador infinitesimal.

fi o f» Composigao das funcoes f, e fs.
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Capitulo 1

Motivacao

O Problema de Producio & Estoque (P&E) é uma extensao do problema de controle de estoque
padrdo, sujeito a uma demanda aleatdria dos itens. No problema P&E a questdo ndo é somente
saber quando e como os {tens devem ser repostos no estoque, mas também decidir em que instante
se deve iniciar a producao e a que taxa ela deve ser processada & medida que estes itens vao sendo
consumidos pela demanda. Esta decisdo é tomada no sentido de minimizar os custos operacionais
do sistema, a saber [HS84a]:

(i) Custo de estoque e déficit de estoque:
O custo de estoque estd relacionado aos custos de aluguel, de amortizacao e de manutengdo
das instalactes de armazenagem. O custo de déficit de estoque estd relacionado ao prejuizo
devido a perda de clientes por insatisfacdo ou atrasos na entrega do pedido.

(ii) Custo relacionado a taxa de produgao:
Sao gastos associados & producao dos itens como: pagamento dos empregados, treinamento,
gastos com matérias primas, etc.

(i) Custo de preparacao (set up):
Sdo custos instantineos ou ndo, provocados pelas paralisacdes e/ou iniciagbes da produgio,
tals como: remanejamento, contratagio e/ou demissdo da mio de obra, compra de equipa-
mentos, ajuste da linha de producéo, etc.

Um sistema P&E é constituido por uma equagio de balanco relacionando em cada instante
de tempo as varidveis nivel de estoque (definido por n;), a quantidade de mercadorias produzidas
e adicionadas ao estoque (definido por ¢;) e a demanda (d;). A varidvel g; pode ser afetada pela
quantidade de mercadorias retornadas por insatisfacdo do cliente, pelos atrasos na producdo
devido 4 quebra de méaquinas e pelos atrasos na estocagem dos itens produzidos. Ja a demanda
(d;) pode ser afetada pelos atrasos na entrega da mercadoria pedida pelo cliente. Neste caso a
demanda pode esperar (backlog) ou desistir do pedido. Na sec¢do 1.3 discute-se alguns modelos
P&E encontrados na literatura e as técnicas utilizadas para analisad-los. A seguir apresenta-se os
modelos P&E propostos nesta tese.
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1.1 Modelos P&E Propostos

P&E Sem Custo de Set Up ([dVS91], [dVS93b], [dVS99]): Seja u, € [0,1], ¢ > 0, uma
taxa de produg¢éo normalizada; a progresséo da producdo de cada lote de K itens que estdo sendo
produzidos no instante ¢ > 0 é representada pelo processo ¢ ~ &, definido por:

.t
&::/5 Us 35, (1.1)

onde 0 < # < { é o instante de acabamento do Ultimo lote de K itens. Um lote é completado
quando a progressdo da producgdo chega a um certo valor dado por I'; assim, 0 < & < T para
todo ¢ > 0. Observa-se a trajetdria de & na Fig. 1.1, onde se considera que 8;, i =0,1,2,... é
uma sequéncia de acabamento dos lotes produzidos.

ft“
|

d

fi! 74} o t

<

Figura 1.1: Trajetéria do processo &,.

Seja o processo g, t > 0 definido por

g — ZK “Lygcty t 20, (1.2)

(14 € a funcdo indicadora do conjunto A e K é o tamanho do lote produzido), representando
a produgdo acumulada em cada instante . Assume-se que os pedidos de compra dos itens sio
aleatdrios e formam um processo de Poisson composto com taxa § > 0. Os lotes pedidos por cada
cliente formam uma sequéncia de varidveis aleatérias inteiras representada por w;, 7 = 1,2, ...,
com distribuigdo px, £=1,..., £ tal que P(w; = k) = pi. A estabilidade do sistema é garantida
se a capacidade da producao for compativel com a demanda, no seguinte sentido:

Fi
6T kpr < K. (1.3)

k=1

Na expressao acima, o termo 6I' representa o niimero médio de chegada de clientes até a
- 4 . - P . . .
conclusdo do lote, e o termo ), _, kp; indica o consumo médio de cada cliente. Seja oy, i =
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1,2,... uma sequéncia representando os instantes de chegadas dos clientes; a demanda acumulada
no instante £ é definida por:

do=> wlig<y, t20 (1.4)

Considerando estas definictes, a quantidade de itens armazenados no estoque ou em déficit de
estoque, pode ser expressa por:

Ny = gy dy, t 2> 0. (1‘5)

O processo (n4,&),t > 0 apresenta uma trajetéria deterministica, intercalada por saltos
aleatdrios: no interior do espaco de estados, estes saltos ocorrem a uma taxa igual a ¢ associados
A chegada de demanda; na fronteira Z x {I'}, existem saltos for¢ados de (n,-,I") para (n,- + K, 0}
correpondendo a um lote de itens acabados e adicionados ao estoque. Hustra-se esta trajetéria
na Fig. 1.2 abaixo:

g
T3

L O

Figura 1.2: Trajetéria tipica de (ng, &) para o problema P&E com K = 2.

Neste problema, o decisor deve escolher a taxa de producdo u;, ¢ > 0 de maneira que minimize
o custo médio esperado com horizonte infinito, associado aos mecanismos de produgao. Seja a > 0
a taxa de desconto, J uma constante positiva representado o custo de producdo de cada lote de
K itens por unidade de tempo; considera-se uma funcdo convexa n — L(n), que define o custo
de estoque (n; > 0) e o custo de déficit de estoque (n; < 0). O problema P&E sem custo de set
up ¢ caleular a fungdo valor V : Z x [0,T] = R do seguinte problema de controle étimo:

Vi(6) = infueUE,,f,g{. /0 " o (L(n,) + Bud] ds}, (1.6)

onde nyg = n e & = &; o valor esperado é calculado em relagio ao processo (ng, &), t > 0; o infimo
é definido sobre a classe de controles realimentados U = {u: Z x[0,I] = [0,1], v é mensuravel}.
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P&E Com Custo de Set Up ([dVS93a], [SAV98a] [SAVI8b],[SAVI9D], [SAV99c]): As
varidveis de estado deste problema sio o nivel de estoque n; € Z definida em (1.3) e a progressao
da produgao de cada lote de K itens, representada por &, e redefinida pela seguinte expressio:

& ::/‘9 my ds, (1.7)

onde 0 < § < t € a mesma varidvel definida em (1.1); m; € {0,1} é uma varidvel que assume o
valor 1 quando o sistema estd produzindo e o valor zero no caso contrario.

A Fig. 1.3 mostra uma trajetéria de z, := (n, &). Observa-se que, se m; = 1, o processo
zy tem trajetoria deterministica intercalada por saltos aleatérios no subconjunto de producdo
S :=Z x [0,T]. No interior de ', z salta nos instantes de chegada da demanda t = o; i = 1, 2;
na fronteira de S', z, tem saltos forgados de {n,-,I'} para (ng- +1,0), i = 1,2, indicando que
um novo item foi adicionado ac estoque. Se m; = 0, z, permanece parado no subconjunto de
ndo produgdo S" 1= Z x [0,T], com excecdo dos instantes de chegada da demanda o;, i = 3,4,
quando z salta para baixo. Também se observa na Fig. 1.3 que 2z é transferido de S para §",
ou vice-versa, nos instantes 7 ou 7», respectivamente.

Tty 5 T g
I S 3
=0
2 | A 2
Ty
b Li8a £ - ! BT R - T
‘1 :
’ ‘..:‘.“H“.A..A....- ,,,,,,, e .
TN : o Ve, 73 St <oy
E r gt : T gt
e e :
1 Y e 1
252
2 .2 Vz,,a45t<-r,_;‘

Figura 1.3: Trajetéria de z; = (n, &) para o problema P&E com K = 1.

Define-se uma estratégia de producio pela sequéncia de variaveis aleatérias m 1= {r.72,... },
que indicam os instantes em que o sistema ¢ transferido do estado de producéo para o estado de
nao produgdo, ou vice-versa. Para cada estratégia de producdo =, associa-se em (n, &) :== (no, &)
o seguinte custo:

f{/ TLS -+ ,8 I].{ (ns gs)ggr dS e Ze om i—agn;wi‘)}r (18)

il
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onde L{n), 8 e a foram definidos no problema P&E sem custo de set up; g - Z < [0,T] = R
representa os custos de set up associados &s paralisacOes e iniciagoes da produgao. O valor espe-
rado é tomado com relacao ao processo {n. &), para uma dada estratégia de produgio 7.

O problema P&E com custo de set up é determinar a estratégia de produgdo que minimize o
custo médio dado por (1.8). Quando esta estratégia existe, obtém-se a fun¢de valor do problema,
V :Z x [0,T] = R, através da seguinte expressao:

Va(€) = mf VI(E), (1.9)

mell

onde IT é a classe de estratégias de produgdo factiveis.

A principal caracteristica que diferencia estes modelos propostos em relacao aqueles encon-
trados na literatura (alguns destes modelos estio descritos na segdo 1.3) € que a produgao do
itern pode ser paralisada antes que o mesmo seja completado, permitindo que o item fique par-
cialmente acabado {estratégia preemptiva). As estratégias étimas de producao dos problemas
P&E sem custo de set up e com custo de set up, sdo analisadas no Capitulo 5, e os resultados
ruméricos ilustrando estas estratégias estao no Capitulo 6. A seguir apresenta-se alguns modelos
importantes encontrados na area da pesquisa operacional, os quais possuem semelhangas com os
modelos P&E propostos.

1.1.1 Modelos Andlogos ao P&E

Expansao da Capacidade ([DDSV87]): A expansdo da capacidade é o processo de decisao
encontrado em sistemas de grande porte, tais como sistemas de geracdo de energia, sistemas
de comunicacdo, sistemas de manufatura de grandes itens, etc. Neste problema deve-se pro-
curar o equilibrio entre oferta ¢ demanda obtida através da construgdo de sucessivos projetos
de expansio, cada qual com um custo I' e uma capacidade total de K unidades de demanda.
Nos instantes §;, onde cada projeto é completado, a capacidade total instalada é ampliada para
¢, onde g; é definido como em (1.2}. Portanto, o déficit de capacidade pode ser definido por
n; = d, — q., onde d, é a demanda. A funcdo convexa n — L(n) representa o custo de excesso de
capacidade {n; < 0) ou déficit de capacidade (n, > 0). Investimentos sdo aplicados na construgao
de cada projeto a uma taxa normalizada dada por u; € [0, 1], e a parte do projeto jd executado
até o instante ¢ é definida por & € [0, T} de acordo com (1.1). O problema da expanséo da capa-
cidade é escolher a taxa de investimento u,, ¢ > 0 tal que minimize o custo médio com desconto
a > 0 dado por (1.6) com B == 1. Note que a trajetdria de estado do processo de expansao é
idéntica a da Fig. 1.2 com o eixo n, invertido.

Fila M/G/1 Controlada com Servidor Removivel I ([SdV99a]): Considera-se um sistemna
de fila com servidor removivel, que pode ser desativado em gualquer instante de tempo, mesmo
que o tempo de servigo de um cliente nio esteja completado (estratégia preemptiva). Assume-se
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que a chegada dos clientes forma um processo de Poisson com taxa § > 0, e que o servidor seja
ativado apos a fila atingir um certo tamanho. A varidvel n, > 0, associada ao estoque no sistema
P&E, agora representa o nimero total de clientes no sistema no instante ¢ > 0; a variavel & dada
por (1.7) representa a quantidade de tarefas requisitadas pelo servidor por cada cliente atendido
até o instante t. Nos instantes §;, i = 0,1,2,... o servidor finaliza uma tarefa de tamanho
&, < T, e assume-se que:

£3
P&, <€) = H{&) = { {0 hir)dr gi ? (1.10)

onde h(.) é uma funcdo continua e limitada que caracteriza a densidade de probabilidade de
o, 1=0,1,2,... . Isto quer dizer que os saltos de & podem ocorrer antes de I de acordo com a
distribui¢do genérica dada por (1.10), caracterizando assim uma fila do tipo M/G/1. Observa-se
na Figura 1.4, apresentada a seguir, que o processo {ne, &) salta para cima quando o cliente
chega nos instantes ¢; ¢ = 1, 2, e salta para baixo quando uma tarefa é completada nos instantes
#; 2 =1,2. Se os saltos de & ocorrerem sempre em I, a fila serd do tipo M/D/1 e a trajetéria do
processo {n, &) serd equivalente a trajetéria mostrada na Fig. 1.3 com o eixo n, invertido. O
problema de controle ¢ determinar uma estratégia 6tima de operacio do servidor removivel em
vista dos custos associados ao tamanho da fila e & operacio do servidor.

SI S.’!

———— e —— L Rty o2 Sty
g A 2

éz¢,61$t<dz

Ty pr— —_— ; 2, M St <oy

ro ro&
Figura 1.4: Trajetéria de z, = (ny, &) para a Fila M/G/1
Fila M/G/1 Controlada com Servidor Removivel II: Neste modelo assume-se que os

clientes chegam a uma fila em instantes aleatérios o1, 0, ..., ¢ o cliente que chega no instante

o; requer Y; > 0 unidades de tempo para ser processado. O total de servi¢o acumulado até o
instante ¢ é dado por:

¢ = Yilsay. (1.11)
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I~}

O servidor tem dois estados possiveis: produzir ou ndo produzir, os quais serdo indicados
pelas varidveis m; = 1 ou m, = 0, respectivamente. O fempo virtugl do sistema ¢ definido por:

ot
V= gy — / K{msﬁl}als-
40

Observa-se que o0 segundo termo do lado direito da igualdade acima é a quantidade de servico
ja processado pelo servidor; portanto V, ¢ o total de tarefas nao realizadas no instante t, ou
equivalentemente, o tempo que o cliente, chegando no instante t, deve esperar para ser atendido
pelo servidor. Quando m, = 1, observa-se na Fig. 1.5 que o sistema estd no subconjunto de
produgdo S' e Vi decresce com taxa unitdria entre saltos de demanda nos instantes o e gs; e
quando m; = 0, o sistema estd no subconjunto de ndo producdo S” e Vi modifica-se somente
entre os instantes de chegada da demanda o; 7 = 2, 3, 4. Observa-se também que, no instante 71,
V, é transferido do subconjunto S’ para S” e no instante 7 ocorre o caso contrario. O objetivo
é controlar os periodos de remocio do servidor de maneira que seja minimizado o custo médio

de atendimento e espera do cliente. QOutros detalhes sobre os problemas de filas controladas
encontram-se na nota 1.6, pag. 16.

S.’ SII Si’

: ;
(o)) g3 t

Figura 1.5: Trajetéria de V; para a Fila M/G/1

Os modelos estocasticos apresentados até aqui tém caracteristicas que permitem enquadra-
los na classe dos Processos Markovianos Deterministicos por Partes (PMDP) desenvolvido por
[Dav93], o qual é um processo estocdstico markoviano constituido por saltos a tempo continuo.
O PMDP controlado é um tipo de Processo de Decisdo de Markov que abrange o Processo de
Decisao de Markov com Drift proposto por Hordijk e Shouten [HS83] ¢ o Processo Linear por
Partes, desenvolvido por Gredenko e Kovalenko [GK66).
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1.2 O Processo Markoviano Deterministico por Partes

O espago de estados do PMDP ¢ formado pela unifio dos subconjuntos S, ds, AA, onde ds ¢ a
fronteira de & ¢ A ¢ um conjunto de pontos exteriores a S U ds, chamado conjunto de estado
cemitério. Assume-se que S seja um conjunte aberto do espago produto Z™ x R*. Seja B(S) o
espago de funcdes mensurdveis e limitadas com a norma “sup”, assumindo valores no conjunto
S, e denota-se por Cy{5) o espago de funcgdes limitadas sobre S e continuas sobre o subconjunto
das varidveis com valores no R".

Definicdo 1.1 Uma funcio ¢ : [0,00) x S = S € uma trajetéria deterministica (drift) para S
se:

(1) @ € continua sobre S x [0, c0),
(i) ©{0,z) = z para todo z € S,

(i) olt,z) = p(t —r,0(r,z)) para todo z€ S, 0 < r < t.
Caracteriza-se o PMDP pelos seguintes elementos:

(i) Uma trajetdria deterministica ¢t — (t,2), ¢ > 0, que gera uma fronteira ativa definida
por:

85 :={z€0s:3t >0,z € 5 tal que ¢(s,2) — z quando s — ¢ },

(ii) Taxa de salto A € Cy(S U 8%),

(iii) Probabilidade de transicdc de estados u(-, z) sobre o conjunto S, para qualquer z € SUJ%.

Quando z € &3, considera-se que p(dy;z) > 0 para algum dy € S, ou seja, saltos na
fronteira sdo obrigatdrios.

Seja,

t°(z) = inf{t > 0: 9(t,z) € 8, z € S}, (1.12)

e assume-se que t* seja uma funcao continua em S. Define-se
?

Alt, z} :2/0 A(s, 2))ds, (1.13)
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A trajetéria do PMDP t — 2z, é descrita da segninte forma: partindo do estado inicial zg = z,
seja T3 o instante do primeiro salto tal que:

e~ MBE <t z)

0 > (2), (1.14)

P(Ti>1t) = {

zo = (t,z) parat < Ty, P, g.c.

Seja Fy == o(z; : 5 < 1) a filtragem do processo z, e considera-se Fi.—, de acordo com a
Definicao 5.12 em [Ell82]. No instante de primeiro salto, o processo vai para o estado zp, com
probabilidade:

Pulir, € AlFg:) = w4, ¢(Ty, 2), (115)

para qualquer conjunto mensurdvel & Borel A € 5. Apds o primeiro salto, o processo reinicia-se
em z7,, seguindo uma trajetéria deterministica definida pela funcdo (¢, z5,) sobre o intervalo
Ty <t <15, onde:

Ty=inf{t > iz F -t e z- = 31%123.
5

O intervalo entre saltos T — T} e o estado pds salto zp, terdo distribuigdes similares a (1.14) e
(1.15) respectivamente. Seguindo este procedimento recursivamente, caracteriza-se a trajetdria
deterministica por partes do processo markoviano z;, atraves da funcdo ¢, dos instantes de saltos

Ty, Ty, -- e dos estados pés-saltos 2z, zp,, - . O gerador estendido do PMDP estd caracteri-
zado no Apéndice A.

A seguir formula-se dois tipos de problemas de otimizacio do PMDP, denominados O Pro-
blema de Controle Continuo (P.) e O Problema de Controle Impulsional (Py). Estes problemas
possuem generalidades que sao suficientes para englobar todos os modelos apresentados na secao
1.1.

1.2.1 O Problema de Controle Continuo (F,)

Seja a varidvel aleatéria continua &, definida em (1.1). Assume-se que & seja ndo markoviano com
distribuicdo de probabilidade H(.) dada por (1.10). Usando a técnica da varidvel suplementar,
apresentada em [Dav93]) na pg. 36, pode-se redefinir o processo & de maneira que ele seja



10 ~ CAPITULO 1. MOTIVAGAQ

markoviano. Seja 7{{) a teza de perigo [hazard rate) do processo &, definida pela seguinte
£Xpressao:

h(¢)
&) = 2, (1.16)
= H()
onde h(.) € a funcao densidade de probabilidade. Seja n, uma varidvel aleatéria discreta, com
saltos nos instantes #;, ¢ = 0,1,2,... e também nos instantes a;, 7=0,1,2,... ,onde 0; — 0,4
tem uma distribuicao exponencial com taxa d,,(&). Observa-se que, no interior do espaco de
estados S = Z x [0,T), o PMDP (n,, &) terd saltos a uma taxa total dada por:

An(Es ) = 6n(8) + 1(E) - ua{8). (1.17)

Portanto, a taxa A é a soma das taxas de salto devido & demanda (6,(€)) e & conclusio do

servigo ou do item (n(€) - u,(€)). Entre saltos consecutivos, (ny, &) percorre uma curva descrita
pelo drift:

Teg
wising, &) = , i £t < s < T (1.18)
&s

Observa-se que a trajetdria s —» &, é deterministica no intervalo indicado acima. Dada a
fungio u, € [0,1] ¢ > 0, define-se o seguinte custo médio descontado:

Vi(E) == BY / e[ (6) + fullds), (1.19)

onde (n, &) = (ng, &), o é a taxa de desconto, f e Su > 0 sdo custos por unidade de tempo. Para
uma funcéo ¢ € C,(S U %) seja o operador:

arbitrario para A\, (&,u) =0,
Quldl(g, w) = ¢ L - Dolgl(8) + 5285 - £,[g](6) para M6, u) >0e£<T,  (1.20)
Dn(g)(€) para A,(§,u) > 0e g =T,

onde

Dn[qb](g) = E[@nt (gt)[t = 91‘; (nt"“:gt‘) = (?’L, 6)]7 (1‘21)
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8115@(‘5) = quﬁnt(@)[t = 0y (nt“;ft“) = (n,{)] (}‘22)

O operador (1.21) é o valor esperado em relacéo a4 medida de transicao de estado devido a
conclusdo do servico ou do item, e o operador (1.22) é o valor esperado em relacéo a medida de
transicio de estado devido & demanda. De acordo com o Teorema A.3 no apéndice A, o gerador
do processo (ny, &) é dado por:

AVE(E) = WDl AHENQn[VH](E, u) — V(E)), (1.23)

onde V*(£) pertence ao dominio do gerador D(A)}, definido no Apéndice A, e satisfaz & seguinte
condicio de fronteira:

VAT = DV, (1.24)

O Problema de Controle Continuo (P.) é determinar a funcdo valor V' : §U s — R definida
por:

(P.): V(&) = inf,ex V2(£), (1.25)

onde U = {u: SUds — [0,1],u ¢é mensurdvel} é a classe de controles realimentados. A
equagdo de otimalidade do problema P, é caracterizada no Capitulo 2 através de um operador
de programacao dindmica cujo horizonte é o instante do primeiro salto do processo (1, &;).

1.2.2 O Problema de Controle Impulsional (FP)

Sejam S’ e S” duas cépias de um mesmo conjunto tais que S = S'U S”. Considera-se um
PMDP cuja trajetéria deterministica (¢, z) € S satisfaz ¢(t,z) = ©(0,2) = 2z, t > 0, ou seja,
¢(t, z) tem velocidade nula no subconjunto S”.

Se z € S, indica-se por 7 o estado correspondente em S”, ou, se z € §”, Z indica o estado
correspondente em S’. O problema de controle impulsional proposto é caracterizado por inter-
vencdes que transferem o processo z; do subconjunto S’ para S” ou vice-versa, pagando-se por
isto um custo instantineo g{z). A sequéncia de instantes de intervencao é definida pelas varidveis
aleatérias 1 = 1,2,... e se T = Z entdo z, = Z,i = 1,2,... Entre estas ocorréucias, uma
taxa de custo h(z) é associada 4 evolugiio deste processo. Seja Il o conjunto de tempos de parada
em relacio A filtragem F,. Para cada estratégia de controle n = (71, 72, 73,...) € II, associa-se o
seguinte custo:
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V7™(z) = E;{/:C e” " h(z)ds + Z e “Tglz.- )} (1.26)

onde a > 0 é a taxa de desconto e a esperaca matematica é calculada em relacio ao processo
t —» z; com z 1= z; para uma dada politica de controle 7. O Problema de controle impulsional
(Pr) é determinar a estratégia de controle que minimiza o custo esperado (1.26), ou seja, resolver
o seguinte problema:

{Pr) V{z) = _3:111]?I V{z). (1.27)

A solugdo do problema F; é caracterizada no Capitulo 3 através de desigualdades variacionais,
enquanto no Capitulo 4 compara-se 0s os métodos recursivos propostos nesta tese com o método

recursivo encontrado na literatura, o qual ¢ utilizado para resolver problemas gerais de controle
impulsional do PMDP.

1.3 Notas e Referéncias

il —.Os modelos P&Es e as téenicas utilizadas para analisd-los sfio as mais variadas possiveis, conforme
se observa em {AK86], [FSS87},[GG81], [HS84a], [Par85],[Tij86]. De acordo com [HS84a), esta relevincia
dada pela literatura deve-se, basicamente, aos seguintes fatores:

(1) Estes modelos sac importantes historicamente pois foram a 1 classe de problemas em Pesquisa
Operacional tratados através de técnicas de otimizacgdo estocdstica.

(ii) Na prética, estes problemas fazem parte de etapa de decisdo estratégica, dentro da hierarquia
de planejamento de producdo, onde se agrega todas as informagdes necessirias para estudar a
relagao entrada/saida do sistema de producdo. Esta etapa de decisdo é conhecida na literatura
especializada ( [BS93], [HC84], [Els85]) como Planejamento de Produgio Agregada.

(iii) Uma variedade de situacbes encontradas nos modelos de Producio & Estoque também podem ser
estendidas a outros problemas tratados na Pesquisa Operacional, como Expansio de Capacidade,
Filas, Planejamento Energético, etc.

1.2 - As solugbes do problema P&E resumem-se basicamente a dois tipos: se os custos de set up séo
levados em conta no modelo, a estratégia é produzir o suficiente até que o estoque atinja o nivel de segu-
ranga igual a s (estratégia s). Caso o estoque esteja acima deste nivel, a producio deve ser paralisada,
e se o estoque for abaixo de s, a produgdo deve ser reiniciada. Uma outra estratégia, obtida quando
existe o custo de sef up no modelo, € produzir sempre quando o estoque atingir um nivel suficientemente
baixo, denotado por s, e parar de produzir quando o estoque atingir um nivel suficientemente elevado,
denotado por S (estratégia (s,S)). A seguir apresentam-se dois modelos com estes tipos de estratégias.
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P&E com estratégia (s) ([AKS86]): Este modelo trata de um sistema de manufatura que produz itens
de um unico tipo, que sdo consumidos por uma demanda deterministica de valor d, tal que 0 < d < D,
onde D é uma constante positiva. O sistema possui 2 estados de funcionamento, representado pelo
processo z. Quando z = 1, o sistema estd produzindo a uma taxa u(f) tal que 0 < u(t) < I} gquando
z = 2 o sistema estd parado (em manutengdo) ap6s uma falha imprevista na producio. As transicoes
entre os dols estados ocorrem de acordo com uma cadeia de Markov continua no tempo, onde g1 € a
taxa de transicdo do estado de produg&o para o estado de manutencio, e go; € a taxa de transi¢ao do
estado de manutencio para o esiado de producdo (alternativamente, o tempo médio entre falhas é qf;
e o tempo médio de reparo é g{f.) De acordo com [FS93], Capitulo 3, pg. 131, o gerador estendido de
z tem a seguinte forma:

A@z(n) RSl'FY ;@;’{n) — bz ('n)] zZ 3 Z.

Atrasos na entrega dos itens aos clientes sio permitidos, e isto quer dizer que o nivel de estoque
t — n; pode assumir valores negativos. Quando o sistema estd produzindo, assume-se que:

dn
“&% = Ut — d, (128)

e durante os intervalos de paralisacio, a dindmica do sistema é dada por:

dnt
dt

Aos niveis de estoque positivos, associa-se uma taxa de custo C(por item por unidade de tempo)
e a0s niveis de estoque negativos assocla-se a taxa C~, onde C™ >0 e C™ > (. Seja

L{n):=C*nt + C™n",

onde n7 = max{n,0}, n” = max{-n,0}. O objetivo do problema de controle é determinar a taxa de
produgao u; no instante ¢, de maneira que o custo médio descontado de excesso ou déficit de itens no
estoque seja minimizado, ou seja, determinar:

oG

Ve(n) = inf E{ e L{ng)d}, (1.29)
u€l0,D] 0

onde o ¢ a taxa de desconto. O controle étimo uj(n) tem a seguinte caracteristica:
0 sen>s,

wiin)=¢ d sen=s,
D sen <s,
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sendo que s € o nivel de estoque critico determinado em [AKS86]. Observa-se, na expressic acima, que
se o nivel de estoque ultrapassar o valor critico s entdo nao se deve produczir; se for menor, deve-se pro-
duzir a4 maxima taxa, enquanto que se for exatamente igual, deve-se produzir o suficiente para atender
a demanda.

P&E com estratégia (s,8) ([GG81]): Este modelo ¢ caracterizado pela producio de itens idénticos
que, sao enviados imediatamente ao estoque com capacidade finita, & medida que vio sendo acabados.
O tempo gasto para se produzir um item ¢ uma varidvel aleatéria com distribuicao D{-) e a demanda
forma um processo de Poisson com taxa A. O cliente é imediatamente atendido se o item estiver estocado
e, caso contrario, o cliente espera pela produgio do item solicitado. As seguintes taxas de custos sio
consideradas neste modelo:

{i) L(n), n > 0 - custo de estoque por item por unidade de tempo;
(ii) L(n), n < 0 - custo de déficit de estoque por item por unidade de tempo;

(ili) g - custo fixo devido as iniciagdes e/ou paralisacdes da producao.

Em [GGB81], Gavish e Graves fazem uma analogia entre o comportamento deste sistema e uma fila
com servidor removivel, observando que 2 producio esta associada ao servidor e a fla ests relacionada
a0 nivel de estoque. Portanto, um acréscimo na fila, devido 4 chegada de cliente, corresponde a um
decréscimo no nivel de estoque; e a retirada de um elemento da fila, quando um servigo ¢ finalizado,
corresponde ao acréscimo de um item no estoque apds a sus producio. Denotando-se o nivel maximo
permitido de estoque por NV, pode-se relacionar o tamanho da fila £ — ¢; com o nivel de estoque t —» 1y
através da seguinte expressio:

ne=N—q, (1.30)

A politica Stima da fila com servidor removivel consiste em interromper o servico quando a fila
for igual a ¢” e reinicid-lo quando a fila for igual a Q*. Em vista de (1.30), a politica de producéo
correspondente ¢ parar de produzir quando o estoque for maior que § = N — ¢” e reiniciar a producio
quando o estogue for menor que s = N — Q*.

Gavish e Graves usam conceitos da teoria de renovagio e da teoria de filas para determinar o custo
médio por unidade de tempo durante um ciclo de produgio e ociosidade do servidor e desenvolvemn um
procedimento que fornece o seu 6timo global. Outro exemplo com caracteristicas semelhantes a este
modelo pode ser visto em [KT85].

1.3 - Modelos do tipo apresentado em [GG81], o qual estd descrito na nota 1.2, sio denominados
estaticos, pois eliminam a dependéncia temporal da solugio. De acordo com [Tij86], Capitulo 3, secio
1, os modelos dinAmicos estocdsticos podem incluir os custos de set up quando se considera controles
que atuam diretamente no estado de produgéo, mudando-o instantaneamente para o estado de nao
produgao {ou vice-versa) em instantes aleatdrios, denominados instantes de intervencdo. Esta forma de
controle ¢ conhecida como controle impulsional e é encontrada, por exemplo, em Processos de Decisao
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Semi-Markovianos { [Tij86], Capitulo 3 e [HS84a], Capitulo 5). Nos modelos semi-Markovianos, quando
as intervencoes acontecem sé no instante de chegada da demanda, é possivel considerar paralisacoes da
producdo antes que o item esteja totalmente acabado, caracterizando assim uma politica de paralisacio
do tipo preemptiva, de acordo com [HS84al, exemplo 5.16, pg. 212. Nos problemas P&E propostos nesta
tese considera-se politicas preemptivas gerais, com paralisagdes na produgao acontecendo em instantes
que independam da chegada da demanda.

1.4 - Em [Sha88], generaliza-se o modelo P&E desenvolvido por [AKS86] e descrito na nota 2. Em
[Sha88] formula-se um modelo com nimero arbitrario de estados da maquina, onde se associa uma taxa
de producio distinta a cada um destes estados. Um outro modelo com dindmica de estoque descrita por
(1.28) e também caracterizado por controle centinuo no gerador infinitesimal foi proposto por [FS587].
Neste problema, porém, nfo se considera falhas na produg¢do e a aleatoriedade do modelo provém da
demanda, que é uma cadeia de Markoev continua no tempo.

O problema de produgdo proposto por [AK86] ¢ um exemplo de aplicacio do PMDP no planeja-
mento de sistemas de manufatura. Qutros exemplos podem ser encontrados em [BH90], [BZZ94],
[BY96], onde é estudado o problema de planejamento de P&E e controle da manutencao num sistema
de manufatura flexivel sujeito a falhas. Assim como no modelo de [AK86], as falhas nas méquinas sdo
disttirbios representados por saltos no estado do sistema. A probabilidade de falha em cada maquina
depende da sua idade, que é definida como uma funcdo da produgao total da méquina desde o seu
Gltimo reparo ou manutengio. Também em Yan e Zhang [YZ97], o problema de planejamento e sequen-
ciamento da producio de um sistema de manufatura capaz de produzir diferentes itens ¢ tratado como
um problema de controle continuo e impulsional do PMDP, simultineamente. Considera-se neste mo-
delo um custo de set up adicionado nos instantes de “chaveamento”da producio de um item para o outro.

Estes modelos de manufatura, com estrutura semelhante ao PMDP, ndo levam em conta as situagoes
encontradas nos problemas P&E propostos nesta tese, onde a produgao nao ¢ instantanea, com a pos-
sibildade de chegada de clientes durante a produgio dos itens. Em [HS84a| pg. 328, comenta-se que €
interessante, neste caso, que o decisor tenha a flexibilidade de controlar a taxa de producao do lote de

itens & medida que eles vao sendo produzidos, chegando ao ponto de ser necessério parar de produzi-los
antes que sejam completados.

Versoes discretizadas do problema P&E com estratégia s podem ser encontradas em [HS84al,
Capitulos 3 e 4 e [FZ86] . Estes autores tratam o problema através da teoria dos Processos de De-
cisdo de Markov Discreto e caracterizam o nivel de estoque s. Ja em [Par85] e em [CdV98], o problema
de producio & estoque com demanda aleatéria é resolvido através de técnicas de controle 6timo linear
quadrético discreto.

1.5 - Davis et all [DDSV87] apresentam um algoritmo que busca a solugdo do problema da expansao da
capacidade para o caso em que: (1) I'=1, K =1, £=1; (ii) 0 espago de estado é limitado, impondo-se
niveis maximo e minimo de capacidade instalada. Quando estes extremos so atingidos, o processo é
paralisado e um custo, ou penalidade, é associado a este evento.

O algoritmo resolve diretamente a equacdo de Bellman segundo a conjectura de que a solucéo
pertenca a duas classes de estratégias possiveis: A estratégia IUC(invest until completed), onde s6 se
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paralisa o investimento apds ter completado o respectivo projeto, e a estratégia FRD, onde o investimen-
to no projeto € paralisado antes da conclusdo do projeto de expansio. As Figuras 1.6 e 1.7, apresentadas
a seguir, mostram as estratégias IUC e FRD onde a linha cheia {ou pontilhada) representa investi-
mento (ou ndo investimento) no projeto de expansio. As sequéncias de pontos {Cnu+15Cnn 42, Cnm w3}
e {€n.+1,6n.+2.n-+3} apresentadas nas Figuras 1.6 e 1.7 repectivamente, indicam comutagbes na es-
tratégia de investimento do projeto de expansao.

Em Davis et all [DDSV87], vérias indagacdes siio feitas a respeito da existéncia e/ou otimalidade
destas estratégias, as quais nao foram devidamente respondidas. Dentre as perguntas levantadas pelos
autores destacarn-se: por que a politica IUC s6 serd étima quando nio se penaliza o excesso de capaci-
dade instalada? Todavia, se este custo for levado em conta, por que a politica 6tima sera do tipo FRD
? Em que circunsténcias a estratégia FRD serd e—G6tima? Estas questdes também sio pertinentes ao
problema P&E e serdo analisadas no Capitulo 5.

Figura 1.6: Estratégia IUC

n

B | Enw 1

Figura 1.7: Estratégia FRD

1.6 - A literatura de sistemas de filas com servidor removivel {também conhecidos como sistemas de
filas com férias) é extremamente vasta, conforme se observa em [HS84b], [The86),[Dos86] ,[Tij86]. A
importancia deste assunto se torna cada vez maior, haja visto que estes modelos sio utilizados para
analisar o desempenho de sistemas a eventos discretos ([Ho87]), como por exemplo, sistemas de ma-
nufatura flexivel { [Ger94], [Kum96], [GR97]). Trés tipos de estratégias de remocio do servidor sio
geralmente encontrados:

(i) A estratégia N: quando o estado do servidor é definido como o ntimero de clientes presentes no
sistema, semelhante a0 modelo de filas I, pg. 5. Veja-se também [HS84b] e [Wan97].
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(ii) A estratégia D: onde o estado é a carga total de tarefas a ser realizada pelo servidor, conforme o
problema de filas IT da pg. 6 .

(iii) Estratégia T: gquando, apds a fila ter se esvaziada, o servidor entra de férias por um periodo
aleatério T. Se, apds este perfodo, existir algum cliente na fila, entdo o servidor é reativado; caso
contrario o servidor reinicia outro periodo de férias. Este tipo de controle é utilizado em sistemas
de controle de trafego telefonico, veja [ANS3).
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Capitulo 2

Solucao do Problema F.

Neste Capitulo usa-se uma abordagem semelhante a da Programacdo Dindmica Discreta en-
contrada em [BS78], por exemplo, para se obter a solugdo do problema F;, definido em (1.25).
Primeiro estuda-se a regularidade do operador de Programacdo Dindmica, denominado o ope-
rador de “um salto” (secio 2.1), o qual estd associado a um problema de controle 6timo cujo
horizonte é o instante do primeiro salto do processo (ny, &), definido por T := #; A o1. Em se-
guida mostra-se no Teorema 2.1 (se¢do 2.2) que uma sequéncia de fungoes geradas pelo operador
de “um salto” converge uniformemente para a solucao do problema F,. Finalmente, no Teorema.
2.2, apresenta-se a equacdo de otimalidade do problema P, na forma de equacdo de H-J-B e
de desigualdades variacionais; sendo que esta tltima representagéo é comumente encontrada em
problemas de parada 6tima.

2.1 O Operador de “Um Salto”

2.1.1 Definicoes e Hipdteses

Seja U = {u: SUBS — [0,1],u é mensurdvel} a classe de controles realimentados. Para uma
funcio ¢ pertencente & classe de fun¢bes mensurdveis e limitadas B (S U J%), usa-se a notagdo
f(z) = fl€), ¥z = (n, &} € SUJ5. Considera-se a seguinte hipdtese:

(A;) A taxa de custo f(z) pertence & classe de funcdes continuas e limitadas sobre S U 8%,
denotada por Cu(S U J%);

No problema F,, & é a varidvel de estado real e possui dimensao unitaria. Portanto A,
implica em dizer que £ — f,(£) é uma funcéo continua. Posteriormente comenta-se na nota 2.2
que a condigdo A; pode ser eliminada para o problema P&E. Assume-se que a taxa de saltos
A(z,u) seja uma fungdo continua e limitada ao longo da trajetdria deterministica de (ne, &) e que
o instante t2(z), definido em (1.12), pertence a classe Cy(S U 9%) para um dado controle v € U.
Para qualquer funcio ¢ € B{SUJs) e controle u = u; € U, t > 0, define-se os operadores:

19
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T4
7. [0](z) = Eﬁ{/ﬂ €™ [f(z) + Bur] dt -+ e ()}, (2.1)

Tlol(z) = inf 7.[¢](2). (2.2)

onde z = (n4,&), z = 2z = (n,£) e o valor esperado da expressio acima é obtido em relagio as
distribuigdes (1.14) e (1.15); 7,[¢] definido em (2.2) é denotado “ o operador de um salto.”

Para cada n € Z, define-se um nimero inteiro J, > 0 e considera-se & seguinte defini¢io(Fig.
2.1):

Definicao 2.1 Uma politica de comutagdes € um elemento na classe U tal que para cadan € L
O pare &.(7) < & < Gul7),
u, (&) = (2.3)
1 para Gu(f +1) £ € < &()),
onde {£:(7), (7)1 1 =10,1,..., Jn} sGo duas sequéncias que satisfazem & sequinte ordenacdo:
£:{0) < Cn(f}) =T,

gn(J) < gn(j) < gn(j - 1),V 0 < .7 < Jn:

13
N B o @ o)
él(z‘)"“ < 0 o
o o —
w4
1) 1eqn) oy =c U=1 ___

Figura 2.1: Politica de Comutacdes.

Seja Ug uma classe de controles deterministicos em malha aberta, definida por:
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Uqg:={u:[0,00) - [0,1],u ¢ mensurdvel }.

Para u € Uy considera-se as seguintes notagoes:

z(t) = p(t.z), &():=§& parat<Ty, wult):=w parat <7,

At 2,1) = / Me(s), uls)) ds,

A

Azu) = a+ Az, u),

flzu) = f(2) + fu. (2.4)

Tendo em vista (1.1), note que £(t) = u(t), £(0) = £, V¢ € [0,T]. Também observa-se que a
trajetéria deterministica z(¢) varia somente na direcdo de £{t) e pode-se expressar equivalente-
mente z(t) = (n,£(t)) = ¢a(t, £(0}). Para o problema P, (1.12) é equivalente a:

t(z) == inf{t > 0: &{t) =T,&(0) = £}

com a convengio inf{f} = +co.

A seguir obtém-se a representacdo do operador de “um salto” na forma de um problema de
controle 6timo deterministico do tipo Bolsa ([CHL91], {FR75],[FS93}):
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Lema 2.1

ucUy

nfz) L y
/ e MW F (), u(t)) + Az(E), u(t)) Qo](z(1), u(t))] dt +

Tiolz) = inf
Jo
_E_‘D[{;Dé(zr)enxﬂ(z;(zLZ’U)} \ (2)5)
onde a trajetdria deterministica satisfaz

) =ult), 0<t<tr £(0)=¢

Prova: O valor esperado em (2.1) é calculado em relacio 4 medida de probabilidade do instante do
1° salto, dada por (1.14), e de transico de estado apds o 1° salto, dada por (1.15), condicionadas
aos conjuntos {77 < #;(2)} (o primeiro salto ocorre antes da fronteira) e {7} > £ (z)} (o primeiro
salto ocorre na fronteira). Portanto:

T.[8](z) =

i

/; - {E [ [o e F(a(r), u(r))dr + €% bz ) [T, = 5 } dPr, (s)
- [ { [ o itetr)nte) ar + e-orQlo et o))} aPr (s

G )
+ P(I7 > t:(z)) {/ e™* f(z(s), u(s))ds + e &I D[g)] (zp)} \

0
(2.6)

onde dPr(t) é a densidade de probabilidade da funcio de distribuicdo (1.14), Q e D estdo
definidos em (1.20) e (1.21) respectivamente. Usando a férmula da integral por partes, verifica-
se que:

fot;(z){/Ose—arf(z(r),u(r))dr}A(Z(S)’u(s))em/\(s,z,u)ds _

ti(z)

tu{z)
:f e~ (@A) F(4(s), u(s))ds — e~Altorsw) / e f(z(s)uls))ds. (2.7
a

8

Substituindo (2.7) em (2.6) chega-se ao resultado desejado. I
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Para ¢ € B(SU0s), seja W : SUJs — R a funcao valor do problema de “um salto” definida
por:

Wiz):=Tlg|lz), Vze SuUds. (2.8)

tal que:

Wizr) = Di¢}(2r) para zr = (n,T). (2.9)

2.1.2 Equacgoes de Otimalidade do Problema de “Um Salto”

Lema 2.2 A solugcdo dtima do problema (2.8) € tal que u*(t) = 0 ou w™(t) = 1 {controle bang-
bang). '

Prova:Definindo os vetores do coestado:

P = [plt) pald) ] e a0=| 0 ],

a funcido H : Uy x (SUIs) x R — R, o hamiltoniano associado ao problema (2.5}, é dado por
([FS93], pg. 12):

Hu,2,0) = fz(t),ult)) + Mz(t), u(t)) Qlel(2(2), u(t)) + 5.4

H

Fal(€(®)) + 0n(E()ER[BI(E(D)) + u(t) - (8 + n(4(2)) Dal@)(£(2)) + p2(£)]-(2.10)
Do principio do Minimo de Pontryagin ([FS93], pg. 21), o controle étimo u* do problema de

um salto satisfaz:

uzgl[gﬁ]?i(u, z,0) = H{u'", z,p).

Portanto o controle u*{t) que minimiza a expressdo acima assume os valores extremos 0 ou
1. ]
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Comentario 2.1.1 De acordo com [Dav93], pg. 139, a solucio Stima do problema de controle
deterministico (2.8) pode ser representada por controles realimentados u*(z) = 1 ou ut(z) = 0,
o que estd compativel com a classe de controles admissiveis U adotada para ¢ problema P,.

Para um instante de tempo arbitrario 0 < ' < #7(z), considera-se um controle genérico
u(t), t € [0,¢]. Aplicando o principio de otimalidade ([FS93], Lema 4.1, pg. 91) determina-se, a
partir de (2.3) e (2.8), a seguinte relacdo:

PV@)SLA MO (1), u() + A(2(8), ult) QLB)(=(), u(t))] dt + W (2(¢))e A=) (2.11)

onde (2.11) ¢é satisfeita com igualdade se u(t} ¥ ¢ € [0,#] for um controle 6timo. Suponha que
u(z) = 0, entdo é claro que z(t) = 2z, u(z(t)) =0, Vt > 0 e t2(z) = +oc. Portanto, considerando
(2.11) com u(z) = 0 e t' = ¢2(z) conclui-se que:

Wiz) < /:o e E01f(2,0) + Az (2), 0)Qlo](2,0)]
= Nel(z), (2.12)
onde -~
Ngl(2) == (f(2) + Az, 0)Q[¢](2,0)])/A(2,0) para z € S. (2.13)

com a extensao N[¢](2r) = lim,_,.. N[¢](z). Observa-se que a solugao 6tima ¢ tal que u* (z) =0,
sempre que (2.12) for satisfeito com igualdade. Portanto A[¢] é o custo associado & estratégia
de investimento nulo no sistema de produgdo. Considera-se que:

(a1) A funcio ¢ € Cy(S U %) € ndo negativa e diferencidvel com relagdo a &, com excecdo de
um conjunto enumeravel de pontos identificado por 15 C S.

Usa-se a notacdo ¢(z) para z = (n.£), quando ¢ for diferencidvel em relagio a ¢ € [0,T]. A
solu¢ao do problema (2.8) pode ser caracterizada através da politica de comutagio apresentada
na Definicdo 2.1, conforme mostra o seguinte lema:

Lema 2.3 Os sequintes fatos sdo verdadeiros:

(i) u"(z) =0 se e somente se W(z) = N[¢](2);
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(ii) Sewu*(z) =1, W(z) existe, e W satisfaz a sequinte equacio diferencial ordindria:
W(z) — Mz, DIW(2) + Mz, 1)Q[o](2, 1) + f(2) + 5 = 0, (2.14)

para cada ponto z & (U pertencente anx [ (7+1),&.07)), 7 =0,..., J, — 1, com o condicdo
final:

DIo)(zr). sej=0cE0)=T,
Walnl5)) = (2.15)
Nl En (), se caso contrdrio.

Prova:
(i) E obtida através dos argumentos usados para determinar (2.12).

(ii) Primeiro demonstra-se que u*(z) = 1 sobre intervalos nao vazios, denotados por nx [(,(7), &.(7))-
Dado um ponto z = (n,£) com £ < T tal que o controle étimo é u*(z) = 1, considera-se {2.11)
comu =u", ' =& — & >0 para algum £ < I’ na vizinhanca de é. Suponha em principio que
nao seja possivel encontrar t' = £ — £ > 0 com u™(t) = 1 para 0 < ¢ < t'; entdo do Lema 2.2,
uw*(t) = 0 para 0 < t < ¢, e do item (1) deste lema, W(z(t)} = N[¢](2(t)) para 0 < t < 1",
Por continuidade, conclui-se a partir de (2.11) com igualdade que W(z(t)) = M[¢](z(f)} para
0 <t <t Neste caso z(t) = z para 0 < t < t' e portanto W{z) = N{¢|(z), o que contradiz o
fato de que u*(z) = 1 em vista do item (i} deste lema. Portanto demonstra-se a primeira etapa
desta prova.

Considera-se agora o controle u* = 1 em (2.11) com igualdade. Multiplicando-se esta ex-
pressao por -1, e somando cada lado por W(z(#')) e finalmente dividindo todos os seus termos
por t', obtém-se:

Wia(t) - W(z) {/ A F(2(8), u(t)) + A(z(2), ul(t) Qé)(2(2), u(t))] dt}

t.’

+ W)L — ey e, (2.16)

onde z(0) = z. Tomando o limite #' | 0 na expressdo acima determina-se (2.14). Note que a
primeira condi¢do de fronteira em (2.15) é dada por (2.9). Tendo-se a igualdade na expressao
(2.11) para u*(2(2)) = 1, e fazendo o limite de W,(£) quando £ T &,(j), obtém-se a segunda
condicio de fronteira através do item (i) deste lema, dado que u}(&,.(7)) = O. O
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Lema 2.4 (Verificacao) u* € um controle étimo em cada ponto z € Qg se e somente se

Wiz)-u* — ’):(zu*)W(z) + Az, u")Qlol(z, u™) + flz) + fu”
= min{W (z) -« — Aa(&, w)W(z) +
+A(z,u)Qz,u)+ Bu+ flz):ue[0,1]} =0, (2.17)
onde W satisfaz as condigées finais em (2.15).
Prova:{(Necessidade) Primeiro assume-se que o problema de “uma salto” possua uma solucao.

Usando o resultado do item (ii) do Lema 2.3, note que W (z) para z € n x [(.(j + 1), & ()
7 =0,..,J, — 1 satisfaz a seguinte equacao diferencial:

H

Wi(z) - u*(z) — X(zu*)W(z) + Az, u" ) Qo (2, u") + fz) + fu(z) = 0.

Por outro lado, de acordo com a Defini¢do 2.1, tem-se que w*(z) = 0 nos intervalos comple-
mentares n X [£.(7), (u(7)), e em vista do item (i) do Lema 2.3 conclui-se que {2.17) é satisfeito
por W(z) paratodo z € S e z & Qg.

(Suficiéncia): Considera-se uma fungfo G(z) que satisfaca (2.15) e (2.17), para todo z € S,
com excecdo dos pontos pertencentes (3. Seja u(t) € (0,1], para 0 < ¢t < #; < t2(z), entdo a
seguinte desigualdade ¢ satisfeita para q.t. t € (0,%f) :

e (2(8)) + Bul2(t)) + Ma(0), (1)) Q6] (=(1), u(t))] >

—e MG (2(8))u(t) — Nz (), u(®) Gl2(1)] 2 —E[G(Z(t))fﬁ“’z’“)]-

Integrando a expressio anterior entre 0 e iy, onde t; < ¢(z) e usando as condicdes finais
(2.15) conclui-se que:

G(z) < WHz):= /0 LM () + Bu(z(8)) + Alz(8), u(t)) Q] (2(2), ult) )|t

W lg))e ),



O Operador de “Um Salto” o 27

para qualquer u(t) € (0,1]. Considerando u(t;) = 0 e tomando o limite {; — 0 na expressao
acima, conclui-se que

G(z) < W"(2) = N6)(2).

Portanto, G(z) < W*(z). Agora seja G e u* satisfazendo (2.15) e (2.17) com igualdade.
Refazendo os calculos acima obtém-se G(z) = W* (z} e conclui-se que »* é um controle dtimo.
O

Comentario 2.1.2 Considerando os Lemas 2.3 e 2.4, verifica-se que ¢ funcdo W definida em
(2.8) satisfaz a seguinte desigualdade variacional:

(W (2) = Mz, YW (z) + Mz, 1) Q6l(z, 1) + f(2) + 8} A {Ngl(2) - W(2)} = 0,

para q.t. z =(n,£) € S, com a condigdo de fronteira W(zr) = D{¢](zr) A N[@](zr).

Para cada z = (n,£) € S U s, define-se os seguintes operadores:

£(2) 3
Kiole) = g { [ Nt u) = M0, 00 Qlol(e00), u(0)] o

ueUg

+ D[@](Zr]e_ﬁ{z:‘(Z}’z’“)} com a restricio £(¢5(£)) =T, (2.18)

706 = ug { [ e, ) + Aele), ) Qlol(x(0), )] e

u€Uy
com a restri¢do £(t) < T' vt > 0. (2.19)

Na nota 2.3 apresenta-se um comentirio sobre a existéncia de solugdo dos problemas de
controle 6timo (2.18) e {2.19). Tendo em vista que ¢,(z) < oo (ti(z) = o0) sempre que (3, (z}) =
[ (£(t:(2)) < ') conclui-se a partir do Lema 2.1 e de (2.8} que:

W(z) = J8](z) A K[#](z)- (2.20)

Lema 2.5 Fm vista da hipdtese A; a fungdo valor do problema (2.8) satisfaz (aq).
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Prova: Como t(z) € C,(SU %), conclui-se que K[4] pertence a classe de fungdes continuas
e limitadas Cy(5 U 0%). Tendo em vista (2.20) resta mostrar somente a continuidade de 7[¢. Se
W (z) = J[¢)(z) e assumindo que problema de “ um salto” tenha solugiio 6tima, pode-se afirmar
a partir do Lema 2.2 que existe um tempo final #; < oo tal que u*(t) = 1 para 0 < ¢ < tre
u*(t) = 0 ¥t > t;. Considerando este controle étimo em (2.19) pode-se escrever:

TB)(z) = inf Fiel(z), (2.21)

0<tCoe

onde:

JIH() = / M F(2(5),1) + Mz(s), 1) QL] (2(s), 1)] ds
+ Ng)((2))em w0, (2.22)

Como o infimo em (2.22} existe e é finito, pode-se encontrar niimeros € e ., > 0 tais que:

T6l(z) + e 2 T.[0](2). (2.23)

Para qualquer z(t) = {n,£(t)} tal que 0 < ¢ < ¢,, verifica-se através do principio de otimali-
dade que:

Tel(z(t)) < Z.[8](=(1)). (2.24)

Tendo em vista (2.23) e {2.24), obtém-se as seguintes desigualdades:

| T11(=(1)) — T8l (=) < | 1e)(2(1)) = Tu[6](2)] + €

< |- f e[ F(x(5), 1) + Alz(s), 1) QL6] (2(s), 1)] ds|
+ INV[B)(2(te)) (e temtad) _ o=Rlez ) 4 e < (O + 6Ot + e, (2.25)

onde Cy e € sdo niimeros finitos positivos, tendo em vista que f e ¢ (portanto N[¢]) satisfazem
Ajy. Portanto, dados ¢ > ¢ > 0 existe um numero § = (¢ — €)/(Cy + |¢|C1) > 0 tal que
|T[¢)(2(t)) ~ T#}(2}| < ¢ sempre que |£(t) —&] < §, t < t. < 6. Portanto W (z) pertence & classe
Cy(S U a%).
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Agora, se o problema de “um salto” nfo tiver solucdo , ou seja, se existir uma sequéncia
minimizante u(z(t* — €;)) = 0 para ¢, — 0 deriva-se através de (2.11} e do item (i) do lema 2.3,
o seguinte resultado:

wie) = tim { [ R0 + M a0, 1) Qlslete) L e

€, —0

wi_.

Ngl((t - e))emAE b} (2.26)

Com isto, verifica-se que W ainda é uma funcéo pertencente a classe Cp(SUJ%). Para concluir
que W satisfaz (a;), avalia-se a partir do lema 2.3 para cada ponto {n,§) & {lg, a derivada:

NAIOWE) = £ M€ 0)Qul@l(€, 0)/2n(€, 0)]

‘Wn(f) = ou

—~

Mz, DW(z) — Mz, 1)Q[el(z,1) — flz) = 5.
Como W e A[¢] sdo fungdes continuas e limitadas, conclui-se que W < ¢ < oo, em cada ponto
z ¢ Q5. Portanto, W € uma func¢éo continua e limitada sobre o espago S U 0% com derivadas

limitadas, ou seja diferencidvel com excegdo de um conjunto enumerdvel de pontos {[Roy68],
Capitulo 5, Corolério 5). Logo W satisfaz (a1). 0

2.2 Caracterizacao do problema F,
Define-se:

Ny = SUD{A(5, ) 2 € (SUBs),u € U} o pom —22_ (2.27)
@+ Agyp

e considera-se o seguinte lema cuja prova estd no apéndice B.2.1:
Lema 2.6 Parau e U, T2 := T, o T, € um mapeamento p—contrative’ em B(SU Js)
Teorema 2.1 Considerando a hipétese Ay, pode-se afirmar que:

(i) A funcdo valor V : SUds — R definida em (1.25) pertence a classe Co(SUT") e a sequéncic
(Wi = TWioi], k=1,2...}, onde Wy € C,(SU3%), converge uniformemente para V;

(ii) V € o dnico ponto fizo do operador T .

1A definicio de mapeamento p—contrativo estd no Apéndice B.2
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(iif) Se a taza de salto A independe da varidvel £ e do controle u € U, entdo £ — V,(£) ¢ uma

fungéo continua e diferencidvel com exce¢do de um conjunto enumerdvel de pontos, ou seja,
V' satisfaz ay.

Prova dos itens (i) e (i): E obtida através do Teorema de Ponto Fixo de Banach (Apéndice B.2.2).
Primeiro mostra-se que limsup,_, . W, < oo. Para isto, conclui-se através do Lema B.1 e da
hipétese 4; que

Hm sup W, = lim sup 77[¢](z) = lim sup inf 7[¢](z)

k—oo k—roc k—roe UE -
< inf lim TF(](z) < lim sup T¥[6)(z) < cc.
el k—oo k—oo

A partir do Lema 2.5, observa-se que a sequéncia W, > 0 satisfaz (a;), e portanto pode-se
dizer que W € uma sequéncia de funcdes continuas e limitadas. Desta forma, se o limite destas
fungoes existir, este limite também deverd pertencer & classe de fungdes C,(SUL). Em vista dos
Lemas 2.6 e B.2 e do Teorema B.1 no Apéndice B.2.2, pode-se garantir que este limite existe e
¢ Unico, concluindo assim que Wj converge uniformemente na norma “sup”para alguma funcio
denotada por V € Cu(S U J%) tal que V = T[V|. Para concluir que ¥ = V usa-se 0s mesmos
argumentos do Teorema 4.2 de {BS78], Capitulo 4 (Lema B.3).

H

Prova do item {iii): A prova deste item estd na proposicio 11 de [dVS99]

O

Comentario 2.2.1 De acordo com o Teorema 2.1, 0s resultados da secio 2.1 para W = ¢ = V
continuam vilidos para o problema P,. Isto vai ser usado para se provar os sequintes fatos:

Teorema 2.2 Em vista da hipdtese A; pode-se afirmar que:

(i} A politica étima u* € constituida somente de valores extremos 0 ou 1;

(i) Pare z = (n,§), V(2) = N[V](z) se e somente se u*(z) = 0. Se w*(z) = 1 entdo V(2)
satisfaz a seguinte equagdo diferencial:
V(z) = Mz, )V (2) + Az, 1)Q[V](2,1) + f(2) + 8 = 0, (2.28)
sobre intervalos ndo vazios n x [ (7 +1),&,(4)) 7 = 0,1, ...J, = 1, com a condicdo final:
DIV](zr) sej=0e&(0) =T,

Vn(&n(])) = (2.29)
NaVIER(7))  caso conirdrio.
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(iii) uw* = u*(z) € um controle diimo em z = {n, £} ¢ {ls se e somenie se

Viz)-u* = (a4 Mz, u)V(z) + Mz, v)Q[V](z, 1) + f(z) + fu’
= min{V(z) - u~ Alz,u)V(z) +

+A{(z, ) QV(z,u) + fu+ f(z) 1w e [0,1]} = 0.

(iv) A fun¢Go vaelor satisfaz a sequinte desigualdade variacional:

{V(z) = (a+ Mz 1))V (2) + Mz, 1)Q[VI(z, 1) + f(2) + B} A INTV(z) = V(2)} m(Ua )
2.30

para g.t z € S, com a condigdo de fronteira:

Vizr) = D[Vi{zr) AN V](zr), onde zr = (n,T).

Prova: De acordo com o comentdrio 2.2.1, conclui-se que os itens (i),(ii) e (iii) do Teorema 2.2 é
demonstrado através dos Lemas 2.3, 24 e 25 com ¢ =V e W =V . J4 o item (iv) é obtido de
acordo com o comentdrio 2.1.2 com V =W = ¢. 0

2.3 Notas e Referéncias

2.1 - Em problemas gerais de controle étimo do PMDP, a classe de controles realimentados U néo é
adequada para se garantir a unicidade e existéncia da solugido da equacdo diferencial que representa a
dindmica da sua trajetéria deterministica. De acordo com [Dav93], pg. 137 a classe de controle adequa-
da é chamada de “controle em malha aberta por partes.” Nesta classe, o controle sé depende do estado
no instante de saltos; entre saltos o controle € do tipo malha aberta. No entanto, para o problema F,
especificamente, a classe U ¢ apropriada, tendo em vista a simplicidade de sua dinimica, que é dada
pela equagao & = u; ([Dav93], pg. 139.)

2.2 - Para que o problema P&FE sem set up formulado em (1.6) satisfaca a hipdtese A;, é necessario
estabelecer um limite maximo de armazenamento dos itens e um limite minimo de déficit de estoque,
abaixo do qual haverd perdas de clientes. Este problema, denominado P&E sem set up e espago
limitado, pode ser formulado da seguinte forma: seja N~ < 0 o limite inferior de déficit de estoque
e N* > 0 o limite superior de estoque; portanto ny; € Iy = {N7,... ,NT}. Considera-se o custo
¥ : {NT,N~} x[0,T] = R, o qual penaliza o processo (n,£:) sempre que os niveis N~ ou N7 forem
atingidos. Seja o tempo de parada:
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Te=nf{t >0:n; <N  oumn, > NT},

A funcao valor do problema P&E com espago limitado, V : Iy x [0,T] = R, ¢ definida por:

Va(g) = 52&. Eg{/o C e"*(L{ng) + Buy)ds + e W (n, , &)}, (2.31)

onde z = (n,£). Os resultados obtidos neste Capitulo podem ser estendidos ao problema definido acima,
desde que a seguinte condicao de fronteira seja satisfeita:

Vo+g(0) se N <n+ K< NT |
Vu(l) = -
T, {0) cago contrario.
No Capitulo 5, mostra-se no Teorema 5.3 que a fungio custo L{n} do problema P&E nio precisa
ser limitada, eliminando esta exigéncia da hipdtese A;.

2.3 - (Existéncia da Solugao) O Problema de controle étimo deterministico apresentado no Lema 2.1
pode ser desmembrado em dois tipos de problemas especificos: O primeiro, definide em (2.18) possui
uma trajetOria que atinge sempre a fronteira I' num tempo finito ¢5 = t7(z). Este problema é do tipo
tempo final livre, conjunto alvo dos estados finais compacto e conjunto de controles também compacto.
Portanto existird solucao em vista de Teorema 4.1, pg. 68 de [FR73].

O segundo problema, definido em (2.19), possui uma trajetéria que permanece indefinidamente no
interior de [0,1"], com posi¢io final lim;_,oo £(t) < I' livre. Este problema também é padrio, e a sua
solucdo existird se a sequéncia de controles

kiey — ) 1 para & ST~ ¢,
u”(a_{O para' — e, < £ <T.

nao for uma sequéncia minimizante quando ¢, — 0 para cada n € Z. Observa-se que, para esta se-
quéncia de controles, a trajetoria terd uma posicio final limg .o £(f) que se aproximara cada vez mais
da fronteira Z x {I'}, 0 que implica numa solucio que néo é factivel para a classe de controles U. Descar-
tando esta estratégia, o problema de um salto terd solucio que serd dada pelo minimo entre Kl¢] e Tidl.

2.4 - Observando-se a prova do Teorema 2.1, pode-se mostrar que o problema de controle continuo E,
possui controles e~6timos para qualquer € > 0, ou seja:

Vo) = V(&) < e

Estratégias ¢ 6timas podem ocorrer quando o controle étimo tende a paralisar a trajetéria proximo
& fronteira, de acordo com ¢ comentario feito na nota anterior.
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2.5 -A equacio de H-J-B do problema F. pode ser obtida usando diretamente o gerador infinitesimal
e a fédrmula de Dynkin, conforme estd demonstrado no Apéndice B.3. No entanto, a forma com que
se desenvolveu este Capitulo, provando-se primeiro o Teorema 2.1 para se chegar 4 equacio de H-J-
B apresentada no Teorema 2.2, serd utilizada para se obter um procedimento recursivo que calcula a
solucdo do problema P, (Capitulo 4) e para se caracterizar a politica 6tima de produgio do problema
P&E (Capitulo 5).

Usando esta mesma metodologia, € possivel resolver o problema F, com dinfdmica dada por:
£ = af + bu,

onde © € [0,1] é o controle e o custo por unidade de tempo é do tipe quadritico.
i PG q
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Capitulo 3

Solucao do Problema Py

Uma metodologia semelhante 3 utilizada no capitulo anterior serd empregada aqui. Na segao 3.1
mostra-se a regularidade de um operador associado a um problema de parada 6tima, cujo hori-
zonte é o instante de primeiro salto ou a primeira intervencdo deste problema. Adaptando-se ao
problema um custo de interven¢io adequado, define-se na se¢ao 3.2 um novo operador e mostra-se
que este é um mapeamento contrativo. Na se¢ao 3.3 desenvolve-se a solugio do problema P; de
acordo com os resultados gerais para o PMDP (veja [CD89] e [Dav93}) e apresenta-se a caracte-
rizacio proposta, que é baseada neste mapeamento contrativo. Ainda na se¢ao 3.3 mostra-se que
a solugdo dos problemas P; com custo de intervencdo tendendo a zero, se aproxima da solucao
do problema P,, estudado no Capitulo 2.

3.1 O Operador de “Um Salto ou Intervengao”

3.1.1 Definicoes e Hipdteses

Seja o espaco de estados S formado pela unifo de duas copias de um mesmo conjunto, denotados
por 8" e §”. Seja o instante t* definido em (1.12) e considera-se, por defini¢ao, que o problema
P; formulado em (1.27) tenha as seguintes caracteristicas:

(i) No instante de intervencdo 7 = t o processo s — 2,0 < s < ¢ ¢ transferido do estado
z- = limg 2z, € S (ou S”) para o ponto Z; pertencente ao subconjunto 5" (ou §') do
espaco de estados S;

(ii} Paracada z € §" a trajetdria deterministica satisfaz (1, z) = z, t > 0, ou seja, a trajetoria
deterministica possui velocidade nula em S”.

Para ¢ € Cp(S U 0%), define-se o seguinte conjunto:

U={z¢e8:1(z) > €} para € > Q.
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e considerando a medida de probabilidade p dada em (1.15), define-se o seguinte valor esperado:

Ql¢i(z) == Elg(en )lzr- = 2] (3.1)
Assume-se que o problema F; também satisfaca as seguintes hipéteses:

(B1) h,g € Cy(SUT;) e Ql¢] € Cy(S) para todo ¢ € C,(S U DY),
(B2) Paracada z € 5, g(2) 2 gy > 0,

(B3) Existe € > 0 tal que u(z,U,) =1, Vz € 5.

A hipotese B, garante a existéncia de interven¢des isoladas no tempo para qualquer candi-
dato a solu¢ao otima do problema (1.27). Os detalhes relacionando B, com as condicdes gerais
definidas em [Dav93] e [CD89] estdo no Apendice C.3. A hipitese By garante a existéncia de
saltos isolados no tempo, haja visto que os saltos em &% serdo direcionados para pontos distantes

desta fronteira. Sejam as fungdes ¢ e v pertencentes & classe C,(SUJ%) e definem-se os seguintes
operadores:

EATY
R, 0)2) i=B{ [ e hiz)ds + B olen)Lm + )
0 3.2
+ e (W(2) + 9(2-)) Lsers) |,
RIS, ¢)(2) == _inf  R[p,9)(2).

0<t<i*(z)

Observa-se que, se t > 11, o operador de “um salto ou intervencdo ” R, é equivalente ao custo
associado com a evolu¢ao de z, no intervalo 0 < s < T, com um custo final ¢(zp,). No caso
complementar, ¢ < 73, o custo R; estd associado & evolugio de 2, no o intervalo 0 < s < ¢,
considerando-se o custo final ¥(Z;) + g(z:-), a ser pago no instante de intervencio r = t.

Definicao 3.1 Uma funcdo ¢ : SU3s — R € uma solucdo viscosa da equacdo diferencial
F(é,D¢,z) =0 se e somente se:

(i) F(9,p.2) <0 pora qualguer p € D=g(2);
(ii) F(¢,p,z) = 0 pare qualquer p € D7 é(2);

onde DVIg|{z) é o superdiferencial definido por:

D*[gl(z) ={peR: lim sup $(zn) — O(2)— <p 2o~ 2> <0)

l2n —2{—0 Zn — %
T

e D”[¢)(2) € o subdiferencial definido por D™ [¢}(z) := —D*{(~[4](2))
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Nos pontos onde ¢(z) é diferencidvel, define-se:
DIg)(2) = limt™[6(p(t, 2)) ~ $(2)] = D™[6](2) = D6} (2).

Exige-se aqui que a trajetéria deterministica seja continuamente diferencidvel sobre 5, e assim
como em [Gat92:

(By) Existe a = (a1-+-ag) o; € Gy(S5),j = 1,... ,d tal que Dlgl(z) =< alz), vo(z) >, para
qualquer ¢ € Cy(S) diferencidvel em z € 5.

3.1.2 Equacoes de Otimalidade

Para ¢, € Co(S U J5) seja a funcdo v : S U s definida por:

v(z) = RI6, ¥1(2) (3.3
Usando-se os argumentos de [Dav93], Lema (53.38), p. 224, prova-se o seguinte resultado:

Proposigao 3.1 Assume-se que as hipdteses By e DB, sejam vdlidas, e supde-se que o, €
Co(S U 8%); entdo v € Co(SUT3).

Considera-se a seguinte notacio :

Rit,2) = [ o+ Apls,2)) ds = / Rols, 2)) ds,

<40

NIBI(2) = 55 (b(e) + M QoI V2 €5 (34)
com a extensdo N[¢](zr) := imN@|(z} zr € J5. (3.5)

Z‘{‘ZF
Lema 3.1 Assumindo-se que as hipdteses By, By e By sejam vdlidas, pode-se afirmar que:

(i) v definido em (8.8) satisfaz as seguintes desigualdades variacionas:

[DW(2) - Me)w(z) + A(5) Qldl(2) + W)} A {6(2) + 9(2) - v(2)} =0, z€, (36)
v(z) = (B(2) + g()} ANBl(2), z€ 5" 3

com a condicdo de fronteira:
v(z) = Qlol(z) 1 (¥(2) + 9(z)), parez € Ty (3.8)
E se v satisfaz (3.6)-(3.8) para cada z € S, entio v = R[¢, ).
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(ii) v € uma solugdo viscosa das desigualdades variacionais (9.6)-(3.8).

Prova do item (i): Usando a formula da integral por partes, determina-se, para ¢ < t*(2):

'/:AT} e h(z,) ds} = (3.9)

5

Mep(s, z) eme3) (/ e” " h{p(r, z))d?") ds + e8] (/ﬂt e” " h(p(r, Z))dr)

40

/5

. .,

= / (e“A{r,z} — e".’\(t,z})ewarh((ﬁ(n Z))di" + G—A{t,z}(/
0

e~ h(w(r, z))dr)
40

Consideram-se agora as seguintes expresses:

El{e™u(z)Lirsn — v(z)} (3.10)
= EH{e™v(p(t, 2) Liny sy — v(2)}
= e Ablematy (o (1 1)) — ()

= [ R (Rpls, ulpls, ) + Dlvi((s, 2)) ) ds
¢

EN{e™ M ¢(2(T1) Ln<ny} (3.11)
= ET{e™ " Q] (0(T1, 2)) Limy <y}

= / G*A(S’z) ()\((P(S, Z)GHQSQ[QS](QD(S; 2’))) dS -+ E_K(t’z) Q[@](g@(t z))R{tmt*(z)}-

0

Portanto, a partir de (3.9)-(3.11) calcula-se:

tATY
Ef{f e h(zs) ds + e""T‘qb(z(Tl)Elmgt} +e" " (Y(z) + 9(z-Ner ey — V(z)}
0

= [ e (hp(o,2)) + Aols, ) Qo 2) -

- X(@(S: Z)V(SD(S: Z)) + D{U] ("10(8= Z))) ds + E_K(t’Z} (’U')(C,E(t, Z)) + g(g{)(ﬁ, Z)))ﬂ{#(t'(z}}

+ e Qg1 (t, 2)) L pmreieyy — v(0(22))),
(3.12)



onde 3(f, z) = % € 0 estado apds a intervencio em z;-. Portanto:

Rig,wl(z) = v(z) = (3.13)

VA
E’{ / e h(z,) ds + =T G(2(T)) Lig < + e (W(Z) + g(zt—))ﬂ{TQt}} -
Eat

T .
/ e MM (s, 2)) ds + e T {0(t, 2) L oy + Dal@(t 2) L= 29
0
onde:
Q(z) = h{z) + A(2)Q[d)(z) — Mz)w(z) + D[vi(z) paraz€ S
I'i{z) =9(Z) +g(z) —v(z), paraze s
Uo(z) .= Qlgl{z) ~ v(z), para z € 05.
Aplicando o principio da otimalidade em (3.12), pode-se afirmar que £2(z) > 0, T'i(z) =2 0 e
I'y(z) > 0 e o infimo é obtido se e somente se em (3.13) Qp(s,2)) =0, 0 < s < t, Tiplt. 2)) =0
se t < t*{z) ou Ty {w(t, 2)) A Ta{w(t, 2)) = 0 se t = t*(z). Logo, ¢ = arg min{R{e,¥](z}:0 <

s < t*(2)} e m =t é o instante étimo de intervencao. Consequentemente as seguintes expressoes
devem ser satisfeitas:

Q(z) ATy(z) =0, VYzelb, (3.14)
Iy{z)Alo(z), Vzed;

que sdo equivalentes, respectivamente, a (3.6) para z € S’ e a condigo de fronteira (3.8) para
2 € 8%, Para z € §" observa-se que D{v] = 0, e de (3.4), Q{z) = h(z) + M2)Q[o](z) — Mz)v{z) =
Mz} (N[@](2) — v(2)). Usando este fato em (3.14) obtém-se um resultado equivalente a (3.7).

Prova do item (ii): E necessario somente provar que v € solugdo viscosa da e.d.o.

Dp(z) = Mz)v(z) + A(z) Q[gl(2) + h(2) = 0,

usando os mesmos argumentos da Proposicio 5 de [Gat92] (veja Apéndice C.1). O

Seja AC(R™) o espago de fungdes absolutamente continuas (Defini¢do A.2 no Apéndice A) e
seja a classe de fungoes:

W= {w e Co(SUds) twlel(-, z)) € AC{RT) para qualquer z € S}.

Definicdo 3.2 Uma funcdo ¢ : SUJs — R ¢ uma soluglo generalizada da equacdo diferencial
de primeira ordem F(¢,D¢,z) = 0 se ¢ € W e satisfaz F(¢, D¢, z) = 0 em g.t. z€ SU s

Em vista do Lema 3.1 e da Proposigio 6 de [Gat92], pode-se afirmar que:

Proposicido 3.2 Se g, ¢, Q[¢] € W entdo v € uma solugdo generalizada de (3.6) — (3.8).
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3.2 Resultados Intermediarios

Seja o seguinte operador:

Rl¢. No]l(2), para z € S’
Plo)(z) = (3.15)
(Ri¢, N(¢i](z) + g(2)) AN[g](2), paraze S

Comentario 3.2.1 Em wista de (3.15), verifica-se que P[pl(z) = (Pdl(Z) + g{z)) A N[p}(2)
para z € S”.

3.2.1 Propriedades do Operador P

Definindo:
~EATY
W) = nt RN =B [ e nais +
+ e—QTlé(sz)ﬁ{szl} +e (N el(z) + Q(Zt“))K{t<Ti}} (3.16)
e
tATy
Kl¢l(z) = Re |0, N9l (2) = E{ fo e h{z,)ds + e"‘*'flgb(zn)}, (3.17)

onde a tdltima igualdade é obtida a partir de (3.2) e do fato de que P,(t < T}) = 0 se t = ¢*(z).
Portanto, em vista de (3.13), (3.16) e (3.17) obtém-se a seguinte expressdo para todo z € S’
Pl¢l(z) = Rlg, Ngll(z) = T[el(=) A K[9](2). (3.18)

Observa-se também, a partir do Comentério 3.2.1 e de {3.18) que pode-se escrever:

JPeli(z) AK[PIg]l(z), z€ &,
P*6)(z) = (3.19)
(P2e)(2) + 9(2)) ANPRI(2), ze 5"

Seja o seguinte resultado auxiliar cuja prova estd no Apéndice C.2:
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Lema 3.2 Sejam os mapeamentos H : B(SU ) — B(SuU8L),T: B(SUJy) — B(SUL) e
supbe-se que

i H[do] — Hid]ll < 7lide — onl| e [ Z100] — T{e] < slige — enll,
onde r,s > 0 sdo constanies. Define-se G : B(S U 3%) — B{5 U 9%) por
Glolz) == R[o)(z) N T[9](2).

Entao:
1G100] — Gln]ll < max{r, s}||do — &1
Seja
p = sup Mz) oy, Mz) = a+ Az) (3.20)
€5 A(z)

¢ consideram-se 0s seguintes resultados:

Lema 3.3 (i) N € uma p-contragdo;
(it) J € ume p-contracdo;

(it} P € uma contragac.

Prova do item (i): E direta da definicio de A em (3.4).

Prova do item (ii): Usando (3.2) com ¥ = N{@q] e 1 = N[ ], respectivamente, obtém-se:

[Rildo, Ndoli(z) — Reldr, Ndn]](2)] =

BT {e Nl () — N[¢1)(2)| Lery + €™ {go(2n) = é1(em) | Lggzmy }

ese 0 <t < t*(z), conclui-se do item (i) que:
[Reldo, Mol (z) — Rulér, N61]1(2)] < EF{pe™ Ly + € Lz Hido — &

. t -
= [pe PR 4 / Ao (s, 2))e5) dsllidn — 6]
0

< [pe‘x(*’z) +p/0 Mols, 2)) exp{— / ((u, 2)) du} ds]|jéo — &1l = plido — @1]]. (3.21)
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Portanto, de (3.16) e (3.21) prova-se a segunda parte deste lema.

Prova do item (iii): Primeiro mostra-se que X’ é um mapeamento contrativo. A partir de (3.17)
chega-se as seguintes desigualdades:

1Klo] = Klonlll € Eo{e ™ |lég(2my) — 121} < oo — onll. (3.22)

Portanto, de (3.18}), do item (ii) deste lema e em vista do Lema 3.2, verifica-se que:

sup [Plé](z) — Plan)(2)| < [ldo - 61| (3.23)

Agora, para z € 5" observa-se a partir de (3.15) que:

Plol(z) = {P9l(z) + 9(z)} ANTBl(z), VzeS" (3.24)

Usando os itens (i) e (ii) deste lema, juntamente com o Lema 3.2, chega-se ao seguinte resultado:

Sélgf [Pldol(z) = Pldrl(z)] < lldo — 1l (3.25)
e assim se completa a prova do item (iii). 0

Seja o operador KC[P[¢]}(z) para z € S', o qual serd denotado por K[¢]. Portanto, de (3.17)
tem-se que:

'Tl
Kle)(z) = B.{ / e h(z)ds+e T i RJ6. Mg} (3.26)

0 Ty <<t (2 )

Lema 3.4 Supondo que o hipétese By seja vdlida, pode-se afirmar que K é um mapeamento
p-contrativo.

Prova: Para qualquer Z € S U Jg, supde-se arbitrariamente que:

IK]g] = Klnlll = IK[g0](2) = Klgn](2)]-
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Usando o Lema 3.3 (i}, verifica-se que:
2

Kigo](2) — Kignl(2), =

=B e | int R Nlooer) - _int  Relen Molen)l|

T <<t {z1y 3 T Stit*(z'[-l)

<Ee  sup  |Ruléo Ngoll(en) — Relén, Meil(en)] |

Ty <2tz )

(3.27)
<E: {em&Tl sup Ele {ewaitwn)mfr[@(}] (Et) - N@l}(z—t) LE{T; <t<Te) T
Tyt (zmy) -
0T gy (o) ~ 61 (2, Loy } |
SE;:v{e"aTl sup  E.p {pe™ T op yomyy + €7 rT}“)ﬂ{tZTz}}}H@o ~ on]l.
Ty Lt {27y )
Portanto, conclui-se a prova deste lema se for demonstrado que:
. Alz
Ez{ sup EZTl {pe ol 1}1{T1<t<T2} € melh Ti}ﬁ{tzf'z}}} < p=sup A( ) (328)
Ty <t<e* (2 ) €5 Az )

Para isto, observa-se a partir da hipétese By que Ty -~ 77 > 0 q.c., e portanto aplica-se a
propriedade de Markov Forte do PMDP, e a distribuicdo do primeiro salto em (1.14), para
se obter:

fee T

Ez'rl{ e~ e(T2—T1) ﬂ{t>T}} /

AT
= P/ Mep(s, z1,)) exp{— / olu, zr,)) du} ds (3.29)
40

Mp(s, zry) ) exp{— / (plu, zr,)) du} ds

=pll — exp{—/@ [)\(go(u,le))] du}l,

onde p é dado por {3.20). Também observa-se que,

Eop {06 WL g cremy} < pexp{- / Rliplu, 21,)) dul. (3.30)

Portanto, (3.28) segue de (3.29) e (3.30) e o Lema estd demonstrado. o
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3.3 Caracterizacoes do problema P;

A primeira caracterizagio é obtida adaptando-se os resultados de [CD89] e [Dav33] para o pro-

blema geral de controle impulsional do PMDP, conforme mostra a Proposicio 3.3 a seguir. Seja
¢ € Cp{S U J%) e define-se:

Lel(z) := R(, ¢](z). (3.31)

Proposicao 3.3 Assumindo-se que as hipdteses By e By sejam vdlidas, pode-se afirmar que V
€ a maror fungdo mensurdvel a Borel que resolve o sistema:

w = Llw]
w < [,
onde I : S5UJs — R € dado por:
1) = E.{ / ¢ h(z) ds . (3.32)
Jo
Além disto, para uma fungdo Vo > I, a sequéncia V; i = 1,2,..., definida por:
Vilz) = L[Vio|(z), VvzeS, (3.33)

converge para V. quando t — oo.

Prova: Veja Apéndice C.3.1

Antes da caracterizagio proposta para o problema Fj, apresenta-se a seguir dois lemas au-
xiliares. Tendo em vista a Proposigdo 3.3 e a definicao do operador £ em (3.31), pode-se dizer
que a expressdo (3.3) ¢ satisfeita com v = ¢ = ¢y = V. Definem-se os seguintes conjuntos:

Ac={z€85:V(z) <V(2) +g(z)} and A, ={2€ S:V(2) =V(z) +g(2)}

e note que V(Z) + g(z) é o custo associado & estratégia de intervencdo em z € S. Portanto,
denomina-se por A, o conjunto de ndo intervencdo ou continuidade e por A, o conjunio de
intervencdo ou paralisa¢do .

Lema 3.5 Assumindo-se que as hipdteses By e By sejam vdlidas, pode-se afirmar gque:

(i) Sez € A;, Z € A
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(i) V{z) = P[V]{z).

Prova do item (i): Supondo z € A, e assumindo Z € A, conclui-se que:

V{z) =V(Z) + (=), (3.34)
Vi{z) =V(z) + g(z). (3.35)

Portanto,
V(z) =V (2) + g(z) + 9(2),

o que ¢ um absurdo, considerando que g(z) + g(2) > 0 a partir de By. Logo, Z € Ac se 2 € A,
Prova do item (ii): Primeiro observa-se a partir da Proposi¢ao 3.3, que a funcao valor V' satisfaz:

V= LIV]=R[V,V]

e do item (i) deste lema, verifica-se que, se z € §' e z € A,, entdo z € A.. Considerando em
(33),v=V,¢=1V et =V, conclui-se através de (3.7) no Lema 3.1, que:

V(z)=NIV|(z), ze8"z¢€A.
e deste modo pode-se escrever:
Vi{z) = LIV(z) = RIV.NVII(z) = P[VI{z), parazeld (3.36)
Para completar a demonstragio, considera-se no Lema 3.1 que v =V, 9 = Vev=Ve
obtém-se a seguinte expressao:
Viz) = [V(Z) + g(2)] AN[V](2z), parazeS"

Portanto, de (3.36) e do comentdrio 3.2.1 (pg. 40) tem-se V() = P[V](2) AN [V](z)
para z € 5", [1’1

Considera-se agora um resultado semelhante ao do lema anterior. Para ¢ € Ce(S U 3%),
define-se o seguinte problema:

W{(z) := Plél{(z), (3.37)

onde P é o operador definido em (3.15). Sejam os seguintes conjuntos:
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Boi={z 5 :W(z) <N[@|(2) + 9(2)} e B :={z€ 8 W(z) = Ngl(2) + g(2)},
Bl ={z€S": W) <W(z) +g(z)} e Bl :={z€ 5" W(z)=W(Z) +g(2)},
B.:=BUB/eB,:=B,UB/.

onde NM[¢](Z) + g(2) e W(2) + g(2) s8o os custos de intervencio em z € §' e z € S", respectiva-

mente, associados ac problema (3.37).

Lema 3.6 Assumundo-se que as hipdteses By e By sejam vdlidas, pode-se afirmar que:

(i} Sez € B, z € By

(i6) W(z) = Rlg, W](z).

Prova do item (i): Aqui usa-se 0s mesmos argumentos aplicados na prova do Lema 3.5. Para
z € 5', supbe-se que z € B, e 2 € BY; entdo :

Wiz) =N{g](2) + g(2)
W(z) =W(z) + g(2) = N[8](2) + g(2) + 9(2) < Ng](2),

0 que ¢ um absurdo, em vista de B,. Portanto, se z € B entdo z € B/. Considerando os mesmo
raciocinio, mostra-se que Z € B, se z € BY, provando-se, assim, a primeira parte.

Prova do item(ii): Observa-se a partir de (3.7) com y = W que W(z) + g(z)) A N[g](z) =
Rle, Wi(2) Vz € S§”. Portanto, de (3.15) e (3.37) conclui-se que:

Wi{z) =

{ Rio, N(é]l(z), paraze s,
(3.38)

Ris, Wi(z), para z € S”.

Falta mostrar que R[o, N¢]}(z) = R[¢, W](z) para z € &' Para z € §'.se z € B! tem-se que
Z € Bl logo:

W(z) = Nl¢|(z), seze€ B,

Em vista disto, pode-se escrever:

W(z) = R[$, N[¢]](2) = R[¢, W](z), paraze S,




Caracterizagoes do problema Py ) - 4T

o que finaliza a prova deste lema. 0

A caracterizagao proposta é a seguinte:

Teorema 3.1 Assumindo-se que as hipéteses B, -By sejam vdlidas, pode-se afirmar que:

(i) P? = P o P & wm operador contrativo. Além disto, a sequéncia

VV;‘(Z) e IIU[VVE_]_MZ) (339)

onde Wy € Co{SUT%), converge uniformemente para V € Co(SUT5) e V € a dnica solugao
de V = P[V].

(ii) V € a solugdo viscosa da desigualdade variacional:

{DIVi(z) = X2V (2) + M2)QIV](z) + h(2) } A {N[VI(Z) + g(z) = V(2)} =0, z€ S,

(3.40)
V(z) = {V(&) +g(2)} ANVI(z), ze5" (3.41)

com o condigdo de fronteira:
Viz) = Q[VI(z) A WIV](Z) + ¢g(2)), paraz € T%. (3.42)

Prova do item (i); Em vista dos Lemas 3.3 e 3.4 conclui-se que cada operador do lado direito de
(3.19), ou seja, J[P[¢]], K[P[¢]] e N[P[¢]] sdo mapeamentos p-contrativos. Logo, a partir do
Lema 3.2 demonstra-se que P2 é um mapeamento p-contrativo. A definigdo do operador P em
(3.15) implica que:

W1 (Z) — {R[WO’N[WGHEZ) para z € SJ’

R{Wo, NIWoJI(Z) ANWol(z), paraz € S

Da Proposicio 3.1 com ¢ = Wy e ¥ = N[Wy], conclui-se que W1 € Cp(S U 83). Por indugio,
W; € Cy(S U 8%) para todo ¢ = 1,.... Esta sequéncia é de Cauchy na norma ‘sup’, e tendo
em vista o Lema B.2, conclui-se que esta sequencia converge uniformemente para alguma fun¢ao
W e Cpo(SUL), onde W é o tinico ponto fixo de P. Usando o fato de que P? é um mapeamento
p-contrativo e tendo em vista o Lema 3.5 (ii) pode-se afirmar que W = V.

Prova do item (ii): E direta do Teorema 3.1 ¢ do Lema 3.1 com V(z) = v(z) = ¢(2) = ¢(z) z € &'
e () = NVI](Z), 2 5" O




48 CAPITULO 3. SOLUGAO DO PROBLEMA P,

3.3.1 Relagao entre os Problemas P. e F;

Sejam as varidveis aleatérias n, e &, definidas no problema de controle continuo P, {Capitulo
1), e considera-se que 6,(£) é a taxa de salto de (n,,&,) no interior de S e que 7{&) é a taxa de
perigo.

Corolario 3.1 Para o problema P; com z = (n,,§,), supbe-se que h(z) = f(2) + Blies,
AMz)=8(z) +n(2) V2 € ', AMz2) = 8(2) V2 € §”. Se glz) } 0 Vz € S, entio:

(1) V(z) =V(z) z € &,

(ii) A fungdo valor do problema Py tende para o fungdoe valor do problema P..

Prova do item (i): Fazendo g(z) | 0 em (3.40} e (3.41) conclui-se os seguintes fatos: se z € B!,
tem-se que V (2} < N[V](2) e da desigualdade (3.41) pode-se afirmar que V(z) = VI(z). Agora, se
z € B, tem-se que V(z) = N[V](Z) e através de (3.41) conclui-se novamente que Vi(z) =V{z).

Prova do item (ii): Quando g(z) | 0, observa-se que a expressio (3.40) e a desigualdade apresen-
tada no teorema 2.2 (iv) sdo idénticas, tendo em vista que V{z) = V(%) e QV{zr) = D[V]{zp).
0

3.4 Notas e Referéncias

3.1 - E bem conbhecido que ndo se tem unicidade de solucio generalizada de equacdes de H-J-B ou de
desigualdades variacionais. Dentre estas fungdes, existe uma tnica funcio {exatamente a fungao valor)
que satisfaz a propriedade de viscosidade, veja Coroldrio 9.1, do Capitulo 2 em [FS593]. A solugio vis-
cosa abrange classes de fun¢des que nio precisam necessariamente ser diferencidveis em nenhum ponto,
exigindo apenas que a fungio seja continua. Outras propriedades da solugdo viscosa podem ser encon-
tradas no cap. 2 de [FS93].

3.2 - As caracterizagGes na forma Lipschitz continua para a funcio valor, encontradas em Dav93]
e [Gat91], impdem uma série de restricdes ao problema de controle impulsional do PMDP. No teorema
(54.35) de [Dav93] assume-se que o custo de intervencio g(z) seja constante, enquanto que no teorema
(54.28) de [Dav93] considera-se que este custo seja Lipschitz continuo, mas requer-se que o conjunto
destino de interven¢bes K(z) seja independente de z (K (z) = K). Também em {Gat91] (veja Teorema 1,
pg- 93), caracteriza-se a fungdo valor do problema impulsional como Lipschitz continua, mas requer-se
que {{V(Z) + g(2)l] < ||[V{z)|, condi¢do esta que também nio ¢ satisfeita pelo problema Pr. Por estes
motivos, [Dav93] comenta na pag. 245 que o mais adequado para o problema de controle impulsional
do PMDP é a caracterizagio por solucio viscosa.

3.3 - Observa-se que o problema P; engloba os problemas P&E com custo de set up e filas com
servidor removivel I e II apresentados no Capitulo 1. O problema P&E ¢ igual ao problema P com
espago de estados dado por §' = 8" = Z x [0,T); fronteira dada por dg = dsv = Z x {T'}; trajetéria
deterministica descrita por @(t,7') = (n,t + &) para 2/ € §' e o(t,2") = (n,£) para 2" € §" e t > O;
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e a taxa de custo A(z) = Ln)+ G se z € & e h(z) = L(n) se z € 5. No problema de filas com
servidor removivel I, o espago de estados é §' = §” = Z1 x [0,T'); a fronteira é dg = dgr = Z7 x {T'};
a trajetéria deterministica e a taxa de custo possuem a mesma forma apresentada no problema P&E.
Ja o problema de filas com servidor removivel II é equivalente ao problema P; com espago de estados
dado por & = 87 = RT x R*; fronteira igual a 85 = {0} x R ; e trajetéria deterministica é dada
por (t,2) = Vg —t, 0 <t < Voparaz2 €8 epts) =V, para 2’ € S” e t > 0. No problema
de fila com servidor removivel I, se a fronteira {1} x {I'} em S’ for atingida, deve-se considerar saltos
do subconjunto S’ para S”. J4 no problema de fila com servidor removivel II, os saltos de S para 5"
ocorrerdo quando a fronteira {0} x R* em §' for atingida.

O problema P; também resolve o problema P&E com manutencido programada, semelhante ao
modelo proposto por [AK86] {veja nota 2.2 do Capitulo 2) e [BH90]. Em S’ o sistema produz a uma
taxa constante e o estoque descreve uma trajetéria dada pela e.d.o. (1.28); em S” o sistema estd parado
devido & falka ou manutengio programada, enguanto o estoque decresce nos instantes de chegada da
demanda. A manutenc@o ocorre apds os instantes de intervengao que transferem o processo de §' para
5", e as falhas s&o representadas por saltos aleatérios entre estes dois subconjuntos. O decisor deve
regular a duragao de cada manutengao com o nivel de estoque, a fim de que os custos operacionals do
sistema sejam minimizados. Em relagio aos modelos apresentados em [AKS86] e [BH90!, o problema
preposto agui tem a vantagem de considerar a aleatoriedade da demanda e incluir o custo de set up g
no instante em que se inicia e termina uma manutencdo. A desvantagem é que a taxa de producdo é
constante.
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Capitulo 4

Procedimentos Recursivos

Os procedimentos recursivos apresentados a seguir se baseiam no fato de que os operadores de
“um salto” e “um salto ou intervencao” podem ser descritos por desigualdades variacionais apre-
sentadas nos capitulos 2 e 3, repectivamente, e que as solugdes recursivas destas desigualdades
geram sequéncias de funcdes que convergem para as solucdes dos problemas Fe e Py

O primeiro procedimento fornece a solu¢do do problema F,, e consiste numa aplicagéo direta
dos Teoremas 2.1 e 2.2.

Algoritmo 4.1 Considera-se z = (n,§) € SUBs e assume-se que a hipdtese Ay seja vilida para

flz).

Passo 1 FEscolha arbitrariamente wma funcdo Wy(z) € Cy(SUBL) satisfazendo (ay). Facai=1.

Passo 2 Resolva a seguinte desigualdade variacional:

[Wi(2) = Mz, 1)) + Mz, DQIWii)(z, 1) + F(2) + 8} AN [Wial(z) — Wil2)} =0, (4.1)
para ¢.t. z € S, com a condi¢do de fronteira:
Wi(zr) = DIWisa)(zr) ANWia](2r), 20 = (n,T),

onde Wi é o dertvada de W em relacdo & varidvel &,
Passo 3 Retorne ao passo 2 com i = i + 1 se ||W; — Wi_1|| néo for suficientemente pequeno;

caso contrdric adote as seguintes estratégias:

Faca u*(z) = 1 se Wi(2) satisfaz a equacdo diferencial em (4.1). Caso contrdrio considere
u*(z) = 0.
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O préximo procedimento fornece a solucido do problema Py através do resultado geral de
controle impuslional do PMDP apresentado na proposicio 3.3.

Algoritmo 4.2 Assume-se que as hipdteses By ¢ B, sejom vélidas.

Passo 1 Escolha uma fungio Volz) € Co{S U %) tal que Vo(z) > I(2), onde a fungio I(z) ¢
dada por (8.52). Faca i = 0.

Passo 2 No subconjunto 5" determine Vi(z) resolvendo a sequinte desigualdade variacional para
g-t. z € §':

{Vi(2) = M2)WVi(2) + M2) QIVisa)(2) + h(2)} A {Viei(3) + g{z) — Vi(z)} = 0, (4.2)

onde V; satisfaz o sequinte condicdo de fronteira:

Vi(z) = QVinal(z) A (Vier(2) + 9(2)), 2 € 6. (4.3)

Passo 3 No subconjunto S” determine:

Vilz) = [Vic1(2) + g(2)] ANV )(2) V2 € 5. (4.4)

Passo 4 Retorne ao passo 2 se [[V; — Vi_i|| ndo for suficientemente pequeno. Caso contrdrio,
adote as seguintes solugdes:

Nao intervir em z € 5" se Vi(z) satifaz a e.d.o. em (4.5). Quando Vi(z) resolve a equacio
algébrica em (4.5), entdo se deve intervir em z € S, transferindo este estado para z € S

Nao intervir em z € S” se Vi{Z) + g{2) > N[V, )(z). Caso contrdrio, deve-se transferir o
estado z € 8" para ¥ € 5.

O terceiro procedimento também fornece a solucao do problema Py, mas se baseia no resultado
apresentado no Teorema 3.1.

Algoritmo 4.3 Assume-se que as hipdteses B,—-B; sejam vdlidas.

Passo 1 Escolha arbitrariamente uma fungdo Wo(z) € C,(S U 33) tal que Wy seja diferencidvel
com ezxcecdo de um conjunto enumerdvel de pontos. Faca i = 0.
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Passo 2 No subconjunto S’ determine W;(2) resolvendo a seguinte desigualdade variacional para
q.t. z € 5"

(Wi(2) — Mz)Wil2) + Mz) QWi )(2) + h(2)} A NTWiL)(2) + g(2) — Wil2)} =0,

(4.5)
onde W, satisfaz a seguinte condicdo de fronteira:
Wi(z) = QIWin](2) A N Wina](2) + 9(2)), 2 €05 (4.6)
Passo 3 No subconjunto S" determine:
Wilz) = [Wa() + g(2)] ANWii](z) V2 € 5" (4.7)

Passo 4 Repita o passo 4 do Algeritmo 4.2.

Comentario 4.0.1 Tendo em vista o Coroldrio 8.1, pode-se dizer que o Algoritmo 4.1 é um
caso particular do Algoritmo 4.3 quendo a fungdo custo de set up (g) tende a zero e que ambos
possuem a mesme velocidade de convergéncia.

4.1 Aceleracao da Convergéncia

O tltimo procedimento recursivo apresentado a seguir, utiliza explicitamente o fato que o vetor
de estado z, é constituido por um conjunto de varidveis inteiras e reais. Este procedimento é
uma variacio do método apresentado no Algoritmo 4.3 (e Algoritmo 4.1), quanto a forma de se
atualizar a funcdo W; obtida em cada iteracio.

Supondo que a parte inteira da varidvel de estado z; seja finita, ¢ possivel ordenar o conjunto
S em um total de N subconjuntos da seguinte forma:

§=5"0-..uSN? ¢ =80 uS N2 (4.8)

ou alternativamente,

S=5'y.-.-usSh.

Assumindo este tipo de espaco de estado, propde-se o seguinte método recursivo:
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Algoritmo 4.4 Assume-se que as hipdteses B, ~Bs sejam vdlidas e considera-se o operador P
definido em (3.15).

Passo 1 Fuga Up = (Uy,... , U{) € C,(S U 8L arbitrariamente;

Passo 2 Parai1=1,2,... ek =1,... ,N, calcule recursivamente:

Uk = PlU¥, (4.9)

onde UF = (UF, . UMY ¢ definido por-

. 98] =1,... k~1:
Uka{z: para j=1,..., ; (4.10)

: Ul,, paraj=k, ..., N.

4.2 Comparacao dos Procedimentos Recursivos

Nesta se¢ao compara-se a velocidade de convergéncia dos algoritmos 4.2, 4.3 e 4.4 considerando-se
que o Algoritmo 4.2 seja iniciado por uma funcio qualquer, ndo necessariamente o custo / dado
por (3.32). Estes procedimentos recursivos serdo interpretados como aproximagoes originadas
por meio de problemas de programagio dinamica, cujos horizontes formam sequéncias crescentes
de tempos de parada. As sequéncias que divergem mais rapidamente estio associadas a métodos
que convergem mais rapidamente para a solucio do problema.

Seja a sequéncia de instantes de saltos & = {7;: 1 = 0,1,...} e a sequéncia de instantes de
intervengdes IT = {7 : i = 0,1,...}. Seja a sequéncia T = {¢;: i = 0,1,... }, contendo todos os
intantes de saltos e intervengdes, definida por:

=0, g=min{i>q.: 2%z}

onde (z;- := limgy 25 ). Estas sequéncias sdo {F,}-tempos de parada, e em vista das hipéteses B
e Bs garante-se que ; — 00 F,-q.c. e T} = 0o P,-q.c., quando i — co, veja apéndice D.2 para
maiores detalhes. Consequentemente ¢; — oo P,-q.c.

Seja a sequéncia de fungdes Vi, W; e U;,i = 0,..., obtidas nos Algoritmos 4.2, 4.3 e 4.4,
respectivamente. Assume-se, no decorrer desta analise, que exista soluciio Gtima para cada
problema envolvendo a classe de intervencdes IT a ser definido a seguir; apesar de ser possivel (e
também exaustivo), se estender os resultados obtidos para o caso onde existam somente solucdes
e-Gtimas.
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Lema 4.1 Paracadaz€ S ei=0,1,...
L )
Vi(z) =min E7 {/0 e h(z,) di +Ze 9 (2 ) Rr ey + € 'vb(zﬁ)}, (4.11)
A .
Wi(z) = min E{/ () dt + 3 e (o) peny + €T Wo(er) } (412)

Jj=1

onde 1; € um nidmero inteiro tal que i > 1

Prova: Considera-se 7 = 1. Por definigdo, V| = L{Vy] e ¢y = 71 ATy para 7y € [0, c0]. Supd-se
que (4.11) seja vélido para qualquer ¢ > 1. Como {z : t > 0} é um processo de \f[azko\f Forte,
conchui-se o seguinte resultado através de argumentos de programagao dindmica :

<1
Via(2) = LIVi](2) = min E7{ / e h(z) ds + 6 gz L any + € " Vilza) |
* G

<1
= min E:{/ e_ash(zs} ds + e_ang(zn)]l{‘n<ﬁ} +
71 ¢

LN 1+]‘
+ g7 Iﬁnelrril E”{/ e *h(zs)ds + Z e g(ze ) pry <y T e‘“"“%(zgm)lfq}}
<1 j=1

‘il i+l
= min E”{/ﬂ e h{zs)ds + Z e g(ze ) hirjemyyy €T Vg{zgi+l)},

well -
i =1

mostrando assim a expressao (4.11) para -+ 1. Para se demonstrar (4.12) observa-se, para z € s,
que:

Wi (z) = P[Wol(z) = RIWo, N[Wli(z) =

s1
min E7{ / 6= h(z,) ds + ™ (g(zn) + NWol(Z ) Lim<ry + €T Woler,) Linom -
T 0

(4.13)
Também observa-se que ¢{-,z) = z para z € 5" e que
NTl(2) = 5y (hlE) + M) QIel(a) (4.14)

Ty
. - Ez{f e~ ™h(p(t, z) ds +e"““T1W0(zT1)}
0

e de (4.13) e (4.14) acima conclui-se, para z € 5%, que

Tt
Wi{z) = mmE"{f e~ h(z;)ds + e " glzn ) bin<ny + € 1?fT/'g(le)} (4.15)
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Para z € 57 segue do Lema 3.6 com W =W, e ¢ = W, e de {4.15) que:

"1(2) = PWol(z) = R[Wo, Wil(2) = (4.16)

“C1
= min E;{/ e h(zs) ds + e gz ) Loy +
Ti 0
'Tl
+ e~ *' min ET{/ e h(Z;) ds +
i s

e_ang(fv*g)n{T:z(Tl} + e—cﬂl W,G(ETJJFC} }B{ﬁ*(Ta} + eM&Tl WO(ZTI)IL{T}%TI}}

T 2
o : T —-ers —aT; —T
= min E] {/e e h{zs)ds + E—! e g2 ) Uir ey + € WQ(ZTI)}.

=i

Conclui-se o resultado deste lema para z € S” aplicando-se 0s 0s mesmos argumentos utili-
zados para se provar (4.11}. [

Considerando a decomposicio § = S'U. . .USY | seja a fungdo indicadora X : § — {1,... , N}
definida por:

X(z) =k, sempre que z € S*.

Define-se a seguinte sequéncia de {F;}-tempos de parada:

o6 =0, o; =min{T; > gy : X(zr,) > X(sz—) T € £} (4.17)

Com estas definigdes, pode-se desenvolver uma contrapartida do Lema 4.1 para o método
apresentado em (4.9) e (4.10). Pela definicio, note que:

Ul = PIU}] = PlUi]
Uz:k = P[(Uilv s 1Uz:k_17 Uf——l? B Ulfil)]
UZ‘N - P{(Uila e 7UiN~17 Uzjil)]

e portanto, pode-se escrever:
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Ulz) = Pll)Hz), zeS

U(z) = PUPILL, UG, U )P (2) =

Ty
IIlTiIl E:—{/ e—ash(zs) ds + Z €_arjg(zfrj)3{fj<fl‘1} —+ e—c!Tl (P[LTG?(ZTl)}]'{legsl} -+

40 F

+ UO(ZT«L)IL{;;TIes‘f,zw_wa,...,w}} =

61 b
x;jéirrll E:{/o e”*h(zs) ds + mejg(z«rj)ll{n@;} + e""‘f-’l[f()(zm)}1 ze 8

2

onde; >1, oy =Tisez€ 8 e g =Dl esy T Tl oy est 6=, N} 58 2 € S%. Em geral, para
1< k < N, pode-se expressar o tempo final g; como:

k
o= ZTEl{x(zﬂm(z’T;} e (et )<x(2,- ), =1 -1, tal que -121}
=1 3
=min{T; : X(zr,) > X(ZTE——) Ty e 2}

Usando a definicio da sequéncia g; em (4.17) e argumentos similares ao do Lema 4.1,
demonstra-se o seguinte resultado:

Lema 4.2 Para z€ 8, t=0,1,... et; =t

g L
Uiz) = 51611111 Ef{/ﬂ e”*h(z) ds -+ Ze_mig(zfj)llmwi} + e“"“—"’Ug(zQi)}.

J=1

O importante é que se verifique as seguintes desigualdades:

& <T; < o (4.18)

Comentério 4.2.1 Desde que o problema Pr ndo seja degenerado, ou seja, ¢ = T; oul; = g;,
observa-se na eTpressdo acima que o sequéncia {g;; diverge mais rapidamente para o infinito
que a sequéncia {1}, que por sua vez deve divergir mats rdpido para o infinito que a sequéncia
{¢;}. Portanto, se for provado que Vi, W; e U; convergem para ¢ fungao valor do problema Py,

mostra-se que o elgoritmo 4.4 € mais rdpido que o algoritmo 4.3, que por sua vez serd mais
rdpido que o algoritme 4.2.
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Seja I;'i,?l =0,1,... asequéncia obtida no Algoritmo 4.2 com V; = 0. Similarmente, denota-

se por W; e Ut = 0,1,..., as sequéncias obtidas nos Algoritmos 4.3 e 4.4 quando Wy, = 0 e
Us = 0, respectivamente. Indica-se por 7* a sequéncia 6tima de intervencao.

Lema 4.3 Para cadai=0,1,...,

0 ﬁT;iSVE/}S[}i, (4.19)
Vi () S Vilz) S V(=) + BT {es (v - V|}, (4.20)
Wi (2) € Wil2) < V(z) + B {0 W, — V), (4.21)
U: (2) < Uilz) < V(z) + ET {e U — V). (4.22)
Prova: Observa-se que:
N L ~ _ary ~a¢
Ji(z) = rgaelrxilE; {f(} e *h(z)ds + ;e T g(zr ) M <cy + €7 Jo(2¢) } {4.23)

el

o b
2 min E:{/ e_ash(ZS) ds + Z emaTjg(sz)K{Tj'(C} }
0 o

€ satisfeito para qualquer {F;}- tempo de parada ¢, e se ¥ é também um {F;}-tempo de parada
com { < ¢ P,-q.c., entao:

&l

¢ v
minEj{/ e h(z) ds + E e g{zr, ) Ur; <y }
0 - :
i=1
mell

) L
< min E;’{/U e “h(zs)ds + Ze‘“Tjg(sz)]l{fj<a} },
i=1

a partir do qual se conclui, juntamente com os Lemas 4.1 e 4.2, mais as desiguladades em (4.18),
que:

<

0<VI<W<U.

Para se demostrar (4.21), conclui-se através da expressio (4.23) e de (1.27) que:
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A - ;
V) = mig £2{ [ e s + e gt e
® Jao -
J=1

o @
< mip EE{ [ e thiz ds + 30 e 0l e + € Valas) |

=1

= Vi{z) < V(2) + ET {e™* Vo - V}.

Usando o mesmo raciocinio, mostra-se as desigualdades (4.21) e {4.22). De (4.18), segue que
0 < Er{e-ee} < BT {e7®"} < E7 {e"*%} —» 0 quando i — oo, tendo em vista que ™ — 0
P,-q.c. quando ¢ ~— 00. O

O préximo Teorema conclul esta segdo, mostrando que as sequéncias {V;} {obtida no Algo-
ritmo 4.2), {W;} (obtida no Algoritmo 4.3) e {U;}, {obtida no Algoritmo 4.4) convergem para
a funcio valor do problema Fr. Além disto mostra-se que em cada iteragdo ¢ = 0,1,..., 0 erro
de convergéncia da sequéncia {U;} é menor que o erro da sequéncia {W;}, que por sua vez serd
menor ainda que o erro da sequéncia {V;}.

Teorema 4.1 Supd-se que Vo = Wy = Uy. Pare cada © = 0,1, ... pode-se encontrar numeros
v <y Su; LW W LT, comy; — 0 e Ty — 0 tais que

v < Vi{z) = V{z) <7, (4.24)
w; < Wilz) = Viz) <y,

Uy S Ui(Z) - V(Z} < U

Prova: Considerando v; = || Vi —VI|, T = sup,eq BT {7 Vo = VI[}, wi = || W Vi,

T; = sup,es E7 {0 |[Wo — VI, wi = || Us =V e T = sup,eg ET {em@||Uy — V||} chega-se
ao resultado deste Teorema, em vista do Lema 4.3. O

4.3 Notas e Referéncias

4.1 - Definindo-se w; e W; conforme a prova do Teorema 4.1, conclui-se através de (4.24) que W; — Ve
V; = V quando ¢ — 0o q.c. Observa-se que esta é uma forma alternativa de se mostrar a convergéncia
das sequéncias {W;} e {V;} para a solugdo do problema Py, sem precisar dos argumentos de contragio
utilizados na prova do Teorema 3.1 ou da andlise desenvolvida em {CD8Y]. Observa-se, no entanto, que
a convergéncia no Teorema 3.1 é uniforme, 0 que nao ocorre em (4.24) e em [CD89].
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4.2 -Métodos gerais para a solugiio do problema de otimiza¢do do PMDP foram estudados por [CD89]
e [Cos91], para o problema de controle impulsional, e por [BQGY5] e [Cam97], para o problema de
controle continuo do PMDP.

Em [CD89], discretiza-se o espa¢o de estado e resolve-se o problema a partir da caracterizacio
apresentada na Proposicdo 3.3. Em [Cos91], discretiza-se também o instante de intervencio e formula-
se um problema de programacio linear. As varidveis deste PL sio definidas pela funcio valor avaliada
em cada ponto discretizado, e as restrigdes com igualdade definem: o0s pontos de intervenciio. Num
primeiro passo, o PL € resolvido a partir de uma discretizagao grosseira do espaco de estado, a fim
de eliminar as desigualdades associadas & esiratégia de ndo intervencao. Em seguida, aumenta-se o
nimero de discretizagdes e resolve-se o PL novamente. Em {Cos91] afirma-se que a disponibilidade
de programas prontos para resolugio de PL é uma vantagem, do ponto de vista de implementacio,
em relacdo ao método recursivo da Proposicio 3.3, além de permitir a andlise de sensibilidade do
problema. No entanto, o método baseado na Proposicao 3.3 torna-se vantajoso 4 medida que o ntmero
de discretizacGes aumenta.

Em [Cam97], formula-se um problema de controle 6timo do PMDP discreto no tempo e mostra-se
que este se aproxima do problema de controle continuo no tempo, fornecendo-se uma estimacio do erro
de convergéncia. Usando a técnica dos elementos finitos, [Cam97] discretiza-se também o espaco de
estados, e obtém-se este mesmo resultado de convergéncia para um probiema de decisdo markoviano
discreto no tempo, o qual é resolvido através de aproximagoes sucessivas. Em [BZZ94] utiliza-se uma
técnica semelhante a esta, porém assume-se que o controle seja uma funcio continuamente diferencidvel.

4.3 - Conforme o Corolario 3.1, as solugdes dos problemas P, e Pr irfo coincidir quando o custo de set
up ¢ igual a zero. Neste caso é mais vantajoso resolver o problema através do procedimento apresentado
no Algoritmo 4.1 do que o fornecido no Algoritmo 4.3 tendo em vista que, no primeiro procedimento, o
espago de estado tem uma dimensdo que é a metade da dimensio utilizada no segundo.

4.4 No algoritmo 4.4 a convergéncia ¢ acelerada devido a atualizagio de cada funcio z — Uy(z) ser feita
imediatamente apds a mesma ter sido calculada em cada subconjunto S*. Nos procedimentos apresen-
tados nos algoritmos 4.1 e 4.3, as atualizagdes sdo feitas somente apés o cdlculo de z — W;(z) em todos
os pontos do conjunto S. Este resultado néo pode ser obtido diretamente pela andlise dos operadores
de programagio dindmica e parada 6tima apresentados nos Capitulos 2 e 3, respectivamente.

4.5 - A estrutura do espago de estados S, dividido em N subconjuntos (veja (4.8)), aparece no problema
de P&E sem custo de set up, capacidade de armazenamento limitada {N*) e déficit de ftens no estoque
também limitado (V7). Considerando N* = — N~ = N, pode-se definir:

s'f:{kml-_fz\f}x[o,r] E=1,2,...,N (4.25)

Observa-se na Fig. 4.1 que (4.25) forma uma escada, onde a cada degrau associa-se um nivel de estoque;
o menor nivel estaria em S' e o maijor em SV.




Notas e Referéncias - 61

g

gk

SB

g2

51t

r £
Figura 4.1: Espago de estados § do modelo P&E sem custe de set up.

Dados ¢;.; € uma sequéncia arbitraria de saltos {Ij > g¢;—1}, pode-se interpretar ¢; definida em
(4.17) como o primeiro instante de salto que faz o processo z; subir qualguer degrau da escada da Fig.
4.1. Como exemplo, estando z; inicialmente no degrau 3, se o 19 salio for para o degrau 2, o 2% for para
o degrau 1 e o 3° for para qualquer degrau acima de 1, entéo ¢, = T3.
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Capitulo 5
Estratégias otimas

Nas secbes 5.1, 5.2 e 5.3 estuda-se o problema P&E com custo de set up e espago de estados
limitado, mostrando-se no Teorema 5.1 a existéncia de uma regido do espago de estados onde
o Gtimo é produzir o item até a sua finalizagdo, ou seja, em todo intervalo [0,I']. Na regiao
complementar, prova-se no Teorema 5.2 que a estratégia otima ¢ bem mais simples do que
aquela mostrada na Fig. 2.1 do Capitulo 2: em cada nivel “n”de estoque a solugdo possul no
mAaximo um fnico intervalo de producdo, o qual se inicia em £ = 0 e termina em &,(0) < T
significando que o item deve ser parcialmente produzido. No Teorema 3.3 demonstra-se que a
solucio do problema P&E com espago de estados ndo limitado pode ser aproximada da solugdo
do problema com espago limitado. Na se¢fio 5.4 estendem-se estes resultados ao problema P&E
sem custo de set up e obtém-se uma caracterizacdo exclusiva para esta situacao.

5.1 O Problema P&E com Custo de Set Up e Espago Limitado

Além das definicdes e hipteses apresentadas no inicio dos Capitulos 2 e 3, utilizam-se aquil outras
hipéteses especificas ao problema P&E formulado no Capitulo 1.

5.1.1 Definicoes e Hipdteses

No problema P&E considera-se que o término do item seja deterministico (7(£) = 0) e que a

taxa de chegada de clientes ¢ seja uma constante. Em vista disto, conclui-se a partir de (1.21)
com A = ¢, que:

Da[¢}(I) = ¢n1x(0) se{="T

Qn = { ) ’ 5.1

4l(&) EalBl(€) = 2o pedn-k(§) se L < T 5-1)

onde K é o tamanho do lote produzido e py k = 1...£ é a probabilidade do lote pedido pelo
cliente ser igual a k. Indica-se por ¢’ ¢ g” a restrigao do custo de set up g nos subconjuntos S’

e S" respectivamente. Assumindo-se que o custo de estoque e défict de estoque (n ~+ L(n))

63
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seja uma funcho estritamente convexa, ¢ possivel existir um nimero n* definido pela seguinte
eXpressao:

n'=max{n: L(n) - L{n+ K) > Z(n), ¥n<n}, (5.2)
onde Z(n) = ﬁ(exr‘ ~ 1)+ X(g’(n +1,0) + g”(n,I‘)exr) >0, A=a+Xe 86 ataxa de custo de
producdo. Seja o seguinte conjunto:

S i={N", . .n}x [0, S cs.

Para z = (n, £), seja ¢(z) a derivada de ¢ em relagdo a €. Assim como no problema P, associa-
se a0 estado z = (n,&) o estado Z = (n,£) tal que, se z € §' (€ S”) entdio 2 € 5" (€ §'). Para o
problema P&E formulado em (1.9), considera-se que £ — ¢,(¢) seja diferencigvel e acrescenta-se
as seguintes hipdteses:

(C1) §(2) = Ag(2) + AE[g)(2) - B <0 Vze S,

(C2) 9(2) 20 e ¢g"(n+1,0)<g¢"(nT) VzeS,
(Ca) 4(z) — Aglz) + A]g](2) + B< 0 Wz e S\ S,

(C1) 9(z) <0 e Dg(z) + AE[g)(2) ~ B<0 Yz S\ S

Na nota 5.1 apresenta-se uma discussio sobre as hipéteses C;~Cy. Considera-se a seguinte no-
tacao:

h(z) = L(n) + Bl pesy. (5.3)

Como a fungéo n — L(n) nio é limitada sobre Z, é possivel que a funcio valor {1.8) também
nao seja limitada, o que impossibilita a aplica¢io dos resultados obtidos no Capitulo 3 dire-
tamente ao problema P&E com custo de set up. Assim, considerando [y = {N=,...,NT} e
procedendo de maneira indicada na nota 2.2, define-se a funcéo valor do problema P&E com
espaco limitado e custo de set up, V : Iy x [0,'] = R, através da seguinte expressio:

= inf ET{ / e h (2, ds—}-Ze”‘”‘ ) rcny + €U (z,) ), (5.4)

rell

onde z; = (ny, &), 2=z €

=inf{t >0:n, < N"oun >Nt}

Comentario 5.1.1 Como o espago de estados do problema (5.4) ¢ limitado, o funcéo valor V
também serd limitada e portanto o Teorema 3.1 pode ser aplicado ao problema (5.4), desde que
na fronteire 03, a seguinte condicdo seja satisfeita:

- +
m(r)x{vn"”fw) se N <n+ K < N¥,

¥, (0) caso contrdrio.
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Para a extensio desta solucdo ao problema com espago de estados ndo limitado, vide segao
5.3. A seguir apresenta-se uma sequéncia de resultados auxiliares que serdo utilizados para
caracterizar a estratégia 6tima do problema P&E em (5.4). As provas destes resultados estao no
Apéndice D.

5.1.2 Resultados Auxiliares
Para ¢ € Cp(S U 3%), define-se o seguinte problema:

W (z) .= Plol(z), (5.5)
onde P é o operador definido em (3.15).

Lema 5.1 Assume-se que as hipdteses By e By sejam satisfeitas. Para todo z € S, a funcao
W{z), definida em (5.5) satisfaz:

9(z) =2 W(z) - W(z) 2 —g(2).
Considera-se uma funcao teste ¢ € Cy(S U %) com as seguintes propriedades:
(c;) Paratodoz € 5, g{z) > é(z) — ¢(2) = ~g(%) e P(%) <0

Lema 5.2 Assume-se que as hipdteses By, By e ) sejam satisfeitas. Se ¢ satisfaz cy entao
esta propriedade também serd satisfeita pela fungdo W{z) = P[¢](z}).

Comentario 5.1.2 Os resultados dos Lemas 5.1 € 5.2 sdo validos para W = ¢ =V, tendo em
vista que V € o dnico ponto fixo de P, conforme anunciado no Teorema 3.1 e o comentdrio 5.1.1.

Para 0 < 1 < t*(z) define-se:

é(t) = 53 para T < T},
Seja
W= K0, () = (E)

e denota-se por 2(£) o ponto correspondente em S” (ou ') se z(t) € §' (ou 5”). Considerando
(5.1), conclui-se que (3.4) é equivalente a:

NTgl(2) = =

;):(h(z) + AE[@)(z)) Yz € S. (5.6}

Define-se:

Gilé,ql(z) = ] e {8+ g(a(s)) ~ Da(2(5)) + AEIBIE() /A
+ E[6)(2(s)) — EI61(2(5))] . (5.7)
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Lema 5.3 A funcdo valor (5.4) satisfaz a segquinte ezpressdo:

V() = NVIE) £ o)+ _inf {GIV.0l() +

- [V(zg) — (NMIVI(E() + g(z(t)))]e‘Xt]i{tzt.{z>}}, Yz e S (5.8)

5.2 Analise da Solucao do Problema P&E

O proximo teorema caracteriza a estratégia étima do problema P&E com custo de set up na
regido onde o nivel de estoque estd abaixo do nimero n* definido em (5.2).

Teorema 5.1 Assume-se que as hipdteses B1-Bs, C; e Cy sejam vilidas. Supée-se que existe
o mimero n* definido em (5.2) com K = 1. Entdo a estratégia tima do problema (5.4) em cada

nivel de estoque n < n" € produzir o item completamente, ou seja, produzi-lo em todo intervalo
0, T].

Prova: Seja zr = (n,[') e assume-se que a fun¢do valor do problema satisfaca as seguintes
condictes:
Viz) < V{z) paraz € S*, e (5.9)
V(Eg) < V(.-Z-p), para zz € 5*. (510)

No final da prova mostra-se que de fato V satisfaz (5.9) e (5.10). Considera-se a e.d.o. em (3.6)
escrita na seguinte forma:

p(z) — dw(z) + A[V](z) =0, z€ S, (5.11)

com a condi¢do final v(2r) = V(zr). Portanto v € o custo da estratégia de nio intervencio até
o Instante T3, 0 qual ocorre em ¢*(z}. Avalia-se v considerando t = t*(z) na expressio {3.13) do
Lema 3.1 com ¥ = ¢ = V. Denota-se v = V; é claro que V < V.. Portanto, integrando a e.d.o.
(5.11) com a respectiva condi¢do de fronteira, determina-se:

Viz) £ V(=)=

fo e [a(z(5)) + AQ[V](2(s))] ds + V()= 1) <

| e + W6 s+ WIVIE) + gze ™, a2)

onde a ultima desigualdade segue por otimalidade, ou seja: V(zr) € V(z) < N V1(ze) + g(zs),
em vista do Teorema 3.1. Usando (5.6), escreve-se (5.12) como a soma de duas integrais I; e I:

Viz) < L+ I m/v(Z) e h(z(s)) ds + (h(Z) /X + g(zg))e'it“(z} + {5.13)
0

'z N -
fG AeTMEWV(2(s)) ds+(A/X)E[V](Zp)e* ).
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Primeiramente calcula-se J,. Observa-se a partir de (5.3) que
h(z() = h(Z()) + B=L{n) + B, 2() € S’ e h{zg) = L{n+1), z €5,
e usando (5.2), escreve-se
h{zg) < h(z) + B(1 — eit'(”) - X(Q(Zg) + exv("’}g(fy)), Vz € 57, {(5.14)

tendo em vista que t*(z) < ¢7(0) = T'. Aplicando (5.14) & integral J; definida em (5.13), tem-se
o seguinte limitante superior:

L < (A7) + B (1 — e E)/N + (5.15)
(In(2) + B(1 = ¥ /R = & Pglar) ) e O =
= h(Z)/7 — glzr) < h(2)/) ~ g(2), Vze S,

onde a tltima desigualdade vem do fato de que g{Z) > 0, Vz € 57, de acordo com a hipdtese
C,. Para se calcular I, consideram-se as desigualdades em (5.9) e (5.10). Portanto £[Vi(z) <
EVI(z), E[V](Zs) < E[VI{2r), e o seguinte limitante superior é obtido :
e . _ ..
L< [ A MEVI(E(5)] ds + (W) EV(En)e™ . (5.16)
a

Tendo em vista que V{Z) < 0 (comentario 5.1.2), conclui-se a partir da expressdo anterior que:

L < /:(z} /\e‘j\ss[i/](z)ds + (,\/;\H)E[Vj(é)e"it*{z) = (5.17)
(WAEVIE).
Agora considera-se (5.13), (5.15) e (5.17) para se chegar ao seguinte resultado:
Vi(2) < (h(z) + /\gm(z)) /’x —g(2) = NVI(2) — g(5), Vze S~ (5.18)
A partir do Teorema 3.1, e tendo em vista (5.12) e (5.18) conclui-se para z € 57 que
V(z) = Vi(z) < NIVI(Z) — 9(2) e portanto  V(2) = V(2) + 9(2), (5.19)

o que implica que Z € BY, e do Lema 3.6 (i), que z € B;. Logo V(z) < V(z) ¥z € S*, mostrando
que V satisfaz (5.9). Além disto, como S* C B, tem-se que V(zr) = V{(zg); considerando o fato
de que g(Z) < g(Zr), Vzs € S* (hipdtese Cs), tem-se a partir de (5.19) que

V(zs) = V(ze)+9(Zs) = Viar)+9(Z)
< V{zr)+g(zr) = V(zr), paracadaz €57, (5.20)

onde a iiltima identidade vem do fato de que Zr € BY. De (5.19) e (5.20) mostra-se as relagdes
em (5.10), finalizando-se a prova deste teorema. O

A seguir caracteriza-se a solucdo do problema P&FE na regido acima de n”.
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Teorema 5.2 Assume-se que as hipdieses By -Bs, C) e Cy sejam satisfeitas. A estratégia otima
do problema (5.4) em cada nivel n > n* s¢ possui um dnico intervalo de producéo, gue se inicia
em zero e termina em &,{0) € [0,T], conforme mostra a Fig. 5.1.

b

Prova: Seja o operador G; apresentado em (5.7). Primeiro analisa-se o integrando de t -
GV, g]{z), definido por:

G(2) = B+ g{z) = Ag(z) + AEVIE /A + EVI(2) - EVI(2)]. (5.21)

De acordo com o Lema 5.2 com V = ¢ = W, tem-se que V(%) < 0 ¥z € 5. Através do Lema
31comV =¢=W e de Cy obtém-se:

G(z) < B+ g(2) — hglz) + AElg](z) <0, ¥ze S\ S (5.22)

(w5}

Portanto ¢ — Gi[V, g](z} é monctono decrescente. Supondo V(z) < N[V(zr) + g(ar),
conclui-se que o instante t = ¢*(z) minimiza (5.8) para qualquer z € [z, zr], onde z = {n,0) e
zr = (n,T'). Portanto V(z) < N{V](z) + g(zr) ¥z € [z, zr], indicando que se deve produzir o
item completamente.

Supde-se agora que V(zg) > N[V](Zr)+g(zr). Neste caso, de (5.8) nota-se que existe 0 < 7 <
t"(z) tal que 2(7) = (n,&.(0)) para z(0) = 2. Se &,(0) # 0 pode-se afirmar que existe z = (n,&)
com & < &,(0) tal que V(z) < N[V](Z) + g(z). Tendo em vista (5.8) conclui-se dai que:

g-Vigl(z) <0, >0 (5.23)

>
pa

Considera-se 7’ < z de tal forma que 2'(7") = z(7) = (n, £,(0)). Tendo em vista {5.7), (5.22)
e (5.23) escreve-se a seguinte desigualdade:

i

GV gl(z) = | /G o e MG(2 () ds + e g 1y, g}(z)

< NGV, g)(z) < 0, (5.24)
Em vista de (5.24), conclui-se novamente através de (5.8) que V(2') < N[V)(Z) + g(2'), de
onde se afirma que a estratégia 6tima é produzir em todo ponto zy < 2’ < (n, £,(0). 0

A seguir caracteriza-se uma situagio onde o problema P&E em (5.4) nio tem solugéo otima,
apenas e-Otima (vide também a Proposigio 7 de [CD89]):

Corolério 5.1 Assume-se que as hipdteses By-B;, Cy e Cy (esta dltima com desigualdade es-
trita) sejam vdlidas. Se existe zr € §'\ S* tal que:

V{(ze) — (NTV](Zr) + glzr)) > 0, (5.25)

entdo o problema PYE (5.4) s6 possui solugbes e-dtimas na regido S'\ §* (Fig. 5.2).
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Figura 5.1: Estratégia ¢tima em S’ : o pontithado indica intervengao.
Prova: Supondo desigualdade estrita em Cj, conclui-se de forma similar a (5.22) que G{z) <
0¥z e S\ §*. Portanto, a partir de (5.7), tem-se que:
GV, 9l(2) £ GV, gl(z) <0, parate[0,¢°(2)) -

Supondo que (5.25) seja verdadeiro, néio havers neste caso solugado para o problema de minimi-

zacio em (5.8) e deve-se adotar t = t*(z) - ¢, onde € > 0 ¢ suficientemente pequeno. O

n

5

4

3

2
{

0

R T ¢

n*

Figura 5.2: Estratégia e—o6tima S’

No Lema 5.5 apresentado na préxima secdo, garante-se que a condico (5.25) é verificada.

5.3 O Problema P&E com Espac¢o nao Limitado

Para efeito de anslise, assume-se que os extremos NT e —N~ sejam suficientemente grandes.
Consideram-se os seguintes lemas:

Lema 5.4 Assume-se gue as hipdteses By-Bs, Cy e Cy sejam satisfeitas. Entdo V(z) <0Vze
S\ 5.
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Prova: Se V(z) = N[V](Z) + g(2} conclui-se através do Lema 5.2 e de C; que V(z) < 0.
Considerando (5.3) e (5.6) obtém-se:

AEVI(2) + h(z) = DNVI(E) + AEIVI(2) — E[VI(Z)] + 8, ¥z € §".
No caso presente,
Viz) < N[V](Z) + g{2) (5.26)
e V(z) satisfaz e.d.o. em (3.40), de forma que:

0=V(2) = AWV (2) + AE[V](2) + h(z)
=V(z) = MV (z) = N[VI(2) — ()] + NEIV]() = EIVIE)] - Agl2) + 5. (5.27)

Aplicando em (5.27) a expressio (5.26) e considerando-se o Lema 5.1 e a hip6tese Cy, chega-
se as seguintes desigualdades para z € '\ S*:

0> V(z) + AEV](2) ~ EVI(Z) — Aa(z) + 8
> V(z) — AE[g)(2) — Nglz) + 8
> V{(z), (5.28)

concluindo assim a prova deste lema 0

Lema 5.5 Assume-se que as hipdteses B1-Bs, C| e Cy sejom satisfeitas. Supée-se que N* seja
suficientemente grande. Entdo eriste um nivel de estoque n < N* (n >> n*) tal que a estratégia
dtima € paralisar a producdo, ou seja:

Vi(zp) — (N[VI(zr) + glar)) > 0 para 2r = (n, [), zg=(n+ K,0). (5.29)

Prova: Supde-se que V(zg) — (M[V](Zr) + g{zr)) < 0 para todo n suficientemente grande. Entdo,
nos pontos pertencentes a vizinhanca de zr, V satisfaz a e.d.o. em {3.40) e a condicio de
fronteira V(z¢) = V{(zr). Supde-se agora que na vizinhanca de zr V(z) = 0 e observa-se que

(3.40) é equivalente a
Viz) = XEV(z) + Lin}y+ 74

A

e portanto:

imV(z) = = = e
zter A zlzg Py




O Problema P&E com Espaco nao Limitado 71

Usando o fato de que L(n + K) > L{n) para n suficientemente grande, e considerando por
otimalidade que E[V](zr) < E[V](za), obtém-se a seguinte desigualdade:

Um V{z) # lim Vz),
zize

stz

logo V(z) nio satisfaz a condi¢do de fronteira em zp o que € um absurdo. Logo V(z) < 0 na
vizinhanca de zp. Portanto, para n suficientemente grande, z — V{z) é estritamente decrescente
na vizinhanca de zr e, haja visto que V' ¢ continua sobre S U 0%, conclul-se que Viz) ~» Oe
V(z) -~ 0 pois V(z) 2 0. Mas na vizinhanga de zr, tem-se que V{z) < 0, o que é um absurdo;
logo deve existir n suficientemente grande tal que V(z) = 0 e V(z) é descontinua em 2r; assim
V{z) = N{V](z) para z na vizinhanga de zr, concluindo que a desigualdade (5.29) deverd valer
para n suficientemente grande. O

A seguir mostra-se que a solucio do problema (5.4) com os extremos N e N~ suficientemente
grandes, se aproxima da solugdo do problema P&E com espago de estado ilimitado {n € Z)
definido na expressdo (1.9) do Capitulo 1.

Teorema 5.3 Assume-se que as hipéteses Bi—Bs, Cy e Cy sejam satisfeitas. Sejam, respectiva-
mente, V 1 Z x [0,T] = R e VN : Iy x [0,T] — R as fungdes valores dos problemas P&E (1.9)
e (5.4). Entao:

lim {[[V¥(z) =V (2]l : z € §} = 0.

N—oo

Prova: Tendo em vista os Lemas 5.3 e 5.5, existe um nivel n’ < N¥, para n’ suficientemente
grande, tal que V(zr) = N[V]{zr) + g{zr) para zr = (7, '); e consequentemente n~ nao afeta
o custo V.V (£) para n < n'. Portanto a andlise se restringe a estudar somente o efeito de ¥y-
(onde N~ < 0) na fungio valor. Considera-se a expressao

EZ[¥(zr))e” ], (5.30)

para uma politica = {ndo 6tima) tal que a produgdo fique paralisada desde o nivel de estoque
n até N~. Seja o uma varidvel aleatéria que indica o tempo de chegada do k-€simo cliente, a
partir do instante zero, e define-se &, por:

kp:=min{k € Z:k > (n— N7)/{},

onde k, é interpretado como a quantidade de clientes que chegam, considerando que o estoque
inicial seja ng = n e que todos os pedidos dos clientes sdo lotes de tamanho igual a £. Dado



72 _/ CAPITULO 5. ESTRATEGIAS OTIMAS

que T4y > Ok Q.C., € claro que 7. > oy, q.c. Portanto, usando o fato de que ¢ — W(z)e " é
decrescente para cada z, segue que:

(t)dt,

TL

BT[¥ (2, ))e™*™] < [W]|ET[e=o™] < ] [ e,

onde py, (t) é a funcdo densidade de probabilidade relacionada com o tempo aleatério o, . Tendo
em vista que este processo de chegada é de Poisson com taxa A, conclui-se de [Jam81, pg. 371,
que:

Pro(t) = &%[Z E)\t)k—{e”i}

kxuky

Usando a férmula [~ the=Xtdt = (kD/(F+1) ¢ o fato de que A = @ + A, conclui-se que:

00 o< - —~
/ e Tp, ()dt = > [ (RtFTlem™ - MFe M) as
0

Portanto:

E7[¥(z)e™"] < v

Z

>t 2

[A

H\IJ[[% Z (%)L — 0, quando N~ = —oo.

Como Iy =+ Z quando N — oo e n foi escolhido arbitrariamente, finaliza-se a prova deste lema
a partir desta ultima expressio. O

5.4 O Problema P&E sem Custo de Set Up

De acordo com o Corolério 3.1 pode-se afirmar que a solucio do problema P&E com custo de set
up tendendo a zero, se aproxima da solu¢do do problema P&E sem custo de set up definido em
(1.6). Observa-se que, se g = 0, as hipdteses Cy, Cy e C; serao satisfeitas para qualquer 8 > 0,
enquanto que C serd satisfeita somente se § = 0. Em vista disto, os Teoremas 5.1 e 5.3 podem
ser estendidos ao problema P&E sem custo de set up e 8 > 0, enquanto que o Teorema 5.2 é
valido somente quando § = 0. J4 a estratégia mostrada no Coroldrio 5.1 nunca ocorrers neste
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problema com g = 0, enquanto que o resultado do Lema 5.5 serd valido para a situacéo estudada
aqui.

Os resultados seguintes mostram outras caracterizacdes para o problema P&E que serao
demonstradas somente quando o custo de set up é igual a zero. O primeiro generaliza o Teorema
5.1 para K > 1.

Teorema 5.4 Assume-se que ¢ = 0 e § > 0. Supde-se que existe o ndmero n” definido em
(5.2) com K > 1. Entdo a estratégia 6tima em cada nivel de estogue n < n* € produzir o itern
completamente.

Prova: Supondo K = 1 a prova é direta do Teorema 5.1. Para se mostrar este resultado para
K > 1 deve-se considerar que V' (z) satisfaca:

V{z) para z € 57, e {5.31)
V(zr), parazr €5 {(5.32)

De acordo com o Coroldrio 3.1 tem-se que V(z) = V(Z) ¥z € S quando g | 0 e portanto
V (z) satisfaz (5.31). Através dos mesmos argumentos da prova do Teorema 5.1, com a condi¢ao
(5.32) substituindo a condicdo (5.10), obtém-se a seguinte expressao equivalente & (5.19) com
g = 0, ou seja:
Vi{z) < NV1(z), z€ 8"

de onde se conclui que z € B. e V(z) = V(zr) = V{zg) = V(%) Yar € S*, mostrando-se (5.32)
o que conclul a prova deste teorema. o

A seguir mostra-se a existéncia de uma ordenagio do ponto de comutagao £,(0) (Fig. 5.3):

Lema 5.6 Assume-se que ¢ =0 e 8 > 0. Para n suficientemente grande pode-se afirmar que:
(i)
£.{0) < p(n) == max{& _x(0), k=1,...,£} {5.33)

(ii) Se B=0ep;>0Vk=1,... ¢ eviste um dnico ponto de comutacdo que satisfaz a seguinte
desigualdade:

‘gn-i-l (0) S ‘{_.:n (0)
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n4
n+3
n 2
T 1

Figura 5.3: Estratégia étima para “n” suficientemente grande (3 >0e £ > 1.)

Prova do item (i): Se p(n) =T o resultado ¢ direto j& que &,(0) < T, por Definicdo. Se p(n) < I,
pode-se afirmar através da Definicdo 2.1 que u}_,(€) = 0 no intervalo p(n) < £ < Tek=1,.. ¢
Portanto, em vista do Teorema 2.2, conclui-se que para cada nivel n tal que (n,&) ¢ Qs, a
seguinte desigualdade é satisfeita:

d
E«E—Vn_k(f) > —fB nointervalo p(n) < <N k=1, ....¢ (5.34)
de onde se obtém, para um ponto {n,&) € (g, o seguinte resultado:
> it
d

— A3
> ==, 5.35
zZ = (5.35)

d_gN VIE) =

>,>| S

para p(n) < { < T. Fazendo a mudanga de varidvel t = & — £ para & e £ € [0,T'] em (5.7) com
g = 0, conclui-se através do Coroldrio 3.1 que neste caso:

4

£
Ge [V, 0)(n, €) = [6 NN V](s) + 6] ds. (5.36)

Portanto, pode-se afirmar a partir de {5.35) e (5.36) que
Ge[V,0)(n. &) 2 0 para p(n) < £ < €' < T
Em vista disto e considerando o Lema 5.3 com g = 0, conclui-se que V,(£) = N, [V](¢) para

£ € [p(n),T']. Logo, a partir do Teorema 2.2 tem-se que u;(£) = 0 para o intervalo p(n) < & < T
e da Definigdo 2.1 pode-se afirmar que &,{0) < p(n).

Prova do item (ii): Supondo &,(0) < T, conclui-se a partir da Definicdo 2.1 e do Teorema 2.2 que:
un(§) =0, Vn(&) =0 e Vo(§) = NL[V](6) para & € [£,(0),T (5.37)

de onde se obtém que:

14
G = NVNO = 5 Yo pTas@ =0 parm €€ [u(0).T) (5.38)



—

5.5. NOTAS E REFERENCIAS 75
e como pr > 0. ¥k =1,...,f a equagdo (5.38) implica que:
V,_x(€) =0 para £€6,(0),T] etodok=1,... (. (5.39)

De (5.37) e {5.39) segue que:

£
N’n*l[vl(f) = %Zpk‘-/n——l—k(g) = (} para € € [fn({j)r}‘ (546)
k=1

Tendo em vista o lema 5.3, tem-se aqui que Vag14x{0) > Npui [V](T') para n suficientemente
grande. A partir de (5.36) com § =0, de (5.8) e {5.40) conclui-se que

Visl (5) = Nn+1[V](§) v§ € [gn(o):r}

e neste caso &n,41(0) < &:(0). O

5.5 Notas e Referéncias

. 5.1 - Para o problema P&E, observa-se em (5.1) que &£[g](z) = Zi Prgn-k(€). Considerando g indepen-
dente de n € Iy, as hipéteses Cy e C utilizadas no teorema 3.1, sao verificadas para um custo de set up
¢" que satisfaca §"(z) —ag’(z2) =8 < 0e§’'(z) 20V z € 5. Deste modo, g"(n,€) = B/a(e™ — 1)+
deve satisfazer Cy e Cy. J4 a hipdtese C; utilizada no teorema 5.2, é satisfeita quando ¢' satisfaz a
desigualdade g'(z) — ag{z) + 8 < 0; observa-se que g'(n, § ) = B/a(e® + 1)+ ¢ é uma fungio deste tipo.
Finalmente, a hipdtese Cy, necessaria ao teorema 5.3, é satisfeita para ¢'(z) < Oe g'(2) < (B-Xg"(2)) /A

5.2 - As caracterizacbes apresentadas nas segbes 5.2 e 5.4 sdo utilizadas para aumentar a eficiéncia do
procedimento recursivo desenvolvidos nos algoritmos 4.1, 4.2 e 4.3. Assumindo que as hipdteses B,
~Bs e (1 —Cy sejam satisfeitas, observam-se que os testes de otimalidade entre o custos de produgao e
intervencao efetuados pela equacgio {4.5), néo sio necessirios na regiao S*. De acordo com o Teorema
5.1, o custo nesta regido serd dado somente pela solugéo da equacio diferencial em (4.5) com a condigéo
de fronteira {4.6). Do Teorema 5.2 também se conclui que, na regiao S§'\ §*, basta o algoritmo encontrar
o tinico ponto de comutagio £,(0), onde a produgao deve ser paralisada, para se calcular a fungao valor
em Vi (£), € € [0,&.(0)) através da equagdo diferencial em (4.5) e obter Vo(£), £ € [£,(0),T] usando

a equacdo algébrica em (4.5). O algoritmo que explora estas caracteristicas da estratégia otima é
apresentado a seguir:

Passo 1 Considere N* e —N~ suficientemente grande e defina uma fungao arbitrdria Wo(z) € Cy(SU
J%}. Faca i = 1.
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Passo 2 Em 5%, resolva a e.d.o. :

Wilz) — AWi(z) + AE[Wica](z) + L(n) = 0 (5.41)

com a condic¢do final Wj(er) = 1:/171'“.1(2.’.5‘,1}/'\(./\/‘[T/Vr,;_l](21*)-§-g(zr))1 para zg = (n+K,0), zr = {n,T).

Passo 3 Em "\ §° calcule Wi(z) através de (5.41) com a condigio final Wi(zr) = i—1(zg), se
Wi.1{zg) < N(Zr) + g(zr). Neste caso nio haverd ponto de comutacio e v4 para o passo .

Passo 4 Se W;.1(25) > N(Zr) + ¢{zr) faga 2(0) = {n,0) e obtenha:
7= sup {s € [0,£*(z}) : G(z(s)) < 0}, (5.42)

onde G estd definido em (5.21)

Para t € [0, 7) determine Wj(z(f)) resolvendo (5.41) com a condicdo final
Wilz(7)) = NIWina](2(7)) + g(=(7)).

Para z € [7,1"(z)] faca Wi(2(t)) = N[W;_1)(2(£)) + g(=(t)).

Passo 5 Em 5" resolva a desigualdade variacional:
Wi(z) = [Wi(Z) + g(2)] ANTW_1](2) ¥z € §".

Passo 6 Retorne ao Passo 2 se [{W; — W;_.|| nao for suficientemente pequeno.

No passo 4 deste algoritmo, 7 define o instante de intervencio, e portanto &,(0) £{7). A partir do
Lema 5.3 e do Teorema 5.2, verifica-se que G; (2){V,gl{n. &) > 0 para ¢ € [£,(0),T] e Qt{ IV, gi{n, &) <0
para 0 < § < £,(0) e ¢ = £,(0) — £, de onde se conclui que 7 pode ser obtido através de (5.42).

5.3 - Urn algoritmo semelhante ao mostrado acima pode ser obtido para o problema P&E sem custo de

set up e 8 = 0, com exce¢do do passo 5, que deve ser eliminado, tendo em vista que W(z) = W(z).
Também o cdlculo de 7 seria dado por:

Tn = sup{s € [0, 7p—1) : 5[W-~_;](z(s)) < 0},

com z{0) =-(n,0) e £(mn) = £,(0), tendo em vista o Lema 5.6 (ii).

5.4 - No problema P&E sem custo de set up, néo foi possivel obter a caracterizacio do Teorema 5.2
quando § > 0. Uma das razGes ¢ que ndo se definiu com precisio o sinal da derivada de N,[V](¢) em
relagio a £ € [0,T]. Tendo em vista 0 Lema 5.2 com g = 0 e 8 > 0, pode-se afirmar que A,[V 1{¢; <0,
e portanto nada impede que esta derivada assuma os seguintes valores:

Nn[vuf){ S8 pemicnd),

2-B,  parafe(0,{),
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para algum & € (0,T) e 5 > 0. Neste caso, Ge [V, 0] dado em (5.36) pode assumir valores maiores
que zero € pode ser crescente com relagac a ¢ € [¢,T]. Para exemplificar, considera-se um ponto de
comutacio (,(1) € {0,&'), tal que

.o <0, vparaé € (¢.(1),T],
gn“/-,ol(fur) { >0, para£ c [O,Cﬂ(l)l

Neste caso, se Vpex(0) > Vu(T') conclui-se através do Lema 5.3 com g = O e do Teorema 2.2 que a
seguinte estratégia de produgao serd e- dtima

, _ [0, parag€0,¢a(l)];
un{l) = { 1, paraé e (C(1),T —¢l

Deste modo, pode-se conjecturar outros comportamentos da derivada NLIVI(E) que fornecam es-
tratégias do tipo:

un (£) = { 0, paraé€[0,¢u(1)] e £ € (€4(0),T]
" 1. para £ € (¢a(1),&:(0))-

Por outro lado, se 8 = 0, pode-se afirmar que & — Gg[V,0](n,§) € menor ou igual a zero e
decrescente em relagdo a & € [£,T], atingindo um valor constante quando £ > £,(0), ou seja, a partir
do tinico ponto onde ocorre a comutagio de u=1 para u=>0 (Fig. 5.4}.

Figura 5.4: Ge[V,0](n, &) com 8 = 0.

5.5 - Em [MW95] estuda-se a otimalidade de uma estratégia de investimento, denominada “Cutoff,” para
o problema da expansao da capacidade formulado no Capitulo 1. Esta estratégia é um caso particular
da estratégia TUC (vide Fig. 1.6, Capitulo 1}, sendo caracterizada por investimentos & méaxima taxa
quando o déficit de capacidade (n > 0) for acima de um nivel M e ndo investimentos quando o déficit
de capacidade for abaixo de M, ou seja:

= {3 1200

Em [MW95] os autores mostram a existéncia da estratégia Cutoff, assumindo que o custo de ca-
da projeto de expansio (&) seja uma varidvel aleatéria ilimitada (I" = oo), caracterizada por uma
distribuicio exponencial, e que o custo de déficit de capacidade n — L(n), n > 0 satisfaca:
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Lin+ K) - L{n) >—f}f ¥ > 0,

onde 7 € uma constante que representa a taxa de azar do processo §; definida em {1.16). De acordo
com [DDSV87], conjectura-se que a estratégia Cutoff poderd existir no problema P&E quando o custo
n -+ L{n) decrescer suavemente para n < n*, permanecendo num valor constante para os niveis n > n*.
O que se pode afirmar. no entanto, é que a estratégia TUC nfo serd 6tima na seguinte situacio:

Lema 5.7 Supd-se queg =0, 8> 0 e L(n) < L{n-+1) Vn > n*. Em qualquer nivel n > n* a estratégia
u(z) = 1 na vizinhanga de zr e u(z) = 0 ne vizinhanca de zy, ndo é candidata a estratégia dtima, onde
zr=(nT) ezg=(n+ K,0).

Prova: Por otimalidade tem-se que V(zr) < Vi{zg) e V(zr) < N{V}{zr). Supondo que L{n) < L(n +
1) ¥n > n* obtém-se na fronteira J% a seguinte desigualdade:

Me[V(zr) + Lin) _ AeWV](z) + Lin+ K) _

Vizr) S N[Vi{zr) = 5 >

[Vi(2s), (5.43)

para zr € §'\ 5. Supondo que a estratégia mencionada seja 6tima, obtém-se:

Vier) = Vizp) = N[V]{z),

0 que é um absurdo em vista de (5.43), concluindo a prova deste lema. =




Capitulo 6

Resultados Numéricos

Neste capitulo apresentam-se exemplos numéricos dos problemas de P&E, cujos pardmetros estao
mostrados na Tabela 6.1. Em cada um dos casos considera-se que o tamanho do lote pedido por
cada cliente tenha distribuicdo binomial, pg = (0.0417 + 0.540) /K1~ k)!, k=1,...£ef=3

Nas secoes 6.1 e 6.2 discutem-se vérios tipos de solugoes encontradas para os problemas P&E
sem custo de set up e com custo de set up, respectivamente. Na se¢iio 6.3 comparam-se as taxas
de convergéncia dos procedimentos recursivos apresentados no capitulo 4, ou seja, os Algoritmos
4.2 | 4.3 e 4.4. Nio se inclui o algoritmo 4.1 nesta comparacao porque este ¢ um caso particular
do algoritmo 4.3 quando o custo de set up tende a zero.

79
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6.1 Problema P&E sem Custo de Set Up

Para o caso A (8 = 0) nota-se a existéncia de estoques mais elevados do que no caso B {3 > 03.
Quando o nivel de estoque atinge um certo valor, verifica-se em ambos os casos que a producio
do item deve ser paralisada num tnico ponto de comutagio (0 < &,(0) <T).

n

S
g

S U PO

e et e e

& =1 ———
5

4 U--'-""G .......
3

2

i

Lf]

. T ¢

-2

Figura 6.1: Estratégia de producdo para o caso A

wh

[T TR & U R

]
[

Figura 6.2: Estratégia de produgdo para o caso B

Para os casos A e B, o algoritmo detecta, nos respectivos intervalos 1 <n <del<n < 2,
que a solucdo é caracterizada por paralisagoes da produgéo na fronteira Z x I'. De acordo com a
nota 2.3, adota-se nestas regides as estratégias e— Stimas u,(€) = 1 para& € [0,T—¢) e un{§) =0
para £ € [T — ¢, T}, onde € > 0 é um ndmeroc suficientemente pequeno, conforme mostram as
Figuras 6.1 e 6.2.

Nos casos A e C {Figuras 6.1 e 6.3) pode-se comparar o efeito do aumento do lote de itens
(ou projetos) produzidos.
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w B

~1

Bt R o e o b W o

Figura 6.3: Estratégia de producio para o caso C

Situacdo onde hd mais de um ponto de comutacio:

Dentre os exemplos mostrados na Tabela 6.1 sem custo de set up, somente os casos A e C
satisfazem as condicOes do Teorema 5.2 com g =0 e # = 0. A maioria dos resultados numéricos
estudados com § > 0 e g = 0 apresentou uma caracterizacio semelhante ao do Teorema 5.2
(estratégia FRD). No entanto, encontrou-se uma situagio como a da Fig. 6.4, onde se observa
a existéncia dos pontos de comutacio do tipo (,(1) e £,(0) para o nivel n = 0.

Figura 6.4: Estratégia de producio para o caso D.

Situacdo onde ndo existe o niimero n* definido em (5.2):

Nos casos A, B, C e D pode-se encontrar o nimero n* definido em {(5.2) com g = 0 e, de
acordo com o Teorema 5.4, deve-se produzir completamente o item na regifo n < n* = —1, para
os casos A, B e D, e na regidio n < n* = ~6 para o caso C. Observa-se que nos casos E ¢ F
ndo é possivel encontrar n* tal que L(n) — L(n + K) > Z(n) = f(e*’ — 1} = 5 para n < n*.
Mesmo assim a solu¢io encontrada na Fig. 6.5, é produzir em todos os pontos abaixo de —1 e
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nic produzir em nenhum ponto acima de —1. Esta estratégia ¢ denominada “cutoff”, de acordo

’ com 0s comentarios na nota 5.5. J& na Fig. 6.6, observa-se que o étimo € nao produzir na
vizinhanca de (n,0), n < —1; caso a producao do item j& tenha sido iniciada, deve-se paralisar
a sua producdo somente apds este item ter sido acabado (estratégia IUC).

n
| I OO U S A
O e erieae e,
-1
T £
-2
3
-4
Figura 6.5: Estratégia de producao para o caso k.
n
| USSR PP PPN
L4 OSSP
= I R
T £
2
P
4 |
Figura 6.6: Estratégia de produgio para o caso F.
6.2 Problema P&E com Custo de Set Up
Nas Figuras abaixo, a linha pontilhada indica a estratégia de intervencao (nao intervencdo) no
subconjunto S’ (§”) e a linha cheia indica o caso contrario.
Sa’ Sll
n n
B b T B e
B I U OO SO P
12 S
X U U PP
2 | ccmmemeerm——————r—— - - * ~ 24 O PP
t 1 femeartstmmmmm < = £+ e et e e e
-? - £ ? ........ - 3
¢ 2 ~z.. 2

Figura 6.7: Estratégia de produco para o caso G.

No caso G existe o nimero n* = —1 definido em (5.2) e os dados do problema satisfazem
as condicdes C; e Cy. Neste caso observa-se na Fig. 6.7 uma solugdo com as caracteristicas
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apresentadas nos Teoremas 5.1 e 5.2, ou seja, a estratégia G6tima é produzir completamente o
item na regiao 5" e intervir no maximo num tnico ponto de comutagio em S\ $*. Para que n*
exista neste caso, deve-se ter 7 < 1.

S!
1 n
S s
4 4
3 k)
3 2
i t
] g £
1 v -1
2 . -2

Figura 6.8: Estratégia de producio para o caso H.

No caso H, os dados satisfazem C; e C5, esta dltima com desigualdade estrita, e observa-se
na Fig. 6.8 a existéncia de paralisagbes proximas & fronteira, nos pontos £.(0) = T — ¢ para
n > 0, conforme mostrou o Corolario 5.1

51 g

n n

L3 OO a5 Fe e

A A e

3 e ——_— T U

2 O OO

Tl I S RSN

i E A —_— e

hl ]

.1 r B SO ESRUR v
B L SRR

3 < 3 ’

Figura 6.9: Estratégia de producio para o caso 1.

5/ S
n n
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g | B e
7. e — I T SRRSO
6 1. . 6
b R 5
4 4
3 3 e
2 A T—
1 1
0 i
; . g B T £

*

2 - 2

Figura 6.10: Estratégia de producdo para o caso J.

No caso I néo existe o nimero n* definido em (5.2) e verifica-se na Fig. 6.9 que nio se
deve iniciar a produgao do item em S’ para qualquer n < 3; no entanto, observa-se que o item
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deve ser completado desde que a sua producdo ja tenha sido iniciada {estratégia IUC). Em 5"
verifica-se na Fig. 6.9 que a estratégia de interven¢do nunca é d6tima em todos os pontos deste
subconjunto, mesmo para valores de estoque muito negativos (n = ~1000). No caso J os dados
do problema nfo permitem obter o nimero n* e as condigbes C; e Cp néo sao satisfeitas; no
entanto, observa-se na Fig. 6.10 que, para n < 3, a estratégia 6tima ¢ produzir completamente
o item e para n > 3 a estratégia é do tipo IUC.

A respeito do efeito do pardmetro 8 na solu¢do do problema P&E com set up, observa-se no
caso G que, se 3 > 17, a solucio comega a ficar parecida com a do caso I, ou seja, 0 nivel n*
nio vai existir. Quando 4 < 2 no caso I, o niimero n* continuard a nio existir, mas a estratégia
em S’ muda para producio completa do item em todo n < —1; enquanto que em 5" a estratégia
também se modifica para a intervencio em todo ponto n < —1. J& no caso J, quando 3 > 30, a
estratégia de produgdo tende a ficar parecida com a do caso L.

6.3 Comparacao dos Procedimentos Recursivos

As comparacdes efetuadas nesta se¢do foram obtidas para os casos numéricos G, K, L e M
da Tabela 6.1. Considerou-se que o espaco de estado do problema P&E seja dado por S =
(0,2) x {146, ..., 54}, ¢ assumiu-se que a fungo valor satisfaga as condicoes de fronteira dadas
por Voq146(€) = Vaa(€) = || L(n)/all, € € [0,2]. Para cada iteracdo ¢ = 1,2,..., definiu-se o erro
de convergéncia das sequéncias (3.33), (3.39) e (4.9) por |Vi(z) — Vier(2)|l, IWilz) — Wi (2)]]
e ||[Ui(z) -~ Ui-1(2)}], respectivamente. Nas simulagdes mediu-se o tempo de processamento num
computador do tipo PC com CPU 486-50 MHZ e contou-se o nimero de iteragGes necessarias pa-
ra que os algoritmos 4.2, 4.3 e 4.4 tenham um erro de convergéncia igual a 0.02. Em cada Tabela
abaixo indica-se por I e T o nimero de iteracdes e o tempo de processamento, repectivamente,
considerados como referéncias.

b

Tabela 6.2: Algoritmos 4.2, 4.3 ¢ 4.4 para o caso G
I=39eT =69 seg.

Algoritmo | Ntumero de Iteragdes | Tempo de Processamento
4.2 (1:1) (1:1)
4.3 (1:0.74) (1:0.76)
4.4 (1:0.35) (1:0.37)

Nas Tabelas 6.2 e 6.3, compara-se a velocidade de convergéncia dos algoritmos 4.2, 4.3 ¢
4.4 quando inicializados por uma mesma funcao igual a ||L{n)/al|. Observa-se que o numero
de iteracdes e o tempo de processamento necessirios para a convergéncia dos algoritmos 4.3 e
4.4, propostos nesta tese, s3o menores que os encontrados no algoritmo 4.2. Inspecionando estas
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‘Tabela 6.3: Algoritmos 4.2, 4.3 e 4.4 para o caso K

I =244 e T = 431 seg.
Algoritmo | Namero de Iteracdes | Tempo de Processamento
4.2 (1:1) (1:1)
4.3 (1:0.63) (1:0.63)
4.4 (1:0.38) (1:0.38)

duas tabelas, também se observa que o esforco computacional necessirio para resolver o caso
G (@ = 0,3) é bem menor que o esfor¢o gaste com o caso K (com & = 0,05) tendo em vista

que a taxa de convergéncia é inversamente proporcional ao fator de desconto, conforme mostra
a expressio (3.20}.

Tabela 6.4: Algoritmo 4.2 para o caso L
| I=217 e T = 319 seg.

Inicializacdo | Nimero de iteracies | Tempo de Processamento
FV(K) (1.1) (1.1)
L(n)/a (1:1) (1:1)
| L{n)/«| (1:1.06) (1:1.06}

Tabela 6.5: Algoritmo 4.3 para o caso L

I=57TeT =84 seg.

Inicializagao | Numero de iteracdes | Tempo de Processamento
FV{K) (1:1) (1:1)
Lin)/a (1:2.66) (1:2.65)
IL(n) /ol (1:2.7) (1:2.7)

J4 nas Tabelas 6.4, 6.5 ¢ 6.6 compara-se o tempo de processamento dos algoritmos 4.2, 4.3
e 4.4, respectivamente, em relacido as diferentes formas de inicializacdo destes procedimentos
recursivos. Estas comparagdes foram obtidas resolvendo-se o caso L, que difere do caso K apenas .
no custo de set up. Denota-se por FV(K) a funcio valor obtida no caso K. Observam-se nestas
Tabelas que a inicializagdo com a funcio FV(K) é a que fornece o menor esforgo computacional,
e portanto esta funcdo deve estar mais préxima do custo 6timo do que as fungdes L{n)/o e

IL(n)/ed].
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Tabela 6.6: Algoritmo 4.4 para o caso L

I=24eT =41 seg. :

Inicializagde | Nitimero de iteracdes | Tempo de Processamento |
FV(K) (1:1) (1:1) |
Lin)/a (1:3.63) {1:3.12)

L(n}/all (1:3.88) (1:3.88) |

E interessante comentar que, em todos os casos estudados, o algoritmo 4.2 sempre convergiu
para uma mesma fungéo, independentemente de qual seja a fungdo dada na etapa inicial do
procedimento. Isto indica que o operador L, definido em (3.31}, tem a caracteristica de um
mapeamento contrativo, apesar de nao ter sido demonstrado este fato. Finalmente, observa-se
nas Figuras 6.11 e 6.12, respectivamente, uma ilustracio da funcgio valor dos casos L e M, onde
a linha cheia (pontithada) é a funco em S' (S").

1000

950

900}

TO0H

850}

800

-2

Figura 6.11:

4 & 5 0
Estoque

Funcio Valor para o caso L (o = 0.05)

Nas Figuras 6.11 e 6.12 pode-se dizer que havera intervengio de S” para 5’ quando a linha cheia
estiver abaixo do pontilhado, enquanto que a intervengdo serd de 5! para S”, quando a linha
cheia estiver acima do pontilhado. Na regifio onde o estoque é menor que —1 verifica-se que
V(%) < V(Zr) e V(ar) = V(z) onde 2r = (n,I') e 25 = {n+1,0).
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140

o0 Valor

N
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20F

3 ”y -2 0
Estoque

Figura 6.12: Funcgéo Valor para o caso M (& = 0.5)




Capitulo 7

Conclusoes

Nesta tese estudou-se dois tipos de problemas de controle de uma classe de PMDPs. O primeiro
é uin problema de controle 6timo continuo, do tipo “bang-bang,” cujo vetor de estados é consti-
tuido por varidveis continuas e discretas. O segundo é um problema de controle impulsional cujo
espaco de estados ¢é formado por duas cdpias de um mesmo conjunto. Numa regido a trajetéria
deterministica possul velocidade nula, e noutra regido a trajetéria é genérica. Estes problemas
sao adequados para modelar sistemas de P&E, Expansao da Capacidade e Filas Controladas com
Servidor Removivel.

Demonstrou-se que os operadores associados aos probiemas de controle continuo e impulsio-
nal desta classe de PMDPs tém caracteristicas semelhantes. Uma delas é que estes operadores séo
mapeamentos contrativos, e a outra é que eles tendem a se igualar quando o custo de intervencéo
tende a zero. Considerando estes fatos, fol desenvolvido um tinico procedimento recursivo {Algo-
ritmo 4.4) para obter a solu¢do destes problemas, o qual ndo necessita da restri¢ao de inicializacio
encontrada no procedimento utilizado para resolver problemas gerais de controle impulsional do
PMDP (Algoritmo 4.2). Demonstrou-se também que o procedimento proposto possui uma taxa
de convergéncia maior do que este procedimento geral. Usando uma técnica alternativa de se
atualizar a funcdo custo de cada iteragido, provou-se que é possivel acelerar mais ainda a taxa
de convergéncia do método proposto, desde que o espago de estado seja constituido por uma
mistura de varidveis inteiras e continuas, como é o caso do problema P&E e os modelos andlogos
a este. Resultados numéricos mostram este fato, mostrando que o tempo de processamento do
algoritmo proposto é aproximadamente 1/3 do tempo computacional gasto com o algoritmo geral.

Também nesta tese desenvolveu-se uma andlise qualitativa da solucdo de uma classe de pro-
blemas P&E com demanda aleatdria, producio em lotes e decisGes preemptivas da produgao.
Quando o custo de estoque e déficit de estoque é uma funcio estritamente convexa, determinou-
se as condic¢Oes para a existéncia de um nivel de estogue n*, abaixo do qual a estratégia étima
é produzir completamente um item. Portanto, a solugdo do problema pode ser determinada por
um procedimento que realiza testes de otimalidade somente na regiao acima de n*. Nesta regido
mostrou-se que a estratégia étima é produzir completamente o item ou nao produzi-lo, ou ainda,
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produzi-lo parcialmente com no méximo um dnico ponto de comutacio do tipo £,(0), ocorrendo
no instante em que a produgdo do item ¢ paralisada (estratégia FRD).

Se o custo de set up g € malor que zero, este liimo resuitado é vélido para o problema P&E
quando o parametro §, associado & taxa de produgio, for maior ou igual a zero; e quando g = 0
este resultado s6 é vdlido para § = 0. No caso em que ¢ = 0 e £ > 0, notou-se nos resulta-
dos numéricos estudados que ocorria um Unico ponto de comutacio do tipo &, ou ¢,, mas néo
observou-se nenhuma situagdo com muiltiplos pontos de comutacio, como indicado na Definicao
2.1. Provou-se também que no caso em que ¢ = 0 e 3 > 0, a estratégia ITUC nio poderd existir
na regiao onde o custo de estoque é estritamente crescente.

A partir destas caracterizagbes, demonstrou-se que a solucio do problema P&E com capacl-
dade de armazenamento e déficit de estoque limitados, aproxima-se do respectivo problema com
capacidade ilimitada, & medida que os extremos do espaco de estados se tornam suficientermentes
grandes. Todos estes resultados podem ser aplicados diretamente ao problema da expansio da
capacidade formulado no capitulo 1.

Para futuros trabalhos nesta linha de pesquisa, propée-se a seguir dois problemas de “sche-
duling” que podem ser resolvidos a partir das idéias desenvolvidas nesta tese:

O primeiro, proposto na secdo 5 de {DDSV87], é um problema de expansio da capacidade
com J projetos diferentes, cada um com capacidade K; a um custo fixo [;7=1,...,J Neste
caso, o estado do processo é (n,€,7), onde j indica o projeto que estd em construgao e O espago
de estado é a unido disjunta S = UJ_,{Z x [0,T;)). No interior do espaco de estado pode-se
paralisar o investimento em qualquer instante, mas somente na fronteira ativa 0% deve-se decidir
qual o proximo projeto que deve ser construido.

O segundo é um problema de “scheduling” num sistema de manufatura flexivel, capaz de
produzir dois tipos de itens diferentes. Neste sistema produz-se um item a cada vez e a demanda
associada a cada item forma um processo de Poisson com taxas ;i = 1,2. Seja n = [n1 7]
e =[& &|.& € [0,Ty] vetores que indicam o nivel de estoque/déficit de estoque e a pro-
gressao da produgdo de cada item do tipo ¢ = 1,2. O objetivo é determinar uma sequéncia de
intervengoes 71, 7y, . .. pertencentes & classe de intervengdes admissiveis IT, que minimize o custo
médio descontado, ou seja:

V(z) = inf E""{/ ~*h(z, ds—E—Ze “%g(z,-, 2r) } (7.1)

well

onde z = (ny,&;). Este modelo difere daqueles encontrados em [ZZ90] e [YZ97], pelo fato de que
a producao de cada item pode ser paralisada em qualquer instante, mesmo que um item ainda es-
teja incompleto, a fim de produzir um outro item que esteja sendo mais requisitado pela demanda.



Conclustes 9_%

Sejam as copias S, 5" e S tais que § = S U 5" U 5", e considere que em S’ somente
sdo produzidos itens do tipo 1, em S” s6 se produz itens do tipo 2 e que em 5" ndo se produz
nenhum destes itens. Serd visto a seguir que o problema de dois itens acima pode ser tratado
de forma andloga ao problema FP;, desde que se considere que, apds uma intervencio que leve o
estado para o subconjuntos S’ ou S”, uma outra intervencio sé poderd ocorrer apds um item ter
sido completamente produzido.

Seja K (z) o conjunto destino de intervengdes a partir do estado z € S, definide por:

z,Z}, seze S'ouze S,
Kz} := lz, 2} » (7.
{z,y}, se z € 5.

ondez e S"ezeS"seze8 ouzeSezeS"seze S Eseze 8" temsequexs €S
ey € 5" Isto quer dizer que z, y e Z sido pontos correspondentes nas cépias. Para z € S e
qualquer ¢, ¥ € Cy(S U FL), defina os seguintes operadores:

-1
b
S

, (K[ol(z) + g(z, 2)) A (N[B)(Z) + g{z, 7)) para z € §'US",
Wz} = )
M) {m@](:c) +9(2,0) MKl +9lz)  paraze 5 =
i tATy
Rufe v(e) =5 | e s £ e gler ) Lo -
+e %b(zz-)li{tr:ﬂ}},
Rlo,¥)(z) = inf Rye, ¢](2) (7.5)

0<t<E*{z)

onde K[¢] e N{¢] estdo definidos em (3.4) e (3.17). Assim como em ( 3.15)}, deve-se definir o
seguinte operador:
Rig, M[¢]](z), paraz € S'U S

Plél(z) =

(Plel(z) + g(z,2)) A (Plly) + 9{z v)) ANTG)(z), paraze S”ezye K(z).
(7.6)

No Apéndice E prova-se que P? é um mapeamento contrativo sobre Cp(SUFE). Desta forma,
é possivel demonstrar a partir dos resultados gerais de controle impulsional do PMDP, que a
funcao valor em (7.1} é 0 1nico ponto fixo do operador P.

Para tratar computacionalmente sistemas de manufatura complexos como este, além dos
procedimentos desenvolvidos aqui, € necessirio recorrer a algoritmos do tipo apresentado em
[JL94] e a outras técnicas de programagio, tais como processamento paralelo. De fato, esta
técnica pode beneficiar o algoritmo 4.4 apresentado no Capitulo 4, tendo em vista a forma
conceitual com que o mesmo foi desenvolvido, executando os cdlculos em cada iteracio de maneira
assincrona.
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Apeéendice A

Propriedades do PMDP

Uma propriedade importante do PMDP utilizada nesta tese é apresentada no seguinte Teorema:

Teorema A.1 [Dav93, Teorema 22.5, Capitulo 2] O PMDP ¢é um processo de Markov Forte
homogéneo no tempo, ou seja, para z € S, ¢ quaisquer fungdes mensurdveis e limitadas ¢ : S — R
verifica-se gque:

Eziﬁb(zT‘#s)l{T(oc}!FT] = Ez;n{@(zs)ﬂ{T<oo}]a (Ai)
onde E € o valor esperado, T' ¢ uma varidvel aleatdria que define o instante de ocorréncia de um

evento (tempo de parada), Fy € a o— dlgebra gerada por z,, s <t e L4y € a funcdo indicadora
do conjunto A.

Consideram-se as seguintes definicdes:

Definicdo A.1 (Gerador Estendido) Seja D(A) o conjunto de funcies
¢ :SU0sU{A} — R, mensurdveis e limitadas com a seguinte propriedade: existe um operador

Alpl mensurdvel e limitado, tal que t — A[@](xz;) seja integrdvel a lebesque para cada z € SUJg
e satisfaca:

E,[¢}(z) = ¢(z) + E, /Gt Ald)(z;) ds, Férmula de Dynkin. (A.2}

Denota-se por A o gerador estendido do processo z; e por D(A) o seu dominio.

Definicao A.2 Uma fungio ¢ : SU0Os — R € absolutamente continua se, para todo intervalo
finito [a, b} e e > 0, existe um & > 0 tal que:
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se 3 (b —a) <8 entdo Y i |o(b;) — d(as)] < ¢

para quaisquer intervalos disjuntos (a;, b;) i =1,2,...,n contidos em [a, b].

Teorema A.2 Se ¢: SU s — R € absolutamente continua, entdo ¢ € diferencidvel em quase
todos os pontos z € SU Oy com ezcegdo de um conjunto de medida de lebesque nula.

A seguir caracteriza-se o gerador estendido do PMDP.

Teorema A.3 [Dav93, Teorema 26.14, Capitulo 2] O dominio D{A) do gerador estendido do

PMDP, é a classe de fungdes ¢ : SU s U {A} — R mensurdveis e limitadas, que satisfazem as
sequintes propriedades:

p: Para cada z € S, t — ¢(p(x, 1)) € absolutamente continua no intervalo [0,1*(z};

po . Para cada z € 8%, a seguinte condicdo de fronteira € observada:

/ o(y)pl{dy; z).

C > < l|¢(zr,) — @(zT Il € integrdvel para alguma sequéncia de varidveis aleatdrias T,
satisfazendo T, = oo g.c. quando n — oo,

Para cada ¢ € D{A), o gerador estendido A[é] é dado por:

Ald)(2) = x[8](2) + Mz) / [6(y) - $(2)]uldy; 2), (4.3)

5

onde x € o operador campo vetorial satisfazendo:

o(p(t,2)) — ¢(2) = f@ t x{](e(s, 2)) ds.




Apéndice B

Resultados de Programacao Dindmica para o Problema F,
B.1 O Operador de k— Saltos

Seja o operador T.F := TFo TF 1k =1,2,..., resultante da composicdo k vezes do operador de
“ um salto.” Considera-se a seguinte sequéncia de varidveis aleatérias:

T, =0,
Ty =inf{s>0:n,#ng}

T, = inf{s > Tioq g ?—L- nTk—-i}

Lema B.1 Parcaue U

(i)
T

k Z) = F _at~zt7t —aT} 7, : )
TH)(2) E{/ e flzpyue)dt + ¢ qsm} (B.1)

(ii)
THG(2) = inf TH10](2).
Prova do item (i): Em vista de (2.1) e da defini¢do dos instantes de salto 77 e T, pode-se escrever:

T ;
T2(8)(z) = B { | e e e ](ZTJ} . (B:2)

Como o processo estocdstico em estudo € um processo de Markov forte homogéneo no tempo,
obtém-se a partir da propriedade de Markov forte e a propriedade da esperanca condicional
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(EIE(X|G)|H] = E[X|H], H C (), a seguinte expressio:

Ex {e™ " Tul¢](zr,)} =

Ty _
= EV {e“aT‘ E*{ e~ o wy) dt + e D g o )}m}

T
= E;{

onde F; ¢ a filtragem do processo z, = (ny, &). Associando (B.2) e (B.3) chega-se & expressio que
se deseja provar no item (i), considerando k£ = 2. Portanto, por inducioprova-se este resultado
para k > 2.

T
/ e_at.f(zt: ut) di + emaquﬁ(ZTz)} :

Ty

Prova do item (ii): Primeiramente, considera-se uma sequéncia de controles e—minimizantes
{u/ . j=0,1,2...} pertencentes ao conjunto U, tal que

inf 73(¢)(zr,) = Jim 7o [B](21) — ¢,

para um nuimero € pequeno. Como Ty, [¢](2zn,) é uma sequéncia de varidveis aleatérias limitadas,
conclui-se do Teorema da convergéncia limitada que:

g (i Tofo] (er,)} =
E: {}iﬂ Tuil¢{zr,) — 6}
= lim Y {Ty[¢)(n)} — e =

= inf B2 {T.[6](en)}
De forma andloga & expressao (B.2), calcula-se:

T _
Ta[éf’](z) = ifjfE: {/ﬂ e fz,u) dt + €70 igfﬂ[él(zﬁ)} : (B.3)

Tendo em vista {B.3), retira-se o infimo de dentro do valor esperado da expressio (B.3).
Assim, usando a propriedade de Markov forte e a propriedade da esperanca condicional e proce-
dendo com os mesmos argumentos usados na prova do item (i) deste Lema, pode-se demonstrar
a expressdo do item (ii) para k=2. Por indug¢do, mostra-se este resultado para k > 2. 0
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B.2 Mapeamentos Contrativos

Definicao B.1 Diz-se gue o mapeammento G : B{S U J;) — B(S U J;) ¢ wm mapeamento
contrativo sobre B(S U 0%), se para qualquer ¢g, ¢ € B(S U 0%),

1G1go] ~ Glolll < [l — anll,
e G é um mapeamento p—contrativo se

1G] — Glaulll < pllgo — ol

para algum 0 < p < 1.

B.2.1 Prova do Lema 2.6

Sejam T} e Tg. k= 1,2,... duas sequéncias de saltos de z; = (n,&;) no interior do espago de
estados S e na fronteira de S (Js), respectivamente. Serd demonstrado que existe um numero
p, 0 < p < 1que éindependente de u € U, tal que:

726" = Tie"|l < plid" — "I,

para qualquer ¢’ e ¢ pertencentes a B(S U ds), onde || - || indica a norma 'sup’ sobre SU 8s. A
prova utiliza, numa forma mais simplificada, os argumentos de [Dav93], Proposicio (46.17) e pg.
179. Do item (i) do Lema B.1:

7ol = { [

T
e™ flz, ) dt + e“O‘T2¢(zﬁ)} : (B.4)

Portanto:

726" — T2l = IEYe (¢ () — ¢ (2n))]
< sup B le™ ¢ — ¢

e deve ser demonstrado que sup, Efe™72] < p < 1. Em primeiro lugar observa-se que Ty =
min{T?, 7!}, onde T{ = t:(2) e T§ é uma varidvel aleatéria exponencialmente distribuida com
taxa A(z,u) = 6(z) +u-n(z). Tendo em vista que ¢%(zr) = 0, conclui-se que sup, E*[e7°T} = 1.
Nota-se que T3 pode ser escrito da seguinte forma:

— 7/ i
T = Tilggery + Ty erian)

1 i
+ T Ly erjery + o lizgeryy:
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ou seja, Ty > min{7J,7¢} > min{l", 77}. Logo:

Eyle®?] < ErleTiN] = E;[E_mzl{i*fd}} + E} e Lipingy]

r Zz ULs - -

r - _ -
< ﬁ/ {a+ A(z(s), uls)) e~ Mezw) gg 4 g=AT 20} P (1 = p)eMD=w)
Jo

< 1,

tendo em vista que I’ > 0, o que conclui a prova deste lema. O

B.2.2 Resultados Auxiliares a Prova do Teorema 2.1

O primeiro é o Teorema do ponto fixo de Banach, cuja demonstracao pode ser obtida em [Lim93].

Teorema B.1 Seja X wum espaco méirico completo e T™ : X — X uma contracao pare algum
m 2> 1. Entao eziste wn dnico T € X tal que T[Z] = T e qualguer que seja Tg, o sequéncia
{zr, b =1,2,... }, onde 24y = Txy), converge para 7.

Relembre que Cy(SUJ%) é o espago de funcdes reais, continuas e limitadas sobre S U d5 com
a norma “sup.”

Lema B.2 Cy{(SU3%) € um espaco de Banach.

Prova: Considera-se uma sequéncia de Cauchy {g,} C C3(SU8}), isto é, dado € > 0 exite ng € N
tal que, se m, k > ng entdo {|gm — gefl < ¢. Portanto, para todo 2 = (n,£) € SUFL e m, k > ng,
verifica-se que:

lgm — q] < e (B.5)

Fixando-se arbitrariamente z, nota-se através de (B.5) que a sequéncia {g,(z)} é de Cauchy
em R. Como R é completo, para cada z € S U 0% existe o limite desta sequéncia. Anotando-se
chlim gx(z) = q(2) € R define-se um mapeamento g : SU 35 — R que é também o limite pontual

— G0

da sequéncia {g;}.

Agora se demonstra que g; — ¢ uniformente sobre SU8%. Fazendo m — oc em (B.5) conclui-
se que, dado e > 0, existe ng € N tal que se k > n, entdo |¢(2) — g(z)| < € para todo z € SUo%.
Logo, gx — ¢ uniformemente na norma “sup”. Como {gs} C Cy(SUTE), conclui-se da Proposicao
14 de [Lim93] que ¢ € C,(S U 8%). O
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Lema B.3 Seja V(2) = limy_o T¥[0](2), onde ¢ satisfaz A;. Entdo V = V.

Prova: Para u € U, define-se a funcéo V), : S Uds — R por:

V, = lim T*[4). (B.6)

kE—00

Tendo em vista o Teorema B.1 e os Lemas 2.5, 2.6 e B.2, pode-se dizer que o limite acima
existe e é Unico para qualquer ¢ € Cp(S U 3%, e além disto V, € C,(S U J5). Dado um nimero
£ > 0 qualquer, é sempre possivel encontrar um controle e—6timo ue do tipo “bang-bang” tal
que:

V< TV (B.7)

T VI<TV]+eé=V+Eg (B.8)

onde V = TIV| tendo em vista o Lema 2.6, Observando que 7, é um operador mondtono,
conclui-se através de (B.7) que:

Te V] < TRV,
e tendo em vista que:

ITEV] = T VIl < 17V = VI, (B.9)

chega-se, através da desigualdade triangular, & seguinte expressao:
Em vista disto, e considerando {B.8), determina-se:

TiV € TV + <V +2e (B.10)

A partir do Lema 2.6 e da desigualdade triangular, escreve-se:

Too V] = TLlTa VI < TalVl+ Bu TV - VI, (B.11)

para 0 < 7, < 1. De (B.10) e {(B.11) chega-se as seguintes expressdes:

TVl £ TalVl+2p.¢
< V+(1+75,.)2%

Repetindo-se o raciocinio anterior, conclui-se para todo k& > 2 que:

TEVI SV + (14 Pu+...+ 712
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Tendo em vista(B.6) e o Lema 2.6 pode-se escrever:
Vie = lim T2¥[¢] = lim TH*V] <V +e, (B.12)
koo F k—oo F

onde ¢ = =t—&. Para qualquer ¢ € C,(S U &%), usa-se a expressdo do item (iii) do Lema 2.4

para se obter, através do principio de otimalidade, a seguinte desigualdade:

Y = lim T%[¢] < Jim T8 = V.

k=00

Portanto,
C ifV = U
V< ig{f;ﬁu V, (B.13)
onde a igualdade em (B.13) ¢ obtida tomando o limite k¥ — oo em (B.1) para em seguida obter

o infimo. Por outro lado, usando (B.12), chega-se & desigualdade:

V<V, < Ve (B.14)

Logo, de (B.13) e (B.14) conclui-se que ¥V = V e este Lema estd provado. 0

B.3 A Equacao de H-J-B para o Problema P.

As condigOes necessdrias e suficientes de otimalidade do problema P,, também podem ser obtidas
através dos resultados de [FR75] e [FS93]. Seja z, = (ns, &), z = 25 = (n, €} e consideram-se as
seguintes ProposigOes:

Proposigao B.1 Se eziste umn controle étimo u* € U, que resolva (1.25), entdo a funcdo valor
V' satisfaz o equacdo de H-J-B:

min ue[[;,u{AuV(Z) — QV(Z) -+ f(Z) -+ ,B’LL} - O, (815)

com a condigdo de fronteire (1.24), para q.t. z € S ondew: S — [0,1] € uma fungdo que satisfaz:

w= %—i— £ elo0,1). (B.16)

Prova:Define-se f(z,u) := f(z) + Bu. Para qualquer controle u € U e t € (0, 00), seja:

ui.: Us, GSSSta
' Uy, $>t
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Do principio de otimalidade de Bellman, pode-se afirmar que:
1 gel
V(z) < B / e ([ (20, us) ds + e / e (Fz,17)) ds). (B.17)
0 St

Aplicando as propriedades da esperanca condicional e de Markov forte em (B.17), chega-se
a seguinte expressao:

Viz) < B [ e (F (2, us) ds + e~V (20)}.

Multiplicando-se a desigualdade anterior por -1 e somando ambos os lados da expressdo resultante
por E_";‘lV(zt), conclui-se que:

EXV(z) = V() 2 —EX'{ / 670 (25, u,) ds + V(2) (1~ =)},

Dividindo os termos da expressfo acima por t e fazendo ¢ — 0% obtém-se:

APV (z) = lm (B¥ V{z) — V(2)) > —f(z,u) + oV (z).

t-+0+

Como u' é arbitrério, a igualdade na relagio acima ocorrerd quando u; = u} para t > 0. Logo
a funcao V satisfaz a equagao de H-J-B para v = u*, com a condicio de fronteira V,,(T") = V,,,(0).
a

Proposicdo B.2 (Verificacdo) Supd-se que lim;_.o, T; = 00, onde T; = € o instante do i-ésimo
salto do processo (ny, &). Considera-se que exista uma func¢do J : S U g — RY satisfazendo as
sequintes condigoes:

dy : J seja diferencidvel com exce¢do de uwm conjunto enumerdvel de pontos, satisfazendo a con-
dicdo de fronteira J,(T') = Q[J](zr, u);

da » Para qualqguer u e U, t > 0
B2 Lgmylld (2p-) — J (o)l < 005
ds : Para qualquer v € U, E¥e™*J(z) — 0 quando t — oo;
dy © Exziste u™ € U tal que, para cada (n,€) € S, J minimiza a equacdo de H-J-B (B.15) com

uw=u";

Entdo u™ € um controle dtimo e V(z) = J(z).
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Prova: Em vista das condigdes d; e dy, J € D{A*) e para ¢ = e %], (&) e qualquer controle
u € U, tem-se, a partir da férmula de Dynkin, a seguinte expressio:

4
J(z) = B / €= AT (2,) + e (2)] ds < Ere= J(z)]}. (B.18)
Jo
Da equacao de H-J-B conclui-se que:
—AJ(z) + al(z) < f(z,u), (B.19)

para Vz € 5 e qualquer v € U. Substituindo (B.19) em (B.18) e fazendo t — oo conclui-se, a
partir da condigdo ds, que:

J(z) < J¥(z) = E;‘{/;me“as(f(zs,us)) ds} Vu e U.

Se existe u” tal que —A¥ J(z) + aJ(z) = f(n,u"), usa-se os argumentos anteriores para
concluir que:

Tn(€) = T2 (8),

e u* é um controle otimo. |




Apéndice C

Resultados Auxiliares para o Problema P;

C.1 Prova do Lema 3.1 (ii)
Seja fi(z) = A(z)@[¢](z) + h{z); fixe um ponto z € S. Se a(z) = 0, entdo :
F(v,p,2) = (fi(2) = M2)u(2)) A ($(2) + 9(2) — v(z)) =0,
para qualquer p € R™. Seja a(z) > 0 e supd-se que exista p € D7 tal que:
Fv,p.2) = ({a(2),p) + 1(2) = A2v(2)) A (8(2) + 9(2) — w(2)) < 0. (C.1)

Tendo em vista que v(z} < ¢¥(2)+g(z), conclui-se a partir de {C.1) que {a(z),p} < X(z)y(z)—
f1(z). Portanto, de (3.6), tem-se que:

Blv](z) = lim d Gt "“’)2 —v2) > A2)w(z) — fi(2),

0T

de onde se verifica que lim Miﬂﬁl ~ (a{z},p) > 0. Logo

t—0+

v(zn) =~ v(2) ~ (p,z, ~ 2)

iz““liz?iw P |20 — 2|
> lim inf 22 2) —(2) — 0 olt 2) — 2)
ot lol(t, z) — 2|
= la(2)]"" lim inf 2EE2) — () — palz))t +olt)

t—0+ t

(C-2)

Em vista da definigio 3.1, conclui-se que p ¢ D*. Portanto, para qualquer p € DT :
((a(2),p) + fi(2) = X(2)w(2)) A ((2) + 9(2) = v(2)) 2 0.
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Agora, supo-se que exista p € D~ tal que:
(alz),p) + f1(2) = M=2w(2)) A ($(2) + 9(2) = v(2)) > 0.

Isto implica que v{z) < ¢(Z) + g(z) e {(a(z),p) > X(z)u(z) — fi(z). Portanto, de (3.6) segue

que:
S et 2)3 =) _Swie) - A1) < {ale)p)
Logo:
im inf V) vz <pm— 2>

|zn —z{—0F lzn - z[

i YLt 2) —v(z) — (et 2) ~ 2)

IA

t0 lplt, z) ~ 2]
— o) Jim v(p(t, 2)) = v(z)); (palz)t+olt)
(C.3)
Portanto p € D~ e para qualquer p € D™ :
((a(z),p) + f1(2) = Mzpw(2) A (8(2) + g(2) — v(2)) < 0.
De (C.2) e (C.3) conclui-se que v ¢ uma solucdo viscosa de (3.6)—(3.8). O

C.2 Prova do Lema 3.2

Supoe-se arbitrariamente que:
1G] — Gld1]ll = Glool(2) — Gl }(5), para algum % € S,

e assume-se que 2,
Hp1}(2) A Ze}(2) = Hid](2).
Portanto:

Gldol(2) — Glol(2) = H|do](2) A Z{eo}(2) — Hd11(2) A Tidn)(2)

= H[da](2) A L[] (3) — Hg1)(2)

< Hgol(2) — Hn](2) < [H]bo] — Hld ]l < rllgo — . (C4)
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Agora, se
H[p1(2) A T1gl(2) = T]dn](2),
repete-se 0§ argumentos anteriores para concluir que:
Gldol(2) — Gld:](2) < Tldo)(2) — Z[¢n](2) < |IZ]do] — Zlnlll < sllgo — ¢1ll, (C.5)

e portanto através de (C.4) e (C.5) termina-se a prova deste Lema. -

C.3 Condicoes gerais do problema F;

Para cada z € S seja K(z) C S o conjunto no qual o PMDP deve ser transferide apds uma
intervencdo no estado z. Para o problema Py, K(z) = Z, mas para atender as condigoes padroes
estabelecidas em [CD89] e [Dav93], deve-se adotar K (z) = {z, £}. Define-se:

Mg)(e) = inf {(=)} +9(e) = v(=) AD(2) +9(2). (C.6)
_ AT
Rl 0l() =B [ e h)ds + 0 (en) Lo o
+ M) (2) () Lemy |,
Rlo,¥l(z) == _in " R, ¥)(2) (C.8)
Lig)(z) =R, 6)(2), ()

para qualquer ¢, ¢ € Cp{S U 0%). Considera-se a seguinte hipdtese:
(B,) Paracadaz€ S, K(2) = {z,2}, g(z) 2 g0 > 0 e f,g € Co(SUTL).

B, garante que K(Z) = K(z) e a condicio (54.1) em [Dav93] pg. 227, ou seja, K(y) C
K(z),Vz € Sey € K(z) é satisfeita aqui. Isto quer dizer que n&o é permitido fazer consecutivas

intervencoes em gualquer ponto do espaco de estados, para qualquer candidato 3 solugao 6tima.
Considerando esta hipodtese, pode-se anunciar:

Proposicdo C.1 [Dav93, teorema 54.23] Assume-se que as hipdteses By e B, sejam vdlidas.
Entao V' € a mator solucao mensurdvel ¢ Borel do seguinte sistema de equagdes:

w = Lw],
w < 1,
com I dado por (3.82). Além disto, para uma funcdo Vo > I, a sequéncia V; i = 1,2, ... definida

por:

Vilz) .= L[V.al(z), VzeS

converge para V quando i — o0,
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C.3.1 Prova da Proposicao 3.3

Em vista da proposicao {C.1), V = E[V | e de acordo com os resultados de Gatarek [Gat92], os
conjuntos de paralisacio e continuidade associados com a funciio V (veja também o Lema 3.5}
siao dados, respectivamente por:

Aci={2€8:V(z) < MV](z) + 9(z)} ¢ A,:={z€5:V(z) = MIV](2) + g()}

e as equagoes equivalentes a (3.34) e (3.35) no Lema 3.5 (i} sdo dadas por:

Portanto os resultados no Lema 3.5 item (i} e (ii) sfio também satisfeitos quando se considera os
operadores (C.6)-(C.9).

Além disto observa-se que, se z € A, entdo V{(z) = V(%) + g(2), e se z € A,, entio
V(z) < V(Z) + g(z); portanto,

V= LV]= L[V, M]V]] = £]V].
Para completar a prova da Proposi¢do 3.3, observa-se que:
Vi(z} = Rk, h]{z) < Repe(ny[h, Bl(z) = h(z) = Vo(2),

pois £ é um operador monétono. Agora, se V; < V.,

I/;*-f-l = R[E/;a V;} S R[I/i—l: ‘/;wl] = vrl

Portanto V; converge para alguma fun¢do mensuravel & Borel, denotada por V quando i — o
onde V' = R[V, V] = L[V]. A partir do Lema 3.5, observa-se que V = P[V]; logo V = V, pois V
é o tnico ponto fixo de P, e a Proposigao 3.3 estd provada. O




Apéndice D

Resultados Auxiliares para o Problema P&FE

D.1 Prova do Lema 5.1

A partir dos Lemas 3.1 e 3.6 obtém-se:

Wi(z) -W(z) < glz) V2 e 5,

Wi(z)—W(z) > —glz) Vz € 5" (D.1)
Nota-se que (D.1) é equivalente & seguinte expressao:

W(z) - W(z) > ~g(2) ¥z € S,

e a prova estd concluida. 0

D.2 Prova do Lema 5.2

Mostrou-se no Lema 5.1 que W satisfaz a primeira parte de ¢;. Agora se demonstra a segunda
parte. A partir de (5.3) e (5.6) conclui-se:

h(z) + AE[B](z) = B+ INB](2) + A(ElB](2) — E[8)(2)). (D.2)
Supd-se que Z € BY, ou seja:
W(z) = W(z) + g(2). (D.3)
Do Lema 3.6 segue que z € B', e do Lema 3.1 W (z) satisfaz a e.d.o:

W (z) = AW (2) + AE[](2) + h(z) = 0.
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Substituindo as expressdes (D.2) e (D.3) na equagio acima, obtém-se o seguinte resultado:
W(z) = 4(2) + Xg(2) - MW (3) — N@](2)) + ME)(2) - E[E1(2) + 8 = 0. (D4) )
Tendo em vista que W (2) < A[¢](2), conclui-se de C; e ¢, as seguintes desigualdades:
0 > W(z) - d(2) +Xg(2) + AEI) — E[l(2)) + 5
> W(2) - §(2) + Xg(2) — AElgl(2) + 5
> W)  vze s
Finalmente, se W(Z) = N[¢](z), obtém-se a partir de (3.4) que:
Wi = Nel2) = 2@l <0 vre st (D.5)
pois ¢(2) < 0¥z € 5. Logo ¢; & também satisfeita por W, O
D.3 Prova do Lema 5.3 .
Desenvolvendo o valor esperado do operador R, definido em (3.2), com 0 < # < ¢*(2), obtém-se:
R{o N2 = [ ) + Aelel(oe)ls +
e (Nl(z(1) + 9(zON ey + ¢(20) Lipmrezy ) V2 €S (D.6)
Através de (D.2) e (D.6) deriva-se a seguintes expressio:
Relg, Ngli(z) = /0 t {8 + 6)(2(s)) + MEIN=(s)) — EL8](2(s))]}ds
e (W )+ 9(2()) Li<r (2)) + 0(20) Lgmre (2 - (D.7)
Usando-se a formula da integral por partes em (D.7), obtém-se o seguinte resultado:
Rele, N¢l](z) = Mgj(2) + fo t B+ No)(2(s)) + NEGI(=(s)) - E[6](2(s)]}ds

e {(Ng)(2(2)) + g(a(t Nty + ¢{20) Lpmpe 23y — N (Z()) } - (D.8)
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O Operador P do problema de dois itens

Teorema E.1 P? é um mapeamento contraiivo sobre Co(S U OE).

Prova: Primeiro observa-se, para z € $" U 5", que:

inf R o, M[¢]](z) = inf i@t[qé](z)/\qug{(ﬂRt[qb,J\f[gﬁ}](z)’ (E.1)

0t (2) 0<t<e*{z)

onde Ry[¢, N[¢}](z) ¢ obtido em (3.2) com 9 = N{g] e

tAaTy \‘
Kilg)(z) :th{/(; e h(z;)ds + €~QT1¢(ZT1)H{,¢ZTI}
+ e (Kl () + 9(2-, 373))11{t<T1}} = (E.2)

'Tl
= Ez{/ "% h(z)ds + 8"QT1¢(ZT;) + g(zt_:$t)}1{t<T1}}a
0

onde a dltima igualdade acima é obtida de forma equivalente a (4.14). Seja

Kl¢l(z) == inf K,4)(2).

0Lt (2)

Para z € 57U 5" escreve-se a partir de (E.1) e (3.18) a seguinte expressio:

Rls, Mgll(z) = K[9](2) A T[@](2) 1 Klg)(2). (E3)

Em (E.2) observa-se que Ky ,y[¢](2) = K[6](z) e portanto:

R(o, M[#ll(2) = K[g}(z) A T[6)(2).
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Adicionando-se a identidade:

y o(2) — g(z(t))e = — / e (g (2(s)) ~ Agla(s)))ds

a0 lado direito de (D.8) e usando o fato de que N¢](Z) = %8[@](2) conclui-se, através de (5.7},
que:

Relp, N[g])(2) = Ng](2) + g(2) + Gilo, 6] (2) + e { [N [g] (2(2))
+ g (N (2y-1)3) + 0(26) Ljrmte (2 |

= NIgJ(2) + g(2) + Gil6, 9)(2) + [6(25) ~ W[B](Z(£) + g(2(1)))] € *Dipmrrnyy. (D.9)

Considerando ¢ = V' e tomando o infimo em ¢ € [0,¢*(z)] da expressdo acima, conclui-se (5.8).
"
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Do Lema 3.3 conclui-se que J[¢] é um mapeamento pcontrativo, e que K[¢] é uma contragéo,
de acordo com a definicio B.1. Portanto, para se provar este Teorema através do Lema 3.2, é
necessario analisar o seguinte operador:

T ~
RIPl6)(z) = E{ /D e h(z)ds + e inf  Ralg, MIlJ(er,) + 9z, Lisens |-
(E.4)
Por isto avalia-se, para z € §'U 5™
K[Plgo]}(z) — K[Pla]l(2)] =
s f4 ~oTy i 5 3 — 1 2 !
E, {8 11“15315{%?(@1}7%’;[%’ M{eall(zr,) T;Stgif(z;ri : Rilpr, M)l (zn), }
<B  sup e Rf60, Miodll(on)  Ralgn, Miorll ()| } ]
T gtét*(le) (E-O)

<B{max{_ sup T Rilgn, Ndoll(on) - Rifor Nerllzn)],

Ty <<t (o)

sup & |Rldol(em) — Kiléillen)| } ).

T <tst (ay )

Através de (3.27) pode-se afirmar que o primeiro termo dentro do “max” de (E.5) é menor
ou igual a pll¢e — ¢1]] onde p < 1. Quanto ao segundo termo, obtém-se a partir de (E.2) que:

B s e PR bol(en) - Rilanl(en)ll} < Be™ ™ lIdo - 6l < plldo — 6l (E6)

Ty gtst (=)

onde a dltima desigualdade é concluida através da prova do Lema 2.6. Portanto:

IK[Plgall(2) = K[Plonll(2)] < plido — ¢1ll,

e aplicando os mesmos argumentos usados na prova do Teorema 3.1 (i) mostra-se que P? é con-
trativo. o
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