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RESUMO

Nesta tese apresentamos uma técnica de obtengfio de subcddigos de bloco
multiniveis, sendo neste caso obtidos a partir de uma matriz geradora de codigos ciclicos

defiidos sobre campo Z, . No processo de codificagio m bits b= (,,b,,---,5,) de

informagdo originados de uma fonte bindria sdo mapeados em 2” simbolos de uma
modulagio ¢g-PSK, onde ¢ € um niimero primo maior que 2", Para esquemas de modulagdes
codificadas 5-PSK, 7-PSK, 11-PSK ¢ 13-PSK apresentaremos algumas tabelas de
subcodigos de bloco sobre campos Z,; obtidos a partir de cddigos ciclicos. E proposto
tambeém um algoritmo de decodificagio que se utiliza das caracteristicas ciclicas dos

subcodigos, sendo aqui apresentado um exemplo.



ABSTRACT

This work presents a class of multilevel block subcodes derived from a cyclic code
over the field over Z, In The encoding process, m information Dbits
b=(5.5,.---,b,)originated from a binary source are mapped into one of 27 symbols of a

g-PSK modulation where g is a prime number greater than 2”. A decoding algorithm which

makes use of the cyclic features of the subcodes is also presented.

Vi
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

LI-INTRODUCAO

Em 1974 Massey mostrou que ganhos significativos no desempenho de sistemas de
comunicagdo digitais poderiam ser obtidos com a realizagio simultinea das operagdes de
modulagdo e codificagiio mas, até 1982, essas operagles continuavam sendo realizadas de
forma independente, como mostradas na figura 1.1. No sistema de comunicagio digital da
figura 1.1, o codificador recebe uma seqiiéncia de informagio a, que depois de codificada
resulta na seqiéncia codificada x. O modulador faz o mapeamento dos simbolos da
seqiiéncia codificada, nos elementos do espago de sinais, e associa a cada sinal mapeado
uma forma de onda s(z). Assim, a seqiéncia codificada x é mapeada numa seqiiéncia de
sinais s(7), que € enviada através do canal. Neste trabalho assumiremos que o canal &
Gaussiano com ruido branco aditivo (AWGN). Entfo, na saida do canal temos uma
seqii€ncia de sinais s'1¢/=s(t)+n(t), onde n(t) ¢ um vetor ruido introduzido pelo canal, cujas

n S C L A N,
componentes sdo varidveis com distribuigio normal de média zero e varidncia o° = —~2~°— O

demodulador faz a operagfio inversa do modulador e envia para o decodificador uma
seqiiéncia X°, que depois de decodificada resulta na seqiéncia a’. O uso de cédigos
corretores de erros tem como objetivo corrigir os possiveis erros na seqiiéncia x°, causados

pelo ruido, e recuperar a seqii€ncia de informag#o a, ou seja, obtera’ =a.



Fonte

Codificador X » Modulador s(t)

Ruido

Destino +——2——— Decodificador ¢ X : Demodulador “ (8

Figura 1.1- Sistema de Comunicagio

Podemos melhorar o desempenho de um sistema de comunicagio digital, em
termos de probabilidade de erro de bits, com a introdugfio de mais bits de redundincia, mas
para manter a mesma taxa de transmissdo de informagio precisamos de um aumento na
faixa de passagem. Entdio, se o sistema ¢ limitado em faixa, podemos optar por uma
modulagdo com nameroc maior de pontos, de modo que os bits extras que forem
adicionados possam ser acomodados nos simbolos do novo espago de sinais. Mas, se o
novo sistema tem a mesma distdncia Euclidiana entre os pontos da modulagdo, a sua
energia media € maior do que a do anterior. Portanto, se o sistema € limitado em faixa e
poténcia, essa solucfio ndo pode ser adotada. No entanto, o desempenho de tal sistema
ainda pode ser ottmizado, tomando uma modulagio com um nimero maior de pontos,
mantendo-se a taxa de transmissdo de informagio e a energia média do sistema. Isso pode
ser conseguido combinando-se as operagdes de modulagio e codificagio.

Em 1977, no trabalho de Imai e Hirakawa, as operagdes de modulagdo e codificacdo
foram feitas simultaneamente, num método de codificag@o multinivel que utilizava vérios

codigos de bloco binarios. Essa técnica de combinar as operagdes de modulagio e



codificagio de um sistema de comunicag#o digital é conhecida por modulagio codificada.

A figura 1.2 mostra um sistema de comunicagio digital onde ¢ usada a técnica de

modulagdo codificada. Os blocos que representam a modulagdo e a codificagio sdo

tomados como um sO, o mesmo acontecendo com os blocos que representam a

demodulag¢éo e a decodificacio.

Fonte ““_—*—a——“—“% Codificador W Modulador s(©
‘ i
Ruido
- . Canal
!
3 . ! 4 . [
Destino + 4 _ Decoéiﬁcador? x Demodulador <— s{1)

Figura 1.2- Sistema de Modulagio Codificada

Foi em 1982 que a técnica de modulagiio codificada se consolidou, com o célebre

trabalho de Ungerboeck, onde ele apresentou uma técnica, conhecida por mapeamento

por particio de conjunto, mostrando como implementar sistemas de comunicagdes

digitais onde as operagdes de modulagio e codificagio sio realizadas simultaneamente, de

modo que ganhos significativos de codificagdo poderiam ser obtidos, sem necessidade de

diminui¢do de taxa de transmissdo de informag@io nem expansdo da faixa de passagem. O

método de particionamento consiste em dividir sucessivamente o conjunto de pontos do




espago de sinais em subconjuntos com uma distdncia Euclidiana minima progressivamente
crescente. O trabalho de Ungerboeck despertou o interesse de muitos pesquisadores e

contribuiu para o surgimento de varios trabalhos nessa 4rea.

1.2 -ORGANIZACAO DA TESE.

Neste trabalbo apresentaremos uma classe de subcodigos de bloco definidos a partir
de codigos ciclicos sobre campos de inteiros modulo-g, onde ¢ € um numero primo. O
contetdo desta tese estd distribuido da seguinte maneira:

No capitulo 2, apresentaremos uma técnica de modulagdo codificada, onde
esquemas de modulagdes ¢-PSK sdo codificados com codigos multiniveis sobre anéis de
mmteiros Z, . No processo de codificagdo, em vez de se usar mapeamento por
particionamento de comjuntos, os bits de informacgio sio mapeados diretamente nos
simbolos de Z, e esses simbolos sdo entdio codificados. Isso se deve a semelhanga da
distribuiglo espacial dos sinais de uma constelagio ¢-PSK com a representagio geométrica
e as propriedades de um anel Z,.

Devido as modulagdes codificadas baseadas em anéis de inteiros médulo-g ndo
possuirem um esquema de decodificagdo suave simples, pois a entidade algébrica definida
como anel ndo possui inverso multiplicativo e isto no permite definir a operagdo divisdo
que ¢ importante ferramenta para o processo de decodificagio. Assim, no capitulo 3
apresentaremos um processo de obtengdo de subcddigos de bloco multiniveis sobre 7,

onde ¢ ¢ um niimero primo, condigdo necessaria para que Z, possa ser definido como

campo.



Apresentamos também a nossa principal contribui¢do para esta tese, que consiste
em demonstrar uma nova classe de subcodigos de bloco multiniveis. Esses subcodigos sio
obtidos a partir de uma matriz de codigos ciclicos definidos sobre campo Z, Tabelas de
subcédigos de bloco multiniveis obtidos a partir de codigos ciclicos para taxas 1/2 e 2/3
com suas distancias Euclidianas minimas quadréticas ¢ ganhos assintéticos de codificagio
também s@o apresentados. Finalizando, um algoritmo sub-6timo de decodificagio que
explora as caracteristicas ciclicas do cédigo multinivel, mais répido e menos complexo em
termos de implementagio pratica que os métodos de decodificagdio suave por maxima

verossimilhanga também € mostrado.



CAPITULQ 2

MODULACAO CODIFICADA SOBRE ANEIS DE INTEIROS

2.1- CODIGOS DE BLOCO SOBRE ANEIS DE INTEIROS MODULO- ¢

[Baldini, 1992].

2.1.1- INTRODUCAO

A idéia principal de esquemas que utilizam modulacio codificada é transmitir 7 bits

de informagdo por simbolo de canal usando um modulador com g >2" formas de onda

(geralmente g=2"*") e assim explorar a redundéncia produzida pelo uso de um conjunto de
simbolos de canal conveniente. Este esquema deve estabelecer uma correspondéncia um
para um entre m-uplas bindrias e simbolos de um alfabeto g-ario.

Ungerboeck demonstrou em 1982 que ¢ possivel relacionar monotonicamente a
distdncia de Hamming originada de uma codificagfio convolucional bindria com a distincia
Euchdiana entre simbolos de canal, sendo esta relago conhecida como “mapeamento por
partigdo em conjunto;’, desde entdo a maioria dos esquemas desenvolvidos foram baseados
nesta nova técnica.

Neste capitulo apresentamos um método alternativo de codificagio, baseado em
aneis de inteiros modulo-g (onde ¢ € um nimero inteiro nfo primo) o qual vem a ser

conveniente para esquemas de modulacdo codificada.



2.1.2- CONCEITOS BASICOS.

Os cédigos multiniveis convenientes para modulagio codificada que serdio
apresentados estio definidos sobre uma entidade algébrica conhecida como “anel”. Antes
de apresentar o processo de codificacdo, introduziremos algumas definigdes algébricas
basicas.

v Definicdo 1 Um grupo <G,*) € um conjunto G, junto com uma operagdo bindria a
qual satisfaga as seguintes propriedades:
1. O grupo G é fechado sob a operacdo *.

2. A operacdo bindria é associativa.

3. Existe um elemento “e " em G tal que (e *x=x%e=x), paratodo x G (o elemento

“e " é um elemento identidade para * sobre G ).
'

4. Para cada a em G, existe um elemento a' em G com a propriedade de

a’'*a=a*a'=e (oelemento a’ é um inverso de a com respeito a operacdo * ).

v Defini¢io 2 Um grupo G é abeliano se a sua operagéo bindria for comutativa.
Em um grupo abeliano, a operagdo * ¢ comumente substituida por +, nfo
necessariamente indicando a soma ordinaria. Neste caso, o inverso de um dado elemento a

€ denotado por—a .

v Definicio 3 Um anel (R;z—,-) é um conjunto R junto com duas operagdes bindrias + e
e (adicdo e multiplicacdo) tal que as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

1- (R,+) é um grupo abeliano.

2- R é fechado sob a operagdo multiplicacdo

3- A multiplicacdo é associativa,



4- Para todos a.b,c e R, valem a lei distributiva a esquerda, alb+c)=(ab)+{ac) e a
distributiva a direita (a +b) = (ac)+ (bc).

Um anel, é chamado comutativo se este ¢ comutativo sob a operagio multiplicativa,
isto é:

Vx;,x:ER:xmxzmx:Ox;

Exemplo 2.1- Um anel Z; de inteiros modulo- 4 ¢ dado pelo conjunto {0,1,2,3}, onde as

operagdes adi¢do e multiplicagio entre dois elementos deste conjunto sio definidas pelas

seguintes tabelas:

+ 0 1 2 3 * 0 1 2 3
0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 2 3 0 1 0 1 2 3
2 2 3 0 1 2 0 2 0 2
3 3 0 1 2 3 0 3 2 i

Figura 2.1-Tabela Verdade para o Anel Z;

E importante notar no exemplo anterior que o anel de inteiros moédulo-4 &
comutativo. Se um anel de inteiros moédulo—g ¢ construido por um ntmero primo de

elementos , 15to €, g € primo, entdo este anel ¢ conhecido como campo ou corpo.

v’ Definicio 4 Um campo é um anel comutaiivo com o elemento unidade multiplicativo

definido e onde todo elemento ndo nulo é inversivel.



Seja (M, +) um grupo abeliano e seja R um anel. Suponhamos que esteja definida
uma operaglo, que chamaremos de multiplica¢io por escalar, entre os elemenios de R e os
elementos M tal que a cada par ordenado (%, v) € M x R esteja associado um elemento de M,
que denotaremos por Av. Em outras palavras, estamos supondo que esteja definida uma fungdo
do tipo

RxM—>M

(A, v) = Av

v' Definicio 5 Sob as condicbes acima, dizemos que M é wum modulo sobre R, ou um R-
médulo se as propriedades seguintes sdo satisfeitas para quaisquer ., p e R e uve M :

L Au+v)=Au+ Av

(A+ v =Av+ v

(Au)v = (1)

Iv=v, onde 1 é o elemento identidade de R.

B W

v’ Defini¢do 6 Um mddulo é diro finitamente gerado se ele pode ser gerado por um conjunto
Jinito.

Se um espago vetorial pode ser gerado por um conjunto finito, isto &, se o espago
tem dimensdes finitas entdo todo subespago também tem. Esta propriedade ndo é valida, em
geral, para modulos pois um modulo pode ser finitamente gerado e ter um submédulo que nio
é.

Em um espago vetorial, qualquer conjunto formado por um tnico elemento nio nulo
¢ LI No caso de modulos isso nem sempre € verdade. Por exemplo, consideremos Z, como um
Z-modulo. Neste caso, para qualquer ¢ € Z, temos que g-a=0. Logo, {a} é LD. Dai
concluimos que Z; , como um Z-moédulo, ndo possui subconjunto LI e, consequentemente, niio

possui base.

v Defini¢io 7 Um mddulo é dito livre se ele possui uma base.



Em um espaco vetorial, qualquer duas bases possuem o mesmo nimero de elementos.
Em um moédulo livre, se o anel nfio ¢ comutativo, pode haver bases com cardinalidades
diferentes. Mas se R € um anel comutativo com identidade entfio qualquer duas bases de um R-
médulo livre tem mesma cardinalidade. Tsto nos permite definir um conceito andlogo ao de

dimensdo de um espago vetorial.

v Definicéio 8 Seja M um R-médulo livre, onde R é comutativo. Definimos o posto de M

como sendo a cardinalidade de qualgquer base de M.

Exemplo 2.2- Sejam g e » inteiros positivos e
Zg ={(x, x| X, € Z,i =1, n)
E facil notar que Z, ¢ um Z;imoédulo livre de posto de n, pois o conjunto de n-uplas
B ={(L0,--,0),(0,1,---,0),---,(0,--,0,1)}

€ uma base de Z. De fato,

1. V= (X, %, ,x,) € Z, entdo

v=x(10,---,0) + x,(0,1,---,0) +---+ x (0,---,0.,1).
Logo, B gera Z].
1. Se x(1,0,---,0) +x,(0,L,---,0) + -+ x (0,---,0,) = 0 entéo {x, %, -+,x,)= 0, ou seja,
X =x,=-=x,=0_ Entdo B¢ Ll.

Portanto B ¢ uma base para 0 Z-modulo Z .

10



2.1.3 - PROCESSO DE CODIFICACAO.

O esquema de modulagio codificada baseado na teoria de Ungerboeck[1982] utiliza
basicamente um codificador binario com taxa m/(m+1) , onde (m+1) bits de saidas sio

mapeados em elementos do conjunto de sinais do canal expandido. O esquema proposto,

primeiro faz primeiramente um mapeamento das seqiiéncias bindrias de informacdo de
comprimento (m+1) no conjunto expandido de 2™ sinais do canal. Entio os simbolos de

canal 80 codificados. Este esquema alternativo de codificacio é demonstrado na figura 2.2.

bs
E—
Mapeamento
Fonte _E‘L_b P a Codificador X
Binaria : @ =M(b1, ba,....ber) “;“}T’ Multinivel [
q X & Z:
bm"i-i
Fonte Multinivel

Figura 2.2- Estrutura do Codificador

Os m+1 bits de informagdo paralelos (;5;,...,b,+;), originados da fonte binaria,
sdo mapeados (mapeamento de Gray) para um dos g=2""' simbolos de canais a;
pertencentes ao comjunto Z, de sinais de uma modulagdio expandida. O conjunto
Zq = {0,1,2,—--,q—~1} ¢ definido como um anel de inteiros médulo—g porque, em geral, o
nimero de pontos da modulagio do conjunto de sinais é igual a uma poténcia de 2. Na
figura 2.2 podemos considerar os dois primeiros blocos como uma Unica entidade chamada
fonte multinivel. A entrada do codificador multinivel é uma sequ€ncia de informagdes

a= (a;,a:,---,ak) cujos os elementos pertencem ao anel Z, O codificador multinivel entio

envia no canal a seqiéncia codificada x=(x,,x.,---,x.) com elementos pertencentes ao

11



mesmo anel Z, E importante notar que o comprimento da seqiéncia x é maior que o
comprimento da seqiiéncia de informacio, isto é, n> & .

As constelagdes de modulagio mais adequadas para a codificacio multinivel de
seQi’zéncias com elemento pertencentes a um anel de inteiros médulo-g sio as que possui
scus simbolos distribuidos sobre uma circunferéncia, isto &, sdo as modulagdes
denominadas ¢-PSK.

Os simbolos de uma dada modulagio ¢-PSK sio tomados como elementos
pertencentes a um anel de inteiros moédulo-g porque o anel garante uma distribuigio
uniforme em termos de distincia Euclidiana das n-uplas nfo pertencentes ao codigo em
torno das palavras-codigo , em outras palavras, o anel de inteiros médulo—g garante que na
construcdo do amranjo padrdo para um dado cédigo (k) multinivel as distincias
Euclidianas entre duas n-uplas quaisquer pertencentes a um mesmo coset e as
correspondentes palavras-codigo do topo do arranjo padrio possuem exatamente o mesmo
valor numérico. Isto ndo se verifica quando se utiliza um corpo de extensdo GF(g), onde
g =2"", ao invés de um anel de inteiros médulo—g.

A principal vantagem da utilizagdo desse esquema proposto em relagdo ao proposto
por Ungerboeck € a possibilidade de se transmitir fragdes de bits de informagdo por

intervalo de modulagio, sem a necessidade de utilizar uma constelagdo multidimensional.
2.1.4 - DISTANCIA E UCLIDIANA ENTRE SINAIS g-PSK {Massey,1989]

A distdncia Euclidiana entre dois sinais de uma dada modulagio ¢-PSK é
diretamente proporcional ao simbolo correspondente de um anel de inteiros moédulo—g,
associado a esses sinais de modulagio. Na figura 2.3 é demonstrado o esquema geral para a

modulagéo ¢-PSK. Os sinais de modulagio sdo representados por:

12



. 2
Si=exp(j 22, i=0,1, .., ¢-1 (2.1)
g

onde o elemento correspondente do anel é dado pelo indice de Si.

"“’:31

(-] 1 i . Real

i Sq-1

X\
. Vi
: A

\X / Se

Figura 2.3-Esquema de Modulagiio ¢-PSK.

A distdncia Euclidiana quadrética entre dois sinais de modulagdio S; ¢ S; pode ser

calculada por:

Di(si,80) = |Si — s

£ o .
 lexp &a_}_ex{mJ
q q

. i 2
= lexp j2ﬂ(l_r))“1
\ q
’o .
 lexpl JZ:{(:@r))_l
q

2

(2.2)

2

onde © denota subtracio moédulo-g.
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Pode-se agora definir a distincia Fuclidiana quadratica entre dois pontos no espago

de sinal pela seguinte expressao:

2
Di(ir) A exp(fl—z—f[@ﬂ}—l 2.3)
= q
E o peso Euclidiano quadratico ¢ dado por:
2
wi) A Dii0)= exp(l—z—”l) ~1 (2.4
= q

E facil verificar que a distancia Euclidiana quadratica entre dois pontos no espago
de sinais € 1gual ao peso Euclidiano quadratico no resultado da subtragiio entre esses dois

pontos.
Dili,r)= w2 (i0r) (2.5)
Para generalizar, a distdncia Fuclidiana quadratica entre n-uplas x e y, com

componentes pertencentes ao anel de inteiros médulo-g, pode ser definida como sendo:

o
2

(2.6)

exp
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2.2 - CODIGOS MULTINIVEIS SOBRE Z,

Nesta se¢do apresentaremos um método alternativo de codificacio dos sinais de
modulagdo baseado em anéis de inteiros médulo-g (Z,). Os codigos multiniveis definidos

sobre Z, sdo lineares e apresentam algumas propriedades importantes que serfo aqui

discutidas.

2.2.1 — PROCESSO DE CODIFICACAO

O processo alternativo descrito nesta se¢io realiza primeiro o mapeamento da
seqiiéncia binaria de informagdo no conjunto expandido de sinais de camal e em seguida
codifica os simbolos de canal para introduzir redundancia aumentando-se assim a distancia

Euclidiana minima. A figura 2.4 mostra este processo de modulagio codificada.

by
————p
Mapeamento
Fonte -bz—p Apeamen (@ -a,)| Codificador (- x,)
Binaria : @ =M(by, bs,... byst) ——®  Multinivel [——»
b17'11‘-1

Fonte Multinivel

Figura 2.4 -Estrutura do Codificador
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A saida paralela da fonte binaria ¢ composta por m+1 bits de informacéo

(b,,++,b,,.,} que sdo mapeados em um dos g =2"" simboles a, pertencentes ao conjunto
Z; dos sinais de modulagdo. O conjunto Z .= {0,1,2,- g - 1} ¢ definido como um anel de

inteiros médulo-g. A entrada do codificador multinivel é composta de uma seqiiéncia

a ={a,,--,a,) de k elementos pertencentes ao conjunto Z,. Esta seqliéncia a € entdo
codificada em uma nova seqiéncia x =(x,,---,x,) de » elementos também pertencentes a

zZ,.

As constelagbes de modulagiio mais adequadas € a codificacio multinivel de
sequiéncias de elementos pertencentes a um anel de inteiros médulo-g sfo as que possuem
seus simbolos distribuidos sobre uma circunferéncia, isto é, sd3o as modulacdes
denominadas g-PSK.

Os simbolos de uma dada modulagdo ¢-PSK sfo tomados como elementos
pertencentes a um anel de inteiros médulo-g porque o anel garante uma distribuigdo
uniforme em termos de distdncia Euclidiana das #-uplas nfio pertencentes ao cddigo em
torno das palavras-cédigo. Em outras palavras, o anel de inteiros médulo-g garante que na
construgdo do arranjo padrdo para um dado cédigo (k) multinive! as distincia Euclidiana

entre duas »n-uplas quaisquer pertencentes a0 mesmo coset € as correspondentes palavras-

codigo do topo do arranjo padrido possui exatamente o mesmo valor numérico.
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2.2.2— GANHO DE CODIFICACAO

O ganho de codificagdo g ¢ obtido fazendo-se a diferenca entre o valor da razfio

E, /N, ( energia de bit por densidade espectral de ruido) em dB do sistema de modulagio
ndo-codificada bdsica e o valor da razio £,/N,de um dado sistema de modulagio

codificado utilizado para alcangar a mesma taxa de erro de bit (BER), isto ¢,

g=Lr = [dB] 2.7
0 lngo-codificads O Leodificads

O ganho de codificagio assintdtico g_ entre sistemas codificados e nfo-codificados

pode ser obtidos pela seguinte expressio:

logm : e
2. :g(Eb/NQMm)zwlogm{loimc R . Emin } [dB] (2.8)

u

onde:

v' m, e m, sio as cardinalidades dos alfabetos de modulagio codificada e ndo-
codificada, respectivamente.

v Dy .e D -y sdo as distancias Euclidianas minimas para a modulacgdo codificada e
ndo-codificada, respectivamente.

v" R, ¢ataxa de codifica¢fio para a modulacio codificada.
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2.2.3 — REPRESENTACAO MATRICIAL DOS CODIGOS MULTINIVEIS

Os codigos multiniveis sdo codigos de bloco (n,£) definidos a partir de uma matriz
geradora G de dimensdes & x » com elementos pertencentes ao anel de inteiros modulo-g.

O processo de codificagiio se resume entdo na seguinte relacio:

x=aG (2.9)

onde o vetor de saida x (palavra-codigo) e o vetor de entrada a (informagdo) possuem

dimensdes » e £, respectivamente.

Exemplo 2.2 - Um codigo com aplicagio em modulacgdio codificada utilizando o espacgo de
sinais da modulagéo 4-PSK e tendo como referéncia a modulagio 2-PSK ndo-codificada é

dado pela matriz geradora G a seguir:

0
3

2.10
) (2.10)
0

[ L VN S v S N |
O S VS I oo T ]
W O o <

Lo e R e R
[ I e LT
W O N W
TN WD

O codigo definido pela matriz (2.10) é o cédigo (8,4) de taxa de codificacio R,
igual 1/2 , de distdncia Euclidiana minima ao quadrado igual a 10 e ganho assintético sobre
a modulacdo ndo-codificada 2-PSK igual a 3.98 [dB]. A energia média de sinal para a
modulagio 4-PSK € para a 2-PSK s&o assumidas idénticas e de valor igual a unidade, isto &,
os raios das circunferéncias onde os sinais das modulagdes 4-PSK e 2-PSK descansam

possuem o valor numérico unitario.
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2.2.4~-PROPRIEDADES DOS CODIGOS SOBRE ANEIS DE INTEIROS

Z,

Os codigos multinivels defimidos sobre anéis de inteiros modulo-g apresentam algumas
propriedades interessantes. Abaixo relacionaremos estas propriedades que podem ndo s6
auxiliar na busca de novos codigos mas também ajudar a definir o processo de

decodificacdo.

1) E possivel obter a matriz de verificagdo de paridade H a partir da matriz geradora G.
Tomando o codigo sobre Z; dado no exemplo 2.2, a matriz G pode ser transformada

para a forma sistematica G, ou seja:

1 0 0 0 2 1 1 1
101 0 0 1 1 1 3 .

G = =[I:P] (2.11)
o 06 1 0 3 2 1 3
60 6 0 1 3 0 2 3

A matriz de verificagio de paridade H obtida de G’ fica:

23 1 1 1 0 0 ¢
3 3 2 ¢ ¢ 1 0 ¢ .

H= =[-P"i] (2.12)
33 3 2 0 0 1 0
311 1 0 0 0 1

2) O arranjo padrio obtido para um dado cédigo definido sobre anéis de inteiros moédulo-g
¢ uniforme em termos das distincias Euclidianas envolvidas. Em outras palavras, os
codigos sobre anéis de inteiros modulo-g possuermn as regides de decisfo em torno das

palavras-codigo congruentes.
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3) Os codigos sobre anéis de inteiros modulo-g sfo codigos invariantes em distdncias, isto
¢, a distribui¢do de distincia Euclidiana de todas as palavras-codigo em torno de uma
dada palavra-codigo € a mesma qualquer que seja esta palavra-codigo. Para o codigo

~ definido pela equagdo (2.10) a distribui¢do das palavras-cddigo segundo a distincia
Euclidiana para qualquer palavra-codigo de G ¢é dada na tabela 2.1.

D2 Namero de
£ Palavras-codigo
10 24
12 44
14 40
16 45
18 40
20 28
22 24
24 10

Tabela 2.1 - Distribuigdo das palavras-codigo segundo a distincia Euclidiana para

qualquer palavra-codigo de G.
4) Para codigos sobre anéis de inteiros modulo-g, a seguinte condigdo é sempre satisfeita;

XXX -X= D;(XLXJ')=D§(XK=XL) (2.13)

2.3-CONCLUSAO.

O esquema de codificagio de bloco multiniveis sobre anéis de inteiros
modulo-g, apesar de apresentar bom ganho de codificacio e de ser altamente
eficiente em termos de taxa de codificacfio, apresenta um processo de decodificacdio
complexo. Isto se deve ao fato deste esquema ter como base uma estrutura algébrica
que ndo permite definir a operagio divisdo, muito Gtil no processo de decodificacio.

Os codigos de bloco multiniveis definidos sobre anel de inteiros médulo-g

s30 uma alternativa ao esquema de codificagfio proposto por Ungerboeck[1982].
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CAPITULO 3

MODULACAO CODIFICADA SOBRE CAMPOS Z,

3.1-SUBCODIGOS DE BLOCO SOBRE CAMPOS Z, [Baldini, 1994]

Esquemas de modulagio codificada sobre anéis de inteiros modulo-g apresentam
alta flexibilidade de taxa de codificagdo e também tém como uma caracteristica importante
poder ser invariante a rotacdo de fase.

Os codigos de anéis de inteiros modulo-¢, apresentados anteriormente, ndo possuem
um esquema simples de decodificagio suave com desempenho préximo daquela obtida com
decodificacdo de maxima verossimilhanga. Isso se deve ao fato desses codigos terem por
base uma estrutura algébrica que ndo permite definir a operagio divisio, crucial para o
processo de decodificacdo utilizando métodos algébricos. O anel é uma estrutura onde nem
todos os elementos que a ele pertencem possuem inverso multiplicativo. Este problema
poderia ser facilmente resolvido se os codigos multiniveis fossem definidos sobre campos
a0 invés de aneis. Neste capitulo serd apresentada uma analise de subcddigos de bloco
multiniveis sobre Z,, convenientes para uma modulagdo codificada ¢-PSK, onde ¢ ¢ um

nimero primo, condi¢do suficiente ¢ necessaria para um anel Z, ser um corpo.

21
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3.1.1-PROCESSO DE CODIFICACAO

A proposta de modulagdo codificada ¢-PSK primeiro mapeia uma seqiiéncia
b=(b,b,,"-+,b,)de m bits em um elemento «,, onde a &{012,---2" -1}, e entdo
codifica a seqiéncia a=(a,a,,--,a)em uma seqiéncia x = (x,x,---,x, ), onde o0s
elementos pertencem ao conjunto expandido de sinais da modulagfo de tamanho g (g é um
nimero primo maior que 2™). Ou seja, o codificador de bloco multinivel introduz
redundéncia ndo somente aumentando o comprimento da seqiiéncia de informacio a, mas
também aumentando o alfabeto de canal multinivel. Portanto se consegue mapear
seqiiéncias m-binarias em simbolos ¢-PSK, sobrando para serem usados como redundéncias

(g — 2") simbolos de Z,. Assim estas redundéncias sdo utilizadas para aumentar a distancia

minima Euclidiana. Na figura 3.1 € mostrada a proposta do esquema de codificacio.

b;
EEER
) Mapeament . xeZ
Fonte ._P;_.._,. a:i;;eGra?n © 352;, Codificador =4
Binaria : _ | EEEE— de b
a; =M(by, ba,...,.bn) Canal
m Bloco ana
b (aq; € {0,1,2,..2"-1})
LT (x: € Zg)
Fonte Multinivel

Figura.3.1 Estrutura do Codificador

Um subcddigo de bloco multinivel de taxa &/ # pode ser representado pela seguinte

matriz geradora G:
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2, &n £, 0 it 0 0
0 Eu 8w g, 0 0 0 0
G=|: : : : : : : : (3.1
| 0 0 0 0 g, &, - -

Apesar da estrutura ciclica das linhas da matriz geradora G, ela pode nfo gerar um
codigo ciclico sobre o campo Z, Ver secio (3.2) para ocaso em que (3.1) gera um cédigo
ciclico. -

A taxa do codigo gerado pela matriz geradora (n, k) é dada pela relacdio (3.2), o

valor do indice » do elemento g,, depende desta taxa.

_1og(2")  k.log2"

(3.2)
logq” nlogg

Um codificador multinivel entdo realiza a seguinte operagio x = aG.
O desempenho do esquema de modulagio codificada pode ser avaliado através do

ganho assintotico que ¢ dado pela expressio(3.3):

logm D;
2., =10-log| —== . R, —Eant (3.3)
log Dr
onde:
v D . e Di , sio distAncias minimas Euclidianas quadréticas de um sistema

codificado € de um nfio codificado, respectivamente.
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v m, € m, slo as cardinalidades dos alfabetos da modulacio codificada e nio

codificada, respectivamente.
v' R_ ¢ ataxa de codificagdo.
As tabelas 3.1 e 3.2 mostram subcddigos de bloco multiniveis para a modulagio
5-PSK com taxa 0.430 e 7-PSK com taxa 0.356, onde o ganho assintético ¢ calculado tendo

como referéncia a modulagdo nio codificada 2-PSK.

Tabela.3.1- Subcodigos de bloco multiniveis para modulagio codificada 5-PSK(n=2-%)

" Matriz D?
Geradora Fon g
121 6.38 2.67
1131 7.76 3.52
10243 9.15 4.24
10 120334 10.33 4.85
12 1142411 11.91 5.38
14 11134111 13.29 5.86
16 113314404 14.67 6.28
18 1112414311 15.52 6.53
20 | 11142241101 16.91 6.90

Tabela 3.2- Subcddigos de bloco multiniveis para modulagio codificada 7-PSK(#n =2k )

n Matriz D?
Geradora Ercin B
4 113 531 2.70
1132 7.75 434
8 11223 926 512
16 112653 10.77 377
12 1132221 12.31 6.35
14 12223211 1430 7.00
16 111245556 15.36 7.31
18 1112455556 17.68 7.92
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As tabelas 3.3 e 3.4 mostram subcédigos de multiniveis de taxa 2/3 para modulagio
. 11-PSK com taxa 0.578 ¢ 13-PSK com taxa 0.540, onde o ganho assintético é calculado

tendo como referéncia a modulagio nio codificada 4-PSK.

Tabela 3.3- Subcddigos de bloco multiniveis para modulagdo codificada 11-PSK(» = % k)

- Matriz D2

Geradora Eren E e
3 12 1.49 -0.67
4] 125 324 2.7G
9 12104 3.61 3.17
12 11231 441 4.04

Tabela 3.4-Subcodigos de bloco multiniveis para modulago codificada 13-PSK(# = g— k)

n Matriz D2
Geradora E iy g =
13 1.99 0.88
6 136 3.31 3.10
9 1226 4.17 411
12 11237 5.99 5.67

Modulagéo codificada utilizando subcodigos de bloco baseados em campos de
mteiros modulo-g € modulagio g-PSK  apresentam bons ganhos assintdticos de
codificagdo. Este esquema nfio convencional de modulagio codificada tem uma estrutura
algébrica que € melhor tratavel que a modulagiio codificada baseada em anéis de inteiros
médulo-2". Sua estrutura algébrica pode ajudar na implementagio pratica de algoritmo de

decodificacio suave, com menor complexidade e bom desempenho.

25



3.2-SUBCODIGOS MULTINIVEIS DE BLOCO DEFINIDOS A PARTIR

DE CODIGOS CICLICOS SOBRE CAMPOS Z,

3.2.1-CONCEITOS BASICOS SOBRE CODIGOS CICLICOS.

Os codigos ciclicos formam uma ampla classe de grande importincia tedrica e
pratica. Dentre os codigos lineares, pode-se dizer que os cddigos ciclicos formam a classe
mais importante.

A importancia tedrica vem do fato de que vérios resultados da 4lgebra abstrata, em
particular dos corpos finitos, mostram-se bastante Uteis para caracterizar as suas
propriedades. Ja a importdncia pratica vem do fato de que os circuitos que realizam a
codificacdo ¢ principalmente a decodificagdo, serem menos complexos e custosos do que
aqueles para codigos lineares em geral. Entretanto, os codigos ciclicos nfo apresentam, na
maioria das vezes, propriedades 6timas com relagiio & distincia Euclidiana minima e taxa,

isto €, grandes distdncias minimas s3o obtidas ao custo de “baixas” taxas.

3.2.1.1-DEFINICOES E PROPRIEDADES BASICAS.

v' Definiciio 1-Um cédigo linear C sobre GF(g) de comprimento n ¢é ciclico se

quando v = vy, v, v, 5.V, )€ C, entdo um vetor obtido pelo deslocamento

ciclico de seus elementos v\ = (v, v, v, -, v,_,) também pertence a C, isto é,
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um deslocamento ciclico de uma palavra-cédigo em C resuita em uma outra

palavra-cédigo pertencente a C.

Os codigos ciclicos sdo geralmente descritos na forma polinomial, isto &, a cada
palavra  V =(v,,v,---,v,,.v,,)eC, comesponde um unico polindémio cédigo
especificado por :

V(X}=v, +vx+e+v, x" (3.4

isto €, um polindmio de grau < »n—1 com coeficientes em GF(q).
Note primeiramente que a palavra v&¥ = (v, v,v,--.v,,) € C (que representa o

deslocamento ciclico de v = (v,,%,,--+,¥,_,,v,.,) ), corresponde ao polindmio:

vWix)=v _ + VX + ety x" (3.5}

que € justamente o polindmio R . (xv(x)), isto €, o resto da divisdo de xv(x) por x" —1.
Note também que o conjunto de todas as palavras pertencentes a um cédigo ciclico
C formam um subconjunto do anel R, = F, /(x” -1}, 1sto ¢, do conjunto de todos os

polinémios cujo grau € menor do que »n. O teorema a seguir garante que C ndo € apenas

um subconjunto de R, mais um ideal em R, . Um ideal 7 de um anel R, comutativo é o

conjunto dos elementos em R, que satisfaca as duas seguintes condicdes:

(i) Sea e l entdo a-bel  paratodob € R,

(ii) Seaebe l entdoa+b e a-be L
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A soma de dois polindmios em C e o produto médulo x” ~1 de um polindmio em
R, por um polinémio codigo resulta também em um polindmio cédigo. Estas propriedades

refletem a linearidade e a “ciclicidade” de € . Temos entio:

Teorema 1-Um subconjunto Cde R =F ,[x] / (x" 1) é um cddigo ciclico se, e somente

se, ele satisfaz a seguintes propriedades:

{- C é um subgrupo de R, sob adicdo;
2- Sev(x)eC e a(x)eR,, entdo R, _(a(x(x))eC.
Na linguagem da digebra abstrata, C é um cédigo ciclico se e somente se, C é um ideal
emR,.

Prova: Primeiramente suponha que o subconjunto C satisfaga as duas propriedades.
Entdo, C € fechado sob a operagéio adi¢io ¢ também sob multiplicagiio por uma constante
ce F,. Mais ainda, R, (xv(x))e C sempre quando v(x)e C isto é, se v(x)e C, entdo
W(x)" e C . Estas propriedades caracterizam C como sendo cédigo ciclico.

Agora suponha que C seja um codigo ciclico. Como C é linear, entio a
propriedade 1 estd satisfeita. Se w(x)=w,+ wx+-+w_x""eR e wx)eC, entdo

w(x)v(x) = wev(X) + W xv(x) + w,x v(x) + -+ w,_ x""v(x). Portanto:

Ry = R, (w(x))+ R, (wxw(x))+--+ R, _(w, x""v(x))
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- Z Winn ” (xiv(x)) ............

1
i=0

isto é, R ,_ (w(x)v(x)) é uma combinagio linear do polindmio v(x)e seus deslocamentos

ciclicos €, portanto ¢ um polinémio em C. Assim a propriedade 2 também ests satisfeita.

Considere novamente que C seja um codigo ciclico sobre F,. Dentre todos os

polindmios codigo em C, considere um cujo o grau seja o minimo possivel. Se necessario

multiplique o seu coeficiente lider por uma constante em ¥, de tal forma a torné-lo ménico

( note que esta operagio ainda resulta em um polindmio que esta em C ). Denote 0
polindmio obtido por g(x). Este polindmio deve ser Unico. Pois se admitirmos a existéncia
de um outro polinémio monico A(x) ( também de grau minimo em C ), entfio a diferenca
d{x) = g(x) - h(x) seria um polindmio cddigo de grau menor que o de g(x) e A(x), o que
contradiz a nossa hipotese. O polindmio gfx) € conhecido como polinémio gerador de C.
Se o comprimento de C for n, entdo denota-se o grau de g(x) por n—k .

C.Q.D.

Teorema 2-Um cddigo ciclico C de comprimento n e cujo o polindmio gerador g(x)
tem grau Og =n—k, consiste de todos os miltiplos de gfx) por polinémios de grau
k1 ou menos.
Prova: Pelo teorema 1, se multiplicarmos gfx/) ( que pertence a C ) por qualquer
polmbémio de grau k-1 ou menos, obteremos também um polindmio em C . Por outro
lado, suponha que v(x) seja um polindmio codigo em C . Entdo, dividindo v(x) por gfx),

obtemos:
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v(x) = O(x)g(x) + s(x) (3.6)
com Os < Og . Assim,
s(x) =v(x) - O(x)g(x) (3.7)
¢ um polindmio em C de grau menor que o grau de g(x) . Isto é uma contradigfio ( ja que o
grau de g(x) foi suposto ser minimo ) , a menos que s(x)= 0. Assim, v(x) = Q(x)g(x) e
comoe OQ < k~1, o0 teorema estd provado.

C.QD.

Teorema 3 Se C for wn codigo ciclico de comprimento n e com polinémio gerador g(x),
entdo g(x) divide x" 1. Por outro lado, se um polinémio g(x), tal que dg < n-1, divide
x" -1, entdo gix) ¢é o polinémio gerador de um cédigo ciclico de comprimento n.

Prova: Suponha que C seja um codigo ciclico de comprimento ne que gfx) seja o

seu polindmio gerador . Entdo, dividindo x" —1 por g(x), obtemos:

= 1= Q(x)g(x) + 5(x) (3.8)
onde 85 < dg . Disso segue que:
0=R, (*"-D=R, (Q(x)g()+R,_(s(x)) (3.9)
Temos entio:
s = -R,_(0(x)g(x)) (3.10)

¢, assim , s(x) ¢ também um polindmio codigo. Como &s < dg, isto s6 é possivel se

s(x) =0 e a conclusdo é entdo que g(x/ divide x" —1.
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Por outro lado, suponha que um polindmio g(x)e F Ax"~1)divida x"-1.
Devemos provar que g(x) tem grau minimo em (g(x)) , 1sto €, ele € o gerador de um cédigo

ciclico . Suponha por absurdo que exista um polinémio b(x) € (g(x)) tal que 85 < dg .

Entéo:

a(x)g(x) = d(x)}(x" = 1)+ b(x) (3.11)
para algum a(x),d(x)e F #1x]. Isto €, b(x) deve ser o resto da divisio de um multiplo de
gx) por x"—1. Agora em F[x], como g divide (d(x)(x"~1)+b(x)) e g(x) divide
x" —1, entdo g(x) divide b(x), o que ¢ contradigfo, ja que b < dg. Portanto, em (g(x)),

g(x) € o polindmio de menor grau e € o gerador de um cédigo ciclico.
CQD
O teorema 3 de fato nos fornece um método de construgio de cédigos ciclicos. Mais
ainda, ele implica na determinag@o de todos os codigos ciclicos de comprimento 7. Portanto

o método sistematico de se procurar todos os codigos ciclicos de comprimento 7 sobre F é

através da fatoracdo de x” —1(sobre ).

v Defini¢do 2-Um comprimento de bloco n da forma n = q™ -1, onde q é uma poténcia
de primo é denominado comprimento de bloco primitivo para um cédigo sobre F, .
Um cédigo ciclico sobre F, de comprimento de bloco primitivo é denominado um
codigo ciclico primitivo,

Portanto, codigos ciclicos primitivos sobre GF7g) podem ser encontrados através da

fatoragdo de x¥ ™' —1 sobre GF(g). Sabemos que :



2 =1= (x- fYx = ) (x= 77) (3.12)

onde £ € um elemento primitivo de GF(g").

3.2.1.2-DESCRICAO MATRICIAL DE CODIGOS CICLICOS

Nesta se¢do abordaremos a questdo da determinagdo das matrizes geradora e
verificagdo de pandade dos codigos ciclicos. Simultaneamente, estaremos apresentando
também a matriz geradora do codigo dual. Iremos provar um teorema auxiliar antes de
construirmos essas matrizes.

Teorema 4-Seja C um cédige ciclico sobre GF(g) gerado por gix) tal que dg =n—k.
Entdo os polinémios cddigo g(x),xg(x),x*g(x),---x* " g(x) sdo linearmente independentes
e geram C.

Prova: Se tais vetores nfo fossem LI, entdo existiriam elementos «, € GF(q),

1 <i< k-1, ndo todos nulos, tais que:

apg(x)+axg(x)+-+a,_ x*g(x)=(a, +ax++axNgx)=0  (3.13)
Como o grau deste produto ¢ menor do que », esta ultima igualdade sé se venfica se
ag=a, =--a,; =0.

Agora do teorema 2, sabemos que Vv(x)e C,v(x)=c(x)g(x), onde Sc<k~1.
Assim,

c(x)g(x)=(c, +ax+--+c,x* Ng(x) = cog(x) + o xg(x) +---+ ¢, , x* g(x) (3.14)

1sto €, qualquer polindmio cédigo € uma combinagio linear daqueles polindmios.
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CQD
Deste teorema, podemos concluir que se C for um codigo ciclico gerado por gfx),

onde Og =n—k, entdo C tem dimensdo £ e uma matriz geradora para C é:

2% & & 1 0 0 - 0]

0 g & - Suia 1 o - 0
G=|0 0 & - Zio  &uaa b 0 (3.15)

o 6 0 - g g £ 1]

Trataremos agora da questdo da determinacfio da matriz verificagio de paridade.
Sabemos que o polinémio gerador grx) de um codigo ciclico divide x” —1 | isto &,
X" -1=g(x)h(x), (3.16)
onde 8k =k e h/x) tem a forma:
h(x)=hy + x4+ b xt (3.17)
com A, =1 e A, # 0. Iremos entdo mostrar que uma matriz verificago de paridade para C
pode ser obtida a partir de /(x). Seja v/x) um polindmio coédigo em C. Entdo
v(x) = a(x)g(x). Multiplicando v(x/ por A(x), obtemos:
v(x)h(x) = a{x)g(x)h(x) = a(x)(x" =1} = x"a(x) ~ a(x) (3.18)

Como da<k-1, entdo as poténcias x* x*' ... x"7 ndo aparece em

-1

a(x)x" —a(x). Portanto, na expansio de vxJh(x), os coeficientes de x*,x**,-..

2

devem ser iguais a zero. A partir disso, obtemos as seguintes »-k equagdes:

Zhivn_,._ ;=0 (3.19)

(o)
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para 1< j<n-k Agora, considerando o polindmio reciproco de Afxj, isto &,
R (x)=x"h(x"y=h, + h_x+-+hx* | ndo ¢ dificil verificar que 4 (x) ¢ também um
fator de x" —1 e, portanto, gera um cédigo ciclico (n,n—k), o qual possui a seguinte

matriz geradora:

h, h., h_, B 0 0 0
0 kA h k0 0
H=l0 0 & hy kB 0 (3.20)
0
0 0 0 - h A, h, B |

Qualquer palavra v e C € ortogonal a toda linha de H. Portanto, & é uma matriz de

verificagdo de paridade para o cédigo ciclico C e o espago linha de H é o codigo dual de C.

3.2.2-PROCESSO DE CODIFICACAQ

No processo de codificagdo para esquemas de modulagio codificada sobre campo
Z, de inteiros modulo-g, os m bits b =(b,b,,---,b,) originados da fonte binaria sio

mapeados em 27 simbolos de uma modula¢io ¢-PSK, onde ¢ ¢ um nimero primo maior

que 2”. Em seguida, uma seqiéncia de simbolos a = (a,,a,,---,a,) entra num codificador
de bloco ciclico multinivel produzindo uma seqiiéncia x =(x,x,,"--,x,), onde x, é um
simbolo da modulagdo ¢-PSK escolhida € n>k. Note que x, €Z, enquanto que
a, €{0,1,2,3,---,2™ — 1}, portanto se consegue mapear seqiiéncias de » bits em simbolos g-

PSK , sobrando para serem usados como redundéncias (g — 2™) simbolos de Z,,.

34



b
———»
Ma t
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Binaria : a=m(by bo.by) | > De .
i s 02500, 0m o
b (@ e {0,12,..27-1) Bloco ]
——> (xie Zy)

Fonte Multinivel

Figura 3.2-Estrutura do Codificador

Como exemplo apresentamos na figura 3.3 a modulagfo 5-PSK, mostrando também

o mapeamento de Gray dos dibits para os simbolos de Zs .

4(x x)

Figura 3.3-Modulagéo 5-PSK

E importante notar que ao simbolo 4 nfio é associado nenhum bit, sendo este

utilizado apenas para redundincia. Podemos verificar também que a fonte multinivel,
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representada pela fonte binaria ¢ pelo mapeador de Gray na figura 3.2, gera simbolos de um
conjunto pertencente a Z4, enquanto que a saida do codificador é um conjunto de simbolos
pertencentes a Zs,

Apresentamos na figura 3.4 abaixo os esquemas de modulagdes 5-PSK, 7-PSK, 11-
PSK e 13-PSK com os seus respectivos mapeamentos de Gray dos simbolos.

HO 1) an

A, N Ve 3
i 510§ ,
L 3000 . %00
J x4 H I
. //, Axx; i\‘_ i Vi
310 h 4
) Py . 4
! 5% %)
Alnx) S(x )

Modulaggo Codificada 5-PSK Modulagéio Codificada 7-PSK.

3010 3010

2011 110
4110 sain 2011
pa RRRLCTR
; 3 ; W 1601}
EER | ‘\I 101 Y
‘ + G000) ‘ - 0000}
i i / . /
s161% / oo, /
‘ 10(x x x} y A x)
H100) rxx) i Hixxx)
B{x xx) Faxn) Hxx x) 1k %X}

Modulagéo Codificada 11-PSK Modulagio Codificads 13-PSK

Figura 3.4-Esquemas de Modulagdes

Para obtermos a matriz geradora do cédigo ciclico (k) sobre Z, temos que fatorar o

polinémio x” —1 sobre Z,. Um método sistematico de se procurar todos os codigos ciclicos

de comprimento n sobre Z, ¢ através da fatoragio de x” -1 (sobre Z,) que nos fornece:

X" =1= £ ) £(x) (3.21)



onde f,(x) s&o polindmios minimais de cada elemento o de Z,  os quais serdo combinados

de acordo com a taxa do cédigo. A matriz geradora do cddigo ciclico sobre Z, é obtida
através de produtos destes polindmios. A estrutura da matriz geradora de um codigo ciclico

sobre Z, ¢ dada por:

gn B AT -4 0 0 0 0
0 &n &2 g, 0 0 0 0

G =] : : : : : : : : (3.22)
| O 0 0 0 g a&o g

A taxa do codigo ciclico (n,£) € dada pela relagio &7 (nimero de linhas / nimero de
colunas da matriz geradora). O valor do indice » do elemento g, depende desta taxa.

Porém a taxa do subcodigo obtido a partir do codigo ciclico sobre Z, é dada pela expressio
(3.2). Um codificador multinivel entdo realiza a operagio x = aG.

Enquanto a codificagdo tradicional tenta maximizar a distincia de Hamming entre
seqiiéncias bindrias, o processo de codificacdo utilizando modulagio codificada tenta
maximizar a distincia entre as seqiiéncias de canal, por isso € interessante utilizar uma
metrica baseada em distincia Euclidiana ao invés de distincia de Hamming.

O desempenho do esquema de modulagio codificada pode ser avaliado através do
ganho assintotico que € dado pela expresséo (3.3).

As tabelas 3.5 e 3.6 mostram subc6digos de bloco obtidos a partir de codigos de
bloco ciclicos multiniveis de taxa 1/2 para as modulagdes 5-PSK e 7-PSK. Note que a taxa

do subcédigo utilizado na modulagio 5-PSK ¢ igual Elz_ iog:
0g

= (.430, enquanto que para a
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modulagdo 7-PSK ¢ igual a .03
2 log7

= (0.356. O ganho assintdtico ¢ calculado sobre a

modulacdio 2-PSK nio codificada.

Tabela 3.5- Subcddigos de bloco multiniveis para modulagio codificada 5-PSK a partir de
codigos ciclicos.

n Matriz D2 o
Geradora Eonin &

4 143 5.527864 2.053161
& 1324 5527864 2053161
& 13414 7.763932 3.528404
10 113311 10.000000 4.627587
12 1133143 11.381965 5.389760
14 13232324 5.527864 2053161
16 134124232 10000000 4627587
18 1220330221 8.291796 3.814073
20 | 14101032031 13.291795 5.863423

Tabela 3.6- Subcddigos de bloco multiniveis para modulagdo codificada 7-PSK a partir de
codigos ciclicos.

Matriz 2
" Dy
Geradora

1431 3.951083 1.419234
14561 6396125 3512426

g

“rint

8 11411 6.814019 3.786107%
10 1222211 B.655186 4.824837
12 11134311 10.579121 5.696569
14 14152636, 10.161226 3521535

16 125624406 | 12.420287 6.393389
I8 | 1251340524 13.359288 6.709%906
20 | 122220355556 13.628038 6.796407




As tabelas 3.7 ¢ 3.8 mostram subcddigos de bloco obtidos a partir de codigos de

bloco ciclicos multiniveis de taxa 2/3 para modulagdo 11-PSK e 13-PSK. Os subcodigos

utilizados na modula¢@io 11-PSK possuem taxa igual a % 110g181 =0.578, enquanto que
og
. . 2 log8 e
para a modulagio 13-PSK igual a T Toel3 = 0.540, onde o ganho assintético é calculado
3 log

tendo como referéncia a modulagdo nio codificada 4-PSK.

Tabela 3.7- Subcodigos de bloco multiniveis para modulagdo codificada 11-PSK a partir
de codigos ciclicos.

" Marriz D?
Geradora Erin &»
3 110 0.634986 -4.363824
111 (.952479 -2.602912
9 18310 1.904958 04073879
12 11511 3.608312 3.1815759

Tabela 3.8-Subcéddigos de bloco multiniveis para modulagio codificada 13-PSK a partir de
codigos ciclicos.

n Matriz D2
Geradora Eoan g®
3 140 1.85682% (0.8165497
12161 2183917 1.2973577
9 14112 2.238398 1.4003937
12 124118 3.049788% 2.7437167
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3.2.3 - PROCESSO DE DECODIFICACAO

O receptor otimo (de Méaxima Verossimithanga (MLD)) realiza um processo de
decodificagdo suave que, a partir da seqiiéncia recebida, produz a melhor estimagiio para a
seqiéncia de informagdo transmitida. Embora seja altamente eficiente, este receptor
consome muito tempo e possui alta complexidade de implementagio pratica, quando o
comprimento e/ou alfabeto do cédigo de bloco é aumentado. Devido as caracteristicas
ciclicas &0 codigo multinivel, o algoritmo de decodificagdo aqui proposto ¢ mais rapido e

menos complexo em termos de implementacfio pratica que o decodificador MLD,

3.2.3.1 — PROPOSTA DE DECODIFICACAO POR DECISAO SUAVE

O algoritmo proposto para efetuar a decodificagdo da seqiiéncia recebida ¢ dividido
em duas partes. Na primeira parte ¢ feita uma decisfio abrupta nos simbolos da seqiéncia

recebida r =(#,r,,-+-,r,), produzindo assim a seqiiéncia S =(S,,S,,--,S,). Através da

divisdo desta seqiiéncia S pelo polindmio gerador do codigo g(x) , verifica~se se § ¢ uma
palavra-codigo. Se o resto da divisdo for igual a zero, S é uma palavra-cédigo e o algoritmo
passa a decodificar a proxima seqiiéncia recebida. Se o resto for diferente de zero, a
segunda parte do algoritmo € entfo utilizada.

Na segunda parte do algoritmo tenta-se encontrar a palavra-codigo que estd mais
proxima da seqii€ncia recebida . O processo pelo qual a decis@o suave é feita pode ser

descrito pelas seguintes etapas:
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1. Quando a decisdo abrupta falha na determinagfio da palavra-codigo correta, o algoritmo
calcula a distdncia Euclidiana entre cada simbolo recebido e cada ponto do conjunto de

modulago, produzindo assim a matriz Dg de distincia Fuclidiana:

dCI,I d0,2 dO,n
d d - d

D= . 2 S (3.23)
dq—lgi dq-l,Z o d g-Ln

O indice i dos elementos d, ; Tépresenta o ponto no conjunto de modulag¢io, tomado

para calcular a distdncia Euclidiana, e ; a posicdo do simbolo recebido na seqiiéncia r.

2. Apos obter as distincias Euclidianas minimas d__ ;,(7=12,---.n)de cada coluna da

matriz Dg, o algoritmo subtrai de cada elemento da coluna j a distAncia minima Euclidiana

d a5 » PTOduzindo assim a matriz DIF das diferencas:

m

doy =~y oy~ dyp =
R =,
dq—x,; ~dy  d 912 = Do d in ~ Do
difor  dife, - dify,
RO Wi (3.24)
Ay difn o dify,,
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Note que cada coluna da matriz DIF possui um elemento dif, ; igual a zero. O
indice 7 dessas » entidades dif; ; 1guais a zero da matriz DIF, produz a seqiiéncia S, obtida
pela decisfo abrupta.

3. Os elementos dif,

;> €Xceto os elementos dif, ; lguais a zero da matriz DIF | sdo

ordenados da minima para a méxima distincia obtida. O simbolo S , da decisdo abrupta ¢é

considerado o menos confidvel se o valor minimo encontrado é dif, ;, para algum

ie {0l g -1},

4. Entdo o simbolo S, considerado o menos confiavel, ¢ mudado para o valor dado pelo
indice / da minima dif, . A nova seqiiéncia S ¢ testada através da utilizagio do polindmio

gerador do codigo g(x/. Se S € uma palavra-codigo ¢ entfio decodificada e o algoritmo
passa para a proxima seqiéncia recebida. Sendo, a seqiiéncia S ¢ entdo restaurada e o

segundo simbolo menos confidvel ¢ modificado para o indice / da segunda dif,, minima.

Obtida a nova seqiéncia S, esta ¢ novamente testada utilizando o polindmio gerador do
codigo g(x), sendo decodificada se for palavra-codigo e senfio, S é novamente restaurada, A
préxima mudanga na seqiiéncia S pode ser feita no terceiro simbolo menos confidvel ou na
combinagdo dos dois primeiros simbolos menos confidveis. A escolha que ira mudar S é a
que produz uma distincia cumulativa minima. O processo de decodificacio descrito acima
entdo se repete. Este processo prosseguira, sempre tomando a combinagio que fornece a
distdncia cumulativa minima. Quando a palavra-codigo é encontrada ele ¢ entdio enviada

para a saida e o processo toma uma nova seqiiéncia codificada .
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Exemplo 3.1- Suponha um esquema que utiliza uma modulacio 5-PSK e um
subcodigo de bloco multinivel com taxa 2/4 obtido a partir do codigo ciclico dado pelo

polinémio gerador :

g(x)=x"+4x+3. (3.25)

Sua matriz geradora na forma sistematica é dada por:
1 0 2 3
L (3.26)
o]

onde os elementos pertencem ao campo Zs. Supor ainda que a seqiiéncia » recebida é dada

pelos seguintes pares (X,y) de coordenadas cartesianas.

r = {(1.00,0.39),(1.50;~0.94),(1.10;-0.02), (0.92;1.50)) (3.27)

A seqii€ncia S obtida por decis@o abrupta, calculada a partir da seqiiéncia » é
S =(0,0,0,1) (3.28)

A seqi€ncia S nfio ¢ palavra-codigo pois o resto da divisdo S(x)/g(x)=1=0.
Pode-se testar, antes de ir para a segunda parte do algoritmo, se existem simbolos de
informacdo em S, quando da decisdo abrupta, iguais a 4. Se existir muda-se diretamente
estes simbolos. Portanto, como neste exemplo os simbolos de informagdo estio

representados pelos dois primeiros simbolos da palavra recebida, se estes so diferentes de
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4, entdo a segunda parte do algoritmo de decodificagdo ja pode ser aplicada. A matriz Dy

pode ser construida pelo calculo das distincias Euclidianas entre os pontos da seqiiéncia 7

e o conjunto de modulagdo.

dO,]
dl,l
_dqwl,l
T0.158
0.783
=|3.308
4244
12297

d0.2
d1,2

dQ—I,Q

1.148
5.026
7.708
5.488
1.433

dO,n

d

g~i.n

0.012
1.595
4.048
3.982
1.487

d,

S

2.260]
0.680
3.835
7.365
6.392 |

(3.29)

De acordo com a matriz Dg obtida, podemos determinar a distdncia minima de cada

coluna :

d

minl

Essas distdncias minimas serdo subtraidas

=0.158, d

min 2

=1.148, 4

rain 3

=0012ed_, =0.680

correspondente, formando assim a matriz diferenca DIF:

DIF =

dify,
dif,
dif,
dif;

K

dif »
dif,
di. 25
di 32

difi

44

de cada elemento da coluna

difys  dify]
diﬂj d’ 4
dl 2.3 dzf:ld
dify,  dif,
dfys  dif,,]




70.000  0.000 0000 1.5797
0.625 3.878 1.582 0.000
=13.150 6.560 4.036 3.155 (3.30)
4085 4340 3970 6.685
12138 0285 1475  5.711)

Baseado nas novas distdncias podemos ordenar os clementos da matriz DIF da
menor para maior distincia:
dif,, <dif,, < dif,; < dif,, < dif ; < dif,, < dif,, < dif,, <di 2 < difyy < dif, 5 < dify, .

Entdo a prnimeira mudanca a ser feita de acordo com os indices i e/ do elemento de
menor valor numérico da matriz DIF, isto é, dj 42> € substituir o segundo simbolo da
seqiiéncia S (dado pelo indice ; ), que inicialmente 0, pelo simbolo 4 (dado pelo indice i),
produzindo assim a nova seqiiéncia S = (0,4,0,1). Verifica-se entiio se S ¢ palavra-codigo
através da divisdo g(x)/ g(x), resultando como resto dessa divisio modulo-5 o
polindmio4x+4 # 0 , que demonstra que S nfo é palavra-codigo. O proximo passo do

processo de decodificagdo ¢ restaurar a seqiiéncia S e realizar a segunda mudanga de acordo

com os indices i e j do segundo menor elemento da matriz DIF, sendo neste exemplo o

elemento dif, . A mudanca € realizada na primeira posico da seqiiéncia S, de acordo com

o indice j, onde inicialmente era representado pelo simbolo 0, passa agora a ser

representado pelo simbolo 1, de acordo com o indice /, produzindo assim a nova seqiiéncia
S = (1,0,0,1). Esta ¢ novamente testada utilizando o polindmio gerador g(x), cujo o resto da

divisdo desta nova seqiiéncia §(x) por g(x) € o polindmio 3x+ 3 # 0, demonstrando que S

ndo € palavra-codigo. O terceiro passo no processo de decodificacfio é recuperar novamente

a seqiiéncia S e realizar a terceira mudanga que pode ser feita através de duas possiveis
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combinagdes de distincias dif, |, isto €, a mudanga poders ser feita utilizando os indices de

dif,; somente, ou pela combinac¢es dos indices de dif, , e dif|, juntos. A escolha sempre
déveré ser feita por aquela que apresentar menor distincia cumulativa. Como neste caso
dif, 5 = 1.475 ¢ maior que dif, , +dif,, =0.910, a mudanga na seqiiéncia S devera ser feita
no primeiro e no segundo simbolos, onde eram inicialmente representados pelos simbolos 0
e 0, passam agora a ser representados pelos simbolos 1 e 4, respectivamente. A nova
seqiineia S = (1,4,0,1) € novamente testada utilizando o polindmio gerador gfx), e o resto
da sua divis@o por g(x) € o polindmio 2x+1# 0, demonstrando que a seqiiéncia S nédo é
palavra-cddigo.

As etapas seguintes do processo de decodificagdo sdo mostradas na tabela 3.9, onde

para este exemplo o algoritmo utilizado no processo de decodificagdo ¢ finalizado quando a
seqiiéncia S = {0,0,0,0) ¢ encontrada, sendo agora S uma palavra-cédigo, produzida pela
mudanca na seqiéncia § de acordo com os indices de dif,,. A seqiiéncia decodificada é

(0,0), dado pelos dois primeiros simbolos de S, isto devido ao fato do codigo de bloco

utilizado neste exemplo ser sistematico.

Disténcias Cumulativas Valor S S/g(x)
difs > 0.285 0401 4x+4
dif; 0.625 1001 3x+3
dify >+dif; 1 0.910 1401 2x+1
difys 1.475 1041 2x+3
dify 4 1579 0000 0

Tabela3.9- Tabela de decodifica¢fo para a seqiiéncia recebida
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Na figura 3.5 demonstraremos o desempenho, em um canal com ruido gaussianc
branco aditivo, de subcddigos de bloco multiniveis, obtidos através de codigos ciclicos de
comprimento » igual a 6, aplicados as modulagdes 5-PSK e 7-PSK. O ganho assintotico de
codificacdo sobre o sistema ndo codificado 2-PSK ¢ igual 2 2.033 no caso da modulagdo 3-
PSK e igual a 35124 para a modulagio 7-PSK. Comparando ainda com um sistema
codificado 4-PSK  que se utiliza de uma decodificagdo por decisdo suave. O eixo vertical
do grafico da figura 3.5 representa a taxa de erro de bit (BER), enquanto que o eixo
herizontal representa a relagio entre a energia do sinal e a densidade espectral de ruido

(SNR).

P 5. 25K comp-63

s e 2 PEKmo-codit)
e i LS K 30 decision)
ToEL . T —a— T PEK(comp-6)

PR AW R R T
»
a

Bl bk B AL

Figura 3.5-Desempenho de Esquemas Multiniveis Obtidos a partir de
Codigos Ciclicos de taxa 1/2 em Canal AWGN.
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3.2.4- CONCLUSAO

Subcddigos multiniveis de blocos definidos sobre campos Z,, conveniente para um
esquema de modulagio ¢-PSK, podem ser obtidos a partir de codigos ciclicos. Esse
esquema de modulagdo codificada ndio tradicional também apresenta um bom ganho
assintotico de codificagdo e tem uma grande vantagem em relagio a esquemas de
modulag8o codificada baseados em anéis de inteiros, € que sua estrutura algébrica ajuda na
obtengdo de algoritmos de decodificagio suave com menor complexidade e bom

desempenho.
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CAPITULO 4

TRABALHOS FUTUROS E CONCLUSAO

4.1-SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS.

Como todo trabalho de pesquisa, os resultados nio completam e finalizam as
investigagdes. Existe sempre a possibilidade de aprimoramento do trabalho apresentado e
de sua extensiio. Fazendo uma analise de todo o assunto abordado pela tese podemos

apresentar as seguintes sugestdes para trabalhos futuros:

v" Estudar mais a fundo as propriedades algébricas dos subcodigos de bloco sobre campos
Zg.

v" A implementa¢fio de decodificadores de decisdo suave eficientes para estes subcddigos
que explorem suas propriedades algébricas.

v" A obtencdo de subcddigos multiniveis adequados para canais com desvanecimentos.

v' Andlise de desempenho destes codigos em canais com desvanecimentos.
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4.2 CONCLUSAO.

Neste trabalho apresentamos uma classe de subcodigos de bloco multiniveis,
obtidos a partir de uma matriz geradora de codigos ciclicos definidos sobre o campo Z,

Apresentamos a seguir algumas tabelas, onde fazemos uma comparagio em termos
de distdncia Euclidiana minima quadratica dos subcddigos de bloco multiniveis obtidos a
partir de codigos ciclicos e dos subcddigos de bloco multiniveis ndo ciclicos.

Para essas tabelas serd feita uma andlise individual com relacio a taxa de
codificagdo dos subcodigos de bloco multiniveis, do ganho assintético de codificagio e
ainda a verificagdo dos valores de distdncias Euclidianas minimas quadraticas para os
subcodigos de bloco multiniveis obtidos a partir de codigos ciclicos quanto ao seu
crescimento nfio uniforme de acordo com o aumento de n. Essa nfio uniformidade de
crescimento ocorre devido a matriz geradora do codigo ciclico (1,k) ser obtida através da

combinag@o, de acordo com a taxa do cédigo, dos polindmios minimais f£,(x) , originados

pela fatoragdo do polindmio x”—1 sobre Z, , onde para determinados valores de » o
numero de combinagdes desses polindmios € menor em relagdo aos demais, ou seja, apenas

um numero menor de combinagdes de polindmios poderdo ser testadas.
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Subcédigos de bloco a partir de Subcédigos de bloco nio
codigos ciclicos ciclicos
n D;m D;m
4 5.5278 6.38
6 5.5278 7.76
8 7.7639 9.15
10 10.0000 10.53
12 11.3819 11.91
14 5.5278 13.29
16 10.0000 14.67
18 8.2917 15.52
20 13.2917 16.91

Tabela 4.1-Distancias Euclidianas minimas quadraticas para modulagic 5-PSK

Para a modulagfio 5-PSK, apesar da taxa do codigo ciclico ser igual a 1/2, dada pela

relacdo &/n, a taxa dos subcédigos de bloco multiniveis de acordo com a equagio (3.2) é

log4

dada pela relagio —;— Pl ou sgja , a taxa ¢ igual a 0.430.
)

As distdncias Euclidianas minimas quadraticas e por conseqiiéncia os ganhos
assintoticos de codificacdo, para o esquema de modulagdo 5-PSK, de subcédigos de bloco
multinivels obtidos a partir de codigos ciclicos sdo numericamente inferiores aos valores
para subcédigos de bloco multiniveis ndo ciclicos.

Os subcodigos de bloco obtidos a partir de cédigos ciclicos apresentam um

crescimento ndo-uniforme de valores de distdncias Euclidianas minimas quadraticas, onde
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podemos observar, por exemplo, que para » igual a 12 o valor de distincia Euclidiana

minima quadratica ¢ maior em comparagdo ao valor para » igual a 14.

Subcodigos de bloco a partir de Subcodigos de bloco ndo
codigos ciclicos ciclicos

n D;m D;m
4 3.9510 5.31

6 6.3961 7.75

8 6.8140 9.26
10 8.6551 10.77
12 10.5791 12.31
14 10.1612 14.30
16 124202 15.36
18 13.3592 17.68
20 13.6280 -

Tabela 4.2-Distancias Euclidianas minimas quadraticas para modulagio 7-PSK

Para a modulagdo 7-PSK, a taxa dos subcodigos de bloco multiniveis de acordo com

a equagdo (3.2) ¢ dada pela relagdo %-?% , ouseja, ataxa € igual a 0.356, apesar da taxa
og

do codigo ciclico, assim como para a modulagio 5-PSK, ser igual a 1/2, dada pela relagdo
k/n.

As distdncias Euclidianas minimas quadraticas e por conseqiiéncia os ganhos
assintoticos de codificagdo, para o esquema de modulagdo 7-PSK, de subcddigos de bloco
multiniveis obtidos a partir de coédigos ciclicos s8o numericamente inferiores aos valores

para subcodigos de bloco multiniveis ndo ciclicos.
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Mas os valores de distincias Euclidianas minimas quadraticas, para a modulagio 7-
PSK, possuem um crescimento mais uniformes em comparagdo com os valores

apresentados para a modulagéo 5-PSK.

Subcodigos de bloco a partir de Subcodigos de bloco néo
codigos ciclicos ciclicos
n Dz, D;,
3 0.6349 1.49
6 0.9524 3.24
9 1.9049 3.61
12 3.6083 441

Tabela 4.3-Distancias Euclidianas minimas quadraticas para modulagio 11-PSK

Para a modulagio 11-PSK, a taxa dos subcodigos de bloco multiniveis de acordo

log8

com a equacio (3.2) ¢ dada pela relagio % Rl ouseja, a taxa € igual a 0.578, sendo a
3 lo

taxa do codigo ciclico neste caso igual a 2/3, dada pela relagio bn.

As distdncias Euclidianas minimas quadriticas e por conseqiiéncia os ganhos
assintoticos de codificagio, para o esquema de modulagdo 11-PSK, de subcddigos de bloco
multiniveis obtidos a partir de codigos ciclicos sio ainda numericamente inferiores aos
valores para subcodigos de bloco multiniveis ndo ciclicos.

E os valores de distdncias Euclidianas minimas quadraticas possuem um

crescimento uniforme, de acordo com o aumento de ».
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Subcodigos de bloco a partir de Subcddigos de bloco ndo
codigos ciclicos ciclicos
n Dém Dzim
3 1.9568 1.99
6 2.1859 3.31
g 2.2383 4.17
12 3.0497 5.99

Tabela 4.4-Distancias Euclidianas minimas quadraticas para modulagio 13-PSK

Para a modulagdo 13-PSK, a taxa dos subcddigos de bloco multiniveis de acordo

com a equacgiio (3.2) é dada pela relagio % llogS
2

— . ouseja, ataxa ¢ igual a 0.540, sendo a

ogl3
taxa do cddigo ciclico neste caso também igual a 2/3, dada pela relagdo Z/n.

As distdncias Euclidianas minimas quadraticas € por conseqiéncia os ganhos
assintoticos de codificagdo, para o esquema de modulagiio 13-PSK, de subcédigos de bloco
multinivels obtidos a partir de cdédigos ciclicos sdo ainda numericamente inferiores aos
valores para subcodigos de bloco multiniveis nfo ciclicos.

E os valores de distdncias Euclidianas minimas quadraticas também possuem um
crescimento uniforme, de acordo com o aumento de n.

A principal vantagem desse esquema de modulagio codificada ndo tradicional, em
relagio a esquemas de modulagio codificada baseados em anéis de inteiros modulo-27 e
ainda em relagdo a subcodigos de bloco multiniveis nfo ciclicos € que, devido a sua
estrutura algébrica e as suas caracteristicas ciclicas, existe algorttmos de decodificagio

suave mais rapidos que o decodificador MLD, embora com um pouco de perda no
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desempenho. O algoritmo sub-6timo de decodificagio que ¢ apresentado neste trabatho é
apenas uma das alternativas que podem ser utilizadas para o processo de decodificacfio de

subcodigos de bloco multiniveis obtidos a partir de codigos ciclicos.
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APENDICE A



Tabela A, -Fatoracio de x"-7 madulo-5

Y Polinémios Minimais
2 (xH4)x+1)
3 (xH)(xx+])
4 H(xH)xED(EH3)(x+2)
5 | (x+4)
6 | () (x+ (X +4x+ 1 (x+x+1)
7 | (x4 (C e O xHe)
8 | (x+A)(x+D)(FHINETHINx+2)xT+2)
9 | (x+)(x+x+ D+
10 | (x+4)(x+1Y
11| (x4 33+ )+ 2x 45 5P )+ 4)
12 | (xF)EE3NxH DAY+ 3x+H4)(x+HAx+ 12X+ (X +x+1)
13 | (x+a)(x 250+ 2%+ D)2 30 H 3k DR H X+ ]
14 | (x+ )+ D A0+ 4 DEH xR xH ]
15 | (x+4Y(x"+x+1)
16 | (x+4)(x+D(x+2) (3N H2YEHINE+2x+3)
17 (x+4)(x16+x15+x14+x13+x12+x] 1+xi0~’r“x9~‘r“x8+x7+x6+x5~%*x4+x3w+~x2+x~+“1)
18 | (x+4)(x+D)(x +x+ 1) +Hax+ DEHC+ 1) +453+1)
19 (x+4)(x9+x8+3x7*i~x6+3 X+ 3302 ) (X 3k 2 2 A A+ 2K x4
20 | (xHAYHxH1 P2 H(x+H3)
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Tabela A, -Fatoragio de x"-1 modulo-7

Polindmios Minimais

o
2 (x+6)(x+1)
3 (X+HOYx+5)Hx+3)
4 (xHE)(xHDEAH)
5 | xHO)( xR x+])
6 | (xFO)x+D(x+2)(x+3Nx+4)(x+5)
7 | (x+6)
8 | (x+6)(x+ DX+ 1(xH4x+1)(x*+3x+1)
9 | (xHExFIN RS +3HX+3)
10 xHE)(x+ DO+ x+ D63+ x P65+ 1)
11| (xH6)(x O+ bk by P x+ 1)
12 | (xHO)(x+ D2+ 3UH) x-S+ D(EH2)(x7+4)
13 | Ger6)(x B HCex x x 1)
14 | (x+6) (x+1)
15 | (x+6)(x+3)(x+ )X+l x+ 1) 25+ 2)(x +4x5+ 25+ x+4)
16 | (xH6)(x+ DX+ D(C+x+6)(X+3x+ D) +4x+H6) (X +4x+ 1 (X +6X+6)(X*+3%+6)
17 (>‘1+6)(:'c;§6+}s:15*%)\{14%){13+xlz+x1 B R B S S A e e > e Y 1)
18 | (x+6)(x Dx+H2)(x+3)(x+4)(x+3) (X +2NK+3NK+4Hx+5)
19 (x+6}(x A2 XA A6 (X +EX T 3XFE )X X HXT6) (X 3K +3%+6)
(X +5x7+6)
20 :»<:¢6)(:»H—1)(2 DO D(XHEXHR S+6x+1)(x 3 C+4x +H4x+1)

(x4 +H45+3x+ 1)
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Tabela A;-Fatoragdo de x"-7 modulo-11

Polinémios Minimais

F 4

3 |(x+H10)(x*+x+1)

6 | (x+10)(x+ )X +x+1)(x*+10x+1)

9 (10D

12 (10X D DEFx D +H6x+ D+ 10x+ 1) (x3+5x+1)

15 (x+10)x+2)(x+6)(x+THXH8H X +3x+9)(x+5x+3)(x° xS )(x +x+1 W x*+9x+4)

18 | (x+10)x+ 1)(x +10x°+1 Y%+ 1)(x +x+1)(x +10x+1)

1 (X+ 1 0)(x‘+x+ D *+~5x +4x+10) (X + 7 +6x+H 10} (x°+4x7+10x*+ 10x*+6x+1)
(x *+6x7+10x +10%° +4x—“1)

24 (X+10)(x~+1)(x +1)(x” +6x—r 1)(x +3x+10)(x —5x+1 Wx+5x+10)(x*+8x+1 0)
(x*+2x+ 10) (x +9x+1 O)(X +x+1 )(x"+ 10x+ D)(x*+6x+1 0}

27 (xFI0N B DEE (xR D
(x+ 10)(x+ 1)(X+2)(X+3)(X‘r*@)()ﬁ“5)(X+6)(X‘€‘7)(X'?‘8)(XJ‘9)(X2+JX+9)(X +2x+4)

30 (x“*éx"-B)(X +5x+3)(X+4x+5 )x +7x+5) (X 1P+ 10x+1)(xE +9x-+4)

(x* +8x+9)
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Tabela As-Fatoracdo de x"-7 modulo-13

- Polinémios Minimais

3 (xH12)(x+4)Xx+10)

6 (HI2)(xH D(xH3)x+H)(xF9)(x+10)

9 (x+1Dx+Y(xFI0NX+4)(x +10)

12 (x+12)(x+ D2 3)(x+4)(RAS)HxHO W%+ TH x4+ &) x+9)(x+10)(x+11)

15 | (e 12)xH4)(x+10)(xH9+3x7+H 5+ (35 +9x +x+3)(x H x4 x+ 1)

18 | (x+12)(x+ DX+ x+ 1) +3) K +4)(x+9)(x +10)

5 |(xf 2)(x+4)gx+10)(x22+6x+1 WXEH2XAW KA+ Sx+ DK +HOx+3 )X +5x+)(x*+3x+1)
(X" 2x+3Yx+x+3Nx+9x+9)

24 | T IO xH3)(x AU+ S)xFE) (37 )(xrB)x+9)(xx+ 10) (11 Wx'+2)
(H5)KH6) (X+THX+8)(x+11)

27 (xF12)EH)(EHIONE (10X +4)(x+10)

30 |1 De3)x4)(x+9)(x+1 0)(x '+ 105 +9x*+12x+3 ) (X +9x +3x°+x+9)

] (X300 X ) 125+ 12 (X 4+ 337+ 12%49)
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