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Resumo

Esta dissertac@o ¢ dedicada ao estudo de métodos de andlise de sistemas dinfmicos e de projeto de
filtros e controladores para sistemas lineares, tendo como ferramenta bisica as desigualdades matriciais
lineares.

Apresentamos uma pequena revisio de resultados conhecidos para andlise de sisternas dindmicos e
desenvolvemos novas condicOes de estabilidade. Estes novos resultados nos permitem obter condig@es
suficientes de estabilidade para diversos problemas, como a anélise de estabilidade de sistemas lineares
incertos com o auxilio de fungdes de Lyapunov dependentes dos parimetros.

Descrevemos parametrizacfes convexas para o projeto de filtros e controladores por realimentacio
do estado e por realimentagio dinidmica da saida. Estas parametrizacOes sdo utilizadas na resolugio de
diversos problemas de filtragem e controle que ainda permaneciam sem solucfio como, por exemplo,
0 problema de controle positivo-real, o problema de filtragem descentralizada e robusta para sistemas
incertos em dominios poliedrais ¢ 0 problema de controle H, com selegio simultinea de atuadores e
sensores. Outros problemas abordados no texto sdo o controle robusto e descentralizado por realimentacio
dindmica da saida e o problema de controle com muiltiplos objetivos. O texto é ilustrado com exemplos
numéricos e simulacies.

Abstract

‘This thesis is devoted to the analysis of dynamic systems and to the synthesis of filters and controllers
for lingar systems, all on the Linear Matrix Inequalities (LMI) framework.

‘We review some well known results on dynamic systems analysis and develop new stability conditions.
The new results enable us to draw sufficient stability conditions for several open probiems, as the stability
analysis of linear uncertain systems with parameter dependent Lyapunov functions.

We describe a set of convex parametrizations for the synthesis of filters and controllers under state
and dynamic output feedback. These parametrizations provide solutions to several open problems as, for
instance, the synthesis of positive-real control systems, the robust and decentralized filtering of uncertain
polyhedral systems and the A, control problem with simultaneous selection of sensors and actuators.
Other problems addressed in the text are the robust and decentralized dynamic output feedback control
problem and the multi-objective control problem. The text is illustrated by examples and simulations.
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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertagao tem por objetivo discorrer sobre métodos de andlise de sistemas lineares e de projeto
de controladores. O elo de ligac3o entre os temas abordados € a utilizacio das desigualdades matriciais
lineares como instrumento bdsico. A denominagio “desigualdade matricial linear” provém do termo cor-
respondente e lingua inglesa Linear Matrix Inequality, mais conhecido pela sigla formada pelas iniciais
LMI. Embora o escopo de problemas acessiveis a desigualdades matriciais lineares transcenda o campo
dos sistemas de controle {24, 127], € neste dominio que as aplicacfes derivadas desta técnica tém se afir-
mado de maneira incontestdvel [16]. Além da simplicidade e consisténcia algébrica, uma das razdes da
popularidade dos métodos de anélise e projeto baseados nas desigualdades matriciais lineares ¢ a disponi-
bilidade de algoritmos computacionais eficientes [24], derivados dos algoritmos de pontos interiores [40]
para programacdo convexa [103]. A importincia e o impacto das desigualdades matriciais lineares no
desenvolvimento da teoria do controle podem ser avaliadas observando-se nas recentes edigbes de con-
gressos da drea, como o IEEE Conference on Decision and Control ou o American Control Conference, o
elevado niimero de artigos que delas fazem uso.

Dos primeiros trabalhos em anédlise de sistemas [16] e projeto de controladores por realimentagao
do estado [13], o escopo dos problemas de controle ao alcance das desigualdades matriciais lineares se
estende hoje ao projeto de filtros [53, 60] e controladores por realimentacio dindmica da saida [116, 96].

Ao longo deste trabalho, percorremos todas estas dreas, buscando apresentar nossas contribuicGes
de maneira consistente ¢ homogénea. O trabalho aqui consolidado consiste num apanhado da maior
parte dos estudos desenvolvidos durante a realiza¢io do programa de doutorado do autor na Faculdade de
Engenharia Elétrica e de Computac¢iio da UNICAMP.

1.1 Apresentacio

Dividimos esta dissertagfo em seis capitulos e dois apéndices, Este primeiro capitulo consiste em
uma introdugdo ao texto e serve como um guia de leitura do trabatho, situando o leitor com relacio
aos capitulos subseqiientes e atentando para alguns detathes sobre a notagdo. Os demais capitulos se
estruturam como indicado:

Capitulo 2: Este pequeno capitulo faz uma revisgo sucinta dos resultados em andlise de sisternas dindmi-
cos relevantes para o desenvolvimento do texto. Supomos que o leitor esteja familiarizado
com as técnicas de manipulagio de espagos normados e com os conceitos de estabilidade
relacionados aos métodos de Lyapunov.

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

Capitulo 3: Utilizamos este capitulo para apresentar novos teste de estabilidade para sistemas dinfmi-
cos. Dois tipos de teste sdo desenvolvidos: o primeiro permite estudar a estabilidade de
equagdes diferenciais ou de equagdes a diferengas cujas matrizes dindmicas consistam em
um produto de duas matrizes; o segundo é um caso particular do primeiro, aplicavel so-
mente a sistemas discretos. A principal vantagem deste segundo teste é a possibilidade de
extensdo para a caracterizacio das normas Hb e H.. e 0 seu uso imediato no projeto de con-
troladores. Mostramos como aplicar estes testes em diversos contextos como, por exemplo,
no desenvolvimento de condicGes suficientes de estabilidade usando fun¢®es de Lyapunov
dependentes dos parimetros. Os resultados obtidos sfo comparados aos conhecidos por
mejo de exemplos numéricos.

Capitule 4: O intuito deste capitulo é desenvolver parametrizagOes convexas para os seguintes proble-
mas. controle por realimentacao do estado, filtragem e controle por realimentacio dindmica
da saida. Lidamos, simultaneamente, com sistemas continuos e discretos. No caso de
sistemas discretos, os resultados sdo baseados na nova condicio de estabilidade obtida
no Capitulo 3. Procuramos sempre estabelecer relagGes entre as parametrizac@es obti-
das, caracterizadas com o auxilio das desigualdades matriciais lineares, e os resultados
classicos, baseados em equagdes de Riccati. Na secdio que trata do problema de controle
por realimentagfo dindmica da saida, fazemos uma anilise das propriedades de separacio
0o contexto das desigualdades matriciais lineares.

Capitulo 5: Neste capitulo, o mais longo deste trabatho, fazemos uso das parametrizacOes desenvolvi-
das no Capitulo 4 para resolver diversos problemas de filtragem e controle. A exposicio dos
problemas, cuja solugio nfo pode ser obtida por métodos convencionais como, DOT exem-
plo, a resoluclo de equagBes de Riccati, encontra-se acompanhada de exemplos numéricos,

Capitulo 6: Fechamos este trabalho apresentando algumas concluses e discutindo algumas possiveis
extensdes dos resultados obtidos,

Apéndice A: Incluimos neste apéndice alguns lemas de cunho algébrico, como o complemento de Schur,
utilizados a0 longo de toda a dissertacfo, e cujas provas nio sdo essenciais 2 compreensio
¢ interpretacio dos resultados,

Apéndice B: Na Secdo 5.7 do Capitulo 5, formulamos problemas de controle como programas semi-
definidos mistos, isto &, problemas de otimizagiio que envolvem restrigOes na forma de de-
sigualdades matriciais lineares e nos quais algumas das varidveis assumem valores somente
no campo dos inteiros. Apresentamos um algoritmo que permite obter as solucGes Gtimas
globais desta classe de problemas. Discutimos também algumas estratégias sub-Gtimas.

1.2 Notacdo

Ao redigirmos esta dissertagdo, mantivemos uma preocupagfo sempre em mente: tornar a notagio
clara e homogénea. Nao obstante, e devido ao largo espectro do trabatho, algumas inconsisténcias ainda
persistem. Acreditamos, porém, que 0 contexto seja capaz de situar o leitor adequadamente.

Procuramos adotar a nomenclatura padriio para a maior parte dos entes matematicos. Assim, todas as
matrizes s3o grafadas em letras maidsculas e os vetores, em letras mintisculas. Conjuntos sio denotados
por letras maitisculas do alfabeto grego ou por letras manisculas do alfabeto latino grafadas em modo



1.2. NOTACAO 3

caligréfico. Os conjuntos dos ndmeros reais € denotado por R e o conjunto constituido pelos elementos
{0,1}, por B.

A operacio de transposicdo € indicada por meio do simbolo (), pés-posto a um vetor ou matriz. Para
matrizes ¢ vetores com elementos no campo dos complexos, o simbolo (*) denota transposicdo segui-
da de conjugagdo. Os simbolos (>, >, <, <) sdo utilizados para denotar, indistintamente, relactes entre
grandezas escalares ou matriciais. Neste Gltimo caso, por exemplo, a notagio X > 0 indica que a matriz
simétrical X é estritamente definida positiva, isto €, todos os autovalores de X sfio nimeros reais estrita-
mente maiores do que zero. Por oposi¢lio, X < 0 indica que a matriz simétrica X & estritamente definida
negativa, A notagio X > 0 (X <0) indica que a matriz X € apenas definida positiva (definida negativa),
ou seja, todos os autovalores de X sfo niimeros reais positivos (negativos) ou nulos. O operador tr (X)
denota o fraco da matriz X, isto €, a soma dos elementos da diagonal principal da matriz X. A operagdo
diag (A,B) simboliza a constru¢fio de uma matriz cujos blocos da diagonal principal sdo as matrizes A e
B e cujos elementos fora desses blocos sdo todos nulos. Denotamos cada um dos autovalores da matriz
X por meio do simbolo 2;(X). Do mesmo modo, cada elemento da diagonal principal de X é denotado
por diag;(X). Finalmente, com a inten¢fio de poupar algum espago na descrigiio de matrizes simétricas
particionadas em vérios blocos, utilizamos o simbolo (x)' para denotar um bloco cujo correspondente
simétrico ja se encontra descrito.

IN3zo definimos relagfes entre matrizes gue n¥o sejam simétricas ou que possuam ¢lementos no campo dos complexos.
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Capitulo 2

Fatos fundamentais em analise de sistemas
dinamicos

Este capitulo € dedicado a apresentacdo de resultados relativos a andlise de sistemas lineares segundo
as desigualdades matriciais lincares. Embora seja tarefa ficil encontrar na literatura referéncias a estes
resultados, aproveitamos este capitulo para introduzir os fundamentos teéricos e as técnicas bdsicas a
serem utilizadas nos capitulos subseqiientes.

2.1 Defini¢Oes preliminares

Com relacfio a0 sistema linear continuo e invariante no tempo descrito pelas equagGes
X=Ax+Bw, x(0) =0 2.1
z=Cx+Dw 2.2)

em que x € R” representa o estado, w € " representa a entrada ¢ z € R? representa a saida, denotamos
por H,.; (s} a funcio de transferéncia matricial da entrada w para a saida z. Nesse modelo, as matrizes A,
B, C e D possuem dimensées apropriadas segundo as regras que regem o produto usual de matrizes.

Este sistema € dito estritamente proprio se a matriz D for nula ou simplesmente prdprio caso contrario.
Sempre que a dimensio da entrada w for igual a dimensdo da saida z, isto €, sempre que r = g, dizemos
que este sistema € quadrado.

2.1.1 Estabilidade

A estabilidade do sistema linear (2.1-2.2) pode ser estudada mediante andlise dos resultados da se-
guinte equagdo linear matricial

AP+PA+Q=0 (2.3)
conhecida como equacio de Lyapunov. Assim, segundo [18], podemos enunciar o seguinte lema

Lema 2.1 Com relagdo ao sistema linear (2.1-2.2), as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
1. O sistema é assintoticamente estdvel.

2. A matriz A é Hurwirz,
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3. Todos os autovalores da matriz A possuem paries reais estritamente negativas.

4. Paratoda matriz Q = Q' >0 a equacdo de Lyapunov (2.3) apresenta uma inica solugdo P = P' > 0.

2.1.2 Norma H,
A solucéo da equacio (2.3) pode ser calculada mediante a operago de integracio [129]

. = At
P fo AT Qe d 2.4

Esta forma de célculo da solugéo da equagio de Lyapunov serve de elo entre a teoria de estabilidade no
espaco de estados e a norma de sistemas Hs, cuja definigiio no espago fregiiencial é

1) = [ (B0 (i) do @)

Essa ligacdo ¢ estabelecida pelo teorema de Parseval [15], que permite recalcular essa norma por meio da
operacio de integracao temporal

V() =5 [t (oyntey) 2.6)

em que 4(?) € a resposta impulsiva do sistema (2.1-2.2). Aplicando essas defini¢es ao sistema (2.1-2.2)
percebemos que o resultado desta integragdo € finito apenas se H,,(je) = 0 ou, em outras palavras, se
o sistema (2.1-2.2) for estritamente préprio. O ‘traco’ dentro da integral (2.6) nos permite caracterizd-la
como o resuitado do seguinte experimento hipotético [35]: considerando-se que o sistema (2.1-2.2) tem r
entradas, aplicar & entrada do sistema as entradas impulsivas! w; = 8(t)e; e coletar as g saidas

)= [ A IBuan= [ CApes(an
0 0

Assim
|| S)lz—- f hi(e) h(t)dt
= izzaei-B’ [ /0 e“"c'CeA'dt] Be;

= tr (B'P,B) @7

Portanto, a matriz simétrica F,, conhecida por Gramiano de observabilidade, também pode ser calculada
como solugdo da equacdo de Lyapunov

A'P,+PA+CC=0 (2.8)

A comutatividade do trago nos permite inverter a ordem dos termos do operando da integracio, o que
implica o procedimento dual de célculo da norma H;

HH, ()3 =t (C [ fo - eA‘BB’eA"dt] c’)
=tr (CR.C') 29)

le; ¢ definido como o vetor canOnico de dimenso r x 1 cujo iésime componente & igualal,
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em que a matriz simétrica Fe, chamada Gramiano de controlabilidade, pode ser obtida como solugdo da
equacio de Lyapunov

AP.+P.A +BB =0 (2.10)
A norma H, possui também uma interpretagdo estocdstica, como mostra o préximo lema [21].
Lema 2.2 Dado o sistema linear auténomo

£=Ax+w, x(0) =0 .11
z=Cx 2.12)

no gual a entrada w é um ruide branco com média nula e varianeia E{ww'} = BB’ entdo o valor dos
custos quadrdticos

Jii= EEE-E {z(r)'z(t)} (2.13)
1 LY Ay
Jp = %LII}QE {‘r:[o z(t)'z(¢t) dI} (2.14)
pode ser calculado como
Ji =1 =tr (B'F,B) (2.15)

Notemos que o problema tratado no lema acima pode ser convertido na forma de um problema em
norma Hy para o sistema (2.1-2.2) por meio da definicio adequada da matriz B. O mesmo ocorre no
seguinte contexto.

Lema 2.3 Dado o sistema linear autdénomo

*=Ax, x(0) =xp (2.16)
z=Cx 2.17)

o valor do custo quadrdtico
[O 2(8Y'2(t) di = xoPoxo 2.18)

Se consideramos xy uma varidvel aleatéria com média zero e varidncia E {xoxy} = BB’ entdo

fO E {z(t)'z(t)} dt =t (B'P,B) (2.19)
Prova: Paraprovar este lema basta definir a funcio de Lyapunov quadritica
v(x) ;=¥ Pox
em que a matriz P, & siméfrica. Assim, tendo em vista que

¥(x) =X (AP, + PoA)x = - C'Cx
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a0 integrarmos a expressio acima do zero ao infinito podemos afirmar que
A Zzdt = xpPxg = / XC'Cx dr
0

que € exatamente (2.18). A expressdo (2.19) & obtida entio mediante a aplicagfio do operador linear
esperanga matemdtica, |

Mais uma vez, a defini¢io adequada da matriz B permite tratar este problema no contexto da norma
H;. Uma propriedade importante da solugdo da equagio de Lyapunov é descrita no préximo lema,

Lema 2.4 Se a matriz A for Hurwitz, as solugGes de duas equagbes de Lyapunov obedecem & seguinte
propriedade: P| > Py sempre que Oy > Q5.

Prova: Podemos verificar este resultado escrevendo

0=A"(P~P)+ (P —P)A+ (01— O2)
=A'Ap+ApA+ Ag

Assim
O >h=>A=h—0>0
o que, pelo Lema 2.1, implica
Ap = Pl =Py >0

e conclui a prova, ]

Esta propriedade permite transportar o problema de cilculo da norma H; para o contexto de pro-
gramacio convexa. A chave para essa transformag@o € a conversdo da equacio de Lyapunov em uma
inequaco, ou melhor, numa designaldade matricial linear (LMI). A equagdo (2.8) pode ser convertida na
desigualdade

AP+PA+C'C<O (2.20)

A partir do Lema 2.4 concluiimos que qualquer solugio factivel para a desigualdade acima obedece 2
propriedade

P>P,>0 (2.21)
Portanto, a norma -, pode ser calculada mediante a resolugio do problema de programacio convexa
Hyz (5)1]3 = inf {tr(B'PB) : A'P+PA+C'C <0} (2.22)

Uma questdo que resta ser respondida € se, de fato, a solugio obtida por meio do ‘inf’ coincide com
a solugdo de (2.7-2.8). Sem recorrermos a argumentos sofisticados, podemos superar esta dificuldade
redefinindo a matriz de saida

C
Ce [ S ] 2.23)
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na qual £ é um escalar positivo, e o problema sobre o conjunto fechado
| e (5, £} ]5 = min {w(B'PB) : A'P+PA+C'C <0} (2.24)

Podemos controlar a distincia entre a solugfo 6tima do problema modificado (2.24) e a soluglo Stima
do problema original (2.22) escolhendo adequadamente o valor de & Segundo ¢ cdlculo da norma Hy
mediante a obtencdo do Gramiano de observabilidade (2.9), garantimos que o erro acarretado por essa
redefinicgo &

|[Huz (5,€)113 — 1Huz () 5 = tr (Pe) = O(e) (2.25)

Do ponto de vista pratico, essa distincia entre a solugdo obtida por meio da desigualdade estrita e a solugdo
“exata” pode ser controlada ajustando-se a precisio do algoritmo utilizado, em geral um algoritmo de pon-
tos interiores [24, 103], o qual fornece apenas solugGes que obedecem estritamente as desigualdades. Mais
uma vantagem em se lidar com as restri¢Oes no sentido estrito € que podemos fazer uso do complemento
de Schur (Lema A.1) e converter os problemas em norma H» para o formato dado no seguinte lema, o que
sera de grande valia para os procedimentos de projeto a serem desenvolvidos nos proximos capitulos.

Lema 2.5 Com relacdo ac sistema linear (2.1-2.2), as seguintes afirmagdes sdo equivalentes
i) | Hue ()13 <

i} Existem matrizes P =P € R" e W = W' € R™" de tal forma que

AP+PA ('
[ c 3 ] <0 (2.26)
w BP
[ PE P ] >0 (227
(W) <y (2.28)
iii) Existem matrizes P=P' ¢ R*" e W = W' € R?*? de tal forma que
AP+PA" B
[ B - ] <0 (229
W CP
[ PC P } >0 (2.30)
(W) <v (2.31)
O valor da norma H; de Hy,(s) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimizacdo con-
vexos
| Hoe ()13 = min{y : (2.26-2.28)} (2.32)
ou
Hye ()13 = min{y : (2.29-2.31)} (2.33)

2Neste sentido, ¢ cometendo um pequeno abuso, todos os problemas de minimizacio a serem considerados neste trabalho,
mesmo 0s em conjuntos abertos, serio simplesmente denotados por meio do operador ‘min’.
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Prova: Para provarmos a equivaléncia entre os itens i) e i) procedemos da seguinte forma. Aplicamos o
Lema A.1 2 desigualdade (2.26) e obtemos (2.20). Com a definicio da varidvel auxiliar W obtemos, desta
vez aplicando 0 Lema A1 a (2.27),

W > B'PB
donde, usando (2.28), temos
[ (s)lIF <0 (W) <

Segundo a discussao acima, o valor exato da norma pode ser calculado minimizando-se v. Notemos
também que a restrigdo fundamental P > 0 se encontra agora contida em (2.27).

A equivaléncia entre i) e if) € 0 resultado dual obtido g partir do cdlculo da norma H, envolvendo o
Gramiano de controlabilidade (2.10). | |

Podemos generalizar a defini¢io da norma H, de modo a levar em consideragdo normas do tipo

sup sup ||z(t)]|, (2.34)

w1520

definidas para os valores de p = 2 ou =, como em {130, 21]. Neste caso, para que obtenhamos uma
formulacio correspondente ao Lema 2.5, basta substituirmos o ‘trago” nas definigGes (2.28) e (2.31) por
uma das funches
max}; (W), p=2
1

&(W) = { maxdiag; (W), p= - (2.35)

Estas fungdes, embora nfio sejam lineares, ainda s3o convexas, e podem ser formuladas em termos de pro-
blemas de otimiza¢do lineares sujeitos a restricSes na forma de desigualdades matriciais lineares [21]). O
caso p = 1 € um pouco mais complexo, e encontra-se descrito em [61]. Finalmente, todos os procedimen-
tos de projeto de controladores e filtros a serem estudados nos préximos capitulos podem ser generalizados
para lidar com estas normas com a simples substitui¢fio da fungio tr(-) por gp(), como em {112, 21, 61].

2.1.3 Norma H..

Uma outra norma que serd intensamente utilizada neste trabalho & a norma H.., cuja definicio no
espaco fregiiencial é [21, 41]

[Hwz($) oo := sup & [Hy. (joo)] (2.36)
neR

em que &(-) denota o méximo valor singular de (-). Como a norma H,, a norma H., tamb&m pode ser
calculada em funco de uma matriz simétrica e definida positiva associada a teoria de estabilidade de
Lyapunov. Esta relacdo € mostrada no préximo lema [133].

Lema 2.6 Com relagdo ao sistema linear (2.1-2.2), as seguintes afirmagdes sdo equivalentes
i) | Hwe(s)IZ <7y
i} &(D) < \/Ye existe umamatriz P € R*", P = P' > 0 de tal forma que

A'P+PA+ (PB+C'D) (Y1-D'D)™ (BP+D'C) +C'C =0 2.37)
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fif) 6(D) < /Y e existe uma matriz P € R*", P = P' > ( de tal forma que
AP+ PA"+ (PC'+BD') (—DD') "' (CP+DB) +BE =0 (2.38)

iv) Existe umamatriz P =P € R¥" de tal forma que

A'P+PA PR ('
BP - D | <0 (2.39)
C D I
P>0 (2.40)
v) Existe uma matriz P = P' € R de tal forma que
AP+ PA B PO
B -1 D |<o0 (2.41)
cCP D -y
P>0 240

O valor da norma H., de H,,(s) pode ser calculado resolvendo-se um dos problema de otimizacdo conve-
X08

1z (8) |2 = min {y : (2.39-2.40)} (243)

i
| Huz ()12, = min {y : (2.41-2.42)} (2.44)

2.1.4 Positividade real

Mais um conceito a ser explorado neste trabatho & o de positividade real. Este conceito se aplica
somente a sistemas quadrados e estd relacionado com a noc¢fo de passividade {129, 47] e com diversas
condi¢Ges de estabilidade robusta a serem estudadas, Os resultados baseiam-se no préximo lema, conhe-
cido pelo nome de Lema de Kalman-Yakubovitch [129, 48]

Lema 2.7 Com relacdo ao sistema linear (2.1-2.2) quadrado, as seguintes afirmagGes sdo equivalentes
i) A matriz de transferéncia H,,(s) € positiva-real estrita.
ii) Hy(jo)+H,(jw) > 0 para todo ® € R

iii) Caso o sistema (2.1-2.2) seja estritamente proprio (D = 0}, existe uma matriz P = P' € R de tal
Jorma que

AP+PA <O (2.45)
BP=C (2.46)
P>0 (247
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v) Caso o sistema (2,1-2.2) seja estritamente préprio (D = 0), existe uma mairiz P = P' € ™" de 1al

Jorma que
AP+PA' <0 (2.48)
B =CpP (2.49)
>0 (2.50)

v) Caso o sistema (2.1-2.2) ndo seja estritamente préprio (D # 0), existe uma matriz P = P' ¢ R0
de tal forma que

AP+PA PB—C'
{ BP—C —(D+D) J <0 @31
P>0 2.52)

vi) Caso o sistema (2.1-2.2} nio seja estritamente préprio (D # 0), existe uma matriz P = P' € R*<»
de tal forma que

AP+PA' B-PC'
[ B-CP —(D+D) ] <0 2.53)
P>0 (2.54)

2.2 Robustez

A propriedade conhecida pelo nome de robustez é um dos fatores essenciais para o sucesso de um
sistemna de controle. Dizemos que um sistema ¢ robusto com relagio a uma dada caracteristica se ele
possui a capacidade de preservé-la mesmo na ocorréncia de variaces de outras de suas caracterfsticas ou
do meio em que se encontra inserido. Neste trabalho, estamos interessados em estudar sistemas robustos
cuja propriedade a ser preservada na presenga de variagOes paramétricas é a estabilidade. Na literatura,
encontramos meétodos de andlise de robustez em diversos contextos, como, por exemplo, para familias de
polinémios [89, 1], para sistemas com incertezas limitadas em norma [133, 38, 86] e, finaimente, para
politopos de matrizes no espago de estado [13, 70]

Um dos pontos de partida para o estudo de robustez ¢ o diagrama de interconexio mostrada na Figu-
ra 2.1, no qual H,,(s) € um sistema linear e invariante no tempo com representacdo de estados (2.1-2.2) e
A 1 R? — R € um operador causal que realimenta a safda z por intermédio da entrada w, isto é w = Az,
A ferramenta bésica de andlise € o método de Lyapunov. Para testar a estabilidade de sistemas dindmicos,
utilizamos uma fungio de Lyapunov que € quadritica com relaggio ao vetor de estados

v{x}) :=x'Px, P> 0 (2.55)
Um sistema serd estdvel sempre que pudermos garantir que

v(x) <0 (2.56)

a0 longo de toda e qualquer trajet6ria x associada a este sistema. Iniciemos ¢ estudo das propriedades de
robustez pelo conhecido teorema do ganho pequeno.
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Hy(5)

Figura 2.1: Sistemas interconectados

2.2.1 Teorema do ganho pequenc

Para estudar a estabilidade robusta pelo teorema do ganho pequeno, definimos, com relagdo ao opera-
dor A, a norma induzida do tipo e, 0 que pode ser feito mediante a introdugio do ganho £ — £ [93, 113]

Al = sup L2 gy, 1Azl @57
lelaso l2llz pzse Nzl
A versiio do teorema do ganho pequeno que nos interessa € a seguinte [133].
Lema 2.8 Se
I w2 ()|l A]leo < 1 258

entdo o sistema interconectado mostrado na Figura 2.1 € estdvel.

Prova: De posse da fungiio de Lyapunov quadritica (2.55), desejamos verificar o dominio estabilidade
da interconexfio na Figura 2.1 determinando sob quais condi¢tes podemos obter trajetérias no espaco de
estados de tal forma que

v(x) = %' (A'P+ PA) x+2x'PBw (2.59)

seja negativa. A chave para esta determinagfio é o Lema 2.6. Denotando por ¥ = (||Hyz(s) ]l + €)%, em

que £ > 0 € um escalar arbitririo, e aplicando o compiemento de Schur (Lema A.1) 4 desigualdade (2.39),
obtemos

A'P+PA PB [ '
[ BP ——'yl] - D'][CD]

Muttiplicando esta desigualdade 2 direita por

e & esquerda por 1’ obtemos

X (A'P+PA)x+2XPBw <yw'w—7z
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Assim, comparando a expressio acima a (2.59) conclufmos que a conexao na Figura 2.1 € estdvel sempre
que
i
Iwllz < v~ 2zl
ou, alternativamente (veja (2.57))

Al <y

3
1

1oz ()]0 + £
Ao fazer e tender a zero, obtemos o resultado enunciado. |

2.2.2 Estabilidade absoluta

Suponhamos que a as dimensdes ¢ e r sejam idénticas e que o operador A da Figura 2.1 pertenca a
seguinte classe

App = {w=Az : BT - RY, w=h(z), h{z)'z <0, h(0) = 0} (2.60)

Podemos assegurar estabilidade ao sistema (2.1-2.2) frente a esse tipo de realimentacdo lancando mio
do conceito de positividade real, introduzido no Lema 2.7. Pela generalidade da fungfio h(-}, que pode
assumir qualquer valor no sefor acima definido, a estabilidade de sistemas interconectados desta maneira &
chamada estabilidade absoluta. Podemos enunciar o seguinte resultado para essa classe de sistemas [129].

Lema 2.9 Se o sistema linear (2.1-2.2) for positivo-real estrito e o operador A € Apr entéio o sistema
interconectado mostrado na Figura 2.1 € estdvel.

Prova: Para provarmos este lema analisamos as duas possibilidade expressas pelos itens i) e v) do
Lema 2.7. Comeg¢amos por definir a fungfo de Lyapunov quadritica (2.55) de tal modo que, como no
lema anterior, a estabilidade estard assegurada se pudermos verificar se

v(x) =% (A'P+ PA) x+ 2xX' PBh(z)

€ negativa.
No caso de sistemas positivos-reais estritamente préprios (item i7)), basta substituir a relagio (2.46)
na expressio acima para que tenhamos

V(x) = (A'P+PA)x+27h(z) <0

A negatividade provém da desigualdade (2.45) e da definicdo (2.60).
Para sistemas positivos-reais préprios (item v)), devemos multiplicar a desigualdade (2.51) por

‘={h(xz>]

a direita e 1’ 3 esquerda para que possamos obter
X (A'P+PA) x+2x PBh(z) < 27'h(z)

donde decorre imediatamente que

vix) < zz’h(z) <0
0 que prova a estabilidade do sistema. ™
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A

Figura 2.2: Sistema interconectado: perturbacfes no vetor de estado

2.2.3 O problema de Persidskii e D estabilidade

Nas andlises das se¢Oes anteriores, baseadas no diagrama da Figura 2.1, o operador A atua como um
fator de realimentacfio do sistema, isto &, age externamente ao sistema. Nesta secdo, estamos interessados
em estudar perturbages internags ao sistema, que atuam diretamente sobre o vetor de estado, como na
Figura 2.2. Estudaremos a estabilidade dos sistemas dindmicos associados a equagfo diferencial

X=AAx (2.61)
Concentrando a nossa atengao na classe de perturbagdes
Apersiaskii = {Ax:=h{x) : B* 5> R, hi(x) = hi(x:), h(§)'E > 0, h{0) = 0} (2.62)

podemos assegurar a estabilidade do sistema interconectado da Figura 2.2 por meio do seguinte lema,
estabelecido, pela primeira vez, por Persidskii [107].

Lema 2.10 Se existe uma matriz diagonal P = Pp € R*™" gue satisfaz as desigualdades matriciais li-
neares

A'Pp+ PpA <0 (2.63)
P>0 (2.64)
entdo o sistema (2.61) é estdvel na presenga das perturbacdes definidas em (2.62).
Prova: Para provar este lema, basta definir a funcdo de Lyapunov

y(x) = ZiPﬁ f: hi(§)dE

fe=

de tal forma que
T
v(x) =2 Pahi(x:)%;
i=1

= 2h(x) Ppx

= h(x)' (A'Pp+ PpA) h(x)

<0
Isto conclui a prova deste lema. n

A determinacio de uma matriz de Lyapunov diagonal Pp ¢ alvo de investigaco, por exemplo, no arti-
go [51].
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Um problema de estabilidade para o qual o Lema 2.10 também serve como condi¢do suficiente de esta-
bilidade ¢ o chamado problema de D estabilidade, que merece atengao especial devido 2s suas aplicacdes,
dentre outras, em sistemas econdmicos [6, 80]. No problema de D estabilidade, ¢ dominio da perturbacio
A € definido por meio do conjunto

Ap = {Ax:=h(x) : R" = R, hi{x) = Dix;, D; > 0} (2.65)

que pode ser visto como um caso particular de (2.62), no qual a fung@o h(x) é uma funcio linear. O nome
D estabilidade € decorrente da estrutura da matriz dinadmica do sistema (2.61), que passa ater a forma AD,
na qual D € uma matriz diagonal e positiva.

2.2.4 Sistemas com incertezas poliedrais

Podemos descrever sistemas lineares incertos por meio de modelos paramétricos inscritos em polie-
dros. Desejamos estudar a estabilidade da familia de sistemnas lineares na forma (2.1-2.2) cuja matriz
dinfmica A pertence ao politopo convexo

N N
A= {A(g) = ZlA,@-, YE=1,&> 0} (2.66)
i= i=1

construido como combinagdo convexa dos vértices representados por N matrizes A;. Consideramos que
o pardmetro & ndo é conhecido ou mensurével. Em alguns casos § pode variar ao longo do tempo; em
outros, simplesmente pode permanecer constante.

Asseguramos a estabilidade desta familia de sistemas lancando méo do conceito de estabilidade qua-
dratica, introduzido em [9].

Lema 2.11 Se existe wma matriz P € R*™", P = P' > 0 que satisfaz a desigualdade matricial linear
AP+ PA; <0, i=1,...,N (2.67)
entdo o sistema linear {2.1-2.2) é estdvel para toda matriz A(E) € 4

Prova: Para provar este lema definimos a fun¢do de Lyapunov quadrética (2.55), de tal forma que o
sistema (2.1--2.2) serd estdvel se

b(x) = ¥ (A(EYP+PA(E)) x < 0

para toda matriz A(€) € 4. Isto ocorre se (2.67) for satisfeita pois, se definimos os escalares & >0,
i=1,...,N de tal forma que Zﬁ-‘il & = 1, e somamos todas as desigualdades (2.67) multiplicadas pelo
correspondente £; obtemos

AEYP+PA(E) <O
que € uma relagfio valida para todo A(E) € 4. |
Este resultado tem sua formulacio dual expressa no préximo corolério.

Coroldrio 2.12 Existe uma matriz P € R**", P=P' > 0, que satisfaz 0 Lema 2.1] se, ¢ somente se,
existe uma matriz P € R¥", P = P' >0, que satisfaz

AP+PA; <0, i=1,... N (2.68)
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Prova: Seexiste P, = P| > 0 de tal forma que
A;P1 +PA; <0, i=1,... ,N

entdo, ao multiplicar cada desigualdade acima pela matriz simétrica e definida positiva Py 1= P[ Yy es-
querda e a direita, temos

AP+ PA <0, i=1,...,N
Isto completa a prova uma vez que esta operagéo pode ser revertida, n

£ importante notarmos que o uso de uma fungfo de Lyapunov que no depende do parimetro & permite
que 0 mesmo varie arbitrariamente ao longo do tempo. Podemos, inclusive, mostrar que o critério de
estabilidade quadrética torna-se uma condig@io necessiria de estabilidade para sistemas com este tipo de
incerteza®. Assim, o uso da condigio de estabilidade quadritica para sistemas incertos porém invariantes
no tempo, ou cuja variacio paramétrica nfo seja arbitrariamente rdpida, deve ser sempre encarada com
cautela. Para este tipo de sistema, resultados menos conservativos podemn ser obtidos permitindo-se que a
funcdo de Lyapunov dependa do parimetro £.

2.2.5 Desempenho robusto

Ao considerarmos sistemas incertos nos moldes dos das se¢fes anteriores, as expressdes de desempe-
nho em termos das normas H; e H.. precisam ser modificadas para que levemos em conta a possibilidade
de variac@io paramétrica. Chamamos esses critérios modificados de critérios de desempenho robusto ou
custos garantidos. A idéia é prover um limite superior que possa ser facilmente calculado (de preferéncia
expresso por meio de desigualdades matriciais lineares) para o valor dessas normas em todo o domfnio
das incertezas.

Segundo discussio anterior, sistemas com restricGes em norima H.. apresentam interessantes proprie-
dades de robustez. Adicionalmente, desejaremos introduzir na fase de projeto de controladores algum tipo
de consideragdo sobre o desempenho em malha fechada, o que pode ser feito em termos de limite para a
norma /. Para tal, estendemos o nimero de saidas do sistema linear (2.1-2.2) da seguinte maneira

i=Ax+ Bw, x(0) =0 (2.69)
71 = Cix+Dhyw 2.70)
=05 (2.71)

em que z; € R? e z; € R%. Com relago ao sistema realimentado mostrado na Figura 2.3, podemos
obter a seguinte condi¢do de desempenho robusto em norma H.., também conhecida por custo garantido
Hy/H. [87].

Lema 2.13 Com relagdo ao sistema interconectado mostrado na Figura 2.3, se existir uma matriz P =

3Uilizamos o substantive incerteza para denominar de maneira genérica as diversas classes de variagio paramétrica conside-
radas neste trabalbo.
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A
W Z1
Hy(s)
22

Figura 2.3: Sistema interconectado: custo garantido Hy/H.

P e R de tal forma que

AP+PA' B PC,
B -1 D, |<0 (2.72)
C 1P D; ~¥1 ) |

WGP
[ P, P ] >0 @2.73)
tr (W) <y, (2.74)
entdo
[ oz, ()2 < 2.75)
SUp [ Hue, ()13 < p2(A) =72 (2.76)

A<y !

O valor minimo deste custo garantido Hy /H... pode ser calculado resolvendo-se o problema de otimizacdo
convexo

min{y, : (2.72-2.74)} Q.77

Prova: Pelos Lemas 2.6 e 2.8, a desigualdade (2.72) garante a estabilidade do sistema interconectado na
presenga de incertezas pertencentes ao dominio limitado em norma ||Aj.. < 17!, Como esta desigualdade
garante a estabilidade para todo valor de A neste dominio, podemos aplicar o complemento de Schur e
obter

AP+PA'+BB +0<0
em que
0:= (PCi+BDY) (I —DiDy) ™ (CP+D1B) 0

Recorrendo ao Lema 2.4 garantimos que P > P, no qual P. é o Gramiano de controlabilidade calculado
por meio da equagfo (2.10), para todo o dominio da incerteza A. Por fim, o complemento de Schur
de (2.73) permite afirmar que

Sup [{Huz, (5)17 < tr (C2PCh) < 0 (W) < 32 = pa(4)
Ialle<yy
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A
Wi 4
Hyr ()
Wy 2

Figura 2.4: Sistema interconectado: custo garantido positivo-real

0 que conclui a prova. -

E interessante notar que A medida em que o valor de 7, aumenta, o dominio de incerteza se contrai &
o valor de p2(A) se aproxima do valor da norma H, de H,y,(s). Notemos também que podemos calcular
este custo garantido H/H.. sempre que ||Hy,, ()12 < 71.

Resultado semelhante pode ser obtido para sistemas positivos-reais. Neste caso, definimos o sistema
linear

X = Ax+ Bywy+ Bawq, x{0) =0 (2.78)
71 = Cix 4 Diwy (2.79)
72 = Cox + Dowy (2.80)

em que wi € R?, wp € R?, z; e RY! e z; € R®, Este sistema estd associado ao sistema realimenta-
do mostrado na Figura 2.4. Podemos obter a seguinte condigio de desempenho robusto para sistemas
positivos-reais, & qual chamamos custo garantido positivo-real, introduzida em nossos artigos [12, 11].

Lema 2.14 Com relagcdo ao sistema interconectado mostrado na Figura 2.3, caso uma das seguintes
afirmagdes for verdadeira

i) Afuncdo de transferéncia entre wi e 71 € estritamente prépria (D = 0) e existem matrizes P=P' €
R=r e W =W' € R2*"2, ¢ um escalar u de tal forma que

A'P+PA C,
2.81
[ G iy ] <0 (2.81)
P =0 2.82)
W B,P
{ B, P } >0 (2.83)
tr (W) <y 2.84)

i) A funcdo de transferéncia entre wy e 71 ndo € estritamente prdpria (D) 3 Q) e existem martrizes



20 CAPITULO 2. FATOS FUNDAMENTAIS EM ANALISE DE SISTEMAS DINAMICOS

P=P cR¥™" eW =W' € R**", e um escalar u de tal forma que

A'P+PA  PB-C,

BiP—-Cy —(D1+D}) 0 <0 (2.85)
G, 0 —ud
W BP
[ PB, P } >0 (2.86)
T (W) <y (2.87)

entdo a fungdo de transferéncia entre w1 e z; € positiva-real estrita e
SUD (| Hiuse, (5)11F < p2(4) = pry (2.88)
Agipr

O valor minimo deste custo garantido positivo-real pode ser calculado resolvendo-se o problema de busca
unidimensional em u

p2(A) =mj'n {y : (2.81-2.84)} (2.89)
ou

p2{4) =m&n {my : (2.85-2.87)} {2.90)

Prova: Caso as desigualdades dadas nos itens i} e #i} sejam verdadeiras, entio, pelos Lema2.7e 29, 3
funcdo de transferéncia entre wy e z; € positiva-real estrita pois P> 0, u> Oe (2.81-2.82) ou (2.85) sdo
factiveis. Quanto ao custo H», analisemos o que acontece para as desigualdades apresentadas no item ).
Aplicando o complemento de Schur s desigualdades (2.81) e (2.83) obtemos

AP+PA+pCC <0 W > B,PB,
Portanto,
S5 [[Hes () I < ptx (ByPB,) < prtr (W) < 4y
Provamos o resultado correspondente ao item i) de maneira idéntica. ]

Notemos que o problema de busca unidimensional definido acima &, na verdade, um problema con-
vexo, bastando para tal substituir nas expressGes acima as varidveis (B,W,9) 1= (uP,uW, uy). Podemos
reescrever, por exemplo, as desigualdades (2.81-2.84) na forma

1§ 5] ]
[AP—}-PA C2}<0

Co |
BYP = Gy
W B,P

{ PB, P ] >0

tr (W) <4
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de tal modo que a relacio (2.88) torne-se
SUp [|Hyzy (5113 < p2(8) =7
A€dpr

A justificativa pela qual apresentamos 0 Lema numa forma mais complexa € que, como esta manipulagao
envolve o produto de Cy (e Dy caso este ndo seja nulo) por g, ndo poderemos utilizar esta versio convexa
ao lidarmos com o projeto de controladores. A raziio disto € que as matrizes em matha fechada Cy e Dy
dependemn das matrizes do controlador. Poderfamos ainda argumentar que este problema se reduz a um
problema convexo caso 0 valor de u seja fixado em um valor constante. Neste caso porém, o lema perde
uma de suas mais importantes propriedades, qual seja, o fato de podermos calcular wm custo garantido
positivo-real por meio do Lema 2.14 sempre que o Lema 2.7 indicar que a matriz de transferéncia de wy
para z; € positiva-real estrita. Este fato nfio € levado em conta, por exemplo, em {21].

Podemos também calcular custos garantidos para sistemas com incertezas poliedrais como os descritos
na Secio 2.2.4. Para tal, comegamos por agrupar as matrizes do sistema linear (2.1-2.2) na forma
4 B ] (2.91)

M:z[c D

de modo que possamos descrever sistemas incertos como sistemas cuja matriz M pertence ao politopo
COnVexo

N N
M= {M(?;) = ZM,‘E,‘, ZE_,, =1, &> 0} (2.92)
i=] i=1

do qual as matrizes M;, i = 1,... ,N sdo os vértices. Comecemos pelo custo garantido Hp.

Lema 2.15 Com relacdo ao sistema linear (2.1-2.2), se pelo menos uma das afirmagdes seguintes é
verdadeira

i) Existem matrizes P =P ¢ R*>" W, =W/ e R'*", i=1,... ,N de tal forma que

: .

APTPA Gl g 21 N (2.93)
G e |
W BP .

[PBi 5 ]>O,z-—1,...,N (2.94)
(W) <y, i=1,....N (2.95)

ii) Existem matrizes P=P € R W, =W/ e RI*, i=1,... N de tal forma que

[A‘P*‘,‘% Bi ]<o, i=1,... N (2.96)
W GFP .

[PC; : ]>o, i=1,.. N @297

(W) <7y, i=1,...,N 2.98)

em que A;, B; e C; sdo as matrizes do sistema linear (2.1-2.2) calculadas nos vértices M;, i = 1,... N,
entio a seguinte propriedade também é verdadeira

SUp ||Hwz{s)i3 < pa(M) =7 (2.99)
Men
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Os valores minimos deste custo garantido H, podem ser calculados resolvendo-se um dos problemas de
otimizag do convexos

p2(M}=min{y : (2.93-2.95)} (2.100)
ou
P2(M) = min {y : (2.96-2.98)} (2.101)

Prova: Apresentaremos apenas a prova do item £) pois, seguindo exatamente 0s mesmos passos, podemos
provar o item #) sem dificuldades adicionais. Como na prova do Lema 2.11, comegamos notando que,
devido a presenca de uma tnica matriz P, as desigualdades (2.93-2.95) sdo lineares com relagfio aos
parmetros A;, B; ¢ C;. Se definimos os escalares & > 0, i = 1,... ,N de tal forma que Efil Ei=1e
somamos todas as desigualdades (2.93-2.95) multiplicadas pelo correspondente &; obtemos

AG)P+PAE) CE)Y W{&) BE)P
et R S
0 que, segundo os itens 1) e i7) do Lema 2.5, garante que (2.99) & verdadeira para todo M(§) € M. -

Sempre que apresentarmos resultados como o do lema acima, que contenham formulagGes primais e
duais cuja prova seja idéntica, limitaremo-nos a provar uma delas.

Notemos que, embora do ponto de vista da estabilidade (veja Lema 2.11 e Corolério 2.12) as formula-
¢Oes primais e duais sejam equivalentes, os valores dos custos garantidos calculados via (2.100) ou (2.101)
podem ser diferentes. Resultado andlogo pode ser obtido para a norma H...

Lema 2.16 Com relagcdo ao sistema linear (2.1-2.2), se pelo menos uma das seguintes afirmagées é
verdadeira

i) Existe uma matriz P = P' € R™" de 1al forma que

AP+ PA; PB; C

Bp -yl D | <0 (2.102)
C; D; -1
P>0 (2.103)

ii) Existe uma mairiz P = P' € R"*" de tal forma que

A;P+PA. B; PC
B; -1 DI | <0 2.104)
CiP D; A

P>0 (2.105)

em que A;, By, C; e D; sdo as marrizes do sistema linear (2.1-2.2) calculadas nos vértices M;, i =1, ... N,
entdo a seguinte propriedade também ¢é verdadeira

sup [|Hyz ()12 < peal( M) 1=y (2.106)
MeM
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Os valores minimos deste custo garantido H.. podem ser calculados resolvendo-se um dos problemas de
otimizacdo convexos

Poo(M) =min{y : (2.102-2.103)} 2.107)
ou
Pee(M) = min{y : (2.104-2.105)} (2.108)

Prova: Como as desigualdades (2.102) e (2.104) sio lneares com relacfo aos parfmetros 4;, B, Ci e D;
a prova deste lema pode ser obtida de modo idéntico a prova do Lema 2.15. u

2.3 Sistemas discretos

Todos os resultados apresentados até 0 momento possuem andlogos caso o sistemna linear a ser consi-
derado seja discreto. Neste caso, devemos tomar modelos deseritos no espago de estados na forma

x(k+1) = Ax(k) + Bw(k), x(0) =0 (2.109)
2(k) = Cx(k) + Dw(k) (2.110)

no qual os vetores apresentam as mesmas dimensdes do caso continuo. Denotamos por H,,.(C) a fungio

de transferncia matricial entre a entrada w e a saida z. Nas proximas segOes discutimos algumas dessas
analogias. Nio discutiremos as extensdes desses andlogos aplicados a robustez de sistemas discretos.

2.3.1 Estabilidade

A estabilidade do sistema linear (2.109-2.110) pode ser estudada mediante andlise dos resultados da
seguinte equagdo linear matricial

A'PA—-P+0=0 (2.111)

conhecida como equacio de Lyapunov discreta. O andlogo do Lema 2.1 pode ser formulado da seguinte
maneira.

Lema 2.17 Com relagdo ao sistema linear (2.109-2.110}, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
1. O sistema é assintoticamente estdvel.
2. Amatriz A é Schur:
3. Todos os autovalores da matriz A possuem valores absolutos estritamente menores do que um.

4. Para toda matriz Q = Q' > 0 a equacdo de Lyapunov (2.111) apresenta uma dnica solugdo P =
P >0
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2.3.2 Norma H,

A defini¢io da norma H; para sistemas discretos envolve a operagdo de integracio [129]

eI = 5 [ (HilePrn(e)) do 112)

e a correspondente temporal

o)

Ve (0)1B = 5 Ytr (H(O0R(KY) @113)

0

em que a operacdo de integracéo utilizada no caso continuo aparece substituida pelo somatério. As mes-
mas propriedades e interpretagdes discutidas no caso continuo podem ser transpostas para o caso discreto.
O tinico lema para 0 qual apresentamos correspondente discreto é o Lema 2.5.

Lema 2.18 Com relacdo ao sistema linear (2.109-2.110), as seguintes afirmagdes sdo equivalentes

i) 1Ha (O <7
ii) Existemmairizes P =P ¢ R**" e W = W' € R™" de tal forma que

P AP
PA P 0 |>0 (2.114)
c 0 I
W BP
[PB » ]>0 (2.115)
tr (W) <y 2.116)

iii) Existem mairizes P=P c R ¢ W =W’ € R de tal forma que

P AP B
PA P 0 | >0 2.117)
B o -1
W cp
[M » }>0 (2.118)
(W) <y (2.119)

O valor da norma H, de H,, (L) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimizacdo con-
vexos

| Howz ()3 = min {y : (2.114-2.116)} (2.120)
ou
| Hue{Q) |3 = min{y : (2.117-2.119)} (2.121)
Um detalhe neste lema € que todas as desigualdades baseadas na desigualdade de Lyapunov discreta
APA-P<Q

ou a correspondente dual, aparecem transformadas pelo complemento de Schur. Notemos que, desta
maneira, o termo quadratico A'PA € substituido pelo termo linear A'P.
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2.3.3 NormakH.,

Definimos o ganho I — I para sistemas lineares por meio da operagdo [93, 113]

Hye(0) o= max & [Hu(e)] 2.122)

Este cdlculo pode ser expresso por designaldades matriciais lineares. Este € o assunto do proximo lema,

Lema 2.19 Com relagdo ao sistema linear (2.109-2.110), as seguintes afirmagées sdo equivalentes
i) | Hu(ONZ <y

i} 6(D) < /e existe uma matriz P € B*" P = P' > 0 de tal forma que

A'PA~P+ (A'PB+C'D) (y1—-D'D~B'PB)” (BPA+D'C) +CC =0 (2.123)

i) 6(D) < \/Ye existe uma matriz P € R**"*, P= P’ > 0 de tal forma que

APA'—P 4 (APC' + BD') (¥ - DD' = CPC’) ™' (CPA' + DB’} + BB =0 (2.124)

iv) Existe uma matriz P = P' € R"" de tal forma que

P AP 0 C
PA P PB 0
I b (2.125)

¢ 0 D 1

iv) Existe umamatriz P =P ¢ B**" de 1al forma que

P AP B O

PA" P 0 PC
B o I D >0 (2.126)

0 CP D A

O valor da norma H.. de H,,({) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimizacdo
COnVEXos

|Hur ()2 = min{y : (2.125)} 2.127)

ou

()2 = min{y : (2.126)} 2.128)
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2.3.4 Positividade real

O andlogo discreto da condigio de positividade real, apresentada no Lema 2.7, encontra-se no préximo
lema.

Lema 2.20 Com relagdio ao sistema linear (2.109-2.110) quadrado, as seguintes afirmagdes o equi-
valentes

i) A matriz de transferéncia H,,({) é positiva-real estrita.
i) Hyz(e”®)+ H},(e!®) > 0 para todo 8 € [0,27].
tif) Caso o sistema (2.109-2.110) ndo seja estritamente préprio (D # 0), existe uma matriz P € B*%,

P =P >0 de tal forma que

pa .. ! Y
APA-~P  A'PB-C }<0 2.129)

B'PA-C BPBE—-D-D

Conforme atestam os artigos [110, 36], o conceito de positividade real para sistemas discretos envolve
alguns aspectos complexos, que estdo fora do escopo deste trabaltho. Por esta razdio, o Lema 2.20 aparece
tao simplificado, contendo apenas os itens necessirios ao desenvolvimento dos resultados do Capitulo 3.

2.3.5 D estabilidade

As discussdes sobre estabilidade robusta podem ser estendidas para o caso discreto de maneira andloga
a apresentada para sistemas continuos. A tnica caracterizacio que merece destague especial € a do con-
Jjunto de matrizes D estdveis discretas [14, 85]. Com relagio a equagio a diferencas

x(k+1) = AAx(k) (2.130)

analoga a equagdo diferencial (2.61), definimos o conjunto de matrizes DD estiveis para sistemas discretos
por meio do conjunto

Ap = {Ax:=h{x) : B = R", i(x) =Dux;, |Ds| < 1} (2.131)

Em contraste com o caso continuo, este conjunto € poliedral e fechado.




Capitulo 3

Novos resultados em analise

Este capitulo € dedicado ao desenvolvimento de novas condigGes de estabilidade para sistemas conti-
nuos e discretos. A motivacio principal € o desenvolvimento de condigOes de estabilidade robusta que per-
mitam superar 0 conceito de estabilidade quadrética [9]. Para que isto seja possivel, buscaremos condictes
que ndo envolvam o produto entre a matriz de Lyapunov e as matrizes dinfimicas. As condigdes a serem
apresentadas possuem a forma de desigualdades matriciais lineares e permitem interpretagdes freqiien-
ciais via LLema de Kalman-Yakubovitch [129]. A forma particular que estas condi¢Ges assumem para

sistemnas discretos nos permitird estendé-las para lidar também com problemas de andlise de desempenho
em normas Mz ¢ H...

3.1 AB estabilidade

Nesta secfo, formularemos condicOes suficientes para a estabilidade de sistemas lineares cuja matriz
dinimica se apresenta na forma de um produto entre duas matrizes A ¢ B. Estas condicGes mostram-se
adequadas para o tratamento de diverses problemas de andlise de estabilidade. Algumas destas aplicacfes
encontram-se na Secfo 3.1.3.

3.1.1 Sistemas continuos

Estamos interessados em determinar condi¢Oes sob as quais os sistemas dinfimicos associados 2
equagio diferencial

+=ABx 3.1

sdo estiveis. Inicialmente, consideraremos que as matrizes 4 ¢ R**” ¢ B € R**" sio conhecidas. Os
resultados desta sec8o foram introduzidos nos artigos [635, 66]. e baseiam-se no seguinte teorema.

Teorema 3.1 O sistema dindmico continuo (3.1) é estdvel se, e somente se, existem matrizes G € R¥%",
HeR™" ¢ P e R**", P=P' > 0 que satisfazem a desigualdade matricial linear

[ BH'+HB PA+BG -H

AP+GB-H  -G-c | <Y (G.2)

Prova: Iniciemos pela prova da necessidade. Dado um sistema estdvel na forma (3.1), podemos determi-
nar P > 0 e Q por meio da relagio

~Q:=BAP+PAB<O

27
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Para a escolha particular das varidveis
H=FA G=¢l (3.3
determinamos £ suficientemente pequeno de modo que
2¢l > e*BO™'B
Assim, obtemos
G+G > (AP+GB-H') 0! (PA+B'G ~H)

e completamos a prova aplicando o complemento de Schur a esta desigualdade, com o que recupera-
mos {3.2).
Para provar a suficiéncia, supondo que existam matrizes que satisfacam o teorema, multiplicamos a
desigualdade (3.2} a direita pela matriz
11
(4]

e & esquerda por 7', Esta operacio produz a desigualdade de Lyapunov
BA'P+PAB< 0

gue prova a estabilidade do sistema, ]

Uma segunda interpretagfio para o resultado deste teorema pode ser dada em fun¢fo do conceito de
positividade real. Este € 0 assunto do préximo coroldrio.

Coroldrio 3.2 Existem matrizes G € R*™", H e R*" ¢ P ¢ R, P = P' > 0 que satisfazem a desigual-
dade matricial linear (3.2) se, e somente se, a matriz de transferéncia

F(s):=(G's+ H'A) (s1— BA)™! (3.4)
Jor positiva-real estrita.

Prova: Provamos este coroldrio multiplicando (3.2) & direita pela matriz regular

1o
Ti= [ Lo ] (35)
¢ & esquerda por 7. Deste modo obtemos

B'A'P+PAB PA-BG-H <0
AP-GB-H -G-G

que, segundo o Lema 2.7, implica que a matriz de transferéncia
M(s)= (GB+H" (s1-AB)'A+G
= (G'B+H)A(s1-BA) ' +G
= G'BA (1~ BAY 1+ H'A(sI - BA) ' + G
=¢ {s (s1—BA)™ - I] +HA(SI-BA) 4G
=F(5)+G-G
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¢ positiva-real estrita. Notemos que as manipulagfes acima sfio possiveis gracas a regularidade da ma-

triz AB que, por sua vez, € uma conseqliéncia da estabilidade. Completamos a prova observando que a
identidade

M(s)+M*{(s) = Fis}+ F*(s}
permite concluir sobre a positividade real de F{s). |
O fato mais importante contido neste resultado € que ¢ possivel concluir sobre a estabilidade do pro-
duto AB por meio de uma desigualdade matricial que € linear em cada um dos fatores. Ademais, a matriz
B nio aparece multiplicada pela matriz de Lyapunov P em nenhum dos termos da desigualdade. Esta pro-

priedade permite tratar o problema de estabilidade para a classe de sistemas incertos na forma AR cujas
matrizes A s30 constantes ¢ as matrizes B pertencem a conjuntos B, descritos pelo politopo convexo

N N
Bri= {B(§)=ZB,'§;, z§i=1, giBO} (3.6)
i= i=1

i

Consideramos que o pardmetro & & estaciondrio, isto é, nfo é fungfo do tempo. Este resultado, que é ¢
principal a ser apresentado nesta secfio, estd contido no préximo teorema.

Teorema 3.3 Se existem matrizes G ¢ R¥*" He ™" ¢ P, =P/ ¢ R"™"® P; >0, i=1,... ,N gue satis-
fazem a desigualdade matricial linear

BH +HB; PA+BG-H _
[A,E+G3i_H, e <0,i=1,...,N 3.7
entdo o sistema dindmico continuo (3.1) é estavel para toda matriz B(E) € B.

Prova: Para provar este teorema definimos os escalares & > 0,i = 1,... ,N de tal forma que 2;’-‘;1 &E=1
e, supondo que as desigualdades dadas no teorema estejam satisfeitas, definimos a matriz simétrica ¢
definida positiva

N
PE) = ;&Pf (3.8)

Em seguida, multiplicamos cada uma das desigualdades em (3.7) pelo correspondente &; e somamos todos
os termos. Com isto, obtemos

[ BE'H'+HBE) P(R)A+B(E)G -H ] <0
A'PE)+GB(E)-H' ~-G-G

donde a estabilidade do sistema dinfmico incerto pode ser deduzida multiplicando a desigualdade acima
& direita por

I
T(E) =
©=| aty |
e 2 esquerda por T(£)’. Essa operagfio prové a desigualdade de Lyapunov

B(E)YA'PE) +P(E)AB(E) <0 (3.9



30 CAPITULO 3. NOVOS RESULTADOS EM ANALISE

que € vélida para todo B(E) pertencente a ‘B, sempre que as condigdes do teorema forem satisfeitas. |

Notemos que a matriz de Lyapunov (3.8) utilizada para testar a estabilidade & fun¢io do pardmetro
incerto &. De fato, podemos construir uma fungio de Lyapunov dependente dos parimetros [75, 76, 39, 45)

v(x,§) == ¥ P(E)x (3.10)

que nos permite concluir sobre a estabilidade do sistema incerto gragas a

N
¥:8) =¥ [BE/APE) + PEMABE]x <0, % #0, 520, Y& =1 311

=]

e & desigualdade (3.9).

A importincia deste resultado € que, embora ndo possamos mostrar que o Teorema 3.3 proveja
condicOes necessarias de estabilidade, ele contém como caso particular o conceito de estabilidade qua-
drdtica, como atesta o préximo corolério.

Corolario 3.4 As seguintes afirmagbes sdo equivalentes:
i) Existe umamariz P € R™", P = P' > () de tal forma que

BIA'P+PAB; <0 (3.12)
ii) Existem matrizes G € R™", H e R"™" ¢ P e R™", P = P' > 0 de tal forma que

7 17t . o -
[ BH'+HB; PA+BG ~H <0,i=1,... N (3.13)

A'P+GB;—H' -G-G

Prova: Seguindo os mesmos passos da prova do Teorema 3.3 provamos que if) implica 7). Para mostrar
0 contrério, supomos que o item i) seja verdadeiro e calculamos as matrizes P> 0 e Q; por meio das
relacOes

~Q; =BA'P+PAB; <0, i=1,... N
Com a escolha particular das varidveis (3.3), determinamos ¢ suficientemente pequeno de modo que
2e1 > e*BO7'B i=1,... N
Repetindo as mesmas etapas da prova de necessidade do Teorema 3.1 obtemos o resultado desejado. =

Uma pergunta permanece sem resposta: é possivel determinar uma classe de sistemas incertos paraa
qual o Teorema 3.3 € condigio necessiria de estabilidade? Neste sentido & interessante observarmos que,
gracas i presenca das miltiplas matrizes de Lyapunov P; e ao Corolério 3.2, o Teorema 3.3 serd satisfeito
sermpre que as matrizes de transferéncia

Fi(s) = (G's+ H'A) (s1- B:A)™" (3.14)

forem positivas-reais estritas.
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3.1.2 Sistemas discretos

Qs teste de estabilidade para sistemas continuos que acabamos de apresentar podem ser estendidos
para lidar com o problema de estabilidade AB da equacio a diferencas

x{k+1) = ABx(k) (3.15)

Seremos capazes de estabelecer testes para a estabilidade AB de sistemas discretos utilizando fungOes de
Lyapunov dependentes dos parmetros. Estes resultados t8m especial importincia devido 4 escassez de
trabalhos sobre fungies de Lyapunov dependentes dos pardmetros no caso discreto [33, 74]. Em analogia
a0 caso continuo, podemos estabelecer a seguinte condiciio necessdria e suficiente de estabilidade.

Teorema 3.5 O sistema dindmico discreto (3.15) é estdvel se, e somente se, existem matrizes G € ™",
H e R™™ ¢ P e R, P =P > 0 que satisfazem a desigualdade matricial linear

el — o
BH +HB-P B'G'—-H }<0 (3.16)

GB—H' APA-G-CG
Prova: Como na prova de necessidade do Teorema 3.1 determinamos as matrizes Pe 0
~Q:=BA'PAB-—-P <0
associadas a um sistema estivel e escolhemos
H=0 G=APA+el 317
e £ suficientemente pegueno para que
A'PA+2¢1 > e’ BQ7'B

Aplicando a defini¢do (3.17) e 0 complemento de Schur a esta desigualdade obtemos

<0 (3.18)

B'A'PAB~ P B'A'PA-BG—-H
A'PAB-G'B—H' APA-G-G'

Concluimos esta parte da prova observando que a expressio acima é exatamente a desigualdade (3.16)
multiplicada 2 direita pela matriz T, definida em (3.5), e & esquerda por 7.
A prova de suficiéncia € idéntica A do caso continuo. n

Podemos também estabelecer uma relacfio entre esta condigfo de estabilidade e a condic@o de positi-
vidade real, dada no Lema 2.20.

Corolario 3.6 Existem matrizes G € R**", H e R**" ¢ P € R**", P = P' > O que satisfazem a desigual-
dade matricial linear (3.2) se, e somente se, a matriz de transferéncia

F({):=(G'B+H){1-AB) 1A+ G (3.19)

for positiva-real estrita.
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Prova: Estabelecemos esta equivaléncia notando que a desigualdade (3.18) é exatamente a condicio
de positividade real (2.129) para a matriz de transferéncia (3.19). Notemos que esta & uma condicio
necessaria e suficiente pois a transformagio efetuada pela matriz regular 7, definida em (3.5), é sempre
congruente. [}

E interessante notar que no caso discreto a estabilidade nio implica que nenhuma das matrizes Ae B
seja regular. Assim, ndo € possivel manipular a matriz de transferéncia F({) e levd-la a uma forma tdo
compacta quanto (3.4) sem que haja perda de generalidade. Para sistemas incertos, o teorema e o coroldrio
seguintes sfo andlogos ao Teorema 3.3 e ao Corolario 3.4. As provas, semelhantes 3s do caso continuo,
ndo serao apresentadas.

Teorema 3.7 Se existemmatrizes GE R, HER™ ™ e Pi=P e ", P>0i=1,... N que satis-
fazem a desigualdade matricial linear

TH e P '
BH'+HB;~P  BG'—H ]<0 320

GB,—H' APA-G -G
entdo o sistema dindmico discreto (3.1) ¢ estdvel para toda matriz B(E) € B.

Coroldrio 3.8 As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

i) Existe uma matriz P € R™", P = P' > 0 de tal forma que

BA'PAB,—~P <0 (321)

it) Existem matrizes G € R™", H e R ¢ P € R***, P = P' > 0 de tal forma que

BH'+HB;—P BG' -H
GB,~H'  APA-G-G'

] <0 (3.22)

Associamos a condicio de estabilidade do Teorema 3.7 4 fungiio de Lyapunov quadritica

v((k),8) = x(k)' P(E)x(k) (3.23)

e, usando a mesma defini¢io para a matriz P(€) dada em (3.8), obtemos via

N
v{x(k+1),8) —v(x(k),§) = x(k)' [BEYA'PEYAB(E) ~ P(E)] x(k) < 0, Yx(k) #£0, & > 0, ; & =1
(3.24)

a estabilidade em todo o dominio B,

3.1.3 Exemplos e aplicagoes

Nesta se¢do aplicaremos as condi¢Ges discutidas anteriormente a dois problemas de andlise de esta-
bilidade: o problema de estabilidade robusta com funges de Lyapunov dependente dos parimetros e o
problema de D estabilidade. A id¢ia bisica € definir de maneira adequada as matrizes A e B. Por exemplo,
se B = I simplesmente testamos a estabilidade da matriz.
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Método o

Valor exato 4.00
Teoremna 3.3 4.00
Critério em [39] 4,00
Teorema 3.3com G=H 3.40
Critério de Popov 2.39
Coroldrio 3.4 2.20
Teorema do ganho pequeno | 2.15

Tabela 3.1: Estabilidade robusta para sistemas continuos: valor miximo de o

3.1.4 Estabilidade robusta

Se definimos A =1 ¢ B € B, definido em (3.6), testamos a estabilidade robusta da familia de sistemnas
considerada anteriormente no contexto da estabilidade quadritica em [70]. Em nosso contexto, testamos
a estabilidade desta familia por meio de uma fun¢go de Lyapunov dependente dos pardmetros utilizando
0s Teoremas 3.3 e 3.7. Os préximos exemplos ilustram outras possibilidades.

Exemplo 3.1 Os dados deste exemplo foram obtidos em [39]. Desejamos determinar 0 méximo valor de
o € R de tal forma que a matriz M + 6bc seja Hurwitz para todo |8] < c. Os dados numéricos séo

b=

1 0 0 0 3
0 1 0 0 . 13
0 0 1 0 “=1o

~1 1 0

O valor exato pode ser calculado por meio de técnicas exaustivas como, por exempio, o método do lugar
das raizes [34], ¢ se encontra na primeira linha da Tabela 3.1. No contexto das novas condicBes, definimos
as matrizes

A=M By:=1+oM b By = 1— oM 'be

e resolvemos, sucessivamente, a LMI dada no Teorema 3.3 até encontrarmos o mdiximo valor de o
possivel. Neste exemplo, este procedimento fornece o valor miximo exato (segunda linha da Tabela 3.1).
Para efeito de comparacio, listamos nesta mesma tabela outros resultados obtidos por meio de condicOes
conhecidas. E interessante notarmos que, dos métodos que envolvem a determinagdo de fungdes de Lyapu-
nov dependentes dos parimetros, o critério dado em [39] também consegue atingir o valor exato, enquanto
0 critério de Popov [129] fica bem abaixo. Os dltimos colocados sio os critérios baseados em condicOes
de estabilidade quadritica, quais sejam, a condigo do Coroldrio 3.4 e 0 teorema do ganho pequeno (veja
Lema 2.8). Finalmente, com o intuito de avaliar uma possivel extensdo destes resultados para projeto
de controladores, aplicamos a condigfo do Teorema 3.3 com a restri¢do adicional &G = H. Mesmo nesta
situagdo extrema, o resultado obtido € ainda melhor do que boa parte das condi¢bes existentes. +

Exemplo 3.2 Neste segundo exemplo, cujos dados foram obtidos em [33], resolvemos ¢ mesmo pro-
blema do Exemplo 3.1 com o intuito de determinar o miximo valor de o € R de tal forma que a matriz
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Método o
Valor exato 0.462
Teorema 3.7 0.462

Teorema 3.7 com H =0 0.462
Theorem 3.7 com G=H 0.453
Corolirio 3.8 0.428
Teorema do ganho pequeno | 0.297

Tabela 3.2: Estabilidade robusta para sistemas discretos; valor maximo de ¢

M + 8bc seja Schur para todo |8 < ¢. Os dados numeéricos sio

08 —025 0 1 0 0.8
R 0 0 0 1o , | -0s
M=1 0 02 003 be=1, ¢= 0
0 0 1 0 0 1

e os resultados, que seguem o mesmo padriio obtido no caso continuo, sio apresentados na Tabela 3.2, A
tnica diferenga da formulagdo do caso continuo & que, como ndo podemos contar sempre com a regulari-
dade da matriz M, determinamos o raio de estabilidade diretamente para as matrizes

A=1 By i=M+abc By =M—abe

Aparentemente, 0s testes ndo sfo sensiveis a este tipo de manipulagdo. Notemos ainda que, para sistemas
discretos, a escolha das varidveis utilizadas nas provas sugere que podemos, a0 menos no caso quadrético,
impor a restricao H = 0 sem perturbar os resultados. Isto efetivamente acontece neste exemplo, para ¢
qual esta restrigao nio altera o méximo raio de estabilidade obtido. ¢

D estahilidade

Conforme discutido na Sec¢Zo 2.2.3, uma matriz M € B associada ao sistema continuo (2.66) € dita
D estével se, para todas as matrizes D € R**" diagonais e positivas, 0 produto de matrizes! MD é Hurwitz.
Uma vez que todos os autovalores de wma matriz sdo tais que oA;(M) = A;(0M) podemos normalizar o
teste para D estabilidade considerando apenas as matrizes cujo tr(D) = 1. Desta forma, podemos wutilizar

0 Teorema 3.3 no teste de D estabilidade definindo A := M e o poliedro associado aos vértices

i
3 it —— £ .

Bi:mdl&g ;l““:i,-",l““e,-'-,m >0,Im1,...,ﬂ (325)

Controlando o valor de £ > 0 podemos nos aproximar arbitrariamente do conjunto de D estabilidade
original (2.65), que é um conjunto aberto.

O mesmo pode ser feito para sistemas discretos se definirmos os vértices do poliedro de D estabilida-
de (2.131)

Bii=diag (Y1,... ,Yjs--. Yu) >0, i=1,...,2%" (3.26)

! Denctamos o produto por MD para que n@o haja confusio com a matriz A do sistema (3.1).
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emquey; € {1,-1},j=1,...ne By # ~B; Vk,1. Observemos que esta dltima condigfo indica que nio
€ necessario testar vértices opostos. Isto decorre da mesma propriedade dos autovalores segundo a qual
podemos normalizar o teste de [ estabilidade para sistemas continuos, Outra observagao importante € que
o conjunto de matrizes D estdveis associado a sistemas discretos € poliedral e fechado (veja Segdo 2.3.5).
No entanto, a dimenso do poliedro cresce exponencialmente com a ordem da matriz,

Desta forma, para os poliedros definidos acima, podemos testar I estabilidade utilizando os Teore-
mas 3.3 e 3.7. Uma vez que estes teoremas contém os resultados obtidos com a nogfo de estabilidade
quadrética como casos particulares, todas as condi¢es conhecidas de D estabilidade, tanto para sistemas
continuos quanto para sistemas discretos, encontram-se neles embutidas [6, 80, 77, 84, 14].

Exemplo 3.3 Sabe-s¢ que a matriz [65]

—0.2 1.0 Q0
1.0 —-10.0 1.0
o 1.0 -0.1

M

& D estdvel para valores de ¢ entre
-0.682 < 0. < —0.1000

Aplicando o Teorema 3.3 com a defini¢fo do poliedro (3.25) e £ = 10™%, obtemos o dominio de D estabi-
lidade

—0.682 <0< -0.118

que se aproxima bem do dominio real. E importante real¢ar que nenhum teste conhecido de D estabilidade
baseado na estabilidade quadritica € positivo para esta matriz. ¢

Exemplo 3.4 Como no exemplo anterior, a propriedade de D estabilidade da matriz [14]

0.97701 -0.32047 -0.089600
M= 007282 0.66868  0.389559
0.15153 —-0.27886  0.697892

associada a um sistema discreto nfo pode ser detectada por nenhum método conhecido baseado na estabi-
lidade quadratica [14]. No entanto, o Teorema 3.7 com o poliedro (3.26) € capaz de detects-1a, +

3.2 Estabilidade estendida para sistemas discretos

Nesta se¢@io mostraremos como € possivel introduzir um grau de liberdade extra na condicdo de es-
tabilidade e na caracterizag@o das normas H; e H.. para sistemas discretos na forma (2.109-2.110). Esta
caracteriza¢o, ao contrdrio do que ocorre nas condigdes de estabilidade discutidas no inicio deste capitulo,
envolvem apenas uma matriz adicional e apresentam como principal vantagem a possibilidade de extensio
dos resultados de anélise para projeto de filtros e controladores.



36 CAPITULO 3. NOVOS RESULTADOS EM ANALISE

3.2.1 Estabilidade

A ideia central pode ser extraida da seguinte condicfio necessédria e suficiente de estabilidade [26].

Teorema 3.9 Com relaglo ao sistema linear (2.109-2.110), as seguintes afirmagdes sdo equivalenies

i} O sistema € assintoricamente estdvel.

it) Existem matrizes G € R¥™" e P = P € R**" de tal forma que

P AG
[GA G+G ~P ] >0 G.27)

ii) Existem matrizes G € R¥" ¢ P = P' € R**" de tal forma que

P AG
[GrA: G+G’—P]>O (3.28)
Prova: Iniciemos pela prova da equivaléncia entre os itens i) e ii). A prova de necessidade é imediata
pois, dado um sistema estével, basta determinar P satisfazendo a inequacgo de Lyapunov

P AP -0
FA P

para que a escotha particular da matriz G = G’ = P mostre que (3.27) é, de fato, factivel.
A prova de suficiéncia € igualmente simples e decorre do seguinte fato

(P~-G)P Y P-GY >0=GP G >G+G P (3.29)

valido para quaisquer matrizes G e P = P' > (. Assim, a0 tomarmos matrizes que satisfacam a desigual-
dade (3.27), podemos estabelecer a relaciio
P A'G P A'G =0
GA GP'G' |=| GA G+G-P

Como G+ G’ > P > 0 implica que G é regular, basta entio multiplicar o termo mais 2 esquerda na relacio
acima por

T := diag (1,PG™1)
4 esquerda e por T & direita para que recuperemos a desigualdade de Lyapunov.

A prova da equivaléncia entre i) e {ii) é dual e serd omitida. ]

Este resultado estd diretamente relacionado com a condigdo de estabilidade discutida na Secdo 3.1.2.
Esta relacdo € revelada pelo préximo coroldrio.

Corolario 3.10 Se existem matrizes G € R™* ¢ P = P/ € B**" gue satisfazem o Teorema 3.9, entio
existem matrizes G € RY", He R™" ¢ P = P' € R™", P = P' > 0 que satisfazem o Teorema 3.5. Além
disto, a matriz de transferéncia

F(§) =GA-4)1+C (3.30)

€ positiva-real estrita.
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Prova: A prova deste coroldrio di-se por inspecio uma vez que dadas matrizes que satisfazem o item
ii) do Teorema 3.9 para uma certa matriz 4, a escolha H = 0 torna a condi¢do dada no Teorema 3.5
factivel para o par de matrizes (A,B) « (I,4). A positividade da matriz (3.30) provém diretamente do
Coroldrio 3.6. n

Esta relacio de continéncia val mais além. Notemos, por exemplo, que a prova de necessidade do
Teorema 3.9 € idéntica 4 do Teorema 3.5 com £ = (. Poderiamos, igualmente, utilizar uma prova de
suficiéncia nos moldes das provas anteriores. No entanto, preferimos introduzir uma nova estratégia, que
nos permitird estender estes resultados de maneira surpreendente.

Vale a pena realgar que, até o momento, nfio foi possivel encontrar um resultado andlogo para o caso
contingo. Caso busquemos alguma dica de como proceder nas provas dos teoremas do caso continuo,
notaremos que a varidvel H nfio pode ser nunca tomada igual a zero e que € deve permanecer sempre
estritamente positivo. Assim, apesar de ser possivel generalizar o Teorema 3.9 para sistemas continuos
utilizando, por exemplo, o lema da eliminagdo [16] ou até mesmo formas quadriticas particulares, nenhu-
ma destas alternativas prové as possibilidade de extensdo obtidas no caso discreto.

3.2.2 NormahH,

Uma das mais importantes caracteristicas da condi¢io de estabilidade definida no Teorema 3.9 é que
podemos estendé-la para lidar com outros problemas de andlise de sistemas lineares. O préximo teorema,
introduzido pela primeira vez em [25], faz esta generalizagio para a norma H,.

Teorema 3.11 Com relagdo ao sistema linear (2.109-2.110), as seguintes afirmagdes sdo equivalentes

i) 1Bz (Q)NF <¥
ii} Existem matrizes GER", P=P ¢ B*" ¢ W =W' € R de tal forma que

P A'G (o4

GA G+G'~-P 0 |>0 (3.31)
C 0 I
W B'G'
[GB G+G’~—P]>O (332)
r(W)<y (3.33)

iii) Existem matrizes GERY®, P=P ¢ R*" ¢ W = W' € R¥*? de tal forma que
q

P AG B
G'A G+G—-P 0| >0 (3.34)
B 0 1
W CcG
(W) <y (3.36)

O valor da norma Hy de H,,(s) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimizagdo con-
vexos

|| Erz (O3 = min{y : (3.31-3.33)} (337
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ou

IHz ()1 = min{y : (3.34-3.36)} (3.38)

Prova: Mais uma vez, provamos apenas a equivaléncia entre os itens i) e it). Como no Teorema 3.9, a
necessidade pode ser estabelecida tomando matrizes que satisfacam o item #i) do Lema 2.18 para que a
escolha particular da matriz G = G’ = P mostre que as desigualdades (3.31-3.33) sfo factiveis,

A prova de suficiéncia baseia-se em (3.29). Ao tomarmos matrizes que satisfagam as desigualda-
de (3.31-3.32), podemos estabelecer as relagdes

P AG P A'G' o
GA GP'G¢' 0 |>| GA G+G—-P 0 | >0

C 0 I C 0 |
W B¢ w B'G >0
GB GPG' | = | GB G+G'—P

Como G+ G' > P > 0 implica que G é regular, basta multiplicarmos os termos mais i esquerda nas
relages acima por, respectivamente,

T = diag (I,PG™,1)

T :=diag (I,PG™")
a esquerda e pelo correspondente 7" 2 direita para que recuperemos a condicdo dadano Lema 2.18. w

Notemos que, nesta caracterizacdo estendida da norma H,, as matrizes A, Be C aparecem multipli-
cadas pela matriz G e nfo pela matriz de Lyapunov P. Este fato terd suma importincia para o desen-
volvimento de teste de estabilidade robusta para sistemas com incertezas poliedrais e para o projeto de
controladores.

3.2.3 Norma#H..

O mesmo tipo de procedimento leva A caracterizagio estendida da norma H.., apresentada pela pri-
meira vez em [32].

Teorema 3.12 Com relagdo ao sistema linear (2.109-2.110), as seguintes afirmagdes sdo equivalentes
D) [ Hu ()2 <7y
it} Existem matrizes G € R ¢ P = P' € R™™ de 1al forma que

P A'G 0
GA G+G'—-P GB 0

0 B'G M D

C 0 D 1

>0 (3.39)
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iii) Existem matrizes G € R*" e P = P' ¢ ®"*" de tal forma que

p AG B 0
GA' G+G-P 0 GC

f 0 (o |30 (3.40)
0 CG D A

O valor da norma H.. de H,,(s) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimizacao
convexos

| Hoz (0% = min{y : (3.39)} (3.41)

ou

| Hue (O 1|2 = min{y : (3.40)} (3.42)

Prova: Apenas a equivaléncia entre os itens i) e ii) serd provada. A necessidade pode ser estabelecida
tomando matrizes que satisfacam o item /i) do Lema 2.19 para que a escolha particular da matriz G ==
G' = P mostre que (3.39) é factivel,

Para matrizes que satisfazem a desigualdade (3.39) e utilizando (3.29) podemos estabelecer a relagfo

P AG 0o C P A'lG 0
GA GP'G' GB ¢ o | GA G+G —P GB 0 >0
0 BG vy D |~ 0 B¢ B
C 0 D 1 C 0 D 1

Como G-+ G’ > P > 0implica que G € regular, basta multiplicar o termo mais 4 esquerda na relagio acima
por

T := diag (LPG™,LI)
i esquerda e por T 2 direita para que recuperemos a condi¢do do Lema 2.19. [

Mais uma vez, notemos que ¢ produto das matrizes A, B ¢ C pela matriz P ndo aparece ¢ nenbhuma
das desigualdades.

3.2.4 Robustez e desempenho robusto

Nesta sec@o apresentaremos uma das importantes implicacOes das caracterizacGes estendidas recém-
introduzidas. Para a classe de sistemas discretos com incertezas poliedrais, podemos estender os resultados
descritos na Secdo 2.2.4 considerando fun¢des de Lyapunov dependentes dos pardmetros. Deste modo,
seremos capazes de lidar com todos os problemas acessiveis ao conceito de estabilidade quadrética [9],
semnpre fornecendo resultados mais abrangentes.

Teorema 3.13 Se existem matrizes G € R*", P, = P e R*", [ = 1,...,N que satisfazem as desigual-
dades matriciais lineares

(&, o

Gy G+G,~B]>O,i=1,...,N (3.43)
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entdo o sistema linear (2.109~2.110) ¢ estdvel para toda mairiz A(E) € 4, definido em (2.66). Isto ocorre
Se, e somente se, as matrizes de transferéncias

F(L) =GA-4)+G (3.44)
Jorem positivas-reais estriias.

Prova: Como nos teoremas anteriores, definimos os escalares & =>0,i=1,...,N de tal forma que
Xﬁ_l £; == 1 e a matriz de Lyapunov dependente dos pardmetros (3.8). Como (3.43) € linear com relacio
a B, A, 1=1,... N, multiplicamos cada uma das desigualdades em (3.43) pelo correspondente &; e
somamos todos os termos. Com isto, obtemos

[ PE)  AQ)C

GAE) G+G —P() J >0

Se notamos que P(E) > 0 ¢, portanto, que a desigualdade fundamental (3.29) pode ser também escrita na
forma

GP(E)'G' > G+ G' ~ P(E) (3.45)
entio

PE) ARG PE) ARG
[ GAE) GPE)l@ } = [ GAE) G+G'—P(E) } >0

Multiplicando o primeiro termo desta desigualdade por
T(§) = diag (I P(§)G™)

obtemos a desigualdade de Lyapunov, que implica estabilidade. Notemos que G+G' > P(£) > Oe, portan-

to, G € regular. Como existem matrizes P, i=1,... N, a segunda parte do teorema provém diretamente
do Corolério 3.10. -

Este resultado tem a sua forma dual expressa no préximo corolério.

Corolario 3.14 Existem matrizes G € R™", P;= P! € R*™", que satisfazem o Teorema 3.13 se, e somente
se, existem matrizes G € R™", P; = P! € R™"_gue satisfazem

B AG .
[G’A; G+G P >0,i=1,...,N (3.46)
Prova: A prova segue 0s mesmos passos da prova do Coroldrio 2.12. |

Observemos que a prova do Teorema 3.13 &, em tudo, semelhante & prova de suficiéncia do Teo-
rema 3.9. Combinando este tipo de prova com os resultados apresentados na Secdo 2.2.5, formulamos
0s proximos teoremas sobre desempenho robusto, cujas provas ndo serdio apresentadas. Consideramos
sistemnas incertos cujas matrizes M, definidas em (2.91), pertencem ao dominio poliedral M, definido
em (2.92).

Teorema 3.15 Com relacdo ao sistema linear (2.109-2.110), se pelo menos uma das afirmacdes seguin-
tes € verdadeira
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i} Existem matrizes GER", P=FP ¢ R W, =W/ e R, i=1,...,N de tal forma que

P AlG
GA; G+G'—P, 0 | >0,i=1,...,N (3.47)
C; 0 1
W; BiG' L
[GBZ_ G+G,Hg:i>0,z~_1,...,N (3.48)
(W) <y,i=1,..,N (3.49)

ii) Existem matrizes G € RY*", Pi= Pl e R¥®, W, =W/ ¢ R¥*4, i = 1,... N de tal forma que

Pi A!G B;
G'Al G+G-P 0 | >0,i=1,.. N (3.50)
B 0 1
Wi G -
[G'c; G+G,“H]>O,z-—i,...,N (3.51)
tr (W) <y, i=1,... N (3.52)

em que A;, By e C; sdo as matrizes do sistema linear (2.109~2.110) calculadas nos vértices M;, i=1,... ,N,
entdo a seguinte propriedade também ¢ verdadeira

sup [|Huz($)13 < po{M) :=7 (3.53)
Medf

Os valores minimos deste custo garantido Hy podem ser calculados resolvendo-se um dos problemas de
olimizag o convexos

p2(M) =min{y : (3.47-3.49)} (3.54)

ou
p2(M) =min {y : (3.50-3.52)} (3.55)

Teorema 3.16 Com relagdo ao sistema linear (2.109-2.110), se pelo menos uma das seguintes afirma-
¢oes é verdadeira

i) Existem matrizes G € R**", ;=P e R**", i = 1,...,N de 1al forma que

B AlG 0 C
GA; G+G'-P GB; 0
0 BG Y D

G 0 D; 1

>0 (3.56)

if}) Existem matrizes G € R¥", P, =P/ e R**" i=1,...,N de tal forma que

P; AG B; 0
G'A! G+G'—-P 0 GC
B! 0 1 p |20 (3.57)
0 CG Dy o7
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em que A;, B;, C; ¢ D; sdo as matrizes do sistema linear (2.109-2.110) calculadas nos vértices M; =
1,...,N, entdo a seguinte propriedade também é verdadeira

sup [|Hoz (D112 < pool M) 1= (3.58)
Meaf

Os valores minimos deste custo garantido H.. podem ser calculados resolvendo-se wm dos problemas de
otimizacdo convexos

Pl M) =min{y : (3.56)} (3.59)
ou

Pe{M) =min{y : (3.57)} (3.60)

E importante notar que as provas destes teoremas dependem da unicidade da matriz G, que sempre
aparece multiplicada pelas matrizes A, B e C. Igualmente importante ¢ a auséncia do produto entre estas
mafrizes € a matriz de Lyapunov P.




Capitulo 4

Parametrizacao de filtros e controladores

E em [13] que, pela primeira vez, o projeto de controladores para sistemas lineares aparece formu-
lado como um problema de otimizacio convexo. Cabe a nés evidenciar as diferencas entre esta aborda-
gem e o projeto de reguladores lineares quadraticos (LQR, do inglés Linear Quadratic Regulators), cuja
determinagdo, conhecida desde os anos sessenta [82, 91], também se dd por meio da resolugdo de proble-
mas de otimizacio convexos {3]. Dado um conjunto de matrizes de ponderacgao, a familia dos reguladores
lineares quadraticos ndo contém todos os controladores capazes de estabilizar um certo sistema linear’. O
fato é que, no problema linear quadratico, a eliminagdo de parte das varifveis de otimizacfio? por meio das
condi¢Ges necessérias de otimalidade torna a determinacio do controlador étimo um problema convexo.
O que foi estabelecido em [13] € bastante diferente. Os autores deste trabalho mostraram que, dado o
conjunto de controladores estabilizantes por realimentacio do estado, denominado X, que originalmente
ndo € um conjunto convexo, & possivel definir uma transformacio de varidveis de cariter biunfvoco

T:XK+—C 4.1)

que permite parametrizar o conjunto de todos os controladores estabilizantes por meio do conjunto conve-
xo C. Mais especificamente, o conjunto C € um conjunto descrito por desigualdades matriciais lineares.
Esta relago estd ilustrada na Figura 4.1.

De posse desta caracterizacio dos controladores estabilizantes, diversos problemas de controle por
realimentacio do estado foram resolvidos [16, 21, 69, 59, 70, 71, 106]. Nosso intuito neste capitulo € es-
tudar transformagdes nos moldes de 7 que tornem convexas parametrizacdes mais abrangentes de filtros
e controladores. Baseado nestas parametrizactes, definiremos, segundo um tratamento uniforme, proble-
mas de filtragem e controle correspondentes aos diversos métodos de andlise definidos nos Capitulos 2
e3.

IChamados controladores estabilizantes.
2g, conseqiientemente, de parte dos controladores estabilizantes.

Figura 4.1: Parametrizagio convexa
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Revisaremos os procedimentos de projeto de controladores por realimentag@io do estado com o in-
tuito de generizé-los para as condi¢Ges estendidas introduzidas na Se¢do 3.2. Trataremos também da
parametrizagio convexa de filtros e controladores com estruturas lineares, porém, dinimicas. Estes resul-
tados formam a base tedrica para a resolugio dos diversos problemas de filtragem e controle que serdo
discutidos no Capitulo 3.

4.1 Controle por realimentacio do estado

Neste se¢do, consideramos sistemas lineares na forma

0x =Ax+ Byw -+ Bu, x(0) =0 {4.2)
2= Cox+ Dyyw + Dyu (4.3)

em que x € R” representa o estado, u € R™ representa a entrada de controle, w ¢ &' representa uma
entrada externa e z € R? representa a saida controlada. Sempre que nos referimos ao sistema (4.2-4.3)
Como um sistema continuo, o operador linear d representa a operagdo de derivagio com relagdo ao tempo.
Se tratamos de (4.2-4.3) como um sistema discreto, avanco unitdrio. Desejamos parametrizar de maneira
convexa todos os controladores estabilizantes por realimentacio do estado, isto &, os controladores lineares
na forma

u=Kx @4

capazes de estabilizar o sistema linear (4.2-4.3). De acordo com a introduciio, denotamos por X este con-
junto dos controladores estabilizantes. Se aplicamos a lei de controle (4.4) ao sistema (4.2-4.3), obtemos
o sistema em malha fechada

dx = Ax+ Bw, x(0) =0 4.5)
7= Cx+4 Dw 4.6)
no qual as matrizes 4, B, € ¢ D sdo
A=A+BK B:=B, 4.7
G 1= C,+ DK D:=D,, (4.8)

Os resultados contidos em [13] baseiam-se no seguinte lema, cuja prova se d4 por inspecfo.

Lema 4.1 A transformagdo de varidvel

N
I

KX 4.9)

¢ capaz de linearizar os produtos de matrizes

AX = AX +B,L CX =X +DyL 4.10)
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4.1.1 Sistemas continutos

Queremos utilizar o Lema 4.1 a fim de obter parametrizacdes convexas para o problema de controle por
realimentagdo do estado (4.4} de sistemas continuos, segundo as normas H; e H.. ¢ segundo a propriedade
de positividade real. Estes conceitos foram definidos nos Lemas 2.5, 2.6 € 2.7. Nestes lemas, dividimos as
caracterizagOes por meio de desigualdades matriciais lineares em dois grupos, que denominamos primal
e dual. No grupo primal encontram-se as caracterizag(es que envolvem o produto da matriz A pela matriz
P na forma A'P. As desigualdades do grupo dual contém o produto AP, Conforme veremos em seguida, a
escolha [13]

X =P 4.11)

permite que o Lema 4.1 linearize as desigualdades em suas formas duais. A linearizag@o dos problemas
na forma primal requer a defini¢do alternativa

X=pt 4.12)

Assim, dado win par factivel de varidveis de otimizagio (X,L), obtemos um controlador na forma (4.4)
por meio da inversdo darelacio (4.9). Mais precisamente, calculamos o ganho de realimentacio mediante
a operagio

K=IX! 4.13)

Para tal, devemos assegurar a regularidade de X, a qual estard sempre presente nos resuitados que apre-
sentaremos, Dessa forma, a relagio (4.9) configura uma transformacgéo biunivoca nos moldes de (4.1).
Tratemos do projeto em norma H;.

Tecrema 4.2 As seguintes afirmagfes sdo equivalentes

i) Existe um controlador na forma (4.4) que estabiliza o sistema linear continuo (4.2~4.3) e que ga-
rante que a norma H, da saida controlada satisfaz ||H (s){|5 < 7.

if} Existemmatrizes LER™ ", X =X' e R**" e W =W’ € R™ de tal forma que

AX+B,L+XA'+L'B, XC+LD,
[ CX + Dyl g <0 “4.14)
W B,
[Bw X] >0 (4.15)
(W) <y (4.16)
iti) Existem matrizes LER™" X =X € R™" ¢ W = W' € R¥™? de 1al forma que
1 ot
[AX -+~BuL+~’XA +L'B!, Bw} <0 @.17)
B, ~1
w CX + Dyl
[XC;_+L'D;,, X ] >0 (4.18)

tr (W) <y 4.19)
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O minimo valor da norma Hy de H,,(s) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimizacdo
convexos

ggg%i!ffm(s)lli =min{y : (4.14-4.16)} (4.20)
ou
ggg%nﬂwz(s)n% =min{y : (4.17-4.19)} (4.21)

Prova: Provamos a necessidade do item #ii} observando que, dado um controlador X e uma matriz P
com a propriedade descrita em i), a definicio da varidvel X dada em (4.11) e 0 Lema 4.1 tomam as
designaldades matriciais (2.29-2.31), calculadas para as matrizes em malha fechada (4.7-4.8), exatamen-
te (4.17-4.19).

A prova da necessidade do item if) é semelhante, porém envolve um passo preliminar. As desigualda-
des (2.26-2.28), calculadas para as matrizes em malha fechada (4.7-4.8), nio apresentam o produto KX
segundo nerhuma das defini¢Ges (4.11) ou (4.12). Sendo assim, para que possamos aplicar o Lema 4.1,
devemos submeter as desigualdades (2.26-2.28) a transformagdes congruentes que facam aparecer es-
te produto. Se notamos que, para um controlador factivel, a matriz P é sempre estritamente definida
positiva, portanto regular, obtemos os termos em KX multiplicando, por ambos os lados, as desigualda-
des (2.26) e (2.27) por, respectivamente, T := diag (P~1,1) e T := diag (I,P~!). Procedendo como no
prova do item /i), finalizamos a prova da necessidade do item #i) utilizando a defini¢o (4.12) juntamente
com o Lema 4.1.

Estabelecemos a suficiéncia destes resultados de maneira simples. Se observamos que as desigualda-
des (4.15) e (4.18) implicam X > 0, podemos obter matrizes Pe K que satisfacam as desigualdades dadas
no Lema 2.5 por meio de (4.13). |

Notemos que a norma H, somente se encontra definida para sistemas estritamente proprios. Desta
feita, o teorema acima s6 € aplicdvel a sistemas (4.2-4.3) que apresentem

D=Dy, =0 (4.22)

Observemos também que o conjunto de todos os ganhos estabilizantes em sua formulagdo convexa, que
denomindramos C, encontra-se incorporado as desigualdades (4.14-4.19). Estabelecemos a relacio

KeKXKeLe(C (4.23)
definindo o conjunto C por meio das desigualdades
Ci={L:AX+B,L+XA'+L'B, <0, X > 0} 4.24)

Finalmente, & possivel mostrar que a solugéo por realimentagio do estado para o problema em norma
H, obtida no Teorema 4.2 €, de fato, a solugdo Gtima global dentre todas as estruturas de controladores
existentes [5, 21]. Sendo assim, devemos ser capazes de estabelecer a relacio entre a solugio obtida via
desigualdades matriciais lineares € a solugio obtida por meio da solugio da equagio de Riccati associada
a0 problema do regulador linear quadrético. Para tal, consideremos as hipdteses cldssicas

CDyu=0 DDy =1 Dpy=0 (4.25)
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A equivaléncia com a solugéio do problema LQR pode ser verificada a partir das condigdes de otimalidade
do problema (4.20), que nos permite concluir que o minimo valor do trago da matriz W ocorre para

Pi=X"1 L=-BR (4.26)
em que a matriz P > 0 € a solugo da equagio algébrica de Riccati [21]
A'P+PA—PB,B.P+CC, =0 4.27)

Dada a relagiio (4.26), e aplicando o complemento de Schur A desigualdade (4.14), percebemos que esta
equacio define uma solucdo na fronteira do conjunto descrito por (4.14-4.16).

De volta A parametriza¢io de todos 0s controladores por realimentagdo do estado, podemos caracteri-
zar problemas convexos correspondentes 4 minimizagfo da norma H.. e 4 propriedade da positividade real
por meio destas mesmas transformac®es. As provas destes resultados sdo idénticas & apresentada para o
problema em norma H; e, por isso, serdo omitidas.

Teorema 4.3 As seguintes afirmagdes sdo equivalentes

i) Existe um controlador na forma (4.4) que estabiliza o sistema linear continuo (4.2-4.3) e que ga-
rante que a a norma H.. da saida controlada satisfaz ||Hy,{s)||Z < Y.

ii) Existem matrizes L€ L"™" ¢ X = X' € R de tal forma que

AX+B,L+XA'+L'B, B, XC+LD,
B, — D, <0 (4.28)
C:X + Dyl Dy ~1

X>0 4.29)

iii) Existem matrizes L€ L™ e X = X' € R**” de tal forma que

AX+B,L+XA'+L'B, B, XC+LD],
B, - | DL, <0 (4.30)

X>0 (4.31)

O minimo valor da norma Ha de H,.(s} pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimiza-
¢do cOnvVexos

min | Hie (5)]|% = min {y : (4.28-4.29)} 4.32)
[#:7)
min Hyz ()2 =min{y : (4.30-4.31)} (4.33)

No caso do projeto em norma f., as caracterizacfes primal e dual, dadas no teorema acima, pratica-
mente coincidem, permanecendo a posi¢do do escalar vy a tinica diferenca. Podemos demonstrar que existe
uma relagfo entre as varidveis de otimizag@o das desigualdades (4.28-4.29) e (4.30-4.31) do tipo

(X, 1L) > (X, 1) (4.34)
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Considerando as hip6teses (4.25) e a escolha (4.26), e aplicando o complemento de Schur 3 desigual-
dade (4.28), obtemos a equacio de Riccati

A'P+PA—P(B.B, v 'B,B,)P+C.C.=0 (4.35)

correspondente & caracteriza¢io do controlador H.. central [35]. O proximo teorema trata do projeto de
sistemas com a propriedade da positividade real.

Teorema 4.4 As seguintes afirmagdes sdo equivalentes

i) Existe um controlador na forma (4.4) que estabiliza o sisterma linear continuo (4.2-4.3) e torna a
malriz de transferéncia H,,(s) positiva-real estrita

ii) Caso o sistema (4.5-4.6) seja estritamente préprio (D = Dy = 0), existem matrizes L ¢ ®™%" ¢
X = X' R™" de tal forma gue

AX+B,L+XA'+L'B, <0 (4.36)
B!, =CX +DyL @.37)
X>0 (4.38)

i) Caso o sistema (4.5-4.6) néio seja estritamente proprio (D = Dy, # 0), existem matrizes [ € R™*n
eX = X' € R*™" de tal forma que

AX+B,L+XA'+L'B, B,—-XC,—-LD.,
B, ~CX ~D,L —(Dpw+DL,)

X>0 (4.40)

] <0 (4.39)

Observemos que, a partir das formulagdes primal e dual dadas no Lema 2.7, obtemos uma unica
caracterizagdo de controladores por realimentacio de estado gue torna um sistema positivo-real.

4.1.2 Sistemas discretos

Podemos utilizar as escothas feitas em (4.11) e (4.12) juntamente com a transformacéo de varidvel
definida no Lema 4.1 para dar solugfio aos problemas de projeto de controladores para sistemas discre-
tos, conforme as definicSes dadas nos Lemas 2,18 ¢ 2.19. No entanto, estes resultados ndo se aplicam 2
caracterizaco estendida introduzida no Capitulo 3. Nesta caracterizagdo, a configuracio em malha fecha-
da (4.5-4.6) faz com que a matriz de ganho X apareca nas defini¢Oes das desigualdades matriciais lineares
multiplicada pela matriz G, e néo pela matriz de Lyapunov P. Uma pequena modificagio destas escolhas
prové o resultado desejado: para obtermos a linearizagfio das desigualdades duais definimos

X=G 441
¢ para as desigualdades primais

X:=G"7T E.=GpcT 4.42)

A partir de um conjunto de varidveis de otimizag#o factivel, calculamos o ganho de realimentacdo do con-
trolador por meio da relacio de inversdo (4.13). Para isto, devemos assegurar a regularidade da matriz G.
O problema de projeto em norma H, estd descrito no préximo teorema.
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Teorema 4.5 As seguintes afinnagdes sdo equivalentes

i) Existe um controlador na forma (4.4) que estabiliza o sistema linear discreto (4.2—4.3) e que garante
que a norma H, da safda controlada satisfaz || Hw (0|3 < .

ii) Existemmatrizes E=E' ¢ B Le ™" X ¢ B™*" ¢ W = W' € ™ de tal forma que

E X'A'+L'B, X'Cl+LD,
AX+B,L X+X -E 0 >0 (4.43)
CX + Dyl 0 I
W B,
[w X+X’—E]>O (4.44)
tr(W) <y (4.45)
iii) Existem matrizes P=P e R¥™* Le L™ X c ™" e W = W' € R de tal forma que
P AX+B,L B,
X'A'+L'B, X+X'-P 0]>0 (4.46)
B, 0 I
W C,X + Dyl
xc+rD, X+x'—-p)”° 47
tr(W) <7 (4.48)
O minimo valor danorma Hy de H,.,(s) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimizagdo
COHVEXOS
min | Howe (05 = min {y : (4.43-4.45)} (4.49)
ou
min | Hwe (O3 = min {y : (4.46-4.48)} (4.50)

Prova: Inicialmente, tomemos um controlador com a propriedade descrita em i) e calculemos, por meio
do Teorema 3.11, uma matriz P e uma matriz regular G de forma que

G+G >P>0

Como o auxilio do Lema 4.1, verificamos que as desigualdades matriciais (3.34-3.36), calculadas pa-
ra as matrizes em malha fechada (4.7-4.8), sdo exatamente as desigualdades (4.46—4.48). Isto prova a
necessidade do item #ii).

Como no Teorema 4.2, a prova de necessidade do item if) envolve um passo preliminar: a multipli-
cagdo da desigualdade (3.31) por T .= diag (G™1,G"1,1) 2 esquerda e T' 2 direita e a multiplicago da
desigualdade (3.32) por T := diag (G~},G™1) & esquerda ¢ T’ & direita. Nesta forma, concluimos nova-
mente pelo Lema 4.1 que as desigualdades (4.43-4.45), calculadas para as matrizes em malha fechada,
sfo exatamente (3.31-3.33) .

A prova da suficiéncia € também similar 3 prova da suficiéncia do Teorema 4.2. Dadas matrizes que
satisfazem as desigualdades (4.43-4.48), podemos afirmar que

E>0 P>0 X+X' >0
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com o que concluimos que a matriz X € regular. Por meio de (4.13), obtemos matrizes K, G ¢ P que
satisfazem as desigualdades do Teorema 3.11. No problema primal, o valor da matriz £ adequada ao
Teorema 3.11 deve ser calculado por meio da relagdo

P=GEG “4.51)

o que finaliza esta prova. =

Como no caso continuo, o Teorema 4.5 contém a descrigio do conjunto convexo C, neste caso, carac-

terizado pela desigualdade
. _ P AX+B,L
C= {L : {X’A’ +UB, X+X —P] > 0} 4.52)

No inicio desta se¢do, haviamos dito que, com base nos Lemas 2.18 ¢ 2.19 e nas transformagdes de va-
ridveis (4.11-4.13), resultados andlogos aos obtidos no caso contimio poderiam ser derivados. Uma outra
maneira de obter estes andlogos € a partir dos resultados recém-apresentados. Nos problemas de an4lise es-
tudados no Capitulo 3, arestri¢io adicional G == P é capaz de reduzir os resultados estendidos s condicoes
padrdes. Esta propriedade permanece inalterada, mesmo ap6s a transformagio de varidveis (4.41-4.42).
Assim, para que obtenhamos os problemas de projeto associados ao Lema 2.18 basta impor aos problemas
do Teorema 4.5 a restri¢do linear adicional

X=X'=E=P (4.53)
Neste contexto, as hipéteses cldssicas (4.25) e as definigGes
pP=x" L= —(B,PB,+1)" B,PAX (4.54)

associadas a condicio de otimalidade do problema (4.49), permitem recuperar a solugfio 6tima do proble-
ma H, por meio da equaciio de Riccati [5]

A'PA—P—~A'PB, (B,PB,+1) " BLPA+CIC, =0 (4.55)

que, segundo o complemento de Schur de (4.43), define uma solugio na fronteira do conjunto (4.43-4.45).
Passemos agora ao projeto em norma A...

Teorema 4.6 As seguintes afirmagées sdo equivalentes

i) Existe um controlador na forma(4.4) que estabiliza o sistema linear discreto (4.2-4.3} e que garante
que a norma H.. da saida controlada satisfaz | Hy, (s))2 < v.

it) Existem matrizes E = E' e R**", L€ L"™*" ¢ X € R*™" de tal forma que
q

E X'A'+LB, 0 XC+LD.,
AX+B.L X+X'-E B, 0

0 B A D >0 (4.56)
CX + Dyl 0 Dy, I

fii) Existem matrizes P=P ¢ R¥™" L€ "™ ¢ X € ™™ de tal forma que

P AX+B.L B, 0
XIAI LIBi’ X X? — P Xf ' Iry
;," v A Y ‘; ng, EDul 5 4.57)
w w
0 CX+Dul D, *
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O valor da norma He de H,,(s) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimizacdo
CORVEXOS

pin [ B ()l = min{y : (4.56)} (4.58)
2373
min |Hr ()12 = min {y : (4.57)} (4.59)

A restricio (4.53) permite recuperar 0s resultados convencionais [71}. Se consideramos as hip6-
teses (4.25) e definimos as varidveis

P:= (X—7'B,B,)" L= — (B.PB,+1)”" B,PAX (4.60)

obtemos a equacio de Riccati do confrolador H.., central

A'PA— (P~ 4+y"'B,B.) " —A'PB,(B.PB,+1) " BLPA+CiC, =0 (4.61)

aplicando o complemento de Schur & desigualdade (4.56).

4.2 Filtragem

O problema de obtengdo de uma boa aproximagdo para uma grandeza corrompida por ruidos leva o
nome genérico de filtragem. Neste trabalho, consideramos como grandeza a ser aproximada a saida de
um sistema dindmico, problema a que muitos autores se referem pelo nome de filtragem dindmica [4].
Se a safda deste sistema € o préprio vetor de estado, o problema de filtragem leva o nome de estimacdo
do estado e o filiro torna-se vm observador do estado [104], Na literatura de controle, reconhecemos
a estimagdo do estado como dual ao controle por realimenta¢do do estado. Paradoxalmente, embora
a parametrizacio de todos os controladores estabilizantes por realimentagdo do estado ji se encontre
formulada como um problema de otimizacio convexo desde o fim dos anos oitenta [13], s6 recentemente
pudemos obter resultado correspondente para a parametrizacio dos filtros [53, 60]. Este resultado trouxe
consigo solugfo para diversos problemas que ainda se encontravam em aberto [33, 60, 57, 63].

O problema a ser resolvido nesta se¢@o € o seguinte. Dado o sistera linear

ox = Ax+ B,w, x(0} =0 4.62)
7= Cpx+ Dpyw (4.63)
y = Cyx 4 Dypow (4.64)

em que x € " representa o estado, w € R’ representa uma entrada externa, 7 € R? representa a saida de
referéncia e y € R? representa a saida medida, desejamos obter um filtro linear e invariante no tempo

0x5 = Apxs+ Bry, xr(0) =0 (4.65)
zy =Cpxp+Dypy (4.66)

em que xr € R € 0 estado estimado e zy € B? € a saida estimada, que faca com que 0 erro de estimagio
que xy S q ¢ q G

gl=z—2Zf (4.67
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Figura 4.2: Filtragem

seja minimo segundo critérios a serem definidos. Notemos que, por enguanto, ndo estamos impondo uma
dimensio fixa ao vetor de estado estimado x;. A conexio do filtro (4.65-4.66) ao sisterna (4.62-4.64),
conforme a Figura 4.2, produz o sistema linear

0% = A%+ Bw, %(0) =0 (4.68)
e=Ci+Dw (4.69)
cujas matrizes dindmicas sio
. [ 4 o0 = [ B,
A= [chy Af] B= [BnyW] @79
C:=[C,~DsC, —Cy] D =Dy, ~DsDy,, 4.71)

Consideraremos dois critérios de minimizaciio do erro de estimacdo: minimizacio em norma H; e
em norma H.. Conforme as definicbes dessas normas, dadas nos Capitulo 2, e segundo a natureza da
entrada de ruido w, dois tipos de problema de otimizagio podem ser considerados. No primeiro, para
0 qual utilizaremos a minimizag4o em norma H,, a entrada w é um ruido branco Gaussiano de média
nula e varidncia conhecida {4] (veja também Lema 2.2). No segundo, a entrada w € uwm ruido de média
nula sem distribui¢o precisamente conhecida porém cuja varidncia é limitada. Neste caso, utilizaremos a
minimizagdo em norma H. [101, 119].

Agrupando 0s pardmetros do filtro na matriz

¢ | Br
Ky = [Cf Df] 4.72)

nosso objetivo € obter uma transformac@o de varidveis capaz de parametrizar os diversos filtros £ re Ky
por mejo de um conjunto convexo Cr. Antes de prosseguirmos para os resultados especificos, definimos

as matrizes
%= [Z;,T g] 1= [5: ‘;f] @4.73)
Definimos também a matriz
7% 5] 4.74)
de tal forma que obtenhamos o produto
xr=[1, {I)] @75)

O préximo lema € andlogo ao Lema 4.1. A prova, novamente, d4-se por inspecio.



Lema 4.7 As transformagdes de varidvetis

Q@ F| Vv 0, (UZ 0 . /
[L R] = [0 I}Kf[() I] §=VUZ (4.76)

sdo capazes de linearizar os produtos de matrizes

- ZA ZA .

T’AXT:[YA+FCy+Q YA+FCJ XT = [C;~RCy—~L C,—RC,] (477
g5 _ | ZBy cigm_ | 2 Z
TB_[YBWJrFDyW] TXT—[Y+S Y} (4.78)

4.2.1 Sistemas continuos

Com base no Lema 4.7, podemos introduzir transformacoes linearizantes para problemas de filtragem
de sistemas continuos. Dadas as matrizes

5_m._ |20 U s YV
papn [t Y] porraL Y em

a transformagio linearizante adequada ao tratamento das desigualdades na forma dual € (4.76) com a
escolha particular

X=p (4.80)

Para tratarmos problemas na formulag8o primal devemos alterar as defini¢gGes das matrizes para
5_m._ (Y V 5 1 =T . z-T v
P=PF .—[ ; ?} P =P = U % (4.81)
de tal forma que a escolha

X:=p1 (4.82)

faca com que a transformagcio (4.76) mantenha suas propriedades linearizantes,
Obtidas solucdes em termos das matrizes transformadas, recuperamos os correspondentes parimetros
do filtro invertendo a transformago (4.76) por meio de

. vt o]lfo F][z-Tu-! o
Kr= [ 0 1] {L RH 0 1] (483)

em que as matrizes regulares U e V devem ser escolhidas de modo a satisfazer
VU =35z"T (4.84)

Como mostraremos adiante, todas as matrizes que precisam ser invertidas sfo, efetivamente, regulares, 0
que assegura o cariter biunivoco desta transformacfo. Tratemos agora do problema em norma Hy.

Teorema 4.8 As seguintes afirmagdes sdo equivalentes

i) Existe um filtro (4.65~4.66) de ordem completa (ny = n} para o sistema linear continuo (4.62-4.64)
que garante que a norma Hy do erro de estimagdo satisfaz || Hye (s)]13 < 7.
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ii} Existem mairizes Z=2Z' e R¥" Y =Y ¢ RP" F e R™¥P, Le RI*" R¢ RI*P, Qe R**" ¢
W =W'eR™ deial forma que

AZ+ZA ZA+AY+CF +Q C-CR-L
(£)  AY+CF'+YA+FC, Ci—CR | <0 (4.85)
(%)’ ()’ -1
W BL,Z B,Y+DF
&z z >0 (4.86)
=) =) Y
Dy ~RDy, =0 (4.87)
r{W) <y (4.88)

iii) Existem matrizes Z = Z' ¢ RV, Y = V' ¢ RP™" F ¢ R**P L € RI*" R € RI*P, Qe RMn p
W =W'e R1*? de tal forma que

AZ+ZA ZA+AY +CF +Q ZB,,
('  AY+CF +YALFC, YB,+FDy,| <0 (4.89)
() () -1
(x)! z z |>0 (4.90)
(x)f (x) Y
Dy~ RDy, = @.91)
(W) <y (4.92)

O minimo valor danorma Hy de H,.(s) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimizagdo
convexos

. 2 .
Xfegg |Hye(s)]|5 = min{y : (4.85-4.87)} 4.93)
Ou
min || Hye(s)}} = min {y : (4.89-4.91)} (4.94)
RreXy

Prova: Dado um filtro X £ com a propriedade descrita em i) podemos calcular matrizes regulares £ > 0
que satisfazem as desigualdades matriciais (2.26-2.28) e (2.29-2.31), calculadas com as matrizes em
malha fechada (4.70-4.71). Para provar a necessidade do item i), multiplicamos a desigualdade (2.26) 2
direita por T = diag (P~17',T) e & esquerda por 7" e, em seguida, multiplicamos a desigualdade (2.27) a
direita por T = diag (I, 7~ T) e a esquerda por T", Feito isto, obtemos

T'P-A'T + PAP-\T T'p-1¢ w BT

[ CPIT -1 } <0 [TB T’P*If] >0

Se aplicamos a essas desigualdades o Lema 4.7 e a definigfo (4.82), recuperamos (4.85-4.86). Para provar
o item #i), multiplicamos a desigualdade (2.29) 2 direita por T = diag (T',I) e 2 esquerda por T” e multiphi-
camos (2.30) & direita por 7' = diag (I, T') e & esquerda por T”. Recuperamos as desigualdades {4.89-4.90)
aplicando o Lema 4.7 e a defini¢io (4.80).
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Notemos que, ao efetuar tais multiplicagGes, devemos assegurar a existéncia de matrizes P e F~1
cujos componentes U e V sejam regulares. Gragas ao cardter estrito das desigualdades envolvidas no
problema, uma ligeira perturbagdo em P & capaz de fornecer a propriedade de reguiaridade desejada sem
que violemos as desigualdades originais (para maiores detalhes veja [44]). Com base na regularidade de U
¢V, podernos garantir aregularidade da matriz T e, consegiientemente, a reversibilidade das manipulagGes
efetuadas.

Quanto ao “desaparecimento” da variavel S, que ndo consta das desigualdades do teorema, um dltimo
detalhe resta ser esclarecido. A escolha particular de P = P' e de suas inversas em (4.79) e (4.81) fornece
a identidade

Y+S=Y+VUZ =2

com a qual eliminamos a varidvel § do problema.

Para estabelecer a suficiéncia dos resultados, devemos mostrar que, a partir de solucOes factiveis para
as desigualdades em ii) e iii), podemos obter um filtro factivel por meio de (4.83). Resta-nos provar que, a
partir de varidveis de otimizagdo factiveis, podemos definir uma matriz T regular. Seisto for verdade, dada
a reversibilidade das manipulacOes da prova da necessidade, as desigualdades (2.26-2.31) serdio factiveis.
Com este intuito, notemos que o complemento de Schur das desigualdades (4.86) e (4.90) implica

Z2>0 Y-Z>0 (4.95)
Como as matrizes U e V devemn ser escothidas de modo a satisfazer a identidade
VU=(Z-Y)ZT (4.96)

e o termo & direita nesta identidade é regular, U e V também o sfo. Isto garante, a um s6 tempo, a
regularidade da matriz T e a inversibilidade das matrizes em (4.83).

Finalmente, as igualdades (4.87) e (4.91) indicam que D deve ser nulo, que é uma condicio necesséria
para o célculo da norma H,, »

Tecamos alguns comentérios sobre o papel secundério representado pelas matrizes U e V. O dnico
momento em que delas precisamos é no cdlculo da implementacEo do filtro. Mesmo nesta hora, a escolha
de uma dessas matrizes, por exemplo, U, € completamente arbitraria®. A outra matriz, no caso, V, é
determinada a partir da identidade (4.84). Efetivamente, se olhamos mais a fundo para o céalculo da matriz
de transferéncia do filtro, notamos que

F(s)=Cr(sI—Af)" By + Dy
=177 TU (s1-v-0z-Tu")'Vv-IF +R
=L{sYUZ - Q) 'F+R
=L(sS— Q) 'F+R (4.97)
A expressio (4.97) ndio depende da escolha das matrizes U e V. Em outras palavras, as matrizes U ¢ Vv
parametrizam a representagfo de estado do filtro, porém nio t€m nenhuma influéncia sobre a sua matriz
de transferéncia. Como esperado, variacdes em U e V nfio alteram a otimalidade dos resultados obtidos

por meio dos problemas (4.93) e (4.94). Um ponto interessante € que nio £ necessdrio conhecer os valores
das matrizes X e ¥ para que possamos sintetizar o filtro.

¥Desde que seja regular.
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Outro fato que podemos perceber por intermédio da expressdo da matriz de transferéncia do fil-
tro (4.97), € que obteremos filtros de ordem reduzida sempre que a matriz § apresentar deficiéncia em
seu posto. De fato, obtemos filtros estéticos, isto &, sem dinfimica, impondo a restri¢fio linear adicional

S=Z-¥Y=0
Esta observagio serve de ponto de partida para o préximo corolério.

Coroldrio 4.9 O filtro de ordem completa (n 7 = 1) obtido como solugdo dos problemas defmidos no
Teorema 4.8 € o filtro linear dtimo dentre todos os filtros lineares de ordem finita,

Prova: Comecemos pelos filtros de ordem reduzida, isto é, os filtros cuja dimensdo obedecem & relacdo
#y < n. Neste caso, devemos notar que a matriz 7', definida em (4.74), ndo € quadrada, mas ainda assim
possui posto completo®. Relaxando o caréter estrito dessas desigualdade e procedendo como anteriormen-
te, chegamos a conclusdo de que as mesmas desigualdades (4.85-4.92) continuam vélidas, porém, para
que possamos obedecer 4 relacfo

VUZ =8=Z-¥
devemos impor a restricio adicional
posto (S) = posto (Z— ¥) = n;

Como esta restrigdo adicional contribui para aumentar o valor da norma, concluimos que o filtro de ordem
completa € 0 que apresenta a menor norma dentre os filtros de ordem reduzida.

Resta-nos considerar o caso 7y > . Como anteriormente, a matriz T ndo & quadrada, porém tem posto
completo. Sem perda de generalidade, podemos considerar que a matriz T tem a seguinte estrutura

F_[Z 7 0
Tl VoA

em que Ajp denota uma base para o espago mulo da matriz . Notemos que esta matriz deve ter posto
completo pois, segundo a definigdo (4.73) e as relagdes em (4.95), a matriz

0v'=zT(Z -7
deve ser uma matriz regular. Assim, obtemos o produto fundamental
X’f‘":[ I 1 z}%]z[ | 0]
Uzl 0 Xap vz 0 o
pois, segundo a definicio (4.73),
X=-9-Ty'Q

Refazendo os cdlculos, chegaremos ao mesmo conjunto de desigualdades (4.85-4.92), 0 que nos leva a
concluir que, toda vez que houver um filtro de ordem # r > n, poderemos construir wm filtro de ordem
completa com ¢ mesmo valor do custo. n

Em verdade, o enunciado deste coroldrio pode ser mais abrangente do que o formulado. Para a classe
de sistemas lineares (4.62-4.64) o filtro linear (4.65-4.66) consiste na estrutura 6tima dentre todas as

4Como no caso quadrado, podemos considerar sem perda de generalidade que as matrizes I e V tém posto completo.
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possiveis estruturas de filtros causais, incluindo-se ai a extensa classe de filtros ndo lineares [4]. Em
outras palavras, o problema de filtragem Gtima obtido prové, exatamente, o valor da norma associado ao
filtro 6timo estaciondrio de Kalman. Esta relago torpa-se mais clara se observamos o comportamento
das desigualdades A medida em que a matriz Z tende a zero. Para tal, relaxemos o carater estrito das
desigualdades (4.89-4.92) e nos atenhamos, por simplicidade, &s hiptteses clissicas

BuD), =0 DyD, =1 Dy =0 (4.98)

Para que possamos satisfazer as desigualdades (4.89-4.90) devemos impor

Q= YA ~FC, L=(, R=0 (4.99)
0 que nos permite simplifica-las da seguinte maneira
A'Y +-CF' + YA+ FCy YBy,+FDy, W C
[ BLY + D!, F' -1 <0 c Y >0 (4.100)

Se percebemos que ¢ minimo valor do trago da matriz W associado a essas desigualdades ocorre para
p=r"1 F=-C, 4.101)

entfio a equivaléncia com o filtro de Kalman decorre da possibilidade de cdlculo da matriz P > 0 como
solugao da equacdo de Riccati

AP+ PA' — PC‘;,CyP +B,B, =0 (4.102)

Isto demonstra que o filro de Kalman encontra-se na fronteira do conjunto de filtros definido por meio
das desigualdades matriciais lineares (4.100).

Nosso préximo passo é generalizar esta abordagem para o problema de filtragem em norma ...

Teorema 4.10 As seguintes afirmacdes sdo equivalentes

i) Existe um filtro (4.65-4.66) de ordem completa (ny = n) para o sistema linear continuo (4.62-4.64)
que garante que anorma H.. do erro de estimagdo satisfaz [[Hy(s)||Z <

ii) Existem matrizes Z=2 e R Y=Y e R** Fe R”?, LcR¥", Re RT?, Qe R™ ¢
W =W'e R™" de tal forma que

AZ+ZA ZA+ATY+CF + 0 ZB,  C,—CR-L
(%) AY+CF'+YA+FC, YBu+FDy,, C,—CR
CE e A
* * * —1
Y>Z>0 (4.104)

iii) Existem matrizes Z=Z' ¢ RP* Y =Y ¢ " Fe R*?, LERY", ReR¥*P, Qe R ¢
W =W' € R7*? de tal forma que

A'Z+ZA ZA+AY+CF + 0 ZB, C,—CR —-L
(*)  ATY+CF' +YA+FC, YB,+FDy, C—-CR
Y )’ 1 DL~ DL R >0 (4.105)
(%)’ )’ & -

Y>Z>0 (4.106)
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O minimo valor da norma H.. de H,,(s) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimiza-
¢do convexos

. 2 .
K;rg%lllfwe(s)i]w =min{y : (4.103-4.104)} 4.107)
ou
. 2 o .
L [Hwe(s)2 =min {y : (4.105-4.106)} (4.108)

Prova: Podemos provar este teorema seguindo os mesmo passos da prova do Teorema 4.8. O inico
detathe € que as desigualdades (4.104) e (4.106) foram obtidas aplicando-se o complemento de Schur a

Z Z
7 750

No 1mais, as provas sio semelhantes. n

Podemos formular para o problema em norma H., um coroldrio andlogo ao Corolério 4.9, pois os
argumentos usados em sua prova permanecem inalterados. Além disto, caso consideremos as hip6teses
simplificadoras (4.98), recuperamos o filtro H.. central [101] fazendo, novamente, a matriz Z tender a
zero. Impondo a estrutura (4.99) a desigualdade (4.105) obtemos

A'Y +CF' +YA+FC, YBy+FD,, C
BlY + Dy, F! | 01>0 (4.109)
C 0 -~
Utilizando a defini¢8o (4.101) concluimos que a matriz P > 0 que resolve a equaco de Riccati
AP+PA' - P(C,C,—yICiC,) P+ BB, =0 4.110)

encontra-se na fronteira das desigualdades (4.105-4.106).

4.2.2 Sistemas discretos

Passemos agora ao problema de filtragem para sistemas discretos. Conforme a exposicdo do problema
de controle por realimentacéo do estado, apresentaremos os resultados para ¢ projeto de filtros discretos
segundo as caracterizagdes estendidas introduzidas no Capitulo 3. Para obtermos as desigualdades ma-
triciais lineares do projeto dual de filtros discretos, devemos definir a matriz adicional ¢ e a matriz de
Lyapunov P

~_[z7T O 1. [Y" VP s 5. [P T
G,m[U X} Gli= [V, Y] P=F = [J, K} (4.111)

Desta forma, a escolha particular
X=6 (4.112)

torna as transformacdes de varidveis (4.76) linearizantes. Para tratarmos do problema de projeto de filtros
na formulag8o primal devemos alterar esta definicdo para

o Y v S A /)
&= [ , ?,] 6T .= [ Y X} (4.113)
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de tal forma que a escolha linearizante seja

f
=T f@%%”f:[E ﬂ E' G

o HIT [G’ H’] 4.114)
Como continuaremos usando as transformacdes definidas no Lema 4.7, os pardmetros dos filtros po-

dem ser obtidos a partir das varidveis de otimizagdo transformadas por meio da operac@o de inversdo
definida em (4.83). Iniciemos pelo problema em norma H>.

Teorema 4.11 As seguintes afirmagdes sdo equivalentes

i} Existe um filtro (4.65-4.66) de ordem completa (ny = n) para o sistema linear discreto (4.62-4.64)
que garante que a norma Hy do erro de estimagdo satisfaz ||Hwe (O] < 7.

ii) Existem matrizes E=E' ¢ R*™", Ge R™", H=H' e R*", Zc R™" Y ¢ R"™", F ¢ R,
L E qu”’ R & qup, Q G Rnxu e W . W{ERrx;—detatfomaque .......

E G AZ AY+CF+Q C-CR-L

' H  AZ AY' +CF' CL-CR
(*) (%) Z+Z'-E Z+Y+S§-G 0 >0 4.115)
() (=Y (%) Y+Y -H 0
SN N ) ()’ I
w B.Z! BLY' 4+ D F'
(%) Z+Z'—E Z+Y' +8~G|>0 (4.116)
& ()  Y+v-H
Dy~ RDyy = 0 @117
fr (W) <y (4.118)

iii) Existem matrizes P=P ¢ B> Je R K=K e R, ZcR*", Y e R FEeR"?, L€
RI*" ReRIXP, Qe R ¢ W = W' € RI*? de tal forma que

P ] ZA ZA ZB,,
®) K YA+FC,+Q YA+FC, YB,+FDy,
() &Y Z+Z-P Z+Y'4+8~J 0 >0 (4.119)
R AN ) Y+Y —K 0
()" ) ()’ () 1
W C,—RC,~L G —RG,
*Y Z+Z-P Z+Y'+8-~J|>0 (4.120)
(%) (%) Y+Y'—-K
Dpy—RDyy =0 4.121)
r(W) <y (4.122)

O minimo valor da norma Hy de H,,({) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimiza-
¢do convexos

min [[Hye(§)||3 =min{y : (4.115-4.118)} (4.123)
Kf&?ﬁf

ou

min || Hye(0)]? =min {y : (4.119-4.122)} (4.124)
RreXy
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Prova: A prova deste teorema segue 0s mesmos moldes da prova do Teorema 4.8. A diferenca funda-
mental € que devemos multiplicar as desigualdades matriciais primais (3.31-3.33), respectivamente, pelas
matrizes T 1= diag (G~'T,G~'T,I) e T := diag (1,G7'T) a direita e pelas suas transpostas 3 esquer-
da. Para as desigualdades duais (3.34-3.36) basta multiplicar por T := diag (T,T,1) e T := diag (1,T)
Notemos que, mais uma vez, podemos assegurar a regularidade da matriz T visto que

G+6G' >P>0

Na prova da suficiéncia, notemos que
Z+7Z'  Z4+Y' +S 50
Z+Y4+8  Y4Y

Assim, se multiplicamos essa desigualdade pela matriz

T=[1 -]
4 esquerda e por 7' 3 direita obtemos
S48 <0
donde concluimos que as matrizes Z e § sdo regulares. Consegiientemente, as matrizes U e V também sfo
regulares, n

Como a prova deste teorema segue a mesma linha da prova do Teorema 4.8, formulamos um corolério
andlogo ao Coroldrio 4.9, cuja prova, em todos os aspectos, semelhante, nio serd apresentada,

Corolario 4.12 O filtro de ordem completa (n 5 = n) obtido como solugdio dos problemas definidos no
Teorema 4.11 ¢ o filtro linear 6timo dentre todos os filtros lineares de ordem finita.

Como no problema por realimentacio do estado, podemos impor restrigOes adicionais as desigual-
dades formecidas no teorema acima de modo a cobrir o projeto baseado nas condicBes do Lema 2.18,
Verificamos que, para levar em conta a condiggo simplificadora G = &' = P, devemos impor 2s desigual-
dades (4.115-4.122) as restricOes lineares

Z=Z =E=Pp Y=Y =H=K (4.125)
G=G=i=0=2 Z=Y+8 (4.126)
Além disto, fazendo a matriz Z tender a zero, podemos mostrar a equivaléncia entre este resultado e o

filtro de Kalman discreto. Se consideramos as hip6teses (4.98), a mesma escolha de varigveis (4.99) nos
permite obter, a partir das designaldades (4.119-4.120), as desigualdades equivalentes

Y YA+FC, YB,+FD,,

A'Y +CF! Y 0 >0 [g %] >0 4.127)
B.Y + D F' 0 1 z
A equivaléncia com o filtro de Kalman discreto provém das defini¢Ges
P=Y"! F = —YAPC, (G,PC,+1) ™! (4.128)
em que a matriz P > 0 € a solugfo da equagio de Riccati
APA' — P— APC, (C,PCL +1) ' C,PA' + BB, = 0 (4.129)

Tratemos do problema em norma H... O préximo teorema, cuja prova nio serd apresentada, prové o
projeto de filtros em norma H...
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Teorema 4.13 As seguintes afirmagies sdo equivalentes

i) Existe um filtro (4.65—4.66) de ordem completa (ny = n) para o sistema linear discreto (4.62-4.64)
que garante que a norma H.. do erro de estimagdo satisfaz ||Hye ({12 <.

ii} Existem matrizes E=FE' ¢ RV, Ge R, H=H ¢ R**, ZcR>" ¥ ¢ B**", F e R**?,
LeRI*® RERI*F, Qe R™*" ¢ W =W' € R™ de tal forma que

(E G AZ AYHGF+Q 0 G-GR-L
) H A7 AY' +CiF! 0 G~ CR

* ) Z+Z~-E Z+Y+8~G ZB,, 0

) () ()’ Y4+Y'—H  YBy+FDy 0 >0 (4.130)
N ) o)’ 11 Dy, — Dy R

L) &) ) (Y & 1

iii) Existem matrizes P=P e R¥™", JeR* K=K e R Z¢R™", Y e R FeR"P, Le
RI** Re RI*P, Qe ¥ ¢ W = W' € B¥*? de tal forma gue

P J ZA ZA ZB, 0 T
) K YA+FC,+Q YA+FC, YB,+FD,, 0
(%) &) Z+Z' =P Z+Y' 4S8~ 0 C,—CIR I

>0 4,131
O ] P+ -K 0 CL-CR @130
ARSI () 1 DL DR
RS A ) (o) ]

O minimo valor da norma H.. de H,..({) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimiza-
¢ao convexos

. S .
KfE%HHW(C)HW =min{y : (4.130)} (4.132)
ou
. 2 .
Krfné%HHwe(C)ﬂmmmm{y . (4.131)} (4.133)

Estabelecemos a equivaléncia entre o filtro dado no teorema acima e o filtro H.. central [119] por meio
das hipGteses (4.98) e da escolha de varidveis (4.99). Impondo as restrigGes simplificadoras (4.125~4.126)
¢ fazendo a matriz Z tender a zero reescrevemos a desigualdade (4.131) na forma

Y YA+FC, YBy+FDy, 0
AY +CF! Y 0 c
BLY'+ Dh ' 0 I a1 >0 (4.134)
0 ol 0 1
Com a definigao
P:= (Y -ylcc)™ F = —YAPC,(G,PC,+1)™" (4.135)

podemos obter o filtro H.. central calculando o valor da matriz P > 0 que soluciona a equagao de Riccati
APA' - (P~ 4y7iClCy) ™ —APC, (C,PC,+1) "' C,PA' + BB, =0 (4.136)
obtida a partir do complemento de Schur da desigualdade (4.134),
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w 4
u y
C

Figura 4.3: Controle por realimentagfo da saida

4.3 Controle por realimentacio da saida

Voltemos a tratar do problema de controle, desta vez por realimentacdo da saida. Estaremos interessa-
dos em obter controladores para sistemas lineares na forma

dx = Ax+ Byw+ B, x(0) =0 (4.137)
2 =Cx+Dpw+ Dyyut (4.138)
¥y = Cyx+ Dyyw (4.139)

em que x € R” representa o estado, u € R™ a entrada de controle, w € B uma entrada externa, z € R? a
saida de referéncia e y € R? a saida medida. Desejamos obter um controlador linear e invariante no tempo

0x. = AcXe + By, x.(0) =0 (4.140)
u=Cx.+Dyy (4.141)

em que x. € R* é o estado estimado.
A conexdo do sistema com o controlador, mostrada na Figura 4.3, produz o sistema linear em matha

fechada
0F = A%+ Bw, (0) =0 (4.142)
z=Ci+Dw (4.143)
cujas matrizes dindmicas sio
.. [A+B.D.C, B.C. 5. [Bw+BuD.Dyy
A.m{ B.C, Ac] B._{ B.D,, (4.144)
C:=[G+DuDCy Dyl D := Dpy+ DpD Dy, (4.145)

Como no problema de filtragem, agrupamos os parimetros do controlador na matriz

2 Ac Bc
K. = [Cc Dc] (4.146)

Desejamos obter transformag@es de varidveis capazes de parametrizar todos os controladores estabilizan-
tes K, € &K, por meio de um conjunto convexo . Para tal, definimos as matrizes

[ I

}“71
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e as matrizes de transformacio

- {1 V¥ s X1
T.= [0 V’] XT = [U 0] (4.148)
Descrevemos as propriedades linearizantes dessas matrizes no préximo lema.

Lermna 4.14 As rransformagdes de varidveis
Q F| |V YByl|U 0 Y _
[L R} = [0 . ]KC [CyX I}»&«L)}A[X 0] S:=YX+VU (4.149)

sdo capazes de linearizar os produtos de matrizes

o on [AX 4B, ) o

T’AXTz[ E L ";If ?g;] %7 = [CX + Dul G+ DuRG] (4.150)
.~ [By+BuRDy, o X T
TB—[YBW+FDW FRT = 5 4.151)

4.3.1 Sistemas continuos

Obtemos as desigualdades matriciais lineares associadas aos diversos problemas de projeto de contro-
ladores para sistemas continuos definindo as matrizes

P=P = E g] Pla=pT.= [5, ‘;] (4.152)
Neste caso, a transformagao (4.149), com a escolha particular
X:=P (4.153)
Iineariza as designaldades na forma dual. Se alteramos estas definicOes para
Pl BT [g (;:] P=p = [Y, ‘;} (4.154)
e modificamos a escolha
X=F1 (4.155)

obtemos a transformacgio adequada i formulagSio primal. Uma vez que tenhamos obtido solugfes em
termos das matrizes transformadas, recuperamos os pardmetros do controlador correspondente por meio
da operacgio

7= vy~ _v-l¥B,]1[Q-YAX F U1 0

10 I L RiI-CXUT 1
Vale a pena ressaltar um detalhe significativo: a transformagio (4.149) «» (4.156), ao contrério do
que ocorre no projeto de controladores por realimentaco do estado e no projeto de filtros, depende das
matrizes do sistema A, B, e C,. Este fato terd grande impacto nos métodos de projeto de controladores por

realimentagfio da saida. Por ora, notemos que, para que possamos efetuar a inversdo (4.156), matrizes U e
V devem ser escolhidas de modo a satisfazer

4.156)

VU=§-YX 4.157)

Mais uma vez, devemos assegurar a regularidade destas matrizes. Passemos ao problema em norma H,.
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Teorema 4.15 As seguintes afirmagdes sio equivalentes

i) Existe um controlador (4.140-4.141) de ordem completa (n. = n) que estabiliza o sistema linear
continuo (4.137-4.139) e que garante que a norma H da saida controlada satisfaz ||H,(s) 13 <7

i) Existem matrizes X = X' ¢ RV, ¥ =Y € R, F e R*™F, L € ™" R ¢ R™*P, O c e e
W =W’ & R™ detal forma que

AX +B,L+XA"+L'B, A+BRCy+ XC,+L'D},
() AY +CF'+YA+FC, C+CRD],| <0 (4.158)
()’ ) —I
W B,+D,RB, BLY+D.,F
(*) X 1 >0 {4.159)
(*)' ) ¥
Doy ++ DyuRD = 0 (4.160)
tr(W) <v (4.161)

fii} Existem matrizes X = X' € R, Y =Y’ € B™* F ¢ B, L € R™" R c R™P, Qe B o
W =W’ € RT*? de tal forma que

AX +B,L+XA'+L'B, A+B,RC,+ 0 By, + B,RDy,
)’ A'Y +CF' +YA+FC, YB,+FD,, | <0 (4.162)
(%)’ (%)’ -1
W  GX+Dyul C+DuRC,
(%) b¢ 1 >0 (4.163)
(%) ()’ Y
D+ DyRDy =0 4.164)
(W) <y (4.165)

O minimo valor da norma Hy de Hy,(s) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimizagdo
convexos

gnei% | Hoz(8)|[3 = min {y : (4.158-4.160)} (4.166)
ou

min [|Hy(s)]3 =min{y : (4.162-4.164)} 4.167)

K.eX;

Prova: Partimos de um controlador K € X, para o qual calculamos matrizes B > 0 satisfazendo as desi-
gualdades matriciais (2.26-2.28) e (2.29~2.31). Seguindo procedimentos idénticos aos adotados na prova
do Teorema 4.8, concluimos que o Lema 4.14 ¢ as definigdes (4.153) e (4.155) fornecem as designal-
dades (4.158-4.165). Devemnos apenas nos lembrar de que a estrutura simétrica das matrizes P e P!
implica

S=YX4+VU =1

razo pela qual, eliminamos a varidvel S das desigualdades.
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Para estabelecermos a suficiéneia dos resultados devemos assegurar a regularidade da matriz de trans-
formacao T, definida em (4.148). Dadas matrizes que satisfazem as desigualdades, temos gue

X>0 Y-X"'>0
Assim, a regularidade do produto
VU= (xT"-Y)X

implica a regularidade das matrizes U e V. Vale a pena ressaltar que, apesar da transformagio (4.149)
depender das matrizes do sistemas, a inversdo desta relacdo, por meio de (4.156), depende apenas da
regularidade de U e V. |

Segundo o teorema acima, apesar da transformacao de varidveis mais complexa, ainda assim podemos
linearizar o problema de controle por realimentacdo da saida. Como anteriormente, as desigualdades
matriciais fornecidas nfo envolvem as matrizes U e V. Um detalhe interessante € que a maneira como
estas matrizes se distribuem na transformacgo inversa (4.156) pode nos induzir a pensar que a funciio de
transferéncia do controlador deva depender dessa escolha. No entanto, reescrevendo a relago (4.156)

. _[v-* 0][¢-Y(A—~B.,RC,)X-YB,L~FC,X F~YB,R|[U' 0
K"“[ 0 I] [ L—RC,X R 0 I (4.168)
notamos que a fun¢do de transfer@neia do controlador
Cls) = C.(sI—A.) "' B.+ D,
= LU (1 -V [Q~ Y {A~B,RC,}X —YB,L—FCX|U~) " V-1F +R
e L(sVU — Q+Y[A —B,RC,| X + YB,L+ FC,X)"' F+R
=L(s[S—YX)~Q+Y[A~B,RC)X+YB,L+FC,X)"'F+R (4.169)

nio depende, mais uma vez, da escolha de U e V. Tampouco precisamos conhecer as matrizes Xe? para
que possamos calcular os controladores.

Uma diferenca significativa com relagfio ao problema de filragem € que a restricfio associada a
obteng@o de controladores estdticos torna-se ndo linear

S=YX

Infelizmente, e apesar de vérios esforgos {30, 37, 68, 67, 72, 124], nio sabemos como manipular este
tipo de restri¢io mantendo a convexidade das desigualdades. Ainda assim, podemos formular o préximo
corolério, correspondents ao Coroldrio 4.9,

Corolario 4.16 O controlador de ordem completa (n. = n) obtido como solugdo dos problemas definidos
no Teorema 4.15 é o controlador linear stimo dentre todos os controladores lineares de ordem finita.

Prova: A prova deste coroldrio € muito semelhante & prova do Corolario 4.9, No que se refere aos
controladores de ordem reduzida (n. < »n), devemos apenas atentar para a nova condi¢#o de resolugdo da
equagio algébrica

VU=YX-S
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gue passa a ser
posto (YX ~S) =n,
Ja para os controladores de ordem elevada (s, > n), notemos que a redefini¢fo da matriz

=0 4

basta para que possamos reproduzir 0s passos da prova do Corol4rio 4.9. Neste caso, o produto funda-
mental X7 prové

Al _[x 10

Ngl IU 0 0

Isto completa esta prova. n

by

e X 1
XT”“’[U 0

Assim como no problema de filtragem, o coroldrio anterior pode ser generalizado de modo a demons-
trar que o controlador linear (4.140-4.141) minimiza a norma H, dentre todos os possiveis controladores
causais [21]. Podemos, igualmente, demonstrar a equivaléncia entre este resultado e o procedimento de
projeto via equagdes de Riccati segundo as propriedades de separagiio, que serd assunto da préxima secdo.
Passemos, rapidamente, para o problema de controle em norma H.,. O préximo teorema pode ser provado
por meio das técnicas jé discutidas.

Teorema 4.17 As seguintes afirmagdes sdo equivalentes

i) Existe um controlador (4.140-4.141) de ordem completa (n, = n} que estabiliza o sistema linear
continuo (4.137-4.139) e que garante que a norma H.. da saida controlada satisfaz ||Hy, (s)]|2 < .

it) Existem matrizes X = X' e RV Y =Y e R™>" FeR™P, LER™" RcR™P QcR™>" ¢
W =W'e R™ deal forma que

AX +B,L+XA'+L'B, A+B.RC,+ Q' By +BuRDy, XC,+L'Dl,

() AY+GF' +YA+FC, YBy+FDy C+CRD, | _o
(x)' () 11 D+ D R'D,
(=)' (x)' (x)’ ~I
@.170)
X 1
[ o Y] >0 @.171)

iti) Existem mamizes Z=2' ¢ R™", Y =Y ¢ B F ¢ R*?, L€ RI*", R B™ P, Q c ™" ¢
W =W' € R?*? de tal forma que

AX +B,L+XA'+ LB, A+BuRCy+ (' B, +B,RDy, XC,+L'Dl,

) AY+CF'+YA+FC, YB,+FD, Cl+GRD, | o
) (%)’ -1 D, +D,RD,
(x)' (*) (x)f ~1l
@.172)
[(f), ;] >0 @.173)
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O minimo valor da norma H.. de Hy,{s) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimiza-
gdo convexos

g;m% | Hyz(5)]|2 = min{y : (4.170-4.171)} (4.174)
ou
Kgm% | Hop ()2 =min{y : (4.172-4.173)} (4.175)
as

No caso de projeto de controladores para sistemas contfnuos, um outro problema que nos interessa €
o projeto de sistemas com a propriedade da positividade real. De fato, foi a solucio deste problema para
sistemas estritamente préprios (veja [12]). o ponto de partida para o estudo de grande parte dos temas
incluidos neste trabalho.

Teorema 4.18 As seguintes afirmages sdo equivalentes

i) Existe um controlador (4.140—4.141) de ordem completa (n. = n) que estabiliza o sistema linear
continuo (4.137-4.139) e torna a matriz de transferéncia H,,(s) positiva-real estrita,

ii) Caso o sistema (4.142-4.143) seja estritamente proprio (D =0}, existem matrizes X = X' ¢ B**",
Y=Y R FcR™*P Le RP" RecR™P, Qe B ¢ W =W &€ R de tal forma que

AX +B,L+XA'+ LB, A+ BRC,+ Q'
)’ AY +CF +YA+FC,| <° (4.176)
B, + D\, R B = C;X + Dy L 4.1
BLY + D/, ,F' = C, + DuRC, (4.178)
X I
[ o Y] >0 4.179)
Dy +DyRDyy =0 (4.180)

iii) Caso o sistema (4.142—4.143) ndo seja estritamente proprio (D #0), existem matrizes X =X'€
BXE Y=Y c R F e R*™P, Le R RcR™P, Qe R ¢ W = W' € R¥*? de tal forma

que
AX +B,L+XA'+L'B,  A+B.RC,+( By + BuRDy,, ~ XCh— L'D,
) AY +C,F' +YA+FC,  YB,+FDyp,—~C.—CRD}, | <0
(*) )’ —Dpy — Dy, — DyuRDy,, — D', R'DL,
(4.181)
X 1
[ o Y] >0 (4.182)

4.3.2 Sistemas discretos

Nesta segdo, discutiremos o problema de controle por realimenta¢fo da saida para sistemas discretos.
Os resultados sdo andlogos aos apresentados para o problema de filtragem na Segio 4.2.2, ¢ sdo capazes
de lidar com as condi¢Ges estendidas do Capitulo 3. Dadas as matrizes

G = [IX] g] G li= [Y: g:] P=P .= [ﬁ é] (4.183)
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a escolha particular
X=G 4.184)

faz com que as transformacdes de varidveis (4.149) tornem-se linearizantes, Para resolvermos o problema
de controle por realimentagio da saida nas formulagSes primais devemos considerar

~7._[X U N
G o= [U X} G .m[ g (4.185)
¢ a escolha linearizante
i
=67 PGPGTT = I:gi fG{] = [G' fcf;’} (4.186)

Estas matrizes, associadas ao Lema 4.14, fornecem o problema de controle H; contido no proximo
teorema.

Teorema 4.19 As seguintes afirmacdes sdo equivalentes

i) Existe um controlador (4,140—4.141) de ordem completa (n. = n) que estabiliza o sistema linear
discreto (4.137-4.139) e que garante que a norma Hy da saida controlada satisfaz ||H,, (%) I <.

i) Existem matrizes E =E' € R™", GeR™ H=H cR*", X=X e R** ¥ =Y ¢ ™"
FeR™P . LeR™", RER™P, Qe R e W =W' € R™ de tal forma que
E G XA+LB o4 XCl+ LD,
() H A'+CRB, AY'+CF Ci+CRD,
0

) ) X+X'-E S§+1-G >0 4.187)
=) ) (*) Y+Y -H 0
)y &) (%) )’ I
W B, +D},RB, B,Y+D,F
*) X+X'-E  §S+I1-G | >0 (4.188)
(%)’ (%) Y+Y —H
Doy +DyRDyy = 0 (4.189)
(W) <y (4.190)

iti) Existem matrizes P=P € R>*" JER™ K=K ¢ R X =X ¢ R ¥ =¥/ ¢ B» F ¢
R>*P, LER™", RER™?, Qe R e W = W' € R de tal forma que

P ] AX+BJ. A+BRC, B,+BRDy,

) K 0 YA+FC, YB,+FD,,
*) () X+X'—-P S+1-J 0 >0 (4.191)
O S Y O U S 0 0
() & &) (%)’ I
W CzX +DZHL Cz + DzyRCy
*) X4+X'—P S§41-J | >0 4.192)
® ) Y+yv -k
Dzy+DyuRDy, = 0 (4.193)
(W) <y (4.194)
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O minimo valor da norma H, de H,, (L) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimizagdo

CORVEXOS
min |[H. (015 = min{y : (4.1874.190)} (4.195)
K.eX;

(847
gnem 1z ()1 = min{y : (4.191-4.194)} 4.196)

Prova: A prova deste teorema segue os moldes da prova do Teorema 4.11, inclusive no que tange as
definigOes das matrizes de transformacdo T. Devemos atentar apenas para a regularidade da matriz T
utilizada na prova de suficiéncia. Esta propriedade € confirmada pela relagio

X+X §+1
[S+I Y+Y’] >0

que implica a regularidade da matriz X ¢ das matrizes U e V. Esta tltima propriedade provém do produto
da relagao acima por
_[x7
ri= ]

3 direita e T' & esquerda. Esta operacdo fornece
S-YX)X '+ X T(S~¥X) <0
que, segundo (4.149), implica a regularidade do produto VU, portanto, das matrizes V, U e T. n

Os pardmetros dos controladores podem ser obtidos via (4.156). A seguir, tratamos do problema em
norma He..

Teorema 4.20 As seguintes afirmagdes sdo equivalentes
i) Existe um controlador (4.140~4.141) de ordem completa (n. = n) que estabiliza o sistema linear
discreto (4.137-4.139) e que garante que a norma H.. da saida controlada satisfaz | H,,{C)||% < ¥.

ii) Existem matrizes E=E' ¢ R*", Ge R H=H e B> X =X'e R¥" Y =Y € ",
FelR>p, Le Rmn ReR™? Qec R e W =W € R™ de tal forma que

"E G XAN+LB, ( 0 XCl+L'D), T

*) H A'+CRB, AY'+CF 0 Cl+CIRD,

() (*/ X+X'—E S'41-G By+B.RDy, 0

G (& (Y  Y+Y—H YBu+FDyp 0 >0 @197
& (%)’ i Dy, + D, RD,

L= ) ) (%! () I ]

iti) Existem matrizes P=P e R JeR"®" K=K eR*" X =X'eR™", Y=Y e R"" F ¢
R**P Le R RcR™P Qe R e W = W' € RT*? de tal forma que

P J AX+ByL A+B.RC, By+BuRDy, 0 -
() K Q YA+FC, YB,+FDy, 0

) &) X+X' -P S+I-J 0 XC+L'Dl,

x & Y+Y-K 0 cicrp, |0 (4.198)
& W (+) I D, + D}, R'D,

L® & 6) &) ()’ 1 .
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O minimo valor da norma H.. de H,;({) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimiza-
¢cdo convexos

fuin [ ()2 = min{y : (4.197)} (4.199)
ou
Juin e (O = min {y : (4.198)} (4.200)

4.3.3 Propriedades de separacio

Em livros que abordam o problema de controle no espaco de estados, para citar alguns 34, 5, 18, 95],
sdo indmeras as referéncias ao dual do problema de controle por realimentagio do estado: o proble-
ma de estimagdo do estado. Com base na conhecida propriedade de separagio [5] entre o problema de
estimacdo ¢ o de controle por realimentaggo do estado, podemos, em certos casos, implementar os ganhos
de realimentagdo substituindo o vetor de estado verdadeiro de um sistema (geralmente, de dificil obtengdo)
pelo vetor de estado estimade. Esta possibilidade, percebida pela primeira vez por D. G. Luenberger,
em [92], baseia-se na seguinte observagio: se o controlador por realimentaciio da saida é estritamente
proprio (D, = 0), o sistema em malha fechada (4.142-4.143), escrito em fungéio do estado do sistema a
ser controlado e do erro de estimagio

«._ 1 x
Xi= [xc B } (4.201)
possui uma representagio de estado (4.142-4.143) cujas matrizes sio
O A + Bucc Bucc T Bw
A .m {Ac - A - BuCc + Bcc_y AC - BuCc] B o B(;Dyw - Bﬁ] (4.202)
C:=[C,+DuC. DuCl D:=D,, (4.203)
A escolha particular da matriz
Ac = A + BuCc - BcCy (4.204')
faz com que a matriz A tenha a seguinte estrutura
«_[A+B.L. B
A= { 0 A—BG, 4.205)

Desta forma, para que tenhamos estabilidade em malha fechada, basta escolher de maneira adequada os
ganhos de realimentac8o B, e C.. A matriz C, pode ser interpretada como um ganho de realimentagiio do
estado para o sistema

Ox = Ax 4 B,u (4.206)
€ a matriz B, como o oposto da matriz transposta do ganho de realimentac8o do estado para o sistema dual

ox=A'x+Cu 4.207)
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Em ambos 0s casos, 0 importante é que os autovalores da matriz A podem ser calculados segundo
A (A) = {MA+B.C) A (A—BLCy)} (4.208)

Isto significa que, ao menos no gue se refere A estabilidade, a escolha da matriz B, pode ser feita de
maneira independente da escolha de C,. Esta importante propriedade, conhecida como propriedade da
sepura¢do, € responsdvel por grande parte dos resultados em projeto de controladores por realimentacfo
da saida disponiveis.

O procedimento usual de projeto via separagio envolve duas etapas: o célculo do ganho estabilizante
de controle C, e, em seguida, o cilculo do ganho estabilizante de estimacgdo B.. Notemos que a matriz
dindmica (4.204) também depende de A, B, e C,. Isto €, a determinagfo do controle via separa¢do pres-
supde conhecimento exato das matrizes do sistema. Mais tarde, mostrou-se que esta propriedade € bem
mais abrangente, 0 que torna possivel a obtengdo de controladores para os demais problemas considerados
neste trabaltho, quais sejam, minimizacdo das normas H; e H.. e obtengdo de sistemas positivos reais, no
contexto de separacio [5, 35, 123].

Como nos problemas de controle por realimentagio do estado e de filtragem, € de se esperar que seja
possivel obter o estimador de Luenberger a partir das formulagGes baseadas nas desigualdades matriciais
lineares. Em primeiro lugar, notemos que, nos problemas discutidos na secao anterior, sempre que a matriz
© nio estiver sujeita a nenhwma restrigfo estrutural, poderemos eliminar a linha e a coluna a ela corres-
pondente com © auxilio do Lema A.2. Por exemplo, podemos reformular as desigualdades (4.158-4.161)

e obter
i 1ol i Iy
AX—{—BML-&—)'(A +L'B, XC,+L'D,, <0 (4.209)
(*) ~I
! 1 ot il ' »1E oVl
AY-&-CyF -;—fYA—%—FCy CZ+C),RDZ,, <0 (4.210)
(*) ~1
W B+ D;,WR’ B, B.Y+ D;wf
(%) X 1 >0 4.211)
(=)' ) Y
Dpy + DzuRDyyy = G 4.212)
w(W)<y (4.213)
Segundo o Lema A.2, para que eliminemos a matriz O desta forma, devemos impor
Q=-A'-CRB, — (C,+CR'D,,} (C.X + DL} (4.214)

o que implica, de acordo com (4.168), a estrutura particular da matriz dindmica do controlador

Ac= -V (A =CRB) U™ =V (C,+ CR'D,) (C:X + Do) U™
~V WY (A—BRC) XU - V-lYB, LU - VTIFC,XU™!  (4.215)

Em ltima andlise, levando-se em conta a dependéncia da matriz A com relag@o 3 matriz O, sempre
poderemos simplificar as desigualdades de projeto definidas na secfo anterior utilizando o Lema A.2.
Entretanto, € dificil acreditar que complexas expressdes, como a obtida acima para a matriz A, possam
ter alguma rela¢fio com a estrutura dindmica do estimador de Luenberger. A expressio (4.204), comparada
a (4.215), aparenta ser t4o mais simples! O intuito das préximas linhas € esclarecer esta questio.
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Consideremos, por exemplo, 0 problema (4.166) definido, porém, para as desigualdades simplifica-
das (4.209-4.213). Para recuperarmos os resultados de separagio devemos adotar um controlador estrita-
mente proprio, isto €, devemos impor D, = R = 0. Comecemos por aplicar o complemento de Schur is
desigualdades (4.210) e (4.211), com o que obtemos

A'Y +CF + YA+ FC,+CyC, < 0 (4.216)
W~B.X-1B, B, (Y—X"')+DlF
[ Gy a >0 (4.217)

Como nenhuma das outras desigualdades depende da matriz ¥, tentaremos elimind-la com a introducgo
da varidvel

Z=yY-X"1 (4.218)

Definindo a matriz Cy por meio da fatoragio®

CyCx :=AX1+X'A+ClC, (4.219)
obtemos
A'Z+CF' +ZA4FC,+ CyCx <0 (4.220)
W —-B,X'B, B,Z+D)F'
Y Z >0 (4.221)

Finalmente, a introdu¢fio das varidveis Wz e Wy
Wy =W B X"1B, Wy >B.X'B, (4.222)
nos permite afirmar que
r (Wy) + & (Wz) > BLX !B, +tr (Wz) =tr (W) (4.223)

Notemos que, em caso de minimizagio da soma tr (Wy) + tr (Wz), este termo deve se aproximar do valor
de tr{W) segundo precisdo arbitriria . Assim, em funcfio das novas varidveis Wz, Wy e Z, reescrevemos
as desigualdades deste problema do seguinte modo

I Ipt d fy
AX+BL+XA'+LB, XC+ID,] (4224)
(*) -1
Wy B,
o %o o
i f oy {
[A Z+ CyF +!ZA +FCy CX] <0 (4.226)
) -1
Wz B;,Z -F-D;,WF !
[(*)f z >0 (4.227)
T (Wy) +t(Wz) <v (4.228)

SMais adiante, mostraremos que a matriz C%Cx pode ser considerada definida positiva, com o que poderemos afirmar a
existéncia desta fatoragéo.
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A partir de uma solucio para essas designaldades, 0s ganhos B, e C. devem ser calculados via
B.:=V7IF Ce:=LU™! (4.229)
Como as matrizes U e V podem ser escolhidas de maneira arbitréria, fixemo-nos a escolha particular
U=X VimXtl-Vw-Z (4.230)

Esta escolha faz com que possamos calcular os ganhos (4.229) em funcio das novas varidveis, definidas
em (4.218) e (4.222), via

B.=~—Z"\F C.=Lx"! (4.231)

Por ora, o célculo de A, continua sendo feito por intermédio de (4.215).

Na forma (4.224-4.228), o problema de minimizacdo de 7y se encontra praticamente *“separdvel”™: as
varidveis contidas nas designaldades (4.224-4.225) e (4.226-4.227) sdo distintas e a designaldade (4.228),
associada ao célculo do custo Ha, € aditiva em Wz e Wy. Infelizmente, nfio somos capazes de obter
separacdo compieta devido a presenca da matriz Cy. Este resultado €, até certo ponto, desapontador, pois
sabemos que o lema da separacdo prové os controladores ¢timos a partir da resoluc@o de duas equacdes de
Riccati completamente desacopladas! A pergunta que devemos ser capazes de responder €: serd possivel
obter propriedade semelhante a partir das desigualdades matriciais lineares?

A chave para este impasse € a percep¢io de que o procedimento usual de separagio nde se preocupa
com o custo Ha, mas apenas com o cdiculo do controlador étimo. Neste sentido, um ponto inicial de
investigacio € a possibilidade de obtencfo das duas equacOes de Ricecati a partir de (4.224-4.228). Segun-
do as discussOes da Se¢fo 4.1, as desigualdades (4.224-4.225) j4 se encontram em um formato adequado,
uma vez que podemos eliminar o ganho L através das condi¢Ges necessérias de otimalidade associada &
desigualdade (4.224), No entanto, segundo a Se¢io 4.2, nfio & isto o que ocorre com (4.226-4.227): o ga-
nho F nfo pode ser eliminado por estar presente em ambas as desigualdades. Para contornar esta situacio,
adotamos um procedimento de dualizac@o parcial do problema de minimizacio associado a (4.224-4.228).
Entendemos por dualizag®o parcial a substifui¢8o das desigualdades (4.226-4.227), e apenas destas, por
suas equivalentes duais®. Este procedimento fornece as desigualdades equivalentes

1 ! ¢ Y
[AX+B,4L+}I€A +L'B, XCZMDM] <0 (4.232)
(*) =
Wy B,
{(*)’ X] 50 (4.233)
I Il
AZ+CF' +ZA+FC, ZBy+FDy) (4.234)
(*) -1
W, Cy
{(*), z] 50 4.235)
tr (W) +tr (Wz) <7 “.236)

Notemos gue, nessas desigualdades, Z e F denotam as varidveis duais associadas a (4.226-4.227), e nfio
mais as varidveis primais Z, definida em (4.218), ¢ F. Um detalhe interessante € que o cdlculo do ganho

SEsta manipulagdo pode ser conduzida de modo tigorose com a introdugiio de fungdes Lagrangeanas e utilizagdo das
condigBes de otimalidade {93, 10]. No entanto, para efeito de verificago, podemos identificar o par de problemas primal e
dual nos itens i1} e iii) do Teorema 4.2.
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B., definido em (4.230-4.231) a partir das varidveis primais Z e F, mantém-se, agora em funcgio das
varidveis duais, na forma

B.=-Z"'F 4237

Isto ocorre pois, segundo a Sec@o 4.1.1, os ganhos primais e duais devem ser calculados de maneira
idéntica’ a partir das matrizes Ze F
Na forma (4.232-4.236), apesar de a solugdo Gtima do problema de minimizagdo de y continuar apenas
“quase” separével®, o cileulo do controlador 6timo & separdvel. Vejamos como isto se processa.
Inicialmente, eliminemos o ganho L. Conforme a Se¢do 4.1, fazemos isto escrevendo a condicao de
otimalidade” associada ao complemento de Schur de (4.232)

0= aiz; tr (@ [AX + B.L+XA'+ LB, + (XC, + L'D},) (C.X + Dy L)) (4.238)

=2(By+XCiDp + L'D},Dy,) @ (4.239)
em que ¢ = @' > 0 & a varidvel dual associada. Se observamos que, na solugfio 6tima, a identidade
AX +B,L+XA'+ LB, + (XC,+ L'D,) (CX + DLy =0 (4.240)

se estabelecel®, entdo o multiplicador de Lagrange  deve ser estritamente definido positivo. Esta observa-
¢do fornece o ganho Gtimo'!

L=~ (D\,Dy)™" (B, +D,,GX) (4.241)

A substitui¢do deste ganho em (4.240) prové a equagiio de Riccati associada. Notemos que a determinagio
da matriz X (ou da sua inversa) que satisfaz esta equagio ndo depende da matriz de custo B,,. Em tltima
andlise, isto significa que alteracGes nesta matriz ndo alteram a determinaco do ganho de realimentacio
do estado 6timo C, via (4.231). Esta mesma andlise, repetida apGs a eliminac@o do ganho F a partir
de (4.234), nos leva a concluir que a determinagdo do ganho de estimagio do estado Gtimo B,, também
via (4.231), ndo depende da matriz Cx! Portanto, apenas para efeito apenas de cdlculo do controlador
dtimo, podemos substituir a matriz Cy presente na desigualdade (4.235) por qualquer outra matriz com
posto de linhas completo!? sem que percamos a otimalidade da solugdio. Obviamente, o valor de ¥ nio
mais coincide com o valor do custo >, que deve ser calculado a posteriori. Esta discussdo permite
formular o seguinte problema de minimizagdo da norma H, em sua forma separdvel.

TIdentificamos as varidveis Z e F, tanto primais quanto duais, s matrizes X e L do Lema 4.1, e a matriz B, a0 oposto do
ganho de realimentacio do estado K.
¥Devido, novamente, A presenca da matriz Cy.
%Para que possamos eliminar as variéveis por meio das condigles necessérias de otimalidade devemos, primeiramente, relaxar
o cardter estrito das desigualdades.
Opois trata-se de um problema de minimizacio da fun¢ao convexa

tr (BWB;,,X“I) = <B,,,B§,,X“f

Veja também o Lema 2.4 e as discussSes que se seguem.
1 Consideramos aqui que a condigdo de regularidade D, Dy, > 0 € satisfeita.
200 uma versio perturbada (2.23).
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Lema 4.21 Um controlador (4.140—4.141) de ordem completa (n. = n) e estritamente proprio que mi-
nimiza a norma Hy de Hy,(s) do sistema linear continuo (4.137-4.139) é obtido por meio das defini-
coes (4.204) e (4.231), em que as matrizes X e L solucionam o problema de otimizacdo corvexo

mintr (Wy) (4.242)
i inl ) IR avi
AX+B.L+XA'+L'B, XC,+LD,] @23
(%) —I
Wy B,
[(*), X] >0 (4.244)

e as matrizes Z e F solucionam o problema de otimizacdo convexo

mintr (Wz) (4.245)
! ! S
(%) -1
WZ Cz
[(*}, z] -0 (4.247)

Prova: A prova deste lema decorre diretamente das discussdes anteriores. Apenas destruimos o acopla-
mento entre as desigualdades (4.232-4.236) substimindo a matriz Cy por C;. Veja também, a seguir, a
discussfio sobre a determinagio da matriz A,. »

Neste lema, os problemas (4.242-4.244) e (4.245-4.247) constituem o conhecido par de problemas
do teorema da separacfio {5, 21]: o problema de realimentacio do estado (4.242-4.244) e o problema de
estimacfio do estado (4.245-4.247).

Adotando as hip6teses cldssicas (4.23) e (4.98) (veja Secles 4.1 e 4.2)

CGDu =0 DDy =1 Dy, =0 (4.248)
BWD;W =0 Dwa;w =1 (4.249)
estabelecemos a equivaléncia entre as solugGes otimas de (4.242-4.244) e (4.245-4.247) com a escolha
Py =X"1 L= -B, (4.250)
Py =21 F=-C (4.251)

em que Py > 0 € a solugfo da equagio de Riccati

A'Py + PyA—PyB,B Px+C,C, =0 (4.252)
e Pz > 0 ¢ asolugdo da equagdo de Riccati

APz +PzA" — P,C,CyPz+ BB, =0 (4.253)

Um ponto ainda obscurc neste lema € a determinagfo do controlador. N3o resta divida de que as
matrizes B, e C, podem ser determinadas por intermédio de (4.231). Porém, ndo temos argumentos para
concluir que a estrutura de Luenberger (4.204) proveja a matriz A, §tima. Para que isto seja verdade, e
segundo (4.215), a identidade

VAU = ~A'~YAX —YB,L~FCX —~ C,D,L ~ CiC.X {4.254)
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deve ser satisfeita. Substituindo o valor de ¥ em fungo de Z, como em (4.218), e considerando as

escolhas para B, C., U eV em (4.230-4.231) e a definigéo de A. conforme (4.204), podemos reescrever
esta identidade na forma

0= VAU —A'~ (Z+ X AX — (Z+X ) B.L— FC,X — C.DpL— CIC,X
=Z(A+B,C.~B.C,) X
~A'—(Z+X ) AX — (Z+X7Y) B.L— FC,X — CD,L— CICX
= X" (XZAX + XZB,L + XFC,X)
~ X7V (XA'+ XZAX + XZB,L+ XFC,X +AX + B,L+ XC!Dp L+ XCIC,X)
= —X" (AX + XA+ B,L+ XCDp L+ XCC.X ) (4.255)

Notemos que, em geral, esta identidade ndo se encontra satisfeita, o que indica que a escolha de A. como a
matriz dindmica do estimador de Luenberger (4.204) nem sempre é valida. No entanto, na solugdo Gtima,
temos quel®

BuL+XClDyL+ LD, Dyl =0 (4.256)

que reduz o termo multiplicado por X ! em (4.255) a (4.240). A conclusfo final é que, embora a estrutura
do estimador de Luenberger nfio forneca controladores admissiveis para qualquer combinagdo factivel das
varidveis de otimizac3o, ela ¢ factivel na solugio 6tima do problema Ho.

Antes de encerrarmos este capitulo, atentemos para um fato que, propositalmente, deixamos passar em
branco: a existéncia da decomposicfo (4.219). Utilizando a condigiio de otimalidade (4.240) multiplicada
por X1 2 esquerda e A direita e comparando com (4.219) e (4.256) obtemos

CyCx =A'X" 1+ XA+ ClC,
=X (B,L+XCDuL) X
=X"'D, D, IX (4.257)
>0

Isto atesta a existéncia da decomposi¢do indicada.

Podemos reproduzir e estender estes procedimentos de obtengdo das propriedade de separagio parato-
dos os problemas de otimizagio discutidos nas segGes anteriores. Em todos 0s casos, concluiremos sobre
a existéncia de estruturas do tipo estimador de Luenberger que estio contidas na fronteira das desi gualda-
des matriciais lineares apresentadas. Embora interessante, este tipo de desenvolvimento pouco contribui
para a compreensdo de novas técnicas de projeto, mostrando apenas que as parametrizagdes apresentadas
contém, de fato, os resultados disponiveis na literatura como casos particulares.

13Veja as condigdes de otimalidade com relagBo 2 matriz L.



Capitulo 5

Miscelanea de problemas em projeto de
filtros e controladores

Este capitulo € dedicado a resolugdio de problemas de filtragem e controle em diversos contextos. Os
resultados baselam-se nas parametrizagGes desenvolvidas no Capitulo 4. A apresentacio € ilustrada por
exemplos numeéricos e simula¢des em computador. Os problemas de programacio semi-definida foram
resolvidos utilizando o pacote LMISol [27].

5.1 Controle positivo-real

O problema a ser resolvido nesta secio estd representado na figura 5.1. Dese¢jamos projetar um con-
trolador C para o sistemna ‘A de tal forma que o sistema interconectado mostrado nesta figura seja robusto
na presenca das incertezas do tipo A € Apg, definidas em (2.60), isto €, desejamos obter um sistema inter-
conectado com a propriedade da positividade real'. Além disto, desejamos que este controlador minimize
0 custo garantido definido no Lema 2.14, isto ¢, desejamos minimizar um limite superior da norma H; da
matriz de transferéncia entre a entrada w; e a safda z5. O artigo [69] trata deste problema no contexto de

I neste sentido que o titulo desta seqdo deve ser interpretado. Nio devemos imaginar que o controlador ou o sistema a ser
controlado possua, isoladamente, a propriedade da positividade-real,

A
w1 k41
W2 ] _’H’ —i &2
u ¥

Figura 5.1: Projeto de controladores positivo-reais

7
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realimentacdo do estado, a0 passo que os artigos {12, 11] lidam com realimentagfo da saida,

Observemos que a primeira parte deste problema, a obtengiio do sistema positivo-real em malha fe-
chada, ji se encontra resolvida nos Teoremas 4.4 ¢ 4.18, apresentados no Capitulo 4. Resta-nos adicionar
a estas formulacOes as restri¢bes correspondentes & minimizacio em norma H,. Nas segles seguintes,
apresentaremos resultados relativos a sistemas continuos com controladores por realimentacio do estado
e realimentacdo dindmica da saida.

5.1.1 Realimentacio do estado

Dada a realizaco de estado para o sistema linear 7

X = Ax+ By, w1 + By, wo + By, x{0) = 0 5.1
z]_ = Czlx+Dzlwlw1 +Dzjuu (5.2)
22 - C22x+D22wlw1 +D22uu (5-3)

emquex € R, u €R™, w1 eRM, wp € R?, 7y € R ez, € R, desejamos resolver o problema formulado
na introdugo com o controlador por realimentagdo do estado (4.4). Se conectamos este controlador ao
sistema (5.1-5.3) obtemos o sistema linear

x=Ax+ Byw; + Byw,, x(0) =0 (5.4)
z1 = Cix+Dywy (5.5)
Iy = ézx+ 52W1 (5.6)

no gual as matrizes em malha fechada sdo

A=A+BK B1:=B,, B, :=B,, (5.7
él = sz -+ DzluK Dg = Dy (5.8)
ég = sz +D22;;K ﬁz = DZzW; 5.9

O préximo teorema prové os problemas de otimizagfo com desigualdades matriciais lineares a serem
resolvidos.

Teorema 5.1 As seguintes afirmagées sdo equivalentes

i) Existe um controlador na forma (4.4) que estabiliza o sisiema linear continuo (5.1-5.3) e torna a
matriz de transferéncia H,,, (s) positiva-real estrita e que garante que

SUD || Huwz, ()15 < p2(8) =1 (5.10)
Ashpg

ii) Caso a mairiz de transferéncia Hy,;, (s) do sistema (5.4-5.6) seja estritamente propria (Dy =
Dy, == 0), existem matrizes L€ R™™, X = X' e K™ ¢ W € R*" de tal forma que

[AX + BuL + I’IIA' +L'B, XC,+ L'Dw,] <0 5.11)
(*) -1

ABy, =CpX + Dyl (5.12)

[(z;, B}”?] >0 (5.13)

(W) <y (5.14)

A>0 (5.15)
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iif) Caso a marrig de transferéncia Hy,, (s} do sistema (5.4-5.6) ndo seja estritamente propria (D; =
Dyw, #0), existem matrizes L€ R™* X =X' ¢ R*™" ¢ W € R™**"2 de tal forma que

AX+B,L+XA'+L'B, AB,-XC.—LD,, XC,+L'Dy,

(*)' ~A(Dpy+D.,,) 0 <0 (5.16)
(=)' (%) -1
W B
[ () X] >0 (5.17)
r(W)<y (5.18)

O controlador ¢ dado em (4.13) e o valor minimo de py(A) pode ser caleulado resolvendo-se, apropria-
damente, um dos probiemas convexos

min{y : (5.11-5.15)} (5.19)

ol

min{y : (5.16-5.18)} (5.20)

Prova: A prova deste teorema baseia-se numa versio ligeiramente modificada do Lema 2.14. Obtemos
as desigualdades correspondentes a esta versdo modificada do Lema 2.14 por meio da transformaciio de
varidveis (P,W,§,A) := (uP,uW,pry, ;1) Por exemplo, podemos reescrever as desigualdades (2.81-2.84)
na forma

que estdo associadas ao custo garantido
SUD Bz, ()13 < p2(8) =7
AcApg

A partir desta versdo modificada, obtemos as desigualdades e os problemas formulados no enunciado
aplicando o Lema 4.1 mais a transformag#o primal (4.12), discutida na Segfio 4.1.1, com respeito is
varidveis transformadas. -

A diferenca marcante entre o problema de custo garantido no artigo [69] e a nossa abordagem € a
presenga do multiplicador escalar A, que permite assegurar a existéncia do custo garantido H» sempre que
houver um controlador que torne o sistema positivo-real em malha fechada.

2Vejz também a discussdo apresentada logo em seguida 20 Lema 2.14.
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Exemplo 5.1 Os dados deste exemplo foram adaptados dos artigos {12, 11]. Dadas as matrizes do siste-

ma linear (5,1-5.3)

0 1 0 0 1 00
A=|-1 -25 0 B, = |1 B, = |1 B,= |1 0

111 1 1 0 1
Cy=[1 1 0] Dy, = [0] Dy =1 1]

1.0 0 0 10
=l o 1] Dep = 0] Pau= g 1}

desejamos projetar um controlador por realimentagio do estado conforme o Teorema 5.1, Como a ma-
triz D;,., € nula, devemos utilizar a formulagdo do item /i) deste teorema. Resolvendo o problema de
otimizagao (5.19) obtemos o ganho de realimentacio do estado 6timo

K= 0.1605  0.0429  2.3410
T ]-1.1605 ~1.0429 —2.3410
associado a0 custo garantido positivo-real 6timo p;{A) = 19.68. +

5.1.2 Realimentacao da saida

Para definirmos o problema de controle positivo-real por realimentagdo dindmica da saida, considere-
mos o sistema linear #

X =Ax+ By, w1+ By,w2 +Byu, x(0) =0 (5.21)
21 = Cy X+ Doy w1 + Dy (5.22)
22 = Cpu X+ Doy Wi + Dt (5.23)

¥=Cx+ Dy e (5.24)

emquexeR, ueR”, yeRP, wi € R, wz € R™2, 1 € R e 75 € R%2, Desejamos resolver o problema
formulado na introdugdo, desta vez utilizando o controlador continuo (4.140-4.141). Conectando este

controlador a0 sistema (5.21-5.24) obtemos o sistema linear

*=Ax “}“E’lW; +1§2W2, x(0) =0 (5.25)
21 = Cyx+ Dywy (5.26)
79 = Cox+ Dowy (5.27)
cujas matrizes dindmicas sdo
e A+BchCy BuCc B Bw1 +BHDC'D}’W1 5 BWZ
A= [ B.C, A, ] By = [ B.Dy, By = 0 (5.28)
C“‘1 RS {Cm +szchCy Dzutcc] f)l = ngw; +Dz:chDyw1 (529
Co = [Cyy + DeuDCy  DpuCe] D =Dy, + DD Dy, (5.30)

Ao contrdrio do que ocorre no problema por realimentagio do estado, niio conseguimos simplificar as

expressdes do Lema 2.14 de modo a eliminar a busca unidimensional. Deste modo, a partir das desigual-
dades do Lema 2.14, obtemos imediatamente as desigualdades matriciais lineares a serem consideradas
no problema de projeto.
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Teorema 5.2 As seguintes afirmages sdo equivalentes

i) Existe um controlador na forma (4.140—4.141) que estabiliza o sistema linear continuo (5.21-5.24)
e torna a matriz de transferéncia H, ,, (s) positiva-real estrita e que garante que

SUP {Fhzy (5)]13 < p2(A) :=pey (5.31)

AgApg

it) Caso a matriz de transferéncia H,,;, (s) do sistema (5.25-5.27) seja estritamente propria (D, = 0},
existem matrizes X = X' ¢ R Y =Y ¢ R F e R™P, Le B™" Rc R"™F, Qe R ¢
W =W'e R de tal forma que

AX +B,L+XA'"+L'B, A+B,RC,+ Q' XC,+L'D,,
E*%: A'Y + c;F(’ ";', YA+FC, C.+ c’ﬁfogzu <0 (532
* * —
B, + D, R'B, = C, X +Dy,L (5.33)
B,.Y + D, F' = C, +Dy.RC, (5.34)
W B, B,Y
(%) X I >0 (5.35)
= Y
D,y 4+ DyyuRDyry, =0 (5.36)
(W) <y {5.37)

iti) Caso amairiz de transferéncia H,,,;, (s} do sistema (5.25-5.27) ndio seja estritamente propria (D #
0), existem matrizes X =X' e R¥" ¥ =YV ¢ R"** Fc R*F, LERY™ RcR"™F Qe R™>"¢
W =W'e R%2*% de tal forma que

AX+BJIAXA'+L'B,  A+BRCAH By, +BuRDy, —XCy ~LD, , XCL+LD,,
! y 7

(*), AY—i—C,’,Ff-e—}"A+FCy YBwi:i»-FDywl—-C;l—q,Rq?;lu' | CHCRD| o 538

E*gf E*;! ~Dzywy =D}, —DZ‘HI:DM ~D} B'DY, 0

* * (%) —
W B, B,Y
= X I }>0 (5.39)
= Y

TW)<y (5.40)

O controlador é dado em (4.156) e o valor minimo de p(A) pode ser calculado resolvendo-se, apropria-
damente, um dos problemas de busca unidimensional

min {jzy © (5.32-5.37)} (5.41)
()13

m&n{w : (5.38-5.40)} (5.42)

Podemos obter as expressGes wtilizadas no teorema acima diretamente do Lema 2.14 e dos Teore-

mas 4.15 ¢ 4,18, formulados na Se¢fo 4.3.1, razfio pela qual ndo apresentaremos uma prova formal deste
resultado.
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Figura 5.2: Custo garantido positivo-real

Exemplo 5.2 Suponhamos que, do mesmo sistema considerado no Exemplo 5.1, possamos medir apenas
a saida (5.24), cujas matrizes sdo

G=[1 0 1] Dy, =1

Desejamos projetar um controlador por realimentagdo da saida (4.140-4.141) estritamente proprio. No-
vamente, como a matriz D, € nula e o controlador & estritamente préprio, devemos utilizar a formulagio
do item ##) do Teorema 5.2. Resolvendo o problema de busca unidimensional, obtemos a grifico mostrado
na Figura 5.2, pelo qual podemos concluir que o minimo global fica Proximo ao ponto g = 13.6 ¢ estd
associado ao custo garantido positivo-real p{A} = 60.01. Ressaltamos (ue esta curva nem sempre € con-
vexa, como sugere a figura. E interessante notarmos que o valor y = 1 nfo prové controlador factivel
algum, o que real¢a a necessidade de introdugio do parimetro adicional i3

Se calcularmos a matriz de transferéncia do controlador 6timo, que, neste caso, apresenta ordem igual
a trés, notaremos que a parte real de um dos seus p6los & muito negativa, estando, portanto, associada a
um modo extremamente rdpido. De fato, os autovalores da matriz valem

AI—XY) = {~990.59, ~177.77, —=T41E — 10}

donde concluimos® que este controlador se aproxima de um controlador de ordem dois. Utilizando
técnicas de redugdo de ordem para sistemas singulares obtemos o controlador 6timo de segunda ordem

2.125% +5.155+ 1.90

C(s) = §24+2.465+0.91
_ L775* +6.565+3.66
5% +2.465+0.91
Notemos que, devido 4 reducdo de ordem, este controlador nfio é estritamente proprio. +

3Veja discussiio sobre 2 ordem dos controladores na Segio 4.3.1,



5.2. FILTRAGEM ROBUSTA 83

5.2 Filtragem robusta

Encontramos na literatura diversas referéncias ao problema de filtragem robusta. A maior parte das
abordagens lida com incertezas descritas por elips6ides definidos em norma H.. (norm bounded uncer-
fainty). Neste contexto, podemos citar os trabalhos [108, 109, 79, 1321, que tratam do problema de
minimiza¢do de um limite superior para a norma Ha, obtido por meio de uma dnica fungfio de Lyapu-
nov. Conforme discutido no Capitulo 2, o uso da norma H implica que os filtros obtidos por meio da
minimizag¢do deste custo garantido quadritico sdo adequados para o tratamento de sistemas afetados por
ruido branco gawssiano, Ji os trabathos [101, 119, 42, 131}, baseados na minimizacdo de um {ndice de
desempenho em norma H.., $80 adequados ao tratamento de sistemas com sinais ruidosos cuja varidncia
seja conhecida e limitada, porém, com fungio de distribuigfio de probabilidade arbitrdria [118]. Alguns
autores tentam conciliar estes dois aspectos langando mao de critérios mistos do tipo Ha/H... [88].

Nesta se¢do, abordamos o projeto de filtros robustos para sistemas com incertezas poliedrais. Con-
sideramos um sistema linear na forma (4.62—4.64) cujas matrizes dindmicas sio desconhecidas, porém

podem ser descritas por meio de um politopo convexo. Ao agruparmos as matrizes do sistema (4.62—-4.64)
na forma

A Bw
M:= |C, D, (5.43)
Cy Dyy

consideramos que o politope M, definido em (2.92), é capaz de descrever todas as possiveis variacOes
dos parémetros do sistema. Em paralelo ao problema de filtragem definido na Sec¢o 4.2, nosso objetivo é
minimizar fungdes de custo garantido H; e H.. da matriz de transfer&ncia entre a entrada de ruido e o erro
de estimagio (4.67). Essas fungdes de custo garantido sio calculadas conforme os Lemas 2.15 e 2.16 e os
Teoremas 3.15 e 3.16.

O problema de filtragem para sistemas continuos com incertezas poliedrais foi resolvido pela primeira
vez em {53, 60, 62]. A versdo correspondente para sistemas discretos estd contida em [57, 58]. Estes
resultados foram estendidos para lidar com o problema de filtragem robusta com funcdes de Lyapunov
dependente dos pardmetros em [63]. A recente data de publicacio destes resultados contrasta com a data
de publicagdo dos primeiros resultados em controle robusto por realimentacdo do estado [13]. Embora
o problema de filtragem robusta possa ser entendido como um problema dual ao problema de controle
por realimentacao do estado, acreditamos que a razdo pela qual tenha permanecido tanto tempo sem wma
solugho satisfatoria possa ser creditada 2 auséncia de um modelo nominal. Este fato impede a utilizagio
de uma estrutura de filtragem do tipo filtro de Luenberger.

5.2.1 Sistemas continuos

Os resultados discutidos nesta se¢fio foram apresentados pela primeira vez nos artigos [60, 62]. De-
vemos ressaltar que os problemas definidos nos préximos teoremas nio contém nenhuma das hipéteses
simplificadoras adotadas em {60, 62], quais sejam, a auséncia da matriz Dy,, e a imposi¢fio de uma estru-
tura de filtragem estritamente propria. Este fato nos permite tratar de problemas de filtragem de sistemas
com incertezas em todas as matrizes do sistema (4.62-4.64).

Teorema 5.3 Considerando-se que as matrizes grafadas com indices i sdo as matrizes do sistema li-
near (4.62-4.64) calculadas nos vértices M;, i = 1,... N, se pelo menos uma das afirmagdes seguintes é
verdadeira
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i) Existem matrizes Z=2Z' c R”>", Y =Y e R™" F ¢ R*™P, Lc R¥**, Re RI*P, Q c **" ¢
W; =W/ € R™" de ral forma que

AZ+ZA;  ZA+AY +CLF' +Q  Cy—CLR —L
Y AF+CLF +YA+FC;  Ch-CR | <0 (5.44)
(*)' () ~I
W BlZ B,Y+D.F
x z z >0 (5.45)
(= () Y
Dyyi —RDyyi = 0 (5.46)
tr(W;) <7y (5.47)

paratodoi=1,... N.

i) Existem matrizes Z=Z' ¢ R¥", Y=Y e R™" F ¢ R"*F, Lc R?*" Rc RI*P, Q c R ¢
W; = W/ € R?*? de tal forma que

AlZ+ZA;  ZA+AY +CLF' + 0 ZBy;
(*) AW+ CF YA+ FCy YBy+FDyy| <0 (5.48)
(%) (=) ~1
Wi Cu—RCui—L Cy—RCy
() Z Z |>0 (5.49)
(x)' (xY Y
Doyi ~RD i = 0 (5.50)
tr(W;) <y (5.51)

paratodoi==1,... N.

entdo existe um filtro (4.65-4.60) de ordem completa (n; = n) para o sistema linear continuo (4.62—4.64)
de tal forma que

SUp || Hue (5)|13 < p2(M) =7 (5.52)
MeM

O filtro ¢ dado em (4.83) e o valor minimo do custo garantido p,{ M)} pode ser calculado resolvendo-se
os problemas de otimizacdo convexos

min{y : (5.44-5.46)} (5.53)
ou
min{y : (5.48-5.50)} (5.54)

Conforme realgado na Seg¢ao 4.2, a independéncia da parametrizagio dos filtros com relagiio aos para-
metros do sistema e a linearidade das desigualdades matriciais com rela¢dio aos componentes da matriz M,
definida em (5.43), nos permite multiplicar cada desigualdade contidas nos itens i) e i) pelo seu corres-
pondente &; que, somadas, garantem a validade do custo garantido (5.52) em todo o dominio poliedral M.
Apresentamos a formulacfo andloga para o caso H.. no proximo teorema,
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Teorema 5.4 Considerando-se que as matrizes grafadas com indices [ sdo as matrizes do sistema li-

near (4.62-4.64) calculadas nos vértices M, i = 1,... N, se pelo menos uma das afirmagées seguintes é
verdadeira
i) ExistemmatrizesZ=2' ¢ R"* Y =Y' ¢ R, F ¢ R**P, Le B9 R c RI*P ¢ Q € B*** de 1al
Jorma que
AlZ+ZA;  ZA;+AY + CuF'+ ¢ ZB.; Ci— C;iR’ -L
*)! AY +CLF'+YA; +FC,; YByi+ FDywi C —CL.R
o ATFGEATAREGE YBat FDpi CmGR oo (ss3)
() (*) - Dy — DR
=) ) ()’ ~I
¥Y>Z>0 (5.56)

paratodoi=1,... N.

i) Existemmatrizes Z=27' e RV, V= ¥ c R™", F e R*P L RI*" R € RI*? ¢ Q € B*™ " de tal

forma que
AlZ+ZA; ZA+AY + C;,iF "+ ZBy; Ci— C;,-R’ —-L
(*)’ AlY + CJ’,E-F "+ YA;+ FCyi YBy;+FDy,, Coi— C;iR’
o Ty s IR
* * * -
Y>2>0 (5.58)

paratodo i=1,... N,

entdo existe um filiro (4.65-4.66) de ordem completa (ny = n) para o sistema linear continuo (4.62-4.64)
de tal forma gque

SUP || Hye ()2 < pofM) 1=y (5.59)
MeM

O filtro ¢é dado em (4.83) e o valor minimo do custo garantido p-{M) pode ser calculado resolvendo-se
os problemas de otimizagdo convexos

min {y : (5.55-5.56)} (5.60)
ou
min{y : (5.57-5.58)} (5.61)

Tustramos a aplicagio destes resultados com um exemplo.

Exemplo 5.3 Os dados deste exemplo foram obtidos em [78]. Trata-se de um sistema com duas massas
acopladas por duas molas, como mostrado na Figura 5.3. Neste sistema, as massas m; e my estdo posi-
cionadas em x; € Xz, € k1 € kp representam os coeficientes de elasticidade das molas. O coeficiente de
atrito ¢ € um dos pardmetros desconhecidos e a posi¢io da massa m; € medida por um sensor com fator
de ruido 4.
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Figura 5.3: Filtragem robusta: sistema massa-mola

O nosso objetivo € obter um filtro robusto H, capaz de estimar a posigfio da massa . Supomos que
0 estado inicial do sistema e do filtro sejam ambos nulos. Dados os pardmetros

my =1 05<c<35 =k =1
my = 0.5 05<d<15
uma realizagio para este sistema continuo na forma (4.62-4.64) corresponde as matrizes
0 0 1 0 107
Al B, 0 0 o0 110
M= 11D -2 1 — 0 |1
- Cz Dz”' Tl 2 =2 0 ~2|0
yroomw 0O 1t 0 0 |0
T 0 0 0 |d]

Como Dy, = 0 e Dy, # 0, devemos, obrigatoriamente, limitar a nossa busca a filtros estritamente
proprios. Obtemos o filtro
8 +3.21515% +4.86345 4 27.0312
5 +3.499253 + 7.099652 +9.1558s + 4.0301

associado ao minimo custo garantido po (M) resolvendo o problema (5.53), do Teorema 5.3, Como espe-
rado, temos que

Fron(s) = 0.0675

SUP ||Hie ()15 = 0.2535 < p (M) = 0.4339
Med

Observemos que o ‘sup’, calculado com relagdo aos parimetros definidos acima, ocorre para
(c,d) = (0.5,0.5)

Este € um resultado surpreendente pois, em primeira anélise, deverfamos esperar que o mais baixo coe-
ficiente de atrito e o mais alto ruido de medigo implicassem o mais alto erro de estimagio. No entanto,
6d0 € isto 0 que ocorre! Mostramos na Figura 5.4 os diagramas de Bode associados ao filtro de Kalman,
calculado para o sistema nominal

(67 d)nom = (2’ 1)

e ao filtro robusto. O comportamento dos dois filtros € semelhante nas baixas freqgiiéncias, porém, 2 medida
em que caminhamos no espectro em diregdo as altas freqiiéncias, a atenuagiio do filtro de Kalman torna-
se maior. Uma interpretagdo para este fato € que, como indicado, o pior desempenho do filtro robusto
ocorre para pequenos valores do fator de ruido, o que faz com que o filtro robusto “permita” uma menor
atenuag¢do em altas freqii€ncia em troca de um melhor desempenho. 4
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Figura 5 .4: Filtragem robusta: sisterna massa-mola: diagrama de Bode

5.2.2 Sistemas discretos

Problemas anélogos aos formulados nos Teoremas 3.3 e 5.4 podem ser obtidos para sistemas discretos,
conforme apresentado em [57, 58]. Nesta secfo, apresentamos as formulagBes adequadas ao problema de
filtragem robusta com fung¢Ges de Lyapunov dependente dos parimetros [63]. Os resultados constituem
uma extensdo do artigo [63] para o problema de filtragem em norma H... Como na segfio anterior, nfio
consideramos nenhuma das hipGtese simplificadoras presentes em [57, 58, 63].

Teorema 5.5 Considerando-se que as matrizes grafadas com indices i sdo as matrizes do sistema li-
near (4.62-4.64) calculadas nos vértices M, i = 1,... N, se pelo menos uma das afirmagées seguintes é

verdadeira

i) Existem matrizes E; = E] € R™", G; e R**"*, H; = H] ¢ B, Z ¢ B**" ¥ € ", F ¢ R**?,
LeR¥", ReRI*P, Q c R o W; = W/ € R™ de tal forma que

E;
(Y
(*)'
(*)'
(

*}

paratodoi=1,... N,

>0

G; AlZ AY'+CF' + 0 Cu—CuR =L
H; AlZ AY'+CLF Gy~ CyuR!
(#)) Z+Z'—E; Z+Y +8~G; 0
(%) *Y Y+Y' - H; ]
(%)’ ) ) I

Wi Bl.Z BY'+ D F

(x) Z+Z'~E; Z+Y' +5-Gi{ >0

S A Y+Y'—H;

Dpyi ~ RDyyi =0
tr(Ws) <v

(5.62)

(5.63)

(5.64)
(5.65)
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ii) Existem matrizes P; = P} € R™", J; ¢ R, K; = K! € R™*, Zc R¥®, ¥ ¢ ™", F g R**P,
LeRT" Re RI*P, Q e ™" e W; = W/ € R?*Y de 1al forma gue

F; J; ZA; ZA; ZB,.;

(Y K; YA+ FCi+ Q0 YA;+ FCy Y By + F Dy

(= =)' Z+Z-P Z+Y'+8-J; 0 >0 (5.66)
()" (=) (x)' Y+Y' —K; 0

=) (=) (*)' ) I
W, Cui— RCy—L Cpi— RCyi

)  ZHZ' =P Z4Y+S—J] >0 (5.67)
(%) (x)/ Y+Y —K;

Diyi = RDypyi == 0 (5.68)

(W) <v (5.69)

paratodoi=1,... N,

entdo existe um filtro (4.65-4.66) de ordem completa (ny = n) para o sistema linear discreto (4.62-4.64)
de tal forma que

sup [[Hwe (D)5 < p2(M) =y (5.70)
MedM

O filtro é dado em (4.83) e o valor minimo do custo garantido p2(M) pode ser calculado resolvendo-se
os problemas de otimizagdo convexos

min{y : (5.62-5.65)} (5.71)
ou

min{y : (5.66-5.69)} (6.72)

Teorema 5.6 Considerando-se gue as matrizes grafadas com indices i sdo as matrizes do sistema li-
near (4.62-4.64) calculadas nos vértices M;, i = 1,... N, se pelo menos uma das afirmagées seguintes é
verdadeira

i) Existem matrizes E; = E] € R**", G; € RV, H; = H ¢ R***, Z € R™*", ¥ ¢ R**" F ¢ R**P,
Le R, Re RI*P e O € RY™" de tal forma que

"E G AZ AN CF 40 0 Clm CLR = L

O H  AZ AV ECF 0 C,—CLR

(—k)’ (*)" Z+Z —E Z+Y 48 -G ZB.; 0

W ) Y+Y'—H;  YByi+FDyp 0 >0 673
) ) (*) ) g Dy — Dy R

L+ (%) (x)’ (%)’ (x)' I i

paratodoi=1,...,N.
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it) Existem matrizes Py = P/ ¢ RV, J; e R*™" K; = K! ¢ ™", Z ¢ RM™=# ¥y ¢ B**® F ¢ R*™P,
LeRP?, Re R¥? e 0 € R"™" de 1al forma que

K ZA; ZA; ZB,i 0 "
(*)) K YA +FCui+Q YA +FCy  YByi+FDypy 0
) *  Z4+Z-P  Z+Y +8 - 0 Cli—CLR/ — L
() (%) (%)’ Y+Y' K 0 c-cr |70 G
N (+) I Dipys = D R

L&) (%) (%)’ (%)’ ()’ (LI

paratodei=1,.., N.

entdo existe um filtro (4.65-4.66} de ordem ny = n para o sistema linear discreto (4.62—4.64) de tal forma
que

SUp | Hwe(§)[12 < pool M) :=7y (5.75)
MeM

O filtro € dado em (4.83) e o valor minimo do custo garantido p..(M) pode ser calculado resolvendo-se
os problemas de otimizacdo convexos

min{y : (5.73)} (5.76)
ou
min{y : (5.74)} (5.77

Como esperado, podemos recuperar os resultados em filtragem robusta quadratica, presentes nos arti-
gos [57, 58], com o préximo coroldrio®.

Coroldrio 5.7 Os resuliados dos Teoremas 5.5 e 5.6 reduzem-se as condicdes necessdrias e suficientes
de projeto de filiros quadraticamente estdveis caso as restrigdes lineares

Z=Z =E =P, Y=Y =H=K; (5.78)
G,':G;mf,'=.];=z Z=Y+S5§ .79

consideradas para todo valor de i = 1,... N, sejam incorporadas s desigualdades matriciais lineares
apresentadas.

Exemplo 5.4 Os dados deste exemplo foram obtidos em [57, 63]. Os resultados obtidos sio comparados
com 0s dos artigos [108] e [57]. Comegamos por definir as matrizes associadas ao sistema nominal

09 01l1 0 o©

Ao | By 001 09/0 1 ©
M=1G | Dy | = |3 1]0 0 0O
Gy | Dyw 1 00 0 V2

Veja (4.125-4.126).
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Para este sistema nominal, obtemos as matrizes do filtro de Kalman

4 1B 0.4427  0.1000 | 0.4573
FK-—-{Cf Df]m —0.1615 0.9000 | 0.1715
s 1 1 |6

associadas a um custo 6timo A, igual a 8.0759.
Consideramos entfo uma perturbacio sobre a matriz A da seguinte maneira

A== Apg+ Ay

na qual a incerteza A4 € definida por meio da relagéo
Ay = 0 006} {006 O |[a O}]0 1
471005 0 |71 o0 o00s||o Bll1 o

e 0s pardmetros incertos estdo contidos nos dominios

lof <1 Bl<1

Este tipo de incerteza, estruturada e com dois blocos, pode ser descrita de maneira exata por meio de
um conjunto poliedral 4. Embora nfo possamos aplicar diretamente os resultados de [108] sem que haja
aiguma perda com relagfo a descrig@o da incerteza, consideramos, para efeito de comparagio, a methor
solugdo obtida sem que levemos em conta a estrutura bloco-diagonal dos pardmetros incertos. Esta solucao
estd associada a um parfimetro & = 1.5264 x 10~* ¢ i realizago minima

0.0335  0.1014 | 0.8667
Fg=| —0.2551 0.9117 | 0.2652
1 I ] 0

Construindo as N = 4 matrizes do dominio M e resolvendo o problema (5.72), do Teorema 5.5,
na presenca das restriges adicionais (5.78-5.79), do Corolério 5.7, obtemos o filtro robusto quadritico
Stimo [57]

0.0826 -0.0768 | ~0.0413
Fo=| 00002 0.8543 0.0001
—29.8415 —70.1868 | 0

Finalmente, considerando ¢ mesmo conjunto de vértices, e resolvendo o problema (5.72), do Teore-
ma 5.5, obtemos o filtro 6timo [63]

Fp=| —0.0073  0.8352 | —0.0007
-14.7625 —41.3592| 0

—0.1312  0.0842 1—0.1151}

Para cada um desses filtros, apresentamos na Tabela 5.1 os valores do custo garantido Hy {(pz)ede
T2 = sup ||Hye(0)113
MeM

calculado por um. método exaustivo. O filtro de Kalman, 6timo para o sistema nominal, apresenta o pior
desempenho no dominio de incertezas em questio, e os filtros Fs e Fq sko inferiores ao filtro Fp em termos
do custo garantido. Além disto, o filtro Fp tem um desempenho aproximadamente 50% melhor do que os
demais, tanto com relagio ao custo garantido, quanto com relago ao custo de estimagio calculado para o
pior caso. +
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Filtro e F Fy Fp
P2 — 129.7915 | 100.0278 | 44.0039
T 49,4994 | 38.2183 | 30.0664 | 1543506

Tabela 5.1: Filtragem robusta: incerteza estruturada

Exemplo 5.5 Considerando o mesmo sistema do Exemplo 5.4, mudemos a descrig@o das incertezas para

a forma
w23 e

na qual os pardmetros incertos sio limitados em norma da seguinte maneira
ad+pi<i

Para este tipo de incerteza, que ndo € estruturada, obtemos por meio do procedimento de projeto definido
em [108] o filtro de melhor custo garantido H, quadratico

0.3521  0.1069 | 0.5479
Fo= | —0.2211 0.9400 | 0.2311
1 ] 0

Ao contrdrio do que ocorre 1o exemplo 5.4, o tipo de incerteza considerado neste exemplo nio pode
ser representado de maneira exata por meio de um politopo convexo . No entanto, como em [57],
podemos aproximar internamente este dominio elipsoidal construindo o dominio poliedral

] = [0 i

Vemos na Tabela 3.2 que, com apenas N == 8 vértices, o filtro quadritico Fp, obtido por meio da
solugdio do problema (5.72), do Teorema 5.5, com as restrigfes adicionais do Corolario 5.7, apresenta
praticamente o mesmo desempenho do filtro quadrético 6timo Fp. Finalmente, se calculamos o filtro Fp
resolvendo o problema (5.72), dado no Teorema 5.5, podemos obter um melhor desempenho. Notemos
que este filtro, cuja representagio de estado &

04491  0.0758 | ~0.2360
Fp=| 00006 0.9008 |-0.0013
—-3.2370 —85027] O

¢é construido a partir de uma funcdo de Lyapunov dependente dos pardmetros incertos € possui um custo
garantido que praticamente iguala o custo de estimag8o de pior caso. +

5.3 Controle robusto por realimentacio do estado

Recentemente, diversos autores t8m tentado desenvolver métodos de andlise de sistemas lineares ba-
seados nas funcdes de Lyapunov dependentes dos pardmetros [39, 45] (veja também Sec¢do 3.2). Como
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Filtro Fr Fy Fo y o
N=2 — — 9.6796 | 8.8499
N=4 — — 13.0219 | 11.5307
N=28 - i 13.0446 | 11.6033
D2 — 13.0446 | 13.0446 | 11.6053
T 13.0036 | 11.8655 | 11.8655 | 11.5980

Tabela 5.2: Filtragem robusta: incerteza nfo estruturada

4 maioria dos procedimentos de anilise j4 é complexa, os problemas de projeto de controladores ten-
dem a ser complicados, ¢ muitos ainda restam sem uma solugdo definitiva. Nosso objetivo nesta segio é,
justamente, desenvolver métodos de projeto de controladores robustos por realimentacdo do estado com
fungGes de Lyapunov dependentes dos parimetros. Os nossos resultados séo baseados nas caracterizacbes
estendidas para sistemas discretos introduzidas na Secfio 3.2 e na parameftrizacio dos controladores por
realimentacio do estado da Sec#o 4.1.2. Embora os resultados de anilise da Secdo 3.2 sejam apenas su-
ficientes, conforme j4 demonstrado, eles sdo gerais o bastante para incorporar o conceito de estabilidade
quadritica [9] como um caso particutar. O mesmo ocorre no projeto de controladores.

Ao longo desta se¢o, consideramos um sistema linear discreto descrito pelas equages (4.2-4.3). Os
pardmetros deste sistema s30 agrupados na matriz

(5.80)

Mo [A B, Bu]

Cz DZW Dzu

Estamos interessados em projetar controladores por realimentacdo do estado (4.4) para sistemas incertos
Cuja variacfio dos pardmetros possa ser descrita pelo politopo M, definido em (2.92). Como na secdo
anterior, 0 nosso objetivo € minimizar fungdes de custo garantido H, e H.. da matriz de transferéncia entre
a entrada w e a saida z. Essas funces de custo garantido serdo calculadas conforme os Teoremas 3.15
e 3.16. Parte dos resultados desta secdo esti contida nos artigos {26, 25]. Comecemos pelo problema em
norma H,,

Teorema 5.8 Considerando-se que as matrizes grafadas com indices i sio as matrizes do sistema li-
near (4.2-4.3) calculadas nos vértices M;, i = 1,... N, se pelo menos uma das afirmacdes seguintes é
verdadeira

i} Existemmatrizes E; =E[ c RV* Le ™" X e R ¢ W, = W/ € R de tal forma que

E X'A+B.L X'C,+LD,,

&) X+X —E 0 >0 (5.81)
() (*)/ I
W B,
[(*), X Ei] >0 (5.82)
(W) <y (5.83)

paratodoi=1,... \N.
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it) Existem matrizes F; == P} ¢ R¥*", L € ™" X ¢ R¥*" ¢ W, = W! € R?*? de 1al forma que

P AX 4Byl By

(*Y X+X .y o (5.84)

)

w; C,X+Dm

[(*), §+X "P] >0 (5.85)
(W) <y (5.86)

entdo existe um controlador por realimentacdo do estado (4.4) para o sistema linear discreto (4.2-4.3) de
tal forma que

sup |Huz (015 < p2(M) =7 (5.87)
Menf

O controlador é dado em (4.13) e o valor minimo do custo garantido p,(M) pode ser calculado resol-
vendo-se os problemas de otimizacdo convexos

min {y : (5.81-5.83)} (5.88)

(4173
min{y : (5.84-5.86)} (5.89)

Mais uma vez, a prova deste teorema decorre da linearidade das desigualdades matriciais com relagio
a0$ componentes da matriz M, definida em (5.80), e da independéncia da parametrizagio convexa dos
controladores por realimentac¢do do estado, desenvolvida na Segfio 4.1.1, com relagfo aos pardmetros do
sistema. Uma conseqiiéncia imediata deste teorema € que o conjunto de todos os controladores de estado
estabilizantes, segundo a defini¢do de estabilidade dependente dos parimetros adotada, é descrito pela
desigualdade matricial linear

F Al 7 1
E; X'Al+B, L] 50 (5.90)

= X +X '—E;
O problema correspondente em norma H.. estd contido no préximo teorema.

Teorema 5.9 Considerando-se que as matrizes grafadas com indices i sdo as matrizes do sistema li-

near (4.2-4.3) calculadas nos vértices M;, i = 1,... N, se pelo menos uma das afirmagdes seguintes ¢
verdadeira

i) Existem matrizes E; = E] ¢ R**", L € I™" ¢ X € R**" de tal forma que

E; XAl+BL' 0 X'C,+L'Dy;
() X+X'—E By 0

(%)’ 0+ A Dyi
= (%’ ()’ I

>0 (5.91)

paratodoi=1,... ,N.
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i) Existem matrizes P;= P} ¢ R*", L € L™ ¢ X € R™" de tal forma que

})i AIX + BuiL Bwi 0

W X+X'—P 0 X'C,+LD..

8, Gy N AR P (5.92)
wi

(%)’ ) () i

entdo existe um controlador por realimentagdo do estado (4.4) para o sistema linear discreto (4.2—4.3) de
tal forma que

Sup [ Huz (O)]I2 < pea( M) := 7y (5.93)
Mead

O conrolador é dado em (4.13) e o valor minimo do custo garantido p.(M) pode ser calculado resol-
vendo-se os problema de otimizacdo convexos

min {y : (5.91)} (5.94)
ou
min {y : (5.92)} (5.95)

Este resultados se reduzem aos conhecidos procedimentos de projeto quadratico [70, 21] na presenca
das restri¢Oes lineares adicionais dadas no préximo coroldrio.

Coroldrio 5.10 Os resultados dos Teoremas 5.8 e 5.9 reduzem-se as condi¢des necessdrias e suficientes
de projeto de controladores quadraticamente estdveis caso as restrigées lineares

Ei=FE/=P=P=X,i=1,...,N (5.96)
sejam incorporadas as desigualdades matriciais lineares apresentadas.
Exemplo 5.6 Os dados deste exemplo foram obtidos no artigo [72], no qual foram utilizados para a

projeto de controladores para sistemas continuos. A partir destes dados, e utilizando a regra de Euler [7]
para um periodo de amostragem igual 2 = 0.1, geramos as seguinte matrizes

-0.0366 0.0271 0.0188 —0.4555 —0.4422 ~0.1761

A=TI+h 0.0482 —1.0100 0.0024 —4.0208 B.—h b1 7.5922
0.1002 a3z —~0.1707 a4 “ 5.5200 —4.4900

0.0000  0.0000  1.0000  0.0000 0.0000  0.0000

e consideramos os intervalos de variagdo paramétrica
las; —0.3681} < o a4 € [1.2200, 1.6200] by € [2.7476, 4.3446]

Inicialmente, determinamos o maior valor de o para o qual podemos sintetizar um controlador que
torne o sistema estével para todo M € M. O procedimento de projeto baseado no conceito de estabilidade
quadrética (Coroldrio 5.10) prové

O == 92
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enquanto com o projeto dependente dos pardmetros (desigualdade (5.90)) podemos ir até
op = 169

Notemos que o dominio de estabilidade praticamente dobrou,
Em seguida, fixando o = 50, resolvemos o problema de custo garantido H> para as matrizes

szl DszmO

" o]

Com o projeto quadrético (problema (5.89) mais condi¢es suplementares (5.96)) obtemos o custo garan-
tido

po =214.29
enquanto com o projeto dependente dos pardmetros (problema (5.89)) obtemos
pp =91.79
E interessante notar que, caso adicionemos ao problema (5.89) a restri¢ao sobre as matrizes de custo
W=W,i=1,... N

este custo garantido sobe para 97.97, No projeto quadritico ndio hd diferencas, devido 2 presenca de uma
tinica matriz B,,. +

5.4 Controle robusto por realimentacio da saida

Em paralelo ao que ocorre no problema de filragem robusto, diversos problemas se encontram resol-
vidos na drea de controle robusto de sistemas com incertezas limitadas em norma [133, 21]. A abordagem
cldssica se resume a formulagdo dos problemas de robustez em termos de condi¢fes em norma He, cu-
ja solugdo pode ser obtida por meio da resolugio de equagGes de Riccati ou por meio de problemas de
otimizacdo envolvendo desigualdades matriciais lineares [43, 44, 116]. Até hoie nfo foi possivel encon-
trar uma solucfio baseada na resolugo de problemas convexos para sistemas com incertezas poliedrais.
A principal razfo para isto € que a parametrizac@o dos controladores por realimentacio da saida (veja
Secdo 4.3) depende das matrizes do sistema.

Nesta secfo, desenvolvemos um procedimento de projeto envolvendo as desigualdades matriciais li-
neares, e inspirado nos problemas de filtragem robusta, apresentados na Se¢o 5.2, e nas propriedades de
separagfo, discutidas na Secfio 4.3.3. Desejamos projetar controladores por realimentagio da saida para
sistemas continuos (4.137-4.139) cujos parfimetros incertos, agrupados na matriz

A B, B,
M:=|C, 0 Dy (.97
C, Dy, 0

pertencem ao politopo M, definido em (2.92). Apesar de abordarmos apenas o projeto em norma Ha de
controladores para sistemas continuos, os procedimentos apresentados podem ser facilmente convertidos
para lidar com outras normas € com sistemas discretos, Dois métodos sdo desenvolvidos: o primeiro
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deles procura generalizar o conceito de separaciio ¢ tratar o problema de projeto de controladores da
saida em dois passos. A partir da dualizagfo do conceito de separacdo, desenvolvemos o nosso segundo
método, baseado num algoritmo cujos passos sdo problemas lineares com restrigdes do tipo desigualdades
matriciais lineares. Este algoritmo pode ser visto como uma generalizagdo, para uma classe muito mais
abrangente de problemas, do algoritmo desenvolvido em [126].

Para que possamos lidar com o problema de controle robusto por realimentacio da saida, temos que
transpor um grande obsticulo: a dependéncia da parametrizacfio dos controladores, representada pelas
transformagGes (4.149) e (4.156), com relagio ao conhecimento exato das matrizes do sistema A, B, e Cy.
Notemos que, caso nos atenhamos somente ao projeto de controladores na forma (4.140-4.141), porém
estritamente proprios (D = R = 0), somos capazes de obter uma primeira simplificagio. No que diz
respeito s matrizes L e F temos que

F:=VB, L:=CU (5.98)
que ndo dependem das matrizes do sistema. No entanto, a transformagio envolvendo a matriz ( torna-se
Q=VAU+YAX+YB,L+FC,X (5.99)

que ainda depende de 4, B, e C,. Notemos que esta transformaggo nfo ¢ linear com relac@o as varidveis
X,Y, Fel. Osprocedimentos a serem desenvolvidos nas proximas secdes visam incorpord-la de maneira
linear as desigualdades de projeto.

5.4.1 Propriedades de separacgio

Como visto no Capitulo 4, a parametriza¢io dos controladores por realimentacio do estado e dos fil-
tros ndo dependem dos pardmetros do sistema. Se comparamos as matrizes em malha fechada A para ¢
problema de filtragem, em (4.70), e para o problema de controle por realimentagdo da saida, em (4.144),
percebemos que estas matrizes tornam-se muito semelhantes caso fagamos B,C. = 0. E claro que pode-
mos fazer isto de duas maneiras: a primeira € eliminar a entrada de realimentacio tornando B, mulo; a
segunda € tornar C,. nulo, em outras palavras, “desligar” a saida do controlador. Em ambas as hipéteses,
o problema de controle robusto converte-se num problema de filtragem, cuja parametrizagdo apresenta
as caracteristicas desejadas. Averiguaremos a possibilidade de dar um passo intermedidrio: ao invés de
“desligar” o controlador, tentaremos apenas fixar a sua matriz de saida. Sem sombra de ddvida, o “desliga-
mento” do controlador corresponde 2 fixago da matriz de saida em um valor nulo. Estamos interessados
em estudar as matrizes de saida C, associadas a

Ap=A+B,C, Ce =G+ D,C, (5.100)
Em paralelo ao que ocorre com as propriedades tradicionais de separacdo (veja Secfo 4.3.3), a matriz

C. deve ser capaz de estabilizar a matriz Az, ou seja, deve ser um ganho de realimentacio do estado
estabilizante. De posse de tal matriz C,, podemos obter a seguinte condicfio suficiente em norma H,.

Teorema 5.11 Considerando-se que as matrizes grafadas com indices i sdo as matrizes do sistema
linear (4.137-4.139) calculadas nos vértices My, i =1,... N, se pelo menos uma das afirmagées seguintes
& verdadeira
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i) Existemmatrizes Z=Z' e ", ¥ =Y ¢ R™" F e R™P, S€ R™" e W, =W/ € R™* de tal forma

que
wetZA  ZA+AY +CLFIHS Oy

ﬁ: AlY + C;!-F; —t)-,YAi +FCy Cy| <0 (5.101)

* * —
W, B,Z BY+D,F
) Zz z >0 (5.102)
(' Y

tr (W) <7y (5.103)

paratodoi=1,... ,N.
ii) Existemmatrizes Z=Z' cR¥>", ¥ =Y e R", FeR*P, Se¢ R e W =W' € RI*7 de tal forma

que
ALZ+ZAk  ZAi+ARY +CuF' + 8 ZBy;
(%) AYY +CLF' 4 YA+ FCyi YByui+FDypyi| <0 (5.104)
(=) (%) =1
' z Zi>0 (5.105)
() ) Y
tr(W) <y (5.106)

paratodoi=1,...,N.

entdo existe um controlador estritamente préprio (4.140-4.141) de ordem completa (n. = n) para o siste-
ma linear continuo (4.137-4.139) de tal forma que

SUp || Hyz ()15 < pa(M) :=7y (5.107)
Mea

O controlador ¢ dado em (5.113) e o valor minimo sub-6timo para o custe garantido p2(M) pode ser
calculado resolvendo-se os problemas de otimizagdo convexos

min {y : (5.101-5.103)} (5.108)

(4373
min{y : (5.104-5.106)} (5.109)

Prova: A prova deste teorema € baseada diretamente no Teorema 4.15. Se consideramos apenas contro-
ladores esfritamente proprios ¢ adotamos a escolha particular U == X, podemos reescrever as desigualda-
des (4.158-4.159) na forma

AX + XA A+G+XAY+XCF XC
{ (%)’ A'Y +CiF + YA+ FC,y c;} <0
()’ ()f -1
W B, BY-+DF
Y X I >0
L&)’ )’ Y }
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em que Ay e € foram definidos em (5.100) e
G:=VAX=Q-YAX~YB,L-FCX
A partir das desigualdades acima, basta ento definir
Z=x"1 S:=Gx! (5.110)

¢ multiplicar, tanto & esquerda quanto 2 direita, a primeira desigualdade por T = diag (Z,1,) e a se-
gunda desigualdade por 7' = diag (X, Z,I) para que recuperemos a estrutura em (5.101-5.103). A partir
das varidveis definidas acima, as matrizes A, e B, do controlador passam a ser calculadas por meio da
transformacio biunivoca

[Ac B]:=(z-Y)'[s F] (5.111)

Como desejado, esta transformacéo nfo dependente dos pardmetros do sistema. Portanto, a linearidade das
desigualdades (5.101-5.103) em fungo dos elementos da matriz M nos permite concluir sobre validade
do custo garantido quadritico (5.107). A prova para as desigualdades duais (5.104-5.106) é idéntica. =

Motivados por estes resultados, poderfamos nos perguntar até que ponto 0 Teorema 5.11 & apenas
suficiente? Se lembramos que a escotha das matrizes U e V, que se d4 de maneira arbitraria, niio influencia
0 grau de otimalidade das solugbes obtidas, podemos imaginar que existe uma escolha a posteriori de U
que, para uma matriz C, arbitrdria e fixa, torna

Lu-l=c, (5.112)

Isto significa que, para todos os efeitos, podemos considerar que a matriz de safda do controlador é conhe-
cida e assume um valor constante. Sendo assim, onde & que se encontra a suficiéncia do Teorema 5.117
Podemos obter esta resposta observando, justamente, a relagio (5.112). Para que a matriz C, possa assu-
mir um determinado valor, devemos permitir que a matriz U seja escolhida arbitrariamente. No entanto,
observando a prova do Teorema 5.11, notamos que, logo no inicio, impusemos a restrigio U = X = Z-1,
Assim, somos obrigados a concluir que, para que nio haja perda de generalidade, devemnos manter a ma-
triz U livre sempre que a matriz C, for mantida fixa, e vice-versa. No entanto, notemos que a familia de
controladores parametrizados pelo Teorema 5.11 & ainda bastante abrangente, uma vez que

C(s) =C, (s1—Ac) "1 B,
=C, [SI-—(Z—Y)“IS]—i (Z-Y)"'F (5.113)

Assim, conjecturamos que a variagio das matrizes S e F' &, pelo menos em principio, capaz de cobrir boa
parte do conjunto dos controladores estabilizantes.

Uma segunda observagio decorrente do Teorema 5.11 e da defini¢do das matrizes Ay e Cg, em (5.100),
¢ que C, deve se comportar como um ganho de realimentacio do estado quadraticamente estabilizante.
Isto fica claro a partir da andlise do sub-bloco

ApZ+ZAk <0 (5.114)

Notemos que a estabilizabilidade quadritica por realimentacio do estado passa a ser uma condicfo ne-
cesséria para obtencdo de um controlador por meio do Teorema 5.11. Esta interpretacio estd em completa
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concordincia com as propriedades usuais de separagdo, nas quais a estabilizabilidade por realimentagio
do estado & também uma condi¢do necesséria para obtengio de um controlador.

Finalmente, ressaltemos a semelhanga entre as desigualdades do Teorema 5.11 e as do Teorema 5.3.
Notemos, inclusive, que os dois teoremas se tornam idénticos caso fagamos C. = 0. Isto nos ajuda a
identificar o resultado do Teorema 5.11 como um problema de projeto de filtros robustos, ou melhor,
de estimadores do estado robustos, uma vez que as matrizes A; e C; efetivamente levam em conta a
realimentacio por meio da entrada de controle . Desta forma, estamos prontos para propor o seguinte
procedimento de projeto de controladores robustos em dois passos.

Algoritmo 5.1

1. Dadas as desigualdades magriciais lineares

AX +BuL+XAl+L'B,, XC,+L'D.,,
{ CuX + Dyl ~I <0 (5.115)
Wi B
[Bws X } >0 (5.116)
w(Ws) <y (5.117)

obter o ganho robusto de realimentagdo do estado
K:=LX"1 (5.118)
como solugdo do problema de otimizagdo

min{y : (5.115-5.117}} (5.119)

2. Definir C. = K e calcular as matrizes Ay e Cy como em (5.100). Se o problema de otimiza-
cdo (5.108) tiver solugdo, entdo o controlador por realimentacdo da safda (5.113) associado ao
custo garantido sub-6timo po(M) = ¥, definido em (5.107), estabiliza quadraticamente o siste-
ma (4.137—4.139) e garante que

sup [|Hue(s)13 <y (5.120)
MeM

Procedimento idéntico pode ser empregado para tratar deste problema na formulacio dual, obtida a
partir do item i) do Teorema 5.11. Esta formulac¢fo nfo serd apresentada.

Parece claro que ndo podemos assegurar a otimalidade global deste procedimento, uma vez que a
matriz C, se encontra fixa em um determinado valor. Nem mesmo podemos garantir que o Algoritmo 5.1
prové algum resultado sempre que um controlador factivel existir. No entanto, conforme demonstram 0s
experimentos numericos que apresentaremos mais adiante (veja Segdo 5.5.3), este procedimento parece
apresentar um excelente desempenho préitico. Passemos entdo A resolugo de um exemplo ilustrativo, que
é de dificil solugdo pelas técnicas convencionais,
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Situagdo
Operacao normal
Falha do atuador n®1
Falha do atuador n°2
Falha do sensor n®1
Falha do sensor n°2

_— e O | S

by
1
1
0
1
I

MQa—lb—-ll-m\ﬁ
Ol—lb—ll—ims

Tabela 5.3: Controle seguro: possiveis falhas

Exemplo 5.7 O problema de conirole robusto resolvido neste exemplo pode ser denominado também
problema de controle seguro (do inglés reliable control). Para o sistema definido pelas matriz

=2 1 1 1{1 0 0} 0 07
30 0 21000 O
-1 0 -2 =311 00} 0 O
A| By | B, -2 =1 2 =110 0 0] 0 b
M::!:CZ 0 Dzu}——— 1 0 -1 0(0 000 O
Cy Dy ! 0 O 0 0 06|00 0|1 0O
0O 0 0 0j0 0 0] 0 1
g 0 0 0{0 1 0{0 O
L 0 0 e 0{0 0110 O

desejamos encontrar um controlador por realimentacio da safda que estabilize o sistema face a falhas
que possam vir a ocorrer em um dos canais de medi¢do ou de atuagfio. Como o sistema & instivel em
malha aberta, ndo conseguiremos manter a estabilidade caso os dois canais de atuacio (ou medicio)
falhemn simultaneamente. Os dados deste exemplo foram obtidos no artigo [128]. Neste ariigo, 0 autor
obtém controladores seguros por realimentacio da saida baseados em uma condi¢do suficiente obtida a
partir da soluc8o de equagdes de Riccati. Entretanto, o tipo de problema resolvido em [128] € bem mais
stmples, capaz de lidar apenas com uma seqiiéncia de falhas previamente conhecida. Por exemplo, o
controlador obtido em [128] que garante a estabilidade do sistema frente 3 falha do primeiro ateador pode
nfo estabilizar o sistema caso o atuador a falhar seja o de niimero dois.

Para formular o nosso problema no contexto do controle robusto, definimos 5 vértices M | relativos aos
valores das constantes b e ¢ dadas na Tabela 5.3. Utilizando o Algoritmo 5.1 obtemos como solucdo do
problema (5.119) o ganho de realimentacio do estado

-0.3689 —0.3047 —0.2485 -0.2021
—0.7905 ~0.6210 —0.5462 -0.2123

Este ganho € factivel com relagfo ao problema de otimizagdo (5.108), cuja solugdio prové o controlador
robusto por realimentacio da safda

Cc:::Km[

[ 17215 03828  0.1713  1.3134| 0.8110 0.7164
0.3804 —0.9970 —1.6697 0.3209 | 1.6293 1.3264
C= { A. | B } _ 0.5605 --1.4702 —4.6003 -3.82241 1.1669 0.5415
T LG0T ] 34150 09354 53644 2.2401 | ~0.9406 —0.5962
—0.3689 —(0.3047 -0.2485 -0.2021 0 0

L —0.7905 —0.6210 —0.5462 -0.2123 0 0

associado ac custo sub-Gtimo p (M) = 25.52. +
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5.4.2 Algoritmo de decomposicao cruzada

Iniciamos as discussOes desta segio tentando “dualizar” o resultado do Teorema 5.11. A pergunta
a ser respondida € caso fixemos a matriz de entrada B, do controlador, & possivel obter as matrizes
complementares A, e C. como no Teorema 5.11?7 Para respondermos a afirmativamente a esta questio
definimos as matrizes

Ap:=A+B.GC, By i= By + BoDyy (5.121)

¢ formulamos o proximo feorema.

Teorema 5.12 Considerando-se que as martrizes grafadas com indices i sdo as matrizes do sistema
linear (4.137-4.139) calculadas nos vértices M;, i=1,... ,N, se pelo menos uma das afirmagdes seguintes
¢ verdadeira

i) Existemmatrizes Z=7' ¢ R™", X =X' e R Le R™*P, Sc B*™*" ¢ W, =W € R'*" de tal forma

que
AX +BuL+XAl+L'B,, AZ+XA,+LB,+5 XC,+LD.,;
() AxZ + ZA], zc; <0 (5.122)
=)' ) -1
W By By
Y X Z|>0 (5.123)
= % Z
tr (W) <v (5.124)

paratodoi=1,... N.

i} ExistemmatrizesZ=7Z' cR™>", X =X ¢ R™" Le R¥™?, ScR™" e W =W' € RI*? de tal forma
que

AX+BuL+ XA+ L'B; AZ+XAL+LB,;+S B
i

(*) ArZ + ZA; Bul| <0 (5.125)
(%) (x)’ ~1
W, CuX+Dyul. ZCy
(=) X Z1>0 (5.126)
(*) (%)’ z
T (W) <7 5.127)

paratodoi=1,... ,N.

entdo existe um controlador estritamente priprio (4.140-4.141) de ordem completa (n. = n) para o siste-
ma linear continuo (4.137-4.139) de tal forma que

sup [|Hyz(s)113 < pa(M) == (5.128)
MeH

O controlador ¢é dado em (5.133) e o valor minimo sub-6timo para o custo garantido p(M) pode ser
calculado resolvendo-se um dos problemas de otimizacdo convexos

min {y : (5.122-5.124)} (5.129)
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ou
min{y : (5.125-5.127)} (5.130)

Prova: A prova deste teorema ¢ praticamente idéntica 2 prova do Teorema 5.11. A diferenca marcante é
que impomos V =¥, definimos

Z:=Yy! S:=Y"lG (5.13D

e alteramos as matrizes das transformacgdes de congruéneia T para que multipliquemn as linhas e colunas
contendo 0s termos em Y. A partir dessas varidveis obtemos a transformagio desejada

Ac — S vyl
[CJ = M (Z~X) (5.132)
O restante da Prova permanece o mesino. =

De posse desta versdio dual, podemos imaginar o seguinte procedimento de refinamento da solugio;
obtemos . e, em seguida, o restante do controlador (matrizes 4, e B.) por meio do Algoritmo 5.1.
Mantendo fixa agora a matriz de entrada B,, utilizamos o resultado do Teorema dual 5.12 € obtemos novas
matrizes A. e C.. Estas matrizes nos permitem reiniciar o ciclo. Conceitualmente, este algoritmo deve
agir de modo a refinar o controlador de safda obtido por meio do Algoritmo 5.1 até encontrar um ponto
estaciondrio. No entanto, para que possamos enuncid-lo formalmente devemos ser capazes de responder
4 seguinte questdo: toda matriz B. obtida como solugio de um dos problemas do Teorema 5.11 estd
associada a uma solugdo factivel para os problemas do Teorema 5.12 e vice-versa? Se a resposta para esta
questdo for afirmativa, entdo podemos garantir que o nosso algoritmo, até agora apenas conceitualmente
enunciado, € capaz de produzir uma seqiiéncia de solugdes com custo decrescente. A chave para isto ests
no seguinte lema.,

Lema 5.13 Dadas matrizes factiveis para os problemas definidos no Teorema 5.11 entdo as matrizes

X z-1

L c.z-!

Z | — Y1 (5.133)
S y-igz-1

W w

sdo factiveis com relagdo aos problemas correspondentes definidos no Teorema 5.12. Reciprocamente,
matrizes factiveis para os problemas definidos no Teorema 5.12 provém as matrizes

Y z-1

F Z-B,

Z | x-1 (5.134)
S Z2-1gx—1

W w

que sdo factiveis com relacdo aos problemas correspondentes definidos no Teorema 5.11.
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Prova: Estabelecemos a relagfo entre os Teoremas 5.11 e 5.12 mediante a invers3o das transformactes
de varidveis (5.110-5.111) e (5.131-5.132). De certa forma, este fato ji era esperado uma vez que a
derivagdo de ambos os teoremas permite recuperar matrizes factiveis para o Teorema fundamental 4.15. =

Amntes de formular o algoritmo, percebamos que os problemas do Teorema 5.12 tém a forma dual exata
das propriedades de separacfo discutidas na Secfio 4.3.3 e que o ganho B, se comporta com relacio as
matrizes (5.121) como um ganho de estima¢do do estado estabilizante. Outro ponto importante € que 0
controtador obtido a partir deste teorema toma a forma

C(s) =C.(s1—A.) "' B,
=L{Z-X)"! [sl—S(Z—X)ﬂ B, (5.135)

Finalmente, estamos prontos para enunciar o seguinte algoritmo, denominado em {56, 53, 64] de
algoritmo de decomposi¢do cruzada (do inglés cross decomposition algorithm). O nome & derivado da
decomposi¢io do projeto do controlador em problemas nos quais, ora a matriz de saida, ora a matriz de
entrada, permanece fixa.

Algoritmo 5.2
1. Fixar
Cop 1= LiX; ! (5.136)
e resolver o problema de otimizagdo convexa
oy :=min{y : (5.101-5.103)} (5.137)
A solugdo dtima prové Yy, e Fy a serem utilizados no passo nidmero 2.
2. Fixar
Ba =Y 'F, (5.138)
e resolver o problema de otimizacdo convexa
Br :=min{y : (5.122-5.124)} (5.139)
A solugdo 6tima prové Xy e Ly a serem utilizados no passo mimero 2.

3. Parar se 0x—Pr <&, em que € > 0 é um pardmetro que controla precisdo requerida. Caso contrdrio,
incrementar o contador k < k-+ 1 e voltar ao passo niimero 1.

Uma vez que as soluges do problema (5.137) sdo sempre factiveis com relacio ao problema (5.139),
podemos afirmar que o custo garantido H; tem o comportamento conforme descrito no proximo corolario.

Coroldrio 5.14 A seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 5.2 tem a seguinte propriedade

Brot <oy <Pr <o (5.140)

Sendo o custo garantide Hy limitado inferiormente, este algoritmo converge para um ponto estaciondrio.
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Infelizmente, ndo podemos adiantar a natureza deste ponto de acumulacdo sem uma andlise mais
profunda da solugio. Isto ocorre devido ao cardter coordenado do algoritmo. No entanto, notemos que
0 nimero de varidveis a serem otimizadas em cada passo do algoritmo é muito superior ao ndmero de
varidveis mantidas fixas. Ainda por cima, as matrizes associadas & partigio da matriz de Lyapunov e sua
inversa permanecem sempre disponiveis para otimizagao®. Estes fatos nos fazem crer que a gualidade dos
controladores obtidos por meio deste algoritmo possa ser muito boa. Investigaremos isto mais adiante, na
Secdo 5.5.3.

Um ponto que foi deixado de lado, até o momento, é a questdo da inicializagio do Algoritmo 5.2. Uma
op¢ao que nos parece adequada € a inicializagdo por meio do primeiro passo do Algoritmo 5.1. Em outras
palavras, um ganho robusto de realimentacio do estado pode, em muitas ocasides, prover um excelente
ponto de inicializacdo para o Algoritmo 5.2. De fato, notemos que o Algoritmo 5.1 pode ser interpretado
como o primeiro passo do Algoritmo 5.2, precedido de uma inicializagfo particular. O comportamento
deste tipo de inicializac#o serd investigado na Secdo 5.5.3. Nas poucas ocasies em que o procedimento
de inicializac&o via ganho robusto de realimentacio do estado falhar, podemos langar mio das seguintes
desigualdades

AX+BL+XA +L'B,~AX A+XAY-LBY-XCF'+G| _ (5.141
(*)I A’Y+C;F'+YA+FC}.—7LY ' )

X 1
{(*)’ Y] -0 (5.142)

Utilizando as mesmas transformagtes que deram origem aos Teoremas 5.11 e 5.12 podemos obter uma
versao do Algoritmo 5.2 capaz de lidar com o problema de inicializagéo

min{A : (5.141-5.142)} (5.143)

Neste caso, 0s problemas a serem resolvidos nos passos nimero 1 e nimero 2 do Algoritmo 5.2 tornam-se
problemas de minimizagio do mdximo autovalor generalizado. Este tipo de problema é guase-convexoe e
sua solucfo Gtima global também pode ser obtida por algoritmos de pontos interiores [103, 46]. O célculo
de uma solucfo factivel para este problema € uma tarefa trivial, e o algoritmo fornecer um controlador
factivel com relagdo aos problemas originais assim que A se tornar negativo. Infelizmente, nio pode-
mos, novamente, garantir que, sempre que houver um valor de A negativo que satisfaga as desigualdades
matriciais ndo lineares (5.141-5.142), o Algoritmo 5.2 ser4 capaz de encontrar um controlador factivel.

Exemplo 5.8 Neste exemplo, continuamos a resolver o problema formulado no Exemplo 5.7. A partir da
solucdo factivel ja obtida, aplicamos o Algoritmo 5.2. Para um valor de & = 1072, este algoritmo converge
em duas itera¢Oes completas, gerando a seqiiéncia de custos decrescentes

{0, Be) Yoop = {(22.44,22.19) ,(22.17,22.17)}
Como resultado da tltima iterac@o obtemos o controlador

[ ~-3.3282  0.6447 0.6158 0.6975| 0.7464  0.7016
0.6442 -0.7692 —1.1843 0.9895| 14878 1.2682
—1.9450 -0.3844 -26294 -3.3567| 1.1096 0.5167

C=1_ 1.7074 —0.5696  2.4209 -—0.1353 | —0.9238 —0.5840
-0.4535 -—0.3262 -0.4103 -0.4374 0 0
| —1.0051 -0.5547 -0.4451 -0.3723 0 0

e

SEmbora as vezes travestidas na matriz Z.
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Figura 5.5: Controle seguro: simulacio com falha de atuadores

Podemos verificar que este controlador € estdvel face a todas as falhas listadas na Tabela 5.3, Para ilustrar
este fato, calculamos, para o sistema em regime normal de operacio, o controlador 6timo H> e subme-
temos 0s dois controladores & seguinte sifuacdo. Aplicamos um impulso unitirio ao primeiro canal de
perturbagdo (w) e medimos a primeira safda controlada (z;). No instante ¢ = 35 provocamos a quebra do
atuador mimero 1. A simulacio estd na Figura 3.5, Na ocomréncia da falha, o controlador 6timo Fp (linha
tracejada) torna-se incapaz de estabilizar o sistema em malha fechada, enquanto o controlador robusto
(linha cheia) mantém o sistema estivel, sem alterar significativamente seu desempenho, +

5.5 Controle e filfragem descentralizados

O conceito de descentralizacdo € de fundamental importiincia na drea de andlise e controle de siste-
mas, especialmente de sisternas de grande porte [120]. Esta 4rea de estudo teve grande desenvolvimento
nos anos setenta e inicio dos anos oitenta [98, 115, 90, 54, 22}, quando uma série de resultados baseados
em condicOes suficientes de andlise e projeto de controladores veio a piblico. O procedimento geral que
permeava estes métodos baseia-se na construcio de func@es de Lyapunov locais para os diversos subsis-
temas isolados que, posteriormente, s&o analisados na presenca das interconexdes. A partir deste ponto,
condi¢Oes suficientes de estabilidade podem ser obtidas impondo-se limites para a funcio de Lyapunov
para todo o sistermna interconectado. Este tipo de abordagem, mais adequado para a andlise de sistemas de
grande porte, produz procedimentos de projeto de controladores de limitada eficicia, devido ao alto grau
de suficiéncia embutido nos procedimentos {90]. Mais tarde, obteve-se uma solugio para o problema de
controle descentralizado para sistemas sujeitos a realimentacfio do estado [59]. As condigGes introduzidas
neste artigo $30 necessérias e suficientes para o projeto de controladores descentralizados na presenga de
matrizes de Lyapunov com estrutura bloco-diagonal. Esta estrutura implica que a estabilidade é garantida
para cada subsistema, individualmente, Considerando o problema genérico de controle descentralizado,
esta restri¢do estrutural sobre a matriz de Lyapunov constitui um fator de perda de desempenho. No ar-
tigo [25], mostramos que as condicGes de estabilidade estendida para sistemas discretos, discutidas na
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Segdo 3.2, podem contribuir para aliviar esta hipétese restritiva que ainda paira sobre o projeto de contro-
ladores descentralizados por realimentacéo do estado.

No que diz respeito ao problema de filtragem descentralizada, mais uma vez, a impossibilidade de se
adotar uma estrutura do tipo observador de Luenberger (cuja dinfmica ndo prové descentralizacfio) adiou
o surgimento de soluces para este problema. Foi apenas nos artigos [57, 60] que pudemos resolvé-lo.

Tal como no problema de controle robusto, o sucesso na obtengfio de métodos de projeto de contro-
ladores por realimentacdo do estado e de de filtros, niio se reflete no projeto de controladores descen-
tralizados por realimentagio da saida. Ndo se conhece, ainda, nenhuma condi¢io necesséria e suficiente
expressas na forma de desigualdades matriciais lineares para este problema. No entanto, mostramos nos
artigos [53, 28] que os Algoritmos 5.1 e 5.2, com ligeiras modificacdes, podem ser utilizados com sucesso
no projeto de controladores descentralizados.

5.5.1 Controle descentralizado por realimentacao do estado

Consideremos que a o sistema (4.2-4.3) possui uma matriz de entrada do controle B, que se encon-
tra estruturada na forma bloco-diagonal com N blocos. Esta estrutura implica que a acfio de controle
correspondente a cada um destes blocos age diretamente em apenas um subconjunto do vetor de estado.
Entendemos por uma lei descentralizada de controle por realimentagio do estado, a injecdo no sistema,
por meio de cada um dos blocos de By, de informagdo proveniente apenas do subconjunto do vetor de
estado a que este bloco se refere. Deste modo, basta medir localmente este subconjunto do vetor de esta-
do para que possamos obter uma lei de controle local; nenhuma informacio sobre os demais estados do
sistema € necesséria, dai descentralizagfo.

O resultado fundamental no projeto de controladores descentralizados por realimentacdo do estado pa-
ra sistemas continuos foi formulado em [59]. Apesar de importante, seu contetido pode ser compreendido
de maneira bastante simples. Se supusermos uma lei de controle como em (4.4), esta lei serd descentrali-
zada se a matriz de ganho K apresentar a mesma estrutura em blocos presente na matriz B,,. Desejamos,
portanto, obter uma matriz de ganho com a seguinte estrutura

K = diag(X,... ,Kx) (5.144)

Segundo a mudanga de varidvel (4.13), obtemos esta estrutura impondo 2s varifveis de ofimizacio X e L
as restricGes estruturais

L=diag(Ly,...,Ly) X =diag (Xy,...,Xy) (5.145)

Como a inversa de uma matriz bloco-diagonal é também bloco-diagonal, tornamos o produto (4.13) capaz
de gerar uma lei de controle descentralizada. Conforme citado na introdug@o desta segio, e segundo [59],
devemos ressaltar que ao impor uma estrutura bloco-diagonal 3 matriz X, estamos, na realidade, impondo
uma estrutura bloco-diagonal 4 matriz de Lyapunov do sistema. Isto significa que a estabilidade em malha
fechada estd assegurada distintamente para cada subsistema. Considerando o projeto de controladores
para sistemas continuos, podemos resumir estes fatos no seguinte teorema.

Teorema 5.15 Os métodos de projeto de controladores por realimentagdo do estado (4.4) para siste-
mas continuos (4.2-4.3) baseados nos resultados dos Teoremas 4.2, 4.3 ¢ 4.4 produzem controladores
descentralizados mediante o acréscimo das restrigdes lineares (5.145) as desigualdades presentes. Este
resultado assegura estabilidade distintamente a cada subsistema, devido & estrutura bloco-diagonal da
matriz de Lyapunov.
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Passando 4 andlise do problema de realimentacfo do estado para sistemas discretos, notemos que a
condi¢do de descentralizagio (5.145) restringe-se apenas a matriz X, Deste modo, utilizando as condi¢des
estendidas, nas quais hd um desacoplamento entre a matriz de Lyapunov e a matriz X, podemos impor
uma estrutura descentralizada ao controle sem que seja necessério utilizar uma matriz de Lyapunov bloco-
diagonal. Como restri¢Bes estruturais sobre as matrizes de Lyapunov

P= diag(Pl,... ,PN) E =diag (EI,... ,EN) (5.146)

sio lineares, basta acrescenté-la s desigualdades existentes, se necessdrio for.

Teorema 5.16 Os mérodos de projeio de controladores por realimentagdo do estado (4.4) para siste-
mas discretos (4.2—4.3) baseados nos resultados dos Teoremas 4.5 e 4.6 produzem controladores des-
centralizados mediante o acréscimo das restri¢des lineares (5.145) as desigualdades presentes. Caso

desejemos impor uma estrutura bloco-diagonal a matriz de Lyapunov, basta acrescentar as restrigdes
lineares (5.146;.

Os métodos baseados neste teorema 530 mais abrangentes que os do Teorema 5.15. No entanto,
devemos nos lembrar de que essas condi¢Oes sdo, mais uma vez, apenas suficientes para o projeto de
controladores descentralizados. De fato, segundo os resultados em andlise da Secdo 3.2, ndo temos como
garantir que todo sistema descentralizado possui uma matriz G com estrutura bloco-diagonal,

Por fim, notemos que as restrigGes (5.145) nos permitem obter solugBes descentralizadas mesmo pa-
ra problemas de controle robusto, como os da Se¢fo 5.3. Destacamos que, mesmo nos problemas de
descentralizagdo puros, 0s custos devem ser interpretados como custos garantidos, uma vez que o custo

real serd sempre inferior aos obtidos pelos Teoremas 5.15 e 5.16. Isto decorre diretamente do cardter
suficiente das restric0es (5.145).

Exemplo 5.9 Utilizamos neste exemplo os mesmos dados do Exemplo 5.6. Para efeito de simplificacdo,
consideramos apenas o projeto de controladores descentralizados para o sistema nominal (y= 0 e as4 € by
situados no meio dos intervalos de variacdo paramétrica). Desejamos obter controladores descentralizados
por realimentacéo do estado que minimizem o custo garantido A,. Aplicando o Teorema 5.16 obtemos um
controlador descentralizado associado ao custo garantido pp == 245.7694. Para obtermos uma matriz de

Lyapunov com estratura bloco-diagonal acrescentamos as restricGes lineares (5.146), o que eleva o custo
garantido para pg = 260.9474. ¢

Antes de passarmos 2 proxima se¢ao, ressaltamos que a caracterizagao estendida (Secdo 3.2) pode pro-
ver solugGes atraentes a diversos outros problemas de controle por realimentacio do estado com restricdes
de natureza estrutural. Por exemplo, podemos obter condi¢Ges lineares que produzam controladores com
estrutura de realimentagdo estédtica da saida [67, 30, 68). Este resultado pode ser encontrado em [25].

5.5.2 Filtragem descentralizada

O problema de filtragem descentralizada pode ser encarado como dual ao problema de controle des-
centralizado por realimentacfo do estado. Obtemos filtros com estrutura descentralizada analisando a

transformag&o de varidveis (4.83). Uma condicfo suficiente para obtencfo de filtros descentralizados é
que as matrizes

0 = diag (Q1,... , Ox) F =diag(Fy,... ,.Fy) (5.147)
L=diag(L1,... ,LN) Rxdiag(Rh... ,RN) (5.148)
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V = diag(V1,..., W) z7Ty = diag (54,... ,Ew) (5.149)

possuam estruturas bloco-diagonais. As condigOes (5.147-5.148) se traduzem diretamente em restricdes
lineares sobre as varidveis de otimizacgfio, porém, as condices (5.149) devem ser obtidas a posteriori,
uma vez que as matrizes U e V ndo sdo varidveis de otimizagdo.

Analisemos, primeiramente, 0 que ocorre no projeto de filtros continuos. Neste caso, a matriz Z &
stmétrica ¢ as matrizes U e V devem ser escolhidas de modo a satisfazer

VU =1-vZ"! (5.150)
Para que possamos determinar matrizes com a estratura ditada em (5.149), basta impor
Y =diag(¥,... ,¥y) Z=diag{Z,... ,Zy) (5.151)

Deste modo, poderemos sempre calcular matrizes U e V com estruturas bloco-diagonais e, conseqiiente-
mente, satisfazer a restricio (5.149). Este resultado estd no préximo teorema.

Teorema 5.17 Os métodos de projeto de filtros (4.65—4.66) para sistemas continuos (4.62-4.64) basea-
dos nos resultados dos Teoremas 4.8 e 4.10 produzem filtros descentralizados mediante o acréscimo das
restri¢des lineares (5.147-5.148) e (5.151) as desigualdades presentes.

Para o problema de filtragem descentralizada de sistemas discretos a andlise & semelhante. De fato, a
diferenca fundamental € que a equacio de determinagfo das matrizes U e V passa a ser

vu=szT (5.152)
€ a estrutura bloco-diagonal (5.149) pode ser obtida por meio das restri¢des lineares
S = diag (S1,... ,5¥) Z=diag (Z;,... ,2Zy) (5.153)

Este € 0 resultado do préximo teorema.

Teorema 5.18 Os métodos de projeto de filtros (4.65-4.66) para sistemas discretos (4.62—4.64) basea-
dos nos resultados dos Teoremas 4.11 e 4.13 produzem filtros descentralizados mediante o acréscimo das
restrigdes lineares (5.147-5.148) e (5.153) as desigualdades presentes.

E importante notarmos que a matriz ¥ nfo estd sujeita a nenhum tipo de restricio. Como no problema
por realimentacao do estado, as matrizes derivadas da matriz de Lyapunov (E, G, H, P, J ¢ K) também
permanecem sein restrices.

5.5.3 Controle descentralizado por realimenta¢io da saida

Voltemos a nossa ateng@o ao problema de controle descentralizado por realimentagiio da saida. Mais
uma vez, a dificuldade de obtengo de uma parametrizagdo convexa para este problema é a dependéncia
da transformacdo de varidveis (4.156) com relagfo s matrizes do sistema. Este fato, que fica claro
em (4.168), nos impede de obter uma estrutura descentralizada a partir de condicGes lineares sobre as
matrizes de otimizacdo. O maior entrave é o cédlculo de uma matriz dinimica A, com estrutura bloco-
diagonal. Percebamos que a identidade

VAU =Q~Y(A-B,RC;)X ~YB,L—-FC,X (5.154)
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dificilmente serd obedecida caso as matrizes Q e A, possuam estruturas bloco-diagonais®. A estratégia
escolhida para abordar este problema € a mesma utilizada para obteng@o dos controladores robustos
da Segdo 5.4 consideramos apenas controladores estritamente proprios e incorporamos os termos nao-
lineares provenientes de (5.154) as desigualdades matriciais lineares. A wutilizacfio dos procedimentos
daquela secfio para obten¢io de controladores descentralizados é imediata, bastando que atentemos para
a estrutura das transformagdes (5.111) e (5.132). Supondo que a matriz C, (ou B.) a ser fixada jd possui
uma estrutura bloco diagonal, obtemos um controlador descentralizado por meio dos Teorema 5.11 e 5.12
introduzindo as restrigBes lineares

Z = diag{Z,,... ,Zn) S = diag (St,... ,Sn) (5.155)

aliadas, conforme o caso, ao conjuntos de restri¢Ges

Y = diag (Y1,..., 1) F =diag(Fy,... ,Fy) (5.156)

Ou
X =diag (Xy,... ,Xy) L=diag(Ls,...,Ln) (5.157)

Podemos resumir esta discussao no seguinte teorema.,

Teorema 5.19 Os mérodos de projeto de controladores estritamente préprios (4.65-4.66) para siste-
mas continuos (4.62—4.64) baseados nos resultados dos Teoremas 5.11 e 5.12 produzem controladores
descentralizados mediante o acréscimo das restrigbes lineares (5.155--5.157) as desigualdades presentes.

Desta forma, podemos projetar controladores descentralizados utilizando os Algoritmos 5.1e¢5.2. A
Unica particularidade encontra-se no passo 1 do Algoritmo 5.1, que deve ser modificado de acordo com
as discussoes da Segdo 3.5.1 a fim de prover um ganho de inicializagdo descentralizado. Notemos que,
mesmo neste caso, persiste a interpretagio deste procedimento como um projeto por separacfo, no qual
a existéncia de um controlador descentralizado por realimentaciio do estado consiste em uma condigio
necesséria para obtengio do controlador descentralizado por realimentago da saida.

Encerramos esta se¢io apresentando uma andlise do desempenho dos Algoritmos 5.1 ¢ 5.2. Os testes
sdo baseados na geragio aleatoria de sistemas lineares. Para que possamos avaliar corretamente 0s resul-
tados destes ensaio devemos ser capazes de gerar sistemas instdveis em malha aberta que, com certeza,
possam ser estabilizados por pelo menos um controlador por realimentacio da saida que seja descentra-
lizado e estritamente préprio. Por lidarmos com sistemas continuos, exigimos também gue o teste de
estabilidade seja realizado com uma matriz de Lyapunov bloco-diagonal. Geramos sistemas com estas
caracteristicas seguindo os passos:

1. Gerar aleatoriamente as matrizes A, By, C, ¢ as matrizes com estrutura bloco-diagonal C, e B.. Os
componentes destas matrizes devem ser obtidos por meio de um gerador de ndmeros aleatérios cuja
distribui¢io da seqiiéncia gerada se aproxime da distribuicio Gaussiana com média nula e varidncia
unitdria

2. Determinar o menor valor de A == A* que torna os autovalores das matrizes
A—Al+B,C, A—Al+BLC, (5.158)

menores do que —0.1, isto €, que assegura grau de estabilidade igual a 0.1.

SCom excegio do caso particular em que a malriz A apresenta um estrutura bloco-diagonal, o gue reduz este problema ac
projeto de N controladores para N sistemas lineares sem interconexdes.
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Nimero Dimensfes
Legenda de Subsistemas Total
subsistemas i m; Pi n m p
| 4 2 1 1 8 4 4
1 3 2 1 1 6 3 3
I 3 3 1 1 9 3 3
v 3 3 1 2 9 3 6

Tabela 5.4: Ensaio numérico: dimensfo dos sistemas gerados aleatoriamente

Legenda T | O ] m |1 Total
Numero de sistemas | 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 4000 (100.0%)
Sucesso 973 | 965 | 968 | 993 | 3899 (97.5%)

Tabela 5.5: Ensaio numérico I (estabilidade): sucesso do Algoritmo 5.1

3. Descartar este conjunto de matrizes se a matriz (A — A*I) for estivel. Caso contrério, redefinir

A+ A-NT (5.159)

4. Verificar, via Teorema 5.19, se existe um controlador descentralizado por realimenta¢io da safda
com C. fixo ou B, fixo que estabiliza o sistema em malha fechada. Em caso afirmativo, armazenar
este conjunto de matrizes, caso contririo, descarta-lo.

Este procedimento de geracdo aleatéria merece alguns comentdrios, Em primeiro Iugar, selecionamos
apenas sistemas instaveis em malha aberta. Em segundo lugar, temos certeza de que a estabilidade em
malha fechada € do tipo desejado, pois utilizamos neste teste o Teorema 5.19. Embora seja possivel argu-
mentar que 0 uso deste teorema como instrumento de selego dos sistemnas estabilizdveis poderia eliminar
parte dos sistemas estabilizdveis, acreditamos que a classe de controladores levada em considerago é ex-
tensa o suficiente para fins de selegdo. Tomamos em conta gue 0 bom desempenho apresentado por este
procedimento de geracdo e selegdo € um bom indicador de que esta hipétese pode estar correta. Além do
mais, como as matrizes B e C, foram geradas aleatoriamente e nfio siio utilizadas hora alguma para efeito
de inicializacdo dos algoritmos utilizados nos testes, acreditamos que este procedimento de geragdo seja
adequado’.

Para cada dimens&o mostrada na Tabela 5.4, geramos mil sistemas segundo este procedimento.

Exemplo 5.10 O primeiro ensaio visa avaliar o desempenho combinado dos Algoritmos 5.1 ¢ 5.2, Ini-
cialmente, para cada um dos sisterna gerados aleatoriamente, determinamos um controlador descentrali-
zado por realimenta¢fo do estado segundo o passo 1 do Algoritmo 5.1 e avaliamos o sucesso do uso desta
inicializag#o para o problema do passo 2. O resuitado est4 apresentado na Tabela 5.5, onde vemos que foi
possfvel obter um controlador por realimentacio da saida a partir de um ganho de realimentaciio do estado
estabilizante para mais de 97% dos sistemas testados,

7 Afinal de contas, temos pouca condigao de avaliar se o fato de uma certa matriz B, (ou C.) ter provido um controlador
estabilizante para um problema baseado no Teorema 5.19 implica, de algum modo, na potencial obtengio de controladores
estabilizantes a partir de matrizes diferentes.
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Legenda I I I v Total
Nimero de sistemas 27 35 32 7 101 (100.0%)
Sucesso 26 35 31 7 99 (98.0%)
Média do niimero de iteragbes | 1.08 | 1.26 § 1.06 | 1.00 1.13

Tabela 5.6: Ensaio numérico I (estabilidade): sucesso do Algoritmo 5.2

Legenda 1 I I iv Total
Numero de sistemas { 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 4000 (100.0%)
Sucesso 999 1 1000 | 999 | 1000 | 3998 (100.0%)

Tabela 5.7: Ensaio numérico I (estabilidade): sucesso dos Algoritmos 5.1 e 5.2 combinados

A todos os sistemas para 0s quais nfio pudemos obter um controlador de saida nesta primeira etapa,
aplicamos 0 Algoritmo 5.2, redefinido para o problema de inicializacfo (5.143). Os resultados obtidos
estdo na Tabela 5.6, que mostra que apenas dois dos problemas ficaram sem solugio. Um fato importante
€ a baixissima média do nimero de iteragOes requerida para obtencdo das solugdes factiveis, que se en-
contra por volta de 1.1. Combinando os resultados destes dois procedimentos obtemos a Tabela 5.7. Os
resultados sdo animadores.

Passada esta fase de inicializa¢do, utilizamos o Algoritmo 5.2 a fim de minimizar o custo garantido H>.
O valor do critério de parada utilizado foi £ = 0.01. Como nfo temos conhecimento dos valores 6timos
globais, analisamos o desempenho deste procedimento avaliando a melhoria obtida em termos do custo
garantido do controlador final, com relago ao custo garantido associado a solugdo imicial factivel. Os
dados estdo na Tabela 5.8, que aponta uma melhoria de aproximadamente 23%. Notemos que, mesmo
sendo a grande maioria das inicializa¢Ges provenientes do ganho de estado 6timo via Algoritmo 5.1, o
Algoritmo 5.2 contribui, efetivamente, para a melhoria do custo. Observemos também que o nimero de
iteracOes subiu um pouco com relagio ao problema de inicializagfo. A razdio para isto é que, no problema
de inicializa¢do, ndo € necessario atingir um ponto estaciondrio para que tenhamos uma solugdo factivel.
Assim que o valor de A torna-se negativo interrompemos o algoritmo. ¢

Exemplo 5.11 No primeiro ensaio (Exemplo 5.10), apresentamos um procedimento combinado que uti-
liza os Algoritmos 5.1 e 5.2 em fases distintas, Este segundo experimento visa analisar, isoladamente,
o desempenho do Algoritmo 3.2. Uma das finalidades ¢ avaliar o grau de importéncia da inicializagfo
provida pelo Algoritmo 5.1 no bom desempenho do Exemplo 5.10. Para tal, tomamos apenas os cem
primeiros sistemas gerados aleatoriamente para cada dimensdo mostrada na Tabela 5.4 e, a partir de dez

Legenda I 11 1 iV | Total
Melhoria no desempenho (%) | 27.2 | 23.2 | 23.3 | 20.6 | 23.6
Meédia do mimero de iteracOes | 2.59 | 2.50 | 2.46 | 2.36 | 2.48

Tabela 5.8: Ensaio numérico I (custo garantido H;): melhoria obtida com o uso do Algoritmo 5.2
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Legenda I It I IV Total
Nimero de inicializactes 1000 | 1000 | 1000 | 1000 | 4000 (100.0%)
Sucesso 996 | 982 | 998 | 1000 | 3976 (99.4%)
Média do niimero de jteragtes | 1.36 | 1.30 | 1.41 | 1.32 1.35

Tabela 5.9: Ensaio numérico II (estabilidade)

Legenda I Il I IV | Total
Numero de inicializa¢fes 996 | 982 | 998 | 1000 | 3976
Melhoria no desempenho (%) | 284 | 287 | 28.5 1 37.3 | 30.7
Meédia do ntimero de iteraces | 2.77 | 2.82 | 2.84 | 2.75 | 2.80

Tabela 5.10: Ensaio numérico I (custo garantido H>)

pontos iniciais diferentes®, tentamos obter solugbes factiveis aplicando o Algoritmo 5.2 ao problema de
inicializac@o (5.143). Os resultados estdo mostrados na Tabela 5.9. Notemos que, com relacdo 4 Tabe-
1a 5.6, a eficiéncia do procedimento se manteve praticamente a mesma, porém houve um pequenc aumento
na média do mimero de iteragSes.

Como no Exemplo 5,10, utilizamos o Algoritmo 5.2 para minimizar o custo garantido H,. A fim de
verificar a dispers3o da solugfo Gtima, todas as solugOes factiveis obtidas na primeira fase foram utilizadas
como pontos iniciais. O resultado estd na Tabela 5.10. Notamos nesta tabela que, com relagdo & Tabe-
la 5.8, houve um pequeno aumento da média do mimero de jteragGes. Paralelamente, o valor percentual
da melhoria também aumentou. Isto pode indicar que, até mesmo do ponto de vista da otimalidade, a
inicializagio baseada no ganho de realimentacfio do estado 6timo pode ser uma boa escolha. Um dado
importante que nao se encontra nas tabelas € o da distribuic@o das soluges Gtimas obtidas. Para cada
grupo de solugGes de um mesmo sistema, normalizamos o custo das solugdes obtidas com relagdo 2 me-
nor solugfo dentro deste grupo. Feito isto, avaliamos que 84% das soluges se encontram em um mesmo
6timo local, segundo a precisio estabelecida (£ = 0.01). +

5.6 Controle com miltiplos objetivos

Quanto mais préximo ao mundo real estiver um sistema de controle, maior o nimero de objetivos, em
geral conflitantes, que devem ser administrados pelo engenheiro de controle. Neste sentido, é de interesse
desenvolver métodos de projeto que sejam capazes de lidar com estes diversos objetivos a um s6 tempo.
No contexto de otimizacdo convexa [15], podemos formular problemas de controle com diversos objetivos
de uma maneira bastante elegante. No entanto, a solugfo destes problemas envolve, em geral, a solugio
de problemas de otimizagdo que, embora convexos, possuem dimens3o infinita; os controladores obtidos
como solucdo destes problemas também possuem dimensGes infinitas. O pior é que, se introduzimos
nestes problemas uma restri¢o sobre a dimensio dos controladores, perdemos a propriedade fundamental
da convexidade. Por estas razoes, diversos autores vém tentando adaptar as formulagfes de problemas de
controle baseados nas desigualdades matriciais lineares para este fim. As vantagens s3o a ordem fixa dos
controladores e a existéncia de eficientes métodos numéricos para obtengdo das solugdes.

$Nove gerados aleatoriamente mais todas as matrizes iguais a zero.
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Embora as desigualdades matriciais lineares sejam uma ferramenta adeguada para a andlise de robus-
tez e desempenho de sistemas lineares em diversos contextos [16], a parametrizacio dos controladores
envolve transformagtes de varidveis que dificultam o projeto de controladores com multiplos objetivos. A
maioria das propriedades cujos testes podem ser convertidos em desigualdades matriciais lineares envol-
vem a presen¢a de uma matriz simétrica derivada de uma funcdo de Lyapunov. Por outro lado, a maior
parte das parametrizagdes de controladores (veja Capitulo 4) dependem diretamente desta matriz, o que
torna bastante complexa a tarefa de obter um tnico controlador que satisfaca diversas restricdes. Para
contornar esta situacdo, diversos autores lancam méo do projeto baseado no LSP (do inglés Lyapunov
Shaping Paradigm) [117].

Antes de entrarmos em detalhes sobre o projeto LSP, definamos o problema a ser tratado nesta segio,
cujo interesse principal € o projeto de controladores por realimentacdo da saida para sistemas discretos,
Diversas restri¢es comuns aos sistemas de controle podem ser formuladas como restrigGes em norma Hy
¢ H.., definidas com respeito a matrizes de transferéncia na forma

Hyz,(8) := Liflwr (DR (5.160)

Nesta expressio, as matrizes L; e R; so matrizes reais que tém o papel de selecionar conjuntos de entradas
e saidas a partir de uma dnica matriz de transferéncia H,,({). Se consideramos que esta matriz H,,.({)
corresponde ao sistemas na forma de estado (4.137-4.139), podemos obter uma realizacio no espago de
estado para cada uma das matrizes de transferéncia H,.({) substituido as matrizes By, C;, Dy, Dy € Dy
em (4.137-4.139) por

(By)i = ByR; (C,)i -= LiC, (5.161)
(Dyw)i = zuRi (Dzu)i = LiDzu (Dzw)a L= L,'DZWR,' (5.162)

Estas operagOes definem também os pares de sinais
Wy = Ryw zi=Liz (5.163)

Segundo as defini¢Ges das normas H, ¢ H.., apresentadas nos Capitulos 2 e 3, as desigualdades matriciais
envolvidas num projeto que leve em conta restricGes nestas normas sobre N matrizes de transferéncia
como as definidas acima, possuem dois tipos de varidveis:

» Os parmetros do controlador.
» As matrizes instrumentais Gi, B, i=1,...N.

Utilizando os resultados do Capitulo 4, podemos linearizar individuatlmente cada uma destas N restrigtes
por meio de transformagGes de varidveis. Segundo a formulago usual, na qual as condigGes de analise
ndo possuemn a matriz adicional G, essas transformagdes linearizantes sfio obtidas diretamente em fungo
da matriz de Lyapunov P. Assim, no contexto do LSP [117], devemos impor

B=Pi=1,. N (5.164)

que tem a finalidade de assegurar a unicidade do controlador em todas as restrigGes. Sem divida alguma,
esta restri¢do acaba introduzindo um severo grau de suficiéncia nos resultados, o que acaba por limitar o
seu uso. Porém, se comparada a outras técnicas como, por exemplo, as baseadas na solugfio de equagdes de
Riccati, esta t€cnica se revela til. Os trabalhos [117, 87, 116] sfo exemplos da utilizac#o deste conceito.
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Com a introdugiio das condigdes estendidas, obtidas no Capitulo 3, e das correspondentes parametri-
zagOes para controladores, obtidas no Capitulo 4, baseadas na matriz adicional G, podemos aliviar as
restri¢Ges presentes no projeto LSP adotando

Gi=G,i=1,.. N (5.165)

Esta estratégia foi chamada em [32] de GSP (do inglés G Shaping Paradigm). Notemos que, com esta
nova restri¢o, mantemos livres as N matrizes de Lyapunov do sistema. Além disto, percebamos que o
LSP constitui um caso particular do GSP. Isto significa que, com o projeto GSP, somos capazes de obter
solu¢bes que antes se mostravam fora de alcance do projeto LSP.

Segundo as parametrizacbes desenvolvidas na Se¢fo 4.3.2, a restricio de unicidade do controla-
dor (5.165) torna-se

Q=0 F,=F Li=L R;=R (5.166)
X=X Y=Y S;=48 (5.167)

para todo i = 1,... ,N. Neste contexto, podemos estabelecer a relacio entre 0 GSP e o LSP observando
que a restricfo fundamental do LSP (5.164) se traduz como

Xv,'zX;inij=X I’EZI'}I:H;:M,':Y (5.168)
Gl':Gi-:I S;'=S:-=I (5.169)

paratodo i = 1,... ,N. Importantes graus de liberdade que podem ser explorados pelo GSP perdem-se
em meio as restri¢gOes do LSP (5.168-5.169). Neste aspecto, vale a pena tecermos uma observacgdo acerca
do comportamento destes dois modelos. No projeto LSP, a introdugiio de uma restricao adicional deve
ser satisfeita por um nimero constante de varidveis. Assim, os graus de liberdade a serem explorados
na busca de um controlador estabilizante tendem a se esgotar rapidamente 3 medida em que o nimero
de restricbes aumenta. No projeto GSP, cada nova restricdo introduzida no problema de otimizacio traz
consigo as varidveis correspondentes 4 sua matriz de Lyapunov. Assim, em certo sentido, podemos afirmar
que o nimero de graus de liberdade ndo tende a se esgotar, a ndo ser, obviamente, pelo esgotamento da
capacidade do controlador em satisfazer as novas restrides. Uma tltima observagdo é que, tanto no
projeto GSP quanto no projeto LSP, os custos preditos no problemas de projeto fornecem apenas limites
superiores, ou seja, custos garantidos. Estas caracteristicas estdo presentes nos préximos dois exemplos,
obtidos em [32]. Cabe notar que o problema cldssico misto H, /H... [8, 87, 116] pode ser tratado, como
serd flustrado no préximo exemplo, pela metodologia aqui proposta [32].

Exemplo 5.12 Com relagdo ao sistema instdvel em malha aberta

x(k+1)=:§ I?Z}x(k)ﬂ—[?]w(k)—i—{é]u(k)
z;(k)z:g é]x(kw[ﬂu(@
zz(k)-:-é é]x(kw[?}u(k)
YR =[1 0]x0)+w®

definimos as restrigfes

8z, (E)|l2 < @ 1z (O) 1= < ¥
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o

Figura 5.6: Controle misto H/H..: custo garantido H,

Desejamos obter um controlador por realimentaco da saida estritamente préprio (4.140-4.141) que mi-

nimize o valor de o e, a0 mesmo tempo, assegure um certo nivel de robustez . Para servir de referéncia,
calculamos o controlador 6timo H., associado aos valores

Yoo = 10.13 oo i= 9.45
Calculamos também o controlador 6timo H; cujo desempenho é
Y2 = 17.18 oy =770

Formulamos este problema com dois objetivos agrupando as restriges matriciais lineares provenientes
de (4.187-4.190) e (4.197) com as restri¢des GSP (5.166-3.167). Resolvendo vérias vezes o problema
resultante desta operagio, obtemos os valores minimos de @ para 7 entre Y.. e 35 &~ 3.57... Este resultado
encontra-se na Figura 5.6 em linha cheia. Neste mesmo grifico, tracamos os resultados obtidos pelo
LSP [117, 87] em linha pontilhada. Como esperado, o projeto GSP prové sempre melhores resultados do
gue o projeto LSP,

Para tentar avaliar o grau de suficiéncia destas abordagens, obtemos os gréificos das Figuras 5.7 ¢ 5.8.
Nestas figuras, tragamos ¢ valor real das normas H; ¢ H.. em malha fechada como fungGes do parimetro de
projeto . Observermos que a melhoria de desempenho obtida pelo GSP com relacio ao LSP, jd detectada
em termos do custo garantido (Figura 5.6), estd também presente no comportamento real das normas H; ¢
H.. em questio. Uma caracteristica importante mostrada nesses gréficos € que o controlador GSP consegue
efetivamente atingir o valor 6timo da norma H, (o) para valores pequenos de . Vale a pena lembrar que
o controlador LSP s6 € capaz de se aproximar assintoticamente do valor de ¢;. Este fato torna-se ainda
mais evidente ao olharmos para a norma H.., que, a partir de um certo valor de v, se encontra saturada no
valor 66mo v;. +
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Figura 5.7. Controle misto H,/H..: desempenho H,

Exemplo 5.13 Este exemplo ilustra um projeto com miltiplos objetivos um pouco mais complexo do
que o do Exemplo 5.12. Consideramos um sistema jncerto com representagio de estado

2461 0 1 149,
x(k+1)= I 1/2 0 jx(ky+ 0 u(k)
0 1 =05 G

YO =[0 148 0]

na qual os parimetros d;, { = 1,2,3 representam incertezas variantes no tempo. Obtemos as matrizes
nominais A, B, e C, tornando os pardmetros incertos nulos.

Desejamos obter um controlador estritamente préprio por realimentagfo da saida que garanta robustez
ao sistema em malha fechada com relago a essas incertezas e, a0 mesmo tempo, apresente um bom
desempenho. Trazemos o problema de robustez para o nosso contexto por meio da definicdo de limites
para a norma H.. da matriz de transferéncia entre certas entradas e safdas, especialmente construidas de
modo a colocar em evidéncia os pardmetros J;, i = 1,2, 3. Consideramos o problema de desempenho por
meio da defini¢do de uma matriz de transferéncia cuja norma H deve ser minimizada. Detalhando um
pouco mais 0 que acabamos de explicar, adicionamos ao sistema original as entradas

1 1 0
x(k+1) =Ax(k) +Buu(k)+ | 0 [wi(K)+ | O {wa(k)+ | 1 | wea(k)
0 0 0

y(k) = Cyx(k) +wa (k) + wya(k)
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Figura 5.8: Controle misto H; /H..: desempenho H.,

e as saidas

ak)=[1 0 0 ]x(k)
22(k) = u(k)
zBk)=[0 1 0]xk)

zll) = [ o }

Nosso objetivo pode ser traduzido como a obtengo de um controlador que minimiza ¢, definido como

Nz, Ol < &

em que H.,,z, ({) ¢ a matriz de transferéncia entre a entrada

wa(k) = { z;:gg ]

e a saida z4(k). Ao mesmo tempo, desejamos manter
“HW:‘Zi((:)Hw < Yﬂ i= 1523 3

abaixo de um certo valor v, responsavel pelo controle do nivel de robustez. Nesta formulagdo, estamos
prontos para aplicar o procedimento de projeto GPV. Como no Exemplo 5.12, comegamos resolvendo
este problema com miltiplos objetivos a partir de um valor arbitrariamente grande para y e prosseguimos
minimizando o valor de o & medida em que diminuimos o valor de y. Obtemos assim os graficos das
Figuras 5.9 ¢ 5.10. Representamos os resultados obtidos com o projeto GSP em linha cheia e com o
projeto LSP em linha tracejada.
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Figura 5.9: Controle com muiltiplos objetivos: desempenho H,

Neste exemplo mais complexo, ¢ valor minimo obtido para y pelas duas abordagens nfio coincide.
Como esperado, o projeto GSP produz um valor menor do que o projeto LSP. Nem mesmo o minimo
global para y pode ser facilmente calculado. Denotamos por ug e up 08 valores minimos de y obtidos pelo
controlador GSP e LSP, respectivamente. Os escalares ¥ e Yp denotam os valores reais associados a esses
limites. Os grificos demonstram que os controladores GSP sempre prové melhor desempenho do que os
controladores LSP, tanto para os custos garantidos quanto para os valores reais. Se compararmos estes
graficos com aqueles nas Figuras 5.7 e 5.8, podemos perceber que o desempenho do controlador GSP, no
presente exemplo, € significativamente melhor do que o desempenho do controlador LSP, Atribuimos esta
diferenca, principalmente, a0 maior mimero de restrictes a serem satisfeitas pelo controlador 1inico.

Embora tenhamos dificuldade em obter o minimo global para o valor de 7, podemos calcular, facil-
mente, o controlador Gtimo Ha, que prové os custo Gtimos

O == 23.8 ¥ 1= 14.7

E de se esperar que, 3 medida em que o valor de y aumenta, nos aproximemos cada vez mais destes
valores ¢timos. Mais uma vez, isto € exatamente o que ocorre para o controlador GSP. Acreditamos
que nenhum método com complexidade computacional semelhante disponivel hoje em dia seja capaz de
prover controladores de ordem fixa com tal comportamento. )

5.7 Controle com alocacdo de atuadores e sensores

No projeto de sistemas de controle, freqlientemente nos deparamos com a necessidade de selecionar
ou simplesmente posicionar um conjunto de sensores ou atuadores. Em certas situag@es, uma boa escolha
das linhas de atuacio e medigdo temn mais impacto no projeto final do que a propria escolha da lei de
controle; devemos estar cientes de como esta escolha afeta os limites de desempenho de um sistema a
ser confrolado. Neste sentido, ressaltamos a dependéncia das propriedades de controlabilidade e observa-
bilidade em funcio dos sensores e atuadores de um sistema. Nosso interesse é desenvolver métodos de
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Figura 5.10: Controle com miiltiplos objetivos: desempenho H..

projeto de controladores capazes de levar em conta a alocac@io dos sensores e dos atuadores.

Na literatura, encontramos dois tipos de abordagem para este problema. A primeira, que denominamos
abordagem em malha aberta, divide 0 problema em duas etapas: a alocagio dos sensores e atuadores para
o sistema em malha aberta, seguida do projeto da lei de controle pelas técnicas usuais. O projeto de
alocacio visa “aumentar as chances de obtengfio de uma boa lei de controle”, como em [81, 100, 121]. A
segunda, que denominamos abordagem em malha fechada, efetua simultaneamente a alocagio e o projeto
da lei de controle, como em [52, 122, 97].

A principal vantagem da abordagem em malha aberta € que podemos isolar o problema de alocacdo
do problema de projeto do controlador. Infelizmente, pela natureza disjunta do procedimento, nio temos
como garantir formalmente que a alocagdo feita em malha aberta efetivamente contribua para um bom
desempenho em malha fechada. J4 na abordagem em malha fechada, o desempenho do sistema torna-
se fungdo das varidveis de posicionamento e selecdo, 0 que garante a obtencgfio da melhor configuracio
possivel, Diversos autores desenvolveram métodos sub-6timos ou baseados em procedimentos heuristicos
para tratar este problema {122, 97]. No caso particular do controle por realimenta¢io do estado, encon-
tramos wma referéncia que propde um método capaz de calcular a solugao Gtima global de um problema
do tipo linear-quadrético [52]. Mostraremos, mais adiante, que somos capazes reproduzir este resultado
utilizando as desigualdades matriciais lineares. Mostraremos ainda que € possivel generalizar estes resul-
tados no contexto da otimizacdo em norma H, para diversos problemas por realimentaciio da saida. Estes
resultados estdo parcialmente contidos nos artigos [29, 311

5.7.1 Modelo matematico

O modelo matemético por n6s adotado para realizar a andlise de problemas de alocag@o de sensores,
baseia-se na seguinte estrutura no espaco de estado

%= Ax+B,(A\)u (5.170)
y=Gyx (5.171)
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em que x € R* € o vetor de estado, u € R™ ¢ a entrada de controle ¢ y € R? & a safda medida. Neste
modelo, as matrizes de entrada e saida dependem do vetor de varifveis Iégicas A € BY e Y& BY da
seguinte maneira

BM{K} = [B.ul?\ul o Bydg - BuNBKNB] Cy(’}f)’ = [C;,i’ﬁ C;j']’j C;,NC’YNC} (5.172)

Ao dizer que A e y s8o varidveis 16gicas, queremos indicar que seus componentes pertencem ao conjunto
discreto B = {0,1}. Assim, consideramos um modelo de selecdo de sensores e atuadores, uma vez que
toda a informagio provida pelas varidveis 16gicas refere-se A presenca ou ndio de determinado sensor
ou atnador. Nao obstante, este modelo ¢ flexivel o bastante para que possamos tratar diversos outros
problemas, incluindo-se af problemas de posicionamento, Para esclarecermos melhor coimo isto pode ser
feito, imaginemos que um determinado atuador deva ser alocado em um determinado ndmero finito de
posicdes, descritos por uma familia de matrizes de entrada B, € . Pela natureza discreta do conjunto B
podemos lidar com este problema por meio do modelo (5.170-3.171) agrupando todas as, digamos, Np
matrizes pertencentes ao conjunto B como colunas da matriz B, (A}, em (5.172), e definindo a restricfio
linear adicional sobre A

Ng
Sh=1 (5.173)
i=1

Desta maneira, modelamos o problema de posicionamento de um atuador em um conjunto discreto B
como um problema de selegio de no mdximo um atuador do conjunto B. Este modelo é capaz de lidar
com alocagio em conjuntos continuos desde que as matrizes B(A) e C(y) sejam definidas de acordo com
discretizagGes adequadas dos conjuntos originalmente continuos.

Com um pouco de criatividade, e mediante a introducio de restrigGes lineares adicionais sobre as va-
ridveis de selegio, podemos formular problemas variados. Fica a cargo do projetista formular de maneira
adequada estas restricOes adicionais que, em Gltima andlise, sdo as responsédveis por “moldar” o proble-
ma de selecdo as necessidades de projeto. Esta dependéncia do problema com relagfic i presenca das
restrigdes pode ser entendida a partir da seguinte observagio: quanto maior o nimero de sensores e atua-
dores disponiveis, maiores as chances de se obter um bom desempenho. Assim, na auséncia de restrigtes
sobre as varidveis 16gicas, podemos afirmar que a solugdo de problemas de otimizagdo de desempenho
busca sempre envolver fodes os sensores ¢ atuadores disponiveis.

Nas préximas secGes, consideramos que as restrigtes adicionais sobre as varidveis de otimizag#o estiio
agrupadas em trés conjuntos. Os dois primeiros sdo

A ={A:2eB% Nz} (5.174)
' ={y:yeB¥%n:} (5.175)

em que Z e & sho politopos convexos. O terceiro e iltimo conjunto é definido em fungdo do politopo
convexo £ como

A={A7) : Ay Q) (5.176)

e agrupa todas as restricGes que envolvem as varidveis A e Y simultaneamente. Um importante tipo de
restri¢do que envolve simultaneamente os vetores A e y e que aparece fregilentemente no proieto de estru-
turas flexiveis [23] €

Mi=v; (j) el (5.177)

Esta restricio assegura que os atuadores e sensores do conjunto I devem ser selecionados em pares.
Este tipo de posicionamento de sensores e atuadores ¢ freqiientemente chamado pelo nome em inglés de
estratégia de posicionamento do tipo collocated.
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5.7.2 Selecao de sensores e atuadores em malha aberta

Nesta se¢do, mostraremos como o modelo com varidveis l6gicas recém-definido pode ser utilizado
para selec@o de sensores e atnadores em malha aberta. Desejamos obter uma formulag@o capaz de con-
templar 0s seguintes problemas:

e Maximizagdo de uma medida da rransmissdo da entrada de controle u para a saida y [81].
¢ Minimiza¢ao de uma medida estatistica do ruido introduzido pelos sensores e atuadores [121].

No primeiro tipo de procedimento, tentamos obter um sistema em matha aberta que maximize, por exemn-
plo, a energia do sinal de saida em resposta ao sinal de entrada. Desta forma, acredita-se que possamos
projetar um controlador a posteriori associado a um pequeno esforco de controle (veja [81]). No segundo,
tentamos obter um sistema em malha aberta cujos sensores e atuadores provejam a melhor qualidade®
possivel de transferéncia do sinal da entrada u para a saida y. Em nenhum dos casos podemos afirmar que
esta selecdo imponha ao desempenho em malha fechada algum grau de otimalidade.

Exploraremos o fato de que esses dois tipos de problema podem ser definidos como problemas de
otimizacdo da norma A, da matriz de transfer@ncia entre » e y (veja [81, 121]). Trataremos diversas
situacBes particulares distintamente, sempre procurando expressar o cdlculo da norma H, em funcio das
varidveis 16gicas. Iniciemos pelo problema de selecio de atuadores.

Teorema 5.20 Se a matriz C, se encontra fixa, definindo-se os escalares

g =1 ((Bu)iPo(Bu)i) (5.178)
em que P, = P, > 0 é a solugdo tinica da equacdo de Lyapunov

AP+ PA+CC =0 (5.179)

anorma H, da mairiz de transferéncia H,y(s) pode ser calculada como

Np
|y (15 = D Migs (5.180)

e}
Prova: Provamos este teorema escrevendo a norma H; de H,y(s) na forma

n

1 Huy ()11 = tr (BOV'P.B(A)) = Y, g

i=1
Obtemos a expressio (5.180) lembrando que A € um vetor de varidveis légicas, o que implica 7\.% =A. M

Desta forma, problemas de otimiza¢do em norma H, podem ser formulados como problemas de
programacio linear mista, bastando para tal agregar as restricGes representadas pelo conjunto A. A solugfio
6tima global destes problemas pode ser obtida mediante o uso de algoritmos tradicionais de programagdo
inteira mista [102] ou pelo Algoritmo B.1, descrito no Apéndice B. A formulagio dual permite lidar com
problemas de sele¢io de sensores. A prova € semelhante & prova do Teorema 5.20 e nfio serd apresentada.

¥Fm termos da relagio sinal/ruido.
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Teorema 5.21 Se amatriz B, se encontra fixa, definindo-se os escalares

ri :=tr((Cy)ch(Cy)§) (5.181)
em que P, = P[> 0 ¢ a solugdo iinica da equacdo de Lyapunov

AP.+P.A +B,B, =0 (5.182)

a norma Hy da matriz de transferéncia H,y(s) pode ser calculada como

Ne
| Hey ()15 = 3 vers (5.183)
24

A simplicidade destes teoremas ndo permanece no caso em que devemos selecionar simultaneamente
atuadores e sensores. Como atesta 0 préximo teorema, nem mesmo a linearidade presente no célculo do
custo € preservada.

Teorema 5.22 Definindo-se os escalares

qrij =t (Bu)i(Ps b-( «)i) (5.184)
rgi,j =1 ((G));(Pe)i(Gy))) (5.185)
em que (F.)i = (F.); > 0e (P,); (Po); > 0sdo as solucdo das equagdio de Lyapunov
APi+(PYA + (BB, =0, i=1,... ,Ng (5.186)
A'(P)j+ (Po) A+ (C)Y(Cy); =0, j=1,...,Nc (5.187)
a norma Hy da mairiz de transferéncia H, (s} pode ser calculada como
Ny Nc¢
1Hy$)E =33 Avjarij (5.188)
=1 jm=1
ou
[|Hy(s) 2 = z Z?L;yjrq;,_, (5.189)

=] j=1

Prova: Provamos este teorema decompondo a matriz P, na forma

Ne
Fo= Z'Yj(PO)J

i=1
¢ calculando a norma H> de Hy,y(s) por meio da relagdo

Ng Ne
1wz (F = (BuAY PoBu(W)) = 3 3 Meyytr ((BWY(Po)1(Bu)i)

== j=1

associada as solugOes das equacgGes de Lyapunov

0 =A'Po + PA+Cy(y)'Cyly)

- 2171 (A’(PO)J ( ) A';"(Cy)! (Cy) )
].m
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A prova da relacio dual (5.189) € semelhante e no serd apresentada. ]

Nesta formulagio, o custo Hj revela-se uma funco quadritica e n3o convexa. Logo, as solucdes
dos probiemas de otimizacio da norma H; associados tornam-se inacessiveis ao Algoritmo B.1 ou aos
métodos de programacio mista descritos em [102]. Em alguns casos, podemos obter solucdes sub-Gtimas
utilizando um procedimento similar ao Algoritmo 5.3, a ser descrito em detalhes na Seciio 5.4.

Como o maior interesse deste trabalho € o desenvolvimento de ferramentas de projeto de controlado-
res, encerraremos por aqui esta discussio e passaremos, 10go, aos problemas de selecdo matha fechada.
Enfatizamos, mais uma vez, que uma das razdes pelas quais daremos maior atengio aos problemas em
malha fechada € que, embora os problemas em matha aberta possam ser vteis no projeto estrutural de di-
versos sistemas de controle, seu emprego como passo preliminar do projeto de controladores é discutivel.
A principal razio para isto € que nio € possivel garantir que o desempenho em malha fechada de sistemas
projetados em dois passos apresente algum tipo de otimalidade. Apesar do argumento formal estabelecido
em [81], dificilmente a selecdo em malha aberta conseguird prever a melhor selecdo possivel em malha
fechada. Este fato serd ilustrado pelos Exemplos 5.14, 5.15 e 5.16, apresentados nas secdes seguintes.

5.7.3 Selecao de sensores e atuadores em malha fechada: realimentacéo do estado

Ao lidarmos com o projeto em malha fechada, nosso interesse € obter controladores que minimizem
a norma H; de uma certa matriz de transferéncia associada a uma representacao de estado cujas matrizes
da entrada do controle e da saida medida sejam modeladas como em (5.172). Antes de discutirmos as
formulages destes problemas, facamos uma uma observagio importante. Se tivéssemos acesso a um
ordculo capaz de nos indicar os valores de A e y associados ao custo Hy minimo, entio o problema de
obtengdo dos controladores 6timos se reduziria a um problema usual de otimizacdo em norma H;, bastando
configurar adequadamente as matrizes de entrada e saida com os valores Gtimos de A ¢ y. Este fato faz
COm que possamos concentrar o nosso estido nas classes de controladores 6timos j4 tratadas no Capitulo 4,
quais sejam, a realimentagio linear do estado e a realimentacio da saida com controladores lineares de
ordem completa (veja Capitulo 4 e {21, 5]). Trataremos nesta se¢io do problema de realimentagio do
estado. O problema de realimentacdo da saida serd abordado na préxima secgio.

Desejamos obter controladores por realimentacdo do estado (4.4) que minimizem a norma H; da
matriz de transferéncia entre w e z, definida para o sistema linear continuo (4.2-4.3) cuja matriz de entrada
do controle &€ B, = B,(A), definida em (5.172). Consideramos ainda as seguintes hip6teses adicionais

CDy=0 DDy >0 Dpp=10 (5.190)

em que o produto Dy, Dy, tem a estrutura bloco-diagonal

D}uDou = diag ((DuDas)y s+ (PiuDe) -+ (D), (5.191)

cujas dimensGes dos blocos estio de acordo com as dimensOes dos blocos da matriz B,(A). Essas
hipéteses, embora um pouco restritivas, sfo fundamentais para a obtencio dos resultados que apresen-
taremos. Notemos que, no presente €aso, até mesmos a hipétese de ortogonatidade (5.190), que é comu-
mente invocada como ndo sendo restritiva em diversos contextos [5], nfio pode ser admitida sem perda
de generalidade. Se quiséssemos transformar wm sistema nio ortogonal num sistema equivalente, porém
ortogonal, seriamos obrigados a considerar as matrizes A, C; e D,, como dependentes da varidvel A, o
que destruiria as propriedades fundamentais sobre as quais se baseiam nossos resultados, Devemos ainda
tecer um ligeiro comentirio sobre a hipGtese (5.191). Embora 2 primeira vista possamos consideri-la
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extremamente forte ¢ restritiva, notemos que a sua fungfio é muito natural no contexto de otimizacio H.
Para tal atentemos para a expansio da fun¢do de custo

)3 = [ 20V z(0ar

- /0 " [ CLCx(8) + (e DDt (1] i

oo NB
- /O (1) ClCx(r)dr + Y,

i=]

A ") (DDs), (1) (5.192)

Parece claro que a missdo da hipétese (5.191) é decompor o custo A, em somas que dependam indjvi-
dualmente das entradas u;. Desta forma, o custo torna-se aditivo com relagdo aos canais de atuacio u;,
portanto, com relacio as varidveis l6gicas A. Esta hipStese & natural, uma vez que a decis@o de excluir
ou ndo um atuador, geralmente, nio deve afetar a contribuicio dos demais atuadores para o custo. Neste
sentido, esta hipGtese comresponde 4 ortogonalidade em termos dos canais de atuagdo. Um detalhe im-
portante ¢ que, embora a matriz D,, também dependa da varidvel A, nfio denotaremos explicitamente este
fato. Conforme ficard claro mais adiante, toda a informacfo sobre a selecio dos atuadores no proble-
ma de otimizagio H, pode ficar concentrada na matriz B,. O resultado fundamental para o projeto de
controladores por realimentacdo do estado estd contido no préximo teorema,

Teorema 5.23 Definindo-se as matrizes
Qi = 0} = (Bu)i( Dy Duu); (Bu)} (5.193)

e as as desigualdades matriciais nas varidveis X = X' ¢ R™" ¢ W ¢ RT!

X B,
[(*), W}>o (5.194)
AX + XA -3 2,0, XC.
[ ) 1 WI] <0 (5.195)

o ganho de realimentagdo do estado (4.4) que minimiza a norma Hy da marriz de transferéncia H,.(s) ¢
dado por (4.13) juntamente com

L= —(DyDz) ' By(A) (5.196)
calculados na solugdo 6tima do problema de otimizacdo semi-definida mista

. . .
i He(s) [ = min {ir (W) : (5.194-5.195)) (5.197)

Prova: A prova deste teorema é uma aplicagio da condigfio necessdria de otimalidade (4.239) para o
problema (4.20) (veja Se¢o 4.3.3). Segundo (4.239) e as hip6teses (5.190), a solugio 6tima deve obedecer
(Bu(AY + D, Dpul) @ =0 (5.198)

Conforme discutido na Seg#o 4.3.3, podemos considerar @ > 0 para todo valor de A factivel. Assim, obte-
mos a expressdo para o ganho (5.196) que, substituido no complemento de Schur da desigualdade (4.14),
proveé

AX + XA — B,(A)B.(A) +XCICX <0
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Finalmente, aplicando o complemento de Schur a esta desigualdade, desta vez no sentido inverso, e utili-
zando a definic8o das matrizes O; em (5.193) obtemos (5.195). [

A parametrizacio desenvolvida neste teorema nfio contém todos 0s controladores estabilizantes; ape-
nas aqueles mapeados pelo ganho (5.196). Porém, sem esta reducio de escopo, ndo seriamos capazes de
explicitar os componentes do vetor A de forma linear. Uma caracteristica da familia dos ganhos (5.196)
é que, apesar de nio havermos considerado a matriz D,, dependente de A, a hip6tese (5.191) assegura a
obtengio de uma realimentacfio de estado com as caracteristicas desejadas. A enirada de conirole u; &
identicamente nula toda vez que o valor de A; comrespondente for nulo. Notemos que isto € decorréneia
da estrutura bloco-diagonal da matriz D}, D,,. Por esta razfo, e para simplificar a notagfo, néo denotamos
explicitamente a dependéncia da matriz D,, com relagfo a A. Devemos também notar que as matrizes
0;,i=1,... Np, definidas em (5.193), provém diretamente da estrutura definida em (5.172). Perceba-
mos que a independéncia das entradas revelada na expressdo do custo (5.192) estd também presente na
desigualdade (5.195) por intermédio do somatdrio dos termos em ;.

Antes de prosseguirmos para 0s resultados em controle por realimentacio da saida, estabelecamos
a relacio existente entre o resultado do Teorema 5.23 e a solu¢do equivalente fornecida no artigo [52].
A vantagem desta nossa nova abordagem € que a estrutura de alocagao fica incorporada a desigualdades
matriciais ¢ ndo mais A solucdes de equaces de Riccati. Isto significa que, apesar de ndo conseguirmos
parametrizar todos 0s controladores por realimentagfo do estado, ainda temos alguns graus de liberdade
que podem vir a ser explorados. Além disto, as nossas provas sdo praticamente imediatas, enquanto no
artigo [32] € necessdrio recorrer a complicadas manipulacOes das matrizes Hamiltoneanas. Uma outra
vantagem € que a apresentacfo dos resultados em [52] ¢ orientada de modo a fornecer um método de
solugio por meio de um algoritmo de decomposi¢do do tipo Benders. Formulando o problema como
um problema de otimizacdo semi-definida mista, abrimos a possibilidade de explorar diversos métodos
sub-6timos ou heuristicos que nfo s&o acessiveis!® i rigida formulacdo de [52] (veja Apéndice B).

5.7.4 Selecao de sensores e atuadores em malha fechada: realimentacao da saida

Passemos agora ao projeto de controladores por realimentacfo da saida (4.140-4.141). Pelas razbes
jé discutidas, nos concentraremos no projeto de controiadores lineares de ordem completa e estritamen-
te préprios. Desejamos minimizar a norma H; da matriz de transferéncia de H,(s) do sistema linear
continuo (4.137-4.139) no qual as matrizes B, = B,(A) e C, = C,(y) sfio definidas como em (5.172).
Assim, como na Sec¢fo 5.7.3, impomos, além de (5.190--5.191), as hip6teses de ortogonalidade

BWD;,W =) DDy, >0 (5.199)

e a estrutwra bloco-diagonal sobre o produto

DD}, = disg ( (DowDlp )7+ (DyuDis) 1+ DowDi )y, ) (5.200)

cujas dimensdes dos blocos estio de acordo com as dimensdes dos blocos da matriz Cy(7y). Essas hipGteses
possuem papel andlogo ao desempenhado pelas hipéteses do problema de controle por realimentagao do
estado. Mais uma vez ndo denotaremos a dependéncia da matriz Dy, em fungio de A nem mesmo de D,
em funcdo de vy,

A fim de simplificar a apresentagdo, limitar-nos-emos & escolha particular das matrizes U e V feita
em (4.230). Esta escolha estd associada a propriedades de separacfo. Conforme discutido na Sec@o 4.3.3

10pelo menos nio sem passar por uma reformulagSo.
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calculamos o controlador H; 6timo por meio das relagdes

Be:=(X"1-¥)"'F C, = LX"1 A = A—B.Cy(y) + Bu(M)C, (5.201)

Ao contrério do que ocorre no problema de realimentagfo do estado, ndio conseguimos formular o pro-
blema de selegdo de atuadores e sensores por realimentaco da safida como um problema de otimizagio
semi-definida mista. A estratégia por nds escolhida € a de analisar todos as possiveis hip6teses simplifi-
cadoras que levem a problemas desta natureza. Tratemos do primeiro caso: a matriz C, se encontra fixa e
hé selecdo apenas de atuadores.

Teorema 5.24 Se a matriz Cy encontra-se fixa, definindo-se as desigualdades matriciais nas varidveis
X=Xl ERﬁXﬁ’ Y=Yf QRLXTL’ FERHXP eWeRTXT

W B, BY-+DF

Y X 1 >0 (5.202)
=" &) Y
AX+XA' -¥% 00, XC!
[ ny | <o (5.203)
A'Y +CF' +YA+FC, C
[ n <0 (5.204)

o comtrolador estritamente proprio (4.140—4.141) que minimiza a norma Ha da matriz de transferéncia
H,.{s) ¢ dado por (5.201) juntamente com

L=—(D,,Du)"'B,(\) (5.205)
calculados na solugdo otima do problema de otimizagdo semi-definida mista

: 2 s . _
Wy %inz(S)”:J_'*?élE{tf (W) : (5.202-5.204)} (5.206)

Prova: A prova deste teorema € semelhante 2 prova do Teorema 5.23. As desigualdades apresentadas
$d0 obtidas a partir da eliminag&o da matriz L das desigualdades (4.209-4.213) por meijo da condicio de
otimalidade (5.198). -

Uma observagdo interessante sobre este teorema é que, na forma como apresentado, podemos descon-
siderar as hipdtese adicionais (5.199-5.200). Alterando a escolha das matrizes do controlador para

B.:=YIF C.=L(¥'-x)" Aci=A—B.L,(Y) + Bu(MC. (5.207)
obtemos o seguinte teorema, aplicdvel a problemas com selecio apenas de sensores, isto &, problemas cuja

matriz B, encontra-se fixa. A prova deste teorema pode ser obtida por procedimentos duais 4 da prova do
Teorema 5.23 e ndo serd apresentada.

Teorema 5.25 Se a matriz B, encontra-se fixa, definindo-se as matrizes

R; =R = (G){(DywD;, )7HCY); (5.208)
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e as desigualdades matriciais nas varidveis ¥V = Y' e R¥>* X = X' e R™*, Le R*™? e W ¢ R?*¢

W CX+Dul C]
(%)’ X I|>0 (5.209)
(*) (%)’ Y
!
A'Y +YA— ;_I%R YB.] _, (5.210)
(*) -1
AX +B,L+XA'+L'B, B,
[ * (“i}),m""“ 5. }il]<0 5.211)

o controlador estritamente proprio (4.140—4.141) que minimiza a norma H, da matriz de transferéncia
Hy.(s) é dado por (5.207) juntamente com

F = ~Cy(y) (DywDlp,) ™ (5.212)
calculados na solugdo 6tima do problema de otimizagdo semi-definida mista

min i}Hﬁ,z(s)H%:l;lEi%L{tr(W) : (5.209-5.211)} (5.213)

el K.e%;
Prova: Este teorema decorre da eliminagio da mafriz F a partir da formulac¢io dual a (4.209-4.213)

[AX +B,L+XA' +L'B, Bw]
) <0

(x) -1

AY+CF' +YA+FC, YBy+FDy, <0
(+) -1

W CX+Dul C

(*) X 1|>0

&) ()’ Y

(W) <y

Considerando as hip6teses adicionais de ortogonalidade (5.199), a eliminacgfo da matriz F por intermédio
da condicdo de otimalidade

C)’, +F Dwa;w =0 (5.214)
fornece (5.209-5.212). =

Novamente, a efetiva selecio dos sensores provém da estrutura bloco-diagonal definida em (5.200) e
o ganho (5.212) € capaz de descrever todas as possibilidades de sele¢io a partir da matriz Cy(y). Na forma
como este teorema foi formulado, sempre que a matriz B, for fixa, as hip6teses adicionais (5.190-5.191)
podem ser desconsideradas sem prejuizo dos resultados.

Podemos simplificar a determinagio da solugdo 6tima dualizando parciaimente os problemas de oti-
mizagio obtidos. Neste caso, devemos seguir a linha de discussfio da Secdo 4.3.3 considerando simulta-
neamente as condi¢fes (5.190-5.191) e (5.199-5.200). Obtemos o seguinte corolério.
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Corolario 5.26 Se a martriz C, encontra-se fixa, definindo-se as desigualdades matriciais nas varidveis
X =Xa’ 6 Rnxn eW e RJ’XI’

W B,

{{*), X]>0 (5.215)
AX +XA' - 0,0, XC!
[ y 1 _IZ} <0 (5.216)

o controlador estritamente préprio (4.140—4.141) que minimiza a norma Hy da matriz de transferéncia
H,. (s} é dado por {5.201) juntamente com

L=~(D.L,Du) B, (.Y (5.217)
F = —C{Dy,D}, )~ (5.218)
eY =P 14+ X7, emque P> 0 ¢ a solucdo da equagdo de Riccati
AP+ PA'— PCy(Dy, D, ) 'C,P 4+ BBl = 0 (5.219)
calculados na solugdo dtima do problema de otimizagdo semi-definida mista

o=min{tr (W) : (5.215-5.216)} (5.220)

O valor do custo Hy dtimo pode ser calculado substituindo-se os valores das varidveis associadas &
solugdio 6tima do problema (5.220) na expressdo

mi H, 2 =q+tr (D LX  PXLD! 5.221
AeA,KCI:;FQ” ez (8)]13 ( 2u zu) ( )

Prova: A prova deste coroldrio € fruto da andlise apresentada na Secfio 4.3.3 com relagdo ao problema
de controle baseado nas desigualdades (4.232-4.236). De fato, se definimos

Zww Y X1

obtemos a equagdo de Riccati (5.219), a qual corresponde a (4.253) segundo as hipGteses (5.199). Obte-
mos o expressdo do custo em (5.221) a partir de (4.236), que prové

1B ()3 = tr (Wy) + tr (Wy)
= 0+t (CxPCx)
=0+t (DulX ' PX-1UDL)
conforme a fatoragfo definida em (4.257). n

Este coroldrio € uma simplificacio do Teorema 5.24, que teve as varidveis ¥ e F calculadas por meio
da solucdo da equagdo de Riccati (5.219). Por dualidade obtemos o préximo coroldrio, correspondente ao
Teorema 5.25.

Corolario 5.27 Se a matriz B, encontra-se fixa, definindo-se as desigualdades matriciais nas varidveis
Y=Y g RP*" e W g BRI

A

N,
{A;Y+YA~Zjiiiji YBW} <0

] >0 (5.222)

oy O (5.223)
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o controlador estritamente préprio (4.140-4.141) que minimiza a norma H, da matriz de transferéncia
H,{s) é dado por (5.207) juntamente com

L= —(D,D,)"B, (5.224)
F = —Cy(f) (DywDip,) ™ (5.225)
eX =Pl 4+Y" emque P> 0éasolucdo da equagdo de Riccati
A'P+PA — PB(D,Dyu) 'BlP+C.Cl =0 (5.226)
calculados na solugdo dtima do problema de otimizacdo semi-definida mista

o= min {tr (W) : (5:222-5.223)} (5.227)

O valor do custo Hy 6timo pode ser calculado substituindo-se os valores das varidveis associadas a
solugdo 6tima do problema (5.227) na expressio

min  ||Hy {s)|Z =8+t (D FyY lpy-1FD 5.228
yer,fcem” we(S)HI5 =B+t (D, ) (5.228)

Prova: A prova deste coroldrio € dual & prova do Coroldrio 5.26. O tnico detalhe que gostariamos de
ressaltar € que o custo (5.228) provém da fatoracao da matriz

ByBy =AY !4 Y A"+ BB,
=Y7'FD,, D, FY!
>0
obtida a partir da condi¢do de otimalidade (veja (5.214))
A'Y +YA+YB,B,Y = FD,,D| F'

¢ que completa a prova, [ ]

Estes resultados nos permitem formular um procedimento de selecfo simultinea de atuadores e sen-
sores para um caso particular, porém importante. Se ndo houver restricGes que envolvam a selecio de
atuadores e controladores simultaneamente, isto ¢, se nfo houver necessidade de considerar o conjunto
A, definido em (5.176), podemos idealizar um procedimento de projeto semelhante ao Algoritmo 5.2. Is-
to €, dada uma configura¢io inicial para os sensores, resolve-se o problema de projeto com selegio dos
atuadores. Fixamos entdo a posi¢fio dos atuadores e resolvemos o problema de projeto dos sensores.

Algoritmo 5.3
1. Paravy €T, fixar
Core =G} (5.229)
¢ resolver o problema de otimizacdo convexa

o :=min{y : (5.215-5.216)} (5.230)
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2. Paralq € A, fixar
By = B, (A) (5.231)
e resolver o problema de otimizagdo convexa

Br = min{y : (5.222-5.223)} (5.232)

3. Parar se g — Br <& emque € >0 é um paradmetro que controla precisiio requerida. Caso contrdrio,
incrementar o contador k < k-1 e voltar ao passo niimero 1.

Em alguns casos, este tipo de algoritmo poderd também ser utilizado para o projeto de controladores
cujos problemas de sele¢do envolvam o conjunto A. Em geral, se o conjunto A contiver algum tipo de
contagem do nimero de atuadores e sensores, este procedimento deve ser usado com cautela. Por exemplo,
se houver uma restri¢do como (5.177), fica claro que a selegio dos sensores ¢ atuadores que inicialmente
satisfazem esta restri¢o nunca se alterard. Um outro exemplo € o caso em que a soma do mimero de
sensores e atuadores a serem selecionados deve ser menor do que uma certa quantidade. Como o problema
de controle usard todos 0s atuadores ou sensores disponiveis para obter o menor custo, nunca se alterara a
relac@o entre o niimero de sensores ¢ atuadores atribufda inicialmente.

Como no Algoritmo 5.2 formulamos, sem maiores dificuldades, o seguinte corolario.

Corolario 5.28 A segiiéncia gerada pelo Algoritmo 5.3 tem a seguinte propriedade
Brri S oy <P <oy (5.233)
Sendo o custo garantido H, limitado inferiormente, este algoritmo converge para um ponto estaciondrio.

Uma alternativa que prové controladores com desempenho sub~6timo pode ser obtida por intermédio
das propriedades de separagfo. Se repararmos bem na estrutura dos Corolérios 5.26 e 5.27, notaremos
que a estrutura das restrighes se encontra praticamente “separdvel”. Por exemplo, no coroldrio 5.26, a
equagdo de Riccati (5.219) possui todos os requisitos necessérios para a utilizagio da estrutura de selecdo
de sensores (5.208). Um procedimento prético pode ser obtido a partir do préximo teorema.

Teorema 5.29 Definindo-se as desigualdades

Wx By
{(*), X} >0 (5.234)
AX +XA' -3 20, xC
[ ) 1 —f} <0 (5.235)
€
Wr Cx
[ &y 7 ] >0 (5.236)
A'Y + YA~ T viR; YBW]
[ o <o (5.237)
e as igualdades
By =Y7'C,(4) (DywDhy) " Dy (5.238)

Cx = Dy (DluDy) " By (1) X~ (5.239)
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um controlador estritamente proprio (4.140—4.141) que minimiza a norma H, da matriz de transferéncia
H,,(s) é dado por

B. =Y"IF C.i=1x"1 A= A—BL,(Y) + B, (AC. (5.240)

em que
L= —(DyDy) ' Bu(A) (5.241)
F = —G{) (DyDy,) ! (5.242)

e as matrizes X e R¥7, Y =Y € R, Wy € R™" e Wy € RI*? 50 as solugbes de um dos problemas de
otimizacdo

min  [|He(s)| = i
(AeAyeD}eA, {(AeAyelleA

R.eXx;

{tr (W) +1r (Wy) : (5.234-5.237), (5.239), By = B,,} (5.243)

ou

min BB = min  {tr(Wy)+tr(Wy) : (5.234-5.237), (5.238), Cy =C,} (5.244)
(AeAyel)ea, (AeAyel)eA

K.eX,

Prova: Este teorema € decorréncia direta do processo de dualizagfo parcial discutido na Se¢io 4.3.3. Se
tomamos, por exemplo, Z ;=Y podemos verificar que as desigualdades (5.234-5.237) do problema (5.243)
sdo exatamente (4.232-4.236). A otimalidade provém da manutencdo do acoplamento (5.239) via matriz
Cx. Notemos que este acoplamento € nio linear. O problema (5.244) € obtido por dualidade. m

Conforme discutido na Seg¢do 4.3.3, num problema H, convencional, sem a selecdo de sensores ¢
atuadores, as solughes estabilizantes das equacdes de Riccati associadas as desigualdades (5.235) e (5.237)
sdo Unicas, e o controlador 6timo (porém nio o custo Hy 6timo) pode ser obtido substituindo-se 0s termos
ndo lineares (5.238--5.239) pelas matrizes B,, e C;. Este resultado estd no Lema 4.21. Para problemas H»
com selegdo de sensores e atuadores, cada par de valores de (A,7) factiveis define soluces estabilizantes
para equacOes de Riccati e os termos nfo lineares (5.238-5.239) devem ser, obrigatoriamente, levados
em consideragdo na hora calcular o controlador associado ao custo 6timo. No entanto, o fato ao qual
devemos prestar atengio € que, embora possamos deixar de atingir o custo H 6timo global, nada se perde
em termos do dominio de factibilidade se simplesmente desprezarmos esse acoplamento ndo linear. Este
procedimento sub-6timo, contido no préximo coroldrio, pode ser identificado como um anélogo do projeto
pOT separagao.

Corolario 5.30 Um controlador estritamente préprio (4.140-4.141) sub-6timo com relagdo ao minimo
valor da norma H, da matriz de transferéncia H,,(s) é dado por (5.240-5.242) em que as matrizes
XeR™, V=Y c R Wy € R*" e Wy € R¥™! sdo as solugdes do problema de otimizagdo semi-
definida mista

ackin {tr (Wy) +tr (Wy) : (5.234-5.237), By = By, Cx =C,} (5.245)

A principal vantagem do uso deste coroldrio € que podemos tratar simultaneamente restri¢des nos con-
juntos A, I'e A. Apesar da perda da otimalidade global, o resultado obtido €, segundo a nossa experiéncia,
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satisfatorio. Percebamos que as restrigdes (5.234-5.235) com By = B,, sdo exatamente as restri¢gSes do
problema de realimentacao do estado dadas no Teorema 5.23. Por outro lado, as restri¢Ges (5.236--5.237)
com Cx = (; s&o nada mais do que as restrigGes do problema de estimacdo do estado {(veja Secdo 4.3.3).
Por esta razdo, ao invocarmos o problema (3.245) estamos apenas resolvendo o problema de selecdo de
atuadores e sensores num contexto de separacio. E interessante percebermos que este procedimento é
de fato separdvel, isto ¢, pode ser divido nas etapas de realimentaciio do estado mais estimacao do esta-
do, caso ndo tenhamos que considerar o conjunto de restricdes cruzadas A, O exemplo numeérico, a ser
apresentado em seguida, prové mais informacdes a este respeito.

Exemplo 5.14 Os dados deste exemplo foram obtidos em [100]. Este exemplo foi também objeto de
investigacdo dos artigos [81, 52, 29, 31] O nosso objetivo & analisar diversas estratégias de controle de
um satélite geo-estaciondrio em Orbita circular envolvendo o posicionamento de atuadores € a selecio
de sensofes. Se supuUsermos que o controle da inclinag@o (do inglés pitch) é independente do controle
da guinada (do inglés roll-yaw) obtemos as matrizes referentes is equacdes linearizadas da dindmica da
guinada [100]

0 (1+k) &k O %100313

_ | —(~k&) 0 0 —dk _ | #eosa
A= 1 o o0 o Bu= &7,
0 1 0 0 0

em que x ¢ x; s80, respectivamente, as velocidades angulares da guinada e rolamento e x3 e X4 SA0 03
angulos de guinada e rolamento,

e Iy, I, e I, sdo constantes associadas aos momentos de inércia nas trés direcdes. Como em [81, 100]
consideramos que as razies entre estas constantes sio

L 7 L

L, 6 I
0 que produz um modelo de satélite estivel. Embora estavel, o satélite associado a estas constantes nio &
assinfoticamente estdvel, apresentado alguns pélos sobre 0 eixo imagindrio.
Devemos escolher qual a diregio mais adequada para a colocagio dos atuadores, que sdo jatos. Esta
dependéncia da posi¢do estd representada na matriz B, por intermédio dos angulos o e que, devido 3s
dimensGes geométricas do satélite, devem obedecer

cos® o+ cos?B=1

Para gerar uma matriz B,(A) nos moldes de (5.172) nds tomamos 91 pontos ignalmente distribuidos no
conjunto ¢ € [0,7/2]. Para que posicionemos apenas um jato incluimos a restri¢éio linear sobre A

91
PNIES!

i=1

O problema a ser inicialmente resolvido € o de selecionar o e, conseqiientemente, f§ que maximiza a
norma H; em malha aberta da fungfo de transferéncia H,y(s) definida a partir de (5.170-5.171). Como
desejamos projetar um controlador por realimentacio do estado definimos

Cy =dnxn
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1 Huy(3)1I2
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-] 20

30 40 50
o (malha fechada)

Figura 5.11: Controle por realimentagiio do estado com selegiio de atuadores

Podemos resolver este problema com os resultados da Secdo 5.7.2. Dado que o modelo néo é assinto-
ticamente estdvel, procedemos como em [81] ¢ deslocamos ¢ eixo imagindrio para a direita em 0.0001.
Como o numero de atuadores a serem posicionados € apenas um, ¢ valor 6timo de A pode ser obtido
simplesmente determinando o méximo valor de g; calculado pelo Teorema 5.20. A solug3o 6tima prové o
valor

o = 90° | Hy(8) ]2 = 300.0

O primeiro gréfico da Figura 5.11 ilustra o cariter 6timo desta escolha mostrando os valores da norma H;
de Hyy(s) em fungdo de o

Em seguida, para efeito de otimizacio em norma H; em malha fechada definimos as matrizes

I 0
Boml bl Gs[ge] oas ]

e resolvemos ¢ problema de minimizac3o da norma H; da fungio de transferéncia H,,(s) para o modelo
linear contfnuo (4.2-4.3) por meio do Corolério 5.26. Para obter a solugiio global do problema (5.206)
utilizamos ¢ algoritmo de decomposicdo do tipo Benders apresentado no Apéndice B (Algoritmo B.1).
Partindo do ponto inicial A = (0,...,0, 1} obtemos a solug3o 6tima em 16 iteragdes. A solu¢io em malha
fechada &

o =18° | Huz (s)]|2 = 3.0

O segundo gréfico da Figura 5.11 mostra a norma H, dos controladores §timos H»> em funcio de ¢.
Notemos que o valor obtido para o. em matha aberta nfo garante um bom desempenho em malha fechada.
O controlador H, 6timo associado ao valor de ¢ 6timo obtido em malha aberta prové um custo H, para
H,.(s) de 6.25, que é aproximadamente o dobro do valor 6timo global. Este comportamento justifica
nossas ressalvas quanto ac uso de estratégias de selegfo em malha aberta. +
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Figura 5.12: Controle por realimentacio da saida com selecdo de atuadores

Exemplo 5.15 Para 0 mesmo modelo utilizado no Exemplo 5.14, consideramos agora o projeto de um

controlador por realimentagfo da saida. Como em [81], consideramos que apenas o ingulo de guinada é
mensurével, isto €, temos uma matriz de saida

G=[000 1]
Resolvendo o problema de maximizacio em malha aberta da norma H; de H,y(s) obtemos a solugdo Gtima
o =0° [1Hy(s)]]2 = 31.6

O primeire gréfico da Figura 5.12 apresenta os valores da norma H, de Hyy(s) em fungio de o.
Resolvemos o problema em malha fechada tomando as mesmas matrizes definidas no Exemplo 5.14
juntamente com

Dy, =1 len}

Para tal, utilizamos o Corolério 5.26 e o Algoritmo B.1. Partindo novamente do ponto inicial A =
{0,...,0,1) obtivemos o 6timo global

o= 14° | Hiz (5)]]2 = 9.33

em 12 iteragoes. Os valores minimos da norma H, de Hi,,(s) em fungfo de o estdo no segundo gréfico
da Figura 5.12. Em malha fechada, a solugfio do procedimento de otimiza¢do em malha aberta fornece
um valor de custo sub-6timo 10.39. E interessante notar que, com relagiio ao exemplo 5.14, houve apenas
uma ligeira modificag@o no valor do &ngulo 6timo, que se deslocou de 18°para 14°, Por outro lado, o valor
do angulo Gtimo obtido pelo procedimento em malha aberta variou de 90°a 0°. +
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Exemplo 5.16 Aproveitando o modelo introduzido nos Exemplos 5.14 e 5.15, resolvemos um problema
um pouco mais complexo, com selegdo simultinea de sensores e atuadores. Comecamos por definir a
varidvel ¥ € B® e a matriz de safda

‘' 0 0 0
0 v 0 0
0 0 v O

C =
s ¥ s 0
L0 % O sl

Desejamos obter a melhor configuragio para o atuador e a melhor escolha para a linha de medicéo imple-
mentando um controlador por realimentacdo da saida. Apenas um canal de medic@o deve ser considerado,
portanto, adicionamos a restrig@o linear sobre ¥

6
sl
=1

Para resolver o problema de maximizacfo em malha aberta da norma A, da matriz de transferéncia
H,(s), calculamos os termos gr;; definidos no Teorema 5.22. Como devemos selecionar apenas um
sensor e um atuador, o méximo global estd associado ao maximo valor de gr; ;. A soluglo 6tima em
matha aberta é

o =90° V=5 =1 I Huy ()2 = 302.0

Voltando a nossa atencfo para o projeto em matha fechada, utilizamos o Algoritmo 5.3 ¢ obtemos a
solucio sub-Gtima

o=15° V=5 =1 | Hyz(s)]]2 = 5.14

Inicializamos este algoritmo com o mesmo ponto inicial utilizado nos Exemplos 5.14 e 5.15. O algoritmo
converge em uma iteragio e meia. O nidmero de iterages do Algoritmo B.1, utilizado para solucionar 08
problemas nos passos 1 e 2 do Algoritmo 5.3, foram, respectivamente, 14, 4 e 16.

Projetamos também um controlador por meio do Coroldrio 5.30. Como nfo temos que considerar o
conjunto de restrigbes cruzadas A, o processo de obtengfo deste controlador pode ser realizado em duas
etapas: asolucdo do problema de realimentagio do estado seguida da solugfo do problema de estimacéo do
estado. O problema de realimenta¢@o do estado j4 se encontra resolvido no Exemplo 5.14, restando apenas
o célculo do estimador do estado 6timo. Utilizando o Algoritmo B.1 obtemos em 5 iteragGes o estimador
do estado 6timo que, juntamente com a solugdo da realimentagfio do estado, obtida no Exemplo 5.14,
fornece o controlador sub-Gtimo

o= 18° V=5 =1 e (s)|l2 = 5.16

Estas solu¢des podem ser comparadas na Figura 5.13, na qual mostrames o valor da norma H; de
H,,(s) em fungio de « para as possiveis escolhas dos sensores ¥;, j = {1,3,5}. As normas de H(s)
correspondentes 2s escolhas v;, j = {2,4,6}, ndo aparecem na figura porque seus valores sfo muito ele-
vados. Notemos que a solucdo obtida em malha aberta corresponde a um valor de {|H,.;(s) ||z que estd por
volta de 7.6. Este valor estd muito acima do valor minimo global. E importante ressaltar que nenhum dos
procedimentos foi capaz de obter a schugfo Gtima

o = 32° Yij=1) = 1 [{Hwz(8) ]2 = 5.04
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Figura 5.13: Controle por realimentagio da saida com selecfio simultinea de atuadores e sensores

porém os desempenhos sub-0timos obtidos sfo no méximo 2% piores do que o desempenho 6timo.
Finalmente avaliamos 0 comportamento numérico dos procedimentos propostos. Uma maneira, diga-
mos, ingénua de obter o 6timo global & avaliar todas as possiveis selegSes para os sensores e atuadores.
Neste exemplo, devemos resolver 91 x 6 = 546 programas de otimizagio semi-definida pura. Utilizando
as estratégias propostas obtemos solugdes gue sdo apenas 2% piores do que o 6timo global reduzindo o
nimero de resoluges de problemas semi-definidos para 14 +4 -+ 16 = 34 (Algoritmo 5.3) ou 16 +5 =21
(Coroldrio 5.30). Neste caso, as restriges lineares sobre as varidveis A e v tornam muito pequeno o y
custo associado & resolugdo dos programas lineares mistos requeridos pelo problema mestre do Algorit- |
mo B.1, se comparado com o custo de resolugdo dos programas semi-definidos do problema escravo (veja
também [52]). +




Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas

Concluimos esta dissertagio enumerando as nossas contribui¢Ges e delineando algumas perspectivas
de extensdo em pesquisa futura. Iniciemos pelas contribuicGes:

Obtengio de condigGes necessérias e suficientes de estabilidade para sistemas continuos e discretos
cuja matriz dindmica apresente-se na forma do produto AB. Aplica¢iio desies resultados 3 andlise
de robustez com fungdes de Lyapunov dependentes dos pardmetros ¢ 4 andlise de D estabilidade.

Obtencao de uma condig@io necessdria e suficiente de estabilidade para sistemas discretos, deno-
minada condi¢do de estabilidade estendida, que ndo apresenta o produto da matriz dindmica pela
matriz de Lyapunov. Aplicacfio a andlise de robustez com funcGes de Lyapunov dependentes dos
parametros e extens@io dos resultados para o célcuio das normas A ¢ H.

Obtencio de parametrizacOes convexas para os problemas de filiragem, controle por realimentagio
do estado e por realimentacio dindmica da saida, capazes de lidar com problemas de projeto nos di-
versos contextos de andlise definidos no Capitulo 2 e na Se¢fo 3.2. Apresentaco de uma descrigio
homogénea destas parametrizacOes, que traca as relagfes com os resultados cldssicos baseados na
resolugdo de equactes de Riccati. Discussdo das propriedades de separaco no projeto de controla-
dores por realimentacio dinfmica da saida.

Resolucio do problema de controle positivo-real por realimentacfio da saida.
Resolugdo do problema de filtragem quadrética para sistemas com incertezas poliedrais.

Proposigio de dois procedimentos de projeto de controladores robustos por realimentagfo dindmica
da saida para sistemas com incertezas poliedrais. O primeiro é um generalizag@o do projeto por
separacao e o segundo € baseado em um algoritmo iterativo.

Resolucio dos problemas robustos de filtragem e controle por realimentaciio do estado levando em
conta as condicbes suficientes de estabilidade com fungdes de Lyapunov dependentes dos parime-
tros no caso discreto.

Proposta de solug@o do problema de controle de sistemas discretos com muiltiplos objetivos. O
método proposto permite superar a restricio de unicidade das matrizes de Lyapunov utilizadas nos
objetivos envolvidos. Este procedimento aplica-se ao problema particular de controle misto Az /He,
que tem espaco importante na literatura [8].
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Resolugio do problema de controle H, com selegdo simultdnea de sensores e atuadores em diversos
contextos. Os procedimentos descritos permitern obter solugfes Gtimas globais sempre gue houver
selegao apenas dos sensores ou apenas dos atuadores. No caso geral, propomos dois procedimentos
de selegdo sub-Gtimos: um baseado num algoritrno iterativo e outro baseado nas propriedades de
separagio.

Proposta de um algoritmo capaz de obter as solugdes de problemas de programacio semi-definida
mista. A estratégia utilizada ¢ derivada do algoritmo de decomposicdo de Benders generalizado.

As possibilidades de extensio destes resultados sdo virias. A seguir, listamos algumas idéias que
acreditamios serem as mais promissoras:

Obtengdo de andlogos continuos para as condigdes estendidas da Secfo 3.2. Estudos preliminares
indicam que esta pode ser uma tarefa complexa.

Aplicagido das condigOes estendidas de estabilidade 2 andlise de sistemas com saltos markovianos e
ao projeto de controladores sem observagdo completa do estado da cadeia de Markov.

Desenvolvimento de condigbes de estabilidade e desempenho robustos e projeto de controladores
para sistemas dindmicos cujos vetores de estado estejam sujeitos a perturbacdes nao lineares limi-
tadas a setores. Um caso particular deste problema foi recentemente proposto em [19, 20].

Estudo de um procedimento de projeto de controladores por realimentaciio esttica da saida com-
binando realimentacdo estédtica do estado com filtragem esttica. Pretendemos explorar o fato de
ambos os problemas serem formulados como desigualdades matriciais lineares (veja discuss@o aci-
ma do Corolério 4.9, na Secio 4.2).

Estudo do desempenho de algoritmos iterativos coordenados (do inglés coordinate-descent) do ti-
po K — G utilizando as condi¢Oes estendidas da Secdo 3.2. Isto &, um algoritmo em que, ora os
pardmetros do filtro ou controlador (K) se encontram fixos, ora a matriz auxiliar () se encontra
fixa. A idéia basica € que, dada uma matriz G, podemos formular os mais diversos problemas de
fitragem e controle diretamente em fun¢do dos pardmetros do filtro ou controlador sem que haja
necessidade de se fixar a matriz de Lyapunov (P).

Extensao dos resultados em alocacgo de sensores e atuadores para 0s demais problemas de otimiza-
¢do LMI, como otimizacio em norma H.., positividade real, etc.

ImplementacBo cuidadosa e andlise do desempenho de algoritmos para resolugio de programas
semi-definidos mistos, por exemplo, nos moldes do Algoritmo B.1.
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Apéendice A
Resultados auxiliares

Neste apéndice apresentamos a prova de dois resultados auxiliares utilizados ao longo deste trabalho.
O primeiro € 0 complemente de Schur [17, 2, 16] e o segundo um lema de eliminacdo de varidveis [116].
Ambos sao ferramentas dteis de manipulacio das desigualdades matriciais lineares.

Lema A.1 (Complemento de Schur) Considerando-se que as matrizes Ay e Axy sdo simétricas, o
conjunto

{An >0, Ap > A ATMALR) (A1)
é equivalente ao conjunto descrito pela desigualdade matricial
A1r An
[ A, Azz] >0 (A.2)
Prova: A matriz

8 o]
0 Azg——A'izAﬁlAu

€ definida positiva se, e somente se, A;; > 0e
Az > ApAT S (X)

Definindo a matriz nfo singular

1 0
r= [”’Angﬁi 1]

cujos autovalores sd0 todos iguais a um, temos que

An AIZ] ,
V=T T
[A’u An

Portanto, pedemos concluir que (A.2) & verdadeira se, e somente se, V > 0. |

PermutagOes das linhas e colunas da matriz em (A.2) permitem inverter o enunciado deste lema de
modo a contemplar também a equivaléncia entre

{42 >0, Ay > ApAyAL ) (A.3)

e a desigualdade (A.2). Podemos ainda reformular este lema de forma a que o caréter estritos das desi-
gualdades ndo seja essencial, como em [2, 16].
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Lema A.2 (Eliminacio) Considerando-se que as marrizes A1, Ay e A sdo simétricas, a desigualda-
de

An A O—-Ap
Al, An Az >0 Ad
| Q' Aj; Ah Ag

é factivel se as desigualdades

>0
Ay Axm | | ALy Am

[ Ajr A ] [ Ap An

J >0 (A.5)

também o forem e
O :=Ap+ApAyAn (A.6)

Prova: Como Az > 0 podemos aplicar o Lema A.1  desigualdade (A.4) para que obtenhamos a forma
equivalente

[ A1l —AnpAs AL, Q— Az~ A1zA% A J >0
Q' — Al ~AjAR Al Ass—AbAT Ax

Assim, com a escolha da matriz Q dada em (A.6) obtemos a condicio

An —A12A£'21A£2 0 >0
0 Az — AL AT Ags

Para recuperarmos (A.5) basta aplicarmos a cada um dos blocos da desigualdade acima 0 Lema A.1 de
maneira reversa. ]

Notemos que 0 lema acima indica que podemos eliminar a linha e a coluna associada a uma varidvel
livre que se encontre em uma das extremidades de uma desigualdade matricial linear quebrando a desi-
gualdade original em duas. Por varidvel livre entendemos uma varisvel pertencente a uma, ¢ apenas uma,
desigualdade matricial linear e sobre a qual néo incidem restricGes de nenhuma outra natureza,

Assim como ocorre no Lema A.1, permutagSes das linhas e colunas da matriz (A.4) permitem refor-
mular este lema para eliminar umna varidvel Q que se encontre em gualquer posi¢do dentro desta matriz,
exceto na diagonal principal.




Apéndice B

Solucao de problemas de otimizacao
semi-definida mista

Neste apéndice, apresentamos métodos de resolugio de problemas de programaco semi-definida mis-

ta. Sem perda de generalidade, podemos formular qualquer problema de otimizacfo semi-definida mista
na forma!

= f 7 .
xeﬁigm{cx—i—dy P F(x)+G(y) 2 0} B.1)

Neste problema padro o conjunto I denota qualquer conjunto finito e enumerévelz, a funcio matricial
F(x) é afim e a funcio G(y) € linear conforme as defini¢Ges

F(x) =Y Fxi+F G(y):= Y Gjy; (B.2)
J=1

[E23]

emque F; = F € R, i=0,...,neG; =G, €eRP*, j=1,...,m,

B.1 Solucoes 6timas globais

Utilizamos uma extensdo do algoritmo de decomposicdo de Benders generalizado [50] para obter a
solugio Gtima global do problema (B.1). Iniciamos a apresentacio deste método pelo seguinte lema.

Lema B.1 A funcdo projetada
v(y) == min {cx : F(x)+G(y) >0} (B.3)
é uma fungdo convexa da varidvel y.

Prova: Dadoum vetor y = ¥, existe x = x* de tal forma que v{y) atinja seu ponto de minimo. Esta solugfo
X* estd associada & matriz dual simétrica e definida positiva © = @ € RP*? . Portanto, para qualquer vetor

1Podemos resolver problemas com designaldades estritas definindo £ > 0 suficientemente pequeno e substituindo ¢ ‘¢' da
desigualdade em (B.1) por eL.

2Com o qual certamente podemos tratar o conjunto de varidveis 16gicas B come um caso particular,
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y temos que
v(y) 2 ¢x" - (07 (F(x*) + G(y))
2v¥) - u(©°Gly-7))

= v(7) + 2 —tr(©°Gy) (y; — 7))

2v(y)+aV'(y—3)

'l

Nesta expressdo identificarnos os componente do vetor subgradiente [111]
aV_,'C= WTI(@*GJ'), i=1...,m (B.4
o que conclui esta prova. ™

A partir deste resultado podemos apresentar o algoritmo de decomposicdo Benders generalizado [50).
A idéia bdsica € a seguinte: encontramos a solugdo Gtima global do problema (B.1) solucionando o pro-
blema convexo

@r\rpnr{imd y+v(y) (B.5)

em que ¥ € R™ denota o dominio de factibilidade da fungdo projetada v(y), isto &, o subconjunto dos
ndmeros reais para 0 qual a fungfo v(y) pode ser definida. O problema é que, de modo geral, ndo te-
mos como obter uma expressio analitica para a fungfio v(y). No contexto do problema (B.1) nio existe
outra maneira de obter v(y) do que resolvendo o problema (B.3) para todo valor de y € W. Na pritica,
podemos avaliar implicitamente v(y) utilizando o conceito de linearizacdo externa [49] (do inglés outer-
linearization). O seguinte algoritmo de decomposi¢io € o resultado desta estratégia.

Algoritmo B.1

1. Resolver o problema escravo

()  +:=min {c’x L F(x) + G0N > o} (B.6)

e calcular a matriz dual ©F = ©* associada ao ponto de minimo. Calcular também o subgradiente
oV* g partir de (B.4) e definir o conjunto poliedral

qft:z{(y,p)eéﬁ”‘xii@ : p2v"+aVk(y—y")} (B.7)
2. Resolver o problema mestre
M) o —-mm{d’y+p ye‘P"rlq!"} (B.8)

e obter sua solugdo étima y*.

3. Interromper o algoritmo se (0f — 0*~1) < &, em que £ > 0 & um parametro que controla precisdo
requerida. Caso contrdrio, atribuir Y+ = y*, W1 .= Wk vy ¢ retornar ao passo 1.
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A convergéncia deste algoritmo est4 relacionada com a convexidade da fungfo v{y), provada no Le-
ma B.1. Basta sermos capazes de obter a solugfo 6tima global do problema mestre para que possamos
assegurar a convergéncia global do algoritmo, Um aspecto bastante atrativo deste algoritmo € a forma dos
problemas mestre € escravo. O problema escravo é um programa semi-definido e o problema mestre é um
programa linear misto, ambos podem ser resolvidos por eficientes algoritmos. O primeiro pode ser resol-
vido em tempo polinomial por algoritmos de pontos interiores [24, 103] e o segundo pode ter sua solugio
6tima global obtida por meio de diversas técnicas de programacfo inteira mista [102, 103, 114, 125] como,
por exemplo, branch-and-bound ou planos de corte.

O Algoritmo B.1 pode ser inicializado a partir de qualquer ponto Y € ¥ NI™ e ¥° = B Caso nio
disponhamos de nenhuma solugfo inicial factivel para o problema escravo podemos adicionar varidveis
extras de modo a configurar um problema de inicializagfo. A infroducio destas varidveis de inicializagfo
nao altera as propriedades de convergéncia que acabamos de discufir.

Como alternativa ao procedimento de decomposigao do tipo Benders podemos imaginar a construgio
de um algoritmo de pontos interiores integrado a estratégias do tipo branch-and-bound ou de planos de
corte no estilo proposto em [99]. Ao contrrio do que ocorre com os problemas a serem resolvidos
pelo procedimento Benders, ndo encontramos nenhum pacote computacional capaz de implementar estas
estratégias para programago semi-definida.

B.2 Solucodes sub-otimas

Embora os sub-problemas do Algoritmo B.1 sejam problemas bem estudados, a solugio do problema
de programagao inteira mista mestre pode se tornar bastante complicada. A raz80 para isto € que a solugio
de problemas desta classe ndo podem ser calculadas em tempo polinomial {114]. Em relagfo aos proble-
mas discutidos na Segio 5.7, A medida que o nimero de varidveis 16gicas aumenta, mais complexa se torna
a solucdo do problema mestre. Esta dificuldade justifica as estratégias sub-Stimas que discutiremos nesta
se¢do. Discutiremos, exclusivamente, a solu¢do de problemas com varidveis ldgicas, isto &, problemas na
forma (B.1) para 0s quais [ = B.

A primeira idéia que temos em mente ao pensarmos em simplificar a resolugdo de problemas com
varidveis inteiras, e em particular com varidveis 16gicas, € relaxarmos a restrigio y € [ via

0<y<l,i=1,....m (B.9)

Apos obtida wma solugio para o problema relaxado, utilizamos algum tipo de arredondamento para recu-
peramos o cariter I6gico das varidveis, Esta estratégia torna os problemas a serem resolvidos programas
semi-definidos puros. Devemos, entretanto, tomar certos cuidados com este tipo de procedimento. Nos
problemas da Secdo 5.7, 0 maicr problema estd em arredondar a soluco real sem perder a factibilidade.
Podemos entender melhor este problema lancando méo dos conceitos de controlabilidade e observabilida-
de. Por exemplo, se desconsideramos todas as restri¢Oes adicionais sobre as varidveis A e ¥ contidas nos
conjuntos A, I' e A, a minimizacfo da norma H; obriga que 2; = y; = 1 paratodo valor de i = 1,...,n,
j=1,...,m. Em outras palavras, caso haja pelo menos uma solugao para um problema de minimizacio
da norma H; que ndo apresente restrigdes sobre as varidveis idgicas a nio ser (B.9), entfio, a seleciio de
todos os atuadores e sensores constitui a solugo 6tima, portanto, factivel. Por outro lado, se nem mesmo
esta solugfo trivial (que denotamos como A = 1, y = 1) for factivel, isto &, (4,B(1)) ndo é controldvel e
(A,C3(1)) ndo € observdvel, entio nio existird nenhuma outra solugfio factivel pois, ao tornar algum A;
ou vy; zero estaremos impondo a0 sistema uma perda ainda maior do grau de controlabilidade ou obser-
vabilidade. Esta observacdo pode nos apontar uma situacfio com a qual podemos nos confrontar na hora
de arredondar uma solugfo real. Por exempio, suponhamos que tenhamos em mio uma solucfo factivel
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real em que a varidvel A; € diferente de zero, porém menor do que um, para um certo vator de i, Devido
as propriedades estruturais do sistema a ser controlado, pode ser verdade que ndés nunca possamos “arre-
dondé-1a” em direg#io a zero sem que o sistera perca um grau de controlabilidade. Em conseqiiéncia disto,
a escolha das varidveis a serem arredondadas como zero pode nfo ser uma tarefa simples, especialmente
se 0s conjuntos A, I' e A forem complexos. :

Alternativas menos ingénuas envolvem o uso de estratégias de relaxamento mais sofisticadas. Por
exemplo, podemos converter a restrigéio y; € B na restrigdo simétrica §; € {=1,1}. Nesta forma, podemos
pensar em resolver o problema original correspondente na presenga da restrico ngo convexa

F#=1 (B.10)

Diversos autores tém relatado sucesso em obter algoritmos para este problema transformado. Estes algo-
ritmos envolvem, em geral, a solugio de problemas sub-6timos nos quais a restrigdo (B.10) é relaxada na
forma convexa

#<1 (B.11)

e a funcdo objetivo € modificada para incluir fungGes de barreira [10, 94] especiais. Maiores detalhes
podem ser encontrados em [99, 83].

Uma abordagem similar consiste em introduzir a varidvel matricial auxiliar ¥ = ¥ € R™*™ e formular
a restrigdo y; € B na forma nfo convexa

Yi=y; (B.12)
Y=y (B.13)

Os problemas sub-6timos a serem resolvidos procuram relaxar a restriciio (B.13) na forma convexa

Y >y (B.14)

que pode ser convertida em uma desigualdade linear matricial linear pelo complemento de Schur, Veja [73)
para maiores informacGes.

Um outro aspecto importante das solugGes sub-6timas & que elas provém limites inferiores para a
func¢go v(y), que podem ser incorporados ao Algoritmo B.1 para acelerar a busca de solugdes do problema
mesire. Outra possibilidade € a utilizago das soluges dos problemas sub-6timos como inicializagdo para
0 Algoritmo B.1.




