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APRESENTACAD

Dentro da area de Sistemas do Departamento de Engenharia
Flétrica da FEC -~ UNICAMP, nossSo interesse de pesguisa tem se
voltado para a Programagao Matemdtica. En particular temos - tra
palhado em otimizacio de sistemas de Grande Porte, ramo relati
vamente recente gue vem ganhando importancia devido a magnituds

crascente dos problemas a serel tratados.

Fste trabalho esta inserido neste mesmo contexto. For um
iado & desenvolvido um estudo resumindo alguns dos resultados
mais importantes da Programagao Matematica de Grande Porte (Ca
pitulo II), precedido de uma reapresentagdo da Dbase matemdtica
necessaria {(Capitulo I). O cbjetivo & dar um corpo mais unifi
cado ao tema, usando-se para 18sO O conceito chave de fungao de

perturbacgan.

Por outro lado desenvolveu-se uma aplicacio: O problema
de alocagdo da gerag@o em sistemas hidrotérmicos de poténcia.
Trata—se de um problema classico de sistemas de poténcia, abor
dado de diversas manelras, mas onde entretanto subsistem algu
mas dificuldades. 2 principal talvez seja & dimensionalidade,
que tem acarretado a necessidade de simplificar O modelamento.
Métodos de aecomposigée se apresenian portanto promissores no
rratamento deste problema. No Capitulo TIT apresentamos, ao la
do de uma formulacac mais rigorosa 4o problema, um método de

resolugao baseado em decomposicao dual.

g



capfruLo I

"RASE MATEMATICA PARA DECOMPOSIGAC®

Nests capitulo & reapresentada a teorla da dualidade em pro
gramac3o ndo linear, com &nfase especial no conceito de fungao de
perturbagéo. 0 que se pretende mostrar & gue a partir da caracte
rizagao desta fungﬁo pode-se visualizar os principais resultados
da programagdo nao linear, suas condigdes de otimalidade (necessd
rias e suficientes) bem como a sequéncia de funcionamento acs
principais métodos de decomposicio e coordenagao para sistemas de
grande porte (cap. II}. Todos os resultados agul apresentadoes po
dem ser encontrados nos trabalhos da area, notadamente e Lasdon
1]l , Geoffrion | 2] e Shoeffler 13] . Optou-se pela demonstragac
de teoremas conhecidos no sentido de dar um corpe mais acabado a0

capitulo.



Seja o problema de programagaoc matenidtica que também chama
remos problema primal (P)

min f({x)
{P) s.a. gz} € 0
®ed

onde x &£ RY, ScRY, £ & uma fungdo definida em § e g(x)= (g, )

T{*} - o A
creas gm(x)] (*) & um vetor de funcdes definidas em §. O prohle
. . G n . .
ma consiste em determinar um vetor X eR oug sela factivel, isto
= o O = ot a i .

&, x0es eqglx) €0 eque faga a funcae cbjetive £ assumir O me
nor valor possivel. O que se desenvolveri a seguir € a analise das
, o ; - om s
condigdes gue um vetor %~ deve satisfazer para ser solugao otima de

{P).

. - e TedIn
Seja para tanto a fungac Lagrang2ang definida no R asso

ciada ac problema {(P)

L{x, u) x.f(x} + u gix)

onde © vetor ueR" 8 chamado vetor multiplicador de Lagrange gene~

ralizado.

Um par (x°, u°) satisfaz as condigCes de otimalidade (CO) do

problema (P) se e somente se

{1} *° minimiza L (X, uO) gobre S

{2) g(xa) < 0

(C0) o o
{(3) u gi{x'} =0

t4) w30

(*y 0 Indice T significa transposto. Serd cmitido de modo a simplificar a nota

¢fo sempre que & overacao vetorial for evidente.

¢ et e T AT T AN e



TEQREMA 1 as (CO) s3o condigoes suficientes para  que %° seia
solugao Otima de (P).

PROVA as condigdes (1) e (2} garantem a factibilidade de

x° em (P) pois

o
x e85

g(xo} <0

A condigio (1} garante ademals que

£ (xOh® g6dg £y + u® gx) Vxe§
Como pela condigao (3) u® gix") = 0 temos
£(x7) £ £(x) + u” gl ¥xes

e como pela condigac (4] @ » 0 temos gue para  todo

xe 8 que satisfaz g{x) < 0, o produto u® g(x) < e
assim
F(x7) € £(x) ¥ xe8&, gix}<0 ZRm

Um vetor u- gue satisfaz as (CO) para algum x serd
chamado vetor multiplicador Seimo (VMO) . Qualguer {(VMO) caracteri

za todo conjunto solugao de (P)( ’.

Um par (=%, u) xaes e u° >0, & um ponto de sela

{ps) restrito da fungao Lagrangeano s2 & somente se

(5) L{'}{O, u } Lix, uo} dwes

{P5) _
(6) L(x", v 2L (x", u) a0

(*} Se {:x: , u) stlsfaz {CO} exlesolucaa Stima ¢e (P) entao pelo tearemal
f(x)~f{x)ec’1e (1) e{3} £(x0) € j:{x)+u G{x},ccmoqueug(x}
Masu Oeg{x}g{} partantnug{x)"Oeccr@equenuezﬁntei.(x,u) =

L{x , &), Assim {x , W Oy gatisfaz {Q0).



As (CO) sao eguivalentes & condigao de (PS)
- (1} e (5) sho eguivalentes. Resta entac provar aeqgui
valéncia entre {(6) e (2), (3) uma vez gue (4) & evi

dente.

De (6} podemos escreaver

£(x%) + u° gx%) »£(x%) + uw gx) Yuzo
ou seja
O O
(u-u") g(x") €0 Yuzd

o - R o
se g, (x }y » 0, fazendo Uy g ,%3 #1ie uy >uy
a relagdo acima nao & satisfeita. Portanto

g(x°) <0 [condigio (2

y N 0 '
Fazendo u = 0 pela mesma relagao u g({x ) 0. Mas <o

mo u° >0 e g(xa)s 0 temos gque u” g(xo}esﬁ. Poxrtanto

W’ g% =0 [condicaoc (3))

« Por definigac

< Q) = f(}{o} " uO g{xﬂ)

Li{x” , u

mas pela condigao (3} 2" g{x®) = 0 e assim



Também por definicac e usando o resultado anterior

L{xo, uj = f(xo} + u g(xo} = L(xo, ua) + u g(xo)

Como pela condicao (2) g(xo} < 0 temos que ug(x°)g O,
duso0 e portanto

{x®, v ¢ L&, u) Yu > 0 [condigdo (6)]

- - %
Define~se como fungao dual (FD) o 1nfimo{ ) em x& 8§ da fun

cdo Lagrangeano para cada u 3 0

hi{u) = Infimo Li{x, u)
(FD) xe S
A fungao dual & cdncava pois & o Infimo ponto a ponto de
~ - ) * K .
uma colegdc de fungbes (uma para cada xe S) lineares em ut {Grafi

camente

(*) 0 infimo de uma funcio & seu maior limitante inferior. Se a fungao for ili
mitada o Infimo serd —om . A definicio da fungEo dual em termos de  Infimo

& nio minine evita a necessidade da definicao de um dominio especial.

(#*} B possivel mostrar que Enﬁ}rﬂ { fi(x}} & ura funcao oincava se fi(x§ for
concava para todo i. Isto porque uma funcdo fix) & chncava se & somente e
seu hipografo H = {{y,x)/ y € £{x)} for convexs. Como a intersecgao de con
juntos convexos & convexa segue que o hipografo de i@iﬂma{fiix}} & Convexo
e portanto caracteriza uma fung3o cOncava. A fungao hi{u) & concava  por

particularizagio deste resultado & fungGes lineares.



nw) 'y ;

Lz, u)=f {x¥)+ug (x*)

Desta interpretagac da fungao dual resulta uma importante
propriedade utilizada nos ndtodos de otimizagao gue se analisarad
no capitulo IT gual seja que 2 avaliagao da fungac dual num ponto

u* fornece automaticamente um hiperplano suporte a ela dado por
Li{x*, u) = £{x*} + u g{x*}

onde x* minimiza Li{x, 1*) sobre 5.

associado ao problema primal (p} define-se um problema dual

(D) gue consiste na maximizacio da fungao dual sobre seu  dominio

de definicgao

max nfu)

(D)

Tuzl o




TEQREMA 3 0 valor da funcdo dual & um limitante inferior do va

lor da funcio primal, ou seja

®

h{u) ¢ £(x) ¥V uszo, xes, gix) € 0

PROVA Por definigao

hiu) € f(x) + u g{x} ¥xz8

Como para tedo u » O, gi{x) € 0 o produto ug{x) € 0

tenos

h(u) < f£(x) Nuszb, x5, g{x)s_o —

Dois importantes resultados derivam Ziretamente do teorema 3

COROLARIO 1 Se o valor Stimo de (D) & ilimitado entio (P} & in

factivel e se o valor Otimo de (P) & ilimitado entaoc

(D} tem valor w&),%'u = 0 .

COROLARIO 2 e existir x° factivel em (P) e o¥ factivel em (D)tal

gue £(x%) = h(u”) entlo x° & solugao Otima de (P} e

u© & solugdco otima de (D).

0 corolario 2 define © gue se chamari condicoes de dualida-

de (CD)

{7a} xca s

(7b) gi{x") € O

(CD)
8) u° » 0

9y £(x%) = h(u®)




TEOREMA 4 As {(C0) sao eguivalentes 2s (cD)

PROVA = De (1) e (2) temos que <% & factivel em (P) e de (4)
' u® 2 factivel em (D). Portanto {7) e (8) sdo satisg

feitas. Por definigao

h{u°) = Infimo L(x, u®}

xeS

. o i o
mas como pela condig@o (1) x ninimiza L(x, u’) sQ

bre 5 temnos

hw®) = £(x%) + u® g%
e come por (3) u® gixc) = 0 temos finalmente
nu®) = £(x%) [condicio {(3)

« De (7b) temos g(x°) < 0lcondigdo (2)l e de (8)  temos
2® » 0 lcondigde {4)]. Suponhamos que x° nio satisfaz

{1). Entao

o

h(e®) = Infimo Lix, u®) < £(x") + v gx*)

xeg8
Mas de (9) h(uo} = f{xo} donde
u® g(x%) >0

¢ gue é_absurdo-poistf)aa 2 g{x0)<§6. Entio = sa

tigfaz {1)}.

) = £1x%) + u° gx™)
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e Ccomoe h{uO} = f(xo) a conéigéo (3 u® g{xg) = { +am
bém & satisfeita
vk

As condigaes de otimalidade (CO), de ponto de sela (PS)
e de dualidade (CD) sd@o todas equivalentes entre si como se mostrou.
Um par (x, u) que as satisfaga resolve 0s probhlemas primal ¢ dual
independentemente de hipdteses de convexidade, diferenciabilidade,
cte . Métodos de otimizacho cuja estrat®gia de solugac baseia-se
em satisfazer estas condigoes trabalham com uma sequeéncia de pro

blemas de otimizagao chamados problemas Lagrangeanos {PL)

min{f(x} + u* g{x)
(PL)
xe s

onde u* » 0 & um parametro dade. O conjunto solugio de (PL) & ano

tadoe

X(u*) = lx*e 8§/ x* minimiza L(x, w¥)

A resolucgao do problema Lagrangeanoc {PL) satisfaz parcial
mente as condicdes para que x*& X(u*) seja aclugéa'étima de (P). A
resolugéo de uma seguéncia de {(PL}, gue corréépande a diversas ava
liagdes da fungao dual hi{u), converge para a solugao dtima de (P}

e (D) guando as demais condicbes forem satisfeitas, guals sejam

{(2) gi{x*) € 0

{CO;
(3) u* gi{x*) =0
Ou
(6) Tix*, u*) » L{x*, w ,fu3z 0 (PS)
(win
(Thig(x¥*) € O )
’ {CD)
(9) £(x*) = h(u*)} s



.....ll_.

Por outro lado cada resolucao do problema Lagrangeano (PL)
esthd associada a solugac de um problemna maito similar ao proble

ma primal (P) comc mostrou wverett |41

TEOREMA 5 ge x* resolve (PL) para u* » O entico x* resolve O pro-

blema perturbado {PP)

min fi{x)

(PP} s.a gi{x}] £Y

e S

onde ¥y T gi{x*} se u; > 0

{a)

ES L -
vy ¥ gi(x y se ul 0

PROVA Como x* resolve (PL) para u* » 0 temos
£lx*) + u* g(x*) ¢ £(x) + uf g(x) Yxe 5

ou seja

fix*) ¢ Flx) + u* {g(x} — q{x*}} fxes

Como u* » 0 podemos escrever gue ﬁxs:s tal gque

gi{x) € g{x*)

f{x*) ¢ £(x)

o gue significa que x* resolwve (PP). Observe-se gue -
se u* = 0 n3o & necessdrio impor g, (0 < g; (x*)o que
i

estd representado em (a).
T
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Relacionado com (PP) define-se uma funcao de perturbacac (FP)

v{y) = Infimo f(x) s.2. g{x) €Y

(FP) XES

que associa a cada vetor de perturbacio v o valeoxr otimo do proble
ma perturbado (PP). O dominio efetivo de vi{y) & dado pela con

dicdo de factibilidade do problema perturbado

Vzgyfa\xss, 9(;{3@?{ :

0 valor da fungio de perturbagao para y = 0 & o valor otimo

de (P). A seguir sao provadas algumas caracteristicas desta fungaoc.
TEOREMA 6 A fungdo de perturbacgiio & nac crescente

PROVA Seja vy, <y, . Por definic¢do de fungdo de perturbagdo

v(yl) = Infimo }f(}.{} ;S ogix} € yl$: f(xli
Xes

onde g(xl}:;yl . Por outro lado

viy,) = Infimo ! £(x} / g{x}éyzi
XES

com o qué para todo xe S5, g(x}:gyz pode-se es

crever
v{yz)g £{x)
Em particular para Xy € 5, g(xl) £¥Yq <Y,

v{yz) ézf{xl} = V(yl)



TEQREMA 7

BPROVA

,...«13_..

v(y) & convexa sobre V COnvexs se Fix) e g{xr) forem

convexas sobre S5 convezo

As hipoteses sic (D convexidade de f{x), @ conve
xidade gi{x) = (3) convexidade de 8. Mostremos inieial

mente a tese da convexidade de V. Sa
v EV = 3}{155/9'{}{1) $ ¥y
Y, eV @ 3‘x2€.8 / gixy) € ¥,

romande uma combinacado convexa desses pontos (0£x £ 17
A+ h = 1)

y = dyy + Ao % kg{xl) + Aq(xz} 2 g(lxl + sz)

e portanto ye V.

para se verificar a convexidade de viy) ,lembrandc-se
gque uma fungldo & convexa s € somente se tem epigrafo

convexo, analisaremos a convexidade de

ue= (2, vy /22 EX, 72 g{x}, xszsi
gue & o epigrafo de viy} = infimo %f{x) / gix) £ y%
wE s

seja (Zy, yy) € Ho (2 yodeH, 08 A= 1 -4 < 1.

A combinacdc convexa (Z,¥) = (xz, XZZ, Ayl + hyzi'-

& tal gue
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@

AZy + ‘X22 > X £{xy) + :‘f.f(xz} > £, + 3:}:2)

@

Ayl + kyz 3 A g{xl) + A g(xz} > g{kxl + kxz)
AR, + AX. € S

donde se conclue gue (Z,yle H, H & portanto convexo

e consequentemente v(y) também & convexa,

0 teorema seguinte permite uma Util interpretagac geométri

ca associada & fungdo de perturbagac.

TEOREMA 8

PROVA

x* minimiza L.{x,u*) sobre S onde u* » 0 se e somente

se viy) » vi{y*) - u* {y - ¥*)} YyeV onde y* = g(x*).

= Como X* minimiza o Lagrangeano para u® > 0 temos

Flx*) + ur g(x*) < £(x) +ur gix) Vxes

ou
£lx) > Flu*) - ut [g{x} - g{x*)] ¥Yxes

como g {x*)} = y* e pelo teorema 5 f{x*} = v{y*) temos.
Fix) > viy*} - u* [g(x} - y*] ¥xes

Mas como u* » 0 segue-se que para todo yeV podemos

ascrever



- 1h -

Fix) > viydy - u*l{y - y*), VXES tal gue gi{zi< ¥

e tomando finalmente a expressaoc acima para x que mi
nimiza f{x} sujeito a xe 8, gix)}< y, ou seja, para
% que resolve o problema perturbade com lado direito
Y

viy) » v{y*} - u*[y - y*] ‘g’y_ev

= vy} > viy*) - u*ly = y*l {yvev, ¥* = gx*)

Para x* gque resolve (PP) com lade direito y*=g (x*)te
mos vi{y*} = f(x*) e fazendo y = g{x] para xe S temos

VXES

como vig{x)} € £{x) yxes podemos escrever

vig()) » £{x*) - u*‘g(x} - g{x¥*}

£{x) » F{x*) —~ u* lg{x} - g.(x*}- sz_s

Qu

Flx*) + u* gix*) € £{x) + u* g{x} ngs

o que significaque x* minimiza L{x, u*) sobhre 5.
B

Do teorema 8 po&emos deduzir importante interpretacao geo-

métrica <que relaciona a fungao de perturbacio, a fungac dual, ©

problema Lagrangeano € 05 problemas primal e dual.

-1 viy)
tgo = -u¥
b wigix*) = £{x*)
i
!
f .
! vio) = £45°) = h")
|
i
!
1 Lix*, u*) = hiu*) viy)
!
|
P wi{y)
| - .y
g (x*) 0
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Resolver o problema Lagrangeano para u* » 0 significa geome

tricamente determinar o hiperplano suporte & funcao de perturbacdo

com inclinacdo ~u*. O ponto suporte & dado por [£(x*), g(x*)] onde
x* & solucdo do problema Lagrangeano. A eguagdo do hiperplano & da

da por
wiy) = £(x*) - u* [y - g(X*‘}} = L{x*, u*) - u*y

A interseccao do hiperplano suporte com © gixo y = 0 forne

ce ¢ valor da fungao dual para u*.
wi{0} = L{x*, u*} = hi{u¥*}

Assim o problema dual pode ser visualizado geometricamente
como achar a inclinagao -2 do hiperplano suporte & fungao de per
turbacao gue maximiza a interseccBo com o eixe y = 0. Para essa in
clinacdo a solugdo do problema Lagrangeano x° & solugdo do proble
ma primal(*) |

A funcao de perturbagdo e sua interpretagdc geométrica joga
um importante papel na compreensdo dos métodos de otimizagao por de
composigdo e coordenagldo, como se verd no capitulc II. A moderna
teoria de dualidade em programagac nao linear se baseia central

mente neste conceito.

A interpretacac economica 4o vetor multiplicador de Lagran

ge como prego de equilibrio associado aos recursos ¥y pode ser obti

da da analise de sensibilidade na fungdo de perturbagio.

Se x* resolve (PL) para u* » 0 sabencs pelo teorema 8 gque

vy} 2 viy*) = u* (y-v*) YyeV

*} na verdade isto nem sempre ocorre. Se O problema Lagrangeano admitix g {x}
n36 constante em X (°) entfo pode-se provar {1,2] que existe pelo menos
e solugio de (PL} que ndo & factivel em (P}.

-
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onde v* = g(x*) e v{y*} = £(x*). Para y = y* + as onde o > 0 & um

escalar e s uma diregao factlivel em V a partir de y* temos
vi{y* + as) 3 v{y¥) - a u¥*s
ou

v (y* + as)] - v{y*)

> = u¥*g
o

e tomando o limite para o - 0 obtemos

D viy¥*, s} » - u*s

onde D v(y*,s) & a derivada direcional de v no pontc y* na diregaoc
*
e

g, Farendo g =

D * 2.} » - u%
D vy, ey) 3

o gque significa gue —u§ & um limitante inferior da taxa —marginal
de variag&o.no valor égimo do problema perturbado para um acresci
mo no J-esimo recursc . O vetor multiplicador de Lagrange corres
ponde assim a pregos de equilibrio dos recursos no sentido de que

o problema (Langrangeana)

min f£{xX)+ ugi{x)

®wegd

{(*} ey & o vetor de componentes todas zero & excegae do j—ésimo conponente
que @ um. ' '

(*%} Assim ug & uma estimacio “otimista® da redugao marginal do valor St
de (P). Mo caso de v{y) ser difervenciivel em y*, ug & a prfpria  redu

cao marginal.



representa economicamente © DEesNo problema original (P} guando &
possivel negociar recursos no mercado a preco u. As restrigles
gi{x) < 0 passam a nao existir na pratica porém cada decisao x acar
reta um custo adicional em f corresponﬁente a negoc1agao dos recux
sos necessirios ug(x). E possivel mostrar (Everett [4] Yque a ele
vagﬁo do preco de wm recurso uj (mantendo~se inalterado os demais)
tende a reduzir a utilizagac desse recursos na solugdo do problema

Lagrangeano.

Atd agora nada se exigiu em termos de convexidade, diferen
cialidade, etc... do problema primal. Os resultados obtidos, condi
¢oes suficientes de otimalidade, sao pols totalmente gerals, apli
civeis a qualquer problema de programagao matemiZtica. Na  andlise
porém das condigdes necessarias algumas propriedades serao exigi
das no sentido de garantir a existéncia de vetores multiplicadores,

ponto de sela, etc...

Um primeiro resultado importante decorre diretamente do teo

rema 8.

COROLARIO 3  Sedja x° a solugao Stima de (P). fntac existe  vetor

multiplicador o > 0 tal que % minimiza L{x, uO) 50
bre S se e somente se a funcdc de perturbagio admite

hiperplano suporte no ponto v({0) com inclinacao - wC.

vara a existencia de bhiperplancs suportes a fungaoc de per
turbacao em todos o5 pontos yveV (e portanto em ¥y = 0) uvma condi
¢ao necessaria e suficiente & v(y) ser uma fungaoc convexa, ou seja,
(P} ser um programa convexo. Caso contrario existirao subconijuntos

C, eV onde v(y), veC,, nao admite hiperplanc suporte.

3 viy) . | 3 wiv}

H
O o
hia™) = £(x7) i gap de dualidade
|

§

} i
P
g

(2}~ (P} n3o convexo, ha “"gap"

{1}~ (P} convexc, nao ha “gap”
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Métodos de otimizagao por resolucac de problemas Lagrangeanos
sucessivos nac conseguem "gerar" yecC, e portanto ndo convergirao
se y = 0 estiver contido em algum C,. Neste caso o problema primal

nao admite ponto de sela, existindo um "gap de dualidade" dado por

n®y < Fix%)

onde u° & solucio otima de (D) e x°® 3 solugBo Otima de (P). £ pos

sivel porém gue ndo exista "gap" mesmo se (P) n&o for convexo.

b viy)

\\ he®) = £60)

(3) - (P) ndo convexo, nac ha "gap”

S5 a convexidade, entretanto, & uma exigéncia ainda ingufi
ciente para garantir a existéncia de vetor multiplicador Stimo (VMO) .
Tsto porque mesmo que v{y) zaja convexa & possivel que o hiperpla
no suporte no ponto y = 0 tenha inclinacdo ndc finita. Para elini
nar esta possibilidade, gue corresponde a cascs pataldbgicos de pro
gramagap matemitica, define-se

{(P) & estivel se e somente se v {0) 2 finita e

1im, v {oy) - v (0) > -0 Yyev, v #0
a0 a [

ou seija, a derivada direncional no ponto y=0 nao & o em nenhuma

diregao. Com 1isto podemos apresentar O seguinte teorema.
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TEOREMA 9 Se (P) tem solugac dOtima x®, & convexo e estivel en

© tai gque (xor u®) satisfaz as [QO).

t30 existe (VMO) u
PROVA £ sabido gue uma fungao convexa admite hiperplano su
porte num ponto onde & finita se e somente se sua de
rivada direcional nio & -® em nenhuma diregdo.Assim
v{y) sendo convexa {pois (P) & convexo) e tendo deri
vada direcional fiﬂita'{pois (P} & estavel) podemos

esCYyavar
o
viy) > v{0) - u ¥y ¥Yyev

onde ~ u® & a inclinagio do hiperplano suporte em v(0}
E preciso mostrar agora que (x°, u%) satisfaz as (CO).
Condicao {2} & imediata. Fazendo y = ej obtemos |

ug 2z v(0) - V(ej}

e como v{y) & nio crescente v{(0) - v{e,) > 0 e portan
to u” » 0 f{condicdo (4)] . Fazendo y = g{x°)Yobtenos

w® gx%) » vi(0) - vig{x®))

Mag como v{g(xoj} = v{0) pois diminuindo o lado 4i
reito de y = 0 até y = g(x”) ndo se destroi a oti
nalidade de ¥° temos u® g(xg) > 0. Mas de (2} e (4)
w® g(x°) € 0 e assim

w® g(x% =0  [condigdo (3)]

Finalmente pelo teorema 8 para y* = 0 a condigdo (1)

tambeém & satisfeita



Graficamente, para um programa Convexo podemos visualizar a
evisténeia ou ndo de (VMO) finito pela propriedade da estsbilidade,
lembrando que uma fungao convexa b pode apresentar derivada dire

cional infinita em pontos da fronteira de seu doninio.

1 V(y) V(Y) 5
0 v 0 ¥
(1) {P) comvexo, estavel. (2)~(P) convexo, instavel .
Ixiste (VMO) _ Nao existe (WD)

No caso de problemas ndo CONVexOs onde hi "gap de dualidade”
nao existe (PS) do Lagrangedno & nio se aplicam as (CO} ou {CD) .
Enkretanto nestes casos & inclinagao da fumgac de perturbagac  no
ponto v = 0 {gque nio define hiperplano suportel permite caracteri

zar uma condigho de otimalidade alternativa.

Suponhamos S = g , £ e 95 de classe-cl em S. Nestas condi

ches € possivel obter, através de expansi@o em Taylor e do Lema da
Farkas, uma condigao necessaria de otimalidade para ¢ problema pri

nal.
N O " . o
Seda % factivel, isto €
O
gx') €0
e seja I o conjunto de indices das restricoes ativas em x°. aAssim,

gi(XO)“-“—G ,ieT

O »
gi(x } < G . 1;51



Uma direcio 8x com || &x | arbitrariamenis pequeno & factl

a partir de =° se

gi(x°+ﬁx}:50 , 1eX

Expandindo em Taylor e dasprezando os termos de segunda oOr

dem

giixo + &g} = gi(xo) + ?gi(xe). ix ¢ B

e lembrandoc que gi(xo) = ¢ para todo ieI, gualguer diregao Afacti

x O v -
vel &x a partir de % se caracterizara porx
. 0 . z
ti(x Yoéx € 0 ; 1e
- c s 0 A s
2nalisando agora a Ifungao obietive, para gue x  seja otimo
local & necessfrioc gue para todo éx satisfazendo a  €XPressac

acima tenhamos

£(x° + 8x) » £(x)

Expandindo em Taylor e desprezando o3 termos de segunda O

dem

th
-
P

f{xc + dx) = f(xo) + TEED) . 8x 3

ou seja
Vf(xc) . &% = 0

Assim, resumindo, uma condigdc necessiria de dtimo local &
para todo 38x tal gue '
Vg, (x7) . 6% g 0 , iex
tenhamos
vE(x") . &x 2 0

Através do Lema de Parkas a condigao acima pode ser reescri

ta ocomo



~9£(x%) = | ui . vgi(xa)
iel
com
o
. 0
u; 3

e finalmente generalizando a expressi@o para incluir também as  res

— = : o
trigbes nao ativas (com u; = 0) temos

-vE(x%) = ] ui vgs (x%)
: i

ui » 0

Q Oy _

u;s - gi(x } = 0

As condicdes que acabamos de obter 830 chamadas  condicgoes

de Kuhn -~ Tucker (RT) e podem ser formalizadas como se segue

{a) Vo L(xo, ey = vE(x°) + u® ?g{xo) =
) v, L= 0% = gx®) <0
{KT}
(@ u. v, L(x®, u®) = u® gx") =0
(@ w° 3 0

Fstas condicdes se apresentam em termos de estacionariedade
do Lagrangeanc. B interessante notar que (b} (¢} (&) sac iguails a
(2} {3) (4). A diferenga entre (CO) e (KT) reside pols em substitulr
a minimizagac do Lagrangeano [ condigao (1) 1 por sua estacionarieg

dade | condicio (a) ].

n+ - L
No caso emque 5 =k , temos o conhecido resultado para

a condigao (@)
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que se apresenta anilogo as condicdes (b) (¢} (d) relativas a u, 4

excecao de ¢ue agui & um minimo restrito engquanto 18 € um  maximo.

Geometricamente, a interpretacao das condigoes (KT) no caso
5 = E* diz que wVf(xo) & uma cambinagéo linear pogitiva dos vgi(xo)
para 1€ I, ou seja, deve pertencer ac cone gerado pelo gradiente das

restrigoes ativas.

Vejamos agora a relagao entre as condicdes (KT) e a fungao
de perturbac@o., Para isso seja x* um dtimo do problema original, &

claro gue

x* = x¥ {y}
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A funcio de perturbagio & por definicac o valor Stimo do prp

blema perturbado, ou seja
viy) = £(x*) = £{x*(y))

tendo como gradiente

3 x*

vu{y) = vf(x*)}

Mas como x* & dtimo, pelas condicoes (KT) podemos escrever
gE{x*) = - u* vgx*)

onde u* & o vetor multiplicador de Kuhn - Tucker (VMKT). Assin sen

do temos

3x*
3y

v {y) = - u* vg{z¥)
Sseja agora por definigao a fungao

hiy) = g(x*) = g{x*{y))

gue tem como gradiente

Ix*®

3y

vhiyl = Vg(x¥*)

f claro que sendo I ¢ conjunto das restri¢oes ativas

h {y) = Yy

hy (v) < vg.

Expandindo em Taylor a fungao hI’ supondo gue o conjunto de
restrigbes ativas nac se altere e que O termo de primeira ordem

predomina sobre os de orden superiox

hz(y + 8y) = hz{y) + ?hz §y = yq ¥ §Y ¢



ou seia
Sx* e
5y §y = 5Yy

?gI{X*)

razendo a partigac da expressio acima em I e J temos

§x* xy_ OX* .
79 (x*} Sy +Vg, (x*} dy. = Sy.
I Y ¢ I o Y 5 J T
* . _ .
8 Como g; = 0 pois a solugao nao varia para perturbagoes infini

tégimais Y nas restricdes ndo ativas temos finalmente

Sx*
vy (2%) S ﬂ

Voltando agora a expressao de Jv iy} podemos escrevé~la fa

Sx*)
6’}?&.

e usando os resultados anteriores en conjunto com o fato de que

zendo a particao em I e J.

*

gviy) = =~ {uz

ng(x*} Ex*
o ()
?QJ(X*) 874

"
el e g

u§ = 0 pelas condigOes (KT) temos afinal
yv(y} = - u¥

Com este resultado concluimos gue a inclinagdo da fungao de
perturbagéa mesmo quando nao define hiperplanc suporte & dada pelo

(VMRT) {desde gque f e g setam de classe clz

b vy
\.\
! 5
(3} -~ (P) nao convexo, estavel.

Fxiste (VMK



Cabe observar gue o desenvolvimento anterior & valido sob a
hipdtese geral de gue v{y) seja de classe C,. E aderpails gue certas
condigoes de regularidade seiam satisfeitas, evitando casos patald

gicos onde os multiplicadores ndo sao finitos, como no exemplo abai
X0

X2 4
.
7
? o
5 Vgl{x )
7 e 1 O
A —~TE xR }
/ —
1
ngixc’}

Diversas qualificacdes de restriglo foram propostas para evi

tar estes casos. Algumas delas sao:

{1} Se existir um vetor % tal gue Z ?gﬁtxo} < 0 para todas

as restricoes ativas,

(2) Se as restricoes gi{x) < 0 forem convaxas e existir um

ponto interior em 3 tal gue g{x) < 0.

(3} Be os gradientes das restricbes ativas forem linearmen

R “ Q
te indevendentes am X7,

(4) Se todas as restrigoes forem linearas.
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Geoffrion | 2] mostra gue estabilidade & também uma gualifica
cio de restrigdo, porém mals importante que as demais pois além de
suficiente para garantir a nio ocorrencia de casos patologicos ela

também & necessaria.

Cabe finalmente salientar gue as condig¢oes (KT) sendo satis
feitas em todo minimo local serdc uma condigao suficiente de otima
lidade se o problema (P) for convexo, pois neste caso admite um ani

co minimo, o global.

0 seguinte quadro resume O3 principais resultados do cap. L.

Solugdo Otima _
de (B) estabilidade

+
] ™ ﬁiferenciabilidade
ronvexidade TeOreams
+ ¥ A 1
estabilidade
{tecrema 9}
o . Convexidade
Condigoes de
Otimalidade
{(CO)
(1)~ (4}

Condigdes de | Condigoes de
Ponto de sela e 1 maalidade

{PS) reoreras {CD)
(5)-(6) Ze4 (7}-1(9)




CarITULO IT

"METODOS DE DECOMPOSICAC B COCRDENAGAC

0 objetivo deste capitulo & representar de forma unificada
alguns dos mais importantes matodos de otimizagac para programas
matemiticos de grande porte. Nos anos recentes a complexidade cada
vez maior dos problemas tratados pala Programagac matematica esti
milou o aparecimento tanto de téconicas pteacupadas com o aumento
gm eficidnecia computacional de métodos tradicionals (memdria e tem
po de processamento), cujo éxemplo caracteristico & o método simplex,
como também de novos métodos onde a tbnica central tem gido a de

composigao.

O0s metodos de decomposicio e coordenagao, segundo a interes
sante visao de Geoffrion [5] , podem ser compreendidos como a jun

cao de uma manipulacic gue visa transformar o problema original num

problema equivalente (prograna mestre) onde se evidenciam simpli
ficagoes advindas da estrutura original do problema, e uma egstra-

tégia de resolugdo gue tirando proveito dessas simplificagtes for

nece um procedimento iterativo para a solugao do programa mestre.
& decomposigio em subproblema de menor dimensao e passiveis de so
lucio por técnicas conhecidas & o resultado freguente das estraté

gias de resolugzo.

Os métodos de decomposicac pelo Lagrangeano sa0 um exemplo.
Restri¢oes de acoplamente que sendo ausentes tornariam o problema
original separavel sdo afastadas via dualizagac e o problema Lagra

geanc associado se torna assim decomponivel.

Nos métodos estudados neste capitulo serao vistas as manipu
lagbes intituladas dualizagdo, linearizagao (interna e externa) ,
projecao e as estratéglas de resclugdo chamadas otimizagdo por par

teg, restrigao, relaxagao, direcoes factiveis [5 ],



0 que se quer mostrar, sobretudo, & gque a partir da inter
pretacio desses diferentes métodos geometricamente sohre a fungac
de perturbacac & possivel aclarar seus mecanismos, compard~los em
termos das suas especificidades, unifici~los naguilo gue tém em co

mus.
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METODO 1 -~ DUAL CLASSICO

0 método dual clissico & o mais simples dos métodos de decom
posigao do Lagrangeano consistindo na aplicacdo da combinagao Dua-

lizacdo/Direcoes factiveis como manipulagio e estratégia de resolu

cdo. Um dos trabalhos precurssores desse método & devido & Uzawa
[6] , tendo sido wais tarde reestudado por Lasdon [ 7] gque forneceu

interessantes interpretagoes econdmicas.

para sua apresentacaco consideremos o problema primal

min £{x}
(B) s.a gi{x} £ 0

¥ g 5

pualizando (P} em relacdo as restrigbes gix} < 0 cbtem-se

max {h{u) = infimo  Flx) + ugix)}

{3}
u 2z 0 x g 8

E possivel mostrar (1] , para § compacto ¢ £, g continuas em
s, que g{x*) & um subgradiente de h{u} em u* para tan_x* £ X{u*).
Em particular se g{x*) for constante sobre X{u*) entaoc h(u) & dife

renciavel em u* e
S Vhiu*) = g{x*} . %= £ X{u¥)

A partir desta constatagéo,'a saber, que o gradiente da fun
cao dual & dado pela restricio, o método usa uma estratégia de reso

lugho por diregdes factiveis para resolver (Dj.



rRasumo do procedimento:

{1} Escolha u* 2> 0

(2} Minimize fi{x) + u* g{x) sobre S. Seja x* uma golugao

(3} Se glx*) € 0 e u* g{x*) = 0, pare: x* & solugao  Otima
de (P}

Caso contraric faca u* = max | 0, u* + gg{x*)}com o > O

{escalar pequeno} e volte a (2).

Ceometricamente na funcdo de perturbagao

3 v{vy) . - .
Lgal Uﬁl

fixl} = v{g(xy]))

L EEy) = v (g (x,1))
| hu,)

|
b n {u,)
g(xy) glxy) b4

Para problemas CcOnvexos onde adenmais o Lagrangeano & estri
tamente convexo em x2 S para u® solugae Htima de (D}, © critério
de otimalidade em (3} garante a convergencia do método para a SG
lugio dtima de (P}. Em outros casos porém & conveniente substituir
o critério de parada em (3) pela naximizacio da fungao dual hiuv).

Segundo este novo critério 2 convergéncia & garantida em todos os



casos podendo, entretanto, ocagionar dificuldades zdicionais. Isto
porque tantc para problemas convaxos porénm nao estritamente (a) co
mo para problemas nao convexos com "gap de dualidade” (b) o
minimo do Lagrangeano para u® solugao Stima de (D) & mbltiplo e

nag g-constante.

$ V(Yj ikvty}
t v (D)
o
! hiu }y=v{0) { o
{ i h{u}
i i i
t }
; i - s f "
g {x*) y g} g(x5) y
caso {a) caso (b}

Permanece assim a dificuldade de encontrar a solucao Otima
de (P} a partir da soluglo &tima de (D) fornscida pelo método. A
distingao entre os casos {a) e {n) fica preijudicada. 0 que se pode
garantir & que x© solugao Stima de (P) no <¢aso {b} nao pertence a
X{u®) e no caso (a) sim, sendo porém necessiria sua determinagao .
A programagao linear & um exemplo wlassice éo caso {(a) onde portan
'+ se utilizam métodos mais elaborados gue evitam ¢ problema da de
terminacao de x% & X{u®} a0 mesnc Lempo e e aproveitam a estru

3

tura linear do problema. A estrita convexidade de £(x}, ao garan

+ir a unicidade do minimo do Lagrangeano, evita O caso (a).

METODO 2 - PROGRAMACAOQ LINEAR GENERALIZADA

)]

Desenvolvida por Dantzig wolfe 181 a PLG constitul um dos
principais resultados da pro raracio matenmdtica de grande porte. B

o resultado da combinacio Linearizacao Interna/Restricdo como mani

pulagio e estratdgila de resolugac.

El



0 problema primal convexo

min f(x)

{P) s.a. gi{x) € 0

2 linearizado internamente por meio de uma base de linearizagéo{xj}
%3 ¢ 8 Hj, em principic infinita para garantir a squivaléncia com

(P}. Resulta ent3c o programa mestre linear

3
(PM) .
Aj = 1
3
20, v3
A aplicac@o da estratggia de restrigio para resolver (PM)
consiste em fixar A, = 0 ¥3 #1, 2, ..., r , obtendo-se  assim

- g + L)
um programa lineary restrito (base de linearizagao finita)
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e
min 2. AL £(x)
j::

X
s.a. 2, Ay gix?) <0
=1

5 3
(PL) _ .
2 ay =1
=1
A R T
Associado & solugdo Otima de (PL) existe um VMO s 0

que & utilizado como parametro do problema Lagrangeano

min {f(x} + ur+1 g{x)}

®x & 8

+ - r+1 - foid x N : . A s
cuia solugao X & entio introduzida na base de linearizagao me

lhorando a aproximagac entre (PL) ., @ (PM) .

Resumo do procedimento:

(1) Escolha uma base de linearizagao {xl, xz,...., xr}

inicial.

(2} Resolva (PL}r . Beja {hl’ Xz,..,; Ar} a solugao otima

e EHY o vetor multiplicador &timo.

_ ] +
(3} Minimize £(x)} + ur+l g (%) sobre 5. Seja xr L uma solu

Cao.



b
[ E%)
o

t

r+l

. 4 .
{4} Se hiu y o= A, Flxd) , pare: E: A, %d B solu
J =1 + -

TN

1

- cac Otima de (P}
- . " - + -
Caso contraric introduza %" . na base de linearizacgao e
volte a (2).

Geometricamente na funcio de perturbagaoc

] ; o

g&gﬁl) v

Em termos da fungac de perturbacao a PLG consiste numa 11
nearizagac interna de vy}, a cada passoc mals precisa em torno de
y=0. Comparativamente ac método dual clissico a diferenca Ffundamen
tal reside no modo de determinar a sequéncia de vetores multiplica
dores fornecidos ao problena Lagrangeano, gue 1l& eram obtidos pelo
conhecimento do gradiente (ou subgradiente) da fungao dual ac pas

so que aqui sao o resultado da solugao do problema linearizado.

E importante sallentar que para problemas nao convexoes Com
"gap de dualidade”, caso {(b), a PLG também rndo & aplicavel pols po
de convergir para uma solugac infactivel. Para o caso (a),entretan
to, aoc contrario do método anterior, nao ocorre dificuldade en se
obter a solugao primal Otima uma vez conhecida solucao Otima dual,
pois (PL),  fornece a cada iteracio uma solugdc primal  factivel

{ EZ kj x4}  cada ver mals proxima do Otimo. Assim, a PLG se apli
3=1
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ga a problamas cCOnvexos quaisquer, em particular a programas linea
res {(na verdade originalmente tratou da programagao linear [8] Y.
Alids, se (P) for linear, como a linearizagao & exata para uma ba

se finita, o algoritmo converge em nimerc finito de passos.

METODO 3 — APROXIMACAQ TANGENCIAL

-

0 métode de aproximagéa tangencial de Geoffrion lo] & um

procedimento dual da PLG consistindo na combinac&o Dualizacao - Li-

nearizacdo externa/Relaxagac «omo manipulacio e estratégia de re

solugao.

0 problema cOnvexo primal

min f£{x)
{P) g.a. g{x) € 0

X E 8

& dualizado obtendo-se o problema

{

max {h{u) = Infimo [f{x) + ug(x)]i
(D) X e 8
u 2 0

A seguir a funcao dual & linearizada externamente sendo Ye

presentada por

nY(w) = Infimo {f(xj) +u g(xj}}
j |

onde ! & solugac do problema Lagrangean para o > 0



- 2R e

5

3

min f£{x) + u’ gix]

x £ 8

A partir da representagdo linearizada da funcao dual, e len
brando que infimo & omalor limitante inferior,o problema (D) & egui

valente ao problema

max ZO
u, 2z°
{PM)
s.a. 2° ¢ £(x?) + 0 g (%) _xj e X(ul), ﬂj/uj > 0

A estratdgia de resolugao para (PM} & relaxagao, ou seja,re

colver a cada iteracdo o problema relaxado (PR}

{PR).I‘

S.8. ZQ £ f(xj} 4+ u g(xj) x5 & X(uj), uj;zﬁ, J=1,2..,¥

Resumo do procedimento:

3

™

{l) Seja 3xj€ tal gue X K{uj), uj » 0, 1 =1, 2, ... T

(2} Resolver"(PR}_r . Beja ur+1 a solugao Otima e 7° o valor
Htimo.

{3) Minimizaxr £({x) + ur+l g{x} sobre 5. S5eja 2t uma  solu

cao



- 35 -

1 - - -
} = z°, pare: X & solugao Otima de (P)
+l)

T+
(4) Se hiu
Caso contrdrio introduza a restrigao z° g £ix" l}+u§ﬁkr

am (PR)r+1 e volte a (2).

Geometricamente na fungao dual

hiu)

ul 112 ur+}' 'Llr 11
A linearizacio externa de h(u) no método da aproximagac tan
gencial € eguivalente & linearizagao interna de v{y} na PLG. Para

se ver isso seja o Lagrangeano agsocliado a §?L}r .
T . r . r _
Le,u,2%) = 2. AL E(x)) +ul o gix?y + 2°%01- 2. L)
que pode ser escrito
(F(xd) + u gx?y - 27 . A

Lix,u,2")

I
. u- '
i MR

= - o - -
a funcdo dual associada a L{x, u, 27} sera entao

: O
y = min L{x, 1, 30) = 7

hi{u, Z
Aoz 0
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satisfeita a condicdo de gue o minimo do Lagrangeano exista, isto &,

W
el
beds
it
[
3]

f(xj) +ou g(xB} - & ceeys L

Assim o problema dual de {PL}r BE escreve

max Z°

u,2°

g.a. z° f(xj) + u g(xj) 3= 1, 25 «0ss ¥
u = 0

gue nada mais & gue {PR)r . Com isso a seguéncia de multiplicado

res nos dois mdtodos serd a mesma.

A equivalencia entre PLG e aproximacao tangencial leva a gue
so estendam ao sequndo as observagoes feitas ao primeiro, em rela
cido & convergéncia no caso de "gap de dualidade” e no caso linear.
A titulo de observacgao, aqui a solugao Otima @e (P} ao fim das ite

3

ragbes & obtida por combinagio convexa dos X~ COM pesos lj dados

pelas variaveis duals assocladas a (PR} _ -

METODO 4 - ALOCACAEO DE RECURSOS

Tambem proposto poxr GCeoffrion | 91 e estudado particularmeﬁ
te em Lasdon 1] , o método de alocacao de recursos pode ser inter
pretadc como o oposto dos m&todos "duais™. Nestes Gltimos o0s pre
gos u direcionam a utilizacado dos recursos no sentido de factibili
zar o problema, a0 passo gue agul a alocacao dos recursos sera fei
+a diretamente (sendo portanto sempre factivel) e os precos (varid

‘veis duais) servirac apenas para avaliar a melhoria proveniente de



novas alocacGes alternativas. Em termos de manipulagao e estraté
gia de resolugac este método pode ser visto cOmo a combinagao Pro-

jecac ~ Linearizacao externa/Relaxacao.

Seja o problema de program&gﬁo matematica

xr
min E; fi(xi)

(P) s.a. 2, g, (x;) b

cuja estrutura & bastante frequente em problemas de grands porte
(critéric separavel, restrigoes separaveis = da acoplamentoj, Um
caso tipico & a programagac linear com matriz de coeficientes  an

gular. Ao invés de dualizar em relacio &s restrigdes de acoplamento

r
z: gi{xi} < b (método "dual”) projeta-se O problema no £Spago por
i=1

elas definido.

Introduzinde variaveis Yo i =1, 2; -e.., ¥ (P} pode ser

reescrito
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9 (v¥s ¥

('} : i= 1, 2;.e., ¥

e projetande {P') no espago dos y temos O programa mestre (PM)equl

valente
r
min Eﬁ v, {y.)
o 14
i=1
(PH)} r
s.2 25 v. € b
o= i
i=]
onde
(S?)i ' vi(yi) = min fi(xi) S.a. gigxi} S y;r Xy 8 Si

Resumo do procedimento:

(1) Esgscolher una alocagés de reCcurscs %y,% inicial
Y

{2) Resolver ({SP}, ., i =1, 2, .., ¥ . Seljam §§€ as Sso

bl - 1] “k * [ - .
lugoes Otimas € uy os vetores multiplicadores Otimos

escolher nova alocagdo 3yi%1£ de mo

(3} Em fungao dos gﬁi
do a melhorar (PM) e volte a (2) até gue (PM) seja re

aolvido.

Uma possivel manelra de executar (3) & baseada na visualil

- - - -k - ,

zagao de (SP), como. uma funcio de perturbagac onde u; & O vetor
g A C s -k 5 I

multiplicador associado 2 vi{yi) que fornece uma nedida {otimig

ta) da taxa marginal de redugao em_vi(yi) para um acréscime em ¥y
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. -¥ . . o - -
a partiyr de ¥, - Assim, a comparagac entre O5 u? . yk

de cada
l .

(sp), permite direciconar a nova alocagao.

Representando vi(yi) poxr sua linearizagao externa, ou seja

]

" booody -3 _ =3
vi(yi) = guUpremno ?vi{yi} uy {yi yi)

3

e aplicando relaxagao, o programa mestre (pM)} fica

¥ . . .
: 53 4 — o
min ;gi supremo vi(yi) uy (yi yi}

1<isk

(PM)k s.a. y. £ b

=3, o3 _ =] ' _—
YA vi(yi} e (yi VAl i =1,2,...,1
j ﬁi;zrov-fk
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Graficamente na fung@o de perturbagao

i v,
i

(yi)

0 procedimento global poderia ser resumido emn:

{1)

(2)

(3]

(4}

(5]

{

fscolher uma alocagao de reCcursos 3§i( inicial

'5‘_1

Resolver (SP)i , 1= 1,2, .., X . Sela Aié a solu
-~ ~1 . . -
cao e u, os  vetores multiplicadores Otimos. Fazer
=1
~K+

Resolver (PM}, - Seja {yi 1} a solugac e 7% os valores

atimos

Resolver {SP}i , i=1, 2, .., ¥ para a alocagao {§§+l}

~k+1
X os vetores mul

et S L maa
Seja{xk l} as solugoes otlmasee{-i
i

tiplicadores Otimos.

Se Vi{§?+l} =gt 4 =1, 2, .., T, pare:gx‘

lugao Otima de (P)
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Caso contrario introduza em (PM), ., as restrigoes  adi

cionails

=k ~k+ ,
(yk l} - uy 1 ly, —yy ") ¢ 27 s i= IR & e

volte a (3).

Uma caracteristica importante desse método & apresentar uma
solugao factivel a cada passo, portanto utilizével do ponto de vis

ta pratico, ao contrdric dos nStodos "duais” infactiveis.

Do ponto de vista tedrico, para que o procedimento seja via
vel & necessirio gue as fungoes f (x ) e g, {x } sedam convexas soO
bre 8, convexo (e compacto} de mado a valx&ar a linearizagado exter
na de (y y. Além disso & preciso definixr o conjunto de alocagoes

de recursos factiveis (nfo citado na apresentagao por simplifica

caol .

METODO 5 - DECOMPQSICAC DE BENDERS

Proposto por Benders [10} e analisado por Lasdon [ 1] e
ceoffrion [5], este método se mostra particularmente interessan
te para problemas de programacac mista. Consiste na combinagao Pro

3eq&0 - Linearizagao externa/Ralaxacas como manlpulagao @ tratg

gia de resalugao. Para sua apresentagao trataremos o seguinte pro

hlema semi-linear.

Min cx + £y)
{r) S.a Ax + Fily) & b

x>0 ,ve¥
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Para aproveitar a estrutura linear em x projetamos (P)scbre

o espago dos y obtendo

-

Min {f(y} + Infimo E ox s.A4 Ax £ b - F(y)]}

vev x 3 0

onéde

v:{ngf x > 0 com AXS?‘J”F{Y)}

0 Infimo dentro do minimizando & o valor Stimo do programa

linear parametrizado

Min Ccx

(PLE)} S.d. Ax ¢ b~ Fily}

cujo dual &

Max  ulb - F(y))

(DLP)| S.&- ud e

Sejam {u3} i =1, 2, «.»., P OS pontos extremos e {ujﬁ

1 =p+ lynee., prq 05 raios extremos do poliedro

wn
i
e
o
A
<
e
o
o
4
8]
[a—

Se § & vazio (P) ndo tem solugao factivel ou tem valor Ot

mo ilimitado. Afastando estes Casos triviais pode-se garantir pela-
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dualidade em programacao linear que se (DLP) tiver solugao ilimita
da para algum y ent@c (PLP) serd infactivel. Assim podemos caracte

rizar o conijunto V como
velyey / Wb -FE) g0 § = ptl,..., pra)

Por outro lado linearizando externamente o Infimo de(PLP) ,cu
seja, lembrando pelo tecrema da dvalidade em programagac linear que

geu valor @

Max {uj(b - F{y))}

e sabendo que © maximo & o menor limitante superior temos finalmen

te o0 programa mestre equivalente

Min @ fly) + ¥°
ve¥
YO
(PM) o 3 | ‘
s.a. y 2 u (b - Fily)) =1, 2,...,pP
03 wl(d - Fiy)) 3= p+l,...,pHg

£ glare que relaxacio & uma estratégia natural para resolver
{(PM) pois evita determinar antecipadamente 5 veltores {uj}

=1, 2, ..., prd. O problema relaxado fica pois

Min £ly) + y%
veyY
(PR} YO )

S.a8. yO y ul{b - Fly)) para alguns 1 € J € p

S T * u b -~ ¥ {y)) para 2lguns prldig pig
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Resumo do procedimento:

(1) Resolva (PR). Seja (¥, y°) a solugdo.
{2} Resoclva (DLP) com y = v
Se o valor otimo for igual a §O , pare 1 (¥, §0)

Z factivel em (PM) e portanto Stimo. A solugao Stima de
de (P) serd (v, X) onde x & o vetor multiplicador de
{DLP).

Se o walor &timo for superior a 7° entdo uma restrigdo
violada de (PM) & produzida do tipo:

yo 2 uj(b - F{y)) - se o valor Otimo for finito {onde

ul & o ponto extremo solugado) ou

0o =z uj(b -~ Fl{y}) ~ se o valor Htime for ilimitado {(on

de ul & o raio extremo).

Voltar a (1)

araficamente na funcao de perturbagdo de (PLP)

v{y) = Infimo icx c.a. Ax = b - F{Y7}
%220

tgar= ~0o

b-F v}
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A curva cheia representa a linearizagac externa da fungao

de perturbagac de (PLP). A curva tracmjada & a sua relaxagao. A

_solugaa de (PR) fornece um par (¥, ¥ ©y, se a solugdo de (PLP) pa

ra ¢y =Y {obtlda através de seu dual) fornecer um valor otimo nao
superior a y , O processc iterativo termina. Caso contrario me

lhora-se a acuridade do (PR} introduzindo uma nova restrigao:
v@ 2 0l -~ Fy)) '

Tsto, & claro, guando (PLP) tem solug factivel polis caso

ac
contririo a restricdo a ser introduzida g o> ul(b - Fly)) gque re

duz o dominic efetivo dos vy.

As hipdteses de convexidade de L{y}. F(y) e ¥ garantem ©
procedimento ao assegurar due (P) e (PM) serao problemas cONvexos.
Fntretanto mesmo em alguns Casos, programagao mixta por exemplo,o

método & ainda valido.

O método de Benders agui apresentado pode seX estendido per
mitindo nao linearidades tamb®m em x. 1sto foi desenvolvido  por

Geoffrion [11] com o auxilic da teoria da dualidade nao linear.

METODO & — ROSEN

0 mdtodo de Rosen [12] pode ser compreendido como a conju
gacao Dualidade / Otimizacac por partes enguanto manipulagac e es

tratégia de resolugac. Para ilustrar seja o problema linear CoORes

trutura angular

P
Min §oC, R,

(P}




Dualizando em relacio a restrigao de acoplamento obtemos o

Lagrangeano

Li{x, A} = bO . A+

i )3

{C. - XA,) =%,
i i i

i=1

e o problema dual resultante serd

: P
Max {,bo LA F .z Infimo (C, - 2A;) xi}
by i=l xiasi

{D}

con Si = '{xi > 0 / Bi X, = bi}

0 Infimo dentro do maximizando tem CORG valor o resultado

do programa linear parametrizado.

Min {C. - AA.¥X,
i 171
S.H.
{PLP)
B, . = b
i i i
Xy » 0

Seja Ei a solucdo Stima de (PLP). Para pequenas variagoes
em A a solugio dtima de (PLP) ndo se altera e seu valor Gtimo se

réd dado por
(C, - B;) X,
i i’ i
Isto & valido enquanto o vetor de custo relativo permanecer
nic negativo. Matematicamente, sendo I a base Stima relativa a so
lugdo X; esta condigao & expressa por

L _ . IR S | .
&= (c, -a) - (€ AN B B 30 £=1, 2,...0-
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Assim o problema (D)} pode ser parcialmente representado pe

1o equivalente lineax

I
Ma;x {bO - A +i£1 (€, - Any) xi}
(PE} S.8.
{c-—AA)~—(C—~>\A)1 B, » 0 i=1,2
i i i i i~ réree B
A solucdo de (PE) serd um ¥ que saturard tantas restri

goes de (PE! guanto &€ a dimensao do vetor A. Isto garante que

A serad uma solucao basica de (D).

A partir dai, escolhendo-se uma finica restricao {das  ati

vasg) para relaxar, © gue

garante um procedimento tipo simplex, um

novo (PE) & resolvido até gue outra restrigzo se torne ativa.

Egcrevendo o dual de {PLP)

Max D, U,
i i

(DLP)

podemos interpretar o método na fungio de perturbagao de (DL2)

taga, =X,
i 71

Ciﬂkﬁi

& ~AA,
1 1
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0 valor &timo de cada subproblema é representado pelo tre
cho linear valido num certo pelitopo em A. & restricao de {(PE} de
fine este politopo. A cada iteragho um subproblema muda de trecho,
alterande o conjunto restricio de (PE), atg a otimizagao de (D).

Em problemas com estrutura dual angular o método se equiva
le a combinagdo Projeczo / Otimizacho por vpartes.A decomposicacde

Rosen pode ser estendida para a classe particular de problemas
que constitui a generalizagio da estrutura dual. an

nao lineares,
gular, a saber

g

Min ; C, vy %, + C Y]

i=I

5.8, ﬁi{y} X, 2 biiy) | L = 1, 24 ewnnes P



capITLoe IIX

"OTIMTZACED HIERARQUICA APLICADA A SISTEMAS DE

POTENCIA HIDROTERMICOS™

Neste capitulo estuda-se a aplicacdo de técnicas de otimiza
gao por decomposiciio e coordenagao ac problena de operacao de siétg
mas da poténcia hidrotdrmicos. Consegue-se assim O tratamento de
problemas de grande dimensac (varias unidades.térmicas e hidroelé
tricas) com uma formulagdo rigorosa do modelo incluindo fungoes de
geragio hidroeldtrica e custo de operacic térmico ndo lineares, in
fiudneia das variacgdes no nivel dos reservatdrios sobre a poténcia
hidroeldtrica gerada, acoplanento hidroelétrico afravés de reserva
tdrios em cascata com varios vales hidraulicos, demanda de  carga

aleatdria.

Estruturas de célculo em trés niveis sao chtidas e aplicadas

a um exemplo ilustrativo.
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LISTA DE SIMBOLOS

indice de tempo

indice termoslétrico

indice hidroelé&trico

conjuntc de indices de tempo

conjunto de Indices termpelétricos
conjunto de Indices hidroelétricos
geragao de potnela termoslétrica
linites de geragdo de poténcla termoclétrica
fungao custo de operagaoc termoeldtrico
geragao de poténcia hidroelétrica |
fungao geragao de poténcia hidroelétrica
estogue do reservatdrio

limites no estogue do reservatdrio
entrada de Agua independente

entrada de Agua dependente

turbinagem

limites de turbinagen

vertimento

conjunto de Indices das hidroelétricas imediatamente vizi

nhas rio acima & hidroelétrica J

conjunic de Indices de todas hidroelétricas rio abaixo &

hidroeldtrica 7§ no mesmo vale

rempo de percurso da fgua da hidroel&trica k até sua vizi

nha & jusante J

demanda de carga

fungdo distribuigao acumulada de @
oferta de poténcia

pesos
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L, L',L" : fungao Lagrageano
A, p : multiplicadores de Lagrange

H, H', H": funcao dual.



3.1 INTRODUCAQO

O custo marginal desprezivel da geracdo hidroelétrica torna
a otimizag3o de sistemas de poténcia hidrotérmicos wn problema de
come usar, num certo periodo de tempo, a disponibilidade de agua no
sistema hidrdulico de mode a substitulr geragio termoelétrica  por
geracio hidroelétrica. A questac basica para o decisor & encontrar
um compromisso entre o ganho relativo associado com a geragio hidro
eldtrica imediata e a expectativa de peneficics futuros advindos da

estocagem, tudo medido em termos de economia de combustivel térmico.

A natureza ciclica dos fluxos de &gua e da demanda de carga
assim como a validade da modelizagado sugerem dividir o problema em
longo e curto prazos. Para o problema de longo prazo, o gual pode
ser um ano {ciclo da agua), & somente possivel estimar em probabili
dade a vazio dos rios e a carga e isto torna o problema mails aifi
cil. Aldm disso, € essencial levar em consideraglo variagoes na al
tura dos reservatdrios as guais afetam a efigigncia da geragao  hi
droeldtrica. Por outro lado para pericdos de otimizagdo menores, um
dia ou uma semana, & geralmente suposto completo conhecimento dos
fluxos nog rios e da carga, © gue nao parece s&r uma hipbtese razog
vel no caso da segunda gue apresenta significantes variacGes aleatd
rias mesmo a curtoc prazo. Ademals & comun S& Supox desprezivel a in
fludneia de variacgdes na altura dos reservatdrios guando ¢ horizon
te de otimizacio & pequeno, hipdtese essa que na verdade s& & vali
da na auséneia de peguenos reservatfrios de elevada relagao entre en

trada de dgua e capacidade.

Muitas abordagens t&m sido sugeridas para O mroblema hideo
térmico hog anos recentes. Métodos variacionais [13, 14} , programa
cio dindmica [15-17] principio do m@xiwo de Pontryagin {18-20] e
téenicas de programagadc matemadtica f21-23] em geral t&m sido usadas
para resolvé~lo em diferentes formulacdes. A dificuldade basica gue
persiste & harmenizar uma modelizacao acurada com a possibilidade de
resolver sistemas realis de grande porte. Uma manipulagao usada para
superar © problema da dimensionalidade & agregar o subsistema hidrp
elétrico trabalhando com um reservatdrio composto equivalente{zé%ﬁ]
reduzindo a dimensac do problema € viabilizando o uso das técnicas
existentes.llsto &, entretants, uma indeseijavel simplifiCagEo sem

pre gue a decisao "onde” armazenar & tho importante guanto a  deci



sio "guante" armazenar.

Neste trabalho propbs-se uma abordagem por decomposigac  ao
problema hidrotfrmico gue possibilita tratar sistemas da grande di
mensio numa formulagao mais geral e precisa. E suposta demanda de
carga estocastica, variagaes na altura do raservatoric ¢ redes hi
draulicas conpletamente gerals com usinas em cascata, atrasc de
transporte da agua e vertimento. Com tais hipbteses pode-se resol
ver acuradamente problemas hidrotérmicos de curto & madic prazo 8
mesmo obter solucoOes aproximadas para o de longo prazo*.Se  obterd
inicialmente um problema eguivalente deterministico basszade nas ca
racteristicas estocdsticas da demanda. & sequir se aplicar@  decom
posigac por dualidade para separar todas as unidades de produgac do
sistema hidrotérmico. Uma estrutura nierarquica de cilculo, em trés
niveis, resultard dessas manipulagOes. As condigdes sobre a qual es
te procedimento € vdlido serao discutidas e uma interpretagao econd

mica sera dada. Um exemplo ilustra O procedimento.

3.2 FORMULACAQ DO PROBLEMA

0 problema agquil tratado pode ser formulado como segue:Minimi
zar funcao chjetivo abaixgo gue representa © custo de opsracgac térmi

co global

DI NS

(%) Uma maneira de reduzir OF erroé da otimizagio advindos da aleatoriedade das
vazdes de Agua é utilizar um procedimento tipo "malha aberta adsptada’ que
implica na reotimizagao em aubintervalos Go horizonte de otimizagdo levendo-
se em consideracdo as Ultimas realizagbes da vazap TOS rics € empregan

d ocomo politica de agdo nfo mais gque as primelras dacisoes.
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onde ¢y, & uma fungho convexa (geralmente guadrdtica)

0 intervalo operacional das unidades térmicas & limitado

m

, eI, me M {2}

A equacgao de balango de poténecia que acopla os subsistemas

hidroelétrico e termoeldtrico &

> g? + ¥ pf =4 , mEM (33
eI jeJd 3

Assume-se conhecida a funcao distribuicio acumulada continua
Fm{é) da varidvel aleatdria demanda de carga em cada periodo de tem
po m e supde~se nac correlacgao entre diferentes periodos de tempo.
Ademais, nao se considera em {3) perdas de transmissao para simpli
ficar a exposicio, mas isso serd levado em consideragac  posterior

mente.

A geracdo @e poténcia hidroelétrica & uma fungao da turbina
gem e da altura do reservatdrio, o gual por sua vez & fungao do es

togue do reservatdrio.

(s, xy L, 3ed, melN (4)

-

Uma vez que a taxa de eficiéncia da turbina & decrescente com
aumentos na turbinagem e altura do reservatdrio, éj & considerada uma

fungao concava.

A dinZmica dos reservatdrios é descrita por eguagoes a dife

rengas

(5y

H
<
-
Leade
i
o
4
iHy
e

e
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A entrada de agua dependente Zj_ & a variavel de acoplamento
conectando unidades hidroelétricas num mesmo vale hidraulico e & ex

pressa por

m m—t, . m-t, .
ij ZS (uk k3+vk kj) . ded, meM (6)

onde Sj & o conjunto de iIndices das nidroeldtricas vizinhas a hidro
elétrica j rio acima e tkj & o intervalo de tempo de deslocamento
da agua entre as hidroelétricas X € Sj e 4 {suposto constante e in

teirold.

Existem também restricbes locais sobre varidveis como capaci
‘dade dos reservatorios, intervalo de 0peragés dazs turbinas e outras

figicas.

® e X, = %0 Jou. £ M < %, {

3 3 i 7= 34

I m m = ? .

u., & U, = . a. € u. & U, ¢ , JeJd, meM 7}
3 € Uy T guy /gy Sy Ry J {
vE > 0

3

Finalmente & assumida disponivel a solugao do problema hidro
térmico para um horizonte de tempo maior: ou gue por conhecimento &m
pirico conhece-se o estado final dos reservatdrios (por exemplo,chel
os no inicio dec periodo de séca). Isto permite a compatibilidade da
solugao garantindo otimizacao em periodos nalores de tempo. Assin,

temocs

dados . (8}



Nestas condigoes o problema global pode ser apresentado como
segue: Minimizar (1) sujeito a (2)-{(8) o gue caracteriza um proble
ma dinimico estocdstico de grande porte com limites nas variaveis

de estado e contrdle.

3.3 MAMIPULACAO

3.3.1 Eguivalente deterministico

Inicialmente se tratard o aspecto estocastico do problema.
A demanda de carga aleatdria presente em {3} assegura gue gualguer
que seja a politica de geragac proposta somente é possivel estimar
as probabilidades de deficit e superavit da noténcia oferecida por
esta politica. Em outras palavras a eguagac [3) nac significa uma
restricao rigida a ser satisfeita por todas as candidatas a solugao
Stima mas somente nos permite comparar, para uma dada distribuigao
de probabilidades de d™, as diferentes esperangas matema3ticas de de
ficit e superavit que cada solugéo apresenta. Uma abordagem classi
ca em programagaoc estocastica para o problema de recursos aleatdri
os & o "problema de dois estdgios” [26] onde se transfere a fungao
obijetiva, com fatores de penalizagao apropriados, o valor esperado

associado a deficit e superavit das restrigbes aleatdrias.

. X m - :
De acordo com isso seja p a olerta globhal de potencia no pe

riocdo m. Assim

Z g?.!. Z hm‘:pm , meE M ) {9}
ieT jeg

e seja J' a fungao objetiva modificada

B
Jt= 2 ; oy, (gh )+ amf (£ - p™yar. (&) +
mem L iexr * . m
¥ smj (£ - p yaF, (&) % : (10)
m

-



Entio minimizar (10) sujeito a (2} {4)-{8) & o eguivalente
determinlstico do problema estocastico oricinal., Deve-se sallentar
gue embora inicialmente se estava interessado somente em saber os
niveis dtimos de geragao de poténcia em cada unidade de produgac
agora se guer também saber a oferta de potBncia global otima, © que

significa gue se tem uma nova variivel de decisao.

0 peso o™ & o ganho unitlric reduzido associado oo superavit
de poténcia e O peso 8" & o custo unitfric associado com deficit
de poténcia. Eles podem ser ocbtidos em sistemas reals e dependem da
politica utilizada para igualar a demanda. Agul seri suposto que
eles serio o preco de exportagic e importachco da energlia  trocada
com sistemas vizinhos. Outros tipos de solugzco para garantir O ba
lango de poténcia podem tambsm ser considerados como geragao de emer
géneila (com custos marginais mais elevados}, corte de carga, armaze
namento por bombeamentc e outros. A fungao obljetiva J' expressa o
compromisso entre o custo de operagac corrente 4o gsistema & O custo

corretivo de satisfazer a demanda.

3.3.2 Decomposicao por dualidade

agora, para viabilizar a resolugao do problema para sistemas
hidrotérmicos de grande porte se aplicara éecomposicio por dualida
de no intuito de se obter subproblemas mais simples de resolver.Uma

estrutura hierdrquica de calculo fornmecerd, entdo, a solugdo Otima

gleobal.

Antes disso, entretanto, deve-se observar gue O problema tal
qual se apresenta no momento & convexo uma vez gue J' & uma fungaoc

convexa (veija apendice A} e substituinde a restrigas (9} pox

t

.
i

Il

v gh+ 3 nire , me M (11)

iex jeg

rem—-se um dominio de factibilidade convexo {lerbrar que ¢j zap  fun

gaes conecavas) . Esta relaxagéc 2 uma manipulagad gus asgegura teorl

H

camente o procedimento, emhora de um ponto de wvista pratico a solu



20 nHo se altere. Realmente, para que a solucao otima do problema
relaxado admita uma estrita desigualdade em {11) em algum periodo
de tempo & necessarlo gue todas as unidades térmicas estejam enmn
seus limites inferiores neste pericdo de tempo e gue as hidroelétri

cas nfo possam reduzir suas turbinagens. Além do mais como wip) £
uma funcdo decrescente de p (apendice A) & possivel demonstrar gue

{11} serid sempre ativa .

Agora, seja o Lagrangeano relativo & restricao (11}

Lo=g + 9o aBlpta 3 & X oa¥ (12)
me M ie1 3e3 A |

Para problemas convexos, como vimos no cap. I, um ponto de
sela do Lagrangeano restrito € una condigao suficiente e necessaria

(sobre qualificagdo de restrigac] para otimalidade. Neste caso, um
m m

minimo de I relativamente &s varidveis primails q?, D, a?, %5 ; 11,
e J, meM sujeito 8s restrigoes (2)(4) - (8) e um mEximo relativo is va
riaveis duais AT 3 meM sujeito a 3 » ¢ *, define o ponto de
sela do Lagrangeano, solugac do problema. O método dual classico em
dois niveis & proposto para encontrar este ponto de sela, onde no

- = . » x * -
nivel inferior se minimiza I para A fixo, em outras palavras se ava

lia a fungao dual
H{}) = min L s.a. (2) (41-(8) {13}

e no nivel superior se modifica © multiplicedor de Lagrangs A de mo
do a maximizar a fungao dual H(X}. Para isso 52 usa o gradiente da

do pelas componentes

R C YN T D JR M E M (14)
3™ ig j

(*) Certamente , os multiplicadores de Lagrangs na solucio Otima serio estxi

tamente positivos uma vez que as restrigoes (11) seran atives.
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Mas o Lagrangeanc (12} & aditivamente separavel

D N D N A R A

meM i=1 * 7% {21
ptt @
3 2@5“ & - aF_ (&) + g™ (£ -pO) dﬁ’m{EHAm B -
meM ¥ m
© j

- I
-2 %A 32 o (15)

me M jeJd 3

. s ~ Tm . .
podendo assim sua minimizacao, para A fixo, ser realizada separa

damente como trés subproblemas:

* Subproblema térmico

min 2. PR N C AR LIPS ED I iy
(16)

s.a. gy < g? < Ei . i=I, MeM

este problema por sua vez reduz-se a otimizagoOes independsnies uma

para cada planta termoelétrica ie1I

min EE $i (g? y - A7 g?
me M
m - -
5.4 g, € 95 € 9y ; mE M {173}

cuja solugao é
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gt = min ! g max | g
it 91 r P4
d ¢, (g3) -
onde = -3 g s meM (18)
m
dyg,
i am
“i

* Subproblema estocldstico

min 25

pm
amf (g - pt ) dF_ (B) +
8]

me M
: o _
a j (g - p™ ar_ (&) + A" p" (19)
in
P

A solucdo de (19) pode ser obtida analiticamente e ndo & dai

-

ficil mostrar gque ;m. gque resolve (19) & dado por (veja apendice A)

. _ m _ Im

(h

g™ > 3y &7 ; meEM - (21)




* Subproblema hidreelétrico

maxz A Z he s.a {4)-(8) (22)
me M jeJd J

Ao contrario dos subproblemas anteriores cujas solugdes sao
analiticas,o subproblenma hidroelétrico somente pode ser soluciona
do por métodos iterativos e assim a eficiénecia computacional do pro
cedimento global dependerd basicamente déle. Na auséneia das res
trigtes (6}, O gue QCOrre para unidades hidroelétricas em paralelo,
o subproblema se reduz i otimizacpes independentes, uma para cada
usina hidroelé&trica, cuja éolugéo pode ser obtida por técnicas ce
nhecidas {(por exemplo Programagao Dinamica). No caso geral, entre
tanto, a dimensionalidade torna invidvel abordagens globais. Alnda
agui se aplicara decomposicac por dualidade, através de dois proce .

dimentos alternativos.

a} Decomposicac Espacial

Com o intuitc de desacoplar espacialmente o subproblema hi

droelétrico dualiza-se (22) em relagao a restrigido (6). Seja | pox

tanto ¢ Lagrangeano

LY o= ZE ; P :E & (u@ . x@'j+
eM } ) )

+ 2 p’; ( > (ur}i‘"tkj + vi"tkj) ~ z?-) % (23)
jed K |
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gque para o multiplicador de Lagrange 5? fixo se decompoe aditiva
mente em sublagrangeanos, um para cada 3= 7.

T m m m ~mFt . m m hni ] |
T.. = A . fu, o, . )+ k SR T 7 P I i .
2. o5 (uy o ¥y y 4+ opy 3 (u "’3) P z’;‘ i

(24)

onde k¥ & o Indice da hidroel@trica a jusante de jJ.

Um método dual cléssico pode entao ser aplicado onde uma seg
quéncia de multiplicadores de Lagrange & estabelecida, convergindo

para a minimizagdo da fungao dual

H'(p) = max 2, L. s.a (5)(7)(8) (25)
. j@g 3

através da utilizacao do vetor gradiente dado pelas componentes

aH' (p} » " .
2' ( T t‘ 3 m t{j) grjl
m ke s,
Bpj .

s J2Jd, m= M {26}

A cada passo subproblemas hidroelétricos sac resolvidos, um

para cada j€J.



v
3 ™ 1 m ~prt ]
maxz AooaL {u X)) v, ik + -
. o 0 o x5 )+ 0y Ak +VE) - BT 7y
mEl m n it
H.a X, = %, + *i"Zn:l"'il.""‘..
§ Yy T Ay T H Ty
x;‘.‘a'-x,
<
m N
“53%3 uj = ﬂj , ded, meM (27
f? }.()
x©
3
dados
x¥
3

2 resolucdo de (27) pode ser feita por Programagao Dindmica.
A dificuldade de aplicac8o desta técnica ao problema (22), gual se
ja, a guestdo da dimensionalidade, fica gntac resolvida pela decom

posigao espacial.

b} Decomposicac temporal

A decomposicio no tempo de um problena de otimizacao dinami

co & uma técnica j& conhecida, proposta inicialpante por Lasdon (1]

- e Shoeffler [2?] e mais recentemente por Tamura [ 28] Apresenta a

vantagenm de permitir a solugao de problemas de controle &timo com
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restrigdes no estado (independentes no tempe) de um maneira  sim
ples bem como facilita o tratemento de sistemas com equagao dind
mica contendo atrasos de transporte. Estas duas caracteristicas es

tio presentes no subproblema hidroelétrice (22).

Antes, porém, sejam as seguintes manipulacdes. Uma vez  que

para cada reservatorio j€J

At o+ v o= - LR L v o+ Zh
J 3 3 J 3 3
g Como Z? & dado por (6) tem-se
D) (wxf?“t}:jfl L S T SIS
J KES, ] k X k :
3
e continuando as substituigoes para Zimtkj chten-se & expressao
- +1 -l -t .
Y ( s T 5 b x0Ty k5
J keR, k K
J

onde Rj & o conjunto dos indices das hidroelatricas ric acima cu

T

. & o tempo de

ia descarga de Agua alcanga a hidroelétrica J e K3

percursos acumulado de ke:Rj até i.

Podemos assim reescrever O probléma {22} substituindo a ex
pressao de 2™ acima em (5) e tornandc implicita as restrigdes

¥ » 0. A formulagao-do problema (22) fica entio
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um e U
j } sled, me M (28)

dados

Agora escrevendo o Lagrangeano relativo & restricac dindmi

ca de desigualdade tem—s2

= 302 K

.{u% ,x@‘)%- E: ﬁm wx%%1+-£?+~§? +

2 X Tyt 4 Ak + vy K3 - ug‘] { (29)

<R

Para os nmultiplicadores B? fixos o Lagrangeanc (29) & adi~-

tivamente separavel em m e 3 ( O que significa gque a decomposigac €

também espacial).
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onde

w o 30 m m ~m-.1 ~1m ~fFT L. 1
LY = A a.{u, , xw.} +i§-p. + C 4 E —
"33 J [ pH ﬁB kesT.{ pk 3K i
3

~M+T . 113 ~E m -1 -~ . m
+ p Jk Y i xs - o, w, + (p, * Z k) 30
i}

& Tj & o conjunto dos indices de todas as hidroelétricas &  jusan

te de j no mesmo vale hidra2ulico e Tjk e o intervalo de tempo acu

malado de j até keeTj.

s o R - B
f importante observar gue ij & da forma

e sua maximizagao sobre X., U, & assegurada pelas condigdes de Kuhn-

J 3
Tucker

m —

= 0 se X, € X. < X,

= 3 3

8L‘fm .
L < 0 o =R {31
3" : ® 3 J }
3
> 0 se = X



= { se u, < U, < u,
-] J 3
L.
jm < 0 se u, _ .m {31)
adm T uj
3
> 0 se W o= g
3 3

Uma vez maximizade o Lagrangeano (29) sobre X, U para D fi

%o deve-se modificar o multiplicador de modo a minimizar a Ffungao
dual | '
" (p) = max L” sobre X, U {32)

e para 1ssoc se utiliza o vetor gradiente dado pelas componentes

3H" (p)

= = }{I{H"l + % F ym 4 Z { Xm——‘rk.-!--l +
3™ ] J . ke R S
|
I I = B (33)
§ 3 3

3.4 ESTRATEGIA DE RESOLUCAO

A logica computacional para os dois preocedimentosg pode ser re

sumida come s8e segue:d

. . e 4 i i m mn
Passo 1: BEscolha maltiplicadores inlcials B AT 2, A 20y

me M.

passo 2: Resolva o subproblema +érmice de acordo com {18)

A i1 . ~
seia gi , i=1I, meM a solugav.



Paagso 3:

Passe 4:

Passa bH:

Passo 6:

Passpo 7:

- 12 -

Resolva o subproblema estocadstico de acorde com {20)
. =11 —

seja p , me M a solugao.

Escolha multiplicadores iniciais p§ { > 0 no caso b,

3
1eJ, m=E M,

Caso a - Resolva (27) para cada j&J
Caso b ~ Maximize (30) sobre Xj’ Uj para cada jeJ,

mE M,
\ ~18 -~ . -
Sejam Xj R uj , J=J, meM a sclugaoc.
Se {26) - caso a - ou {33) - caso b - for zero den

tro de uma precisio estabelecida: ir ao passo 7.
.. : m
Caso contrdrio determinar novo o, usando, por exem

plo, um método tipo gradients conjugado

m - . — ¥
onde ¢ > 0 pequenc e w & uma direcao conjugadas

Voltar aoc passo 5.

Se (14) & zero dentro de una precisao estabelecida,
pare: '

A presente solugao é? , B, XL s UL 3 iel, J=J
m=M & Otima.

Cazo contrario determinar novo 2™ usando, POr  eXen

plo, um método de gradiente

onde £ » 0 pegueno e ¢% & p gradiente dado por (14).

Volte ao passo 2.



eguemat

A estrutura hierdrquica de célculo se apresenta

izada na fig. 1.

b T
~1m A ek, 3T e R
s 9 o= E g z)
ifp ¢ 2™ - g
[ v
I LR
it LI T
1 Tm “moo
;;)‘ gi vy

&? = minlg, , maxlg;, E?H
m
E113
dgi ~M
9y

Fig.1l— ESTRUTURA HIRRAROUICK DE CELCULO

P ol - ex T
3 d
: vh
bt T “m Yy
I A Xj Aoy
! 3
F ~ $ =~
m i1l x
F [+ 20N L [}
3 J
Caso b

Maximizar {(24)

sobra X., U,
3 3

Caso a:

Resolvery (27}




3.5 INTERPRETACAQ ECONOMICA

3 dscomposigac do problema hidroelétrico, baseada na teoria
de Lagrange generalizada, e a estrutura hierarguica de calculo re
sultante apresentam interessantes interpretacdes econdmicas. O aco
plamentoc hidrotérmico, expressado pela equagao (11}, fol desfeito
através da fixacao dos multiplicadores de Lagrange A que podemn

{(*}

ser interpretadcs como O prego da energia no tempo, para o 8is
tema. Ouando (11) ndo & satisfeito deve-se mudar este prego de mo
do gue no equilibrio os subsistemas Termoeldétrico e Hidroelétrico

desacopladas fornecem requeripenicos globais do sistema.

Deve-se enfatizar também gue a abordagen empragada no Pro
blema estocdstico, a gual acarretou outro subproblema no segundo
rivel, também originou uma nova variavel de decisic que & a oferta
global de poténcia. Isto significa que para um problema com recuxr
so aleatdrio deve-se responder nac somente *como” distribulr esse e
curso mas també&m Yguanto” do recurso 2 conwveniente supor-se dispor.
Fm nossc caso para um valor fixo da energia no mercado doméstico l
a comparagao entra O pregds de 1mportagao = axpgrtagam de energia,
ﬁm e o respectivamente, define para uma dada distribuicao de pro
habilidades da demanda de carga, uma solugao de compromisso mini
mnizado o risco de deficit elevados sem entretanto desperdigar ener
gia vendendo~a & pregos inferiores nos mercados vizinhos. A Yedgra
dada por (20) expressa essa interpretagzo. A condicado (21}, de que
o preco da energia doméstica permanega entre os pregos de importa

gdo e exportacao, assegura solucdes nao triviais.

Por outreo lado, no caso a, o acoplamento hidratlico dado por
{6) foi gusbrado pela fixagdo dos multiplizadores de Lagrange p?
gque representam o valor da dgua ao longo da rede fluvial, no tem

po. Assim o cobjetivo econdmico no subproblema hidroelétrico (27) &

{*} Coro trabalharons aﬁno;xmbkma<ﬁﬁcnﬁjzadoxmxtagx>(axain&xvak;deéﬁéx
cretizacic constante) a poténeia média @ proporcicrnal a erergia {(gerada 6;
censudda) com o que pﬁwaeasm:equumden&zfaiaﬁmﬁ em “preco da energia”

pﬁwx>darxmauna



interpretado come a maximizagio do beneficic liguide numa unidade

hidroeldtrica que paga* pela agua gue recsbe de suas vizinhas rio

acima - 5? Z? e ganha* tanto pela geracic de poténcia elétrica
ﬁhm *
A @i (u? ' x3 } como pela descarga de &gua na sua hidroelétri
ca vizinha & jusante B§+tjk {u? + v? ).
~e™ 7l
3 3
:
gt m m
s, fal %
- . 7q iy 3)
J ‘\ -
]
Mt ol
pm t_}k (uj 3 v' }

No caso b, o acoplamentco hidrauliceo (6) bem como a equacao

dindmica (5) foram desfeitos atravéé da fixagée dos multiplicadores

p? gue continuam representando © valor da Agua no tempo € no e

J s - - . -
pago. 0 objetivo economico expresso em (30) pode ser interpretado

coma o interesse financeiro de um gerante ¥=85 ncnsével pela hidro

ay s . . = m
elétrica j no instante m. Ele ganha A PSS devido a geara
- - - + = J . -
cao de energia, paga *&Q? pela desvalorizagao da agua armazenada
no seu reservatdrio durante © periodo m, & também payga p? pela &na

rurbinada.O valor da agua armazenada no reservattris ino instante m & dado

{*) Na verﬂade os multiplicadores poderndo ser neaailivos ixplicam na '99551b111'
dzde contriria de ganhar pela agua que recebe = DRFAT pela agua gue ﬂesca;
TEIa.
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pela potencialidade de geragado gue pode fornecer tanto na hidro
elétrica J como nas demais rio abaixo, ou seija

m 5- m+'rkj

Estas interpretactes econdmicas podem nos ajudar a obter re
dugoes no tempo de computacgao, uma vez que podemos inicializar o]
algoritmo hierdrquico com bons multiplicadores de Lagrange. Isto
é um ponto importante em métodos duais, gue afeta consideravelmen

te a eficiéncia computacional.

Uma vez gue o preco de eguilibric da energia deve ser igual
ao custo marginal global de operagao em cada instante de tenpo
nds podemos estimi-lo diretamente da performance corrente do  sis
tema. Aldm disso a restrigao (21) garante que o prego de eguilibric
estard limitado pelos pregos de exportagao e importagao.

Para o prego de equilibrio da dgua sabemos que seu  valor
& expresso em termos da possibilidade potencial de gerar energia.
Assim, ao nos aproximarmos do horizonte de otimizagao esta  poten
cialidade & reduzida, o gue significa que a agua se desvaloriza no

tempo. O prego da Agua € uma fungao decrescente do tempo.

3.6 BXEMPLO
Para ilustrar o método resolveu-se um exemplo com 4  usinas

hidroelétricas e 2 usinas termoelétricas sob um horizonte de  otl

mizagdo de 12 intervalos. O sistema & mostrado na fig. 2.

USINAS TERMORLETRICAS

O custo incremental das usinas termoelétricas &:

ay,

= 10.00 + 1.00 g,
de

1
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STR-SISTEMA TERMOELETRICO

SUR-SISTEMA HIDROELETRICO

1

Fig.2 - SISTEMA HIDROTERMICD DE POUTZNCIR

dy
2. = - 20.00 + 1.66 g,

&gz

e os limites de operagdo sao:
10.0 < g4 < 80.0

20.0 < g, < 80.0

USTNAS HIDROELETRICAS

A funcdo geragao de poténcia para as usinas hidroelétricas



_ 2
d{u,x) = clx o+ c,
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2
u o+ oLy tC

3

4

5

X + c.u t+g

&

onde ©0s parimetros c, sap dados para cada hidroelétrica por:

HIDROFIETRICA |  Cp c, 3 4 s 6
1 ~0.00L | -0.1 0.01 0.40 | 4.0 | -30.0
-p.001 | -0.1 | o0.01 0.38 | 3.5 | ~30.0

3 -0.001 | -0.1 | 0.01 0.30 | 3.0 | ~30.0

4 -0.001 | -0.1 0,01 0.38 | 3.8 | -30.0

Os limites dos reservatdrios e turbinagens, assim como

condigdes inicial e final dos reservatdrios estac dados na tabela

seqguinte.
HIDROELETRICA x X u u 50 X
1 80.0 150.0 - 5.0 15.0 100.0 1120.0
2 60.0 120.0 6.0 15.0 80.0 70.0
3 100.0 - 240.0 10.0 30,0 170.0 [ 170.0
4. 78,0 -160.0 13.0 25.0 120.0 §140.0

KEDE ‘HTIDRAULICA

As afludncias independentes em cada reservatdrio sdo dadas

na tabela seguinte.
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INTERALLD DE TEMDPO
RESERVATCRIO
1 2 3 4 5 5 7 8 9 10 11 4
1 10 9 8 7.1 6.0 7.1 8.1 5.110.1 11 12, | 10,
8.1 8. 9. ) 8. T+ 1 8 7 a. . g, 8.
3 oor i 20%1 10¥1 2.1 3.4 4.0 3.1 2.1 L. 1. i. 2.
4 20% ] 20% 1 20%1 18%1 0. 0. 0. {. 0 a. G. g.
(*y Estaoc incluidos nestes valores a condigao inicial das vazoes
de agua na rede.
0 intervalo de tempo de percursc da Agua entre as hidroels
tricas &:
i TEMPG DE
TRECHO PERCURSO
H2 - H3 3
HB - H4 4
DEMANDA DE POTENCIA
A demanda de poténcia foi considerada uma varidvel aleatd

ria com distribuicio Normal com média e variancia dadas a seguir.



DEMANDA INTERVALO DE TEMPO

MEDIA | 200.[210. | 220.1230. {240.| 250.1 240, {230,220, | 210.{210, 190.

e considerpu~se 03 peses o e f como pregos de exportagac e impox
tacdo de energia trocada com sistemas vizinhos {constantes no tem
po}.

g =100,

Com estes dados e usando a té&cnica de decomposigdo no tempo
para resolver o subproblema hidroelétrico otimizamos a = operagae

do sistema hidrotermico.

Os valores iniciais para A e p foram
o= 0.5 (o -+ B ) ; p = 0

A convergénecia foi obtida com 5 iteragodes do nivel superior
e nimero médio de 150 iteragoes no nivel inferior. O programa re
guereu aproximadamente 8 minutos de CPU nun cowputador PDP-10. Os

resultados encontram—se na fig. 3.

O vertimento vj nos reservatdrios foi zero no &timo Este &
um resultado esperado guando nd3o hd excesso de dguz no sistema .
Realmente, como a geragdo ndo & fungho de Vg naa existe garho as
sociade con Vj > 0, Assim, vj serd malor gue zero somente guande

ndo for possivel turbinar mais, ou seja



~ M s = -
g ., o~ u.) = { 3
j.(_3 5 Vi , m

A utilizacgao de Programagéo Dinamica para resclver o subpro
blema hidroelétrico acarreton um tempo de processamentc proibitivo
nesmo para problemas de dimensao pequena. Aldm disso apresentou di
ficuldades de convergéncia advindas da discretizacdo das variaveis
de estado e controle. Um melhoramento na convergéncia pressuporia
ama discretizacao mais fina, o que elevaria ainda mais o tempo de

processamento.

Uma alternativa a ser estudada seria a utilizagao de técni-

cas especlais de Programacgao Dindmica.

e " 25

20

150
15

5 3
t 2z 3 4 5 § 7 8 9 180 11 12 13 1 2 3 & 5 & 1 & 9 15 11 12
NIVEL DOS RESERVATORIOS _ ' TUR3IHAGENS
g0 : - 85
&0
» g s
404
28 Fy
1 2 3 4 5 6 7 a 9 10 11 12 1 2 3 & 5 6§ 7 .8 9§ 16 11 12

GERAGEO HIDROELETRICA GERACED TEPMOELETRICA

Fig. 3 - RESULTADOS



3.7

COMENTARIOS

T conveniente levantar alguns comentarios:

A estrita convexidade das fungoes ¥; e estrita concavidade
das fungoes éj sio condigdes suficiente para garantir a apli
cabilidade da técnica de decomposigao proposta. Além de asse
gurar a existéncia do ponto de sela do Lagrangsano garante a
convergéncia até ele. Estas hipdteses estao de acordo com as

condicoes reais.

A natureza estocitica da demanda de poténcia elimina dificul
dades eventuais de convergéncia no nivel superior uma vez Jue
para cada A cbtemos uma politica de operagaoc viAdvel. Parando
o procedimento iterativo antes de alcangar o balango de potén
cia dispomos de uma $0lugac sub-dtima que € interessante em

muitos Ccases.

Nio & dificil considerar as perdas de transmissae na rede elg
trica neste método. Alguns trabalhos anteriores [22, 29] tém
proposto separagac entre calculo de perda e esscala de gera
cao, sugerindo procedinentos iterativos para resolver ©  Pro
blema global. Do mesno modo podemos incorpor’ar & estimagao das
perdas de transmissao neste método cowmo mostra a fig., 4. A
estimagac da perda pode ser obtida por uma f&rmula de perda
[13, 23] ow, Se una precisac melhor for desejada, através de

cilculos de fluxo de carga [21, 22, 291
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4, o método apresentado permite resolver problemas de grande por
te com uma formulagac rigorosa. £ possivel tratar problemas
de dimensao superior ao exemplo apresentado, que serviu ape
nas de ilustragdo. De gualguer maneira na literatura levanta
da nio sic tratados problemas superiores & egte a nao sexr atra
vés de agregagdo dos reservatdrios. E raros sac os trabalhos

gque admitem as a50 linearidades presentes no problema 301,

5, & possivel considerar muitos Outros fatores na formulagao do
problema sem acarretar complicacdes tedricas ou computacionals.
Por exemplo: evaporacao nos reservatdrios, decomposicao do sig
rema baseada na topologia da rede de transmissio, varias poll
ticas de balango de poténcia hierarqguicamente empregadas, res

tricBes de navegagao, irrigagdo, etc...



Melhoramentos no tempo de computagao poderao ser obtides com
mais adequadas inicializagotes nos multiplicadores de Lagrange

assim como por melhor racionalizagao na Drogranaga.

Ao Inves de fixar o estado final dos resexvatdrios é possivel
atribuir-se um custo terminal associado ac valor da agua. A
otimizagdo neste caso procuraria utilizar o5 recursos hidriu
1icos do sistema no sentido de mininizar o custo presente de
operacac (dentro do horizonte) sem entretanto comprometer o
funcionamento futuro do sistema {além do horizonte). No caso
de se considerar as aflugncias estocAsticas € imprescindivel

utilizar esta alternativa.

outros métodos de decomposicao e coordenacac poderiam ser tes
tados e comparados guanto a eficiéncia de resolugao do proble
ma. No caso de se trabalhar com fungbes nao estritamente con
vexas, lineares por partes por exemplo, poderiam ser usados
métodos baseados em linearizagao e relaxagao. Esta parece ser
uma linha de estudeo interessante, uma vez que poderiamos 1i
nearizar poxr partes as fungoes wi = éj e encontrar talvez mais

eficientemente boas solugoes.
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APENDICE A

Seja F{£) a funcdo de distribuigac de probabilidades de uma
varidvel aleatdria definida sobre o dominio (0, @ }.

Seja a fungao
P o=
wip) = a ‘g (£ ~ p) @FP{&) + 8 “f {Z - p) 4F(E)

o B
cuja primeira derivada &

2 T

d wip) .., & J (£ - p) dF{E}»&—SMq-— j\<£~p)df‘(£3

dp ép

P -
(B —a) 4 “{iaw p) &7 (%) -3
ap
()

fi

(g ~a) Fip) - B

Como F(p) & uma fungdo ndo decrescente w(p) & uma fungdo con
vexa., Ainda mais se B ~w > 0 , a0 , &> 0 e como 0 < FpI<l, .
a funcao wip) serd também decrescente.

Finalmente, o ponto de minimo de win)+ Ap deverd satisfa

zer
(g -~ «) P(p) - 8 + 12 =0
ou seia
B —- X
Fip) =
B -
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