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Resumo

Abordamos o problema de estimacao de direcdo de chegada (DOA) de ondas planas usando um
arranjo de sensores. Na literatura encontramos diversos estimadores para DOA, porém estamos con-
siderando apenas os estimadores de Médxima Verossimilhanga (ML) que geram candidatas a esti-
mativa DOA e selecionam as melhores através do critério ML. Também estamos interessados em
situacdes em que o espacamento angular entre as fontes de sinal é pequeno e a relagdo sinal-ruido é
baixa. Nesse caso temos uma degradacdo de desempenho associada ao efeito de limiar. Mostramos
que este problema pode ser amenizado reduzindo o ruido presente na matriz de covaridncia dos dados
recebidos (snapshots) utilizada para a selecdo das candidatas. Propomos entdo modificar o processo
de selecdo de candidatas, utilizando uma nova matriz de covariancia dos snapshots, calculada apds
uma filtragem 6tima dos dados através de um filtro FIR multibanda. Propomos também modificar a
funcgdo custo ML para adequé-la as dimensdes da matriz de covaridncia filtrada e para isso apresenta-
mos 3 opcdes de modificacdo. As simulagdes mostram que nossa proposta tem melhor desempenho
que os métodos conhecidos, reduzindo significativamente a relacao sinal-ruido de limiar.

Palavras-chave: Arranjo de Sensores, Estimacdo de parametros , Estimacdo DOA, Médxima
Verossimilhanga, Filtragem Otima.

Abstract

We approached the estimation of direction of arrival (DOA) of plane waves using an array of sen-
sors. In the literature there are several DOA estimators, but we considered only the maximum likeli-
hood (ML) estimators that generate candidates for DOA estimation and select the best one through an
ML criterion. We also considered situations where the signal sources are spatially closely spaced and
the signal-to-noise ratio is low. In these cases a performance degradation associated with the thresh-
old effect occur. We demonstrated that we can improve the estimation performance by reducing the
noise in the received data covariance matrix used to select the candidates. Then we proposed to mo-
dify the selection process using a new data covariance matrix, computed after an optimum multiband
FIR filtering of the received data. We also proposed to modify the ML cost function to adapt it to
the dimensions of the new covariance matrix and we considered 3 alternatives of modification. Some
simulations showed that our proposal has better performance than known DOA methods, significantly
reducing the threshold SNR.

Keywords: Array of Sensors, Parameter Estimation, DOA Estimation, Maximum Likelihood,
Optimum Filtering.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao ao Processamento de Arranjo e Estimacao DOA

Sensores sdo dispositivos que captam algum tipo de sinal emitido por uma fonte. Podem ser usa-
dos de maneira individual ou agrupados. O arranjo de sensores trabalha com os sensores agrupados,
dispostos e configurados geometricamente no espaco tendo um ponto de referéncia em comum. O
arranjo € composto por sensores idénticos e omnidirecionais. Logo, a captacdo € igual para todas as
diregdes. Sua fungdo € a coletar amostras de sinais corrompidos por ruido. Além disso, é necessario
que haja o processamento dos sinais captados [1].

O objetivo do processamento € extrair caracteristicas como amplitude, freqii€ncia, fase do sinal e
localizacdo da fonte emissora. Neste trabalho abordamos este dltimo, onde o parametro importante a
ser obtido € o dngulo de chegada DOA (Direction Of Arrival).

Atualmente encontram-se aplica¢des de processamento de arranjo em varios dreas, como comuni-
cagdes moveis, radar, sonar, medicina, geofisica, exploragdo geoldgica, radioastronomia, entre outras.

Em comunicagdes mdveis, o objetivo do processamento do arranjo de sensores é o aumento da
capacidade do sistema possibilitando uma multiplicidade de acesso [1]. Um grande desenvolvimento
na drea estd acontecendo através das Antenas Inteligentes, em que o diagrama de irradiacdo € ajustado
conforme a necessidade.

Em radar, uma antena de transmiss@o emite um tipo particular de onda. O arranjo de sensores é
usado para captar o eco da onda refletida por um alvo. As técnicas de estimac@o obtém os pardmetros
do sinal, entre eles, o angulo DOA [2].

Em sonar passivo, o sinal € recebido por um arranjo de hidrofones imersos no meio aquético, com
o0 objetivo de estimar a estrutura espacial e temporal dos sinais recebidos [2].

Na tomografia, o processamento de arranjo € utilizado para obter imagens de objetos a partir da

transmissdo ou reflexdo dos dados. Na maioria dos casos, o objeto € iluminado em diferentes direcdes
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e a imagem € reconstruida a partir dos dados coletados [2].

Na exploragdo geoldgica, o processamento de arranjo € utilizado para determinar caracteristicas
fisicas de uma drea a ser pesquisada. Essa 4rea geralmente € no interior da Terra, podendo existir na
mesma uma reserva de minerais, por exemplo. Neste caso é captada a energia acustica que se propaga
pela terra ap0s a aplicacdo de um impulso gerado por uma explosdo, por exemplo, de uma dinamite.
O sensor utilizado é conhecido como geofone [2].

Na radioastronomia, o interesse € a identificacdo das fontes de radio-emissdo celestes. O arranjo
neste caso, consiste de um conjunto de antenas e € utilizado para avaliar os espectros das fontes [2].

Ainda existem outras aplicagdes de processamento de arranjo como: controle de qualidade, au-

tomacdo industrial [3], etc.

1.2 Estimacao DOA

Neste trabalho abordamos o problema de estimag¢do DOA utilizando o Arranjo Linear Uniforme
ou ULA (Uniform Linear Array). O arranjo serd contaminado com ruido aditivo e vamos supor
conhecidos o nimero de fontes e modelos estatisticos do sinal e do ruido.

O arranjo ULA sera formado por sensores idénticos e omnidirecionais, posicionados sobre uma
reta imagindria, com um mesmo espagamento entre os sensores. Para ULA, DOA ¢ definido de como
o angulo entre a dire¢do de propagacdo da onda e a normal ao arranjo.

Os sinais captados pelo arranjo sdo amostrados de forma simultanea. O vetor de amostras de saida
€ definido como snapshot.

As estimativas de parimetros em processamento de sinais de arranjo de sensores contaminados

por ruido aditivo sdo degradadas conforme se acentuam as seguintes condig¢des:
- diminuicdo da relacdo sinal-ruido ou SNR (Signal-to-Noise Ratio);
- maior proximidade entre os dngulos de incidéncia;

- menor nimero de sensores e de snapshots.

Para a estimacdo DOA, existem varios métodos que utilizam ferramentas como transformada de
Fourier, decomposi¢ao em subespacos, filtros de predi¢ao linear e, no caso deste trabalho, o critério de
Maxima Verossimilhanca. Os métodos sdo classificados em duas categorias principais [3]: métodos
espectrais e métodos paramétricos.

Os primeiros sdo chamados espectrais por utilizarem picos de uma funcio espectral para estimar
o angulo DOA. Sio cléssicos, robustos e de facil implementacdo através da transformada rdpida de

Fourier (FFT), demandando menor esfor¢co computacional em relagao a outros métodos, caracteristica
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muita importante na teoria de estima¢do. Em contraponto, suas estimativas ndo apresentam precisao
adequada quando as fontes s@o préximas entre si.

Os métodos paramétricos, em geral, sio mais robustos e eficientes, porém, apresentando maior es-
forco computacional e implementacdo mais complexa que os métodos espectrais. Assumem um mo-
delo estatistico para os sinais. As estimativas ndo sao obtidas através de uma funcio, mas sim através
de um conjunto finito de pardmetros do modelo. Alguns destes métodos utilizam ferramentas que
decompdem a matriz covariancia estimada em uma parcela ou subespaco associado ao sinal, e outra
parcela associada ao ruido. Apresentam bons desempenhos na estimacdo de sinais descorrelaciona-
dos. Entretanto, as estimativas sdo degradadas para SNR baixas. Dentre os métodos paramétricos,
se destacam aqueles que utilizam o critério da Maxima Verossimilhanca ou critério ML (Maximum

Likelihood). Estes ultimos serdo utilizados neste trabalho e serdo descritos a seguir.

1.3 Métodos Derivados do Estimador de Maxima Verossimilhanca

O Estimador de Méxima Verossimilhangca ou MLE (Maximum Likelihood Estimator) [4] se baseia
na maximizag¢do da fun¢do densidade de probabilidade associada aos sinais e ruidos envolvidos. No
caso DOA, se baseia na maximizacdo da funcdo densidade de probabilidade dos snapshots quando
estes estdo contaminados por ruido branco gaussiano. O estimador leva a minimizacao de uma fungao
custo que depende da matriz covariancia estimada dos snapshots. O ponto de minimo deve ser deter-
minado através de buscas multidimensionais. Entretanto essa busca demanda esfor¢o computacional
proibitivo, o que motivou o desenvolvimento de métodos baseados no critério ML, porém, com menor
esforco computacional. Em seguida descreveremos alguns destes métodos alternativos.

Na década de 80 surge o método IQML (Iterative Quadratic Maximum Likelihood) [5], [6]. Este
minimiza uma versao reparametrizada da funcdo custo ML, através de um processo iterativo para
solugd@o de problemas intermedidrios de segunda ordem. O método IQML exige um esfor¢co com-
putacional menor que o do critério ML. Porém, apresenta problemas de convergéncia para minimos
locais, principalmente para pequenos valores de SNR ou poucos snapshots.

Ja na década de 90, surge o método o MODE (Method Of Direction Estimation) [7]. O MODE
minimiza a mesma versao reparametrizada da fung¢ao custo ML, porém emprega uma decomposi¢io
da matriz de covaridncia dos snapshots em subespacos de sinal e de ruido. Sobre esta nova fungio
custo € realizada a minimizacdo de forma iterativa. Sua convergéncia € mais rdpida e seu esforco
computacional € menor que o do IQML. O MODE foi considerado, em meados da década de 90 [3],
como um dos melhores para a estimacdo de DOA.

Inspirado no MODE, com o objetivo de melhorar seu desempenho, foi proposto o MODEX
(MODE with EXtra roots) [8]. O MODEX utiliza a mesma versao reparemetrizada da fungao custo
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utilizada pelo MODE e também emprega a decomposi¢do da matriz de covariancia dos snapshots em
subespacos de sinal e de ruido. A diferenca estd no fato que o MODEX propde a geragdo de varias
estimativas candidatas que devem ser testadas por um critério de selecdo para se determinar as me-
lhores estimativas DOA. O critério de selecao adotado € o critério ML.. O desempenho € melhorado

significativamente embora o esforco computacional seja cerca de duas vezes maior que o do MODE.

Recentemente, em [9] foi proposto uma alteracdo na forma de se obter as candidatas no MODEX,
produzindo o MODEX Modificado. Nele as candidatas sdo geradas a partir de trés solugdes distin-
tas do MODE. O critério de selecdo de candidatas é o mesmo utilizado no MODEX. Este método

apresenta menor esforco computacional que o MODEX e um melhor desempenho geral.

Neste trabalho vamos propor um método para melhorar alguns estimadores baseados no critério
ML. Estamos interessados nos métodos de estimagdo DOA que selecionam candidatas através do
critério ML, caso dos métodos MODEX e MODEX Modificado. Os objetivos do trabalho serdo

descritos a seguir.

1.4 Objetivos do Trabalho

Vamos estudar os métodos de estimacao baseados no critério ML, mais especificamente, MODE,
MODEX e MODEX Modificado. Através de simula¢des iremos analisar o desempenho destes méto-

dos.

Ap6s as simulagdes iremos analisar como poderiamos melhorar o desempenho destes estimadores.
Estamos interessados em melhorar o processo de selecdo de candidatas que € feito via critério ML e
¢ utilizado nos métodos MODEX e MODEX Modificado.

Nosso primeiro passo serd propor um método para andlise do processo de selecao de candidatas
que chamaremos Selecdo Otima. A partir de nossas conclusdes iremos propor um processo de fil-
tragem para redugdo do ruido, gerando uma nova matriz covariincia dos snapshots, calculada apds a

filtragem 6tima dos dados recebidos.

A geracdo das candidatas serd feita através do método MODEX Modificado. Introduziremos o
processo de filtragem na selecdo das candidatas, otimizado de forma a maximizar a SNR na saida.
Para podermos utilizar os dados apds a filtragem serd necessario realizar algumas modificacdes na
funcdo custo ML e teremos 3 opg¢des para essa modificacdo. Os resultados de desempenho para estas
modificagdes serdo comparados através de simulacdes e serd selecionada uma delas. O desempenho
correspondente serd comparado com aquele do MODEX Modificado. Embora todas as propostas a
serem apresentadas e seus resultados se refiram ao MODEX Modificado, elas também podem ser
aplicadas ao método MODEX.
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1.5 Organizacao dos Capitulos
Os capitulos estdo organizados da seguinte forma:

» Capitulo 2: Sio apresentados o Arranjo Linear Uniforme, os modelos de sinal e ruido e tam-
bém o estimador de Maxima Verossimilhanga. Apresentamos também os critérios de avaliag@o

de desempenho dos métodos de estimagao.

* Capitulo 3: Apresentamos a reparemetrizagdo da funcdo custo ML, o desenvolvimento e a
formulacdo do método MODE. Além disso, descrevemos os métodos MODEX e MODEX
Modificado. No fim do capitulo apresentamos os resultados de desempenho, obtidos através de

simulagdes numéricas destes métodos.

* Capitulo 4: Discutimos o processo de sele¢do de candidatas do MODEX e MODEX Modifi-
cado através de um método chamado Selecio Otima. Apresentamos nossa proposta de filtragem
dos snapshots para reducio do ruido presente na matriz de covaridncia estimada e o critério de
otimizacgao da filtragem baseado na maximizagao da relacao sinal-ruido. Além disso, propomos
ainda 3 opg¢des para modificacdo na fungdo custo ML para aplicacdo da proposta e discutimos

os resultados de simulagdes.

* Capitulo 5: Sdo apresentadas as conclusdes do trabalho.

1.6 Publicacao

Krummenauer, R.; Gomes, M. A. C.; Lopes, A.; Larzabal, P. Improving the Threshold Perfor-
mance of Maximum Likelihood Estimation of Direction of Arrival, aceito para publicacdo na Signal

Processing da Elsevier.



Capitulo 2

Modelo de sinal e de ruido e o Estimador ML

Os métodos de estimacdo do pardmetro DOA (Direction Of Arrival) podem ser utilizados em
arranjos com vdrias geometrias [3], [10]. Neste trabalho adotaremos o arranjo linear uniforme ou
ULA (Uniform Linear Array) tendo em vista a sua larga utilizagdo e simplicidade de formulagdo.

Este capitulo apresenta os modelos de sinal e de ruido, a formulagdo matemética do problema
DOA e o seu estimador ML, considerando que a estimacéo serd feita a partir de amostras captadas em
um arranjo linear uniforme de sensores idénticos e omnidirecionais. Apresenta ainda os critérios que

serdo utilizados nos préximos capitulos para avaliacdo do desempenho de estimadores para DOA.

2.1 Modelo de Onda e do Sinal Captado no Arranjo Linear Uni-

forme

Vamos supor um arranjo linear uniforme contendo N sensores espacados de uma distancia d e M
fontes de sinais pontuais muito distantes do arranjo de tal forma que os sinais que chegam ao arranjo
podem ser considerados ondas planas. O dngulo DOA, para o caso ULA, como dito anteriormente, é
definido como angulo entre a dire¢ao de propagacido da onda e a normal ao eixo do arranjo. Supomos
que a frente de onda da m-ésima fonte atinge o arranjo com um angulo de incidéncia (DOA) 6,,.
Essas suposi¢des sdo ilustradas através da Figura 2.1.

Através ainda da Figura 2.1 concluimos que existe uma diferenca de distancia percorrida pela
frente de onda entre o sensor n e o sensor 0. Esta distincia esta representada pelo segmento de reta

Tn,m» sendo definida por:

Tnm = ndsen(6,y,). (2.1)

7
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Eixo do arranjo "

y=0 .’
m-ésima fonte de onda
atingindo o arranjo

y=d .’“

% angulo DOA
[

m

n-ésimo sensor @ -
Normal ao eixo do arranjo

Figura 2.1: Arranjo Linear Uniforme e uma fonte de onda.

Conforme veremos a seguir, esta relagdo ¢ importante para a estimacao de 6,),.

Vamos supor que a m-ésima fonte produza uma onda plana dada por [2]

To(t) = By (t) (Ot 35mmtom), (2.2)
onde

* E,,(t) é a amplitude de um sinal variando no tempo;

Q,, € a freqiiéncia da onda portadora;

* )\, € o comprimento de onda na dire¢do de propagacio;

* r,, é a distincia, na direcio de propagacio, até a origem de um sistema de coordenadas;
* ¢, € uma fase arbitraria.

Supondo que o espagamento entre os sensores seja menor que o comprimento de onda J\,,, con-
forme serd discutido mais adiante, e adotando a hipétese que E,, () varie muito lentamente em relacéo
ao termo e’ ¥»!, podemos supor que a mesma amplitude F,,(t) ndo apresente variacdo significativa

quando observada simultaneamente em todos os sensores num dado instante de tempo.
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Esta hipétese € conhecida na literatura como a suposicao de sinais de faixa de freqiiéncias estreita.
A razdo para esta denominacdo € o fato de que a invariancia da amplitude nos sensores corresponde
a supor que a freqiiéncia maxima do sinal £,,(¢) é bem menor que a freqiiéncia (2, da portadora
associada a onda incidente. Esta correspondéncia se da pois a taxa de variagdo de um sinal no tempo
estd diretamente ligada a freqiiéncia maxima do seu espectro. Logo, a hipétese adotada garante que a
taxa de variacdo de F,, () no tempo é muito menor que a taxa de variagdo da portadora no tempo.

Vamos definir z,, ,,(t) como o sinal captado pelo sensor n devido a onda gerada pela m-ésima
fonte. Assumindo sensores com ganhos unitarios e omnidirecionais, o sinal no sensor n, tendo como

referéncia o sensor em y = 0, é dado por
Jje jﬁrn m ]Q t
Tpm(t) = Ep(t) e9m e ammm eltim?, (2.3)

Portanto, a diferenga de fase entre o sinal captado por dois sensores, tendo em conta as hipéteses
anteriores, € provocada apenas pelo atraso sofrido pelo sinal entre os sensores.

Considerando o principio da superposi¢cdo e M ondas planas, obtemos:

M M
T(t) = 3 Tum(t) = 32 Bn(t) 97 A eI, 24)

m=1 m=1
Supondo que todas as ondas apresentem a mesma portadora, temos A\; = Ay = -+ = Ay = A

Assim, o coeficiente da segunda exponencial da expressdo (2.4) pode ser escrito como

2 2
ﬁrn,m = Tﬁn dsen(6,,). (2.5)
Definindo
2
Wi = dsen(0,,), (2.6)

onde w,, € dado em radianos, a expressao (2.4) pode ser reescrita como

M
To(t) = Y By (t)elom enom eimt, (2.7)

m=1

Quando a fonte se localiza sobre o eixo y da Figura 2.1, temos dois casos limites de DOA, ou seja,

0, = —m/2rad ou 0, = 7/2 rad. Segundo (2.6), as freqiiéncias angulares w,, associadas a esses
limites sdo, respectivamente, w,, = —% e W = 2%1.

Considerando que, segundo o critério de biunicidade para a relacdo em (2.6), devemos limitar
os valores de w,, de forma que —7 < w,, < 7, constatamos que é necessério impor d/\ < 1/2.
Escolhemos d = \/2 de modo a gerar a maxima variagéo permitida em w,y,.

G Qmt

Desconsiderando o termo e , pois apds a recepgdo o sinal € convertido a sua banda bésica, a
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expressao (2.7) transforma-se em
z,(t) = Z E,(t) el#m elnem (2.8)

agora com w,, = mwsen(f,,).

A expressdo (2.8) pode ser interpretada como um sinal composto de M exponenciais complexas
com as freqiiéncias normalizadas w,,, fases ¢, e amplitudes E,,(t). Dado que desejamos estimar os
parametros wy, ..., wys, podemos utilizar os conceitos de estimacgdo de freqii€ncia no problema DOA
[11], [S].

Assumindo que o sinal serd contaminado por ruido, podemos escrever o sinal total em cada sensor

como

M
Yn(t) = D En(t) €9m e™m 41, (2), (2.9)

m=1
onde 7,(t) é o ruido no n-ésimo sensor.

Podemos modificar a expressao (2.9), escrevendo:

M
Yn(t) = Y an(wnm)sm(t) + ra(t), (2.10)
m=1
onde
an (W) = e™m (2.11)
(]
Sm(t) = Ep(t) 9™, (2.12)

Utilizando notacdo matricial, reescrevemos a expressio (2.10) como

y(t) = A(w)s(t) +r(t), (2.13)

onde y(t) é o vetor de amostras do sinal captado nas N antenas, definido por
y(t) = [n(t) wa(t) - yn(@)]" € o, (2.14)
w € o vetor de parametros definido por
w=|w wy --- wM}T, (2.15)

A (w) é a matriz dos vetores de dire¢do, definida por
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A(w) = [a(w) alws) -+ a(wa)] € OV, (2.16)
onde, para ULA,
[ 1 . 1 ]
e.jwl e ejw]W
A(w) - eJ2w e el2wm 7 (2.17)
ed(N=Dwr . gf(N=Twy

configurando uma matriz do tipo Vandermonde, s(t) é o vetor das amplitudes complexas dos sinais,
definido por
s(t) = [s1(t) sat) -+ su(t)]" € oM (2.18)

r(t) é o vetor de ruido, definido por
r(t) = [r(t) ra(t) - ra() € CU (2.19)

O vetor y(t) é chamado snapshot e representa os sinais recebidos pelos sensores em um instante
t. A estimativa DOA € geralmente realizada com base em K snapshots, tomados nos instantes ¢y.
A duracdo do intervalo do tempo relativo aos K snapshots deve ser pequena o bastante para que os
angulos de chegada ndao mudem significativamente. Com esta restri¢do e representando y(t;) como

Yk, temos

Vi = A(w)sy + 1y, k=1,.. K. (2.20)

Podemos reescrever (2.20) na notagdo mais compacta
Y =Aw)S+R, (2.21)

ondeY =[y1y2... Yk, S=[s182... sk]eR=[r1ry... rgl.

2.1.1 Consideracoes Sobre o Modelo de Sinal

Assumimos que o nimero M de fontes € conhecido e € menor que o nimero de sensores (M < N).
Quando M € desconhecido podem ser usadas técnicas disponiveis na literatura para sua estimagao
[12], [13]. Vamos trabalhar com o caso em que a matriz A possui posto cheio em colunas, implicando

em que tais colunas sdo linearmente independentes, o que exige que N > M[14]. Assumimos
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ainda que os sinais sy € os ruidos r; sdo processos aleatdrios gaussianos, complexos, independentes,

ergddicos, de média zero com as seguintes caracteristicas estatisticas de segunda ordem:

E {sksff } — Péy; (2.22)
E {sksiT} =0 (para todo k e 7) (2.23)
E{rxl'} = oo, (2.24)
E {rkr;fp} =0 (para todo k e i), (2.25)

onde E{-} é o operador esperanga estatistica, d;; € a fungdo delta de Kronecker, (-) indica o trans-
posto conjugado do vetor ou matriz (Hermitiano), P é a matriz de correlacdo dos sinais de um mesmo
snapshot e o2 é a variancia desconhecida do ruido.

Por fim, os vetores de sinais s, e de ruido r; sdo descorrelacionados para todo & e 7.

Na literatura sdo relatados dois diferentes tipos de modelo de sinal [15]:

Modelo Condicional (CM): o sinal s, € aleatorio ao longo dos K snapshots, porém a
seqiiéncia {s;, }2 ;| € a mesma para todas realizagdes de experimentos distintos, € o ruido

{r;}X_, varia de realizagfo para realiza¢iio. Nesta dissertagdo usamos este modelo;

Modelo Incondicional (UM): o sinal s, € aleatdrio e varia de realizacdo para realiza-

¢do da mesma forma que {r; } ;.

Os modelos CM e UM sdo denominados, por alguns autores [15], deterministico e estocastico,
respectivamente. Mas € necessdrio enfatizar que o modelo condicional também €& estocéstico. Assim
a denominacdo CM e UM € melhor e é adotada neste trabalho.

A distribuigdo estatistica dos dados {y}}% | para a suposicdo CM [15] é dada por
yi ~ N (Asy, 0°T), (2.26)

enquanto para a suposicio UM
yi ~N(0,Ry), (2.27)

onde
R, = E{y.y’}. (2.28)
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Usando (2.20), (2.22) e (2.23) podemos ainda escrever

R, = APAY + 5’1 (2.29)

Para um ntimero finito de snapshots, estimamos a matriz de covariancia tedrica através da média
aritmética

R 1 K
Ry = =Y wiyi, (2.30)
K k=1

de modo que

lim Ry, = R, (2.31)

K—oco

para ambos os modelos.

2.2 Estimador ML para DOA

O Estimador de Maxima Verossimilhanga ou MLE (Maximum Likelihood Estimator) € um método
de estimagdo de parametros cldssico. A estimativa ML € o conjunto de pardmetros que maximiza a
funcdo densidade de probabilidade associada ao modelo estocdstico adotado [3], [16], [14].

Iniciando a determinagdo do estimador ML para o problema DOA, seja &asr = [wy ... wi]? ©
vetor composto pelas M estimativas DOA-ML. Este vetor € aquele que maximiza a funcdo densidade
de probabilidade conjunta dos snapshots observados. Assim, para derivarmos o vetor wpysr,, pre-
cisamos determinar inicialmente a fungéo densidade de probabilidade condicional p(y|w) referente a

um tnico snapshot.

Retomando o modelo condicional (CM) para um snapshot da expressao (2.20),

Y = As; + Iy, (2.32)

onde r; € um processo aleatério complexo gaussiano de média zero, com matriz de covaridncia W =

021, a fungdo densidade de probabilidade do ruido p(r) é dada por [4]

1 _
P = ey o (W
1 1
= mexp [—;rgrk] . (2.33)

Considerando que de (2.32) temos r;, = y, — Asy, a funcdo densidade de probabilidade de y;
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serd dada por

o2

1 1
p(yi|w,S,0%) = AN (02N exp {— [yr — Asi)lyy — ASk]} : (2.34)

No caso de multiplos snapshots independentes, precisamos da fungdo densidade de probabilidade

conjunta
2 s 1 1 H
p(Y|w, S7 g ) = H TN N exXp {—72[yk — AS]f} [yk — ASk]} . (235)
i ™V (0?) o

A versdo logaritmica da fungfo de verossimilhanga associada a p(Y|w, S, 02) € definida como
L(w,S,0%Y) = In{p(Y|w, S, 0?)}. (2.36)

Usando o resultado (2.35) na expressao (2.36) obtemos

L(w,S,0%Y) = In {Iﬁl 71']\[(2'2)]\] exp {—012[}% — As ] [yx — ASk]}}
= In {W_NK (02)_NK} +

K 1

In { [exp {—;[yk — Asy)lyx - ASk]}} : (2.37)
k=1

Ignorando o primeiro termo (constante) em (2.37), obtemos a versao logaritmica da funcdo de

verossimilhanca para sucessivos snapshots independentes:

1 K
L(w,S,0?|Y) = —NK In{o?} — = kZ[yk — Asi "y — Asy). (2.38)
=1
Devemos estimar os termos S = [s; ...sg], 0% e w. Podemos obter separadamente as estimativas
de S e 0% em fungdo de A (w) e com isto concentrar a fungdo de verossimilhanga em termos de A (w).

Podemos obter as estimativas de S e o2 através dos argumentos que satisfazem as igualdades

2
OLlw S, o7 |Y) _ o (2.39)

8sk

2
OL(w,S,0%[Y) _ 0 (2.40)

Jo?

Para o cdlculo de (2.39) vamos mudar o indice k£ da varidvel de derivagdo s, para o indice [ de
modo a evitar uma possivel confusio no cdlculo da derivada que envolve uma somatoria em k.
Calculando (2.39) paral =1, ..., K temos
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OL(w,S,d[Y) ONKIn{cs*} 0 (1 & =
=— -— | = —A —A =0
9 o ol g v — Asp]" [yr — Asy] :
o (1 &
s \ o2 Z: Y — ASIJ [y — Asi] | =0,
K0
Z . 55, [y — Asg] [y — Asy] =
Todas as derivadas onde [ # k sdo naturalmente nulas. Logo, resta impor apenas que
0
D5y — [y — Asi)" [y, — Asi] = 0. (2.44)
Fazendo
U = lyr— ASJJH[}% — Asy] (2.45)
= yly. -y As, — s Ay, + s A As, (2.46)
e derivando obtemos
ou
— = 0- [AHyk]* -0+ [AHASk]* =0
8sk
AHASk = AHyk.
Concluimos que a estimativa ML de s; € dada por
s = [AYA]'AMy, (2.47)
= Ay, (2.48)
onde AT = [Af A]71 A ¢ a pseudo-inversa de Moore-Penrose da matriz A.
Resolvendo agora (2.40) temos
OL(w, S, c%Y) ONKIn{o?} K 0 "
=== 7 — | =lyr — A —A =0 2.49
902 902 + kz::l 902 ( PIN sk [yk Sk]) ;o (249
NK 1 &
- —A =0
o2 + (02)2 kz::l HYk Sk”2 )
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| K
—NEK + = |lyr — Asi[|3 =0
0% k=1

1 K )
VK > llye — Asil)3
k=1

Usando em (2.52) a estimativa ML de s; dada em (2.48), obtemos

1 K
— S ye— A
NK P Hyk SkHQ
JR ;
— — AA
NE k§:: [Ng? yll3
JR )
— I-P
N ]?:1: I( A)yrll2
1 K
i 2 WPkl
1 i 1 Hpl
— P P
PR
1 & 4
2 : PJ_ HPJ_
NK k:1[yk ( A) Ayk]

(2.51)

(2.52)

(2.53)

onde P, = AAT ¢ a matriz de proje¢io no subespaco de sinal e P = I — AAT é a matriz de

projecao no subespaco de ruido [3], [4].

Usando as propriedades do operador de proje¢ao

em (2.53), chegamos a

(Py)” = Py
PuvPuv = Py
1

o2 = VK ; Z Y PAYE

(2.54)
(2.55)

(2.56)

Usando a propriedade do operador trago de uma matriz, tr{c} = ¢, onde ¢ é um escalar, temos

K

NK (=
K

NK

tr{yt Payr}

tr{PAYkYk }
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1 1 & i
= Ntr{PA?;kak}
1 .

A fungdo de verossimilhanga (2.38) pode agora ser concentrada com respeito a o2 e {s;.}. Con-
siderando que ao longo do cdlculo de o2 constatamos que YK [y, — A8, # [y, —As;] = K (r{PARy})
e usando a estimativa o2 obtida em (2.57) podemos escrever:

1 . .
Lwly) = —NKln{Ntr{Pij}}— w{PiR,)

tr{PxRy}
= —NK [In{tr{PxRy}} + {In{1/N}| - NK

Dividindo os termos por /N K e ignorando os termos constantes, temos finalmente
L(w]Y) o< — In{tr{P5Ry}}. (2.58)

Lembrando que a estimativa ML de w € a que maximiza a funcdo L(wlY), e que a fun¢do logarit-

mica € monotdnica, a estimativa ML de w, é dada por

Gnrp = argmin tr{P4Ry}. (2.59)

onde zo denota um vetor de varidveis independentes associados aos angulos direcdo de chegada.

A funcdo Pij € ndo-linear, ndo-quadrética e, em geral, ¢ multimodal em zo. Assim, o cdlculo
da estimativa @y, exige um esforco computacional proibitivo. Este fato, aliado ao excelente de-
sempenho do estimador ML, motivou a pesquisa de métodos ML iterativos capazes de contornar o
problema do esfor¢co computacional. No préximo capitulo serdo apresentados alguns destes métodos,
bem como a comparacio dos seus desempenhos. Os critérios adotados para a avaliacdo de desem-

penho serdo apresentados na proxima secao.

2.3 Critérios de Avaliacao

Os critérios que serdo utilizados aqui para analisar o desempenho dos métodos para estimacao
DOA serdo o erro quadratico e a polarizacdo médios. As estimativas destes parametros serao obtidas

mediando os resultados de varios experimentos.

A seguir definiremos e analisaremos as caracteristicas destes parametros para o contexto DOA.
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2.3.1 Erro Quadratico Médio Estimado

O desempenho dos métodos de estimag@o serd avaliado com base nos erros das suas estimativas.
O erro € definido como a diferenca entre o dngulo estimado e o dngulo verdadeiro. Porém, este erro
ndo serd calculado usando as componentes w,, de w, definidas em (2.6), mas sim os angulos 6,,,
expresso em graus. Utilizaremos o erro quadritico médio ou mse (mean square error), ou seja, o
valor do erro € elevado ao quadrado e acumulado a cada experimento, sendo, ao final, mediado pelo
nimero de experimentos. Mais especificamente, utilizaremos a raiz quadrada desse erro (root mean
square error ou rmse), por ser uma medida muito utilizada na literatura. Sua expressdo matematica é

definida como:

1NR

rmse <ém> = NE Z

r=1

[(érm - em)}a (260)

onde N R € o nimero de experimentos (realizacdes) e érm ¢é a r-ésima estimativa de 9,,,.

O valor da rmse depende diretamente do valor estimado e de varios pardmetros como: o nimero
de sensores (N), nimero de fontes (M), o nimero de snapshots (K), relagao sinal-ruido (SNR). Neste
trabalho fixaremos todos os parametros, exceto a SNR. Portanto tracaremos uma curva de desem-
penho em relacdo a SNR.

Para os valores dos outros parametros utilizaremos um cendrio classico da literatura [8], [9], [11],
[17], [18]. Trata-se de um arranjo linear uniforme com dez sensores, omnidirecionais e interespaca-
mento de metade do comprimento de onda. H4 dois sinais de banda estreita, ambos com amplitude
unitdria e com angulos DOA em 6; = 10° e 3 = 15°. O numero de snapshots utilizado nas simu-
lagdes € 100. A relacdo SNR ¢ definida para cada sinal e é a relacdo entre a sua poténcia e a poténcia
o2 do ruido. Como temos dois sinais com mesma amplitude, a SNR serd a mesma para os dois sinais
e ird variar entre -15 e 15 dB, com passo de 1 dB. Serdo utilizadas 1000 simulacdes de Monte Carlo.
A matriz de covaridncia do sinal é P = I (fontes totalmente descorrelacionadas). O modelo de sinal

utilizado é o modelo CM apresentado neste capitulo.

2.3.2 Polarizacio Média Estimada

Como vimos, o erro quadratico médio (mse) € uma medida muito utilizada para a avaliacio de

métodos de estimagdo. Segundo [4] o mse € dado por

mse() = var(0) + (bias(9))?, (2.61)

onde, var(f) é variancia do estimador e bias() é a sua polariza¢do, a qual é definida como:
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bias(f) = E{0} — 0, (2.62)

sendo # o valor verdadeiro.
No nosso caso, o operador esperanca serd substituido pela média das estimativas dos experi-
mentos, € a polarizacdo serd calculada através da diferenca entre esta média e o dngulo verdadeiro.

Portanto, a polarizacio serd calculada usando

- R 1 NR R
bias <em> {NR ; erm} —,. (2.63)

Da mesma forma que para o rmse de (2.60), a polarizacdo também depende dos angulos estimados
ede N, M, K e SN R. Novamente iremos variar o valor de SNR e fixar os valores restantes. Para os
valores fixados serd utilizado o mesmo cendrio descrito anteriormente.

Através dos graficos de polarizacdo poderemos avaliar a influéncia da variancia e da polarizacao
na constitui¢do do mse. Geralmente para o caso DOA, os estimadores sdo assintoticamente nao-

polarizados, mas se tornam polarizados para pequenos valores de SNR.

2.3.3 Limite de Cramer-Rao

O Limite de Cramer-Rao ou CRB (Cramer-Rao Bound) € a principal referéncia teérica em es-
timacdo de pardmetros e representa o valor minimo que o erro quadriatico médio das estimativas
geradas por um estimador ndo-polarizado pode atingir. O CRB para o problema DOA depende de

varios parametros como:

¢ ndmero de sensores;
e ndmero de sinais;

e SNR;

* valores do angulos;

e numero de snapshots

As demonstragdes e principais expressdes para o caso DOA s@o analisadas em [15] e a expressao

para o CRB referente ao modelo de sinal CM ¢é dada por

2
CRB(w) = ;?{Re[DngDw®PT]}*1, (2.64)
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onde D, é a derivada da matriz A em relacdo as freqiiéncias w, ® (produto de Hadamard) indica
multiplicacdo matricial elemento a elemento e P7 denota a matriz de correlacdo dos sinais estimada.

Durante as andlises de desempenho nos préximos capitulos, iremos observar que o desempenho
de alguns métodos se aproximam do CRB a medida que a SNR cresce. Por outro lado, ao reduzirmos
a SNR, existe uma regido onde o erro quadratico médio de estimagio comega a se afastar rapidamente
da curva referente ao CRB. Este fendmeno € conhecido como efeito de limiar e a regido de valores
de SNR onde ele ocorre é a regido de limiar. O objetivo principal deste trabalho € apresentar um
novo estimador DOA capaz de deslocar a regido de limiar para valores de SNR menores que aqueles

apresentados pelos estimadores DOA-ML conhecidos.



Capitulo 3

Métodos MODE, MODEX e MODEX
Modificado

Conforme comentado no capitulo 2, a implementagdo direta do MLE para DOA, em geral, ¢é
inviavel devido ao esforco computacional. Para solucionar esse problema surgiram novos métodos
que aproximam a estimativa ML através de algoritmos iterativos. Neste capitulo iremos tratar de
trés deles, por terem excelente desempenho. O primeiro a ser abordado é o método MODE [7], que
minimiza uma versao reparametrizada da funcdo custo ML e emprega uma decomposicdo da matriz
R, em subespacos de sinal e ruido. Baseados no método MODE, com o objetivo de melhorar o
desempenho, foram desenvolvidos outros dois métodos, MODEX [8] e MODEX Modificado [9].
Este capitulo apresenta a reparametrizacdo da fungao custo ML-CM, o desenvolvimento do MODE, a
descri¢do dos métodos MODEX e MODEX Modificado e por fim apresenta simulagdes e resultados

destes estimadores.

3.1 Reparametrizacao da Funcao Custo ML

A func@o custo ML para o parametro w foi calculada na secdo 2.2 do capitulo 2 e é dada por

F(w) = tr{PxRy}. (3.1)

A dificuldade em se usar o estimador DOA-ML € o elevado esforco computacional necessério
para a minimizagao da sua func¢ao custo. Para resolver esse problema foi proposto [6] reparametrizar
a fungdo (3.1) em termos de um vetor de dados b = [by b ... by|T, onde os elementos b, sdo os

coeficientes do polindmio [5]

21
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M
b(2) = boz" +biz T by =bo [T (2 — ). (3.2)

m=1

Os zeros se situam na circunferéncia de raio unitdrio (CRU), nas posi¢des e/“, com m =

1,2,..., M, resultando em
M .
37 bl =, (3.3)
m=0
onden=1,2,..., Nei=1,2,..., M. A expressdo (3.3) pode ser escrita na forma matricial [6]
BfA =0, (3.4)

onde B é uma matriz Toeplitz definida por

by - by bo 0
BY = . (3.5)

0 b o by bo (N—M)xN

As linhas de B (posto = N — M) sdo ortogonais as colunas de A (posto = M), gerando o espago
ortogonal de A. Assim, tanto P3 quanto B(B#B)~'B¥ sio projetores ortogonais do espago nulo
de A implicando em

P, = B(BYB) 'B”. (3.6)

Substituindo a expressao (3.6) em (3.1), temos a nova funcao custo reparametrizada

F(b) = {B(BYB)"'B"R,}. (3.7)
Assim, o novo estimador sera
b = arg min {F(b)}, (3.8)

onde D = {bm]b(z) =M b, zM™™ £ Opara|z| # 1} é o conjunto que faz com que a correspon-
déncia entre o vetor de parimetros b e o vetor de freqiiéncias w seja tnico, desde que seja evitada a

solugdo trivial b = 0.

As estimativas para w sdo obtidas através das raizes do polindmio b(z) gerado com os coeficientes

definidos em b.
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3.2 Método MODE

O método MODE [7] é um estimador baseado no critério ML Condicional utilizando a reparametriza-
cdo demonstrada na se¢@o 3.1. O método MODE decompde a matriz de covaridncia Ry em autova-

lores e autovetores:

R, = UAU”, (3.9)

onde

* U ¢ uma matriz unitdria cujas colunas sio os autovetores de R,

* A € uma matriz diagonal cujos elementos sdo os autovalores de R, ordenados em valores

decrescentes.

As M primeiras colunas de autovetores correspondentes aos M/ maiores autovalores serdo colo-
cadas em uma matriz Ug, onde M = min(M, posto(P)). Os autovetores restantes sio alocados na

matriz Uy. Estas separagdes permitem reescrever (3.9) como
Ry, = UsAsUY + UyANUR, (3.10)

onde Ug € CN*M ¢ Ay = diag{\, Ao, ..., Az} € RM*M ¢34 associados ao subespaco de sinal e
Uy € CNXIN=-M) ¢ A\ = 52T € RIN-M)X(N-M) g56 interpretados como pertencentes ao subespaco
de ruido da matriz Ry .

Podemos demonstrar que todos os autovetores do subespago de ruido, isto é, as colunas de Uy,
sdo ortogonais as colunas da matriz A. Como conseqiiéncia, as colunas de Ug descrevem o espago
das colunas da matriz A [3]. Entio, com base em (3.4) também é verdade que B¥Ug = 0. Usando
este resultado apds substituir a matriz f{y da expressdo (3.7) pela sua decomposicao em subespagos,

conforme (3.10), a expressao final para a fungéo custo do MODE ¢€ deduzida em [7] e escrita como

Fyope(b) = r{B(B!/B)'BAU WU}, (3.11)

sendo que a matriz ¥ 6tima, para minimizar a variancia do erro de estimacao, é dada por [3], [14]

N A2 (Y A2 N2V
\If:diag{()\lAa),()\QAU),...,()‘MA ")}. (3.12)
Al )\2 )\NI

Esta estimativa usa os autovalores do subespago de sinal, \;. Uma vez que tais autovalores contém

uma parcela devido ao ruido, esta parcela é eliminada subtraindo o valor 52, referente aos autovalores
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do subespaco de ruido. A estimativa da variancia do ruido, 62, pode ser obtida calculando-se a média
dos elementos da diagonal da matriz Ay, ou seja,
6,2

= oA = [tr{R,} — tr{As}] . (3.13)

A fungdo custo (3.11) é ndo-quadrética e ndo-linear em relagdo ao vetor b e, portanto, ndo é
possivel obter uma solugdo analitica para o vetor b. Posto isso, foi proposto em [7] fazer a mini-
mizagdo da fungdo (3.11) de forma iterativa. E atribuido um valor para BB, tornando o problema
quadratico. Com isso, obtém-se uma primeira estimativa de b, b. Realiza-se uma segunda iteracao,
na qual o valor de b obtido ¢ usado para atualizar o valor de B¥B e obtém-se um novo valor de b. O
procedimento € repetido até que se atinja a convergéncia segundo algum critério de parada. Em geral
o processo iterativo é iniciado com BB = L.

Na préxima se¢@o iremos fazer algumas manipulacdes algébricas na funcdo custo (3.11) para

simplificar a minimizacdo para cada iteracao.

3.2.1 Rearranjo da Funcao Custo no Método MODE

Ao atribuirmos um valor para B B, geramos um problema quadritico, o qual pode ser resolvido
analiticamente. Porém, ainda assim o cdlculo da fungédo custo (3.11) se mostra complicado. Em
fungdo disso, foi proposto em [7] algumas manipulac¢des algébricas para rearranjar a expressao (3.11),
simplificando o célculo para cada iteracdo, conforme mostrado a seguir.

A expressao (3.11) pode ser decomposta em

Fuope(b) = t{B(BYB)'B Uy (@1/2\111/2> U} (3.14)

e utilizando a propriedade do traco tr{ AB} = tr{ BA}, temos

Faops(b) = u{(¥"?) (U{B)(B"B)~(B"Us) (¥')}, (3.15)

onde

’5\1—&2 ‘5\2—52 P\M_62} (3.16)

Podemos demonstrar que (B”B)~! possui simetria conjugada. Com isso, é possivel aplicar a

U2 = diag {

fatoracdo de Cholesky a mesma. Denotando por G o fator de Cholesky tal que

(B"B)™! = G¥G, (3.17)
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temos que
Frope(b) = u{(¥'?) (UB)G"G(B"Us) (¥1/7)}. (3.18)
Seja ainda
U1 Uy, nr
~ ~ ~ u ... u "
U =08 =[u - ugl=| . M, (3.19)
Un1 " UNM
e
_ U
by by - bo 0 uLk
B, = TR . A
0 by by -+ bo
B UN,k
[ UM+1,k UMK Ui,k bo
- Up+2,k UM+1E " Ug K by
L UNk UN-1k *° UN-Mk bar
= [Skbly w1 1< k<M, (3.20)
resultando em
BYUL =[Sib | Sob | -+ | Sibl vty - (3.21)
Portanto,
GB"U, =[(GS1)b | (GSy)b | -+ | (GSy)b]. (3.22)

Utilizando (3.22), reescrevemos a expressao (3.18)

(GSib)"
Fyope(b) = : [GSib | --- | GSy;b]
(GSyb)#
S (GSyb)" (GSyb)

k=1
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M )
= > lIGS:b|
k=1
GS;b
= [(GSb) |- [ (@S| 1| (3.23)
GS;;b
Usando a notagao
GS;
H= : , (3.24)
GSy NI(N—N)x (M+1)
temos que
Fyops(b) = {b"H"Hb} = |[Hb|”. (3.25)
A nova expressdo para estimador MODE serd
b = arg min {Fuope(b)}, (3.26)

com Fyopp(b) dada por (3.25).

Agora vamos considerar a restricio b € D em (3.26). Como esta restricdo complica a minimiza-
¢do podemos substitui-la por uma restri¢do de simetria complexa conjugada sobre os coeficientes de
b(z) [5], fazendo

by, = by _,, para m=20,1,..., M. (3.27)

Esta restri¢ao ndo é necessdria e nem suficiente para que os zeros do polindmio b(z) estejam sobre
a CRU. Mas todo polindmio b(z) com raizes sobre a CRU pode ser convertido, mediante um fator
multiplicativo, em um polindmio com simetria complexa conjugada. Os exemplos a seguir ilustram

algum destes aspectos.

Dadas as raizes z; = €/“! e 2, = €/“2 temos o seguinte polindmio

b(z) = 2% — (&7 4 e742)z 4 el (WiFen), (3.28)

~ . . . I ; (wyFwp)
o qual ndo apresenta simetria complexa conjugada. Entretanto, multiplicando b(z) por e’ N

obtemos
(w1 —w9)

s - (w1 +wo)
+el T T )z 2

_i(w1two) (w1+wa) (w1 —wg)
el T 22— (el 2

b(z) =e™’ (3.29)

com simetria complexa conjugada.

Quanto a suficiéncia da restri¢do (3.27), veja o contra-exemplo a seguir:
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1

Dadas as raizes z; = pel¥ e zo = Le77* temos o polindmio
p

) 1 .
b(z) = 2> — (pe’ + ;eﬁw)z +1. (3.30)

Portanto, hd a simetria com by = by; = 1 mesmo com p # 1.

Embora a restricdo simetria complexa conjugada nio garanta uma estimativa de b pertencente
ao conjunto D, tal restri¢do reduz significativamente o nimero de incégnitas em b(z) conforme serd
demonstrado a seguir.

Com a imposigéo de simetria complexa conjugada, o polindmio b(z) terd as seguintes formas
* M par
M M—1 Mg M * M_y "
b(z) = boz™" + b1z +...+b%_1zz +b%z2 F b 2T T b, (3.31)
2

* M impar

M

b(z) = bz + bz b baa 2T bz b b (3.32)
2

A seguir serd considerada a minimizagdo da expressao (3.26) sob a restricao (3.27). Sdo definidos

0s seguintes vetores e matrizes:

1. Para M par
1 0
* Ikpar = I%X% =
0 tlyy
0 1
* 10t90(Ixper) = I%X% girada de 90° =
1 0 y
. — . T
ze = [0 0]%Xl
Ikpar ze ,jIkpar
o Kpor = zel 1 zel
10t90(Lypar) ze —jrot90(Ixpq,) (1% (1)

T
" Brar = [bo’"e bire =+ Dt _1yre # Doimg Drimg - b(%*l)img} =60 -+ Bul"
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onde b, = bpyre + Jbmimg S30 as partes real e imagindria do coeficiente by, e 1 € um nimero

i by
real igual a =t.

2. Para M impar

1 0
* Ikimpa'r = I%X% =
0 Tlupn
0 1
* 10t90(Lkimpar) =1 M1, Mo girada de 90° =
b Ol s
K Ikimpar jIkimpar
® impar — .
10t90 (Tiimpar)  —710t90(Liimpar) (AT (1)
T T
° Bimpar = [bOTe blre T b%r@ b(]img blimg T b%lmg} = [50 to /BM]

Dadas estas defini¢Ges, os vetores

byar = {bo b e by by Dy, - b;;} ,para M par, (3.33)

bimpar =

bo by -+ bmoa by - bg},para M impar, (3.34)
2 2

representam os coeficientes dos polindmios apresentados nas expressoes (3.31) e (3.32), respectiva-

mente. Estes vetores podem ser obtidos da seguinte forma

bpar = Kpar/Bpar (335)
bimpar = KimPaTI@impa’r‘ (336)

Usando a designagao genérica K para as matrizes correspondentes em (3.35) e (3.36) e fazendo

b = K3 na expressao (3.25), obtemos

Fuope(b) = (b"H7HDb) = g"K"H"HKB = g7 (HK)"(HK)3
= IBT(HKTS + jHKimg)H(HKre + ]Hszg)/B
HK,.

B, (3.37)

img

= " [HK], | HK], }[

img
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onde HK,. e HK;,,, sdo, respectivamente, as partes real e imagindria do produto matricial HK.

Fazendo
= Re(HK)] , (3.38)
Img(HK) 2M(N—M)x(M+1)
temos que
Fyopg(b) = |Q8]I". (3.39)

Agora € necessdrio analisarmos como impedir a soluco trivial b = 0 no problema de minimiza-
¢do de Fyopr(b). A proposta sugerida em [7] é fazermos by # 0, impondo, por exemplo, que a
parte real de b seja diferente de zero. Vamos analisar a validade desta sugestao.

Da expressido (3.2) temos que

M
bar = bo? @M com© = 3w, (3.40)

m=1
Impondo a restri¢do simetria complexa conjugada e observando os polindmios das expressdes

(3.31) e (3.32), verificamos que by, = b, para ambos os casos. Portanto, obtemos que

by =bo = acd("57) = |b| #£0, (3.41)

onde « € arbitrério.

Fazendo 3y = 1, ou seja, a parte real de by = 1, evita-se a solucdo trivial. Entretanto, esta restricao
ndo é consistente, pois ela elimina as situagdes em que (© — M) é um mdltiplo impar de 7. Neste
caso, o argumento de by, serd um multiplo impar de 7/2, o que implicard em 5y = 0. Embora estas
situagdes ndo sejam freqiientes, sua ocorréncia faz com que alguns elementos obtidos na minimizagdo
da expressdo (3.39) apresentem valores muito grandes. Neste caso, basta repetir a minimizacdo de
Fryope(b) sob a restricdo 3y = 1. O uso adequado destas duas restri¢cdes € suficiente para abarcar

todas as situacoes praticas [7].

3.2.2 Resumo da Implementaciao do Algoritmo MODE

A minimizagdo de Fy;opr(b), sob a restri¢do simetria complexa conjugada, envolve os seguintes

passos:
PASSO 1: Compute u;;, de (3.19) e defina G = L.

PASsSO 2: Compute H e €2 a partir de (3.24) e (3.38).

PASSO 3: Determine 3 minimizando a fun¢do quadritica Fy;ope(b) definida na ex-

pressdo (3.39) com 3, = 1. Para isso, faz-se o uso da decomposi¢do QR como segue.
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Dado
Q= [ Q] (3.42)

onde ; € C2MIN-M)x1 o Q), ¢ C2MN-M)xM 4 decomposicdo QR de €2, conduz a

92 - [Ql QQ] |: 0

Ry, ] : (3.43)

onde Q, € C?MIN-M)xM ¢ R denota uma matriz triangular superior de ordem M x M.
Entdo a minimizacao € dada por

.

: (3.44)
-R, Q'

Compute b através das expressoes (3.35) ou (3.36).

PASSO 4: Atualize BYB usando b. Compute G = Cholesky(B”B)~'. Repita os

Passos 2, 3 e 4 até que algum critério de convergéncia seja satisfeito.

As estimativas para w sdo os argumentos das raizes do polindmio b(z) gerado com os coeficientes
definidos em b.

Conforme poderemos observar na se¢io 3.5 0 MODE tem bom desempenho para valores grandes
de SNR. Porém, quando temos valores pequenos de SNR, por exemplo, menores que 0 dB o MODE
sofre com o efeito de limiar, resultando em uma degradacdo rapida de desempenho. Tentando mini-
mizar este problema foram propostos outros métodos de estimagdo ML-DOA, os quais serdo apre-

sentados nas préximas se¢oes.

3.3 Método MODEX

Visando melhorar o desempenho do método MODE, preservando sua eficiéncia para valores
grandes de SNR, foi apresentado o método MODEX (Mode with Extra roots) [8].

Para pequenos valores de SNR, ocorre uma degradacdo rdpida de desempenho do MODE con-
forme poderemos observar na secdo 3.5. E o chamado efeito de limiar e é causado pelo fato da matriz
dos autovetores do subespaco de sinal estimada, Us, possuir, para valores de SNR abaixo do limiar,
componentes significativas no espago nulo da matriz A. Como conseqiiéncia, o MODE tende a alocar
algumas raizes em regides distantes dos dngulos desejados, em resposta ao forte ruido presente.

Para melhorar este desempenho, o MODEX propde a utilizacdo de raizes extras. Devemos au-

mentar a ordem do polindmio b(z), elevando a ordem de M para (M + P). Com esse aumento,
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serdo geradas P raizes extras em relagdo as M raizes geradas pelo MODE, onde P € um inteiro tal
que 0 < P < N — M. O objetivo da utiliza¢do das raizes extras ¢ melhorar os modelos para os
subespacos de sinal e ruido. Usando o indice M X para denotar as expressdes referentes ao método

MODEZX, o vetor de coeficientes associados ao polindmio by, x (z) € dado por
bax = [bo b barrp]”. (3.45)
A matriz B,;x € definida como

bo -+ busp 0
Bux = . (3.46)

0 bo o barep Nx(M+P)

A ordem da matriz ¥ da expressao (3.12) também tem que ser alterada. A nova matriz Uy,
com dimensdo estendida (M + P) x (M + P), é dada por

. A ¥ o
‘I’MX:diag{‘I’ 0 "‘0}: [ 0 0]- (3.47)

Utilizando (3.47), a expressao (3.11) pode ser estendida para
Frx(barx) = {PBu Unx¥uxUfix ), (3.48)
onde Pg,,, = Byx(BY xBx) 'BY y e amatriz Uy, é dada por
Upx = [y 0y -+ Qprpp]. (3.49)
A partir das expressdes (3.47) e (3.49), obtemos que
UnxWux Ul = UsOUY, (3.50)
o que faz com que a funcdo estendida da expressdo (3.48) seja dada por
Fux(bux) = {Pg,,, UsPUT}. (3.51)

Para encontrarmos a solucdo para a fungio custo MODEX (3.51), usamos os mesmos procedi-
mentos utilizados para resolver a funcio custo MODE, como demonstrado na se¢do 3.2.1. As duas

solugdes diferem apenas em relacdo ao nimero de raizes. Ao seu final obtemos o vetor by, x, que da
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origem ao polindmio b(z), donde sdo extraidas as (M + P) raizes.

3.3.1 Selecao das Raizes do MODEX

Para garantir o desempenho minimo similar aquele alcangado pelo MODE, as M raizes do MODE
convencional sdo calculadas e agrupadas com as (M + P) novas raizes, levando a um conjunto de
(2M + P) estimativas candidatas.

A selegao das melhores M candidatas dentre todas (2 + P) € feita analisando todas as possiveis
combinacdes de M raizes via o critério ML dado por (3.1) com o C P, onde ® € o conjunto de
todas as combinacgdes possiveis das raizes MODEX. Utilizamos a fun¢do custo ML (3.1), porque o
MODE, o MODEX e também o MODEX Modificado que serd apresentado na se¢ao 3.4, sdo todos
métodos baseados no critério ML que visam aproximar a estimativa ML através de procedimentos
iterativos.

O nimero de combinagdes, NC', a ser analisado € condicionado pelo fato de Pi em (3.1) ser

independente da ordem de raizes de cada combinagéo. Portanto, NC' é dado por

(2M+P\  (2M+ P)!
NO-( o )_M!(M+P)!. (3.52)

O esfor¢o computacional exigido pelo método MODEX € cerca de duas vezes maior que o exigido
pelo MODE. Porém o método MODEX melhora de forma significativa o desempenho MODE na

regido de limiar, conforme serd visto na secao 3.5.

3.4 Método MODEX Modificado

O método MODEX Modificado foi desenvolvido objetivando melhorar o processo de geracao de
raizes extras do MODEX [9]. O MODEX Modificado altera este processo, gerando raizes com mais
qualidade, resultando em um método mais eficiente.

O que ocorre € que nem todas as (M + P) raizes geradas pelo MODEX através do aumento da
ordem sdo adequadas para a estimacdo DOA. Isto porque o aumento da ordem do polindmio leva,
em principio, a M raizes préximas das raizes verdadeiras w. Porém, as P raizes sdo alocadas em
posicdes distantes das verdadeiras. Logo, estas P raizes ndo sdo, em geral, boas estimativas para os
parametros [9].

O método MODEX Modificado gera raizes extras através de solucdes distintas do MODE, a par-
tir de trés restricdes de ndo-singularidade (b # 0). A primeira solucdo MODE ¢é obtida impondo

uma restri¢do do tipo ||3|| = 1 para evitar a solugéo trivial. Esta restricdo é implementada modifi-
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cando a solucio MODE da expressdo (3.44) e fazendo 3 igual ao autovetor correspondente a0 menor
autovalor da matriz Q7 [19].

As outras duas solu¢des MODE sdo geradas usando outras restri¢des para evitar a solucao trivial.
Referindo-se ao problema da expressdo (3.39), as restricdes empregadas sdo 5y = 1 e By = 1,
denominadas de restricdes lineares. Como mencionado na secio 3.2.1, uma delas é sempre correta
para todos os possiveis valores dos parametros DOA. Cada uma das 3 restricdes gera M candidatas,
resultando em um total de 3 candidatas.

Comparando os esfor¢os computacionais do MODEX e do MODEX Modificado, a primeira ob-
servacdo a ser feita € que ambos executam o algoritmo MODE. Entretanto, eles diferem significa-
tivamente na forma de gerarem as raizes extras: enquanto o MODEX executa o algoritmo MODE
novamente, utilizando o vetor estendido b,;x, 0o MODEX Modificado calcula apenas a solugdo da
expressio (3.44) duas vezes. E necessdrio apenas o célculo de (3.44), porque o MODE ji calculou
todas as demais expressoes algébricas necessarias. Além disso, devemos alterar (3.44) de acordo com
cada restrigao.

Esses métodos também diferem quanto ao nimero de combinagdes a serem testadas: [(2M +
P)l/[(M + P)!M!] para o MODEX e [(3M)!/[(2M)!M!] para 0o MODEX Modificado. Portanto,
o MODEX Modificado gera um niimero menor de combinagdes se M < P < N — M, o que
normalmente ocorre [8].

O processo de selecao de raizes do método MODEX Modificado é realizado de forma idéntica ao
método MODEX.

3.5 Simulacoes e Resultados

Nesta secao sdo apresentados resultados de simulacdes numéricas dos métodos MODE, MODEX
e MODEX Modificado.
O desempenho dos estimadores serd ilustrado através do cendrio descrito na se¢do 2.3. O valor de

P serd igual a 4 [8]. O desempenho dos estimadores serd comparado ao Limite de Cramér-Rao.

3.5.1 Métodos MODE, MODEX e MODEX Modificado

NaFigura 3.1 sdo apresentadas as curvas de desempenho dos métodos MODE, MODEX e MODEX
Modificado, além do método ML. Os resultados para o método ML foram obtidos utilizando um al-
goritmo de busca exaustiva.

Como podemos observar, para valores grandes de SNR, as estimativas dos quatro métodos apro-

ximam-se do limite de Cramér-Rao. A proposta do MODE era manter o desempenho do método ML..
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Figura 3.1: Desempenho dos métodos MODE, MODEX, MODEX Modificado e ML.

Comparando os dois métodos, vemos que o MODE teve relativo sucesso. A curva de desempenho do
MODE acompanha a curva do método ML até a SNR de 0 dB, onde se inica o efeito de limiar, ou
seja, a curva de desempenho do MODE comega a se afastar do CRB, ocorrendo uma forte degradagdo
de desempenho a partir de entdo. J4 o MODEX melhora o desempenho do MODE, tendo resultado
quase similar ao método ML. O limiar de desempenho acontece em torno de —6 dB. O MODEX
Modificado mantém o desempenho apresentado pelo MODEX com SNR de limiar também em torno
de —6 dB.

Para valores de SNR em torno —15 dB, a rmse do MODEX Modificado estd em torno de 20°,
enquanto MODE e MODEX estabilizam em torno de 30°, 0 mesmo acontecendo com o método ML.
Portanto, a rmse do MODEX Modificado é menor, embora uma rmse de 20° € um valor muito alto
pois estamos tratando de duas fontes espagadas de 5°.

Nas Figuras 3.2 e 3.3, sdo apresentadas as curvas de polarizagao para os métodos MODE, MODEX
e MODEX Modificado. A Figura 3.2 apresenta a polarizag¢do para a estimagao do angulo de 10°, en-
quanto a Figura 3.3, se refere o dngulo de 15°. Comparando os trés métodos, para o angulo de 10°,
o MODEX Modificado tem desempenho melhor, pois além de sua polarizacido ser menor para uma
dada SNR, suas estimativas se tornam polarizadas a partir de valores menores de SNR. Em relacdo as
estimativas para o angulo de 15°, o MODE apresenta menor polariza¢do, mas a mesma se inicia para
valores ainda altos de SNR. O MODEX Modificado apresenta resultados semelhantes para os dois
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angulos, embora com polariza¢do de polaridade opostas.

MODE
—%— MODEX
—A— MODEX Modificado

)
I
S

Polarizacéo (Graus

Figura 3.2: Polarizagdo dos métodos MODE, MODEX e MODEX Modificado para 6, = 10°.

Conforme observamos, os estimadores se tornam polarizados 2 medida que diminuimos a SNR. O
valor de SNR referente ao inicio da polariza¢do coincide com a SNR de limiar apresentada na Figura
3.1. Portanto, podemos afirmar que a polarizacdo contribui para o efeito de limiar dos métodos
apresentados.

Constatamos que 0o MODEX Modificado apresenta o melhor desempenho entre os métodos apre-
sentados. Seu esforco computacional € menor que o do MODEX e maior que o MODE. Porém, o
melhor desempenho do MODEX Modificado em compara¢do ao MODE compensa o incremento de
esforco computacional. Portanto, podemos afirmar que o MODEX Modificado € o melhor método de
estimacgdo dentre os métodos analisados. Vale lembrar que o esfor¢co computacional do método ML &
praticamente proibitivo.

Concluimos que o MODEX Modificado € nosso melhor método de estimagao DOA-ML. Entre-
tanto, ele ndo apresenta resultados satisfatorios para valores de SNR menores que —6 dB. Pensando
em melhorar o desempenho do MODEX Modificado, no proximo capitulo iremos estudar o seu pro-
cesso de selegio de raizes. Vamos analisar através de um método que chamaremos de Selegio Otima,
se 0 MODEX Modificado estd selecionando a melhor combinacgdo das raizes disponiveis. Através
desta andlise poderemos avaliar se a causa da perda de desempenho do MODEX Modificado, para

valores pequenos de SNR, esta relacionada com a geracdo ou apenas com o processo de selecdo
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Figura 3.3: Polariza¢do dos métodos MODE, MODEX e MODEX Modificado para 6, = 15°.

das raizes. Com isso, iremos propor algumas modificagdes no MODEX Modificado para obter uma

melhora de desempenho.



Capitulo 4

Filtragem Otima para Reducio de Ruido de
Estimadores ML para DOA

Conforme comentamos no capitulo 3, o MODEX Modificado ndo apresenta resultados satis-
fatérios para valores de SNR menores que —6 dB. Pensando em melhorar seu desempenho, neste
capitulo iremos discutir o processo de selecdo de raizes do MODEX Modificado através de um
método definido como Selecdo Otima. Iremos analisar se 0 MODEX Modificado seleciona a me-
lhor combinacdo das raizes disponiveis. A partir de nossas conclusdes e inspirados por elas, iremos
propor a utilizagdo de um filtro para reduzir a componente de ruido dos snapshots recebidos. Nesse
capitulo serdo apresentados o processo de Selegio Otima, o processo de filtragem, iremos definir 3

novas opcdes de fungdo custo e apresentar os resultados obtidos.

4.1 Selecdio Otima

Vamos agora analisar o desempenho do processo de selecdo de candidatas do MODEX Modifi-
cado. Estamos interessados em investigar se esse processo seleciona a melhor combinagio possivel
das raizes disponiveis. Estamos considerando apenas o MODEX Modificado por ser nosso melhor
resultado até agora. Porém, todas as conclusdes apresentadas neste trabalho também se aplicam ao
MODEX.

No contexto deste trabalho, a melhor combinagdo é aquela que minimiza a soma do erro quadratico

entre cada freqiiéncia estimada e a correspondente verdadeira. Portanto, a melhor combinagéo é

37
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Figura 4.1: Desempenho dos métodos MODEX Modificado e Selecdo Otima.

obtida utilizando o seguinte procedimento

M

Wotimo — aI'g mln Z (djm - wm)Qa
wce m=1

@.1)

onde

* & ¢ o0 conjunto de todas as combinagdes possiveis das candidatas geradas
* W, € o m-ésimo elemento de uma combinagdo @ C P

* w,, é o parametro verdadeiro.

Chamaremos o processo descrito acima de Selecio Otima. A Figura 4.1 apresenta os desempe-
nhos do MODEX Modificado e da Selecdo Otima.

Através da Figura 4.1 podemos tirar algumas conclusdes. Primeiro, o desempenho da Selecio
Otima é muito melhor do que o do MODEX Modificado quando a SNR torna-se menor que —6
dB. Em segundo lugar, o desempenho da Selecdo Otima pode ser melhor que o CRB. Finalmente,
o melhor desempenho conseguido com a Sele¢io Otima em relagio ao MODEX Modificado per-
mite concluir que o processo de selecdo de raizes deste tltimo nao seleciona as melhores candidatas

quando reduzimos a SNR a partir de cerca de 0 dB. O desempenho ruim do processo de selecao do
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MODEX Modificado pode ser explicado observando que o critério ML deterministico na expressao
(3.1) depende de P e f{y. A matriz P4 depende somente da combinagdo das raizes, as quais sdo as
mesmas para qualquer processo de selecdo. Portanto, o desempenho ruim € devido ao ruido presente
em f{y. A fim de corroborar esta conclusdo, computamos o desempenho do MODEX Modificado
quando uma matriz de covariancia com ruido reduzido é utilizada, isto é, para todos os valores da
SNR na Figura 4.1, realizamos o processo de selec@o de raizes usando a matriz de covariancia corre-
spondente & SNR de 15 dB. O desempenho correspondente, chamado selecdo SN R = 15 na Figura
4.1, é praticamente idéntico ao da selecdo Gtima.

Com isto, concluimos que o desempenho do MODEX Modificado pode ser melhorado se reduzir-

mos a componente de ruido da matriz de covariancia dos snapshots usada no processo de selecdo.

4.2 Proposta: filtrar os snapshots

Verificamos na sec¢do anterior que o Método MODEX Modificado nédo seleciona as melhores
raizes e esse problema estd relacionado com o ruido presente na matriz de covariincia estimada, Ry.
Em vista disso, iremos propor um processo para reduzir este ruido, baseado em uma filtragem dos
snapshots.

Considerando que o problema de estimacdo DOA foi transformado em um problema de esti-
macao de freqiiéncias, no modelo de snapshot em (2.20) o espectro de sinal é caracterizado por M
componentes distintas centradas nas freqiiéncias w,,, m = 1,..., M, enquanto a poténcia do ruido
é constante para toda a faixa [~ , 7|. Baseado neste modelo, podemos aplicar um filtro multibanda
para cada snapshot preservando o sinal desejado e simultaneamente atenuando o ruido fora da banda
de passagem. Para isso, o filtro multibanda deve apresentar ganho unitario nas freqii€éncias a serem
estimadas e ganho menor que a unidade nas outras freqii€ncias.

O projeto de tal filtro requer o conhecimento das freqiiéncias do sinal, ou equivalentemente, o
conhecimento dos dngulos DOA desconhecidos. Estes podem ser estimados utilizando algum método
de estimacdo DOA. Poderiamos, por exemplo, utilizar as estimativas da solu¢gdo MODE gerada no
préprio MODEX Modificado. No entanto, este problema serd resolvido automaticamente através da

otimizac¢do adotada aqui, maximizando a SNR na saida do filtro, como serd visto na seqii€ncia.

4.2.1 Filtragem Otima

Nesta secdo iremos apresentar os detalhes do processo de filtragem a ser aplicado a cada snapshot.

Vamos definir um filtro FIR com funcio de sistema dada por

H(z) =ho+hiz 4+ hopz 2o+ hpz L. 4.2)
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Como o filtro atua sobre as amostras de cada snapshot e estas amostras sao aquelas colhidas ao longo

do conjunto de antenas em um dado instante, podemos interpretar o operador atraso z !

com um
atraso espacial.

A escolha de L deve levar em conta dois aspectos. Quanto maior o valor de L, maior liberdade
ao processo de otimizacdo, porém maior o esforco computacional para a filtragem e também para o
processo de selecdo de raizes, conforme serd constatado adiante. Iremos adotar 0 < L < N, onde o
limite superior € definido pelo comprimento de yy.

Convoluindo a resposta ao impulso do filtro definido pela expressdo (4.2) com a seqiiéncia (2.14),

obtemos na saida do filtro uma seqiiéncia z;;, de comprimento N + L que pode ser descrita como

zi, = Hpyg, (4.3)

onde

o 7, € CWHEX1 ¢ o vetor das safdas do filtro (snapshot filtrado),
e H, € CW+Dx(N) ¢ amatriz de convolucdo, dada por

ho 0
hy hyg - 0
H =|hy hyy - . “4.4)
0 Ay
0 0 - hg

Nosso objetivo € filtrar os snapshots para reduzir o ruido presente na matriz ﬁy. Para isto devemos
escolher uma fung@o de sistema H (z) conveniente. O critério de escolha serd a maximizagdo da SNR
na safda do filtro.

A fim de sintetizar um problema de otimizagdo envolvendo todos os coeficientes h;, ¢ = 0,1, ..., L,

levamos em conta somente amostras de saida do filtro que dependam de todos os coeficientes (filtro

"cheio"), isto é, as amostras z(l), [ = L + 1,..., N. Tais amostras podem ser escritas como
zr(1) = 'y, (4.5)
ondeh = [h} ... BT,y = [yx(I—L) ... yx(1)]" e (-)* indica o complexo conjugado. Lembrando

que yr = A x;, + ng, obtemos
z(1) = WAy x;, + hfiny, (4.6)
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onde a matriz A; € C (*+*D*M ¢ composta por L + 1 linhas da matriz A, comegando com
[ef =LV ei(=L-Demlen, = [n(l— L) ... n()]".

Para obtermos a SNR média na saida do filtro precisamos da energia média do sinal e do ruido.
Definindo como zj(1) € zx,(), as parcelas de sinal e ruido, respectivamente, a energia média do sinal

¢ dada por
E{zs(D)z, ()} = E{h"A;x; %, A} 4.7)
= hPA, B{x;x;"} A,;"h. (4.8)
Lembrando que P = E{x; x;}, temos finalmente

E{zs(D)z, ()} =h" A, P A" h. (4.9)

Da mesma forma, a energia média do ruido na saida do filtro é dada por

E{thk:l l’lklH h} (410)
= ¢’h'h. 4.11)

E{zir (D)2 (D)}

Usando as expressdes (4.9) e (4.11), a SNR média para z(l), I =L+ 1,..., N, é escrita como

h#A;PA"h
Ri=—7F—F7—— 4.12
SNR; 2hih (4.12)
Como o2 ndo é fungio de h, o problema a ser resolvido €
h"A;,PA"h "
— ‘e — 4.13
h, = arg max Wik , sujeitoah”h =1. ( )

A restri¢do de nao-trivialidade usa norma unitéria, sem perda de generalidade, objetivando elimi-
nar a indeterminacao do ganho do filtro.

Para qualquer escolha de L sujeito a 0 < L < NN, conseguimos escrever a expressao para a SNR
na saida envolvendo todos os coeficientes do filtro. Com isso, configuramos um problema cléssico de
filtragem 6tima, onde temos uma solucio conhecida. A solugdo de (4.13) é o eigenfilter [20] para o

qual h,,; é o autovetor v; € C E+1)*1 agsociado ao maior autovalor da matriz A; P A, ou seja,

hy, = [hihs - R =V, (4.14)
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Esta solucdo € justificada também pelo fato de que a decomposicdo em autovalores e autovetores
carrega consigo a informacao de direcdo de chegada. Esta informac@o est4 presente nos autovetores
do subespaco de sinal, mais precisamente no primeiro autovetor, ou seja, o autovetor v; que utilizamos
para definir o filtro [10].

Dado que o ruido € branco, v; é também o autovetor associado ao maior autovalor da matriz
Ry, = AP A+ 521, Observe que Ry, é uma submatriz de R, tal que seus elementos sdao dados
por (Ryl)i,j
principal de R, .

= (Ry)i,j’ parai,j = [ — L, ..., [. Portanto, Ry; é um bloco ao longo da diagonal

Levando em conta que ndo conhecemos Ry nem R,;, podemos usar a submatriz correspondente
Ryl da matriz de covariancia Ry para obter uma estimativa v; da solugéo 6tima h,; = v;.

Dado um valor de L, podemos escolher qualquer uma das (N — L) submatrizes f{yl, l
L+ 1, ..., N, e asolugdo correspondente v;. Alternativamente, podemos utilizar a média das

submatrizes f{yl de acordo com
R 1 =R
Rinz R,;, (4.15)
Y N—-L = Y

e podemos usar a solugdo h,;, = Vv, onde v, é o autovetor correspondente a0 maior autovalor de

A~

Ry..

Com isto, através das expressoes (4.4) e (4.14) obtemos a matriz de filtragem H;, € C(V+L)x(N)

dada pela forma Toeplitz

N
UL,L+1 0 o 0
ok sk
VL. Vro+1 " 0
_ A% A%
HL - UL,l UL,Q ctt (416)
A
Ura
0 0 e vp

onde 07 ,, indica o conjugado do n-ésimo elemento do autovetor v, € C (L+1)x1,

A fim de ilustrar a resposta em freqii€ncia deste filtro, adotamos o mesmo cendrio descrito na
secdo 2.3. Apds o mapeamento dos angulos de chegada (¢, = 10° e #, = 15°) de acordo com a
expressao (2.6), obtemos as freqii€ncias normalizadas (com respeito a m) wy; = 0.1736 e wo = 0.2588,
respectivamente. A Figura 4.2 mostra a resposta em freqiiéncia do filtro para L = N — 1 = 9 e trés
valores de SNR, 10dB, 0dB e —10dB.

Podemos observar que a resposta em freqiiéncia preserva os sinais desejados e atenua o ruido

mesmo para pequenos valores de SNR. Isto comprova que mesmo para uma matriz de covariancia
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Figura 4.2: Resposta em freqiiéncia do filtro 6timo.

estimada e contaminada por ruido, como Ry, a decomposi¢do em autovalores e autovetores preserva

a informacdo referente a direcdo de chegada.

Uma vez definido o filtro 6timo, devemos agora calcular a nova matriz de covariincia. Usando o

vetor de snapshot filtrado z;;, dado por (4.3), a nova matriz de covariancia estimada serd

onde H,
do filtro empregado.

e CWNHL)x(N) ¢ portanto, R,

1 K
i >z zpy (4.17)
k=1
L < H HyH 4.18
e Z LYk Yk L (4.18)
k=1
1 K
Hy | =Y viy” | HY (4.19)
K k=1
H, R, HY (4.20)

e CWH+L)x(N+L) Com isso R,;, dependerd da ordem

Na seqiiéncia vamos discutir trés op¢des de modificagdo na fungdo custo ML (3.1) visando a

aplicacdo da nossa proposta no processo de selecdo de raizes do método MODEX Modificado.
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4.3 Modificando a funcao custo do processo de selecao

De posse da matriz R, devemos usé-la no processo de selecdo de candidatas, substituindo Ry
na funcdo custo ML (3.1). Mas para isto algumas questdes devem ser consideradas. Primeiro, a nova
matriz tem dimensdes (N + L) x (N + L), as quais sdo maiores que as da matriz de covaridncia
original. Segundo, referindo-se a expressio (4.3) e usando a expressdo (2.20), o k-ésimo snapshot
filtrado pode ser expresso como

z., = HpAs, + Hrng, 4.21)

o que implica dois inconvenientes:

1. A filtragem modifica o modelo de sinal original e conseqiientemente a matriz A perde sua

estrutura de Vandermonde;

2. O ruido de saida se torna correlacionado e os dados de cada snapshot filtrado ndo sao mais
conjuntamente gaussianos. A ndo-gaussianidade vem do fato de que a matriz de covaridncia
para o ruido transformado é dada por W = ¢?H; H . onde H; H; " ndo é definida positiva.
Para que os dados fossem conjuntamente gaussianos a matriz de covariancia deveria ser definida

positiva [4].

Todos esses fatos implicam que a funcio custo ML (3.1) ndo € vélida para os dados filtrados.
Como conseqiiéncia, uma nova funcio custo ML deve ser obtida levando em conta as dimensdes da
nova matriz de covariancia, o novo modelo de sinal e o ruido correlacionado nio-gaussiano. Para
isso, deverfamos obter a nova distribui¢ao estatistica do ruido, para assim obtermos a distribui¢ao
estatistica de um snapshot filtrado e em seguida obter a distribui¢éo estatistica dos K snapshots. A
partir dessas novas distribui¢des estatisticas obteriamos a nova funcio custo ML. Porém, ndo vamos
seguir esse caminho, dada sua complexidade. Ao contrério, vamos adotar uma solu¢do arbitraria, mas
muito simples: 1 - vamos continuar a usar (3.1); 2 - para que possamos fazer isso, vamos propor 3
opg¢odes de modificacdo na fungdo custo para adequa-la as novas dimensdes da matriz de covariancia.

As 3 opgdes serdo descritas a seguir.

4.3.1 Primeira Opcao

Vamos substituir as matrizes originais A e R, pelas versdes filtradas correspondentes H; A e
R,;. Fazendo isso, estamos alterando o modelo de sinal € a matriz de covaridncia embora ainda
mantendo a fungdo custo (3.1).

Conseqiientemente, a funcio custo serd dada por



4.3 Modificando a func¢ao custo do processo de selecao 45

F(w) = {P% Ry}, (4.22)

onde P~ =T— A(A"A)" A"e A=H,A.

Utilizando a expressdo (4.20) e propriedades do operador traco, temos

F(w) = tr{H P H. R, }. (4.23)

Podemos ainda escrever
F(w) = w{HY (I- A(A"A)"'A")H, R, }. (4.24)
F(w) = w{H H Ry — Hf (A(A"A)'A")H, R, }. (4.25)

onde o termo constante HY H;, R, pode ser desconsiderado para a minimizagdo. Logo,

F(w) = tr{—HZ (A(A"A)'AT)H, R, }. (4.26)

Lembrando que A = H;, A e definindo HYH, = F;, € CY*V, temos

F(w)=t{-F,AA"F, A)'AYF, R, }. (4.27)

4.3.2 Segunda Opcao

Nesta op¢do propomos usar a expressdo (3.1), a matriz R, e a forma original da matriz A
definida em (2.17). Porém, como R, tem dimensdes (N + L) x (N), a adequacio de dimensdes
serd feita aumentando o nimero de linhas de A passando de N para N + L. Com isso o projetor P%
correspondente terd dimensdes (N + L) x (N + L).

Na primeira opg¢éo utilizamos uma versdo filtrada da matriz A, alterando as caracteristicas do
sinal. Nesta segunda opg¢éo estamos utilizando apenas uma versdo estendida da matriz A e, portanto,
ndo iremos alterar sua estrutura. Em relag@o a matriz de covariancia, estamos utilizando novamente a
versdo filtrada R, .

Vamos definir a nova matrizcomo Ay, € CW+UXM_ Usando (4.20), a funcio custo serd dada

por

F(w) =u{HY Py, H. R, }. (4.28)

L HA \-1AH :
onde Py =1- Ap(AzAp)~'Aj. Usando os mesmos passos do caso anterior chegamos a
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F(w) = u{-HAp(AJAp) "ATH, Ry}. (4.29)

Para diminuir o esfor¢co computacional propomos algumas modificagdes na fun¢ao custo (4.29).

Inicialmente o produto Hf A g € calculado como

I 1 . 1 ]
H H H
hol,l hol,Q U hol,L+1 0 eJwi ... elwm
H .. H H
HfAE — 0 hol,l hol,L hOl,L+1 ejle . ejQWIM
0 0o .- e .. ... hf ) )
ol,L+1 pI(N+L=Twr | oj(N+L-Twn
(4.30)
H H T
hol a; c.. hol ayy
hge.ﬁdl a; ... hgejwM ay
HYAL = hlei2o g, . hiei2onmq,, , 4.31)
hgej(N+L_1)wla1 ce hgej(N+L_1)w1VIaM

onde h,; ; € o i-ésimo elemento do vetor 6timo h,;.

Podemos escrever (4.31) como o produto de A na sua versdo ndo-estendida por uma matriz dia-

gonal D:
S (I WP B
€]W1 “ e e]W]M
. . 0 hgaQ .
AD = eI 2w . el2wm . . . . . (4.32)
' ) : H
ej(N—].)wl - ej(N_l)wAl L O O . hol a]\/l 1
Usando (4.32) na nova fungéo custo (4.29) temos
-1 R
F(w)=tu{-AD (AfA;) (AD)"R,}. (4.33)

4.3.3 Terceira Opcao

Nesta op¢ao vamos usar uma versao modificada da matriz de filtragem Hj. Esta versdo modifi-

cada, denominada Hr, terd dimensdes (N) x (N) e posto (N). Desta forma, a matriz de covariancia
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correspondente, ap6s a filtragem Hy, terd dimensdes (N) x (N) e dependerd de HyH, a qual sera
inversivel. Logo, os elementos do snapshot filtrado serdo conjuntamente gaussianos € a expressao
(3.1) permanece valida. A matriz Hy serd obtida por truncamento de Hj,, conforme definido a seguir.

A nova matriz de filtragem Hyp serd dada pela por¢éo central de H;, como

Hsup
H; = Hs (4.34)
L Hznf
Para N par, H,, € OFFE-DX(N) Hy e o)X eH,; € C(*F)x(N) | Para N fmpar,

N+L-1 N+

H,, < CcC> M H, e oWxMeH,,; € C 7 XN Este procedimento de

truncamento € freqiientemente utilizado em problemas de filtragem [20].

Optamos por usar a matriz A original, sem as alteracdes provocadas pela filtragem. Deste modo,
esta op¢ao sofre dos problemas gerados pelo truncamento de Hy, e também por ignorarmos as altera-
coes produzidas em A pela filtragem.

Substituindo Hy em (4.20) e definindo f{zT como a matriz de covaridncia estimada referente a

matriz H7, temos

R,r = Hy Ry H, . (4.35)
A nova fungio custo serd dada por
F(w) = tr{P5R,r}. (4.36)
Usando (4.35) em (4.36), temos
F(w) = tr{HY Py Hy Ry} (4.37)

a qual, apds os mesmos passos dos casos anteriores, pode ser escrita como

F(w) =tr{-HZ A(A"A)'ATH; R, }. (4.38)

4.4 Resumo do Método Proposto

1. Encontrar as candidatas através do MODEX Modificado.
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2. Calcular Ry 1, pela expressdo (4.15).
3. Fazer a decomposicdo de autovetores e autovalores de f{y 1 (4.15).

4. Solucao eigenfilter: h,; € a primeira coluna da decomposicao de autovetores e autovalores de
(4.15).

5. Compor a matriz Hy, (4.16).
6. Calcular a funcdo custo referente a cada opg¢do (4.27, 4.33, 4.38).

Devemos enfatizar que a nossa proposta € apenas um método de melhorar a selecdo de raizes de
métodos como MODEX e MODEX Modificado. Portanto, nosso método apenas seleciona candi-
datas, ndo sendo responsével pela geragdo das mesmas.

Na préxima se¢do iremos comparar o desempenho das 3 opgdes propostas.

4.5 Simulacoes e Resultados

Nosso primeiro objetivo € encontrar a melhor ordem L do filtro para a primeira opgao proposta.
Para isto tracamos curvas de desempenho para a primeira op¢ao utilizando o mesmo cenério da Figura
3.1eosvaloresde L = 1,2.... N — 1. A relacdo sinal-ruido variou de —15 a 5 dB. A Figura 4.3
mostra apenas as curvas de desempenho para . = 5, L = 7e L = 9 com o objetivo de ilustrar
os resultados. Com base no conjunto completo de curvas, concluimos que o melhor desempenho
ocorre com L = 7, um pouco menor que o valor mdximo L = 9. O desempenho com L = 7 ¢
melhor comparado ao desempenho utilizando outros valores de L para SNR menores que —10 dB.
Repetimos o procedimento para as outras duas op¢des propostas e obtivemos resultados semelhantes,
com L = 7 também sendo a melhor ordem encontrada. Portanto, os mesmos nao serdo apresentados.

Iremos agora comparar o desempenho das trés op¢des propostas usando apenas L = 7, ja que
este € o melhor valor de L para todas elas. Como podemos observar na Figura 4.4, a primeira opcao
apresenta melhores resultados. Recordando, nossa primeira opgao substitui as matrizes A e f{y pelas
versoes filtradas correspondentes Hy A e f{z I.

Como a nossa primeira op¢ao produziu o melhor desempenho, iremos agora compara-la ao MODEX
Modificado, usando L = 7. A Figura 4.5 apresenta essa comparagdo e também apresenta as curvas
de desempenho da Sele¢io Otima e o CRB. Notamos que a nossa primeira op¢do apresenta excelente
desempenho. Enquanto a curva desempenho do MODEX Modificado se afasta do CRB a partir de
uma SNR de —6dB, a curva da nossa primeira op¢do mantém o desempenho até cerca de —14 db.
Além disso, nossa primeira op¢io tem desempenho parecido com o da Selecdo Otima, comprovando

a eficiéncia da proposta.



4.5 Simulacoes e Resultados

49

Q T
—»— | =5
L=7

—6—L=9

— — — Cramer-Rao
n N <
= ~
o
e
(%] ~
Lu ~
= o RN
x 10 r B

~
~
~
~ ~
~
-15 -10 -5 0 5
SNR (dB)

Figura 4.3: Comparacdo de desempenho utilizando a primeira op¢do proposta.

Ok

10

RMES (Graus)

—6— 1° OPCAO

(S

Figura 4.4: Comparagao de desempenho entre as opgdes propostas.

—*— 2° OPCAO
3° OPCAO
— — — Cramer-Rao
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
~
N
A
-10 -5 0
SNR (dB)



50 Filtragem Otima para Reducao de Ruido de Estimadores ML para DOA

Este comportamento pode ser justificado observando que a acdo do filtro € semelhante a aumentar
o numero de sensores de [NV para N + L. Podemos observar este fendmeno através da dimensdo dos
snapshots filtrados e, conseqiientemente, através das dimensoes de f{z .- Entretanto, as conseqiiéncias
desse aumento artificial do nimero de sensores nao sdo totalmente semelhantes aos resultados de um
verdadeiro aumento do niimero de sensores porque a filtragem modifica as caracteristicas do sinal e do
ruido onde estas modifica¢des dependem do valor L. Assim, Rz 7, NA0 tem as mesmas caracteristicas
de uma verdadeira matriz de covariancia dos snapshots. Simplificando, aumentando o valor de L,
temos dois efeitos contraditérios, ou seja, podemos tanto melhorar o desempenho, devido ao aumento
do nimero de sensores, como podemos degradar o desempenho, se as modificacdes nas caracteristicas
do sinal e do ruido se tornarem exageradas. Estas interpretacdes sugerem que o aumento na ordem L,

produz vantagens e desvantagens e que existe um valor de L que representa um bom compromisso,

levando ao melhor desempenho da proposta.

—%— MODEX Modificado
—6— 1°OPGAO
Selegso Otima

— — — Cramer-Rao

RMES (Graus)

10

-15 -10 -5 0 5
SNR (dB)

Figura 4.5: Desempenho da nossa primeira opg¢ao.

Agora vamos analisar a polarizacao do estimador resultante do uso da primeira op¢do. Nas Figuras
4.6 e 4.7 sdo apresentadas as curvas de polarizagdo para a primeira op¢ao, comparadas as polarizacdes
dos métodos MODE, MODEX e MODEX Modificado. A Figura 4.6 apresenta a polarizagcdo para a
estimacdo do angulo de 10°, enquanto a Figura 4.7 se refere ao angulo de 15°. Para os dois casos

podemos afirmar que a nossa proposta apresenta os melhores resultados, o que explica, em parte, seu

melhor desempenho em termos de rmse.
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Figura 4.6: Curvas de polariza¢do da nossa primeira opcao para 6; = 10°.
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Figura 4.7: Curvas de polariza¢do da nossa primeira op¢ao para 6, = 15°.
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Outra maneira interessante de observar a ac¢do da filtragem € através do comportamento das su-
perficies da funcdo custo original e da funcdo custo referente a nossa primeira op¢ao, dada por (4.27).
As Figuras 4.8 e 4.9 mostram as superficies e as curvas de nivel para o mesmo cendrio utilizado até
agora. Utilizamos a SNR fixa no valor de —12 dB e L igual a 7. A Figura 4.8 se refere a funcao
custo original, enquanto a Figura 4.9 se refere a nossa primeira op¢do. As marcas ‘X’ representam
os angulos DOA verdadeiros. Na Figura 4.8, os minimos globais sdo indicados através de setas para
enfatizar o deslocamento ocorrido devido ao efeito do ruido. Por outro lado, observamos na Figura
4.9 que os minimos globais estdo mais proximos dos angulos DOA verdadeiros, se comparados ao
caso da fung¢do custo original na Figura 4.8.

Por ultimo, vamos analisar o esforco computacional exigido pela fungio custo (4.27). Em relacio
ao MODEX Modificado original, precisamos de céalculos adicionais para obter Ry . ho,, Hy e Fp,
para cada estima¢io DOA e A¥ F para cada teste de combinacdo. O montante adicional de cdlculo
depende do valor de L mas ndo de uma forma simples. Por exemplo, para obter h,; é necessario
calcular a decomposi¢do de f{y - Entretanto, se escolhermos o valor méximo possivel para L, entdo
f{y L= Ry € 0 autovetor necessario ja esta pronto, porque € calculado pelo MODE usado no MODEX
Modificado. Além disso, ndo serd necessaria a submatriz f{yl, l=L+1, ..., Ncomoem (4.15).
Porém, o desempenho correspondente ndo serd o melhor possivel.

A anélise de desempenho baseada no rmse foi executada para vérios outros cendrios de simulagao,
outros valores de angulos de chegada, 3 fontes e sinais correlacionados. Em todos os casos analisados,
confirmamos a melhoria de desempenho produzida pela filtragem.

Através dessas andlises concluimos que a filtragem dos snapshots melhora o processo de selecao
das raizes disponiveis do MODEX Modificado. Nossa proposta melhora o desempenho do MODEX
Modificado principalmente para valores pequenos de SNR, atenuando o efeito de limiar. Além disso,
apresenta estimativas menos polarizadas. Estes fatos permitem afirmar que o aumento do esforco
computacional demandado pela nossa proposta é compensado pela melhora de desempenho. Outro
fato importante que devemos citar é que nossa proposta tem desempenho superior ao método ML na
regido de limiar. Este desempenho melhor € possivel pois as condi¢des necessdrias para que o ML
apresente desempenho 6timo ndo sdo encontrados na regido de limiar. Por exemplo, esta € uma regido

onde os estimadores aqui considerados sdo polarizados.
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Figura 4.8: Superficie e curva de nivel da fung¢do custo original.
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Capitulo 5

Conclusoes

Abordamos o problema de estimacio de direcdo de chegada (DOA) de ondas planas usando um
arranjo de sensores. Nosso interesse eram situagdes criticas em que o espacamento angular entre as
fontes de sinal é pequeno e a relacio sinal-ruido € baixa.

Na literatura encontramos diversos estimadores para DOA, porém consideramos apenas os esti-
madores de Maxima Verossimilhanca (ML) que geram candidatas a estimativa DOA e selecionam as
melhores através do critério ML, como, por exemplo, MODEX e MODEX Modificado. Estes méto-
dos, para as situagdes criticas citadas, tem uma degradacdo de desempenho associada ao efeito de
limiar.

Analisamos o processo de selecdo de raizes destes métodos através de um estudo baseado em
duas estratégias, a Selecio Otima e SNR = 15. Através delas constatamos que o problema do efeito de
limiar poderia ser amenizado reduzindo o ruido presente na matriz de covariancia dos dados recebidos
(snapshots) no processo de selecdo de raizes.

Para isso propusemos um processo de filtragem 6tima através de um filtro FIR multibanda. O
filtro foi definido através de um critério de otimizacdo chamado maximizagdo da SNR e foi aplicado
aos snapshots. Fazendo isso obtivemos uma nova matriz de covariancia filtrada, a qual tem dimen-
soes diferentes da matriz de covaridncia originalmente utilizada no processo de selecdo de raizes.
Tornou-se necessario entdo alterar a funcio custo de modo a adequa-la as novas dimensdes da matriz
de covariancia. Além disso, encontramos outros problemas: a filtragem modifica os modelos de sinal
e de ruido e a fun¢do custo (3.1) ndo € mais valida. Porém, ao invés de calcularmos a nova fungdo
densidade probabilidade dos snapshots filtrados, optamos por arbitrar uma solug@o, onde continu-
amos a usar a fungdo custo (3.1) e propusemos algumas modificacdes que resolvam os problemas

introduzidos com o processo de filtragem. Propusemos 3 op¢des de modificacao:
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1. Utilizamos uma versdo filtrada da matriz A, H; A.
2. Utilizamos uma versao estendida de A, Ag.

3. Utilizamos um versao truncada da matriz H;,, Hy.

Como o filtro € de ordem variavel, deveriamos encontrar a sua melhor ordem L e fizemos isso
através de simulacdes nimericas. Encontramos que a melhor ordem para as trés opcdes é L =
7. Comparamos as trés opgdes entre si para encontramos a melhor op¢do proposta, e constatamos
que a melhor é a primeira opgdo. A partir de entdo deveriamos comparar a melhor op¢do proposta
com o MODEX Modificado para avaliarmos se realmente o processo de filtragem produz melhora
de desempenho. As simulagdes mostraram que nossa proposta tem melhor desempenho, reduzindo
significativamente a relacdo sinal-ruido de limiar. Além disso, a efici€ncia assintética € preservada
e nossa proposta ainda apresenta estimativas menos polarizadas. O cdlculo e a utilizacdo da nova
funcdo custo de sele¢do implicam em um pequeno aumento do esforco computacional. No entanto, o
esforco computacional € valido porque melhora sensivelmente o limiar de desempenho.

As interpretagdes apresentadas sugerem que o melhor desempenho da nossa proposta em relacao
ao MODEX Modificado est4 relacionado com o fato de que a acdo do filtro é equivalente a aumentar
o nimero de sensores de N para N + L. Porém, as conseqii€ncias desse aumento artificial ndo sio
totalmente semelhantes aos resultados de um verdadeiro aumento do nimero de sensores, porque a
filtragem modifica as caracteristicas do sinal e do ruido e estas modifica¢des dependem do valor L. O
aumento de L pode levar a modificagdes exageradas nas caracteristicas do sinal e do ruido, piorando
o desempenho. Portanto, existe um valor de L que representa um bom compromisso, levando ao
melhor desempenho da proposta.

A conclusio geral é que a filtragem dos snapshots no problema DOA pode resultar em estimadores
mais eficientes, quando temos relagdo sinal-ruido baixa.

Para o prosseguimento deste trabalho sugerimos uma investigagdo sobre a viabilidade do célculo
da fun¢do densidade probabilidade dos snapshots filtrados. Caso seja possivel, esta fungdo densidade
permitira explicitar uma nova fungdo custo ML para a sele¢do de raizes, a qual substituird aquelas

funcgdes que resultaram das modificagdes arbitrarias que foram propostas nesta dissertacao.
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