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RESUMO

Neste trabalho sao analisados e implementados algoritmos de otimi-

zagdo e controle hierarquico de sistemas dindmicos discretos,

Dentre os tipos de a1goritmosde'con€role hNierarquico sao discuti-
dos os seguintes: Decomposicao Espacial com Coordenagao por Predicao de intera=-
¢ao, Decomposicao Espacial com Coordenagao pelo Coestado e Decomposigao Paramé-

trica com Coordenacao pelo Critério.

Utilizando exemplos de sistemas reguladores lineares estacionarios,
com criterio quadratico separavel, sem restricoes nas variaveis de estado e de

controle, as propriedades de convergencia dos algoritmos saoc analisadas.

Para a avaliacao dos algoritmos implementados, compara-se as solu-
¢oes obtidas pela utilizacao dos algoritmos de controle hierdrquico com a solu-
¢ao otima obtida sem decomposicao multiniveél quanto aos requisitos computacio=

nais: tempo de processamento e memorizagao.

Finalmente, faz-se uma aplicacao pratica de um dos algoritmos a
um sistema de transporte metroviario, onde o sistema apresenta atraso de trans-
porte, critério nao linear e nao quadratico com restricoes nas variaveis de es-

tado e controle.
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'

{NTRODUGAC

Os sistemas de grande porte e seu controle descentralizado ou hie-

rarquizado vem sendo objeto de um estudo intensivo, tanto sob o ponto de vista
feérico, como de aplicagoes. A motivacao é decorrente da crescente complexidade
dos.sistemas construidos pelo homem e a necessidade de estabelecer éstratégias
para o seu controle coordenado, devido as limitagoes cada vez maiores nos recur

sos disponiveis para sua construgao.

. Uma classe de estruturas para o controle otimo destes sistemas, QE
senvolvida pela utilizacao dos conceitos de decomposicao e coordenacao, possibi
litou o estabelecimento de métodos multiniveis para a regulacao de tais siste -
mas |1,15]. Nestes métodos, um problema global, definido a partir do sistema co
mo um todo, e decomposto em subsistemas que selecionam suas funcoes de controle
independentemente, pela ag¢ao dos controladores locais num nivel inferior. Para
que as atuagoes independentes dos controladores sejam coerentes com o objetivo
do sistema global, um controlador num nivel superior € construido e sua fungdo
€ coordenar os controladores do.nivel inferior, pela manipulacdo dos modelos in

dividuais, dos seus objetivos ou de ambos.

Em gefal, a classe de sistemas considerados neste trabalho pode
ser representada como um conjunto de subsistemas interconectados, onde a  cada
subsistema esta associado seus vetores de estado, de controle e safda. Os veto-
res de estado e controle do sistema global s3o obtidos, agrupando os vetores lo

cais.

Teoricamente, problemas de otimizacao e controle de sistemas dinf-
micos de dimensdo grande podem ser resolvidos utilizando-se técnicas cldssicas
de otimizagao e de controle. Na pratica, a medida que a dimensio do probiema
cresce, devido ao grande namero de variaveis, estes problemas s3o cada vez mais
dificeis de serem resolvidos e as vezes sua solugdo ¢ impossivel devido & quan-

tidade de memoria utilizada pelo computador ou por causa de instabilidade nume-

1



rica dos algorifmos.

Diferentes metodos podem ser utilizados para o estudo de 'sistemas
de grande porte, como por exemplo, métodos de'debomposigéo em programacao mate-
matica ou os métodos de controle hierdrquico. 0Os métodos de programacao matema-
tica, contudo, sao importantes sob o aspecto de cdlculo enquanto que os métodos
hierarquicos sao importantes nao s6 como uma alternativa de contornar as difi -
culdades de calculos, mas também como Fungéo de controle, pois permitem ou Faqi

titam a sintese da estrutura e do algoritmo de controle |22].

Dentre os sistemas multiniveis estudados, o sistema com dois ni-

veis, com uma unidade de controle no segundo nivel é particularmente importante

devido a sua simplicidade e a possibilidade de se construir sistemas mais com -

plexos a partir deste caso particular.

Nos limitaremos ao estudo de tais estruturas com somente uma de-~

compos i¢ao horizontal no nivel inferior, porque a fungdo do centrole que vamos
considerar (otimizagao) € um nivel da hierarquia das funcBes de controle possi-

veis.

A organizacao deste trabalho se resume ao sequinte esquema: no ca-
pitulo | sao estabelecidos os conceitos de decomposicao e coordenaglo, a formu~‘
lacao do problema de otimizagao dinamina na forma global e hierdrquica. No capl
tulo sequinte s3do apresentados os métodos e os respectivos algoritmos para im-
plementagao em computador digital. No capitulo 3 sZo feitas aplicacoes ao pro-
biema do regulador linear quadratico, estado final livre, classico. Caracteris-~
ticas de convergeéncia dos algoritmos devido a variacdes nos parametros do proble
ma e ao grau de acoplamento entre subsistemas, para os métodos gque utilizam da
decomposicao espacial, sao estabelecidas neste capitulo, onde também sdo
comparados os diversos algoritmos. No capitulo L aplica-se um dos algoritmos

para otimizagao hierarquica de um sistema metroviario.



CAPITULO 1 - OTIMIZAGAG E CONTROLE DE SISTEMAS DINAMICOS DISCRETOS POR DECOMPO
SICAQ E COORDENACAD

1.1 - Introdugao

Neste capitulo sao apresentados os principais conceitos utilizados
durante o desenvolvimento deste trabalho. $ao formulados o problema na sus for
ma global {centralizada) e o problema na sua forma hierarquica (descentraliza~

da).

1.2 - Nocoes de Decomposicac e Coordenacio

0s procedimentos classicos para o controle do comportamento - de
sistemas, possuem uma caracteristica basica: a pressuposigao de centralizacao,
ou seja, todas as informagoes disponiveis sobre o sistema (modelo, resposta do

sistema) e os calculos baseados nestas informagbes sao centralizados num (nico

lugar. Estes procedimentos definem um tipo de estrutura denominada de NTVEL
ONICO - ONICO OBJETIVO, cujo diagrama funcional esta representado na figu-
ra 1.1, '

Um sistema de controle hierarquico € um sistema com varios niveis,

composto de unidades de comando dispostas segundo uma estrutura piramidal.

Duas nogbes fundamentais sao a base de elaboragio de sistemas de
controle a varios niveis: DECOMPOSICAO, que consiste na divisao horizontal e
vertical da fungao de controle e COORDENAGAD, que permite que o objetibo glo-

bal da fungao de controle seja atingido.
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Fig. 1.1 - BEstrutura com UNICO NIVEL — UNICO OBJETIVO.

Decomposicao por Divisao Vertical |1

A unidade de controle & dividida em unidades elementares, segundo
uma hierarquia das fungoes de controle em diferentes niveis. A coordenacao &
assegurada por uma troca de informagoes no sentido descendente e de medidas

no sentido ascendente, conforme mostra a figura 1.2.
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Fig. 1.2 =~ Divisao vertical: niveis funetonais de controle.




1.3

Decompos icac por Divisao Horizontal |2]

0 piocesso ou o sistema e decomposto em um grupo de subsistemas de
sacoplados de dimensao reduzida, que sao tratados independentemente, obtendo

assim uma divisao da tarefa de calculo a executar.

A natureza deste procedimento € puramente algoritmica devido a
problemas de convergéncia e memoria dos métodos de calculo e da possibilidade
da utilizagao de sistemas multiprocessadores que permitem a execugao de progra

mas em paralelo, certamente conveniente a este tipo de decomposigao.

- 0s subproblemas contém parametros que levam em consideracao as in-

teragaes entre os subsistemas. Estes parametros sao manipulados por um  outro

subsistema chamado de coordenador, de maneira tal que as solugoes locais dos
subproblemas satisfagam o objetivo global. Usualmente, os subsistemas focais
constituem o nivel inferior enquanto que o coordenador € colocado no nivel su-

perior, obtendo assim uma estrutura com dois niveis, conforme mostra a figu-

ra 1.3.
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Fig. 1.3 - Estrutura com dois niveis.

Esta estrutura com dois niveis € basica na geragao de outras es-
truturas com varios niveis (figura 1.4), sendo portanto de interesse particu -

lar neste trabatho.
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Fig. 1.4 - Estrutura com varios niveis.

Estruturas Hierarquicas Compostas |21

Em muitos sistemas de grande pdrte, € possivel decompor o sistema
original usando mais do que um metodo de decomposicao de acordo com as caraétg
risticas e requerimentos do sistema. Isto resultara em decompor o sistema ori-
ginal em um sistema de "estrutura hierarquica composta', onde diferentes meto

dos podem ser realizados em um sistema.

0s procedimentos de decomposicao sao:

a. DECOMPOSIGAO POR PRIORIDADE - tmplementada em sistemas que pos
suem diferentes relagbes de prioridade entre seus subsistemas. Nestes sistemas,
a estrutura do sistema ¢ decomposta de acordo com a prioridade de agao de seus

elementos.

b. DECOMPOSIGAD ESPACIAL - Neste caso € possivel fazermos uma par-
tigao no sistema original horizontalmente. 0 sistema entao & composto de  sub-

"sistemas acoplados de acordo com suas caracteristicas espaciais particulares.



1.5

0s subsistemas sac desacoplados pela introdugac de variaveis de coordenagao e

podem ser tratados. independentemente.

c. DECOMPOSICAO TEMPORAL - A decomposicao temporal pode ser imple-
mentada em sistemas que possuam caracteristicas de comportamento no tempo dife
rentes entre seus elementos. Outra estrutura hierarquica pode entao ser cons-
truida onde as unidades dos niveis superiores sao caracterizados pela varia-

¢oes lentas e as unidades do nivel inferior pelas variagbes rapidas.

d. DECOMPOSICAD PARAMETR!SA - 0 sistema original e decomposto no

parametro que determina a evolugao dinamica do sistema.

Neste trabaiho serao consideradas estruturas com decomposugao espa
cna] e estruturas com decompos:gao parametrica porque se apresentam potencial-

mente mais promissoras na literatura [3,10].

1.3 - Formulacao do Problema de Otimizacao Din3mica

Apresentagac do Problema

Egpagaes do Sistema

Consideremos um sistema que satisfaga a equagao as diferencgas:

x{k+1) = g|x(k),u(k}] k=0,1,...... (1.1)
onde
X = COL[xt,x ..... $ % e B
0 vetor de esta&o.

M

u = CcOLu ,u Lsu leuey”
- m

gaeee

(431

o vetor de controle, e



n
g: E"xu-g
g, € C' em B x U i=1,...... ,n

onde C' € a classe das fungGes continuas com primeiras derivadas continuas.

U e definido de maneira tal que:

a. ¥ ueU, existe ao menos um &u € Em, Su # 0, e uma constante

cl(Hﬁéﬂ) > 0 tal "que (£_+ CSE) elU, Vg, com 0<g jugl(g,ﬁg).

b. Para u ¢ U dado, seja o conjunto de todos du que possuem a

propriedade (a) representado por'A(E), um conjunto convexo.

Por hipotese x(0} é dado. Entao se a sequéncia de controle

e dada, a trajetoria
L)_(_(DsK)t é“ l_’_(_.({l) e e :ﬁ(x}l

pode ser computada.

Condicoes Iniciais

Desde que a equacao as diferencas (1.1) nao dependa de k, sera su-
posto que ‘o tempo inicial é sempre em k = 0 e que o valor inicial do estado &
sempre dado como x(0).



Condicoes Terminais

ESTAGIO: sera sempre suposto que o numero de estagios sobre 0
qual o sistema é operado, é fixo em K.

ESTADO: existem duas possibilidades que serac consideradas como

condigoes terminais do estado.

a. Suponha-se que um conjunto convexo fechado S CE" é dado. £ re-
querido que no estagio final K, o estado esteja em S, isto é, x(K) € S. Esta
definicao permite que S seja um ponto em En, um subconjunto do E" ou todo o
E'. Se S for um subconjunto convexo fechado de En, possuindo mais de um ponto,
sera suposto que cada ponto da sua superficie de contorno possua um dnico pla-

no tangente.

b. Também € possivel que S seja uma variedade linear (n-1) dimen -

sional descritas pelas & equacgles:

S ={x/ hi(fg'ﬂ (1 i =1,2,....,2 < n}

Por hipotese, hi(é) possue derivadas parciais continuas com respei

to a xi, Vxhi #0 ¥V xes, i=1,..... S,

Funcional de Custo

Suponha-se que o custo de transic¢ao de estado x(k} para o estado
x{k+1}, causado pelo controle u(k) seja dado por foli(k)tﬂ(k)!' Seja Jo(k)‘ o
custo de operagao do sistema do passo zero até k. Entao Jg(k) € a solucao da

equagao as diferengas

oK) | = Fx(k) ulk)| (1.2

Jolkt1) = Jo (k) + £, [x(k),

com JG(O) = Q.

Supoe-se que f, £ C' em E" x U.

0



A equagao (1.2} podem também ser expressa na forma:

k

Jxt),ulk)] = 20 f k() ,ul) | (1.3)
j=0

mas neste item sera adotada a equagao (1.2) por simplicidade de notagao.

Equacoes do Sistema Extendidas

Por conveniencia, a equagao do sistema sera extendida para incluir

a variavel de custo, definindo os vetores:

e

&) & cou]ag 0,200 |

4>

f(k) = coLif,g]

Ent3o a equagao do sistema fica

x(k+1) = Fix(k),ulk) | , (1.4)

Dados 5(0) e ]HﬂO,K~l)f, pode-se determinar ]E{O,K)[ e JG(K) repre
sentara o custo total de operacac do sistema sobre o intervalo ]G,K[. 0 proble
ma de otimizagao consiste em extremalizar {1.2) sujeito a restrigdes {1.1), as

condigoes iniciais e terminais.

Formulacao do Problema Global pelo Principio do Maximo

0 problema de otimizagao dinamica para o sistema em consideragao

pode ser formulado do seguinte modo |4]:



1.9

Dado um numero inteiro positivo K e o estado inicial x{0) para o

sistema descrito por (1.4), determinar a sequéncia de vetores de controle
Jul0,K=-1)] tal que u(i) e U, i'=0,....,k-1, x(K) ¢85 e JplK)_seja minimi -
zado. '

A sequéncia |u*(0,K-1)| que minimiza Jo(K) e satisfaz as condigoes

de contorno do probiemé € chamada de controle otimo para o problema e a traje-

toria correspondente Iif(O,K)i é chamada de trajetdria Stima.

Condigoes Necessarias

0 SISTEMA ADJUNTO: Vamos definir a matriz (n+1) x {(n+l)

af : '
F(k) & — - (1.5)
-0
Eﬁk)
e a matriz (n+l1} x m
: af .
B(k) & —= (1.6)
Sy x{k)
u(k)

As variaveis adjuntas sao definidas de modo a satisfazer a  equa-

¢ao as diferengas:

p(k) FT(R)E(MI) (1.7)

#

-~

plk}

COL[pO(k),Pi(k), """ 1P (k)l

Desde que a equagao do sistema adjunto seja homogénea, o que preci
samos para gerar as trajetorias do sistema adjunto é o conhecimento de p(K).

Notar que




Consequentemente, p e constante ¥ k. T denota transposicgao.

0 HAMILTONIANO: Definido como:

HIp (k1) ,x () ,u(k) | & < B ke) F]x(K),ulk) | > (1.8)

onde <.,.>» denota produto escalar.
Podemos observar que a equacio do sistema (1.4) e do sistema adjun

to (1.7) podem ser escritas em termgs do Hamiltoniano:

(1.9)

T(k+1) = ot
- ap(k+1)
. o
HOR (wf—f“iw) N (10)
ax (k) .

As condigoes necessarias para que o controle |u*{0,K-1)]| seja 6ti-
mo sao estabelecidas pela seguintes proposicoes: '

Se |u*(0,K-1].¢ um controle otimo para o problema

Proposicao |:
de otimizagao dindmica e |x*(0,K)| € a trajetSria Gtima correspondente, entao
existe uma fungao p*(k), k = 0,....,K satisfazendo (1.7) tal que:
a. H{p*(k+1), x*(k) ,ux(k)| = <p*(k+1),F [ x* (k) ,u*(k) | > € um maxi
mo local ou estacionario com respeito a u*(k) € U, em cada estagio 0 < k < K
*
b. pj(K) <0
condi -

Esta proposigao é basica e € valida independentemente das
goes terminais. Em um nlmero grande de casos, existe um unico maximo local ou



um ponto estacionario para Hip(k#l),x(k},u(k)|. Entao usando a condigac  (a)
da proposigao |, u(k) pode ser encontrado em termos de x(k) e p(k+1). 0 contro-
le pode ser eliminado das equagoes do sistema (1.4) e do sistema adjunto (1.7).
0 conhecimento das (n+1) condigoes de contorno p(K) e do estado x(0) fornece -

-nos a solugao. 0 vetor p(K) dependerd da forma do conjunto de restrigoes. Para
cada tipo de restricao. terminal sao estabelecidas as condigoes de transversali-

dade.

Sem perda de generalidade, sera explorado o caso onde o estado fi-

nal ¢ livre, ou seja ‘ﬁ(K) £ 8, onde § = E",

Proposigao I1: Consideremos o problema de otimizagao dinamica

quando o conjunto S = E'. Ent3o as condicbes necessarias para que |u*(0,K-1) |

seja um controle G6timo sao:

a. As condigoes da proposigao .

b..g§(K) = 0 o= 1,2, N

A prova da proposicao 1 e consequentemente da proposicao 11, -para

cada tipo de restricado terminal € dada em |4].

Pademos resumir as condigoes de otimalidade para o problema pelo

conjunto de equagoes:

EQUAGAO DO SISTEMA FCTR) JE— (1.11)
: ap(k+1)
xn am )"
EQUAGAC ADJUNTA plk) = | ———— (1.12)
ax (k)
H[p*(kt1) ¥ (k) u* (k) | > m|pH (k1) x* (k) ,ulk) | (1.13)
CONDIGAD DE TRANSVERSAL | DADE pi(K) =0 o= 0,000 (1.0h)
x; (0) = x4



Formulacao do Problema Global por Dualidade |5,7]

De uma maneira geral, o problema global pode ser equacionado do se

gquinte modo:

MIN 9 ]x(k);u(k) ] | (1.15)

x(k) ,u(k)
sujeitola

xk+1} = gix(k),ulk)| , (1.16)

Rlx(k},ulk) ] < c(k) (1.7
onde

x{k) e E"

ulk) € UcCE" |

g: En x U+ En

R: E' xU~>E

cfk) € E' & um vetor constante dado.

Por hipotese, J|x(k),u(k}| e glx(k),u(k)| sdo continuas em @,
onde

@ = {x(k),u(k)/R|x(k),u(k) ] < clk); x(k) e E", u(k) E.UC‘IEm}

- . N
e um subconjunto compacto do E .

Aqui as restricoes foram divididas em dois grupos que sac formados

pelas equagoes (1.16) e (1.17).

0 problema global na forma definida pela equagdes (1.15), {1.16) e

(1.17) sera chamado de problema primal.



Supondo que a solugao otima para o problema primal existe, o pro -
blema dual de {1.15), (1.16) e (1.17) com relagac a restricao (1.16) € definido

por:

MAX D]A(K) | ‘ (1.18)
Alk)

. onde A{k) £ E' & chamada de variavel dual.

A funcao dual

b: E +E
€ definida por:
DIA(K) | = MIN - {L]x(k),u(k) ,A(k) [/x(k) ,ulk) e @} (1.19)

x (k) ,ulk)

e a fungao Lagrangiana -

Lt B xE"xE" + B

o]

definida por

Lix{k) ,ulk),A(k) | = J]x(k),ulk}] + f(k){g_lgg_(k) Julk) |- x{k+1)}

(1.20}

_ Entao, se ¢ valor da func¢3o dual.e seu gradiente, para cada traje-
toria da variavel dual fixada A(k) = A*{k), podem ser obtidas, o problema dual
pode ser resolvido por alguma tecnica tipo gradiente. Para obtermos o valor da
-fungéb dual para A(k) = A*(k) fixados, € necessario resolver o problema de mini

mizagao da fungao Lagrangiana, ou:



MIN G L= MIN f]x(),u(k) |+ A% () {g [x(K) ,ulk) | - x(k+1)}}
x(k),u(k) x(k),ulk)
| (1.21)
sujeito a
RIx(k),u() | < elk) - (1.22)
ﬁﬁk) e B

ulk) e uc &

Supondo que a solugao de (1.21) e (1.22) existe e € obtida unica -

mente como sendo x*(k), u*(k), entac das equagoes (1.19) e (1.20)
DIA*(K) | = Lix*(k),u*(k} A*(k) | (1.23)

wak ]| = gl (), u ()] - x(k+) )

Ak =1 (k)

Portanto, se um procedimento eficiente para resolver (1.21) e (1.22) existe, o
problema dual € facilmente resolvido. Se a restrigao de desigualdade (1.17) nao

existe, o problema & irrestrito, ficando numa forma mais simples de ser resolvi
do.

Das equagoes (1.15), (1.16), (1.17) e (1.18), (1.19), podemos cha-

mar o problema dual de minimax desde que possa ser escrito como

MAX MIN L x (k) ,ulk) A (k) [/x (k) ,u(k) e Q} (1.25)
Ak} x(k) ,u(k) B o

Pelo teorema do limite inferior |7],

DlAﬁk)l“£ Jix(k) ,ulk) | (1.26)

¥ x(k),u(k) factiveis e V A(k) ¢ E',



A igualdade (1.26) ocorre se e somente se um ponto de sela para o

Lagrangiano existe |7|. Desde que |7]:

MIN - J]x(k),ulk) ] = MIN MAX Lix(k},ulk),x(k}] (1.27)
x(k},u(k) - x(k),ulk) alk)

0s problemas primal e dual podem ser formulados como:

PRIMAL

MIN  MAX L x(K) ,u (k) A (k)] /x (k) ,u(k) € @) (1.28)
x{k),ulk) Ak) &

DUAL

MAX MIN (L] x{k) ,ulk) A () | /x(k) ,ulk) e @} (1.29)
Ak} xlk),ufk)

g evidente que o dual do dual € o primal e que a igualdade dos va-

lores otimos das fungoes primal e dual € equivalente a:

MIN MAX {Lix,u,Al/x,u & QF = MAX MIN {L{x,u,A|/x,u e 9}  (1.30)
Xou A : A xu

onde o indice k foi omitido por sfmplicidade de notagao. Todavia MINMAX=MAXHMIN
se e somente se um ponto de sela existe: |x*(k),u*(k),A*(k)| & um ponto de se-
la restrito para L|x(k),u(k),A*(k)| se e somente se x*(k),u*(k) sao  solugdes

para o problema primal, A*{k) € solugao para o problema dual |7] e
S (k) ,u* (k) | = DJAR(K) | (1.30)

A observagao das equagoes (1.25), (1.27), (1.30) e (1.31) sugere
uma metodologia de calculo com dois niveis para a solugao do problema de otimi-

zagao dinadmica. Podemos, portanto, escolher um valor inicial de A(k) e resolver



o problema do Légraﬁgiano descrito por (1.21) e (1.22). Construimos a funcao
dual e escolhemos novo A(k) de maneira tal que DiA(k) | seja aumentada ¢ com o
novo A(k) resolvemos novamente o problema do Lagrangiano. Este procedimcﬂ{o €
repetido até que D|A(k) | seja maximizada. Esquematicamente, a figura 1.5 repre-

senta esta metodologia de calculo.

ATUALIZAGAO DE A(k) TAL

NIVEL SUPERIOR
QUE D[A(K)] SEJA AUMENTADA

A(k) _ x0k), ulk)

RESOLUCAO DO PROBLEMA
DO LAGRANGIAND

NIVEL INFERIOR

Fig. 1.5 - Estrutura com dois niveis para solugae do problema dual.

Este método de otimizacao dual possui a propriedade de gue a fun =
¢ao duaE € concava independentemente de qualquer condi¢cao de convexidade sobre
o funcional de custo e a equagao do sistema |5,7]. Portanto as iteragoes para a
maximizagao da fungao dual convergem para a solugao Gtima global se a solucao
otima para o problema de minimizagao do Lagrangiano, equacoes (1.21) e (1.22),
e Unica para cada A(k) = A*(k) |7].

0 valor da fungao dual € sempre um limite inferior para o valor
do funcional de custo. Se existe x*(k), u*{k) e A*(k) factiveis tais que

DIA*(k) | = 3]x*(k) ,u* (k) |

entao x*(k), u*(k) e A*(k) sdo solugles Gtimas para os problemas primal e dual’

respectivamente e

DIAGK) | < DIA*(k) | = J[x* (k) yur(i) | < 9] x{k),ullk) | (1.32)



Estas hrqpriedades permitem concluir QUe problemas nao convexos po
dem ser resolvidos pelo método de otimizagao dual. Porém existem casos onde
DIA*(k) | < J]x*(k),u*(k) |, ou seja, possa existir um "gap" de dualidade |7/, pa
ra x*(k), u*(k) e A*(k) otimos. No entanto podemos encontrar um limite  infe-
rior para o problema original pela resolugao do problema dual. Neste caso, qéo

podemos obter uma relagao "forte' de dualidade como a .equacdo (1.32).

Formulagdo do Problema Global pelos Gradientes Generalizados |6]

Pesde que restricoes de desigualdades nas variaveis de estado e

de controle possam ser colocadas na forma
a(k) < x(i) < b(K) IS T K (1.33)

c(k) < u(j) < dlk) =0, JK-1 (1.34)

o problema de otimizagao dinamica pode ser formulado como:

K-1
MIN I ]x(k),udk) | = ofx(0 ]+ 3 Flx(k),uk) | (1.35)
ulk) k=0
sujeito a
x(k+1) = gjﬁ(k),g(k)l (1.36)
x(0) = x, | ‘ (1.37)

onde ¢|x(K)| representa o custo terminal.

A teoria classica do calculo de variagoes pode ser utilizada na
solugao deste problema para a computacdo dos gradientes generalizados como a0
chamados por MEHA, DAVIS [6].

Entao, adicionando as restrigoes (1.36) e (1.37) a J].], utilizan-

“do os multiplicadores de Lagrange Aﬁkfl) obtemos:



K-1
L.l = olx(K)]| + 2 {f]x(k),ulk) | + _)g_T(kH) |~x(k+1) + g|x(k},ulk) |}
k:O . B R .:.m‘{m.l ;
(1.38)
ou
k-1
Li) = olx(K) | + 9 falx(k),u(k) | = AT(ke1)x(ke1)} (1.39)
k=0 |
onde
)] = flx(),ul) ]+ 2T (1) glx(k),ulk) |
¢ o Hamiltoniano do sistema.
Considerando variagoes infinitesimais em x{k),ulk):
30| x(K) | . V_
SL| | = < e, (K> + 3 %< T sxti)>+ <2 sy > -
8 (K) oo | ax(k) 3u(K)
~<1\_T(k+i),aﬁ(s<+y)>{ | | (1.40)
desde que 85(0) =0 obtemos
K-1
sul.] = Sl <] 2 TwW ], x> e <2 sug > he
oo ax(k) du(k)
3| x(K) | T
+ < | = A (K|, 6x(K)> (1.41)

ax(K)



Definindo
(x0T
g, (K} = | e = A(K) (1.42)
' ax (K} .
(o). \T -
g0 = (Ll ) - AK) (1.43)
ax (k)
. T
o (0 = (2L (o
u (k) |
k=0,...... K-
‘@ equagao (1.41) pode ser reescrila cono
K-1 ‘
L. | =<gy » Sx(K)> 4 3<_g2 , Sx(k)> + <g3(i<) , Sulk)>
| k=0
(1.45)
Se fizermos QQ(k) =0, k =0,..... ,K , entao ga(k) representa o

gradiente de L|.| com respeito a u(k); se fazemos ‘33(k) = (I, entao gz(k) repre
senta o gradiente de L|.| com respeito a x(k). Em outras palavras, o gradiente
generalizado com respeito a qualquer conjunto de variaveis independentes bode
ser obtido igualando-a zero o gradiente com respeito as variaveis dependentes.
Portanto, o calculo de gradientes generalizados envolve a solucdo de (1.42),

(1.43) e (1.44) e as condigoes de otimalidade para o problema de otimizagao po-

dem ser obtidas igualando a zero as equagoes (1.42), (¥.b3) e (1.44).

E interessante notar que se o cohjunto das trajetorias otimas obti
das, x*(k),u*(k) ,A*(k+1) representam um ponto de seta do Lagrangiano, entdo a

seguinte relagao € valida:

Lix*(k),u*(k) 2 0) | < Llx*(k) ,u*(k), A% (k) | < LIx(k),u(k),A%(k) | (1.46)



Pelo teorema de dualidade de Lagrange, a relagao (1.46) pode ser

exXpressa como

MAX MIN L|x,u,A| = MINJ|x,u] (1.47)
xu Y '
Obtemos,‘portanto, uma similaridade entre o caso dos gradientes

e o método dual. Podemos entao resolver o problema de otimizacao com uma estru-
tura de calculo com dois niveis, semelhante & representada na figura 1.5. No en

tanto, esta relagao foi estabelecida simplesmente para mostrar a similaridade
sendo que nesta estrutura a dois niveis, a metodologia que utiliza os gradien-

tes generalizados depende de como se arranja as eguagoes de otimalidade entre

os dois niveis, sem a aplicagao direta da relacao (1.47) I8I.

A estrutura de calculo com dois niveis, pode ser représentada gene

ricamente como na figura 1.6,

ATUALIZAGAO DAS VARIAVEIS
INDEPENDENTES

VARIAVEILS VARIAVE1S
“INDEPENDENTES DEPENDENTES

CALCULO DAS VARIAVEIS
DEPENDENTES

Fig. 1.6 - Estrutura com dois niveis para ¢ método dos gradientes generalizados.

1.4 - Formulacao Hierarquica do Problema de Otimizacao Dindmica

Embora problemas de otimizagao dinamica discretos possam ser re-
solvidos por Programagac Dinamica e suas extensdes, sua desvantagem é que Sseus
requerimentos de memoria rapida, mesmo para problemasde dimensao pequena, sao

enormes. Este fato ¢ chamado de "crescimento da dimensao’ |9]. Por outro la-



do, varias tecnicas ‘tipo gradiente existem para a minimizagao de uma funcao de
varias variaveis e podem ser aplicados no caso. Para tratar as restricoes nas
variaveis de estado e de controle, algum tipo de fungac de penalizagao deve
ser aplicada para transformar o problema original em outro sem restrigaés. Toda
via, métodos de penalizagao sofrem consideravelmente do problema de condiciona-
mento, quando a penalizacao torna-se muito grande ]9!, criando varios prob]eﬁag
de utilizagao das técnicas aiém do que o sistema cria, simplesmente por ser

grande.

Nesta segao, o sistema global serd representado por meio de N sub-
sistemas interconectados. Para isto, serao adicionadas variaveis suplementares

de interconecgao, que sao variaveis internas do sistema global. Mesmo que a es-

trutura do sistema global nao evidencie uma divisao fisica em subsistemas inter
conectados, € possivel uma decomposicao puramente matematica nas equacdes do mo
delo. A razao deste procedimento & evitar dificuldades computacionals criadas

pela dimensao dos sistemas, como o armazenamento de matrizes grandes .

Essencialmente,aidéia ¢ de converter um problema que requer uma
grande quantidade de armazenamento rapido em outro gue requer pouca quantidade

de armazenamento rapido.

Definicao de Sistemas Interconectados’

Sistemas Interconectados Espacialmente

Consideremos o sistema descrito pela equacao (1.1). Este  sistema
€ decomposto em N subsistemas de dimensao n, e pode ser representado pela figu~
ra 1.7 '

N
e Yoo
- i=l

Cada subsistema pode ser descrito pela equacdo as di ferengas:

é;(k+l) = 54]5i(k)’34(k)’£4(k)1 k=10,....,K {1.48)
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Fig. 1.7 — Ststema representado como um conjunto de subsistemas interconectados.

e seu acoplamento com os outros subsistemas pela relacao de interconexao:

N o
() = 3. [FRENONNON ko= 0,.....,K (1.49)
1#]

A figura 1.8 mostra esquematicamente o i-€simo subsistema.

SUBSISTEMA |

Fig. 1.8 ~ Esquema do 1-ésimo subsistema.



onde:
u, ! componentes do controle global u relativo ao subsistema i.

: componentes do estado do subsistema i que sdo entradas para os outros

subsistemas.
z.: entradas intermediarias devido acs outros subsistemas.

Yi? saida do sistema global devido ao subsistema i.

it n,

0L, 7y | €

Ix
H

e
I
o
L)
-
c
Co
o
m
23]

sao fungoes continuamente diferenciaveis.

Por hipétese, UZ E" e S = En, significando que as variaveis de

estado e controle nao estao sujeitas a restricoes especificas.

0 funcional de custo, admitido a partir desta secao, dado na forma

da equacao (1.3) sera suposto como sendo aditivamente separavel, isto €, para

cada subsistema nos associamos uma parte do funcional. Entao (1.3} pode ser

reescrita na forma:

=

Ixt),u | = 37 0 ]x, () u (k) | (1.50)

il
i=1

K-1
onde il (kb (k) ] = 37 Flx (0 u ()] (1.51)
k=0



Sistemas Interconectados Parametricamente

0 sistema e decomposto no parametro k que determina sua evolugao
dinamica. Os calculos sao efetuados independentemente em cada estagio. Portanto

cada estagio pode ser representado por um subsistema.

A relagao. de interconexao € dada pela equacao (1.1) e o funcional
de custo € identico ao dado por (1.3). Esquematicamente, a figura 1.9 mostra es

te procedimento.

x (1) ulik-1) x{lk-1) x{tk}
suB SUB SUB SuUB
SISTEMA SISTEMA SISTEMA SISTEMA
L 2 freeeeeime o] I kot

Fig. 1.9 = Esquema de subsistemas interconectados parametricamente.

Nova Formulacao do Problema Global

Forma Primal-Dual - Decomposicac Espacial

Seja o problema de otimizagao dindmica descrito no [tem 1.3, junta

' e e _ N " . ..
mente com as hipoteses de que S E , U =2 E e o funcional de custo aditivamen~

te separavel. 0 problema pode ser posto na seguinte forma:

N -
29 L k) () | (1.52)

i=l

MIN J|x(i),ulk) | = Min
u(k)



1.25

sujeito a
x; (k1) = g |x (k) ,u; (k) Lz (k) | (1.53)
ENOIEED S EN( ,_gjm; (1.54)
i#]
O =x, - (1.55)

0 Lagrangiano para este prob!éma €

K 1

L]x(k) u, (k)8 (k) gi(k}l = ;Z:} ( : x (k) ,u, (k)| +
i=1 k=0
N
+ Ej(k)lgq(k)._ :E: E{jlﬁa(k)’ﬂj(k)ll +
i#]
+ i?(kﬂ) [ (ke 1)+ gy x; (KDL u; () L,z (k) | l) $ 8 -.5-6)

onde Ei(k) sao parametros de Lagrange e_&i(k+¥) sao as variaveis adjuntas (coes
tados) do sistema. Para que possamos decompor o Lagrangiano em sublagrangianos

€ necessario fazer a separacao do termo:

N N :
ZET(M Z ﬂ;j[iij{k 45 (k) | Z z 8 (k) |, (k) 0. (k) | (1.57)

i=1 P#] i=1 1#]

pois € uma funcac das variaveis dos subsistemas . Isto pode ser realizado pela
introdugcao de um nivel supérior de coordenagao que impoe o valor de certas va-
riaveis do primeiro nivel, onde sdo tratados como constantes. 0 tipo de decompo
sigao coordenagao obtido depende da natureza destas variaveis ou da relagao des
tas variaveis com a variavel de coordenacdo. No entanto, é de interesse particu’

lar neste trabalho, o caso onde tanto a variavel dual k) como a variavel pri-



1.26

mal z(k) sao parametros de coordenagao (método primal-dual, método mixto).

Utitizando a fe]aggo (1.57), {(1.56) pode ser reescrita como:

N
:E:% EE:( x (k) ,u(k) | +s§§(k)_5i(k) - :E:§;(k x O u () |+

i=1 k=0 j#l
A (k) [ (kt1) + ﬂ"x (k),u, (k) .z, |l) g (1.58)
ou *
N
L.l = 3.1
} oo
onde
K-1 B : _
; (), W EXHOPROEDY ng(k) 9y Ix; 00wy ()] +
k=0 : A
+ Q(kﬂ)lgi(km +g; 1x (), (k) ,gi(k)lg | | (1.59)

Como B(k) e z(k) sao fixados pelo coordenador, o Lagrangiano € adi
tivamente separavel e podemos associar para cada subsistema i o i-ésimo subla -
grangiano. Portanto o procedimento descrito no ftem ].3.3' e¢-ilustrado na figu-
ra 1.5 pode ser aplicado neste caso com a -vantagem de que ao invés de resolver-
mos o problema do Lagrangiano global, resolvemos cada subproblema do Lagrangia-

no independentemente, que sao mais faceis de serem resolvidos pois sac de dimen

sao reduzida.

Consequentemente, a fungao dual sera:

DIB(K)| = MIN  Lx. (k),u, (k),B(K),z, (k)| : (1.60)

ZiH

i=l,...,N
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e o problema dual

MAX  D]B(k) | (1.61)
B(k)

0s subproblemas do Lagrangiano sdo, portanto:

K-1
N
! EE:—Q%FE ENCRNOIES HOFACED S HONMF (k),gi(k)lf

Zjdy K7 A

(1.62)
sujeito a

x; () = g, () u (K) 2, (k) | | (1.63)
éi(o) = X0 ' | (3T6h)

Podemos ver pela equagao (1.62) que a funcac objetivo ou o funcio-
nal de custo associadoc ao i-ésimo subproblema € sensivelmente modificada. Entao
trata-se de um meétodo de coordenagao pelo critério. Por outro lado, desde  que
as variaveis de interconexao sao fixadas, indiretamente as variaveis de estado
e controle também sao fixadas. Portanto, trata-se também de um método de coérdg

nagao pelo modelo, daf entdo, a razao para o nome de método MIXTO LR

0 problema basico para o estabelecimento das condicoes de coordena
bilidade € como modificar os problemas do nivel inferior de maneira tal que o
sistema seja coordendvel |17]. Este método € um exemplo tipico destas modifica-

goes.

As equagoes de otimalidade para a solugao dos subproblemas do ni-
vel inferior podem ser obtidas pela aplicacdo do principio do méximo, técnicas
como a programagao dinamica ou ainda combinagdo de varias técnicas  dependendo

da natureza de cada subproblema [19].
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Forma Dual - Decomposicao Paramétrica

Seja o problema

K-1
MIN S [x(k)u(k) | = ¢lx(K) | + 5 Flx(k),ulk) | (1.65)
-~ : k=0 : A
sujeito_a
x(k+1) = g|x(k),ulk) | (1.66)
x(0) (1.67)

" X

Este problema pode ser resolvido de uma maneira identica a do ftem

1.3.3 e ilustrada na figura 1.5. Entao, o Lagrangiano é:

K-1
' k=0

T [x(kr) - glx(K),u()] !% (1.68)

Consequentemente a funcao dual sera:

DIA(KY | = MIN L|x{k),ulk),A(k) |

XU

Reescrevendo o Lagrangiano obtemos

K-1

(K-1) x(K) +

1. = ¢lxtd] - 2" | 100,000 -

k=0

= ATk x(k) + AT(K) glf_(m,ym(k)xf - (1.69)



Definindo o Hamiltoniano por
H[x(),ul) 200 | = Flx),ulk) ] + 2T glx(k),uk)]  (1.70)

o lLagrangiano pode ser escrito, utilizando o Hamiltoniano

K-1
L= 3 f]x(k),uk) 00 ] - A k-1 x()} #
k=0
+lx(K) ] - ATk x(K) - (.71)

Podemos observarn pela equagao (1.71)}, que as variaveis do sistema
estao redaciomadas sempre no mesmo estagio k, k = 0,....,K. Podemos entio defi-
nir K+1 subsistemas, uma vez que as variavels duais sao os parametros de coorde
nagac e portanto fixadas pelo nivel superior, permitindo com isto, a decomposi-

¢ao do Lagrangiano, pois esta agora na forma separavel aditiva.

0s problemas associados a cada subsistema se definem como, para
Alk) = A*(k) fixado pelo coordenador.

a} Para k =0

MIN H]x(0),u(0) 3% (k) |
u(0)

sujeito a

x(0) = x,

b) Para k = 1,2,....,K~1

MIN (R ]x(k),u(k) A% () | = A% (k=1) x(k)}
(k) ,u (k) =



onde

¢) Para k = K

MIN {0 x(K) | = A% (k=1) x(K)}
x(K)

Forma dos Gradientes Generalizados - Decomposicao Espacial
Seja o problema na sequinte forma

K~1

MIN S Ex (k) ulid | = 5 G0, I (K] + D F ]x (k) sy (k) |3

U

sujeito a

i=1 k=0

x; (k1) = gy |x; (k) 0, (k) 4z, (K) |
N
EHOREDY ;5 1 () () |
: P #]
% (00 = x4

0 Lagrangiano para este caso se escreve:

(1.72)

(1.73)

(1.74)

(1.75)



1.3]

N K-1
L }x (k), u. (k),8 :z:} :Ej {f, ]x (k) , k)] o+ B k) zi(k) -
k=0
N
-3 _@j(k) a1, (k) 1y () | + A0 () o (k1) + g L ()0, () 2, (K) ]}
j#l |

(1.76)

Podemos entao obter os gradientes generalizados considerando  va-
riagoes infinitesimais nas variéveis‘ﬁi(k), ﬂi(k)’-ﬁi(k) B.Ei(k)' A variagao re

sultante no Lagrangiano eé:

N
94, [x. (K) ]
§L|.| = Z§<l—~i:-l“"-w - E\_T{K)I , 8x, (K) > +
ic

K=1

+ { <|
k=0 o%; (k)

S A Q] 8 () > 4

aH. dH.
+ < S (k) > < L sz (k) > )
au. (k) : -9z, (k) '

oH -
+ E < ., 6B (k) > (1.77)
ko 2B} T

Portanto os gradientes generalizados sao:

EAPCIANE |
gl ] = (=T ) - x () (1.78)
B, (K) ‘
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e
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1
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=
R
—

[RERUON .79)
glu k)= | —— (1.80)
3 3u, (k) |
‘ T
918,00 ] = ( & ) 0.
26, (k) -
g-lz. (k)| = 1.82
= -\ 9z, (k)
k =0,..... K
onde N ' : ‘
T ) T ~
He o= o lx (k) u (k) |+ 8o (k)z, (k) - z Ej(k)ﬁjilii(k}’—_‘—‘i(k”
J#
- M) g, [ ()0 ()2, () | (1.83)
N
He= D H (1.8%)
i<l |
A solugao Gtima € obtida igualando as equagdes (1.78) a (1.82) &
zero e resolvidas simultaneamente com a equagao (1.73). Estas representam as

condigoes necessarias de otimalidade.

A distribuigao do conjunto de equagdes (1.78) a (1.82) junto com
(1.45) e (1.46) entre os niveis superior e inferior nos permite determinar vi-
rios esquemas de coordenagéo (inclusive o método descrito.anteriormente, o meto
do mixto). Para isto basta definir as varidveis dependentes {varidveis do nivel

inferior) e independentes (varidveis do nivel superior) [12]. 0 caso onde a va-
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ridvel adjunta ou coestado & variavel independente serd estudado com  detalhes

nos capitulos seguintes.

1.5 -~ Resumo

Foram definidos neste capitulo termos-chave como de compos igao,
coordenagao. Um problema chamado de problema global foi apresentado em  varies
formas. No capitulo seguinte veremos que, se certos parametros forem fixados pe
lo nivel coordenador, podemos a seguir determinar subproblemas de otimiza§éo
independentes, relacionados com cada subsistema, devido & propriedade aditiva

do Lagrangiano e por métodos iterativos atingir a solugao do problema global, a
partir dos calculos descentralizados.
Obtér-se-30 assim formas factiveis de solugao de problemas comple-

xos, onde a memoria rapida de calculo ou o tempo de computagao do problema glo-

bal sao muito grandes.



CAPITULO 2 - METODOS DE DECOMPOSICAG E COORDENAGAO EM ESTRUTURAS COM DOIS
NTVEIS '

2.1 - Intrédugéo

A teoria dos sistemas hierarquicos multiniveis tem sido
utilizada na elaboragao de técnicas para a solugao de problemas de  otimizacao
dinamica. Estas técnicas possuem caracteristicas diferentes e varios graus de

potencialidade e aplicabilidade.

0 objetivo deste capitulo e apresentar trés metodos, os respecti-

vos algoritmos para implementagao pratica e suas caracteristicas.

0s metodos sao aplicados no problema -do regulador linear quadrati-

co, pois neste caso resultados mais explicitos podem ser obtidos,

2.2 - 0 Metodo Conceitual - Construcao de Estruturas com Dois Niveis

Seja um sistema dinamico descrito pela equagado as diferencgas:

x(ke1) = glx(K),ulk)| (2.1)

que, por hipotese, & constituido de um conjunto de N subsistemas isolados

2 (k1) = gy 1 (k) ,u, () 42, (1) | o (2.)

interconectados pela relagao

N
20 = D0 a1 00,40 (2.3)
- J#A < '
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onde

n.
x() e 2", x (k) er’

m.
ulk) e BV, u(k) en

x(k) = COL|x, (k) ,.vnnn %y (K) |
ulk) = COqui(k), ...... ,uN(k)[
O problema de otimizagao e determinar a sequéncia de vetores de

controle u(k) tal que u{k) minimize um funcional de custo ou critério

. K-1 4
Hxt,ulk) | = 5 Flxlk),ull) ] . (2.1)
. k=0

Assumindo que o funcional de custo seja aditivamente separavel, o
problema global pode ser reformutado, como vimos no capitulo anterior, permitin

do que o problema original seja reescrito como:

N
MIN 29k ) u () | (2.5)

ui (0

i=1,..,N
sujeito a
X (k1) = g0 ]x; (k) ,u, (k) , 2, (k)l (2.6)
z. (k) = Z gl W), ujk)| | : (2.7)
. j#i :

% (0) = x., | | | (2.8)

ou, o problema global & transformado num conjunto de subproblemas pela introdu-
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gao da relagao de interconexdo (2.7). 0 fato de que o problema global n3o é uma

colegao de subproblemas independentes é refletido pela restricao de intercone -
xao. Este procecimento constitui o primeiro passo na construgao de  estrutiuras

- L d -
com dois niveis,

0 passo seguinte consiste na decomposigao do problema global ‘na
forma descrita pelas equagoes (2.5) a (2.8) em uma familia de N subproblemas in

dependentes parametrizados, de estrutura mais simples e de dimensao reduzida.

Seja o = COL|a;, ...... 0s parametros e os ~ subproblemas

oy ]

P]Lgi[,...... A decomposicao deve ser tal que gere uma familia de sub-

"PNIQNI'
‘problemas, onde o problema global esta contido, no sentido de que existe um

parametro o* para o qual a solugao de P, [a¥[,......, | nos fornece a solu-

*
Py loj
¢ao do problema global. Este & o conceito de coordenabilidade, como definido

por TAKAHARA e MESAROVIC em |17].

Como o parametro o*, que é a varidvel de coordenagao, é inicialmen
te desconhecido, todos os métodos que serao discutidos propoem um procedimento
iterativo para a sua obtengao, que de uma maneira geral podem ser representados

pelo algoritmo conceitual seqguinte (ver figura 2.1).

NIVEL SUPERIOR

PROCURA DETERMINAR ‘ (COORDENAGOR)

a*

NIVEL.
INFERIOR

Fig. 2.1 = Estrutura com dois niveis.
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Passo | - 0 nivel superior ou coordenador envia o conjuntb de
- v .
paramgtros T I,...,N aos subsistemas que com-
- poe o nivel inferior (v & o passo de iteragao).
Passo |l - No nivel inferior, a familia de subproblemas P;[gfl
€ resolvida independentemente pelos subsistemas.
Passo 11l - Os subsistemas enviam ao coordenador alguma funcgdo w?
de suas solugoes, i = I,...,N.
Passo IV - Se os valores de a* foram obtidos, pare. A solugao
6tima para o problema foi obtida. Cdso contrario ir
para o passo V.
- B V1
Passo V. - 0 coordenador calcula um novo valor para o basea-
' v v,
dos nos valores de_gi e a; , i= ly...,N. Ir para o
passo |.
2.3 - Metodo Decomposigao Espacial - Coordenacio por Predi¢do de Interacio [11]

Seja o problema de otimizagido na forma primal-dual, como descrito

'no capitulo |. 0 Lagrangiano para o problema e dado pela equacio

K-1
L|x(k),u; (k) .8, (K),z ()| = 3 }Z(filéi (k),u, () ]+
' i=1 k=0
N N
+OB |z 00 - 3T g e (0w G ]+
j#l '
+ _K_?(kﬂ}[_-ggi (kt1) + g, [x, (k) up (k) sz, (k) | I)f (2.9)

_que pode ser reescrito como

onde
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K-1 :
Lil.[.z (Filfi(k)’ﬁi(k)l + ﬁf(k).gi(k) -
k=0
N
-2 B g g (0, ]+
JAL
+ ﬁ(w){—ﬁi(kw)‘ + g % ), (k) Lz, (k) I) (z.10)

0s subproblemas do Lagrangiano sao:

. K-1

MIN Folx, (), ()] + B (K)z: (k) -
o, G 6 g P12 0w G ] By (K) 2,
N
- Zg}(k)gjilﬁi(k),gi(k)!% (2.11)
it N
sujeifo a
% (k1) = g [x; (k) 0, (k) 2, (k) | (2.12)
x;(0) = x. 0 ‘ (2.13)
i=1,. N

e o problema dual

MAX D|B(k) ] ‘ (2.14)
B(k)
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0 problema global foi decomposto em uma familia de N subproblemas
independentes, A razao € que desde que a relacdo de interconexao (2.17) propor
ciona o unico acoplamento entre os subsistemas e ja foi inclufda no Lagrangiang
a propriedade de separabilidade aditiva, para trajetdrias de Ei(k)*ii(k)’ que
sao os parametros de coordenagdo, fornecidos pelo coordenador, justifica a vali
dade da decomposig¢ao. 0 nivel inferior resolve os subproblemas do Lagrangiano
dados por (2.11) a (2.13) enquanto que o coordenador resolve o problema de maxi
mizagao de fungao dual, dado por (2.14), possibilitando uma divisao de carga

computacional entre os dois niveis.

Solucao dos Subproblemas de Otimizacdo Independentes

As condigbes de otimalidade para os subproblemas definidos por

(2.11) 8 (2.13) s3o obtidas pela aplicagdo do principio do maximo.

Pefinindo o Hamiltoniano;

N
HE[.I = folx (K),u (0] + E?(k)_zli(k) - Z §§(k)gﬁl_>_gi (k),u, G|+
o 3# '
e AT g, [ () ()2, () ]| (205

as condigoes necessarias de primeira ordem, que sdo as equacoes a serem resolvi

das pelos subsistemas do nivel inferior sao:

oH,
i

e = x (k) = gy (k)L u (k) Lz, (k) | (2.16)
a&i(k+])

—i

T
3g. |x. (k),u. (k),z. (k) '
. ( 9; Ij.(.q 4. L | ) _)i;(kﬂ) (2.17)
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T‘
aH 5. \ ' /ag, |
! =()+( : ) +( ! ) A (k+1) -
du. (k) du. (k) 3u, (k) ‘
N . T :
Qg.i].l :
- z ) gk = (2.18)
Bu; (k) J

com as. condigoes de contorno -

3-‘-1(”). ~ Zig

A (K) =0

A determinagao das trajetorias 6timas_5?(k)ng?(k) e 1?(k+¥) pro-

vem da solugao do T.P.B.V.P., descrito pelas equacdes (2.16) a (2.19).

Solugao do Problema de Coordenagao

Uma vez obtidas as solugoes otimas para os subproblemas no  nfvel
inferior, o problema torna-se um melhoramento de Ei(k) e ﬁi(k) de maneira  tal

que a fungao dual seja maximizada.

As condigoes necessarias de primeira ordem para a maximizagao sao:

oL . | a|.|

i 2z} e = ) ! (2-20)
3z, (k) g (k) '

de onde obtemos:
| LIy |
_ ag. | . ‘
B. (k) = - 3* ) A, (k1) (2.21)
i \ QEI (k} i
N
200 = 37 g;5lx; 00 (k)| | (2.22)
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equagoes que nos fornecem uma relacao explicita das variaveis ou parametros de

coordenagao em fungao das variaveis do nivel inferior.

A regra de coordenagao, usando o principio de predigio de intera-

gao € do passo de iteragao v para wi]

V-] T v
9g.
i
B (k) ] A, (k)
azi(k)
(2.23)
N
z; (k) z k) o (k)|
#
=1, .,N
k = 0, , K
0s valores de Ej(k)sﬁq(k)ti;(k+}) que sao obtidos das minimiza-

¢oes independentes parametrizados em_zi(k) e §i(k), sao substituldos nas equa -
goes (2.21) e (2.22) para obtencio de z (k) e B, (k}, i = 1,....,N, os quais sdo
usados subsequentemente como uma nova predlgao de z, (k) e B. (k). Este metodo

foi proposto primeiramente por TAKAHARA [3,1 I que provou sua convergeéncia.

A figura 2.2 representa a estrutura com dois niveis para este meto

do e a troca de informagdes entre nivel superior e inferior.

NIVEL SUPERIOR
@[5»H=A] (COORDENADOR)

+ 2{x]

B LY

. NiVEL
N N PO . e e Sp-
SP-t SPei , N INFERIOR

Fig. 2.2 - Estrutura htcrarqutca para o metodo de coordenagdo por pred?gao de

R R
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Podemos. construir um algoritmo que represente este procedimento na

implementagao em computador digital do seguinte modo:

ALGORITMO 1:

Passo 1 -

Passo 1§ -

Passo il -

Passo IV -

FORMA GERAL

v <+ ]

Escolher valores iniciais

il
f=

z, (k) K 5K

B. (k)

H]

.

- ) ’ " N * . -
e enviar para os subsistemas do nivel inferior,

Resolver os N subproblemas de otimizacao independentes
para_gi(k) e ﬁj(k) fixados pelo nivel superior pela
solugao do T.P.B.V.P., equagoes (2.16) a (2.19) e ob-

ter as solugoes oOtimas

X () ur (k) , 4V (k) k= 0,....,K

e enviarpara o nivel superior.

Testar se
2,50 - 2V <e K =0,....K]1
e ) -8 K| < =N

onde & € um nimero positivo suficientemente pequeno

e [[.]] representa norma euclidiana.

SIM + FIiM

NAO - ir para o passo V




Passo V' - Fazer uma nova predigao dos parametros de coordenagdo

de acordo com a equagao (2.23).

Passo VI - v = v+l

ir para o passo {11},

Aplicacao ao Problema do Requlador Linear Quadratico

Os sistemas reguladores lineares quadraticos constituem uma classe

-importante de problemas envolvidos em controle Gtimo e sao discutidos intensiva

mente na literatura, como por exemplo em 118,19]. Para esta classe de problemas,

o T.P.B.V.P. pode ser resolvido analiticamente e os resultados tornam-se trans-

parentes.

0 desenvolvimento e aplicacac deste método de coordenagao por pre-
digao de intera¢ao ao problema linear-quadratico esta originalmente descrito
em Iii] para sistemas continuos. Aqui € feita uma extensao a sistemas discretos.

0 problema do regulador linear guadratico pode ser formulado. do se

guinte modo(*)
K-1 ‘
MIN }: Jﬁm ()} x (k) [IZQ +fluk) HZR) (2.2k)
uld 2 :
sujeito a
x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) _ (2725)
x(0) = x, (2.26)

Procedendo como na secdo 2.2 e admitindo suas hipoteses, o proble-

ma definido por (2.24) a (2.26) pode ser reescrito como:

A% v HZQ denota a forma quadratica XT

Qx_

e
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N K- -
MIN z; Z —} (H_gi.(k)HZQ + [ u. k) HZR )( (2.27)
u. (k) & ~ ! i : i
-] il k=0
i=1,..,N
sujelto a
X (k+1) = Aiiéi (k) + gi'iﬂi (k) + z. (k) (2.28)
N -
Ttk = A o (2.29)
J# .
.zs;(é) = X | | (2.30)

onde Qi sao matrizes reais simétricas, semidefinides- positivas; R, sao matrizes
reais simetricas definidas positivas, que sao respectivamente, as matrizes de

ponderacac do estado e controle.

Vamos admitir, sem perda de generalidade, que o acoplamento entre

0s subsistemas € devido a equacao (2.29).

Procedendo como anteriormente e de acordo com o capitulio !, o La-

grangiano para este problema é

o K-1 K-}
LY x(k),u, ()8, ()2, ()| - 23 ) (%— Gl 01 + )%y +
' : =l k=0 ' '
N
+ BN 2,00 = YA x 0]
J#l
+ Af(k+l)]153(k+]) + Aibii(k) + Biigi(k) + E@‘k)]) é (2.31)

utilizando a relacao (1.57):




i=] k=0
N
o 8Tz k) - Z _@}(k}ﬁ\ x. (k) +
J#l
+ "g(kﬂ)l-ii{m) AL x (k) + B..u. (k) +52(k)l)€ (2.32)
ou
N

L.l = 3 5]

=1

©0s subproblemas sao definidos de acordo com as equagdes (2.11) a (2.13) ou

K-1
{
N D0 (kg G %+ i 117 )+ BT G0z, () -
X U, i ;
—i =i k=0
' N
p —B—JT'(?‘)AJiii“‘)s (2.33)
J#
sujeito a
X; (k+1) = Aiiii(k) +B,.u (k) + z, (k) (2 38

«ii(ﬁ) = Xig {2.35)

0 Hamiltoniano para o subsistema i &:



Hy b (0 (K),800) 2, G0 T = = (] % (k) HZQi + | u )]

N
f Bz 00 - 3 Bl0A X (0 4
J#

+ _}J(kﬂ) [A, % (k)

.{.

?iigﬁ{k) + Ei(k)l

As condi¢oes de otimalidade para o primeiro nivel sio:

oH.
= () = Ak () e B () 2 (K)
aﬁ;fk*])

aH N

i T T

o () = A, (k) = Q;fi;(k) + Aiiv&«i(kﬂ) “ZAjiﬁj(k)
- A

BH. g
—1 =0 o+ Rou (k) + B (k+]) =0
BE.; (k) =i I.?"“'i

com as condi¢oes de contorno

2K =0 e % (0) = x4

2
R.)

2.13

+

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

A solugao do T.P.B.V.P., equacoes (2.37) a (2.39) esta desenvolvi-

da com detalhes no apéndice B, de onde obtemos a lei de controle que

(2.27) na forma:
u (k) = v, (k+§.)AHW>§n§ (k) + V. (k#1)Ed, (k1) -

]

=17
- VilkaDz (k) - R, B d. (k+1)

onde:

minimiza

{z.41)
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P.(k) = Q. + AiTiH;(k'»t_l)Aii (2.42)
4, = AT H. (k+1)ED. (k+1) + AL H (k1) z () + A d (ke1) - a; (k)
(2.43)
T -1 T
V. (k1) ~_~.|R'i + B Polkel)E, ] B, ;P (k)
H (k1) = [Pg(k+§) - Pi(k+l)BEiVE(k+i)]AiE
, N o :
T .
o (k) = z:f\jiﬁ_j(k) | (2.4%)
J#1 '
E =B, R Bl
[ i1
P.(K) =0 4. (K =0
A equacgao (2.41) pode ser escrita compactamente:
up (k) = -Gx, (k) -~ b
G, = V. (k+1)A. _ (2.45)
b= R '], - V (e DELd; (ko) = v (k) 2, (k)

- I i ~}

A matriz de ganho Gi pode ser obtida independentemente para cada
subsistema, uma vez que nao depende de condicao inicial x{0). Para isto é neces
“sario resolver a equagao (2.42) que é a equaggo tipo Riccati discreta. Dada a
condigao final PE(K) =.O, a solugao & obtida no sentido K + 0, ou no sentido
inverso do estagio discreto. Portanto, o primeiro termo fornece uma realimenta-

gao parcial do estado.

Para determinarmos a segunda parcela da lei de controle o preciso
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resolver a equacao vetorial de dimensdo n, dada por (2.43), que ndo ¢ indepen -
dente de x(0), devido a variavel de iﬂterconexéonii, que depende das  wvariaveis
de estado dos outros subsistemas. Esta segunda- parcela pode ser interpretada co

mo uma compensacao em malha aberta.

A tarefa do coordenador consiste na aplicacao das condigoes (2.20}

3 equagio (2.38) e sdo:

Bk} + A (k+l) =0

N
z,(k) - ZAU%(k) -0 » (2.46)
j# -
i=1, 4N
ou
fi;(k) W1 'f&i(k*4) Y]
Y
- (2.47)
z; (k) PO
J#1 '

que € a regra de coordenacao.

0 algoritmo | pode ser aplicado a0 caso do séguinte modo
ALGORITMO 1: PROBLEMA DO REGULADOR LINEAR QUADRATICO

Passo | - oy« ]

Passo 1l =~ Escolher valores inicials

e enviar para os subsistemas,




Passo V -

Passo 1V -

0 diagrama de blocos da figura 2.3 ilustra este procedimento.

g?'!'i(k) - 2, (k)

BV

) - BV !

SIM =+ FIM

NAQ - ir para o passo V

2.16

Passo [11 - Para cada subsistema i, i = 1,....,N
- Resoclver a equacao de Riccati (2.42).
- Resolver a equagao do compensador (2.43).
- Calcular as trajetorias otimas do controle e estado
de acordo com o seguinte esquema, desde gque 51{0) e
conhecido:
_EE(D) * HE(U) -+ ﬁi(l) o +—£i(K—]} *_HE(K“l) +_51(K)
utilizando as equacoes (2.41) e (2.34).
- Calcular a trajetoria otima do coestado pela equa-
cao (B.3 ) do apéndice B. '
Enviar as trajetorias para o nivel superior.
Passo 1V - Testar se

Fazer uma nova predigao dos parametros de coordenagao

utilizando a equagﬁo'(Z.QY).

vV o+ vt

Ir para o passo 1],
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Fig. 2.8 - Diagrama de blocos para o método decomposi¢do espacial - coordenagio

por predigao de intevagdo.
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2.4 - Método Decomposicio Paramétrica - Coordenagao pelo Critério |9]

Vamos considerar o problema de otimizagao dinadmica na forma dual,

como no capitulo |. 0 Lagrangiano é:
K-1
Lol = 6lx(0] ¢ 3 Frlx 00| -
k=0
= AT [x (k) = glx() u(k) ] ] (2.48)

a fungao dual

D|A(k) | = MIN G Lx(k),ulk),a(k) ] (2.49)
x{k) ,u(k)

A(k) € o vetor muitiplicador de Lagraﬁge. 0 Lagrangiano pode ser reescrito co-

mo :
K-1 ‘
Lj.| = %Higg(k) suik),alk) ] "&T(k“l)_{(k) +
k=0 ’
+ ox()] - AT (k-1 x(K) (2.50)
onde H|.| & o Hamiifoniano defiﬂ}do peéa equagao (1.70).

Admitindo as hipoteses da secao 2.2, para vanrgs‘&(k) fixados pe-
lo nivel superior, o Lagrangiano & aditivamente separavel no estagio k e pode-
mos entao definir K+l problemas de otimizacdo independentes a serem resolvidas

pelo nivel inferior.

Solugao dos Subproblemas de Otimizagao Independentes

0s K+1 problemas de otimizagao parametrizados em A(k) s3o:
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para k = 0

;(;Orsi) H]x(0),u(0),A(K) | | | (2.51)

sujeito a x(0) = N

para k= 1,..... JK-1
MIN O] x(k),u(k) 000 | = 2 (k-1 x (k) ) | (2.52)

x (k) ,u{k) _

para k =K

N {o]x(K) = AT (K=1)x(K)} | (2.53)

x(K) |

com A({-1) =0

AK) =0, k>K

Os procedimentos computacionais para a solugao dos subproblemas

(2.51) a (2.53) s3o os métodos tipo gradiente, como por exemplo o método de

FLETCHER-POWELL ou outros, como descritos, por exemplo, em IZO].

No caso ‘geral, onde estao presentes restrigoes de desigualdade e
igualdade, TAMURA |9[ sugere varios métodos, que podem ser classificados de
acordo com as nao linearidades da equagdo do modelo, do funcional de custo - e
das restrigoes. Sendo as equagbes do modelo, do funcional e das restricoes nao
lineares, os metodos de penalizacdo sao os mais adequados. Quando as  equagoes
do modelo, do funcional e da restrigdo de igualdade sdo n3o lincares e as res-
trigoes de‘desiguafdade sao lineares, métodos como gradiente projetado,  dire-

¢oes factiveis ou modificagdo do método de FLETCHER-POWELL sdo convenientes.

Quando o funcional de custo é quadratica, a do modelo linear e as restrigoes de
desigualdade sao do tipo saturagac ou nao existem, podemos obter solugbes ana-

1Tticas, como no exemplo do regulador linear-quadratico.
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Solugao do Problema de Coordenacdo

As equagoes (2.51) a (2.53) fornecem as solucGes para os subproble
mas do nivel inferior e permite calcular o valor da fungdo dual DIA(k)|, para
A*(k) fixado pelo nivel superior, possibilitando encontrar a trajetoria A¥*(k)

que maximiza a fungao dual.

Supondo que a solugao dos K+1 subproblemas exista e é obtida unica

mente como sendo

x*{k)

i

©
o]
=
I x

*
———
e
x

ﬁ.
——
=
g

u*(k) = COLIE*(G)s ----- 1,};‘“*({(—])1

das equagoes (2.48) e (2.49), o valor da fungdo dual &
DIA*() | = L|x* (k) ,u* (k) , A% (k) |

ou

K-1

DA (k) | = ¢]x*() | + Flxx(k), ux () | -

k=0

= ) [x* (k1) - gl x*(K) ,ur (k) | |

e o vetor gradiente pode ser obtido facilmente

Dy ) 127 (1) | = =x* (k1) + glx*(k),u* (k) | (2.55)
AK) =A% (K)
Obtidas as informagoes a respeito do valor da funcao dual e do
gradiente para cada valor de A = A% fixado, a solugao do problema dual pode

ser obtida numericamente por técnicas tipo gradiente, como por exemplo, o meto-

do gradiente conjugado de FLETCHER-REEVES [20,21|. Como o problema dual e

irrestrito, .a condigao para que a solugac otima seja encontrada é que VD|A (k) |=0
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ou que

x(kt1y = g|x(k),ulk) | (2.56)

0 que significa que a equagao dinamica do sistema seja satisfeita. 0 problema
dual traduz o fato de que o coordenador modifica as solucdes dos subprobiemas
do nivel inferior iterativamente de modo a satisfazer a relacdo de interconexio
entre os estagios K, que é a equacao (2.56). 0 erro de interconexdo é represen-

tado pelo vetor gradiente,

€ interessante notar que a equagao (2.56) representa para este mé-

todo o que a relagao (2.7) representa para o caso com decomposi¢ao espacial.

A figura 2.4 mostra esquematicamente a estrutura com dois  niveis

e a troca de informagoes entre coordenador e nivel inferior.

ATUALIZACAO NiVEL SUPERIOR
"o {COORDENADOR )
DA
x (1K)
¥ ohulw)
A x(K) Alk)
__________ SP-k S P-lk+1 NIVEL
k=0 : k= k k= tk INFERIOR

Fig. 2.4 - Estrutura hievdrquica para o método decomposicio paramétrica, coorde

nagao pelo eritério.

0 procedimento para a maximizagdo da fungao dual, utilizando o ma-

todo gradiente conjugado pode ser resumido pefe algoritmo seguinte:




ALGORITMO 2:
Passo | -
Passo Il -
Passo 1] =~
Passo 1V -
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FORMA GERAL

v o<+ ]

Escolher valores iniciais arbitrarios

W),

e enviar para os subsistemas do nivel inferior.

Resotver os K+l subproblemas de otimizacao independen
tes para A?(k) fixados pelo nivel superior e obter as

solucOes otimas.

EY(k) ., o ko=1,..... LK x(0) = %,
k), k=0,..... K-

e enviar para o nivel superior.

Utilizando a equagao (2.55), calcular o vetor erro de

interconexao

e’|2"] = v,D[a(k) |

2=
h x K dimensional
ﬁ{i(ﬁ)byﬁ(k)llhm : -
eV 2] = vD|A (k)| = VA(‘)DIA(R)I! 5
A=1" N A=A
Uy (k-1 PR K l’ R




Passo V

Passo Vi

Passo Vi
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Testar se
. : 2
a) n = eV <,

S - v&v(k} ¢ a solugac Gtima para o problema

dual.
b) my = 1912700 ,u ()] - DY) )% < e,
v v - -
SIM » x"(k},u"{k) sdo solugdes 6timas para o

problema primal.

Se ]lgy|§y] Hzni €, ir para o passo VI.

€ e £, 5a0 numeros positivos suficientemente peque-

nos.

Atuatizar os muttiplicadores X de acordo com

Ay+i = A? + uvgv onde
v VLY v- ] 1
d¥ = e’[2V] + 8. d , d=cel|r]
—_ —— \)—]..... — e L
" I2VLe" AV
B.., = - - — ~
\)] _9;\) lii\) §l,“€3\) ii_a\;\) ¥I
a, >0 é 0 passo a ser dado na direcao g? e e tal

A v . v . . ~
que DJA" + o d | seja maximizada em cada iteracao.

AR SIRVE 3

Ir para o passo f11,
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‘Aplicacao ao Problema do Regulador Linear-Quadratico

0 problema:

K~1 ,
2 ] 2 2
MIN {]] x(K) + ~ ({] x(k) + ffulk) 17,0
A ECT ;ﬁ eGPy + et 1%,
sujeito a
x{k+1) = Ax{k) + Bu(k)
x(0) = x

onde Q e R sao matrizes positivas definidas.

0 Lagrangiano para o problema &:

K-1
Lix,u,2| = (Hxun] - AT eDx() T+
k=0
#1017y - ATR-Dx(K) (2.58)

Hlx,u,2] = —;~ (200 [P+ 1 ) HZR) + 2100 [Ax (k) + Bulk) |

(2.59)
A1) =05 A(K) =0, k>K
As equagoes de otimalidade para os K-1 subproblemas sao, desde
que;& é fixado:
para k=0
Mo > uo) = -r""s"x(0) (2.60)

u(0)
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para Kk = 1,..... SK=1

B oo+ wk) = -_"Ta0) | (2.61)
3u(k)
M ke =0 s x(k) = -0 |ATA(K) - A(k-1) | (2.62)
ax (k) o ‘
para k = K

Gl =0 > x(K) = QHIA(K~E) (2.63)
ax (K)

A condigao de primeiras ordem para o nivel superior é:

SLLity,A| _
me———— = 0 > =x(k+]) + Ax(k) + Bu(k) = 0 (2.64)
aa(k)

condigao a ser satisfeita durante o processo iterativo. 0 vetor gradiente e, de

(2.55):

ViDIXGK) | = -x (k1) + Ax(k) + Bu(k) (2.65)

0 diagrama de blocos da figura 2.5 mostra esquematicamente o proce

dimento para aplicagao do algoritmo 2 ao problema do regutador.
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INICIA LIZ A CAD
2 (k)
k=0,...., Ik -1

CALCULO DE
u{D), €£0. {2 .60)

NIVEL INFERIOR
CALCULO DE ;
k) , EQ(262)

%t
s{k} , EQ{2.61)

Y

)

CALCULO DE :
x{k) ,EQ.{ 2.63)

CALCULO DO VETOR
GRADIENTE EQ {2.65)

SOLUCAD

. — FiM
OTIMA ‘

ATUALIZACAOD OE

v
(k) cOMO NO
PASSO I

NIVEL SUPERIOR

Fig. 8.5 — Diagrama de blocos para o método decomposicéo arametrica - coopdena
g . ¢ P <

gao pelo eritério,
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2.5 - Metodo Decomposicdo Espacial - Coordenacao pelo Coestado [12]

A formulag3o hierarquica do problema global na forma dos gradien-
tes generalizados possibilitou a unificacao dos metodos que utilizam estruturas
com dois niveis para sua solugdo ¢ foi desenvolvida por MAHMOUD e outros em|12]
para sistema discretos e por MAHMOUD |10] no caso de sistemas continuos. A rela
¢ao entre os métodos na forma dos gradientes generalizados e os métodos basea-
dos no teorema da dualidade de Lagrange é discutida por MAHMOUD em [16]. A
ideia basica deste procedimento & que n3o existe nenhuma restrigao sobre o con-
junto de varidveis que serfo manipulados pelo nivel inferior e superior. Uma

vez definidas as variaveis dependentes e independentes, podenos construir  uma

estrutura com dois niveis que pode ser implementada praticamente IIZI,

seja o problema de otimizacao na forma dos gradientes generaliza -
dos, capitulo t. 0 método de coordenagao pelo coestado se caracteriza pela defi

nigao dos seguintes grupos de varidveis:
variavel independente: Ai(k)

variaveis dependentes: ﬁi(k)’ﬂi(k)’gi(k)’gi(k)

Das equacoes (1.78) a (1.82), os gradientes generalizados sao:

20 x5 0 [\
9% ] = | = | -2 (K) (2.66)
ax; (k)
l ( )] ( BH.A )? ’ (
x. 0 b= | —— ] - AL (k) (2.67)
L2157 &ﬁi(k) - ‘
l ( )I ( BHi )T .
u Ak o= | (2.68)
KR
9,18, (k)] = (“‘“‘“) (2.69)
QBE(k)
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_ aH . . '
QSIE;Gk)I=< : ) | (2.70)

_ As equagoes (2.68) a (2.70) e (2.7) representam os subproblemas do .
nivel inferior enquanto que as equagoes (2.66) e (2.67) serio satisfeitas pelo

nivel superior durante o processo iterativo,

Solugao dos Subproblemas de Otimizacdo Independentes

0 sistema de equacdes a serem resolvidos pelo nivel inferior & ob-
q

tido diretamente das equagdes (2;68) a (2.70) e (2.7) e sao:

x; (k1) = g ]x (KD, u, (k)2 (k) | | (2.71)
%;(0) = x4 (2.72)
: T T N T |
af, 3g, 3.,
( ’ ) +( = )_&-(kﬂ) - Z(%:i-iw) B.(k) =0 (2.73)
du, (k) du, (k) / = \ou, (k) /
—i j J#Fl VY _
N .
2.0 = Zﬂiﬂﬁj(k),gj(k)] (2.74)
J#l
ag. T
B, (k) + ( : A (k+1) =0 (2.75)
3z, (k) ' :
i=1,..... ,
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Uma vez que Aj(k) e fixado, podemos calcular os multiplicadores de
Lagrange pela equagao (2.75) e utilizando (2.73) calculamos a sequéncia dos ve-.

tores de controie_gi(k).

Solugao do Problema de Coordenacao

0 processo de coordenagao envolve a manipulagao do coestado itera-
tivamente de maneira a anular as equagGes (2.66), (2.67). Duas propriedades

cons tituem a base para a estratégia de coordenagao:

a) A informagao transmitida pelo nivel coordenador aos subsistemas

e a trajetoria do coestado enquanto que a informacao que recebe do nfvel infe-
rior € o valor da derivada do Hamiltoniano com respeito s variaveis de estado

do sistema, que & fungdo do coestado |12].

b) 0 coestado sempre tende a aumentar o valor do Lagrangiano [12].

0 probliema entdo e reduzido em determinar um valor Gtimo para
-li(k) tal que
ﬁ?(k) = WL&f(k)| {2.76)
o, |
wl}\ (k)i: P, s N
ax. (k)

A relagao (2.76)é usada iterativamente como uma direcao de busca.
0 passo a ser dado nesta diregdo deve scr escolhido de modo a sempre  aumentar
o lagrangiano até que o valor &timo seja atingido. 0 procedimento computacional

& resumido pelo algoritmo seguinte:




ALGORITMO

Passo |

Passo |1

Passo |1

Passo 1V

Passp v

3:

2.29

FORMA GERAL

Vo]

Escolher valores iniciais

AV (k) im0, ... ,N

e enviar para os subsistemas do nivel inferior.

Reéoiver 0s N subproblemas de otimizagcao independen -

tes para ﬁf fixados pelo nivel superior utilizando as

equacoes (2.71) a (2.75) e obter as solugdes otimas.

EMONMORM: k=0, K
u?(x) k=0,..... k=1
b= 1,..... W N

e enviar para o nivel superior,

Calcular as quantidades

v BHi v
a) wli‘(k)i m( )
. . 9x, (k)
b) G20 | B n]xY (0, uY (), AT |
i=1,..... N

Calcular a variacao relativa de GEAY

- v . v
a pequenas variacoes em Ai(k) e determinar o passo o

(k)| com respeito

que corresponde a um certo aumento percentual em
v
GlA (k).



2.30

Passo VI - Testar se

= a0 - 2V |

SIM = FINM

NAO > ir para o passo VII

Passo VI - Atualizar o coestado de acordo com.
Vi | V A\) ¥ o oH v
AT k) =2 k) et A k) - —— | (2.77)
&ﬁ(k)
k=0,..... WK
Passo VIll- v <« v+l

Ir para o passo 111,

A figura 2.6 representa a estrutura hierarquica para o método e a

troca de informagac entre os niveis supericr e inferior,

ATUALIZACAD DO NIVEL SUPERIOR
(COORDENADOR )
COESTADO

(v OH Y
g‘\’“(k)=)~"(k)+cx"2§(m)]

xp(K), oK)

k K
X (k) g ( ) At gN(k},ﬁN{k)
Ixtk’gsm | S GRTOR
_1{k) _l(k) , ﬁﬂk)ng;(”
. cp B chon NIVEL
p- : : > INFERIOR

Fig. 2.6 = Estrutura hierarquica para o método coordenagio pelo cocstado.
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‘Aplicacao ao Problema do Regulador Linear Quadratico

Seja o problema do regulador formado pelas equagdes (2.24) a (2.26)

e reescrita na forma das equagaes (2.27) a (2.30). 0 lLagrangiano para o proble-

' N K] |
Lix,u. 8.2, ] = Z% (%—— Clf (k) IIZQE+ |y, (k) Hzai) +

ma e:

i=1 k=0
Ny
+ w@}(k)lzi(k) *Zﬁ\ijﬁj(k)[ +‘>\ (k1) [=x; (k+1) + A, X k)
J# ,
OBy () + 2 (k)| |>% (2.78)
Reescrevende o Lagrarngiano:
N
Lix.»u,8z, | = ZL %, .u..8,2. | (2.79)
i= :
K-
= D W1 + 0 )+ 10050 -
k=0 :
N
~ z_@j.(k)AJ (k) + }\ {k+1) ]A k) + B, (k) +£i(k){ -
J#l

- A{(kgfzj_&i(k+i) (2.80)

Definindo o Hamiltoniano relativo ac i-€simo subsistema:

Hl = Ul 01+ e 1%+ gtz () -
: i i

N .
- Z@_}(k)i\jif_i(k) +§(k+|)|aii5i(k) +Bou (k) +z ()] (2.81)
j#l
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A equagao {2.80}) pode ser reescrita, utilizando (2.81): -

K-1

Lif.[ = Z§Hi].| - F)}__;-(k-i"])_éi (';<+71) | - (2.82)

k=0

As equagdes para o nivel inferior sdo, de (2.71) a (2.75):

2 (k1) = A (k) + B (k) oz (k) (2.83)

X (0) = X4 (2.84)

RE_L{'.i (k) + Bfgg\_i(kﬂ) =0 + u (k) = —R?iﬁfiﬁi(kﬁ) (2.85)
N .

200 = DA () (2.86)
J#]

B, (k) + A (kﬂ‘) =0 o> Bk} = -A (kel) - {2.87)

i=1,..... .

k=0,..... LK1

0s valores de X ol .2, e Bi sao enviados para o nivel superior on-

de e calculada a quantidade:

N
VIR 00| = Qe 0 + AT A () = D AT 8 (0
, i1

Procedemos entao como nos passos IV-b, V a VIl do algoritmo 3. o

0 diagrama da figura 2.7 indica as etapas para a implementagao pra

tica.




K_ INICIO J)
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INICIALIZACAD
Rkl k=0, k-1
i:{'_._'!N

— =4

CALCULO DE
- i (k) k=0,... k-t
Bi(k) EQ.2.85¢287

\Y

Y
e k=0, .,m-L:::> NIVEL INFERIOR
'““ﬂme<<:/ iz 4,... ,N ::>>
e,
¥

CALCULO DE

v

(k) EQ 2.86

CALCULO DE

2

I

Y(k+i) EQ 2.83

soLucio
OTIMA

] i

i i

] i

! DETERMINACAD \

; | DO _pASSO o1 v
' ¥ ! NIVEL SUPERIOR
! 1

X ATUALIZAGAD DO .

! COESTADO | EQ. 2.77 o
L.,_..,....._....““w,.u_*_-‘;-,..__,....w._-a ..... 4

il L2 el VAR S

Pig. 2.7 = Diagrama de blocos para o métedo decomposigao espacial - coordenagar
pelo coestado. ‘ '
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2.6 - Caracteristicas dos Métodos

As caracteristicas dos métodos aprescntados podem ser estabeleci-

das em termos de complexidade dos problemas do nivel inferior e o problema de

coordenagao e o tipo de solugdo por eles oferecidos. Em sintese, estas caracte-

risticas podem ser classificadas como segue.

Método Coordenacao por Predicio de Interacao

1.

Necessidade de resolver o T.P.B.V.F., o que pode causar dificul

dades computacionais.

A solugac Otima obtida so & factivel apds a convergéncia do mé-

todo.

A coordenacao & simples pois envolve simples mul tiplicagoes, em

bord tenha a dimensac aumentada.

Para subsistemas fracamente interconectados a matriz de reali =
mentagao do estado obtida pelo calculo descentralizado aproxima
-se da obtida pelo calcule centralizado, porque a influéncia da
compensagao em malha aberta, que depende do acoplamento, é pe-

quena.

Metodo Coordenac@o pelo Critério

1.

Nao e necessario resolver o T.P.B.V.P., o que & uma grande van-

tagen.

Pode tratar problemas com atrasc nas variaveis de estado e  de

controle sem a necessidade de aumentar a dimensao do problema ,

como no procedimento classico para a solugdo de tais problemas.

3. Problemas com restri¢oes de desigualdade podem ser resolvidos

com mais facilidade, pois problemas de dimensao reduzida sao ma
nipulados pelo nivel inferior.
0 processo de coordenagao ¢ simples, embora seja necessario rea

tizar uma busca unidimensional para determinar o passo a, a ser

dado, 0 que envolve uma grande quantidade de calculo.
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5. A solugao s6 € factivel quando converge, pois a restricao de

interconexao so € satisfeita quando ocorre a convergéncia.

Método de Coordenacao pelo Coestado

1. Nao € necessario resolver o T.P.B.V.P.

2. As variaveis de interconexdo sdo atualiazadas a cada iteracio

por igualdade.

3. As solugoes intermediarias sap factiveis, pois a restricao de

interconexao sao satisfeitas em todas as iteracoes.

4. A coordenagao € simples, embora a determinagao do passo  possa
criar problemas, mesmo nao sendo realizada a busca unidimensio-

nal.

5. E importante notar que existe troca de informacio entre os sub-
§
sistemas do nivel inferior, uma vez que a relagac de intercone-

xa0 € satisfeita a cada iteracao.

2.7 -~ Resumo

0 procedimento para a construgdo de estruturas de calculo hierdr -
quico com dois niveis para a solucao do problema de otimizacao dinamica foi es-

tabelecido.

Os algoritmos foram apresentados de maneira a possibiltitar sua im-
plementacao pratica.
A caracterizagao dos métodos € Gtil quando na se1egao do algoritmo

conveniente para a selugao de um problema pratico.

Com excessao do método de coordenacao pelo coestado, onde  existe

troca de informagao entre os subsistemas, os subproblemas do nivel inferior sao

resolvidos independetemente,

Uma caracteristica que € comum a todos os trés métodos, é que  as

leis de controle sao obtidas em malha aberta.



CAPITULO 3 - ASPECTOS COMPUTACIONAIS E SIMULACAC DOS METODOS

3.1 ~ Introdugac

Os algoritmos descritos no capitulo 2 foram implementados para .a

solucao do problema do regulador linear quadratico.

Caracteristicas dos algoritmos sob o aspecto de programacao e efi-

ciéncia (tempo de processamento, utilizagao de memdria) sio estabelecidas.

As solugoes obtidas pelos métodos descentralizados sao comparadas
com a solugao obtida pelo problema global, nos termos da eficiéncia computacio-

nal.

3.2 - Aspectos Computacionais

Esquemas de controle hierarquico de sistemas dindmicos apresentam
uma série de vantagens computacionais em termos de hardware e software, por
exemplo: descentralizagao e alocagao dos requerimentos computacionais entre os
subsistemas; redugdo do esforgo de programagdo, da utilizagdo de memoria e tem
por de processamento, {(embora nao seja evidente para sistemas reguladores linca-
res quadraticos); possibilidade de solucionar problemas de dimensdo grande, uti

lizando um sistema de computagao limitado.

A decomposigao do probiema original em subproblemas de dimensio re
_ duzic}a implica na simp!ificagéo do problema de programacao, pois permite o tra-
tamento explicito e separado de cada subproblema; evita multiplicagao de roti-
nas no casc onde um procedimento comum pode ser utilizado na solugdo dos subpro
blemas. Um exemplo do ultimo caso s3o os sistemas reguladores lineares quadréti

cos, para os quais uma subrotina € escrita com parametros de entrada e saida ge
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rais, permitindo o tratamento de dados particulares de cada subsistema.

Por outro ia&o, uma outra simplificacao € obtida no decréscimo do
numero de equagoes que sao resolvidas pelo problema decomposto. Por exemplo,
considerando o sistema regulador linear quadratico de cordem »n, o nimero de equa
¢oes as diferengas nao lincares de primeira ordem, decorrentes da equacio matri

cial de Riccati, sio EIE

n{nt1)
2

NE (3.1)

Para o sistema decomposto em N subsistemas de ordem 7, ,
;

o nuamero de equacoes €

N ni(rzi + 1) ‘ ‘ : :
NEd= 2 ‘ (3,2)
=1 2 o

Vamos fazer algumas aproximagoes das equacoes (3.1} e (3.2) sob as

seguintes hipoteses:
I ~ne n., sao bem maiores do que a unidade.

2 - n=Nx n. o, © que e desejavel, pois ha uma divis3o equitativa

da tarefa do calculo entre subsistemas |8 |.

Entao, as equagoes (3.1) e (3.2) podem ser aproximadas por:

nz
NE = 2
g ; (3.3)
2
- n
Nﬁd ~ N x (3.4)
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ou
a2
NEd e
N 2
o que implica
~ 1
NEd - —— NE
N g

Portanto, a redugdo do niumero de equagtes ¢ da ordem de 1/N.

0 metodo mixto desfruta desta vantagem com relacZo ao problema

global enquanto que metodos como decomposicao paramétrica e espacial com coorde

nagao-pelo coestado simplesmente nao resolvem estas equagoes.

Em aplicagoes OFF-LINE, um tratamento mais rigoroso de sistemas
complexos pode ser inviavel, devido a limitagoes do sistema de computagao a ser
utilizado. A decomposigao hierarquica nos proporciona uma maneira de evitar
tal 'situagao, pois podemos proceder em passos multiplos até obtermos a solugao
da seguinte maneira: os subproblemas resultantes podem ser processados um de ca
da vez em cada passo e suas solugdes sio armazenados para uso do coordenador e
do proximo passo. Assim, 0s requerimentos de memdria podem ser controlados e re

duzidos, evidentemente com prejuizo no tempo de processamento.

3.3 - Sistemas Simulados

Neste capitulo, 4 exemplos foram utilizados para as  experiéncias
com os métodos, no estudo de simulacao. Nestes exemplos, estd evidenciada a ma-

neira pela qual foi feita a decomposigao do sistema global.

0s dados numericos sao os descritos a sequir:



0.8 0.2 ‘0.822 0.3 0.1 0.04
0.2 6.5 0,11 0.0% 0.3 .21
0.022] 0.0891% ~0.25 0.25% 0.012 .30
0.30 . 0.05 0.25% -0.25 6.13 0.06
0.0911 0.30 0.012 0.045 § ~0.60 0.35
0.04 0.31 0.30 0.06 0.35 -0.35
Matriz Dinamica A
Exemplo 1t m=6, m= 3, n, o= 2 m, =
0.8 0.2 0.1 0.1 0.1 G.1
0.2 6.5 0.1 - 0.1 0.1 6.1
0.1 g.1 0.2% -3.256 0.1 0.1
0.1 0.1 0.012 0.045 0.1 0.1
0.1 0.1 0.1 0.1 ~-0.60 0.35
0.1 0.1 0.1 0.1 0.35 -0.135
Matriz Dinamica A
Exemplo 2: n=6, m=3, n, =2 m., =

1.0
1.0 |
1.0
1.0
-1.0
1.0
Matriz Controle B
= 3
1.0
1.0
P.0
1.0
-1.0
1.0

Matriz Controle

B

3.4
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1.0
05
0.5
-1.0
1.0
-0.5
0.5
-1.0
1.0
1.0
-1.0
1.0
0.5
-1.0
6.5
~0.5
.0
.0
0.5
~0.5
Matriz Controle B

3.7
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3.4 - Estudos de Simulacao

Oslaigorftmos foram implementados na linguagem FORTRAN-IV em um

computador PRP-10 do Centro de Computagéo da UNICAMP.

Para valores diferentes de x(0) ,K,Q e R, o problema do regulador
foi resolvido decompondo espacialmente o sistema de ordem 10, conforme exemplo
3. Para diferentes interconexoes entre subsistemas, os sislemas de ordem 6,exq@
plos 1 e 2, foram utilizados. A figura 3.1 mostra como estas interconexoes sao

feitas em cada caso.

%:\& . 1 ! -
: X1t T Zx . 31 \M[
Uy ——e] SS 1 | %2 ,“gz?fnwj%ziwﬂ{ 553 sz 'Ngéggwwf?

bk Az v A
i 1 T
Az | 300 311, 301
Y 'Y 32 - - P/ Aps

ZL/éf 2 j{f / ] i

ALz

' X210 H
x : . NESE

y = 1 Elementos d

1]

| Aij[1,2,3,4[ # 0
Y = 0.75 Elementos de Aijlll =0, AijIZ,S,hf # 0

Y = 0.50 Elementos de Aij[],zl =0, Aijj3,kl # 0

0.25 Elenentos de Aij[1,2,3| =0, Aijlhi # 0

-2
it

Fig. 3.1 - Interconexoes entre os subsistemas.

Y = numero de interconexdes/ndmero maximo de interconexoes
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Para diferentes valores de_ﬁ(ﬂ),K.Q e R, o problema foi resolvido

decompondo parametricamente o sistema.de ordem 10, exemplo 3.

Como anteriormente:

N = n? de subsistemas

n, = ordem do i~ésimo subsistema

m, = n? de entradas do i-€simo subsistema

n = ordem do sistema global

m = n® de entradasdo sistema global

A matriz de ponderagao do estadolQ e do controle R sao matrizes

diagonais.

Resultados para o Metodo Decomposicao Espacial, Coordenacao por Predicac

de Interacaoc (Método Mixto)

As tabelas 1, 2 e 3 mostram os valores de 5(0),K,Q,e R utitizados

3
*
e 05 tempos de ca}culo( )(tempo de C.P.U.} necessarios para a convergéncia ~dos

testes.
c o P -8
0 criterio de convergenciae 1 < 10 para todos 0s casos.

0 algoritme foi inicializado com:

Eq(k) = {
B, (k) =0
k=20,.....,K

(*) A notagao para os tempos & m:s.cs onde m = minutos, s = segundos e

cs = centesimos de segundo.



0.005 0.01 | 1.00 | 1.00 | 100.0

0.1 23.06 16,68 | 15.93 | t4.49 {1 13,95

1.0| oscilta |oscilal 17.95] 16,351 16,34

10.0)] oscila oscila| V7,11 117.03]16.19

100.01 diverge* | oscila ]7.93 17.91 | 17.04

Tabela 1: Método Mixto K= 9

x(0) = [2-2 2-2 2-2 2-2 2-~2]

n < 10"8 convergéncia

'IO—B_E n < 1072 oscilacac

n > 1072 divergéncia, v > 200

* Neste caso K = 158

ﬁi&iﬁiﬂo é??gfiiﬁﬁé Tempo €.P U
x(0) 5 645
x(0) 10 16.13
x(0) 20 38.25
x(0) 30 101,07
x(0) 40 1:20.31
x(0) 50 1:39.56
x4 (0) 9 13.73
x{0) 9 13.95
x, (0) 9 15.25

Tabela 2: Método Mixto Q = 0.1 , R = 100.0

B
—
o
S
]

|2-2 2-2 2-2 2-2 2-2|

b

—

o>
H

= [0 2-0.2 0.2-0.2 0.2-0 2 0.2-0.2 0.2-0,2]

= [20-20 20-20 20-20 20-20 20-20]

X
fat
——,
)
L
I



Interconexao—._

T Y ! 0.75 | 0.50 | 0.25

Arbitraria 19.70f 7.65 | 6.15 { 6.09

lguais - 8.82 | 6.98 | 5.43 | 5.05

Tabela 3: Método Mixto K=9, Q=201 , R =250.0

x(0) = 1!—ll1—3 1-1]

A partir destes resultados podemos concluir que:

1.

Para x(0) e K fixades, a convergencia do algoritmo ¢ mais rapida

se R € grande e Q & peguena,

Na figura 3.2 esta plotado o érro de interconexao normado,
[[gﬁk){[, onde:

N
e (k)= z; (k) - g Ay () k=0, K
. i ] N IR N

em  fungao das iteragoes,

. 0 algoritmo oscila se x{0) e K sao fixados, Q é grande ¢ R é pe

quena {(figura 3.3).

Para x{0),Q0,R e K fixcs, a convergéncia & mais rdpida se o grau

de interconexao entre os subsistema é pequeno.

As figuras 3 4 e 3.5 correspondem aos casos onde as intercone-
xoes {(elementos de Aij) sdo arbitrdrias, exemplo 1 e onde as in

terconextes sao iguais, exemplo 2, respectivamente.

-

0 algoritmo diverge, dentro do critério estabelecido, se Q e
suficientemente grande, R suficientemente pequena e o horizonte

K grande,
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Figura 3.3
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5. Para Q,R,K fixos, a convergéncia € mais rapida se a

_inicial é proxima de zero.

3.14

condicao

6 Para Q,K, x{0) fixos, a convergéncia &€ mais rdpida se o horizon

te K é pequeno.

As figuras 3.6 e 3.7 mostram as trajetdrias Stimas, componentes x

[

e xy, do vetor de estado e as figuras 3.8 ¢ 3.9 as trajetorias Stimas, componen

tes u, e us,do vetor de controle, obtidas para ¢ = 0.1, R =

x(0} = |2-2 2-2 2-2 2-2 2-2],

2.0
X|.
F
o 1 4 5 4 H] ] T B ki) 10 H 3 k) i4
-0
Pigura 3.6
0.5
I | B 3 n
-

-0.5

Figura 3.8

-20

B8O

1o°#

10.6, K =15 e

/:\zs4ssvsgsonsew|4

Figura 3.7

i 3 f 5 & 7 s LA 12 18 14

RO

Figura 3.8



A figura‘B.!O mostra os valores da funcao duéi ¢ do critério para
o caso onde Q = 0.1, R = 50,0, K= 15¢e 5}8) COmo NO caso anterior, obtidos
inicia]izando o a%gdritmd com gﬂk) - 2;0 e z{k) =0, k=0,.....,K. Na figura
3.11 os dados sio os mesﬁgs, mas a inicializacao foi feita com B(k) = 2.0 e

z(k) = 2.0, k= 0,,....,K,

A inicializac3o nao influi quanto & convergéncia ou nao do algo -
- ritmo, mas pode fazer com que a fungao dual cresga ou diminua com o decorrer
das iteragdes, devido so fato de que no nivel superior, as condigoes para extre

malizagao da fungdo dual sdo

db ol
38 (k) 9z (k)

¢ gue corresponde a uma maximizacdo com relacao a 8(k) e a uma minimizagao com
relacdo a z{k) simultaneamente. Todavia quanto 'melhor'' a inicializacao, mais

répida a convergéncia.

4
FUNGAC DUAL
______ crRITERIC

3 L
2}
1B
(4] | L.

4 B iteragAo 12

Fegura 3.10
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Resultados para o Método Decomposicao Paramétrica Coordenacao pelo Crité-

rio (TAMURA)

simulagoes.

0 algoritmo foi inicializado com Aﬁk) =

0,

Neste caso, o critério de convergéncia é ny < 1073 para todas

O0s resultados dos testes estdo contidos nas tabelas h e 5, para.di
ferentes valores de x(0),K,Q e R.

as



i

Q 0.1 0.5 1.0 5.0 10.0
0.1 | 1:23.26 0 1:11.61 | 1:06.75 1 1:12.99 | 1:16.50
0.5 [2:20.15] 1:45.66| 1:39.50 | 1:26.04 | 1:44.83
1.0 |3:26.76 | 2:43.45 | 2:04.58 | 1:37.04 | 1:36.00
5.0 {h4:34.51 | h:04.57| 3:43.33 1 2:48.29 | 2:14 .48

Tabela 4: Método TAMURA K = 9

x(0) = |2-2 2-2 2-2 2-2 2-2]
Condicao | Horizonte Tempo C.P.U.
Inicial Otimizagao
x{0} 5 A7.25
33(0) 10 1:17.93
x(0) 20 3:04.00
x(0) 30 h:19.65
x{0) 4 5:04.69
x(0) - 50 7:05.23
x;(0) 9 36.42
x(0) 9 1:06.75
x,(0) 9 1:53.69
Tabela 5: Método TAMURA Q= 0.1 , R = 1.0
x(0) = |2~2 2-2 2-2 2-2 2-2|
% (0) = ]0.2-0.2 0.2-0.2 0.2-0.2 0.2-0.2 0.2-0.2|

{20-20 20-20 20-20 20-20 20-20}
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Destes resultados concluimos o sequinte:

1.

Para x(0) e K fixos, o algoritmo converge mais rapidamente  sé

R e suficientenmente grande e Q suficientemente pequena.

Na figura 3.12 esta plotado o érro de interconexao normado,

I}Eﬁk)n , ondgz

‘ S(k) = =x(k+1) + Ax(k) + Bﬂ(k) ko=0,...... LK

em fungao das iteragoes.

Para Q,R, x{0) fixos, a convergéncia € mais rapida se o horizon

te de otimizagao € pequeno.

Para Q,R,K fixos, a convergéncia € mais rapida sc a condigao

inicial e proxima de zero.

4

s
el -

£ 0

® (0.0

[« I

- -

10 t ) | !

0 5 10 i5 20 25
ITEHAGAD

Figura 3,12



Comentarios’

1. 0 algoritmo € mais lento se na busca unidimensional, o interva-
lo que contem o ponto de maximo da fungao dual for muito pequeno, embora o nime
ro de iteragoes seja menor. Se o intervalo ndo for suficientemente pequeno 0
numero de iteragoes aumenta, mas o tempo de processamento pode ou nao diminuir
pois se o numero de iteragbes for muito grande, &rros de arredondamento  podem
deteriorar a conjugagao entre as diregoes se um método de diregdes  conjugadas
for usado. No caso € conveniente reinicializar o algoritmo a cada n+l 1teracoes,

. L v s e s ~
utilizando o Gltimo valor de A (k) como uma nova inicializagao.

2. As experiéncias feitas com este método mostraram que em certos
casos a convergéncia € mais rapida se o passo a ser dado na diregdo de cresci -
mento de fungao dual é constante, porgue ndo é necessario ir varias vezes ao ni
vel inferior para a determinacdo do passo Otime, como na busca unidimensional .

Por outro lado, dependendo dos parametros K, x(0), Q, R, o algoritmo pode diver

gir.

A figura 3.13 mostra a convergéncia da fungao dual para os valores

de Q=0.1, R=10.0e x(0) = [2-22-2 2-2 22 2-2],

40

D{™

30 ¢

20

0 ] 1 L
E . © ! l?rﬁanciazl RO A M

Taoalw s AT oy PRIV 4
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As figuras 3.14 e 3.15 mostram as trajetorias Otimas do estado, com

ponentes x, e x, e as figuras 3.16 e 3.17 mostram as trajetorias otimas do con-

i

trole, componentes u, € u_.
: 2

2

Observe a semelhanca com as trajetorias obtidas pelo método mixto.

0 algoritmo utilizado para a determinacdo do passo Gtimo (busca

unidimensional) € um Golden-Section e esta descrito no apéndice C.

2.0 : : o5 P -
Y 0 /)\g 34 05 6 7 B % oD BRI os
d ) S A M ‘
X4
o 3\2\3‘4 ﬁ/f/:'/l; 9 15 1 i2 %3 14 k
- 1.0 &0
Figura 3,14 Figura 3.15 -
0.5 8.0
.Ez us
tot ot
. 10
OA 2 -3 3 -] f T £ s ¢] H 12 l_?d (L3 k
-0.5 : .20

Figura 3:16 Plgura 3.17
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‘Resultados para o Metodo Decomposicac Espacial Coordenaciao pelo Coestado

Nas tabelas 6, 7 ¢ 8 estdo os resultados dos tempos de {.P.U. ne-
cessarios para a convergéncia do algoritmo, para diferentes valores dos pardme-

tros do problema, x{(0), Q,R e K.

0 criterio de convergéncia utilizado é n < }0m3 sendo que o algo -

ritmo foi inicializado com o valor A(k) =0, k = 0,..... LK em todos os casos.
Na construgao da tabela 8, o critério de convergéncia adotado € de
T
R
0 0.1 1.0 5.0 10.0 100.9
0.1 1:20.84 17.14 8.26 8.25 | 8.50
0.5 10:55.03] 1:34%.96 25,30 13.05 | 10.75
1.0 - 5:46.87 L7.65 26.47 | 10,41
5.0 ] - - 8:18.00 | 2:38.36 | 17.28

Tabela 6: Metodo Coestado K = 9

x(0) = |2-2 2-2 2-2 2-2 2-2]

e Y1 100! 0.75 1 0.50 | 0.25

Inte rconexao —

Arbitraria 7.28 7.17 7.02 6.59

tguais 6.45 | 6,56 | 6.69 | 6.63

Tabela 7: Metodo Coestado Q = 0.1, R=10.0, K =9

x(0) = f1-1 1-1 1-1]



3.22

ey é??ihiizél Tempo C.P.U.
x(0) 5 5. 34
x(0) 10 117
_i(o) 20 22.19
x(0) 30 33.40
x(0) ko k.26
x{0) 50 Estacfona
% {0) 9 6.06
x(0) 9 10. 35
x, (0} 9 12.52
Tabela 8: Método Coestado @ = 0.1 , R = 10.0
x(0) = [2-2 2~2 2~2 2-2 2-2]
x,(0) = ]0.2-0.2 0.2-0.2 0.2-0.2 0.2-0.2 0.2-0.2]

x,(0) = [20-20 20-20 20-20 20-20 20-20]

Entao, podemos concluir que:

1. A convergéncia € mais rdpida para as matrizes Q pequenas e R

grande, para x{0) e K fixados. A figura 3.18 mostra a evolugso

do erro normado de coordenagao || e(k)|| = n.

2. Se Q, R, x(0) sdo fixos, o algoritmo converge mais ‘rapidamente

se o horizonte de otimizagdo € pequeno.

3. 0 algoritmo pode estacionar para valores grandes do  horizonte-

de otimizagao, fixados Q, R, x(0) {(figura 3.19}.
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4, Para Q, R, K fixos, a convergéncia ¢ mais rapida se a condigao

inicial esta préxima de zero.

5. Para Q, R, x{0) e K fixados, a rapidez de convergéncia ndc de-

pende do grau de acoplamento, v.

Comentarios

1. Uma das condigbes para a convergéncia deste algoritmo é que o
v .- . . ~ . -
passo o a ser dado na diregao do gradiente a cada iteragao v satisfaga (apén
dice D)
v
2l AT )

IENCSEERTION (30 Y

(1\) < -

0 que € computacionalmente simples de ser satisfeita. Contudo néo € uma condi.
- - . ' . v - .

gao necessaria, mas suficiente |24, pois pode existir um o  que nBo seja con
veniente e satisfaga a relagao acima. Portanto, esta condicdo nac garante a

convergéncia de uma maneira tao forte como diz o autor em 112].

2. COHEN em |25 faz alguns comentarios a respeito do artigo [12]
onde MAHMOUD desenvolve este método. Embora alguns sejam de natureza técnica,
a consequéncia dos comentérios € que todos os algoritmos estao numa forma
completamente inadequada. No caso especifico do algoritmo que utiliza a coor-

denagao pelo coestado, uma das equagbes que € resolvida no nivel inferior é

o, T

g[8 ()] = — 1 =0 (3.5)
=20 127 M 3&;

expressac que para o caso linear quadratico, de acordo com |12/, €

N
_g_i(k) = E Ajiz(—i (k) ‘ (3.6)
o que e uma incoeréncia, além do mais



significando que rao ha interagdes entre os subsistemas e, portanto, contradi
zendo a hipotese de'que o sistema global é formado por um conjunto de subsis-
temas interconectados e, por outro lado, que as solugoes obtidas durante as
i teragoes sao factiveis. 0 algoritmo implementado desta maneira diverge. Con-
tudo, se a cada iteragao calcularmos as interconexdes de acorde com a equagao
(2.86), decorrente da equagdo (1.81) que é a expressdo correta, com um esque-
ma de coordenagao como o da equagao (2.77), o algoritmo converge para solugao

otima global, como mostrado pelos resultados das simulacoes,

A figura 3.20 mostra a evolugao do custo com o decorrer das itera-

coes.

3.0

Ji{]

RS o

2.0

- 15
ITERAGAD

Pigura 3.20
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As figuras 3.21 e 3.22 mostram as trajetorias otimas do estado, com

ponentes Xy € Xy, € as figuras 3.23 e 3.24 mostram as trajetorias otimas do

controle, componentes Uy e uS.

2.0 0.5
m 2 % 4 5 [ T B 3 10 1 12 |s i4
XI 0 Ny
Xa
\E 3 4 5 8 7 & 5 lo It 12 13 14 §
° \,__q/” i ’
-1.0 2.0
Pigura 3.21 Figura 3,28

0.5 8.0

! 2 - 4 3 € 7 g 9 o 2 15 4

uz/'w D -

X
to®

1w 12 % g

4.0

Figura 3.23 - _ Figura 3.24
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3.5 - Comparagaé dos Algoritmos

0 éistema de ordem 20 com 10 entradas, exemplo 4, foi simulado pa-
ra os trés metodos e o método global classico para trés valores distintos da
matriz de ponderagao do controle, sendo que foram fixados Q = 0.1, K = 15 c
a condicao inicial. 5(0) = [D.S -0.5 0.3 ~0.2 0.8 -0.4 0.5 -0.1 0.25 ~-0.25

0.35 -0.2 0.1 -0.34 0.5 -0.1 0.5 ~0.45 0.5 -0.6/.

As vartaveis de coordenagao foram inicializadas em zero e o crité-

rio de convergéncia adotado foi de 10—3 para todos 0s casos.

© A tabela 9 mostra os resultados dos tempos de processamento (tempo
de C.P.U.), a memdria total utilizada pelos programss, o custo e o nimerc de

iteracoes para obtermos a convergéncia.

Em sintese, a tabeta § mostra que:

I. Sob o ponto de vista de tempo de processamento, o método mixto
€ o mais eficiente pois a coordenagdo ¢ rapida e simples, devido a  auséncia

da realizagao da busca unidimensional e a dimensao reduzida dos subproblemas,

A grande inconveniéncia para os outros dois métodos obviamente & a
necessidade de ser realizada a busca unidimensional, o que envolve uma grande

quantidade de calculos.

A figura 3.25 mostra a evolugao dos &rros normados das  variaveis

de coordenagao durante o processo iterativo, para o caso onde Q = 0.1, R = 1.0.

2. Com relagao a utilizagdo de memdria, o método coestado é o mais
eficiente, pois nao precisa armazenar as matrizes de realimentacao e sua atua
lizagao em cada passo de iteragao nao depende da direcdo anterior como no mé-
todo do TAMURA,
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Qualitativamente, a utilizagao de memoria pelos métodos pode

comparada pelas trajetorias armazenadas ou

. Regulador Global

nln + 1) Trajetorias de Ricecati
2
n Trajetorias de x

m Trajetorias de u

3.29

51
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2. Método Mixto

n{n + 1)
—— % N Trajetorias de Riccati
2
n Trajetorias do compensador
n Trajetorias de x
m - Trajetorias de u
2n Trajetdrias de coordenacio

3. Metodo Tamura (Gradiente Conjugado)

7 Trajetorias de x .

m Trajetorias de u

n Trajetorias da diregao da iteracdo ante~
rior.

n Trajetorias de X

k., Método Coestado

n Trajetérias de A
n Trajetorias de x
m Trajetorias de u

As figuras 3.26 a 3.33 mostram as trajetérias Gtimas do estado, com
ponentes x, e X3s para o metodo global, método mixto, método Tamura e o método

coestado.

As figura 3.34 a 3.41 mostram as trajetorias otimas do ~controle,

componentes u; e u,, para 0s quatro métodos.

Podemos observar que as trajetorias oOtimas obtidas sao scmelhantes.
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3.6 - Resunmo

2 1% 14

Metodo Coestade

Figura 2.41

Neste capitulo foram feitas algumas experiéncias com 0s trés meto-

dos hierarquicos e comparou-se a eficiéncia computacional com o método global.

Cinco conclusces essenciais resultam dos testes:

1. Verificou-se que os algoritmos sao sensiveis,

de processamento,

quanto ao

a variagoes nos parametros Q, R, K e x(0).

2. A vantagem em termos de tempo de processamento para os

hierarquicos cresce com a dimensao do problema. Nos exemplos 1,

po de C.P.U,
No exemplo 4,

mais rapidos,

necessario para a sclugdo pelo método global foi sempre

o Método Mixto e o Coestado, ponderado convenientemente,

tempo

metodos

2e 3, o tem

menor,

foram
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3. A vantagem dos m€todos hierarquicos sobre o método global, em

termos de utilizagao de memoria cresce com a dimenszo do problema.

L. A inicializagao arbitraria dos algoritmos nao provocou a diver-
géncia dos mesmos, mas a uma nelhor inicializagao corresponde um tempo de pro

cessamento menor,

5. As trajetorias Gtimas obtidas pelos métodos hierarquicos 530
proximas das obtidas pelo método global, sendo que o método mixto apresenta

solugoes com pequenas diferengas quando o sistema & fortemente acoplade.



CAPTTULO & - OTIMIZACAO HIERARQUICA DE UM SISTEMA METROVIARIO

.1 - Intréducao

Nos capitulos anteriores, procurou-se estabelecer técnicas analiti
cas e computacionais para a solugao do problema de otimizagao dinamica de gran-
de dimensao. Foram apresentados métodos que permitem determinar a solugao do

problema global pela solugac de subproblemas de dimensac reduzida coordenados,

Foi dada uma enfase maior 3 classe dos requladores lineares quadra
ticos estacionirios, com estado final livre e sem restrigoes nas variaveis de
estado e controle. Embora esta classe de problemas esteja associada a varias si
tuagSeQ reais, normalmente o problema real apresenfa restrigoes nas variéve%s
de estado e de controle, devido a limftagﬁes fisicas do sistema; funcionais nao
quadraticos devido a certo osbjetivos especificos a serem atingidos e  outros

fatores. .

0 propdsito deste capitulo é, objetivando uma aplicagao a um siste
ma de transporte metroviario, implementar um dos algoritmos apresentados, de-
monstrando com isto, a aplicabilidade de esquemas de controle hierarquizade em
situagdes praticas.

A descrigao do sistema e do problema de controle, numa forma sucin-

ta, e da sele¢ao do metodo adequado para resolvé-lo, sao os temas dos itens se-

guintes.

0 modelanento do sistema, bem como o estabelecimento do critério e
.o tratanento do problema numa forma detalhada esta descrito  por J.E. CURY
em |26]. '



L.2 - 0 Modelo do Sistema e o Problema de Controle

h.2

De acordo com J.E. CURY IZG[, o comportamento de um sistema metro-

viario pode ser representado pela equagio as diferencas sequinte:

k1
y (kt1) = AlK)y(K) + B(K)ufk) g D(k=j,k)y(k~j) + d{k) (5.1)
onde
A T VT T 21
yik) =[x (k)i p (k)] eE
A T, 0
A(k) = | ====t=-=| 2n x 2n
alk): O
L
B (k) 4 [-m;] 2n x 2n
o J
- | .
' A 0 i 0
D{k-j,k} = | ~vmmmmamn Ameem 1 2 x 2n
o, (k=j,k) o
T ! T - .
dlk): ' (k) 0] , onde c(k) & um vetor constante conhecido.
afk), (k -j,k}: matriz n x n, cujos elementos sao parametros do
sistema conhecidos.
I: matriz identidade n x n
uma vez que, conhecendo-se a distribui¢do fisica dos trens ao longo da via e
‘seu carregamento, o estado do sistema fica determinado.
x(k) representa o intervalo de tempo entre trens {"headway") numa

mesma plataforma k. Portanto determina o espagamento e aconsequente distribuigao

fisica dos trens ao longo da via.

E(k) representa o numero de passageiros dentro dos trens,

quando
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estes chegam a plataforma k.

u(k) € o vetor de controle, que sao os tempos de parada dos trens na
plataforma k, somado aos tempos de percurso  destes da plataferma k ate a

seguinte.,

Portanto, a cada trem i, numa plataforma k, esta associado sey
fheadway"! Xi(k) e seu carregamento pi(k). Entao, a equagao (4.1) esta associado

um conjunto de n trens,

Note que (k.1) € uma equagdo linear 2 diferengas com atraso distri

‘bufdo na variavel de estado x.

Na operagio de um sistema metroviario, é conveniente que se estabe
leca um programa de horarios de despacho dosltrens, de maneira tal que fatores
como o tempo de espera de passageiros numa plataforma, o ndmervo de trens em cir
culagao na via sejam minimizados, ao mesmo tempo em que o carregamento dos trens
seja consistente com certo nivel de conforto especificado, e que o controle se-
ja feito de maneira tal que utilizem niveis convenientes, com objetivo de dar
maior flexibilidade a movimentagao dos trens, quando existir a possibilidade de
uma perturbagao. Portanto, no estabelecimento do critério a ser otimizado, deve

mos levar em consideragao estes objelivos.

Pode ser mostrado, que o nimero total de passageiros por segundo,
de espera numa plataforma k, para um conjunto de n trens, esta relacionado com

a variavel 'headway'' pela equacgao:

n .
PT = Z—}a](k) x"f(k) C(h.2)

i=1

que ¢ o primeiro termo que deve estar presente no critério, pois quanto  menor

o intervalo entre os trens, menor € a espera.

Por outro lado, quanto mencr o "headway', maior o nUmerc de trens
na via. Como nosso objetivo € diminuir este nimero de trens, & necessario  que.

no critério esteja presente um termo na forma

it
H
NT = ZW | (4.3)

i=1

pois quanto maior o "headway', menor o nimero de trens e consequentemente, me -
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nor o valor do termo (4.3). Portanto os dois primeiros termos representam urm

compromisso entre o tempo de espera e o nimero de trens,

Uma vez que o nivel de conforto é especificado, podemos considerd-
~lo como um valor de referéncia para o nimero de passaqgeiros dentro do trem. En
tao um terceiro termo deve ser adicionado, representando o desvio entre o carre

gamento real e o especificado. Este termo € o quadratico e dado pela equacgdo:

r 2 ' :

0P = [l pa = p 0 {lp gy . (4.4)

onde i
I ' .

p (k): carregamento de passageiros desejado na plataforma k.

P(k) : matriz de ponderagao de passagelros,

Por ultimo, um guarto termo correspondente ao desvio entre o con -
trole real e o de referéncia especificado. £ um termo quadrdtico e dado pela
equagao:

4 r Z ' :
onde

r ~
u {k): controle de referéncia.

R(k) : matriz de ponderagao do controle,

0 critério global a ser otimizado pode entdo ser escrito como:

K~1 n

i o 2 Yi(k+;)
}E 40, (K)o (k1) P (kel) ¢ S )
. xi(k+?)

3(.) =
k=0 =]

+ '—;H ” P_(k“}']) - Pr(k+1)}lﬁ(k+1) + ”;_"“ H E(k) - y..r(k) ”R(k)f

(4.6)

onde Qi(k), Yi(k) sao fatores de ponderacao do estado xi(k).
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Por razoes de seguranga e de operagao do sistema, o intervald  en-
tre trens nao pode ser menor que um valor minimo especificado e nem maior do
que um valor maximo especificado. Portanto, no nosso problema estdo  presentes

restricoes na forma:

Xoin () € %00 < x 0 (k) )
onde

xi,min(k} 2‘]30

xi,max(k) = 300

i =1,.....,0

k =0,.....,K

Estes valores sao especificados pela Companhia do Metrd.

Como as capacidades dos trens sao limitadas, existem restrigoes na
variavel passageiros na forma:
(k) ' {4.8)

Pointk) S plk) <p

onde
BraxK) = 1700
Emin(k) =0
kK =0,..... K

As restrigoes na variavel de controle sao impostas pelos tempoé ma
ximo e minimo de parada nas plataformas e de percurso entre plataformas.
Considerou-se o tempo de parvada minimo como sendo 15 e como tempo
de parada maximo, 60. O0s valores de uPLB(k) e‘uPLG(k),séo conhecidos e sao da-
dos em l26|. Neste caso, ao contrario dos anteriores, as restricoes dependem da
-plataforma. Portanto:

k) < u(k) <u o (k) | : (4.9)

U
=Mmin i 11,7 P

onde:



L6

Ui min (K =15y 5 (k)

”i,max(k) =60 + u, PLB( )

b =1,.....,n

0 problema de controle pode agora ser formulado para caso em estu-

do como sendo:

MIN Jx,p,ul
t

sujeito a (h.1), (5.7), (4.8) e (4.9).
x(0)} = 0 (4.10)

pl0) =0 | (B.11)

A natureza do problema permite concluir que um método adequado Da-
ra sua solugéo deve permitir a presenga de atrasos, restricoes de igualdade e
desigualdade, critérios nao lineares e além do mais, que a dimensfo do me s me

seja grande.

0 método decomposigdo paramétrica, coordenacdo pelo critério & um
metodo apropriado para o tratamento deste problema porque permite a p:esenga de

tais caracteristicas como veremos a sequir.

A priori, os metodos que utilizam decomposicao espacial, como des
critos nos capitulos anteriores, também poderiam ser utilizados, desde gue seja
determinado o modelo de primeira ordem equivalente ao modelo com atraso, e seja

utitizado um metodo conveniente para a solucao dos aubprcb]umas Contuda, esta

opgao constituiu um outro problema a ser analisado posteriormente.

Por outrs lado, um outro método candidato seria a Programagac Dina

mica, mas sabemos que para problemas de grande dimensio ele ndo é aplicavel, de

vido aos requerimentos de memoria rapida para sua utilizagao.
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4.3 - 0 Metodo Decomposicao Paramztrica, Coordenacao pelo Critério, com Atraso |9}

Seja um sistema descrito pela equagdo as diferencas de ordem 6 + |

&
x(k1) = E gl xk=j), ulk=j) k-j | (4.12)
i=0 |
Ko=0,0.... L=

i(k) = ék k = =0,-0+1,..... ,~1,0 CRE)
Hﬂkj = U k = -0,-6+1,.....,-1,0 (h.1h)

0 critério a ser minimizado ¢ dadc por;
K-1

JIo] = ofx(K} ] + (i), ulk) k| (4.15)
k=0 '

sujeito as restrigOes nas varidveis de estado e de controle

hk|_>§(k) ,ulk)] =0 k= 0,..... JK-1 (4.16)
h[x(K) | <0 (4.17)
0 problema dual ao descrito por (4.12) a (4.17) com relagao a

(4.12}, que pode ser visto como uma restrigac de iqualdade é:

MAX  D|A(K) | | ' (4.18)
A

com .
DIA(K) | = MIN {L]|x,u,A| sujeito a (4.16), (4.17)] (4.19)
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onde L|.| é o Lagrangiano

K1
L L= alx ey Y0000 K -

k=0
6
= 2T [kt ) 2 |x(k=3) , ull=]) k“ﬂs (4.20)
=0
que apSs manipulagbes pode ser reescrito cono:
‘ K1 |
Ll = olx(K] - AT (k-1)x(K) + E 313[3\;(@ Jui) k] = AT (k1) x(K) +
: ' k=0
8 _ : .
+ Z&T(kﬂ)gj i_ﬁ(k),g(k),kjii + () (h.21)
= |
e, <)) .—;f(o)ng xCDL0GD,-1] 42700 gy lx(-2),u0-2),72] + ... .
+ ... 8 i) Qe[x =1} ,u( ) -1
A1) =0 e (k) =0 k> K

Definindo o Hamiltoniano como sendo:

8
HI. | = flx(k),ulk), k] + }_T(k+j) gjfﬁ(k},yﬂ(k},td (4.22)
B

i
[owe ]

o Lagrangiano & escrito como:

Bl ] = olx00] + AT (RDx0) + D Gilxl) 00 | -

-2 X)) + elp)

Para valores de A(k} = A*(k} fixados, precisamos resolver

L|x,u,A*| (h.23)



sujelto a

com a finalidade de calcularios o valor da fungado dual. Como vimos nos

h [x(K)] <0

k.9

(h.24)

{h.25)

{h.26)

capitu-

los 1 e 2, este problema de minimizagao pode ser decomposto nos seguintes (K+1)}

subproblemas independentes:

sujeito a

sujeito a

sujeito a

Para k = 0

MIN H|x(0),uf0),2*,0]
a(@)

Para k = 1,2,..... LK

MIN G {H]x (k) u(l) A%k ] = A%T (k=1) (k) }

x{k), ulk)

hk]ﬁﬁk),g(k)l'i 0

Para k = K

MEN {§]x(K) = 2*(K-1) x(K) }

E(K)

hIx(K) ] <0
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Ent3o, com as solugbes x*,u* dos subproblemas, podemos calcular o

valor da fungdo dual por

D(A*) = Li{x*,u*,A%)
e da equagao (4.20), obtemos o gradiente da fungdo dual por

6
= =x*(k+1) + g 5j|5#(k~j),gf(kn5),k~j]
PN ‘ jmg

V;;L(;Q)lji},l

Com'estas informagoes o problema dual € resolvido numericamente

por alguma técnica tipo gradiente, como vimos anteriormente.

As propriedades mais significativas deste método sao [9]:

- Atrasos no sistemz podem ser facilmente tratados pela solucdo do

problema dual.

- A solugao oOtima pode ser obtida sem reducao da equagdo de  ordem
8 + 1 a uma equagao convencional de primeira ordem de grande di-
mensao. o

- Restricoes no estado e controle sio faceis de serem tratadas, com
parando com outros metodos, desde que os subproblemas sac de di-

mensao reduzida.
Estas propriedades justificam a escolha deste método para a selu-
gao do problems de controle descrito no ftem anterior.

0 algoritmo para maximizagao da fungao dual, utilizande o método

gradiente conjugado € o mesmo algoritmo 2, forma geral, do capitulo 2.
Note que, para o caso onde 0 = 0 e as restrigoes (4.16) e (4.17)

estao ausentes, o problema é idéntico ao descrito no segundo capftulo.




. - Aplicacao do Método ao Sistema do Metro

Para 0 caso em estudo, o problema de otimizagao ¢, das

(ho1), (4.6), (b.7), (6.8), (4.9), (4.10) e (L.11)

K-t
MIN ; Flx(k+1) ,plk+1),u(k) |
xpou

- sujeito a

x(k+1) = _>_<_(k-) + L oulk) + clk)

pktl) = p(k) + ax(k) -

k~1

J=1

~min 1
x{0) =0
p(0} =0

onde

n
fl.] = Z(%« Qi(k)ai(kﬂ)x?(kﬂ) + __l:«w) N

i=1 xi(k+i)

o el - p e Ry el - W]

P e R sao matrizes definidas positivas.

b

equUALoes

(h.29)

(4. 30)

(4.32)

(4.33)

(h.34)



Entao o Lagrangiano é&:

K-1 . |
Lidl = > ;f[_;i(w«i),g(m%),g(k)] - A&k)lﬁkﬂ) = x{k) = tu(k) - c(k)} -
k=0
K-1
- i;(k)'lg(|<+1) = plk) - ox{k) + Zu (k=j, k) x{k=j) ] (h.35)
j=1

que pode ser reescrito apds manipulagoes, como:

Flx(k1),p k1) ,ull) | + Aj(k+])5(k@1) + &}(k)pg(k) -

e + Ay (D) plkt) + Ag (b)) a(ks ) x(kt 1) -

K~1
jgzj Al S0 (k1 ) x(ir) - A x(ke 1) = AT p k)|
j=k+2

it

{(h.36)

com A4(k) z &Z(k) =0 , k >»K, e os K subproblemas do nivel inferior $an ,

consequentemente:

MIN  Lix{k+1},p(k+l),ulk) AT (), 2%k | k=0,..... K1
X:Ps4

sujeito as equagoes (4.30) a (4.34).

Considerando as condigoes de otimalidade de primeira ordem

als
= ou,
ap (k+1)

E(kﬂ)'m pl k) - Pl (k1) |25k} - _J.\m‘zz(sm)l‘ (4.37)



oL

e = ) LG,
aufk)
r -1 T., P
u(k) = u (k) - R (k)L &;{k)} (4.38)
e finalmente, para i = 1,....,n.
N 0 ou,
- Bxi(k+§)
3 : 2 , o . ‘
xi(g+l) + G(k+])xi{k+}) + Plk+1) =0 (4. 39)
onde
Glk+1) = . %A? E(kh«l) + A; i ai(k+l) -
Q ai(k+§) ? *
. K-1 ' '
- :E:j ngi(k) ai,i(k+l,j) - Kf’i(k)
J=k+2
- v, (k+1)
Flk+1) = :

Q; (k1o (k1)
Para a solugao da equagao (4.39), € necessario a consideragao  de

algumas condigoes para garantir que as solugbes sejam reais {ver |26]) .

P e R sao matrizes diagonais, portanto, o problema de minimizacao
do Lagrangiano e um conjunto de 3n problemas de minimizagao independentes. Consi

derando agora as restrigoes (4.30) a (4.32) as solugoes otimas sao obtidas de:

pr{k+1) = S1{p(k+1) |
ur(k) = 82l |
x* (k1) = $3|x(k+1) |

onde, para i =1,..... St



L, th

pmax,i {l+1} se pi (k+1) > pmax’i(k«ivi)

S]’if.| = pi(k+!} sc Pmin,i(k+]) i_pj(k+i)‘i pmax,i(k+l)
pmin(k+l) se pi(k+1) < pmin,i(k+])
umax,i(k) . se ul(k) > Umax,i(k)

SZ,il'l - L}i(k) =€ qmiﬂ,i(k)-i ui(k)-i umax,i{k)

ok Cu (k) < u. (K

umm,i( ) o¢ u;'(k) umm,z( )
xmax,i(k+]) se xi(k+]) > Xméx,i(k+]}

53,i|'| = 4 ox (k) se xmin,i(kﬂ) < % (k1) < Xpax, i (KF1)
xmin,i(k+l) se xi(k+§) < xm%n,i(k+1)

0 valor da fungao dual € entao:

DL&*‘ = Llﬁ%!ﬂf’ﬁfaﬁfyégl

T . LWT
—}-\“k £ !_&.? 5&3 l

it

Ty, kP27 “x*(kel) + x4 (k) + Lu(k) 4 (k)

Ay =AY
"), k) P2 = p*(ke1) + p*(K) + alk)x*(K) -
“2 A, =\R
22
k-1
- ay (k= , k) x* (k-])
j=1



L.5 - Pesuyltados

0 problema foi resolvido, para um conjunto de 15 trens (n‘: 15) pa
ra -

Q. (k) =10.0, i=1,2,....,n ko=1,.....,K

P(k) = 1.0, k=1,2, K

R{k) = 1.0, k =1,2, K~

R(0) = 0.1

K= 37

implementando o é?garitmo 2, forma geral, capitulo 2, com uma estrutura de cal-

culo semelhante a mostrada na figura 2.k,

A convergéncia foi obtida apds 96 iteragoes com uma média de 3.3

sequndos por iteracdo.

0 critério de convergéncia adotado foi tal que o mddulo dos elemen

tos do vetor V, D|A| fossem mencres do que 2.0 ¢ o modulo dos elementos do ve-
, A |
tor VA DL&] fossem menores de que 10.0.

A memoria total utilizada foi de 45K e os valores obtidos para o

critério e a fungao dual foram 1.25237 x 108 e 1.25352 x }08, respectivamente.

As figuras (4.1} a (4.6) mostram as trajetorias Stimas obtidas pa-

ra os dois primeiros trens,
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0.1

CONCLUSAOD

A andlise e a implementagéo dos algoritmos para a determinagdo do
controle otimo de sistemas dinamicos de grande dimensdo, utilizando-se de méto-
dos de decomposigao-coordenagdo, mostraram que a otimizacdo por caleulo hierar-
quico & Gtil e as vezes mais eficaz que o calculo global, sob o ponto de

vista de utilizagao de meméria e tempo de computacado.

Considerando um problema de transporte metroviario, foi mostrado
também que problemas de otimizagao complexos podem ser resolvidos pela utiliza-
¢cado de algum destes algoritmos. Neste caso pratico, o método devido a TAMURA

|9| mostrou ser o mais conveniente.

Como existe atualmente uma tendéncia para a utilizagao de decisoes
descentralizadas, computacao distribuida e controle hierarquico, questdes como
transmissaoc de informagbes, o valor destas informagoes, confiabilidade e estabi
lidade da estruturas, interface entre computadores, dentre outras, sao temas. pa

ra possiveis estudos futuros.



APENDICE A - SUMARIO DO ALGORITMO PARA A IMPLEMENTAGRO DO REGULADOR LINEAR QUA
DRATICO GLOBAL |27]

Problema

R A S

MR x(K) )]
ulk) :

S.ar  x(kel) = Ax(k} + Bu(k)

Algoritmo
Passo | - P(K) « H
Passo 1l -~ k <+ K-}
Passo 111 - Calcultar Wk}, Y(k) e Z{k) a partir das equacles
T
Wlk) = 0 + A Plic+1) A
T
Y(k} = B P(k+1)A
T
Z(k) = R+ B P{(k+1)B
Passo IV =~ Calcule a matriz D(k) com

D(k) = 2" (k)Y (K)

e armazene na memoria.



A2

Passoc V- Calcule P(k), onde

P (k) ;w(k) v )z Y

i
fom ]

Passo VI~ Testar se k

SIM ~+ iy para o passoc Vil
NAO © » fazer k <+ k-l

{r para o passo [}

Passo VI1 - Determine a trajetoria otima do controle a partir de

~ Para custo terminal nulo, H =0 » P{K) = 0.



APENDICE B -  SOLUGAOD DOS SUBPROBLEMAS DO NTVEL INFERIOR PARA 0 METODO DECOMPO-
SIGAG ESPACIAL - COORDINASAO POR PREDICAOD DE INTERAGAQ

Da equagao (2.36), o Hamiltoniano para o i-ésimo subsistema 6:

Hl = g g allg + 1y GOl + B0z () -
b {

N .
C D B A () (©.1)
J#1 :

Das equacgoes {2.37) a (2.40)

X (1) = A ex (k) + B u (k) bz (k) (B.2)
N
AR = Qx () AT () = Y ATE () (8.3)
J#l
u; (k) = ~R;]Bfiﬁg(k+]) | ' (B.k)
com —)\-i(K) =0 , 3_&(0) = X | : (B.5)

Substituindo (B.4) em {(B.2):

x (ct) = Apx (k) = B RTBT L (kD) 2 (k) (B.6)



B.2

Seja:
A¢(k+]) = Pi(k+])§_(k+l) + gi(k+i) {B.7)

Substituindo (8.7} em (8.6}:

xp(eal) = Pkt )AL (k) = G (k1) + 7 (k) z, (k) (B.8)
onde .
-1,T -1
F, (k1) = [T+ B Ry B P (k) |

|

G, (k+1) = F (k#1)B, RTBL d. (ich])

Das equagoes (B.3), (B.7) e (B.8) podemos escrever que

Prlkdx (k) + di (k) = Q. x. (k) + Afi{PE(kM) [P, (k)AL x (k) - G; (k1) +

+ F () z (k) ]+ d k1)) - 0 (k) | (8.9)

i

com gé(k)' ‘“AT.E.(k)

£ v i)
Jj#l
Reescrevendo a equacao (B.9) obtewmos:

Pridx (k) + d (k) = [Q, + ,a\LPi(mx)Fi (k)AL [ x,

i(k) - A-fiPi (k-H)Gi (k+1)+

+ A?Epi(kH)F; (kﬂ)'ig (k) - Afjgi (k+1) - o (k)

(B.10)

para que a igualdade seja satisfeita devemos ter:

P (k) = Qi. + Aﬂ.{ipi(sm)zvi(;.ara)z\i~i (B.11)

mAfiPi(kﬂ)G;(kﬂ) + A{i?i(k-t-t)l?'i(kﬂ)gmi(k) +

ja

—

e

e
)

+ Azi{)e(kﬂ) - a. (k) - (B.12)



Seja a identidade seguinte:

. Y\ -1, T
ldentidade 1: (I + sw‘) - T~ S|+ WTS] 1w
n n m
onds
In = matriz Edeniidade n X n
" = matriz identidade m »x m
S = matrizn xm
T = matriz n x m
Fazendo
S = B, .,
U
W= R;}BTiPi(k+l)
entao

=I -B..|1 + Rhlﬁ?.P.(k+§)B..[ RITBT e (k)
ni [ mi I E.‘i 1 it
e 1.7 VT o
F (k1) = 1”i IR« n R B P (k) )] B (P (k)
ou, finalmente
F (k1) =1 =B, [R, +B P (kt1)B..| "Bl P (kel) (5.13)
i n il Piol ii I )

o que significa, ao invés de invertermos uma matriz Ry X, invertemos uma ma

triz mi X m, .
i

Entao, a equagdo (B.11) pode ser reescrita, utilizando de (B.13):

T

?i(k) = Q; + A?i]Pi(k+l) - Pi(k+})8ii(ai + B}iPi(k+l)8§i)m]B{EPi(k+t)|A..

(B.14)



e a equagdo (B.12):

d (k) = EA?E - AriPi(k+l)F (k+})Bi§R;EBEE]d.(k+I) +

J
i =1

v AP (D, ()2, () - g (1) (8.15)

A lei de controle pode ser determinada a partir das equagCes (B.4)

(8.7), (8.8):

' -1 -1 T =17
9(k+t)Aii§j(k) + ]ai C#k+I)BIERi By R, Biing(k+l) -

i

- Ry Clkert)z, (k) (8.16)

com .
N . T 11,4 T - 3\ ”"] .\T \

Clicrl) = |IR§ By P (kel)By (R, + B P (k1B ) T [B P (kD)

Consideremos a seguinte identidade:

{dentidade 2: T - W(s +W) " = S(5 + 1)~
Fazendo

W= BLoP, (k1) B

= Byl ey
S = R.
i
e substituindo em (B.,16)
-1.T
g (k) = =V (ke A (k) + [V (ke DE - R Biild. (k1) -
- v, (D z, (K) | | (8.17)

com:



B.5

T

- T, ~1 .
Vo (k1) = R+ B P (k1B | B P (k)
E =8 R 'Bl
[ [
e consequentemente
Pk) = @ + ALH, (ke DDA, (B.18)
54
T T e T “
di(k) = |A, - Ayt G ELd, (k1) 4 A (k) 2, (k) (B.19)
COm

Hi(k+¥) = Pi(k+l) - Pi(k+1}BE§VE(k+])

Finaimente, a trajetoria de u(k) pode ser determinada resolvendo-
-se as equagoes (B.18) e (B.19) no sentido inverso do estdgio discreto, e utili
zando-se, da equagao (B.2) para a determinagdo da trajetéria de estado, uma vez

que de {B.5):



APENDICE € - SUMARIO DO ALGORITHMO "GOLDEN-SECTION' PARA BUSCA UNIDIMENS|ONAL ]28[

Probiema:

MIN @(y)
V]

Comentarios:
l.e>0 e p>0 sao fornecidos.
Fo= (3 -5 )/2 20,38

0.62

it

F, = (/6 -1 )/2

v

2, 0s primeiros seis passos determina um intervalo lao,boj que con
tém o ponto de minimo 1. Os passos seguintes reduz o comprimen-

to do intervalo a um valor estabelecido &,

3. Para o problema de maximizacac, basta minimizar -~8{y).




Passo

Passo

Passo

Passo

Passo

Passo

Passo

Passo

Passo

I

1

Vi

Vi

Vi -

Calcule 0(p) , 0(0)
Testar se 0(p) > 6(0)

SIM + Fazer a_ =0, b =p
o 0

ir para o passo VII.

NAG = |r para o passo 111.

Hy 0

1.

i+ T TP

Calcular 8(u; )
Testar se 9(ui+l) i_@(ui)

» b =

o i+]

S}M -+ Fazer ao = ui~§

ir para o passo Vil.

RAO -+ i < i+]

Ir para o passo V.

j <0

Testar se Qj‘i £
SIM - Ir para o passo Xil.

NAO > Ir para o passo X.

C.

2



Passo Xl =~ Testar se B(Vj) < @(Wj)

SIM > a, “~ a., , b, <=
J
j e el
Ir para o passo VIII.

NAD + a, .« v., , b, <+
Joe gl
lr para o passo VIiIl.

Passo Xil - DBetermine

= {a. +b.)/2
1 (aj-** j)/

e pare.

€.3



APENDICE D ~ DETERMINAGAO DA REGIAC DE CONVERGENCIA DO ALGORITMO DECOMPOSICAD
ESPACEAL - COORDENACAC PELO COESTADO EM FUNCAD DO PASSO o
. : A

0 algoritmo de coordenacao €, da equacdo (2.77):

W) = 200 a2V - p M| - (0.1)

Definindo a fungao de LIAPUNOV:

)

NN

(p.2)
VA0S thcr

av = WY

1
<
!
<

Da equagao (D.1)

\)+I”2 i

A

127+ fa” - w0 | |

au

v

I X I+ oGl = W) 1% 20 1270 12 - v )]

pertanto

R e P N el B AT T F N FAToL T



D.2

Para'gue a sequéncia seja estavel AV = ]]A?+IH2'- ”_5vH2 < 0, ou
a 2] 70 1 a = o0 a2 - w17 < o

implicando que

B PN T IR TT

T

Qu
20 271

Y “2

Y = w(aY)
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