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Resumo

Um problema de escalonamento ciclico com recursos disjuntivos e nmiltiplos jobs, denominado job
shop ciclico com jobs distintos, ¢ investigado. Para a resolugao deste problema duas modelagens em
programacio inteira mista sio adaptadas de modelos encontrados na literatura. Os modelos sdo imple-
mentados no soffware GAMS. O comportamento dos modelos face a miiltiplos variagbes paramétricas
é analisado graficamente. Finalmente a equivaléncia entre os modelos é mostrada analitica e empirica-

mernte.

Abstract

A cyclic scheduling problem with disjunctive resources and multiples jobs called cyclic job-shop with
differents jobs is investigated. The adaptation of two models in mixed integer programming, found in
the literature, solve the problem. The models are implemented using software GAMS. The behavior
of the models in face of multiple parameter variations is shown graphically. Finally the equivalence

between models is shown analytically and empirically.
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Introducao

Em qualquer tipo de tarefa a repeticdo pode levar mais perto da perfeigio (e também da loucura).
Assim quanto mais um jogador de futebol treinar repetidamente cobrangas de faltas, maiores serfio as
possibilidades de se fazer um gol, pois com a repeti¢io vem a observacio de detalhes que podem e devem
ser melhorados. Esta caracteristica € inerente a qualquer tarefa mecinica e/ou intelectual e pode-se
dizer que os aprimoramentos industriais derivam do aprendizado adquirido, através da observacio do
processo de producio repetitivo.

A interagao entre as tarefas cria a necessidade de estabelecer-se uma ordem para a sua execucéo,
dessa forma nenhum jogador coloca a meia por cima da chuteira, mas estabelece uma ordem vestindo
primeiro a meia e depois calcando a chuteira. Estas duas tarefas sdo siroples e precisam apenas de
bom senso para serem executadas na melhor ordem. Mas existem casos, como em um processo de
manufatura, que esta ordem sé é conseguida através de estudos especificos para o problema, e para
este caso pode-se usar o Escalonamento que, de acordo com Baker (1974), ¢ a alocacio de recursos
no tempo para executar uma colecdo de tarefas. Um dos problemas de Escalonamento bem conhecido
é o problema de job shop que pode ser definido da seguinte forma: n jobs devem ser processados
em m diferentes méaquinas, cada job sendo formado por uma seqiiéncia de operagbes que devem ser
processadas em uma ordem fixa, e cada operagdo sendo executada em uma 1inica miquina previamente
estipulada e com uma duracio fixa.

Para se entender melhor este problema em um ambiente de manufatura repetitiva, serd feito neste
trabalho o estudo e a modelagem de Job Sheps Ciclicos com Jobs Distintos. Esta modelagem pode ser
utilizada também para resolver alguns problemas na area de computagio.

Na literatura € muito encontrado o termo genérico Escalonamento Ciclico, usado para referenciar
uma grande quantidade de problemas de escalonamento periédico em um ambiente de demanda continua
e constante, tanto na area de producdo quanto na de computacio. E o que pode ser observado pelo

gradativo aumento de estudos a este respeito é que com o aperfeigoamento da automacio industrial

1




e da computagao paralela, tem sido cada vez maior a busca de melhorias através do Escalonamento
Ciclico.

O Escalonamento Ciclico em um ambiente de manufatura ngo é miope, quando considera um ho-
rizonte de tempo infinito para incorporar as necessidades de producio futura e quando examina a
interacdo entre maquinas e operagdes. Através do comprimento do ciclo, incorpora na solugdo o que
acontece em estado regular', podendo fornecer informacoes valiosas a respeito do fluxo do sistema e
dos tempos de fluxo dos jobs. Quando aplicdvel, é possivel ter-se um controle mais facil dos Operarios,
gragas a estrutura e a repeticdo impostas na instalacao destes escalonamentos. Isto permite aos pro-
gramadores de producdo concentrar seus esforgos em reduzir a ineficiéncia da manufatura envolvendo
tempos de configuragao de maquinas improdutivas ou problemas de qualidade/rendimento.

Em um ambiente computacional, uma aplicagao importante é a execucio de lagos (loops) de vetores
por computadores paralelos onde o corpo do lago define o conjunto de tarefas genéricas. A solugdo do
problema de escalonamento ciclico prové um programa eficiente a ser executado por computadores em
paralelo. Além disso, algoritmos de resolugio podem ser implementados em compiladores de linguagem
de alto nivel. Um exemplo disso ¢ a aplicacdio do mapeamento de um laco de vetores recorrentes numa
arquitetura de Termo de Instrugdo Muito Grande (Very Large Instruction Word).

O problema de job shop ciclico com jobs distintos pode ser considerado como sendo um caso par-
ticular do problema de escalonamento ciclico. Para solucioni-lo duas formulagdes em programacio
inteira mista, encontradas na literatura (Rao, 1992 e Hanen, 1994), serdao adaptadas peste trabalho,
algumas caracteristicas do problema serdo estabelecidas e estudadas como a altura de recorréncia entre
operaces e a largura e o comprimento dos jobs. Para implementar as formulagtes estudadas neste
trabalho serd utilizado o software GAMS, que ¢ uma linguagem de alto nivel para a formulacao de
modelos de Pesquisa Operacional. A equivaléncia entre as novas formulagoes também serd examinada.

Este trabalho serd entdo estruturado da seguinte forma: as definicdes basicas sio dadas no Cap. 2
que apresenta o problema de escalonamento de jobs idénticos e as formulacdes encontradas na literatura
a serem utilizadas. No Cap. 3 sfo feitas a descrigiio e as adaptacies das formulacdes para o problema
de jobs distintos. No Cap. 4 mostram-se os resultados experimentais que indicam a equivaléncia
dos modelos adaptados. No Cap. 5 é feito um estudo de caso, apresentando-se dois exemplos cujos
resultados sao comparados utilizando-se os métodos propostos no Cap. 3. Finalmente no Cap. 6 é feita

a prova analiftica da equivaléncia entre as duas novas formulacdes.

'Estado em que a execucdo de todas as operagbes do Sistema é periddica, com o mesmo tempo de periodo.




Problema de Escalonamento Ciclico

O estudo do problema de escalonamento ciclico {PEC) tem sido realizado sobre diversos pontos de
vista, dependendo da aplicag@o desejada, tanto na drea de producdo quanto na de computagao. Alguns
autores que sdo referéncias bésicas para estudos nessa drea, definiram ferramentas tedricas relevantes
para solucionar alguns tipos de PEC. Este é o caso do estudo de Dauscha ef al. {1985) sobre o problema
de sequenciamento ciclico com uma aplicagado para o controle de trafego e que serd melhor detalhado
mais adiante neste capitulo; também ¢ o caso do estudo feito por Serafini & Ukovich (1989) relativo
a problemas de escalonamentos ciclicos sendo uma das referéncias do artigo de Hanen (1994) que serd
discutido neste trabalho; e ainda é o caso do estudo feito por Roundy (1992) que estabelecen uma
caracterizagdo da “estrutura de precedéncia ciclica” que é usada para desenvolver um procedimento
de busca Branch & Bound especializado para identificar este tipo de estrutura. Este estudo foi
referéncia de Rao (1992) e serd discutido neste capitulo. O problema de Job Shop Ciclico ¢ NP-dificil.
Diversas anadlises de complexidade podem ser encontradas na literatura (Kamoun & Sriskandarajah,
1993: Munier, 1996 e Verhaegh et al., 1998).

Uma das aplicacbes mais conhecidas, mais antigas e mais simples, pois nao depende tanto de tecno-
logias avancadas, é o provimento de pessoal através do escalonamento de operarios em fibricas, de
enfermeiras em hospitais, da tripulacio em avibes, ou ainda, de operadores de mesa telefonica {Bar-
tholdi T11 et al., 1980; Bartholdi, 1981 ¢ Emmons, 1985). Problemas cldssicos da rea de escalonamento,
como o job shop e o flow shop, foram estudados em um ambiente de demanda continua e constante,
usando-se ferramentas do PEC. Assim tem-se o problema de flow shop estudado por Karabati et al.
(1992) que fizeram uma abordagem especial em problemas de escalonamento ciclico com buffers' de
capacidade finita, e também o de Kats & Levner (1997} que estudaram um problema de escalonamento
ciclico de jobs idénticos em um flow shop reentrante. O problema de job shop tem sido muito pesquisado.

Assim Yura {1989) mostrou a necessidade de uma capacidade de buffer para haver um escalonamento

‘Local de armazenagem provisdria




sem ociosidade; Roundy (1992) estudou a estrutura combinatorial dos escalonamentos ciclicos e provou
que sua complexidade ¢ NP-dificil; Hanen (1994) fez uma abordagem de um problema de escalonamento
ciclico com recursos disjuntivos, chamado job shop recorrente, e que serd discutido ao longo deste tra-
balho; para problemas de escalonamento de job shops periddicos, Song & Lee (1996) desenvolveram
um procedimento de busca tabu; enquanto Lee & Posner (1997) escalonaram e fizeram medidas de
performance de alguns desse problemas; e também Song & Lee (1998) modelaram uma rede de Petri
para solucionar um job shop periddico com bloqueio e propuseram também uma modelagem em pro-
gramagao inteira mista para achar um escalonamento 6timo livre de impasse (deadlock} e com ciclo
minimo. Foram analisados também os problemas de lot-sizing e do caixeiro viajante apresentados em
problemas de lote ciclico com tempos de configuragio de maquina dependente da seqiiéncia {Dobson,
1992 e Carter et al., 1988). Orlin (1982) analisou um problema de roteamento de vefculo e solucionou,
em tempo polinomial, o problema de minimizar o nimero de vefculos para satisfazer um escalonamento
periodico fixo. E ainda Park & Yun (1985) desenvolveram um modelo em programagio inteira mi-
sta para escalonamentos de atividades multiplas, que requerem processamento periddico em um 1nico

processador.

Com o avango da tecnologia, é cada vez maior a busca de melhorias através do uso do escalo-
namento ciclico. A diversidade deste uso vai desde o planejamento de producio numa politica de
Just-in-time, onde a observacio de tarefas repetitivas é muito importante para o entendimento do pro-
cesso de producdo e comseqliente aperfeicoamento (Hall, 1988; Nori & Sarker, 1996 e Tayur, 1996),
passando pela minimizacio de custos de operacio e servigos de manutencao (Bar-Noy et al., 1998) e
pela transmissao de dados de rddio periédicos (Gondhalekar, 1995), chegando ao transporte de partes
de produtos entre maquinas, pois, comn uma produgio ciclica, o transporte das pecas entre as esteiras
também deve ter um escalonamento ciclico étimo, e este transporte pode ser feito através de robds
(Crama & Klundert, 1997 ¢ Kats & Levner, 1997) ou por outros meios (Lei & Wang, 1991; Lei ef al.,
1993).

Audsley & Burns (1990) mostraram resultados recentes da aplicacio da teoria de escalonamento
em sistemas em tempo real, incluindo resultados em processos periédicos. Foram propostos modelos
em programacac nao linear inteira mista para encontrar um escalonamento ciclico tanto em linhas
de produgo paralelas e continuas em uma indistria quimica (Sahinidis & Grossmann, 1991), quanto
na produgdo em virias etapas de multiprodutos continuos (Pinto & Grossmann, 1994). Zhang &
Graves (1997) estudaram o comportamento de um escalonamento ciclico em um ambiente estocastico

caracterizado por quebras aleatérias de maquinas, que poderiam atrasar a execucao de tarefas e como
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conseqgiiéncia atrapalhar o escalonamento ciclico especificado.

Virios estudos tedricos, a respeito do problema de escalonamento ciclico em um ambiente de ma-
nufatura de produgdo periddica, teém sido realizados, como em Grigor'Yeva ef al. (1989) que fizeram
um levantamento a respeito dos modelos de escalonamento que podem ser utilizados; Loerch & Muck-
stadt (1994) anpalisaram o planejamento de producao e o escalonamento em sistemas de manufatura
escalonados ciclicamente, enquanto Maxwell ef al. {1986) estudaram a interagio entre o planejamento
e 0 escalonamento em ambiente de manufaturas repetitivas. Modelos, formulagées e heuristicas para o
PEC em linhas de fluxo foram discutidos por Karabati & Kouvelis (1996}, Rao (1992) e Rao (1993).
O escalonamento em eventos periddicos foi estudado por Burkard (1986) e também por Vince (1989)
que fez uma pequena andlise a respeito de um escalonamento mais eficiente de trens. Chrétienne
(1991) mostrou que a no¢io de escalonamento atrasado (latest), que é bem conhecida e 1itil na teoria de
escalonamento classico, pode ser estendida para um PEC com datas de entrega de produtos (deadlines).

O problema de produgdo ciclica foi estudado como uma aplicacio da max-algebra (Changyou, 1990;
Lee, 1994; Groth & Santos-Mendes, 1997 e Nawijn, 1998); e também através de teoria dos grafos
(Hanen, 1994; Munier, 1996b e Levner & Kats, 1998).

Com os avangos da computagao paralela e das arquiteturas dos computadores, novas aplicacdes
para o escalonamento ciclico estio sendo encontradas, este é o caso do estudo feito por Risset et
al. {1997} sobre o escalonamento de equacdes de recorréncia de sistemas estruturados; também é o
caso de Calland et al. (1995) que apresentam umna heuristica para a resolucdo de um problema de
software pipelining; e de Gaujal (1994) que pesquisou um problema de segiiéncias regulares; e ainda
de Hanen (1989) que utilizou redes de Petri para otimizar um problema de arquitetura canalizada
(pipelined), e em seus estudos a respeito de seqiiéncias regulares sugeriu aplicacoes em escalonamentos
ciclicos. Munshi & Simons (1990), Hanen & Munier (1992) e Hanen & Munier (1993) estudaram as
propriedades e caracteristicas de mdquinas paralelos ou recursos miltiplos na paralelizacio de lacos
de vetores. Gasperoni & Schwiegelshohn {1991} propuseram algoritmos para solucionar problemas de
escalonamento sem interrupcao de um conjunto ciclico de operages interdependentes, representado por
um exemplo de um lago de programa, com p processadores idénticos.

Uma boa descri¢io do PEC € dada por Dauscha et al. (1985): “Um dado conjunto finito de tarefas
deve ser escalonado em um fluxo continuo e periddico, isto ¢, todas as tarefas devem ser repetidamente
executadas de forma gue o intervalo de tempo entre dois pontos de ativagio sucessiva de uma mesma
tarefa é uma constante Z para todas as tarefas. Esta constante Z serd tratada por comprimento do

periodo (ou do ciclo) e uma atribuicio dos tempos de ativacio das tarefas por escalonamento ciclico.”




6 2.1 Modelagem do Escalonamento Ciclico de Jobs Idénticos (ECJI)

O problema de job-shop recorrente (Hanen, 1994} e o problema de escalonamento ciclico de jobs
idénticos (Rao, 1992) combinam as restrigdes do problema de escalonamento bésico e maquinas especia-
lizadas? (special-purpose). O objetivo é achar um escalonamento periddico com um fluxo maximo, o que
equivale a achar um escalonamento periédico com um perfodo minimo. Tanto em Rao (1992} quanto
em Hanen (1994) os tempos de processamento das operagdes sio fixos, nio existindo sobreposi¢do de
operagOes em uma mesma méquina e também cada operacio é associada a uma tinica miquina. Estas
caracteristicas correspondem as do problema estudado neste trabalho, e por isso estes modelos serdo
mais detalhados nas duas préximas segbes. Apesar dessa similaridade, os modelos de Hanen (1994) e
Rao (1992) nédo sio equivalentes pois cada um otimiza o fluxo de jobs de forma diferente, sem uma
correspondéncia direta, como serd mostrado nas préximas se¢tes. E como essas modelagens nao tratam
do caso de jobs distintos estudado neste trabalho, no préximo capitulo serio feitas altera¢des nesses
modelos para que se adeqiiem ao problema de escalonamento ciclico de jobs distintos, e serd mostrado

também que estas duas novas formulacdes serio equivalentes.

2.1 Modelagem do Escalonamento Ciclico de Jobs Idénticos (ECJI)

Rao (1992) em seu estudo sobre escalonamento ciclico, propds uma formulagdo em programacio
inteira mista para o problema de jobs idénticos visando resolver um problema em um ambiente de
manufatura, onde processa-se repetidamente um Conjunto de Pecas Minimal (MPS) de jobs. Cada job
no M PS5 consiste de um conjunto de operagdes a serem executadas em alguma ordem. Foi assumido que
os atributos das operagdes incluem: uma Unica maquina habilitada m;, um tempo de processamento fixo
p; e um Unico sucessor no roteamento do job s;. Estudou também a relacio entre o escalonamento ciclico
e dois subproblemas, o de momento de producdo, (production timing), e o de contrabalanceamento de
ciclo (cycle offset).

Um escalonamento ciclico serd completamente especificado pelo comprimento do ciclo Z e uma

colecao de tempos de inicio das operagdes T}, medidos em médule Z, tal que;
* n&o possam existir sobreposicbes de operagdes;

* uma vez que a operagao comece a ser processada, ndo possa ser interrompida para execucdo de

outra operacgao;

» todas as operagdes serdo realizadas exatamente um tdnica vez em qualquer intervalo de compri-

mento 2.

*Uma operacio qualguer s6 pode ser processada na mdquina associada a ela
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Exemplo de um Job Shop Ciclico
Ciclo1 Ciclo 2 Ciclo 3 Ciclo 4 Ciclo 5
" A A A A Al A A A LA A Al A A Al a
4 5 3 |9l | 5| 3|s] |5Bjale 51 3 |9 51 3|9
3k A Al A A A A A A A, Al
o z 7 2 _ 7! 2 _ 7| 2 7 2 7
-5 - - - halind
o
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1 8] 6 1 gl s 1 81 6 1 8| 6 1 8| 6
4 b A A A A
4 4 4 4
O 32 &4 96 128 180

Tempo [min}

Figura 2.1: Exemplo de um Job-Shop Ciclico

Note-se que cada execugdo de uma operacdo ¢ pode ser associada a algum nimero de ciclo. Assim
como pode ser visto na figura 2.1, a primeira execuco da operagio 1 aparece no ciclo 1, a segunda
aparece no ciclo 2, assim por diante. A varidvel de contrabalanceamento de ciclo O; mede a diferenca
entre o nimero de ciclo da operagao 7 e o nimero de ciclo de sua operagao sucessora s;, em vm job
especifico. Assim o contrabalanco de ciclo varia entre os nimeros 0, 1 e 2, logo O; < 2.

As notagoes e as variavels de decisio utilizadas na formulacio de Rao (1992) sdo descritas a seguir:

s N : conjunto das operacdes do job;

1,7,n : indices das operagdes associadas ao job;

o M : conjunto de miquinas;

e m, s : indices das operacgbes associadas s méaquinas;
e 7n; : lnica miquina capaz de processar a operagao i

¢ 35; : unico sucessor da operacio

), : conjunto de operactes associadas a maquina m;

e o; @ sucessor imediato da operacio ¢ na maquina my;
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e p; : tempo de processamento da operacio 4

» £ : comprimento do cicle;

» X;; : supondo m; = m; esta varidvel estd associada ao sequenciamento das tarefas 7 e 7 na
ij P ¥ 7

maquina correspondente sendo definida por:

1 sem; = m; e 1 precede imediatamente j na maquina (j = gi);

Xij = o
0 caso contrdrio (§ # oy).

® O; : equilibrio do ciclo, eycle offset, entre as operagdes 7 e s; do mesmo job.

0 se s; é inicializado no mesmo ciclo que a operacio i,

O; =14 1 ses; é inicializado no ciclo seguinte relativo ao inicio da operacio i

2 caso contrario.

L; : um indicador para a operagao considerada a dltima do ciclo na maquina.

I 1 sei éaultima operagio da méquina m; no ciclo;
2‘ =
0 caso contrério.

t; : tempo de inicio de execugio da operacio i;

e T3 t; mod Z 3%

b

O problema tem como objetivo minimizar o periodo Z e seu conjunto de restrigbes é definido da

seguinte maneira:

» Para satisfazer a ordem de precedéncia especificada, utiliza-se:

T, ~-T2pi—-0;Z i=1,...,N -1

» Para garantir a ndo sobreposicio de tarefas em um maquina qualquer, utiliza-se:

Ta'i_T?i ,.>.., pI_L’tZ izls'-':N':

2 L

€0,

i

)
m
=

52 mod b =resto da diviso de a por b

(2.1)

(2.2)
(2.3)




2. Problema de Escalonamento Ciclico 9

e Para que ndo haja subseqiiéncias ciclicas utiliza-se a restricdo a seguir e que é melhor explicada

no Anexo A:

> Xi<IS|-1 V5, SCOnm0,+#6, YmeM. (2.4)
(i,5}€8

e O seguinte conjunto de equacdes sera utilizado para garantir a unicidade de predecessor e sucessor

das operac¢des associadas 3 mesma maqguina:

> Xy o= 1V, (2.5)
LM
Z Xy = 1 Vi (2.6)
j:mjmm,-

¢ Determina-se que 0 job seja inicializado no tempo 0, que os tempos de inicializacio de todas as
tarefas sejam sempre positivos e medidos com relagio ao periodo Z, isto ¢, médulo Z, e por @ltimo

que o ciclo seja estritamente positivo:

T, = 0. (2.7)
L > 0, Vi (2.8)
T, < Z. Yi (2.9)
Z > 0. (2.10)

O conjunto de varidveis combinatériais (X;;, O; e L;} caracterizando um escalonamento ciclico é
denominada estrutura de precedéncia ciclica (Roundy, 1992).

Na restricdo 2.2, o; é desconhecido e assim pode-se reescrever essa equacdo em termos das varidveis
X;j como segue:

Tk - Tz = D LzZ — (I —Xik)B, V%Vk 75 z',mk = m;. (2.}1)

Deve ser observado que desde que Z, O; e L; sdo varidveis, as restricées 2.1 e 2.11 sio nio lineares.
Estas equagdes podem ser facilmente linearizadas, usando-se técnicas de programacio inteira, sem que
haja a perda do valor 6timo do problema. Pode-se associar a variavel O; = {0,1,2} a uma soma de
duas varidveis bindrias, isto é:

O0;=07+0¢ 1=1,...,N.
E o seguinte conjunto de restri¢des serd proposto:

T, -1, > pi—(OF+09)B i=1,...,N~1, (2.12)
Tsi“Ti = pi—ZwOS:B ’i=1,...,N-—1; (213)
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Ty~-T 2 po—Z—-0YB i=1,...,.N—1; (2.14)
Ty —T; > pi—2Z i=1,...,N—1; (2.15)
O; = Of+0¢ i=1,....N. (2.16)

Este conjunto corresponde a todas as combinagdes possiveis entre duas operagies na mesma maquina,
assim se O; = 0 entdo OF = OY = 0 e a restricio 2.12 corresponderd a equacio 2.1 e as outras restrigdes
neste caso estardo satisfeitas; se O; = 1 entdo ou OF = 1 ou OY = 1, assim ou a restricio 2.13 ou a
restricao 2.14 corresponderd a equacdo 2.1 isto faz com que as outras restricoes estejam satisfeitas; e
se O; = 2 entdo OF = 0¥ = 1, e a restricio 2.15 sers equivalente a equacio 2.1 e mais uma vez as
outras restricbes estarao satisfeitas. Portanto a equacio 2.1 pode ser substituida por este conjunto de
restricoes.

Da mesma forma a restri¢iio 2.11 pode ser substituida por:

Tk — TL Z Di - AR (1 -mXik)B, Vi,V]ﬂ # i,mk = m;, (217)
Tg‘, - Tz > P — LZB - (1 - sz)B, Vi,Vk # i,mk = m;. (218)

E a formulagdo do ECJI poderd ser reescrita de seguinte forma:

Min Z

T -1 2 pi—(OF +09)B i=1,...,N—1;
T, -T;, > pp~Z~0fB i=1,...,N—1;
T ~T =2 p—Z—-0YB i=1,... N—1;

Ty -1 > pi—22Z d=1,...,N—1;

O; = O?-}-O,b;y 1=1,...,N;
Ty ~Ts =2 pi—2Z— (1= Xp)B, ViVk#i,my =mg;
Th =T 2 pi—LiB—~(1—-Xu)B, Vi,Vk#i,m =m;. (2.19)
Z Li w1 Vm;
e
Z Xij < éS[ -1 VS8, ScC @m,@sr #= O, Y,
(i.7)e8
Do Xy o= 19
2T =N

Z Xij = 1 ¥y

Fimy=my
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T = O

T = 0, W
T, < Z ¥i
Z > 0

Esta formulacao em programacao inteira mista (MILP) foi introduzida no artigo de Rao (1992}
somente para formalizar a relagdo entre certos subproblemas e o escalonamento ciclico. Desde que
qualquer problema combinatdrio é computacionalmente dificil, quando trabalha-se com problemas de
grande porte, técnicas simples de programacio inteira sdo impraticidveis nestas circunstancias. Ainda
assim, esta programacao matemadtica pode ser facilimente estendida para incorporar outras questdes de
interesse, como, por exemplo, o problema de miiltiplos jobs distintos que serd explorado no préximo
capitulo.

Para visualizar melhor o problema discutido nesta se¢fio, serd apresentado um pequeno exemplo, que
serd modelado usando-se a formulacao proposta por Rao (1992), sua resolucio sera feita utilizando-se

o software GAMS, que é melhor explicado no Apéndice C.

Exemplo 2.1 : A tabela a seguir mostra os tempos de processamento das operacées de um job A

obedecendo uma rota pré determinada :

Job Operacio
1 2 3 4 5 6 7
A (11,2) [ (13,4) | (63) | (114) | (L) | (115) | (8.3)

Tabela 2.1: Dados do exemplo 2.1

0O objetivo é minimizar o perfodo para a repeti¢io das operagdes.

O comprimento de ciclo 6timo encontrado foi de 24 unidades de tempo (u.t.) e o escalonamento
ciclico 6timo é dado pela figura 2.2, Observe-se que a méquina 4 estd sendo totalmente utilizada, por
isso 0 comprimento do ciclo nao poderd ser menor que 24 u.t.. E ainda, os trés primeiros periodos
podem ser associados a um estado transitério que levard ao estado regular a partir do quarto perjodo,

quando entdo todas as operacdes do job irfo aparecer periodicamente no escalonamento.

“Onde (p;,m;) = (tempo de processamento da operacio i, miquina associada a operacdo i)
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Grafico de Gantt

Resolucdo Através do Modelo de Rao (1992)
Ciclo 1 Cicla 2 Ciclo 3 Ciclo 4 Ciclo 5
5H A A A CA A
6 | 6 i s | LT S & | .
ak A A A A A A A A, A A
2 4 =) & 2 4 z 4 2 4
[4s]
=
£ —— - R - - - e _ ——— -
B ala A A A A A A A A A
= 3 | 7 2 . F_iiHsl 7 3 . 7 i |is 7
A A A A A
2 L D 1 L 1 L 1 _ 1
" ; : : ]
O 24 48 72 96 120

Tempo [min]

Figura 2.2: Solugdo 6tima de um Job-Shep Ciclico de Jobs Idénticos

2.2 Modelagem do Job-Shop Recorrente (JSR)

Hanen (1994) em seu estudo sobre escalonamento ciclico, propds uma formulagio em Programacao
inteira mista para o problema de escalonamento ciclico com recursos disjuntivos® e que denominou
job-shop recorrente {JSR).

Como qualquer problema de escalonamento ciclico, o job-shop recorrente é caracterizado por um
conjunto de tarefas genéricas, que sdo executadas infinitas vezes. Estas tarefas sao nao-reentrantes, isto
¢ duas ocorréncias de uma tarefa genérica nio se sobrepdem.

O conjunto de tarefas genéricas é denominado por 7 = 1,...,n e seus tempos de processamento por
pi; ¢ € T A k-ésima ocorréncia da tarefa 1 é denotada por <4,k >, e o conjunto I = {< i,k > i€ T}
é chamado de iteracao k.

Seja um escalonamento S que atribui um tempo de inicio t(i, k) € R para cada ocorréncia < ik >,

O tempo de ciclo a(S) de S é o comprimento de iteracdo médio, isto é:

a(S) = lim mdzier{t(i, k) + p;}

ko0 k ’

*Qualquer seqiiéncia de processamento das tarefas associadas a um recurso é factivel.
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e o fluzo 7(S} de S € definido como 7(S) = 1/a(8).

Um escalonamento S € periddico com periodo « se para cada tarefa genérica i,
i k) =t +ax*k, (2.20)

onde t; = t(3,0).

Note que o conjunto S, = {t; € Ry | i € T} chamado escalonamento genérico, e o periodo o
definemn completamente um escalonamento periédico, se t; satisfizer a equacdo 2.20. Além disso, o é
denominado tempo de ciclo de 5.

Seja M = 1,...,m o conjunto de méaquinas especializadas® do JSR. Cada tarefa genérica é, a
priori, alocada para um dado processador e T; denota um conjunto de tarefas genéricas atribuidas ao
processador j. Inversamente M; é o processador atribuido a tarefa <.

Uma restri¢ao conjuntiva genérica € uma quadrupla (4, 7,1, k), onde { e j sdo duas tarefas genéricas,
[ é um ndmero natural e A é um inteiro. Um escalonamento ciclico S satisfaz a restricio conjuntiva
(4,7,1,h) se para qualquer nimero natural k, ¢(j,k + h) > t(i,k) + 1.

O conjunto de restricoes conjuntivas de um JSR pode ser modelado por um grafo de precedéncia
generalizada chamado de grafo conjuntivo. Os vértices desse grafo sio as tarefas genéricas. A restricio
(4,7,1,h), é modelada por um arco de 7 para j e denotada por e;; com dois valores: seu comprimento
e sua altura h, assim o conjunto dos arcos serd E = {e;; | 1,7 € T'}.

G = (T, E) denota o grafo direcionado de restri¢des conjuntivas; L : E ~+ N denota a funcio
comprimento e H : E —» Z denota a fungao altura nos arcos de . Note que o comprimento de um

arco é nio-negativo, mas a altura pode ser negativa.
Para um melhor entendimento as notagoes e varidveis de decisao utilizadas na formulacio de Hanen

(1994) sido listadas a seguir:
e T : conjunto das operacdes do job;
+ z: comprimento do ciclo;

i,7,n : indices das operagdes associadas ao job;

* g;; - arco de ¢ pata j que estabelece a relagdo de precedéncia entre as operagdes ;

E : conjunto dos arcos e;;;

M : conjuntc de maquinas;

* m,s : indices das operagdes associadas 4s maquinas;

*Uma operagio qualquer sé pode ser processada na mAaquina associada a ela
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e m; : Unica mdquina capaz de processar a operaco i
e T, : conjunto de operagdes associadas a miquina s;
* p; : tempo de processamento da operacio i

o L., : valor natural que pode ser escrito como I;; e que serd definido a seguir:

I p:  se i precede j no sequenciamento do job
§= -
0 caso contririo.

s H,, : altura de recorréncia entre as operagdes i e j e que pode ser escrita como hij;

e K(i,j) : supondo m; = m; esta varidvel estd associada ao sequenciamento das tarefas i e 7 na maguina
. P i J q

correspondente;
* {; : tempo de inicio de execucio da operacéo i;
o u; b/ oz
e 7 : fluxo do sistema equivalente a 1/z;

O conjunto de restricdes do problema de job-shop recorrente, que tem como objetivo maximizar o

fluxo 7 é o seguinte:
e para satisfazer a ordem de precedéncia especificada, utiliza-se:

Uj — Uy = 7L, — He,-j Vei; € E;

Et‘j

pode-se substituir a fun¢do L de comprimento do arco, pelo tempo de processamento das tarefas
pi (Hanen, 1994):
uj —u; 2 Tpi; — hy; Ve € By (2.21)

¢ Para garantir a nao sobreposicio de tarefas em um maquina qualquer, utiliza-se:

uj—u; = Tp;— K(i,j) VseM, Vi jeT, (2.22)
K@) +KGi) = 1 VseM, Vi, jeT, (2.23)
K(i,j) € Z, VvseM, VijeT., (2.24)

» Os tempos de inicio das tarefas genéricas devem ser positivos e o fluxo estritamente positivo,

assim tem-se:

wi = 0 Vi, (2.25)
T > 0, (2.26)




2. Problema de Escalonamento Ciclico 15

Pela definicbes dadas nesta secdo, sabe-se que z = 1/7 e { = u/7 = uz, assim a formulacio do JSR

poderd ser reescrita de seguinte forma:

min z

ty — 1

v

P — hijz Vei}- e E,

ti—t; > pi—k(i,j)z VseM, Vi jeT,

k(7Y +k(j5) = 1 VseM, Vi jeT, (2.27)
t; = 0 Vi,
z = 0,

k(i,j) € Z VseM, ¥ijeT,,

Para visualizar melhor o problema discutido nesta secio , o mesmo exemplo apresentado na secio
anterior serd modelado usando-se a formulacio proposta por Hanen (1994) e sua resolucio sers feita

utilizando-se o software GAMS, que sera melhor explicado no capitulo 4.

Exemplo 2.2 : A tabela a seguir mostra os tempos de processamento das operacées de um job A4

obedecendo uma rota pré determinada 7:

Job Operacéo
1 2 3 4 5 6 7
A 1 (1L,2) | (134) | (6.3) | (114) | (1,1) | (11,5) | (8,3)

Tabela 2.2: Dados do exemplo 2.2

O objetivo é minimizar o periodo para a repeticio das operacoes.

Como foi visto nesta se¢do, o conjunto de restri¢bes conjuntivas de um JSR pode ser modelado por
um grafo de precedéncia generalizada chamado de grafo conjuntivo, onde os vértices desse grafo serdo
as tarefas genéricas. Assim este problema também pode ser modelado através do grafo mostrado na

figura 2.2.

"(pi,m:) = (tempo de processamento da operagio i, maguina associada a operacio i}
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Figura 2.3: Exemplo de um Grafo de Job-Shop Recorrente

Para o modelo JSR é necessirio estipular-se a priori a altura de recorréncia entre a primeira e
a ultima operagao. Por isso, este exemplo foi resolvido para dois casos, cada caso com uma altura
de recorréncia diferente ( h=3 e h=4 ). No primeiro caso, com h=3, o comprimento de ciclo étimo
encontrado foi de 27,5 unidades de tempo (u.t.) e o escalonamento ciclico étimo é dado pela figura
2.4. No segundo caso, pode-se notar pela figura 2.5 que ao estipular que a altura de recorréncia entre a
primeira e a ltima operagao fosse igual a 4, encontrou-se 0 mesmo comprimento de ciclo étimo e wm
escalonamento ciclico 6timo equivalente ao da se¢do anterior resolvido pela formulacio de Rao {1992).

Pode-se observar ainda que a miquina 4 estd sendo totalmente utilizada, por 1ss0 ¢ comprimento

do ciclo ndo poderd ser menor que 24 u.t..
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Grafico de Gantt

Resoclugc&c Dada Através do Modelo de Hanen(1994) corm H=3
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Figura 2.4: Exemplo de um Job-Shop Ciclico de Jobs Idénticos com H=3
Grafico de Gantt
Resolugiio Através do Modelo de Hanen {(1994) com H=4
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Figura 2.5: Exemplo de um Job-Shop Ciclico de Jobs Idénticos com H=4
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2.3 Comparacao entre os dois modelos

Como dito anteriormente o objetivo deste trabalho é modelar um problema de Job Shop Ciclico
com Jobs Distintos, assim pesquisou-se, na literatura, modelagens que pudessem ser usadas para este
fim. Os modelos ECJI (Rao, 1992) e JSR (Hanen, 1994) foram escolhidos por terem caracteristicas
semelhantes ao problema discutido neste trabalho, tais como: operages com tempo de processamento
fixo, maquinas especializadas e recursos disjuntivos. O diagrama 2.6 mostra as principais caracteristicas

de cada modelagem.

Job Shop
Ciclico \
I Modelagem de Rao l I Modelagem de Hanen I
¥ ¥
Escalonamento Ciclico de Job Shop Recorrente
Jobs 1dénticos Min 7= £
Min Z= (T) et Min Z=R9
’SI% eczn t € FCZR
- tempo de inicio da - tempo de inicio da
operacgio T operagdo t
- equilibrio do ciclo o Ei - Comprimenta entre
- eliminagao de Operagoes N
subciclos X - altura de recorréncia
entre operacoes H

Figura 2.6: Caracteristicas dos modelos

As principais diferencas entre os dois modelos observando-se as se¢des 2.1 e 2.2 € 0 diagrama 2.6
sao listadas a seguir:

» tempo de inicio das operagSes medidos de forma diferente;

* a modelagem do JSR usa a altura de recorréncia entre operagdes como wm dos atributos das

operag0es, porém este atributo nio tem correspondéncia direta na modelagem do ECIL;
¢ a foripulagdo do ECJI possui uma maior quantidade de equagdes que a do JSR;

* a formulacio do JSR contem varidveis inteiras, enquanto a do ECJI possui apenas varidveis

bindrias.
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Estes dois modelos ndo tratam do caso de jobs distintos, assim no préximo capitulo serdo feitas

modificactes nos modelos para se adequarem a este caso.

2.4 Qutras Modelagens

Alguns artigos na drea de escalonamento ciclico, apesar de ndo serem usados diretamente neste
trabalho, merecemn uma atenc¢do especial. Assim o objetivo desta seclio é apresentar um breve resumo
destes artigos.

Foi proposta por Dauscha et al. (1985), uma formulagio para problemas de escalonamento periédico
similar aos modelos de Hanen (1994) e de Rao (1992). Lidando com atividades de duracio fixa sujeitas
a restricdes com uma distancia de tempo minimo entre seus tempos ordenados de ativacio, ocasionou
ordens de precedéncia ciclica. Como ferramenta matemdtica foram usados “tipos de seqiéncia ciclica”,
expressando-se o nimero de periodos necessdrios para cumprir qualguer conjunto ciclico dade de ati-
vidades em uma ordem pré-estabelecida. Depois derivou-se algumas propriedades interessantes desses
tipos de seqgiiéncia ciclica, além de uma condigdo necessiria e suficiente para garantir a existéncia de
um escalonamento periddico. Um métode para construir escalonamentos periédicos foi apresentado, e
além disso, o problema global de achar um escalonamento ciclico admissivel provou-se ser NP-completo
e foi formulado como um problema de programacao inteira mista com varidveis bindrias. Uma ap-
licacdo para um problema simples relativo a um sistema de trafego leve, operando periodicamente, foi
minuciosamente estudado.

Song & Lee {1998) estudaram o problema de escalonamento para o caso geral de job-shops ciclicos
com blogueio, onde cada maquina possuia um buyffer de capacidade finita. Assim desenvolveram modelos
em Redes de Petri para os shops, analisando os casos de buffers sem capacidade e com capacidade finita
e infinita, depois propuseram uma politica de controle de buffer sequencial, fazendo com que os jobs
fossem colocados no buffer de uma determinada méquina em uma seqiiéncia especificada. Em seguida,
mostraram que se o modelo de escalonamento de um shop ciclico com buffers finitos adotasse esta
politica de controle de buffer, este modelo poderia ser transformado em um de escalonamento de shop
ciclico sem buffer, e ainda poderia ser modelado como um grafo marcado temporizado. Caracterizou-
se, ainda, propriedades estruturais para a deteccdo de impasse (deadlock). E foi entdo apresentado
um modelo em programacio linear inteira mista para achar um escalonamento livre de impasses que

minimizaria o tempo de ciclo.




Problema de Job-Shop Ciclico de Jobs

Distintos

Este capitulo trata de um problema de escalonamento ciclico com jobs distintos e fluxo reentrante,
denominado aqui Job-Shop Ciclico .

Como qualquer problema de escalonamento ciclico, o Job-Shop Ciclico {JSC) se caracteriza por
um conjunto de operagdes que 530 processadas infinitas vezes. Assume-se que o conjunto de todas as
operagdes, pode ser particionado exaustivamente em sub-conjuntos disjuntos e mutuamente exclusivos
chamados de jobs (Conway et al.,1967). Cada job consiste, entdo, de um conjunto de operacdes que
devem ser realizadas em alguma ordem. Assume-se que os atributos das operagdes incluem a associacio
a uma Unica maquina (mj;), tempo de processamento fixo (py;), somente um tnico sucessor no job
(s7:), uma vez que a operagio comegou a ser processada nio pode ser interrompida para execugio de
outra operagio, e ainda, as operagdes sdo nao reentrantes!. A k-ésima inicializacio e execucio de todas
as operacdes de um job sera tratada aqui como a k-ésima iteracdo do job.

Define-se neste trabalho que o tempo transcorrido entre a inicializacfio da primeira operacdo e o
término da execugao da tltima operacdo de um job serd chamado de comprimento do job. O compri-
mento minimo de um job serd dado pela soma dos tempos de processamento de todas as operagdes
deste job. Define-se também que o menor inteiro maior ou igual que a razio entre o comprimento do

job e o comprimento do ciclo serd tratado por largura do job. Assim tem-se:

comprimento do job '!

largura = { - ;
comprimento do ciclo

Logicamente como o problema é periddico, a largura de um job ¢ tinica, a partir do instante que se
determina um escalonamento ¢iclico.

Como este trabalho lida com jobs distintos, com comprimentos minimos distintos, o comprimento

L As operaches ndo se sobrepdem.
perac P
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e a largura dos jobs pode variar muito, assim é necessirio haver um controle de largura. O exemplo a

seguir ilustra melhor esta idéia.

Exemplo 3.1 : Sejam trés jobs, A, B e C, com 5, 10 e 9 operagdes respectivamente, obedecendo

uma rota pré determineda descrita pela sequinte tobela 2:

Job Operagéo

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A 1L 1 (63) | (151) 1 (24) | (1L,1) 1 () (-) () () ()
(12,1) | (11,5) | (9,3) | (3.4) | (10,3) | (12,1) | (15,5) | {(8,3) | (3,2) (14,5)
C (6,3) | (13,5) | (6,3) | (3,4) | (93) | (1.4) | (42) | (151) | (4,2) ()

3

Tabela 3.1: Dados do exemplo 3.1

Este problema serd modelado usando-se a formulagio ECJD que serd vista mais adiante na secio
3.2 e sua resolugao serd feita utilizando-se o software GAMS, que serd melhor explicado no capituloc 4.

O objetivo é minimizar o periodo para a repeticdo das operacbes.

O periodo étimo sem o controle de largura é de 76 unidades de tempo e o escalonamento étimo
desse caso € mostrado através do gréifico de Gantt apresentado na fig. 3.1:
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Figura 3.1: Exemplo de um Job-Shop Ciclico Sem Controle de Largura

*Onde (pi,m:) = (tempo de processamento da operacio i, méaquina associada & operagio i)
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As setas indicam o comprimento dos jobs A e B, assim pode ser notado que qualquer iteracdo do
job B permanece no sistema por um periodo bem maior que qualquer iteracio do job A, o que poderia
ser natural visto que B tem uma duragdo minima de 97 u.t., enquanto A tem uma de 45 w.t.. Usando-se
a restricao de controle de largura, para que cada instincia de qualquer job tenha largura méxima igual
a 2 ciclos, pode-se verificar na figura 3.2 que a cada 2 ciclos alguma iteracio dos jobs A, B e C é
finalizada, sendo que o periodo 6timo continua a ser de 76 unidades de tempo.
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Figura 3.2: Exemplo de um Job-Shop Ciclico Com Largura < 2

Um atributo, que apresenta uma forte correspondéncia com a largura, é o da altura de recorréncia
entre operacoes, tanto em relacio as insténcias de um tnico job (Hanen, 1994), quanto em relagio aos
jobs distintos. A altura de recorréncia entre duas operacesi e 7 € melhor descrita através da equagio
tik+h = tig + pi, b € Z, para qualquer nimero natural k. Assim a h-ésima recorréncia da k-ésima
ocorréncia da operagdo j s6 pode ser inicializada apds o término da k-ésima ocorréncia de 1. Usando
esta defini¢éo , serd estudado neste trabalho o comportamento dos modelos ECJI ¢ JSR modificados,
propondo-se alguns valores de altura de recorréncia entre a primeira e a Ultima operacdo de cada job,
e também entre os jobs visando garantir ¢ equilibric na producio dos jebs distintos.

Ainda pela definicdo |, a altura de recorréncia no job pode ser dada por um mimero fixo que limita
a quantidade de instincias de um mesmo job que podem ocorrer no mesmo ciclo. Assim, enguanto

a largura limita superiormente a quantidade de ciclos utilizados para a finalizacio de cada iteragio
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de um job, a altura de recorréncia de um job limita superiormente a guantidade de instincias que
podem ocorrer num mesmo periodo. A figura 3 ilustra melhor esta idéia, mostrando um exemplo
com 3 jobs distintos e altura de recorréncia igual a 2, e com uma solucio factivel. Como pode ser
notado, cada iteragio dos jobs 1, 2 e 3 leva dois ciclos ou menos para ser finalizada, isto corresponde
a estabelecer-se uma largura igual ou menor a 2. Esta correspondéncia entre largura e altura torna
possivel a equivaléncia entre os modelos escalonamento ciclico de jobs distintos e job shop recorrente

adaptado e que serd vista mais adiante neste capitulo.
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Figura 3.3: Exemplo de um Job-Shop Ciclico Com Altura de Recorréncia igual a 2

Como foi visto no capitulo anterior o JSR é caracterizado por um conjunto de tarefas genéricas que
s&o executadas um numero muito grande de vezes e Hanen (1994) em seu estudo modelou um conjunto
de restri¢des conjuntivas genéricas de um JSR através de um grafo de precedéncia generalizado chamado

de grafo conjuntivo e através desta modelagem propds um controle de fiuxo, charmado por ela de altura
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de recorréncia. O JSR também foi modelado como um problema de programacio linear inteira mista,
onde para garantir a nao sobreposicio de operacdes na mesma méquina foi utilizada uma equacio com
varidveis inteiras. Esta restricao deixou a modelagem menos robusta que a proposta por Rao ( 1992).

Rao(1992) em seu estudo do ECJI modelou-o como um problema de programacio inteira mista,
sendo que as varidveis da formulacio foram decompostas em 2 conjuntos; um conjunte combinato-
rial, chamado de estrutura de precedéncia ciclica, caracterizando todas as relacdes de precedéncia
entre operagbes em um escalonamento ciclico, e um conjunto de varidveis continuas de momento de
producio, caracterizando os tempos de inicio das operagdes e o comprimento do ciclo. Esta estrutura
de precedéncia ciclica nio estabeleceu nenhum controle de fluxo, exceto o relativo a ndo sobreposicio de
operagOes ern uma maquina, por isso serd necessario acrescentar restricdes para fazer o controle através
da altura de recorréncia e isto podera ser realizado utilizando-se a largura do job.

Nenhuma das modelagens (Rao, 1992 ¢ Hanen, 1994} tratou do caso de jobs distintos, por isso existe
uma necessidade de estabelecer-se uma relacio entre os jobs, que serd definida aqui neste trabalho e
sera chamada de altura de recorréncia entre jobs.

Assim o problema de job-shop ciclico de jobs distintos pode ser modelado através de adaptagoes
feitas &s formulagtes do problema de job-shop recorrente (Hanen, 1994} e do problema de escalonamento
ciclico de jobs idénticos (Rao, 1992). Apesar destas mudancas a resolugio de qualquer problema de job
shop ciclico com jobs idénticos ndo serd diferente da resolugdo feita pelo modelo nio alterado, a nio
ser no caso do controle de largura e que pode ser verificado na secdo 3.2. A equivaléncia destes dois
novos modelos serd mostrada no capitulo 6.

Estes dois novos modelos tem como objetivo minimizar o perfodo z e que equivale a maximizar o

fluxo 7, e serdo apresentados em seguida.

3.1 Simbologia

3.1.1 Notagao

Os seguintes simbolos serdo utilizados nesta dissertacio :

M — conjunto de maquinas;
m,s — Indice de miquina 1 < m < card(M);
Q,, — conjunto de operagdes associadas a uma maquina;
J — conjunto de jobs;

J,Q@ — indices relatives a jobs 1< J,Q < card(]);
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3.1 Simbologia

8Jq
Dr

lgj.7i

Lriqi

— conjunto de operagdes de um job J;

~  indices de operacbes associadas a um jobJ 1<4,j,n< card{J);

— tunica miquina capaz de processar a operacio i do job J;

— sucessor imediato da operacio ¢ do job j na miquina m;, onde o5; = Q7;
— tnico sucessor da operacdo ¢ no job J;

— tempo de processamento da operacio ¢ do job J.

— valor natural dado por:

.
psi se J =@ ese i precede j no sequenciamento
do job ;

1 se Jie (Jj representam a relacio de altura

de recorréncia entre jobs.

\

— valor constante .

— altura de recorréncia da operagao i do job J;
H sei=card(J), H € N;

& caso contrario.

3.1.2 Constantes

B

~  limite superior do ciclo;

n - estimativa geral para a quantidade de operagdes associadas is miquinas.

3.1.3 Variaveis de Decisao

trs
Ty

L1i,Qj

rriQ; =

O

Orn =

L

tempo de inicio de processamento da operacio i do job J;
t7; mod z;
varidvel binaria que indica a seqiiéncia das operactes de uma mesma, maquina;
1 se my; = mg; e i precede imediatamente j na maquina (Q7 = o;);
0 caso contrario (Q7F % oy;).
indica a posigdo com relagio ao ciclo, eycle offset, entre as operagoes 7 e 5; do job J;
0 se s; & inicializado no mesmo ciclo que a operacéo 1,
1 se s; ¢ inicializado no ciclo seguinte relativo ao inicio da operacio 1,

2 caso contrario.

indica a Gltima operacio a ser inicializada no ciclo em uma maguina;
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I 1 se Ji é a Gltima operacio da mdquina my; no ciclo;
Ji =
0 caso contrario.

k(Ji,Q4) : varidvel inteira;

3.2 Alteracoes nos modelos para satisfazer as especificagoes do pro-

blema
e Job-Shop Recorrente Adaptado (JSRA)

O job-shop recorrente adaptado pode ser representado como um grafo genérico, mostrado na fi-
gura 3.2, onde os vértices representam as operagbesdo job, os arcos conjuntivos entre as operagoes
do mesmo job representam a estrutura de precedéncia e os arcos disjuntivos entre os jobs repre-
sentam a conservac¢do da altura de recorréncia, estes tltimos tendo por finalidade estabelecer um
equilibrio na produgéo dos jobs ao longo do tempo, os valores sobre os arcos (l;;, hi;} representam
respectivamente o comprimento entre operagdes e a altura de recorréncia entre operagdes (3.1).
A relacao entre as operagdes de uma mesma maquina nio serdo mostradas neste grafo. Este grafo

maodela o problema descrito no exemplo 3.1.

Figura 3.4: Exemplo de um Job-Shop Ciclico

O seguinte conjunto de restri¢des adicionais do modelo apresentado por Hanen (1994), descrito

na Segdo 2.2, é proposto para solucionar o Problema de Job-Shop Ciclico:




3.2 Alteracdes nos modelos para satisfazer as especificactes do problema

— Cada job consiste de um conjunto de operacdes que devem ser realizadas em alguma ordem.
Assim estabelecida esta ordem pode-se sugerir um escalonamento ciclico, estabelecendo-se
os tempos de inicializacdo de cada operacdo, de acordo com esta ordem de precedéncia;
entdo com a periodicidade surge uma relacdo de pseudo-precedéncia entre a primeira e a
ultima operagdio do job. Pode-se explicitar esta pseudo-precedéncia determinando que a
k-ésima iteracdo da dltima operagio do job J, seja finalizada até a inicializacdo da (k-+h)-
ésima. iteragdo da primeira operacio deste job, onde J é um job qualquer e h é um nimero
inteiro. Estas duas relacGes, precedéncia e pseudo-precedéncia, podem ser representadas pela

seguinte equagao:
tij—tr 2 Lpgi—hpz Yi,j€Q0; VJeL
E pela definicio de L j; 5; pode-se fazer:

tig ~tn 2 pr—hpz Vi, j€Q; vJel (3.2)

Esta relagdo de pseudo-precedéncia é chamada neste trabalho de altura de recorréncia do
job.
— O conjunto de operagdes associadas a uma determinada méiquina obedece a um certo es-

calonamento parcial gerado na resolucdo do problema, porém é necessirio garantir a nao

sobreposicao de operagdes na maquina e para isso as seguintes restricdes serdo utilizadas:

tQj -t 2 Pri— k(“h? QJ}Z VJ@, Q.? € @sa Vs e Ma (32)
B(Ji, Q) + k(Q, Ji) = 1 VJi,Qj€Q,, V¥seM, (3.3)
B(Ji,Qj) € Z V¥Ji,Qj€0,, VmeM. (3.4)

— Para se ter um equilibrio na produg@o dos jobs distintos ao longo do tempo, estipulou-se
uma altura de recorréncia entre as primeiras operagdes dos jobs distintos e que € mostrada
a seguir:

tn—~tgr2Lown—z YJ,Qel. (3.5}

E pela definicdo de L pode-se fazer:

tn—tgrzl—-z vVJ,Qel (3.6)
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Op € Z vVieQ; VvJel, (3.23)
v € N vieQ,;, vJel, (3.24)
z > (3.25)

E o conjunto de restrigoes do ECJD serd entao:

min Z
Ts;; —Ti 2 ppi~0Og2z VieQ; VJel;
T,,J1 Ty = pri—Ljz Vi€ ®sa Vs € M;

1 Vsel;

Ing
t~4
5
i

i

Vi UQjf + N (n—1)+n(Lyu+Lg;) YJi,Qi€Q,, VseM;

Z zrigi = 1 VQjieQ,, VselM;

JieQ,
Z TriQi = 1 Ve @5, Vs € M,
Qi€
Tn—Tm 2 pin—0Opmz n=card(Q;) VJel], (3.26)
k7
Z Oy < H VJe];
i=13€0;,
Z On 2 1 YJel];
i=1;760y
TJ;-TQl = 1—2 VJ,QE;H;
Ty =2 0, VieQ; vJel;
T < =z, Vie@J, VJGJ;
On < 2, YieQ; vJel;
Op € Z VieO,;, vJel:
vy, € N vieQ,; vJel;
z > 0.

Para uma melhor visualizagio serd mostrado a seguir o mesmo exemplo 2.1 do Capitulo 2

comparando-se os resultados do modelos Rao (1992) e ECJID.
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3.2 Alterag6es nos modelos para satisfazer as especificagdes do problema

Exemplo 3.2 : Serd produzido um produto contendo 7 partes que devem ser ezecutadas obe-
decendo uma certa ordem. Uma vez que uma operagdo comecou a ser executada néo pode ser
interrompida para a execugcdo de outra operagdo. Cada parte do produto é associade o uma Unica
mdquina e seu tempo de processamento € firo. O objetivo € minimizar o periodo pare o repeticdo

das tarefas.

Os dados do problema sio mostrados na tabela a seguir %:

Job Operagéo
01 02 03 04 05 06 o7
JU | (1L,2) | (13,4) | (6,3) | (11,4) | (L1) | (11,3) | (8,3)

Tabela 3.2: Dados do exemplo 3.2

Como foi visto na secdo 2.1, Rao (1992) propds um modelo para solucionar um problema de
escalonamento ciclico de jobs idénticos, e que corresponde ao problema de escalonamento ciclico
de um tnico job. E com as mudangas propostas nesta secdo, o modelo, para este caso, ficou
mais restritivo, devido ao controle da largura do job. A figura 3.5 mostra o grifico de Gantt do
problema do exemplo 2.1 resolvido através do modelo proposto por Rao (1992) e a figura 3.6 este
mesmo exemplo resolvide pelo modelo ECJD com o limite superior da largura do job igual a trés,
e que equivale a ter uma altura de recorréncia igual a trés. Note-se que o modelo ECJD foi mais
restritivo, neste caso. Porém, controlando melhor o fluxo, € possivel diminuir o tamanho do ciclo
relaxando-se o limite superior da largura, isto é, fazendo-se a altura de recorréncia ser igual a
guatro, como mostra a figura 3.7. Dessa forma o modelo ECJD encontrou o mesmo escalonamento

dtimo encontrado pelo modelo proposto por Rao (1992).

*(pi,m;) = (tempo de processamento da operagio i, miquina associada a operagao i)
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Girafico de Gantt
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Figura 3.5: Escalonamento Ciclico de .Jobs Idénticos Dado Pelo Modelo de Rao
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Figura 3.6: Escalonamento Ciclico de Jobs Idénticos Dado Pelo Modelo ECID com Hz=3
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3.2 Alteragbes nos modelos para satisfazer as especificacdes do problema

Grafico de Gantt
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Figura 3.7: Escalonamento Ciclico de Jobs Idénticos Dado Pelo Modelo ECJID com H=4
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3.3 Comparacao enfre os dois modelos

Como mostrado na se¢io 2.3 os modelos ECJI (Rao, 1992) e JSR (Hanen, 1994) téem caracteristicas
semelhantes ao problema discutido neste trabalho, tais como: operagdes com tempo de processamento
fixo, méquinas especializadas e recursos disjuntivos. A figura 3.8 mostra um diagrama das principais
caracteristicas de cada modelagem e das modelagens adaptadas.

: Job Shop
/ L Ciclico '\
[ Modelagem de Rao b | Modelagem de |
¥ k
Escalonamento Ciclico i Job Shop Recorrente
de Jobs Idénticos - Min Z= £
; in Z= (1
sh’fxm Z= (T # ] s.a )
TESCZ ] terc z®
| - tempo de inicie da I - tempo de inicio da
operagao T operagao t
" - equilibrio do ciclo O ¢ | - comprimento entre
- iminagio de . operagles o 1
suthciclos, b - almra de recorréncia
entre operagdes H
Escalonamento Ciclico 3 Job Shop Recorrenze
de Jobs Distintos . Adaptado
Min Z=f(T) — Min Z= £(1)
s.a -1 sa n
- tempo de infcio da - tempo de infcio
Operacac . T da operagao t
- eq.uﬂ‘fbno do cicle O - tempo de p
~ eliminagio de — | processamento
subciclos . X | = | _altura de recorréncia
- almﬁt_ de recorréncia entre operaghes H
entre jobs - altura de recorréncia
~ largura entre jobs

—

Figura 3.8: Caracteristicas dos modelos

As principais diferencas entre os dois modelos foram listadas pa segio 2.3 e através das modificacdes
propostas neste capitulo, para eliminar essas diferengas, conseguiu-se a equivaléncia entre os modelos,
mostrada no Cap. 6. Porém os modelos comservam as diferencas nos tipos das varidveis utilizadas
(bindria € inteira), e no proximo capitulo serd possivel perceber a influéncia dessas varidveis na resolucio

de exemplos gerados aleatoriamente.




Resultados Experimentais

4.1 Geracao Aleatéria de Instancias

Para se verificar a equivaléncia entre os modelos ECJD e JSRA foram gerados 160 exemplos de
pequeno porte, para serem resolvidos por estes dois modelos, através do Sistema Geral de Modelagem
Algébrica, GAMS, que é uma lingnagem de alto nivel para a formulacio de modelos de Pesquisa
Operacional. O solver OSL acoplado ao GAMS resolve problemas de programacio linear inteira mista
através da técnica de Branch & Bound. Para a execugéo deste software foi utilizado um microcompu-
tador AMD-KS6 IT 333Mhz ~ 32 Mbytes de RAM.

Os exemplos foram divididos em grupos de um, de trés e de cinco jobs, cada grupo com 40 exemplos.
Estipulou-se que haveria trés tipos de operacoes, as de curta, as de média e as de longa duragdo. Definiu-
se que as maquinas seriam especializadas, isto €, cada maquina seria capaz de processar apenas um tipo

de operacio, cada tipo tendo um tempo minimo e um méximo de processamento definidos a seguir:
s curta duracdo — 1 a 5 u.t,;
» média duracio - 6 a 10 u.t.;
e longa duracao - 11 a 15 u.t..

Definiu-se também um niimero miximo de méquinas igual a cinco.

No primeiro grupo, o de um job, cada exemplo é gerado contendo no minimo 5 e no méximo 15
operacOes; assim primeiro é escolhida aleatoriamente a quantidade de operagdes do job, depois é asso-
ciada, aleatoriamente, a cada operagdo, 4, uma maquina, m;, dessa forma dependendo da especialidade
da maquina, gera-se aleatoriamente o tempo de processamento, p;. Neste trabalho ficou determinado
que a qualguer operacao j, que segue imediatamente uma operacio 1, ndo pode ser associads a mesma,

maquina m;, isto €, m; ¥ m;.
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Nos grupos de trés e cinco jobs, a dnica diferenca na geracio dos exemplos é que cada job deve
conter no minimo 5 e no méximo 10 operacdes.

Na geragao aleatoria dos exemplos usou-se sempre uma distribuicio uniforme.

Observagao: Dada a grande complexidade da utilizacio do método de Branch & Bound para a
resolucdo de um problema em programacio inteira mista, foram acrescentadas inequagbes ao modelo, de
forma a explicitar algumas propriedades (Apéndice C). Estas inequacdes nao irdo restringir o problema,
mas lhe proporciondo um limite inferior melhor, fazendo com que a resolugdo do problema seja mais

rapida.

4.2 Resultados

Um dos atributos do escalonamento ciclico de jobs distintos, é a altura de recorréucia, assim para
uma melhor compreensio dos modelos ECJD e JSRA, em cada exemplo foram estudados 3 tipos de
altura de recorréncia, gerando entio 3 problemas diferentes para cada modelo, assim dados:

120 exemplos x 3 tipos de altura de recorréncia x 2 modelos = 720 problemas

Tem-se entdo 720 problemas a serem resolvidos pelo GAMS/OSL, o que torna impraticdvel querer-se
encontrar todas as solugoes dtimas. Devido a natureza combinatéria de um problema linear misto, a sua
resolugéo pode demandar um tempo grande, assim ao se utilizar o programa GAMS/OSL, estipulou-se
uma quantidade méaxima de 1.500.000 iteracdes para se tentar achar a solucio étima de cada problema.

Os problemas estéo divididos em 9 grupos, cada grupo contendo 80 problemas correspondendo aos
40 exemplos de um dos grupos de jobs, associados a uma tnica altura de recorréncia e resolvidos pelos
2 modelos. Assim os resultados podem ser divididos em 9 partes e como se quer mostrar a equivaléncia
dos modelos ECJD e JSRA, é necessario comparar os problemas que equivalem ao mesmo exemplo e a
mesma altura de recorréncia. Mas como foi estipulado um limite no nimero de iteragbes entdo serao

feitos trés tipos de avaliacio .
¢ os dois modelos encontraram uma solu¢do étima para um mesmo problema;
¢ apenas um dos modelos encontrou uma solu¢do 6tima para um mesmo problema;
» nenhum dos dois modelos encontrou uma solucdo étima para um mesmo problema.

A seguir serdo mostrados os resultados separados em 4 tabelas, cada tabela corresporndendo a um dos

grupos:

Grupo I ~ corresponde a todos os problemas com um tinico job;
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Grupo II — corresponde aos de trés jobs;
Grupo III - corresponde aos de cinco jobs.
Em cada tabela serdo mostrados os seguintes resultados:

A - corresponde a quantidade de problemas resolvidos por ambos o modelos em que foi encontrado

o mesmo valor 6timo;

B -
ECJID - Quantidade de problemas resolvidos apenas por este modelo;
JSRA - Quantidade de problemas resolvidos apenas por este modelo;
ECJD < JSRA - Quantidade de problemas resolvidos por um dos modelos usando-se o escalo-

namento 6timo encontrado pelo outro modelo;
C - corresponde a quantidade de problemas nio resolvidos por nenhum dos modelos;

D - corresponde a guantidade de problemas resolvidos por ambos o modelos em que nao foi encon-

trado o mesmo valor étimo.

Depois serao apresentados grificos onde mostram-se os resultados dos modelos através de dois tipos

de relacdo , fator de aumento e freqiiéncia onde:

e O fator de aumento faz a relagdo entre o comprimento do job, no escalonamento ciclico 6timo
calculado pelo modelo, e o comprimento minimo do job, que é a soma de todos os tempos de
processamento deste job. Portanto, o fator de aumento mostra o quanto a duracio de um job fol

estendida para satisfazer as relacbes entre os jobs do exemplo.

s A freqiiéncia faz a relacdo entre o comprimento do job e o tempo de ciclo 6timo caleulado através
do modelo. Portanto, a freqiiéncia mostra a quantidade média de iteracdes de um mesmo job que

podem estar acontecendo ac mesmo tempo.
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4.2 Resultados

Grupo I
B
Altura | A C Total
ECID | JSRA | ECID & JSRA
1 40 40
2 40 40
3 39 1 1 40

Tabela 4.1: Resultados dos experimentos de 1 Job

Grupo II
B
Altura | A C Total
ECID | JSRA | ECID « JSRA
1 13 6 2 8 19 40
2 23 14 14 3 40
3 26 14 14 40

Tabela 4.2: Resultados dos experimentos de 3 Jobs

Grupo II1
B
Altura | A C Total
ECID | JSRA | ECID « JSRA
1 3 3 37 40
2 1 9 3 12 26 40
3 2 19 2 21 i7 40

Tabela 4.3: Resultados dos experimentos de 5 Jobs
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4.3 Analise dos Resultados

Na tabela 4.2 foram mostrados os resultados dos 120 exemplos gerades para o caso de um tinico
job, & 0 que pdde ser verificado é que os dois modelos resolveram todos estes exemplos, a excecac de
um, chegande ao mesmo valor de ciclo 6timo. Este grupe de problemas difere dos demals no tocante
a restrigao de altura de recorréncia entre jobs, que aqui é desnecessdria, assim neste grupo é possivel
avaiiar o efeito da restricac de altura de recorréncia no job.

= P

Hste efeito pode ser melhor verificado nos graficos da figura 4.1, assim os dois modelos tendem a
aumentar o comprimento do job, & medida em que se aumenta o valor de 4. Porém observando-se os
graficos relativo a freqiiéncia, percebe-se que em alguns exemplos a ‘altura de recorréncia real’ do job
foi menor que a especificada no exemplo. Este ¢ o caso do exemplo 28, que sendo resolvido pelos dois
modelos teve uma fregiiéncia menor que a altura de recorréncia, e observando também o exemple 12,
percebe-se que a freqiiéncia encontrada na resclugio do exemplo com h=2 e com h=3 é a mesma, nos
dois modeles.

Zistas variagles sugerem que sxiste um limite para que a altura de recorréncia influencie na busca
de um escalonamento ciclico. Para comprovar isto os 40 exemplos foram resolvidos novamente, mag
para alturas de recorréncia maiores, isto &, A =4, h =5, h =6 ¢ h = 7. Pode-se notar pela figura 4.3
que realmente existe uma altura de recorréncia lirnitante. Para os exemplos resolvidos pelo ECJD o
limitante assume o valor 8, enquanto nos resolvidos pelo JSRA este valor é 5.

Ohservando-se os graficos de fator de aumento, tanfo na figura 4.1 quanto na figura 4.2, verifica-se
que o modelo ECJD aumenta mais o comprimento do job do que o JSRA, apesar do tamanho do ciclo
Ser o mesmo.

O caso de escalonamento ciclico de um nico job pode ser chamado de escalonamento ciclico de
jobs idénticos, e sua resolugdo pelo JSRA corresponde exatamente & resolugdo pelo modelo proposto
por Hanen (1994}, Porém a resolucdo através do ECID difere da do modelo proposto por Rao (1992)
apenas pelo controle de largura, conforme mostrado na secdc 3.2, mesmo assim, pelos graficos da figura

4.1, pode-se perceber a equivaléncia entre os modelos propostos por Hanen (1954) e Rao (1982) com

controle de largura.

Nas tabelas 4.2 e 4.2 foram mostrados os resultados dos 120 exemplos gerados para os casos de trés
e de cinco jobs distintos, respectivamente, € o que se pAde constatar € que, com o aumento do tamanho
do problema, a quantidade de problemas resolvidos por ambos 0s modelos diminuju, principalmente

em relagdo ac problema com altura de recorréncia igual 2 1. Porém é interessante observar que todos
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os problemas que foram resolvidos apenas por um dos modelos inicialmente, foram solucionados pelo
outro modelo utilizando-se o escalonamento étimo encontrado por este, 0 que demonstra a equivaléncia
destas solugoes.

Os graficos da figura 4.4 mostram a interagao entre os jobs e que pode fazer com que um job estenda
muito o seu comprimento para satisfazer a altura de recorréncia, tanto relativo ao job quanto entre os
jobs, assim observando-se os graficos de fator de aumento, percebe-se que quanto maior o A maior o
comprimento médio do conjunto de jobs dos exemplos.

Os graficos de freqiiéncia, mostram também que na maioria dos exemplos a ‘altura de recorréncia
real’ dos jobs é menor que a altura de recorréncia estipulada. Porém devido ao tamanho dos problemas,
o modelo JSRA encontrou uma dificuldade maior para solucionar os exemplos em menos de 1.500.000
iteragtes, enquanto no modelo ECJD conseguiu-se solucionar mais da metade dos exemplos. Este fato
estd fortemente relacionado com a utilizagdo de varidveis inteiras na formulacao do JSRA e de varidveis
bindrias na do ECID, e que faz com que a arvore de busca abra muitos mais nds para resolver o
problema através do JSRA (e mantenha estes nos ativos), do que para resolver através do ECJD.

Nao foram feitos graficos para o caso de 5 jobs devido a quantidade menor de resultados dtimos
conseguidos decorrente do aumento do tamanho do problema.

A necessidade de arbitrar valores para as constantes B e n no modelo ECJD, fez com que as re-
solugdes dos problemas, através do GAMS/OSL, dependessem destes valores. Assim para o mesmo
problema poder-se-ia ou conseguir uma solucdo em poucas iteragdes ou nédo conseguir solucionar o pro-
blema nem em dez milhdes de iteragdes. Mas como n&o foi possivel realizar um estudo mais aprofundado
a esse respeito, contou-se, um pouco com a sorte, um pouco com ¢ bom senso, para se encontrar as
solugbes dos problemas mais complexos. E preciso observar ainda que, a utilizacho de uma restricio de
nao existéncia de sub-ciclos diferente da sugerida por Rao (1992), nao comprometeu os resultados dos
problemas.

Na resolugio do modelo JSRA, como foi observado anteriormente, na maioria dos problemas a
quantidade de nds abertos na arvore de busca foi maior que a do ECJD, isto porque o JSRA usa
varidveis inteiras, enquanto o ECJD usa varidveis bindrias. E por causa dessa diferenca o JSRA sempre
conseguiu uma solugdo factivel para o problema em poucas iteragdes, porém alguns exemplos ndo
conseguiram atingir o limite de iteracoes, por limitacdes na capacidade da memoéria do computador.

No caso de um tinico job, o tempo médio de resolugio foi de um minuto e apenas um 1inico exemplo
do modelo JSRA n#o obteve solucdo 6tima. Este exemplo demorou 4 horas para completar o limite

mdximo de iteragoes.
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No caso de trés jobs, os exemplos do modelo ECJD que nio obtiveram solucdo Stima tiveram uma
duragdo média de 4 horas para completar o limite maximo de iteracdes e os exemplos do modelo JSRA,
uma duracio média de 6 horas.

No caso de cinco jobs, os exemplos do modelo ECJD que nio obtiveram solugdo Otima tiveram
uma duragdo média de 12 horas para completar o limite méximo de iteracdes e os exemplos do modelo
JSRA, uma duracido média de 18 horas.

O maior interesse desses experimentos era verificar a equivaléncia dos modelos, por isso, foram
resolvidos problemas de pequeno porte através de um método exato, o Branch & Bound, através da

utilizacdo do programa GAMS/OSL.




Estudo de Caso

Neste capitulo serdo mostrados dois exemplos do problema de escalonamento ciclico, a fim de uma
melhor compreensdo e visualizacio do problema. Considera-se um job como sendo um conjunto de
operacdes que devem ser realizadas em alguma ordem.

O primeiro exemplo, extraido do artigo de Groth & Santos-Mendes (1997}, tratard de um caso de
trés jobs, onde os conjuntos de operagdes dos jobs tem a mesma quantidade de elementos (operacdes);
e no segundo exermplo ser tratado um caso de trés jobs, porém com os conjuntos de operagoes contendo

quantidades de elementos diferentes.

Exemplo 5.1 : Serdo produzidos trés produtos, cade produto contendo seis partes que devem ser
ezecutadas obedecendo uma certa ordem. Cada parte do produto € associada a uma tnica mdguina e
seu tempo de processamento € firo. Pode-se associar: produto a job, e parte do produto a operacdes.
Cada mdguina processard apenas uma Unice operacdo de cade job, portanto a cada mdguina serdo
associadas exatamente frés operacdes. Uma vez que uma operagdo comegou a ser executada ndo pode

ser interrompida pare o erecu¢do de outra opera¢do na mdquina.

Os dados do problema sao mostrados na tabela a seguir *:

Job Operacao

01 02 03 04 05 06
JU | (34) | (82) | (9,5) | (10,3) | (8,6) | (8.,1)
J2 1 (7.5) | (9,6) | (10,2} 1 {2.3) | (4,4) | (5,1)
J3 1 (84) | (10,6)  (3,2) | (6,3) | (2,5) | (10,1)

Tabela 5.1: Dados do exemplo 3.1

pi,m;) = (tempo de processarmento da operagio 7, mdquina associada & operacio ¢)

47
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O objetivo é maximizar o fluxo do sistema, ou respectivamente, minimizar o perjodo para a repeticio
das tarefas.

O problema serd resolvido pelo programa GAMS, de duas maneiras, uma utilizando o modelo
JSRA e a outra o ECJD. Os resultados serio mostrados em forma de carta de Gantt, geradas pelo
software MatLab através dos arquivos de saida do GAMS. Nas cartas, as linhas verticais representam
o ciclo 6timo, as linhas pontilhadas horizontais as méquinas e as setas mostram a duragio de uma
instancia de cada job distinto.

E necessario ressaltar que as cartas de Gantt mostram apenas alguns periodos de tempo, assumindo-
se que a solugéo obtida estende-se por todo o dominio do tempo.

O maior interesse deste trabalho é encontrar o estado regular 6timo do sistema de acordo com
as restri¢cdes fisicas e de fluxo. Pode-se verificar pela figura 5.1 que ao estabelecer-se uma altura
de recorréncia igual a 1 o comprimento do ciclo é maior que os outros casos, com h = 2 e h = 3
mostrados nas figuras 5.2 e 5.3 respectivamente, porém o comprimento dos jobs sera menor. Assim, em
estado regular, quanto menor a altura de recorréncia menor o tempo de armazenamento dos produtos
intermediarios.

Em cada ciclo existe sempre um exemplar de todas as operacdes, entdo a cada ciclo existe uma
msténcia de cada job comegando e outra terminando. Assim, tendo-se uma altura de recorréncia maior,
o comprimento do ciclo Z pode diminuir (isto acontece apenas se todas as maquinas ainda tiverem tempo
0cioso) e com isso em estado regular existird uma maior quantidade de produtos finalizados ao longo

do tempo. Isto pode ser observado nas cartas de Gantt subseqiientes.




5. Estudo de Caso

49

Grafico de Gantt

Exemploe 1 - ECID - H=1
Ciclo 1 Ciclo 2 Ciclo 3
c B A o B
2 o 2 e 5 - 2 — 2 .
2 A g B B
______________ 1 3 5 R A 3 3

o
=S4
g _____
i
= -
| n
2t |
- B
2F 3
L C
1 3]
o) 47 94 141
Tempo [min]
Grafico de Gantt
Exemplo 1 - JSRA - H=1
Ciclo 1 Cicloc 2 Ciclo 3
L c gl c B EN c B
8 sl 15 vy - 2 4 L5 13 2 !
B A id
_____________ 1 3 3
c | m|a
e 3 SiM
2 o]
I |
B a ¢
= | 219 |
< A |=
& e & Cl [

47
Tempo

fmin]

94

Figura 5.1: Escalonamento Otimo do Exemplo 1 com h=1

143




50

Grafico de Gantt

Exemplo 1 ~ ECID - H=Z
Ciclo 1 Ciclo 2 | Ciclo 3 Ciclo 4
gt A c B c B A < B
5 2 2 2 2 5 2 2
%
5 ERS L DN .= ! RS N = M 1 N S R N - S L A S
I
=ar
E!
~m
=
- <
3 4
- OB
2 3
LB
1 &
0 27 54 31 108
Tempo [min]
Grafico de Cantt
Exemple 1 - JSRA - H=2
Cicle 1 Ciclo 2 Ciclto 3 Ciclo 4
eH = < El s c B c B 2 c B
5 2 i S 2 2 2 2 5 2 2
L o B EN cl B A ad B
5 % = L A 3 = i 1 . 3 =" L
a4l ¢ c al'E c s B o nl B
o T B e 1 U I 5 531 N 1t 5 1 I S - _
i
= - - [ - -
31 [ C B 2 c = A
N 4 o 4 { _jla 4 - 41 |8 4
oM 2 A < B A
3 3 2 3 3 _—— 2
. - LS )
1+ B A < B A c o B A <
L. 6 3 _i 8 g g . 5 _Lg g 3
9] 27 54 31 108
Tempmo
[min]

Figura 5.2: Escalonamento Otimo do Exemplo 1 com h=2




5. Estudo de Caso

51

Grafico de Gantt
Exemplo 1 - BECID - H=3

Ciclo 1 Ciclo 2 g Ciclo 3 Ciclo 4
Y B < kN ¢ B c EN B c
6 % 5 2 2 3 F 3 g > p
- . A B g A i) g A
5re ____ . 3 E ____ 3 1 _____ 3
B A C B A o] A c B
= R I 1 sl ] __iz i 3 il 51 .
C A < |Bl A
_____ 4 4 I N T 4 ]
B - A R B
3 Bl 2 B 3
. T - 3 1
L < B c = o o g
iral & 3 e 5 g 2l | & g | &
0 27 54 81 108
Tempo [min]
Grafico de Gantt
Exemplo 1 ~ JSRA — H=3
Ciclo 1 Ciclo 2 Ciclo 3 Ciclo 4
s = c a B o B e EY
2 2 5 2 2 2 2 S
S+ B i B % o =B A o B
s 3 __ 18 i _ 3 18 1 3 .18 1
Zal ¢ c alm] ¢ als| ¢ sl B
- 1 I ) A 1]l % A D il5
&
@
= _——— - ——— - - ———— "
La c FN < c Bl A C B
303 bai 2{ P L 1A | i3 4 LAl 14
- b3 c X B ¢l A B <
2 . E 1 - £ 3 . 3 3
- - - ; -
1k a2 ¢ B A Q B A < < B
& & & 1 & 5 6 | 5 & 5 & | |
O 27 54 81 108
Tempo
fmin)

Figura 5.3: Escalonamento Otimo do Exemplo 1 com h=3




52

Observando as cartas de Gantt vé-se que os dois modelos chegaram ao mesmo valor de ciclo étimo,
para cada caso avaliado, e embora, sendo diferentes, 0s escalonamentos étimos sio equivalentes. Pela
figura 5.1 nota-se que a duragdo de qualquer job é igual ou inferior a Z=47 , pela figura 5.2 a duracgao
de qualquer job é igual ou inferior a 2Z7=>54, e finalmente pela figura 5.3 nota-se que a duragdo de
qualquer job € igual ou inferior a 3Z=81. Mostrando dessa forma a influéncia da restricio de altura de
Tecorréncia.

No proximo exemplo serd possivel perceber melhor a relagio entre jobs distintos, quando o compri-
mento de um job pode ser bem maior que o de outro job, observando o tempo em que cada instincia

de jobs distintos permanece no sistema.

Exemplo 5.2 : Serdo produzidos trés produtos, cada produto contendo, respectivamente, 5, 10 e 9
partes que devem ser executadas obedecendo uma certa ordem. Cada parte do produto ¢ associada a
urna dnica mdquing e seu tempo de processamento € firo. Pode-se associar: produto e job, e parte do
produto a operacdes. Uma vez que uma operagcdo comegou a ser evecutada ndo pode ser wnterrompida

parae ¢ execucio de outra operacdo.

Os dados do problema sdo mostrados na tabela a seguir 2 3 ;

Job Operacso

01 02 03 04 05 06 o7 08 09 | 010
JT L (1L,1) | (6,3) | (15,1) | {2,4) | (i1,1) () {1} () () ()
J2 1 (121) | (11.5) | (9.3) | (3,4) | (10,3) | (12,1) | (15,5) | (8,3) | (3,2) {14,5)
J3 1 (6,3) | (13,5)  (63) | (3.4) | (93) | (1.4) | (42) | (151) | (4,2) ()

Tabela 5.2: Dados do exemplo 5.2

O objetivo € maximizar o fluxo do sistema, ou respectivamente, minimizar o periodo para a repeficao
das tarefas. Note que cada operagio aparece apenas uma vez por periodo.

O problema serd resolvido pelo programa GAMS, de duas maneiras, uma utilizando o modelo
JSRA e a outra o ECJID. Os resultados serdo mostrados em forma de carta de Gantt, geradas pelo
software MatLab através dos arquivos de saida do GAMS. Nas cartas, as linhas verticais representam
o ciclo 6timo, as linhas pontilhadas horizontais as méaquinas e as setas mostram a duracdo de uma

insténcia de cada job distinto.

*(p:;m:) = {tempo de processamento da operagio ¢, maquina associada a operagdo 1)
3() = ndo existéncia da operagio
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Observando as cartas de Gantt vé-se que os dois modelos chegaram ao mesmo valor de ciclo étimo,
para cada caso avaliado, e embora, sendo diferentes, os escalonamentos étimos sio equivalentes. Pode-se
notar ainda que como os jobs distintos tem comprimentos minimos distintos, ao se restringir a altura
de recorréncia do job , equivalentemente controlando a largura, tende-se a aumentar o tempo do ciclo
como pode ser verificado comparando-se o ciclo étimo conseguido com h=1 e com h=2, que foram
respectivamente,Zp—1 = 97 e Zy_p == 76; porém quando se compara com o ciclo étimo conseguido
com h=2 e h=3, nota-se que o tempo de ciclo é igual, isto porque a maquina 1 jé estd sendo ocupada
totalmente, isto é, ndo existe tempo de folga na seqiiéncia entre as operacdes associadas a esta magquina.

Pode ainda ser verificado, em todas as figuras, que quando a “altura de recorréncia real” de um job
¢ igual a 1, a largura deste mesmo job tarebém é igual a 1, quando a altura é 2 a largura é exatamente
2 e finalmente quando a altura ¢ 3 sua largura também é 3 comprovando a equivaléncia dos atributos.

Estas trés ultimas figuras refor¢am mais ainda a idéia da equivaléncia dos modelos ECJD ¢ JSRA,

e no préximo capitulo serd mostrada analiticamente esta equivaléncia.




Equivaléncia dos Modelos ECJD e JSRA

O modelo de escalonamento ciclico de jobs distintos (ECJID} é da seguinte forma:
Minimizar Z = f(T) sujeito a T € © C Z", (6.1)

onde a funcgio f representa a funcao objetivo, Z é o ciclo, o conjunto © é o conjunto factivel, definido por
um conjunto de igualdades e desigualdades, e a varidvel T representa os tempos de inicio das operagdes.

O modelo de job shop recorrente adaptado (JSRA} é da seguinte forma:
Minimizar Z = f(¢) sujeitoa t € ' ¢ Z", (6.2)

onde a funcdo f representa a funcdo objetivo, £ € o ciclo, o conjunto I" € o conjunto factivel, definido por
um conjunto de igualdades e desigualdades, e a varidvel ¢ representa os tempos de inicio das operagles.

O objetivo deste capitulo é demonstrar a equivaléncia entre os dois modelos. Para isto, inicialmente
estabelece-se a correspondéncia entre as varidveis ¢ (do modelo JSRA) e T' (do modelo ECJID) e em

seguida mostra-se que mediante esta transformagdo os conjuntos © e I" so iguais.

6.1 Transformacoes de variaveis

Nas definigoes das varidveis dadas na segao 3.1.3 nota-se que os modelos ECJD e JSRA definem a
variavel tempo de inicializacdo do operagdo (7' e t respectivamente) de forma diferente. Para que os
dois modelos sejam equivalentes é necessario estabelecer uma correspondéncia entre as varidveis. Para
fazer isto € preciso utilizar-se o roteiro de fabricacio estabelecido no problema.

Um analise dos modelos ECJD e JSRA permite concluir que
T =tmod Z (6.3}

comT >0et >
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Contudo, para facilitar as demonstracdes a seguir ¢ necessirio explicitar a parte inteira da operagao
“mod” da equagdo 6.3. Portanto, de maneira mais detalhada, dado um escalonamento com comprimento

de ciclo z, para transformar T em ¢ pode-se fazer:

i-1

T = tri—2z 9. 19=b (6.4)
921,96@3

T = 5 —b {6.5)

b = min{t;!Jel} {(6.6)

onde

0 se s(Ji) inicializa-se no mesmo ciclo que Ji:
rri= 4 1 se s(Ji) inicializa-se no ciclo seguinte relativo ao inicio da operagiio Ji;

2 caso contrario;

e s(Ji) € o sucessor de Ji dado pelo roteiro de fabricacéo .
Para transformar T em ¢ também € necessdrio recuperar a informagio da parte inteira do quociente
da divisdo de f por Z de forma que T+ D+ Z = ¢. Para resolver isto sera utilizada a varidvel r;; descrita

acima. Dado um escalonamento com comprimento de ciclo z, para transformar T em ¢ pode-se fazer:

i—1
tr;, = T4z Z rig (6.7)
921796@_]
trn = Ty ¥vJel (68)

6.2 Funcionalidade e classificagao das restricoes

Os conjuntos de restrigdes dos dois modelos utilizados para tratar o problema abordado neste

trabalho podem ser particionados nos quatro conjuntos de restrigdes a seguir:

1. restricoes de nao sobreposicao de opera¢des em uma maquina;

2. restricoes de fluxo, isto é, da altura de recorréncia entre jobs distintos e entre instancias de um

mesmo job;

3. restri¢bes de precedéncia das operacoes de um mesmo job e de limites, tanto superior como inferior

das variaveis;
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4. restrigoes fisica da mAquina, isto é, de unicidade de predecessor e sucessor de cada operacio na
méquina, de nao existéncia de subciclos e de existéncia de uma tnica tiltima operacio em cada

magquina no ciclo.

O conjunto das solugdes factiveis do problema é a interseccio dos 4 conjuntos acima.

As restrigdes associadas aos modelos JSRA e ECJD apresentadas nas segdes 3.2 e 3.2 do capitulo 3

estao relacionadas com estes conjuntos da seguinte formas:

Conjuntos de restrigbes Equacoes dos Modelos
ECJD JSRA
nao sobreposicio 3.11 e 3.12 3.2,3.3e34
altura de recorréncia 3.16, 3.17, 3.18 ¢ 3.19 3.1edb
precedéncia e limites | 3.10, 3.20, 3.21, 3.22,3.23 ¢ 3.25 | 3.1, 3.7 e 3.8
fisicas 3.13, 3.14, 3.18 ¢ 3.24 implicitas

Tabela 6.1: Conjuntos de restrigdes

Considerando que © é o conjunto de solucbes factiveis de ECJID, Secdo 3.2, e I é o conjunto de
solugdes factiveis de JSRA, Se¢do 3.2, os seguintes conjuntos de solugdes serfio associados aos conjuntos

de restricdes descritos anteriormente:

Conjunto de restrigdes Conjunto Solucéo
ECID JSRA
nao sobreposicao &y 1Y
altura de recorréncia S I's
precedéncia e limites Oy Ty
fisicas Q3 I's
Ntie, =0 | Nkl =T

Tabela 6.2: Conjuntos Solugéo
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6.3 Teorema de Equivaléncia

Mostra-se nesta seciio que os conjuntos © e I' sfo iguais, isto é, que toda solugio factivel em um

dos problemas também é factivel no outro problema. Em outras palavras:

0=TI.
Assim o seguinte teorema é proposto:

Teorema 6.1 (Equivaléncia): Os modelos de escalonamento ciclico de jobs distintos (ECJD j e de

job-shop recorrente adaptado (JSRA) sde equivalentes .

Demonstrago: Segundo o Lema B.2' o conjunto ©; é igual a I's mediante a transformacio de
varidveis definida na secio 6.1, isto é:

Qe =T's.

E pelo Lema B.42 os conjuntos ©, N @3N G4 e 1 N I's N Ty sdo iguais mediante a transformacio de

varidveis definida na secio 6.1, isto &
NN O, =11 NT3NnTy.

Logo é verdade que:

@1092063ﬂ94m1‘10F2ﬂf3ﬂ1‘4.

Portanto

O=T

Em concluséo os conjuntos © e I' sdo iguais sob as transformacfes definidas nas secio 6.1 o que

prova o teorema.

*Ver Apéndice B
%Ver Apéndice B




Conclusoes

O problema de escalonamento ciclico vem sendo cada vez mais estudado, porém, ainda poucos
estudos sobre modelagem e formulacao foram feitos. E por causa deste fato foram comparados, apenas,
estes dois modelos. Neste estudo foram mostradas algumas caracteristicas de problemas periddicos
como a largura de um job e a altura de recorréncia entre operagbes e através destas caracteristicas
conseguiu-se a equivaléncia entre os modelos ECJD e JSRA.

A equivaléncia entre os modelos foi mostrada, tanto analitica como empiricamente. Apesar disso,
na resolucio dos experimentos, os modelos nio encontraram os mesmos escalonamentos ciclicos, mas
sim, escalonamentos equivalentes com o mesmo periodo étimo. QOutra diferenga notada foi a quantidade
de iteracOes necessdrias para se encontrar a solucdo 6tima, que no caso do JSRA fol, em grande parte,
sempre superior a0 ECJD. Porém o modelo JSRA conseguiu encontrar sempre uma solucéo factivel em
poucas iteragdes, enquanto o ECJD dependeu bastante dos valores de B e n adotados.

Com isso, algumas idéias surgiram, como por exemplo, usar as formulagdes do ECJD e JSRA para
modelar problemas de grande porte, como o de despacho de trens de minério e cargueiros em uma linha
singela, explorando a variagdo do fluxo através da altura de recorréncia.

Aqui trabalhou-se sempre com maquinas distintas, isto é, cada operacio sé poderia ser executada
por uma tnica mdaquina; mas poder-se-ia explorar a relagdo dos modelos num ambiente com maquinas
idénticas, onde uma operacgio seria associada a um dnico conjunto de maquinas. Esta relacio poderia

ser feita tendo em vista problemas em processamento paralelo.
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A

Eliminacdao de Subciclos

Rao (1992) usa em sua formulacdo a seguinte restricdo para eliminacio de subconjunto ciclico em
conjunto com as restrigbes de unicidade de predecessor e sucessor:
> 25204 -1 ¥O,, 0.c0,0,#£0, VseM, (A1)
(630,
Esta equacao foi proposta por Dantzig-Fulkerson-Johnson (Dantzig et al., 1954) e gera 2" - 2 res-
trigdes, n representando a quantidade de operagdes em uma maéquina. A equacao proposta por Miller

et al.{1960) gera (n — 1)? restrigdes como foi mostrado por Lawler et al.(1985):
v —vj+nz; <(n—-1) Vi,je€0, VseM. (A.2)

Mostra-se a seguir que é possivel usar a equac¢do A.2 (MTZ modificada) no lugar da equacio A.l

(DFJ) no modelo proposto por Rao (1992).

Miller et al. (1960) propuseram o seguinte conjunto de restricbes que garante a eliminacio de

sub-fours em um problema de caixeiro viajante:

v-vj+nr; < (n-1) Vi,j€C, (A.3)
Z.’Eij = 1 jmi...n, {A4}
i={}

2]
fo.?' = 1 j=1...n, (A.5)
i=0
k2l
Zmi{} = 1, (Aﬁ)
=1

onde
t — quantidade de retornos a cidade §;
n - total de cidades;

C - conjunte de cidades pertencentes a um four;
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Porém a equacdo A.2 ndo deixa que o ciclo se feche assim é preciso modifici-la para se adequar ao

problema tratado aqui. Uma modificagio possivel e que gera n® — n restricdes é:
vi ~vj +nz; S (n—1)+n{l;+ L;) Vi,jeQ, VseM.

onde

I 1 se Ji é a iltima operacio do ciclo da miquina ;
Ji =
0 caso contrario.

E constréi-se a seguinte formulagio baseada no modelo de Rao (1992) e denominada Miller-Tucker-

Zemlin modificada:

vi—vi+nz; < (n-1)+n{l;+L;) Vi,j€0, VseM, (A7)
T
Sy = 1 Vi,jeQ, VseM, (A.8)
gl
Ti
inﬁf = 1 Vi,jeQ, VseM, (A.9)
J=1
T
L = 1 ¥ieQ, VseM, (A.10)
g

A equacio (A.10) representa a restricio de unicidade da tltima operagio L; de cada maquina. As
restrigdes (A.8) e (A.9) representam a unicidade do predecessor e do sucessor de cada operacio. Dessa
forma fazendo uma associagdo com o modelo proposto em Miller ef al. (1960) a cidade de origem sers
a 1ltima operagao L; de cada maquina. A principal diferenca é que L; nio é conhecida a priori. As
varidveis vyrs da equacgdo (A.7) criam uma regra similar aos dos nés potenciais (Miller et al.,(1960)) em

uma rede e as desigualdades envolvendo-as servem para eliminar subconjuntos ciclicos.

Lema A.1 : Se uma seqiéncia satisfaz as restricoes de Miller- Tucker-Zemlin modificada, enido a

segliéncia € ciclica e ndo contém sub-ciclos.

A seguinte diferenciacio deve ser notada:

» Seqiiéncia ciclica, refere-se a uma ordem de execugao de operacoes, que pode ser dada ou calculada

pelo problema, e que é periddica.

¢ Escalonamento ciclico, refere-se a uma ordem de inicio de execugio de cada operacio pertencente

a uma sequéncia ciclica.
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Demonstracao:

Toda seqiiéncia que satisfaz as restrigdes de unicidade de predecessor e sucessor é ciclica. Para
demonstrar isto, suponha, por absurdo, que exista uma seqiiéncia que satisfaz as equacdes (A.8) e
(A.9), porém ndo é ciclica. Entdo a primeira operacio desta seqiiéncia ndo possui predecessor e a
iltima operagio nao possui sucessor o que contradiz as restrigdes de unicidade de predecessor e sucessor.
Portanto toda seqgiiéncia satisfazendo estas restricdes é ciclica.

Dada uma seqiiéncia ciclica onde, por conveniéncia, L; € a operagédo inicial (rg =4 quando L; = 1)
tem-se:

g =Ty —FTFg % —=Tj =2Tg—1>To.

Assim,

Trory = Iryrg T &rarg = o0 T Tryrp gy T Trp_yrg = 1. (Al}.)

O ciclo acima deve satisfazer a restricio :
vi—v; e < (n—1 4+l + L) Vi,jeO,, VseM| (A.12)

onde ¢ é uma constante.
A seqgiiéncia de operagdes dada pela equagdo (A.11) irdo satisfazer a seguinte equacio derivada da
equagio A.12:
v—vu; < —1+c(l;+L;) Vi,je0,;, VseM, {A.13)

Somando todas as equacdes (A.13) geradas pela seqliéncia ciclica encontra-se ¢ > k/2, isto é:

Vpg —Upr;, < —14¢
Upy, — Upy < —1
Urg = Vpy % =1

Upy = U, S —1

Urps —r S —l+ec

A

—~k +2c

Ury — Urg

= c>k/2 (A.14)

logo qualquer ¢ > k/2 torna o ciclo factivel. Assim faz-se ¢ = n.
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Somando todas as equagdes (A.13) geradas por uma sequéncia ciclica que nao contem 7y chega-se

Vpy ~Vp, < —1
Upy = Upy = =1
Up, —Up, S —1

e e |

Upy =y, =0 <~k (A.15)

Como ¢ impossivel encontrar-se um niimero negativo maior que zero conclui-se que qualguer sequéncia
ciclica factivel contém a ultima operacio L;.

Agora, suponha, por absurdo, que exista uma seqiiéncia ciclica com k operagoes sendo & < n. Sabe-
se pelo resultado anterior que a seqiiéncia s6 serd factivel se contiver ry. Dessa forma, existem (n—k)
operagbes que ndo participam desta seqiiéncia mas que devem satisfazer as restricdes A.8 e A.9 de
sucessao e predecessdo, assim tem-se um conjunto de {n — k) operacdes que geram, no minimo, uma
seqliéncia que nao contém a ultima operacao rg. Como é impossivel encontrar-se tal seqliéncia conclui-se
que toda sequéncia ciclica contém as n operagdes associadas 4 maquina.

Logo toda seqliéncia que satisfaz Miller-Tucker-Zemlin modificada é ciclica e contém as n operaghes

associadas 4 maquina.

Lema A.2 : Uma segiéncia ciclica que satisfaz as equacdes de unicidade de predecessor e de su-
cessor, satisfax as restrigdes de Miller-Tucker-Zemlin (MTZ) modificada se e somente se satisfaz as

restrigoes de Dantzig-Fulkerson-Johnson (DFJ).

Demonstragao: Seja s’ uma seqiiéncia ciclica que nio satisfaz a restricio de DFJ e Q. o conijunto
5 ]

de operagdes pertencentes a §'. Entao:

Z z'.:_;l> !@Sl{“"l, @SI C®Sﬂ@s’ #@Sj VS@M,
(i,j)e@sf

e como cada elemento de s’ possui somente um predecessor e um sucessor, tem-se:
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Z Tij = [@Sli @31 - @S,®sl # @S, Vs € M.
(iaj)eﬁ)s"

Como O, forma uma subseqiiéncia ciclica de O, e pelas equagbes A.8 e A.9 (de unicidade de
predecessor e sucessor respectivamente) pode-se concluir que deve existir pelo menos uma subseqgiiéncia

ciclica Oy que estd emn O, mas é diferente de O, isto &
®S" - ®S - @Sf.
As seqiiéncias s" e 8" devem satisfazer respectivamente:

Vi — U5+ Ny § (n*l)+ﬂ(L1+L) V’l’:,je@st’,@lc@,@r?‘é@?sem, Al6
7 7 J § Ej 8 5

v — vy + NTig g (n - 1) e n(Lg‘ t LJ) \7'3,_7 € @3”3@3" _ @5,@‘5!1 ?é @555 S M. (A.l?)

Porém pelos resultados dados pelas equagtes {A.14) e (A.15) na prova do Lema A.1 as equagdes
(A.16) e {A.1T) so serao satisfeitas se contiverem a ultima operacdo L; e como L; ndo pode pertencer
as duas subseqiiéncias ciclicas a0 mesmo tempo, entdo ndo é possivel encontrar-se s’ e s” de forma a
satisfazer as restricbes de MTZ modificada.

Logo se uma seqiiéncia ciclica " ndo satisfaz DFJ entdo ndo satisfaz as restricoes de MTZ modificada.

Seja s’ uma seqiiéncia ciclica que ndo satisfaz as restricbes de MTZ modificada {A.7) e {A.10), mas
que satisfaz as equacOes (A.8) e (A.9) e seja O, o conjunto de operacdes pertencentes a s’. Pelos
resultados (A.14) e (A.15) na prova do Lema A.l sabe-se que apenas se a seqiiéncia ciclica s’ nao
contiver L; nio satisfard MTZ modificada, assim se s’ nio contém L; entdo Os” C Os, dessa forma, s’

é wma subseqiiéncia ciclica e:

Z Tij = 3@3’1 > E@s’i w1 @3: - @sa@s’ e @31 Vs c M.
(i,j)e@sr

Logo s’ néo satisfaz DF.J.

Portanto se uma seqiiéncia ciclica s’ néo satisfaz MTZ modificada entdo nao satisfaz as restrigdes
de DFJ.

Pelo Lema A.l e pelo Lema A2 conclui-se que toda seqiiéneia ciclica factivel em DFJ satisfaz MTZ
modificada e toda seqliéncia ciclica factivel em MTZ modificada satisfaz DFJ. Dessa forma pode-se

substituir DFJ por MTZ modificada no modelo de Rao (1992).
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Equivaléncias

Os conjuntos utilizados neste apéndice sAo os mesmos conjuntos de restrigbes definidos no Cap. 6 e
as definicoes das notagdes e das varidveis sdo dadas no Cap.3. A seguir serdo feitas as demonstragdes

da validade dos lemas utilizados no Cap. 6.
Lema B.1 : Os conjuntos ©1 e I'y sdo iguais.

Demonstracio: No modelo JSRA as equacbes que representam as restrictes de ndo sobreposi¢io de

operacoes na maquina e que correspondem as da segdo 6.2 sio:

to; —tr = pr—k(Ji,Qi)z VJi,j €0, VmeM, (B.1)
E(Ji,Q9) + k(Q7,J1) = 1 VJi,QjeQ,, VmeM, (B.2)
EJi,Qf) € Z VJi,QieQ,, vYmeM. (B.3)

onde py; € dado.

E no modelo ECJD as equagbes que correspondem as da segdo 6.2 sio:

Toy. =715 = pri—Ljz VYJie @S, Vs € M, (B.4)
> Ly = 1, VseM. (B.5)
Jigt,

onde py; é dado e

L 1 se Ji é a dltima operagido do ciclo da miquina ;
Ji =
0 caso contrario.

Partindo do modelo JSRA, se chegard a restri¢cdo de nio sobreposicio do ECJID. Para isso a for-
mulacdo do JSRA serd relaxada, analisando apenas o par (Ji,Qj), onde Q7 é o sucessor imediato de
Ji na maquina, pressupondo um sequenciamento pré-estabelecido na méquina dado na resolucdo do

modelo, que somente € possivel gragas 4 natureza combinatéria de um problema de programacio inteira
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mista, e assim utilizando a transformacdo de ¢ em 7 parte-se da equacio (B.1), usando-se a equacido

{(6.7) e encontra-se:

i—1 i—1
TQj +z Z OQQ - Lp—z Z O.Ig =Py~ kJi:sz
g=1,960), 9=1.9¢0;

e manipulando esta equacdo tem-se:

i—1 i-1

Toi—~Tn =2 pri— k;i,sz —Zz Z OQg + =z Z OJg
9=1,§€@Q 9:1,g€®J
J-1 i—1

= pyi—(krigi+ Y. Ogy— 3. Org) 2

9=1,ge0;, g=1,9eQ),

= pp— Lz
Pois sempre serd possivel encontrar kj; ; tal que: kj; g5 + Eg,;i Ogg - g;i Oy = Lj;. Partindo

do modelo ECJD, se chegard a restricao de nio sobreposicio do JSRA. Para isso serid analisado o par
(J1,Qj), onde Qj é o sucessor imediato de Ji na méquina, pois, como ja foi dito, 0 modelo ECID
pressupoe um sequenciamento pré-estabelecido na miquina dado na resolucio do modelo, e assim

partindo-se da equacéo (B.4), com (o;; = Q7), usando-se a equagio (6.4) encontra-se:

-1 i1
tg; — = Z Tjg—b—tn+z Z Tig+b>pr— Lyz
e=1,4c0, g=1,96Q);

e manipulando esta equacio tem-se:

1 i1
tQj—tn 2 pri—Lyz+z Z Tig— % Z TJg
gzl,gé@Q g=1,g€®J
i1 i-1
= pri— (LJz' - Y rig+ S ?"Jg) z
gml,gE@Q g:l,gé@J

= pri—krig;z

Para se retirar a hipétese da existéncia de um sequenciamento pré-estabelecido na miquina, ¢
necessario tomar um certo cuidado para que o problema nio fique infactivel, assim soma-se a equacio

B.1 da seguinte forma (V.Ji,Qj € O,, Vs M):
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iv

Py — k(Ji, Q)

tri—tg; = poj — k(@4 Ji)z

tQj — i

0

v

pai *+ poj — (k(Ji, QF) + k(QF, Ji)) =

Logo pode-se fazer k(Ji,Qj) + k(Qj, Ji) = 1 para k(Ji,Qj) € Z VJi,Qj € O,,, ¥m M.
Portanto uma soluc¢io factivel v € 'y também pertence ao conjunto ©;, bem como uma solucéo

factivel § € ©; também pertence ao conjunto I';.

Lema B.2 : Os conjunios Oz e I'z sdo iguais.

Demonstracio: No modelo JSRA as equagOes gue representam as restricdes de altura de recorréncia

que correspondem as da secio 6.2 sdo:

tyn—tin 2 pim—Hz n=card(J) VJeQy, (B.6)

tn—tgr = 11—z VJ,Qel. (B.7)

E no modelo ECJD as restricbes que correspondem as da segao 6.2 sao:

Thn—"Tm 2 pmm— Oz n= Ca'.f‘d(@J) vJ € J: (BS)
k2
> On < H VJe], (B.9)
1211?’E®j
> On = 1 VJe], (B.10)
i=1;i60;
Tin—Tgr =2 1—-=2 vI.Q < ] {B.11)
onde
0 se H ~ ?:11;1-6@1 Os =0;
Om=4 1 se H-3771 On=1;

i=15eQy,

2 caso contrario;
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Partindo do modelo JSRA, se chegard a restri¢do (B.8) do ECJD. Assim partindo-se da equacio (B.6),

utilizando-se a transformacio de ¢ em T dada pela equagio (6.7), encontra-se:

n—1
Thn =T — zx Z Org 2 pin — Hz
gml.gﬁﬁ)‘]

e manipulando esta equacio , sendo g € O}, tem-se:

]
Tn-Tm 2 pm—Hz+2z) Oy
g=1
21
= Pin — (H"’ ZOJQ) 2
g=1

= pin—Osm 2

Da mesma forma partindo-se da equagio (B.8), se chegard a restrigio (B.6), assim usando-se a
equacdo (6.4) encontra-se:

71
tii = b —tm+zx 3 rro+b > py— Oz
9=1,9€@J

e manipulando esta equacio , sendo ¢ € @5, tem-se:

11
tn—tm 2 pin—Omz—2Y 1
g=1
-1
= Pin— (O.I'n + ZTJQ) Z
g=1

> pim—Hz

A restrigao (B.7) garante que todos os jobs distintos sejam inicializados sempre dentro de um mesmo

intervalo de tempo, equivalente ao ciclo.
Partindo da restricio (B.7) do modelo JSRA, se chegari a restricio (B.11) do ECJD. Assim utili-

zando a transformacao de ¢ em 7', isto é a equacio (6.8) tem-se:

tjp—b—to1+b > 1-—=z

TJ1~TQ1 > 11—z

Partindo da restricdo (B.11) do modelo ECID, se chegard a restrigio (B.7) do JSRA. Assim utili-

zando mais uma vez a transformacio de T em ¢ tem-se:

t_]l*-‘le 2 1—=2

tn—tgr =2 l1—z
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Precisa ser ressaltado ainda que neste trabalho definiu-se na secao 3.1 o valor de Lj; g1 = 1, mas
com uma simples verificagdo nota-se que para qualquer valor positivo L g1 especificado a equivaléncia
entre os modelos é satisfeita, exceto no caso de Ly g1 = 0, pois pela definicao de T tem-se T < z.

Portanto uma solugdo factivel v € T'y também pertence ao conjunto ©2, bem como uma solucio

factivel & € ©- também pertence ao conjunto I's.

Lema B.3 : Os conjuntos ©11 Qs e ') N sdo iguais.
Demonstragado: Pelo Lema B.1 tem-se que:
&y =T,

Assim utilizando-se este resultado € necessdrio verificar a intersecgio deste conjunto com as restrigdes
de precedéncia do job e de limites de varidveis e a equivaéncia entre os modelos deste novo conjunto.
Deve ser observado ainda que a relacdo de precedéncia é dada pelo roteiro de fabricacdo, portanto, a
relacdo entre a primeira e a iltira operagio do job ndo serd estudada aqui.

No modelo JSRA as equagbes que representam as restricdes de precedéncia do job e de limites de

varidveis que correspondem as da secao 6.2 sao:

v

trj —tr pri —hyz Vi,j€Q,, j<card(Qy), VJel, (B.12)

tr, = 0 V?:E@J, YVJ e J, (:813)

onde py; é dado.
O valor de hy; € dado obedecendo as condigdes do problema definido no Capitulo 3, isto é, hy; =0

para i < card(J}, hyn = H para n = card{J) VJ € J.

E no modelo ECJD as equacgies que correspondem as da secéo 6.2 sdo:
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Toyy=Ti 2 psi—0giz, ¥ieQ,, vYJel, (B.14)
T > 0, VieQ,, vJel, (B.15)
Ty < =z VieQ, VYJel, (B.16)
On € {0,1,2}. (B.17)

onde py; € dado.

Utilizando-se as definigbes de varidveis dadas na seciio 3.1.3 chega-se a:
Oji=ry; V‘iE@J, vJ el

Com relagdo as restrigbes de precedéncia, a equivaléncia entre as primeiras operagoes dos modelos é
dada pelas equactes 6.5 e 6.8.

Tendo-se como ponto de partida o modelo JSRA, se chegard & restricio (B.14) do ECJID. Assim
partindo-se da equacdo (B.12), utilizando-se a transformacio de ¢ em 7T dada pela equacéo (6.7),

enconira-se para :

=1 i1
Trj +z% 3 Ogg— Ty — z% Y. Os = pn~ hyz
g:l,ge@J gxi,ge@j

e manipulando esta equagéo , sendo g € U, tem-se:
j—1 i—1

Tr—T5 > in_hJiz_zzng +ZZOJ9
g=1 g=1

= pisi~— (th‘ + i Oy — g Ojg) z
g=1 g=1
= pJi— (hji + Oh‘) z

= pp-0nz

Tendo-se como ponto de partida o modelo ECJD, se chegard a restricio {B.12} do JSRA. Assim
partindo-se da equacdo (B.14), com (s;; = Jj), utilizando-se a transformacio de t em T dada pela
equacado (6.4}, encontra-se:

-1 i—1

ty; — z* Z ryg — b — ty + zx z Tig +b 2 pn - Opz
g=1,9¢0, g=1,0e0;
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¢ Um escalonamento S atribui um tempo inicial £(i, k) € R para cada ocorréncia < 4,k >.

» Um escalonamento 5 ¢ periédico com perfodo z se para cada operagio genérica i, £(i, k) = t;+zxk,
onde ¢; = £(7,0). Note que o conjunto Sy = {t; € R* | i € T}, chamado de escalonamento genérico,

e o periodo z definem completamente um escalonamento periédico.
Pelas definigoes de Hanen (1994) e pelo Lema B.1 conclui-se que:

¢ Cada operagdo possui apenas um sucessor e um predecessor na maquina a que foi associada.

E ébvio que a operagao i tem pelo menos um predecessor e um sucessor, pois no caso de ¢ ser a inica
operagio atribuida & méaquina, ¢ serd o seu proprio sucessor e predecessor. Suponha-se por absurdo que

uma operacdo i tenha dois predecessores distintos j e h assim tem-se:

ti k) =z k) (B.22)
tii.k1) = t(h,ks) (B.23)

Logo trés alternativas sdo possiveis:

1. t{f k) =tlh, k3) = j=h;

2. t(j,ka) = t(h,ks) = t(j,ko} > t(h,k3) + px. porque sendo haveria sobreposicio de operacdes na
maégquina, 0 que ndo é possivel como foi estabelecido no Lema B.1, portanto 7 é ¢ sucessor de h e nio
de 1,

3. t{h,k3) > t{j, ko) = t(h,ks) = t{j,k2) + py, porque sendo haveria sobreposi¢do de operagdes na
maguina, o que néo é possivel como fol estabelecido no Lema B.1, portanto h é o sucessor de j e ndo

de i;
Assim a existéncia de dois predecessores s6 serd possivel se § = h, o que contradiz a hipétese de § # h.

O fato de ndo haver sobreposicio de operacgles em uma maquina garante que gqualquer operacio 1 ndo possul
dois predecessores na maquina e com isso garante também que ¢ nfo possul mais que dois predecessores.

Logo a operagio ¢ tem exatamente um predecessor.

Repetindo-se o procedimento acima usando-se a hipdtese que a operacio 1 possui dois sucessores, conclui-se
que a operacio ¢ tem exatamente um SUCESSOT.

As restri¢des de unicidade de predecessor e de sucessor podem ser escritas da mesma forma gque as equacgdes
B.19 e B.20.

o Nio existem subseqtiéncias ciclicas.

Seja 5’ uma subseqiiéncia ciclica asscciada a maquina m e z o periodo associado ao escalonamento genérico
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S. Cada operagdo ¢ associada a S’ satisfaz ¢(i,k) =, + z+ k, i € @,,, e as restricbes de unicidade de

predecessor e sucessor. Temos duas possibilidades para §':

— o 5 == 8,

—ou S CS.

Se §' é o préprio S, entdo a subseqiiéncia ciclica é a prépria segliéncia ciclica. Se S’ estd propriamente
contido em S5, entdo existe pelo menos uma operacio j tal que , j ¢ S'ej € 8, pois a restricio de
precedéncia garante a execucio de todas as operacdes e pelo item anterior tem-se que as todas as operagbes
dos jobs devem satisfazer as restrigbes de unicidade de predecessor e sucessor, assim ou 2 operagdo j sera
inicializada apés uma operagdo i € ' ou uma operacio 7 € §' serd inicializada apos a operacdo 7, mas
isso significa que j € 5 o que contradiz a hipétese de 4, logo conclui-se que a tinica subseqiiéncia ciclica S'
possivel € a propria seqiiéncia ciclica S, 8" = 5. Assim a nio existéncia de subsegiiéncias ciclicas também

¢ uma caracteristica do problema.

Esta restricio de nfo existéncia de subsegtiéncias ciclicas poderia ser associada tanto a equagdo B.18 como

a equacdo A.l mostrada no Apéndice A.

e Cada maquina possui uma operagio que pode ser designada como a tiltima operacao do ciclo.

Como nao existem subseqiiéncias ciclicas e pela definicio do escalonamento § conclui-se que cada maquina

possui uma operagio que pode ser designada como dltima operagio .

Esta restricdo pode ser associada & equacio B.5.

Portanto uma solugdo factivel v € I'y N3 N Ty também pertence ao conjunto ©; N Oz N Oy, bem

como uma solugdo factivel § € ©; N O3 M O, também pertence ao conjunto I'; N sy
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Restricoes Adicionais

Para implementar as formulacdes discutidas neste trabalho, foi usado o Software GAMS (Sistema
Genérico de Modelagem Algébrica), utilizando-se como solver o programa OSL. O GAMS/OSL é um
pacote fechado com relacao a forma de resolucao das modelagens apresentadas, isto é, possui algoritmos
proprios que nio podem ser manipulados pelos usudrios para resolver os problemas. Ele utiliza a
estratégia de busca em arvores chamada Branch-and-Bound, B & B. A descri¢ido desta metodologia é
apresentada em detalhes na literatura pertinente 4 area de otimizagio e modelagem matemaética.

Para inicializar a drvore, o B & B precisa de um limite inferior para a fung¢io objetivo, que é dado
pela resolucio do problema relaxado, onde todas as varidveis inteiras sfo consideradas continuas.

No entanto, o limite inferior encontrado foi muito baixo para as formulacdes deste trabalho, criando,

assim, uma necessidade de se "fornecer’ ao selver um limite inferior melhor.

Assim, duas inequacdes foram acrescentadas i formulagio nos dois modelos:

+ Como nao existe sobreposicao de operagées nas mdquinas, o valor do ciclo devera ser maior que
a soma dos tempos de processamento de todas as operacles de uma méquina, para todas as
méquinas, isto &

ciclo minimo = maxgem{ Z Di};
i€,

Assim serd inserida nas duas formulaces a seguinte restrigio :

S pn<Z YseM. (C.1)
Jig,
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Para se mostrar que esta inequagdo é inerente ao problema, utilizando-se a restricio B.4, faz-se a

seguinte soma de equacses :

Toyi =Ty = pri—Lyiz

Toos; = Togi 2 Poyi— Loy 2
Tog; ~Toi 2 poy—Lojz
Ty — TO'QJ' = Pog; — LO“Qj z
S Tr— > T 2 Spn~ 2 Y Ly
Ji€T, JieQ, Jic0, JieD,

e usando a equacao B.5:
0 > > pri—=z
JieQ;

=z 2 Z Pri
JieQ,

Como as formulagdes sdo equivalentes pode-se acrescentar a equacio C.1 aos modelos ECID e

JSRA sem restringir o espago das solucdes do problema.

e A altura de recorréncia ¢ usada para controlar o fluxo, e dessa forma tem que ser respeitada pelos

dois modelos, assim sera explicitada nas formulagdes a seguinte inequacio :

H

s <2 Wel (C.2)
ey Y




