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RESUMO:

Inserida na teoria matematica dos cédigos corretores de erro e, em particular, para
esquemas de modulagdo codificada que utilizam cédigos trelica baseados em partigdes de
reticulados, esta tese introduz os novos conceitos de subconjuntos especiais e suas matrizes
norma GN, com o objetivo de propor um algoritmo eficiente para a procura exaustiva, e
determinacdo, de novos cédigos trelica 6timos. Propriedades estruturais dos cédigos trelica
sao estabelecidas, e uma classe de equivaléncia é proposta, assim como é proposto, um
algoritmo de determinagio de seus espectros de pesos. Apresenta-se, em detalhes, vérios
exemplos abordando os diversos temas trabalhados, bem como, uma extensa lista com novos

cédigos trelica g-drios étimos e seus ganhos de codificacéo.

PALAVRAS-CHAVE: Cédigos Treliga, Cédigos Convolucionais, Partigdes de Re-

ticulados, Cosets, Procura Exaustiva, Cédigos Otimos.



ABSTRACT:

Inserted in the mathematical theory of the error correcting codes and, in particular, for
coded modulation schemes using trellis codes based on lattices partitions, this thesis intro-
duces the new concepts of special subsets and the norm-matrix GN, with the objective of
proposing an efficient algorithm for the exhaustive search, and determination, of new opti-
mum trellis codes. Some trellis codes structural properties are established, being proposed
an equivalence class and an algorithm for determination of their weight spectra. Several
examples with the proposed algorithms are presented in details, as well as an extensive list

with new optimum g-ary trellis codes and corresponding code gains.

KEY WORDS: Trellis Codes, Convolutional Codes, Lattice Partitions, Cosets,
Optimum Codes, Search Algorithm.
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Capitulo 1

INTRODUGAO

1.1 MOTIVACAO E OBJETIVOS DO TRABALHO

Com o trabalho de Ungerboeck [31], em 1977, tem inicio uma nova linha de pesquisa, a
Modulagdo Codificada, inserida na Teoria de Cédigos. Nela é proposto que os dois proces-
sos, codificagdo e modulagéo, sejam tratados juntos, como uma mesma entidade. Apds esse
trabalho, muitos pesquisadores colaboraram na estruturaciao dessa nova linha de pesquisa,
podendo-se destacar, dentre outros, os seguintes artigos: Ungerboeck [32], Conway & Sloane
[12], Wei [[34],[35]], Calderbank & Sloane [[9],[10],{11]] e Forney [[15],[16],[18]]. Recente-
mente, Forney & Ungerboeck publicaram uma compilacio das idéias principais da Teoria
de Informacéo e Codificagio, incluindo uma seciio completa e atualizada sobre Modulacio
Codificada [17].

Os esquemas de codificagio estdo divididos em dois grupos:

1) TCM (Trellis Code Modulation): cujos codificadores envolvidos geram cédigos con-
volucionais [[1],[2],[3],[4],5],[11},(25],[35]]; e

2) BCM (Block Code Modulation): cujos codificadores envolvidos geram cédigos de
bloco {[4],[8],[22]].

Esta tese esta inserida no contexto dos cédigos TCM, aqui chamados, simplificadamente,

de Cddigos Trelica. Visa contribuir para a drea, através da sistematizagio de um algoritmo



eficiente de procura de cddigos treliga Stimos, cujas matrizes geradoras sao baseadas em
partigbes de reticulados algébricos, como definidas por Calderbank & Sloane [11], em cujo
artigo os autores, para alguns esquemas especificos, apresentaram matrizes geradoras de
codigos treliga otimos, obtidas através de uma combinagdo, ndo explicita, de cdlculos manuais
e computacionais.

Estudos preliminares do referido artigo, juntamente com as idéias de subconjuntos es-
peciais para os codigos de Ungerboeck [[31],[32]], introduzidas por W.C. Borelli {[6],]7],[13]],
resultaram na proposta de procedimentos simples para a determinacdo das matrizes gerado-
ras de cédigds trelica 6timos [27) (Apéndice A.1). Os resultados desse trabalho motivaram
o aprofundamento de estudos nesta diregdo, sendo propostos, em seguida, os subconjun-
tos especiais para os cddigos treliga, e suas respectivas matrizes norma GN associadas [29]
(Apéndice A.2). Os pardmetros de limitagdo do d .., obtidos considerando-se a matriz GN,
determinam quando o subconjunto especial associado, possui 0s melhores cbdigos treliga
(quanto ao djre.); mediante este fato, foram propostos novos procedimentos para a escolha
adequada dos subconjuntos especiais [26] (Apéndice A.3), sendo determinados, primeira-
mente, os “melhores” possivéis, chegando-se até os “piores”, isto é, subconjuntos especiais
cuja probabilidade de possuir um cédigo 6timo é nula. A busca dos codigos treliga 6timos,
proposta nesta tese, foi realizada a partir dos melhores subconjuntos especiais, sendo que,
através de verificagGes simples, descarta-se os piores, sem quase nenhum esfor¢co computa~
cional. Tais procedimentos conferem & procura, de carater exaustivo, a eficiéncia almejada.
A sistematizagéo dessa procura foi proposta através de algoritmos [[28],[30]] (Apéndice A.4
e A.b).

A implementacao dé algoritmo, comprovou os resultados apresentados em [11], e moti-
vou a procura de novos cédigos treliga Gtimos, para esquemas com maior niimero de cosets
na particdo de reticulados, e com maior nimero de simbolos no alfabeto de entrada. Os
novos c6digos Gtimos q-drios obtidos, foram apresentados em [28] (Apéndice A.4).

Nesta tese, nos capitulos 3 e 4, sio abordados os conteddos resumidos dos artigos ja

publicados (Apéndices A.1 --A.5), com maior nivel de detalhamento, na apresentagio dos



subconjuntos especiais e do algoritmo de procura de cddigos trelica étimos, bem como, nos
exemplos de suas aplicagoes.

Outra vertente que motivou esta tese, é aquela que contempla as propriedades estrutu-
rais dos cddigos, tais como, espectros de pesos e equivaléncias. A determinagio dos espectros
de pesos, para os cddigos trelica, foi sistematizada em um algoritmo, cuja implementacio pos-
sibilitou a observacdo do comportamento dessa fungéo, a partir da variagio do comprimento
maéximo dos caminhos fechados no diagrama de trelica do cédigo convolucional associado.

Uma classe de equivaléncia foi proposta sendo que, a mesma, apresenta-se como uma
aplicacdo direta das estruturas algébricas aos cédigos treliga, através da atuacio de um grupo
diedral sobre suas matrizes geradoras.

As propriedades estruturais abordadas, classe de equivaléncia e espectro de peso, repre-
sentam os mais recentes resultados desta tese, ndo tendo sido ainda, submetidos & comuni-

dade cientifica.

1.2 ORGANIZAGAO DA TESE

Este trabalho estd dividido em seis capitulos e um apéndice, nos quais pode-se observar a
evolucao obtida no decorrer do desenvolvimento desta tese.

O capitulo 2 destina-se & apresentagio de conceitos e defini¢bes da literatura existente,
utilizados na tese; e visa estabelecer uma notagio padrdo, que facilite a compreensao deste
texto. O contetddo do capitulo foi dividido em se¢bes que enfocam, os reticulados e suas
partigbes (sec@io 2.2}, e os codigos treliga (secdio 2.3).

No capitulo 3 define-se os subconjuntos especiais de matrizes geradoras de Cédigos
Trelica baseados em parti¢Ses de reticulados.

A idéia da utilizacdo dos subconjuntos especiais, aparece primeiramente, nos traba-
lhos de W.C. Borelli {[6],[7],[13]], sendo consideradas matrizes geradoras bindrias de cédigos
convolucionais, baseados em partigdes {“set partitioning”) da constelacido de sinais, propos-

tas por Ungerboeck [[31},[32]]. Os trabalhos de Markman [24] e Gongalves & Palazzo [19],



utilizam extensdes dos algoritmos propostos em [6], para obtencio de codigos Stimos em
aplicagbes especificas dos cédigos de Ungerboeck.

Os subconjuntos especiais, propostos no capitulo, constituem-se de matrizes geradoras
de um cédigo treliga, com os seguintes pardmetros: k; simbolos de entradas, V memdrias no
codificador convolucional, um alfabeto g-ario de simbolos de entrada (anéis com ¢ elementos,
denotados por Z,) e uma partigio de reticulados.

Ao introduzir os subconjuntos especiais, para. codigos treliga, define-se limitantes pa-
ra 0 dgree do cOdigo convolucional (se¢io 3.2), envolvido na estrutura do cédigo ftreliga.
Procedimentos simples, para a determinacio dos subconjuntos especiais, foram propostos
inicialmente [27] (Apéndice A.1), cuja evolugio pode ser observada no artigo [26] (Apéndice
A.3), bem como, de modo detalhado, no capitulo 3 (secio 3.3).

O capitulo 4 apresenta o algoritmo geral de procura exaustiva de codigos trelica 6timos
baseados em cosets e partigGes de reticulados (secio 4.3), o qual incorpora os procedimentos
introduzidos para cédigos treliga sobre Zj, propostos em [[27],[26]], e generaliza a procura
para alfabetos g-drios. As novas caracteristicas incorporadas ao algoritmo e mostradas no
capitulo, proporcionam uma procura exaustiva, realizada com muita eficiéneia.

Partigoes de reticulados com grande ndmero de cosets, assim como, alfabetos g-arios de
simbolos de entrada, sio utilizados neste trabalho, com o objetivo de obter-se, novos cédigos
trelica 6timos. Tais resultados foram organizados em tabelas na seciao 4.6 [28] (Apéndice
A 4).

Um dos objetivos do capitulo 5, é a demonstracio da existéncia de uma, classe de equi-
valéncia dentre os cédigos trelica considerados. A demonstracio dessa classe, apresentada
em detalhes na segéo 5.2, é uma, aplicagdo, dentre as muitas, da Teoria de Grupos & Teoria
de Modulagio Codificada. Tendo em vista a grande utilidade do espectro de pesos de um
cédigo, no tocante a determinagio de limitantes para a probabilidade de erro, apresenta-se
um algoritmo para a determinagéio do espectro de pesos dos cédigos trelica (segdo 5.4) e
exemplos numéricos, enfocando a utilizagao do algoritmo (segio 5.5).

As consideragoes finais deste trabalho, bem como, as propostas para trabalhos futuros,



sao apresentadas no capitulo 6.

Visando a comodidade do leitor, o apéndice contém cdpias dos dois artigos [[26],[27]],
apresentados em congressos nacionais da SBT (1996 e 1997) (Apéndice A.1 e A.3); de
um artigo [30], publicado na revista da SBT (julho de 98) (Apéndice A.5) e dois artigos
[[29],[28]], apresentados em congressos internacionais, um no International Simposium of the

Information Theory-ISIT'97 (Apéndice A.2) e o outro no IEEE Global Telecommunications
Conference-GLOBECOM™97 (Apéndice A.4).



Capitulo 2

FUNDAMENTACAO TEORICA

2.1 INTRODUGAOQO

Este capitulo tem como objetivo, apresentar conceitos existentes na literatura, estabecendo-
se uma notagdo padrao, facilitando assim, a compreensdo do texto.

A secdo 2.2, apresenta definicdes que envolvem reticulados algébricos e suas principais
propriedades. Apresenta também, um estudo detalhado da particio do reticulado A = Z?,
ao considerar-se o subreticulado A’ = §Z2. Qutras particdes de reticulados, sdo apresentadas
na segao 4.4 (capitulo 4).

Baseado no trabalho de Calderbank & Sloane [11], a segdo 2.3, apresenta os conceitos
fundamentais sobre os Cédigos Trelica, cuja estrutura envolve os cédigos convolucionais e as

particdes de reticulados.

2.2 RETICULADOS ALGEBRICOS E SUAS PARTIGOES

Os reticulados algébricos, sio compostos por pontos do espago N-dimensional (RV), ar-
ranjados de modo regular. Por exemplo, na fig.2.1 apresenta-se o reticulado Z* (do espago

bidimensional K?), sendo que cada elemento do reticulado possui coordenadas inteiras, ou



seja,

Y(21,22) € R?; (21,29) € 2% == 1; € Z,i € {1,2}. (2.1)

A
O 0 0 06 0 0 ©

O 0 0O & 0O O O

(2D LD LS I ¢ U v A

28 (LD (00 a0 29

O 0O O 06 0 O o

B e e @) @

O 0 0 6 0 0 o
:

Figura 2.1: Reticulado Z2.

Um subreticulado A’ C A, é um subconjunto de pontos de A, fechado para as operagdes
do espago vetorial A.

Dado um subreticulado A’ C A, pode-se induzir uma particio de reticulados, denotada
por A/A', cujos elementos sdo chamados de classes laterais da partigio. Tais elementos
podem ainda ser chamados de cosets, ou transladados de A’. Cada classe lateral pode ser

expressa através do seguinte conjunto (eq.2.2):

AMte={N+gNeA, cgN}. (2.2)

Dois elementos quaisquer Aj, Az € A, pertencem ao mesmo coset, A’ + ¢, da partico de



reticulados, se e somente se, satisfazem a seguinte propriedade 2.3:

Al — A € Al (23)

Desta forma o coset A’ + ¢, pode ser representado por A; ou Ap, ou ainda qualquer um
de seus outros elementos. Em cada coset distinto da partigdo de reticulados, escolhe-se um
elemento para representa-lo. Tal elemento ¢ dito lider do coset , o qual neste trabalho, foi
escolhido considerando-se, a menor distdncia euclidiana entre os elementos do referido coset
e a origem do reticulado A.

O niimero de cosets distintos em uma determinada parti¢iio de reticulados, pode ser

determinada através do seguinte resultado, da dlgebra linear [23]:

Proposicao 1 Sejam A um reticulado de R* e M wma matriz inversivel nzn, com entradas

inteiras. Entdo MA € um subreticulado de A, com |det(M)| cosets.

Essa quantidade de cosets distintos, de uma partigdo de reticulados A/A’, é denotada
por |[A/A].

Uma constelagao com m sinais, pode ser representada num reticulado A, através de
um conjunto dos m elementos do reticulado, mais préximos da origem do reticulado, consi-
derando a distdncia euclidiana. A fig.2.5, apresenta constelagSes com 8, 16 e 32 sinais. Em
geral, representa-se a constelag@o, de tal modo que, o nimero de elementos em cada um dos

cosets da particao de reticulados considerada, seja o mesmo.

Definicdo 1 Sejam A um reticulado n-dimensional, e um elemento x = (z1,...,2,) € A.

Define-se como norma de z, o valor dado pela eq.2.4:

lall = S a2 (2.4)

$==0)

Considerando a definicdo 1, obtem-se o seguinte resultado:



Proposigao 2 Sejam A um reticulado n-dimensional , e um elemento z = (Z1,... ,2n) € A.
Tem-se que:

1) flall = 0

2) lz|| =0 <=z =0.

Em um reticulado A, pode-se portanto, definir a distancia quadritica entre dois de

seus elementos, da seguinte forma:

Definicio 2 Sejam A um reticulado n-dimensional € z = (z1,... ,z,), y = (Y15 -+ s Un),

dotis elementos desse reticulado. A distancia quadratica de z 4 y € dada pela eg.2.5:

d*(z,y) = [z — yl| (2-5)

A distancia intra-coset ¢ definida como sendo o valor da menor distancia Euclidiana
obtida, ao considerar-se, todos os elementos de um mesmo coset da particio.

A distancia da particdo, denotada por d,, ¢ dada pela expressio 2.6:

dy = min{d®(z,y)Vz,y € A, z#y}, (2.6)

ou seja, dy € o quadrado da distdncia intra-coset, considerando-se o subreticulado A’.
Considerando-se um reticulado A e subreticulados, A}, ¢ € {1,... ,m}, sendo que, Al
também é subreticulado de A}, sempre que i < j, define-se uma cadeia de particio de

reticulados, através da expressio 2.7:

AJAL AL (2.7)

2.2.1 PARTIGAO Z*/27Z? (4 COSETS)

Sejam o reticulado A = Z? (fig.2.1) e o subreticulado A’ = 2Z2 (fig.2.2), cuja matriz da

transformacgao linear, é dada por:

10 2 0
ngﬁ =

01 0 2
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Figura 2.2: Subreticulado 2Z°.

Seja a partigio A/A’ = Z%/2Z? (fig.2.3). Observa-se que essa particdo possui 4 cosets
distintos, podendo ser representados por: 2Z% = 2Z2 + (0,0); 2Z° + (1,0) ; 2Z% + (0,1) ;
272 + (1,1). Para simplificar, pode-se representar cada coset distinto da particio por seu
lider, isto é, a partigdo pode ser expressa através da tabela mostrada na fig.2.3. A terceira
coluna da referida tabela {fig.2.3), foi obtida a partir da definigdo 1, considerando os lideres
de cada coset.

As duas menores distdncias obtidas entre elementos de um mesmo coset, desta particao,

s3o: 2 e 2v/2. Assim, tem-se que a distdncia da particio é dp = min{22,(2v/2)%,...} = 4.

2.2.2 PARTIGAO Z2/6Z? (8 COSETS)

Sejam o reticulado A = Z2 e o subreticulado A’ = §Z? (fig.2.4), onde a transformagio linear

8 é dada por:
2 2

2 -2

g =

10
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Figura 2.3: Parti¢do de reticulados Z*/2Z2(4 cosets).

Considere a partigio A/A’ = Z2/0Z2, apresentada na fig.2.5, na qual estd mostrada uma
tabela, contendo os 8 cosets distintos dessa particio.

Observa-se que 0s elementos (3,1) e (-1,1) estd0 no mesmo coset, visto que:

(3,1) = (=1,1) = (4,0) € A' = 672

Portanto, qualquer um, dos dois pares ordenados, pode ser escolhido como lder do coset de
rétulo 2.

A tabela da fig.2.5, apresenta os lideres de cosets, e o rotulamento, utilizado em [11].
Ressalta-se que, o rotulamento é uma fung¢o que associa um tnico coset, & cada ponto do
reticulado A, dado por uma n-upla do espaco vetorial R™.

A distdncia da particdo , neste caso, é dada por:

dy = min{(2v2)?,4%,...} = 8.

Ressalta~se que ao considerar-se, o reticulado A = Z2 e os subreticulados A! = 272 e

A} = 472, tem-se a seguinte cadeia de particio, conforme eq.2.7:
Z2[277 /472,

11
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2.3 CODIGOS TRELICA

Esta secdo apresenta definices, e conceitos, contidos no trabalho de Calderbank & Sloane
11].

Considere a estrutura apresentada na fig.2.6, a qual representa o codificador de um
codigo trelica. O referido codificador transforma uma sequéncia de k = k1 + k&, simbolos de
um alfabeto A, em uma sequéncia de simbolos de saida, os quais mapeiam uma constelagio,

num reticulado A do R®.

7 Seleciona um .
Codificador | 1 = coset k Sinal
ki : ; dos @ ——
----- Convolucional de A de A
- pontos do coset 1
/
ky

Figura 2.6: Estrutura do Codificador de um Cddigo Trelica [11]

Considerando-se uma partigio de reticulados, A/A’, tem-se que a sequéncia de simbolos
de saida do codificador do cédigo treliga (fig.2.6), estd associada & um ponto do coset T, da
parti¢io. Dos & (ki1 + k») simbolos de entrada, os k; primeiros, sdo codificados pelo codigo
convolucional e escolhem um coset da parti¢io. Os ky restantes, ndo sio codificados e sio
utilizados na escolha de um ponto especifico, dentre os o2 existentes, no coset r, previamente
determinado.

Considere A um anel finito, A’ C A um subreticulado e G 2 matriz geradora de um
cddigo convolucional, com %; simbolos de entrada de A e V' memdrias, sendo apenas um

simbolo de saida r, correspondente a um coset (g:;) da particio de reticulados A/A.

13



A taxa do cdédigo convolucional é

o1 = kilogsae bits/coset, (2.8)

e a taxa fracionéria é dada pela eq.2.9:

pz = kilogaa/logs| T, (2.9)

onde o = |A| e |{T"| é o niimero de saidas possiveis sendo & o niimero de entradas possiveis.

ki +V

O codificador pode determinar até o cosets distintos.

A taxa do cdédigo treliga, é dada pela eq.2.10:

_ k1 + ko

- (2.10)

A figura 2.7, apresenta a estrutura genérica do codificador convolucional com V memérias,
distribuidas de modo uniforme, entre as k; entradas, sendo v = max;<;<x, {v;}, onde v; é o
nimero de memdrias em cada entrada do codificador.

Define-se g,; = 0, sempre que v; < v.

&1

&1 a1 831 &1

82

&2 & 17} &
I = coset

............

. |
b1 g | o, —— by | 7

Figura 2.7: Estruture do Cddigo Convolucional
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Defini¢do 3 Denomina-se matriz geradora do cddigo convolucional, envolvido na estru-

tura do Cddigo Trelica, a matriz G que tem cosets gi; em suas colunas, isto €,

G=[gw - 81l ... |&ik - 811 |80k --- g1 |- (2.11)

Considerando-se a matriz geradora G (def.3), e os k; simbolos de entrada, do alfabeto
A, define-se a saida do codificador convolucional, como sendo o coset dado pela eq.2.12:

v k1

i=0 F=1

onde Ui € A e g © A/A'

Utilizando-se a defini¢do da norma de um elemento do reticulado (eq.2.4), obtem-se que:

Definicao 4 A norma de um coset € o valor dado por:
gl =D a2,
k

onde k = 1,2,...,dim(A) e :i:,-jk G0 as coordenadas Euclidianas, do lider do coset g;;, no

reticulado A € R™.

Os esquemas de codificagdo, envolvendo um codificador convolucional e uma partigdo
de reticulados, possuem duas distdncias distintas, em sua estrutura, a saber: a distancia
minima livre do cédigo convolucional (dsree) e a distancia da particiio (eq.2.6), denotada por
da. O dfree de um cédigo convolucional é obtido a partir das métricas dos caminhos fechados
da trelica desse cddigo, sendo que neste trabalho, a métrica de cada ramo da referida treliga é
dada pela norma do coset r atribuido ao ramo, através da combinacio das colunas da matriz
geradora G. Assim define-se, a distdncia minima quadratica de um cédigo trelica, do

seguinte modo:

Definicao 5 Seje um esquema de codificacdo, envolvendo um codigo treliga baseado em uma

particao de reticulados, gerado por uma matriz G (def.3). A distancia minima quadratica
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do cddigo trelica € dada pelo eq.2.13:

d= mz’n{dfme, dz} (213)

onde djre. ¢ 0 valor minimo, dentre as métricas dos caminhos fechados com inicio e final,

no estado Sy da trelica do cddigo convolucional, e ds é a distdncia da particdo (eq.2.6).

Para um esquema de codificagio dado pelos pardmetros (k1, ko, V, ¢) e uma partigio de
reticulados, pode-se considerar, a priori, muitos cddigos trelica distintos, bastando realizar
a modificagdo dos cosets da matriz geradora G. A definigdo a seguir, estabelece o conceito

de cddigo trelica étimo.

Definicao 6 Seja um esquema de codificacie dado pelos parametos (k1,V, q) e uma particio
de reticulados. Um cddigo trelica, desse esquema, € dito cédigo trelica 6timo, quando a
sua distdncia ménima quadrdtica d (eq.2.18) é mdzima, considerando-se as distdncias d,

obtidas para os demais codigos trelica, do mesmo esquema de codificagdo.

A maximizacdo da distdncia minima quadrética d, necessariamente, envolve a maximi-
zacao da distdncia minima livre (dsye.), do cédigo convolucional, pois ds tem valor fixado
pela partigdo.

O aumento do nimero de memorias de um codificador convolucional, pode proporcionar
um valor maior para o dsree, Pois 0 aumento das memodrias acarreta um acréscimo visto que
no ndmero de ramos dos caminhos minimos da trelica. Desta forma os pardmetros, (&1, V, q)
e a particio de reticulados, A/A’, sdo considerados de modo que os esquemas de codificagio,
gerem cédigos convolucionais onde dfree < ds.

Os ganhos de codificacBo dos cédigos trelica 6timos, sdo obtidos através da comparagéo

com esquemas néo codificados e dados pela eq.2.14:

L] C

d
g — 10!:0919(

7/ e (2.14)

onde d* e P%, sd0 a distancia e a energia do esquema ndo codificado, e P¢, a energia referente

ao esquema codificado, cuja distdncia d° = d (eq.2.13).
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Estas defini¢es serao utilizadas no capitulo 4, secio 4.6, na elaboracio de tabelas de

ganho de codificagdo (ex:figs 4.20 e 4.22, para os esquemas de codificagio considerados).

2.4 CONCLUSAO

Neste capitulo foram apresentados conceitos ¢ definicdes da literatura, que serao utilizados
nos demais capitulos desta tese.

Uma apresentagdo detalhada de duas partigdes do reticulado Z2, particdes com 4 e 8
cosets, foi inserida na segdo 2.2, tendo em vista, a utilizagdo dos mesmos principios, nas
demais parti¢Ges de reticulados, apresentadas no capitulo 4 (segiio 4.4). Os codigos treliga,

seus conceitos e notagdes, foram apresentados na secio 2.3.
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Capitulo 3

SUBCONJUNTOS ESPECIAIS

3.1 INTRODUGAO

Os codigos trelica e as matrizes geradoras G (eq.2.11 - capitulo 2), baseadas em partigbes de
reticulados [11], estdo univocamente associados. Desta forma, um determinado cédigo trelica
possui uma dnica matriz geradora G, sendo que, o ndmero de suas colunas é dado pelos
pardmetros, k£, (nimero de digitos de entradas) e V (nimero de memdrias), do codificador
convolucional envolvido na estrutura geral do cédigo trelica considerado. As colunas da
matriz geradora sio constituidas por lideres de cosets da particao de reticulados.

Considerando-se uma particio de reticulados A/A’ e um codificador convolucional, con-
forme Calderbank & Sloane [11], obtem-se um universo muito grande de matrizes geradoras
G de cédigos trelica, a saber (8V+*1 — 1), onde 3 é o nimero de cosets da particio. Por
exemplo, para a particio de reticulados com 8 cosets, Z2/0Z? (fig.2.5 - capitulo 2) e um co-
dificador convolucional de 2 entradas e 2 memdrias, ter-se-ia um universo de 4.095 matrizes
geradoras distintas.

Um dos objetivos deste trabalho € determinar, dentro do universo de matrizes geradoras
G, matrizes geradoras de cddigos trelica 6timos {cédigos com valor miximo para a distincia
minima quadritica d), sendo dados os pardmetros (k;, V), um alfabeto g-ario de simbolos de

entrada e a particdo de reticulados A/A’. A procura dessas matrizes geradoras, se realizada
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de modo exaustivo {quanto a quantidade de matrizes existentes), demanda muito tempo de
busca. Propde-se portanto, uma procura exaustiva, porém otimizada, para os esquemas de
modulagao codificada considerados. Com tal finalidade, introduz-se primeiramente, o concei-
to de matriz norma GN (eq.3.5), & qual estd associada um subconjunto de matrizes geradoras
G, cujas normas de suas colunas sdo aquelas que compdem a matriz GN , respectivamente.

Para um determinado esquema e uma particio de reticulados, determina-se matrizes
norma GN distintas e portanto, distintos subconjuntos associados. Tais subconjuntos sio
denominados subconjuntos especiais e constituem uma particdo do conjunto de todas as
matrizes geradoras possiveis ao esquema.

Baseando-se em caracteristicas fundamentais das matrizes norma GN, dadas através
da escolha de limitantes para o dj. do cédigo convolucional associado, e em verificagdes
simples, pode-se selecionar os “melhores” subconjuntos especiais, quanto 2 probabilidade de
possuirem ao menos uma matriz geradora de um cédigo trelica étimo. A procura propos-
ta inicia-se pelos melhores subconjuntos especiais, chegando-se até os “piores”, que sio o0s
subconjuntos especiais cuja probabilidade de possuirem cédigos Stimos é nula.

Na escolha do limitante superior para o dsree considera-se que, os caminhos fechados
da trelica do cédigo convolucional com inicio e final no estado zero (So), possuem métricas,
iguais ou superiores, ao valor do dj.., ou seja, ao considerar-se o minimo dentre as métricas
de um conjunto finito de caminhos fechados, fica determinado um limitante superior para o
dfree de um cédigo convolucional. Neste trabalho, o limitante superior do dy.. € denotado
Por A,y e sua formalizaglo estd apresentada na secéio 3.2.

Considerando ainda, os caminhos fechados da treliga do cédigo convolucional (inicio e
final em Sp), observa-se que possuem, em sua constitui¢io, um dos ramos que partem do
estado Sp € um dos ramos que regressam a esse estado (fig.3.1). Desta forma, ac somar-se
as métricas desses dois ramos referidos, obtem-se um valor inferior & métrica do caminho.

A definicao do limitante inferior para o d free, denotado por A, s (segéo 3.2), ests baseada
nesse fato, considerando-se entretanto, a métrica minima dentre todos os ramos que partem

de Sy, bem como, a métrica minima dentre todos os ramos que regressam ao estado Sy da
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treliga; obtendo-se assim a generalizacio da definicio proposta.

&

Figura 3.1: Primeiros e ultimos ramos dos caminhos fechados em S,

Na secao 3.3 apresenta-se procedimentos para a escolha adequada, e ordenada, dos
melhores subconjuntos especiais, o que garante eficiéncia ao algoritmo de procura de c6digos
trelica Otimos (capitulo 4). Apresenta-se também, um exemplo numérico enfatizando a
construgio da tabela ordenada de normas e cosets introduzida em [26](Apéndice A.3). Tal
tabela norteia a escolha sistematizada das matrizes norma GN.

Exemplos numéricos de subconjuntos especiais de matrizes geradoras G de cddigos tre-

lica, sdo apresentados na secdo 3.4.

3.2 LIMITANTES DO dfree: Ding E Dgyp

Os caminhos fechados n#o nulos da trelica do codificador convolucional, envolvido na estru-
tura do codigo treliga, estdo associados as sequéncias de digitos de entrada, cujo primeiro

bloco de k, digitos pertence ao conjunto dado pela eq.3.1:

(W) = (g 5 uy,) | (wm) # (0),

(ul) € A& , 1= 1,...,0!’“ -1

U= (3.1)
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onde {0) = (0,0, ...,0).

Por exemplo, considerando-se um codificador convolucional com 2 entradas e A = Zin
este conjunto serd: U = {(1,0),(0,1),(1,1)}.

Se o codificador possui 3 memérias, a trelica apresenta 8 estados, sendo que os ca-
minhos fechados de menor mimero de ramos, estdo associados, neste caso, as sequéncias
semi-infinitas, 1000 ...;0100.. e1100 ...; chamadas sequéncias minimas. A fig.3.2

mostra estes caminhos, sendo seus ramos, rotulados com os bits de entrada, em cada caso.

oo
of

5 S,
001 oo 001 90,
iz

S,
010 010 /o

Soz1 Sozz2

8

100
S102
8110

ZI1r

Figura 3.2: Caminhos fechados obtidos o partir das sequéncias minimas de entradas

1000..,0100..,e110¢0...

Em geral, para quaisquer k; e V, pode-se formalizar as definicGes de A;, 7 € Dgyp, através

das equagoes 3.2 e 3.4:

5 k} k}
Aing = Igil?{ll D ouwgy+ > uyEEen;ll} + I{l}jﬁ?{” > uygogll} (32)
=1 J=s+1 j=t
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onde {u;} € U, sendo que os cosets go; € A/A’ estido associados aos ramos que partem do
estado Sp e os demais, associados aos ramos que regressam a esse estado da trelica (fig.3.1).

O pardmetro s da eq.3.2 é dado pela eq.3.3:

s=V —[ki{v —1)] (3.3)

O limitante superior, neste trabalho, é definido a partir do conjunto dos caminhos

fechados associados as sequéncias minimas de entrada, ou seja:

v ky

i=0 =1

onde g;; = 0 sempre que nao existe a memdria associada a tal coluna, sendo que o somatério
interno refere-se & métrica de cada ramo do caminho considerado, enquanto que o somatdério

externo, determina a métrica do caminho.

£01

02

g1

Figura 3.3: Estrutura de um codificador convolucional com 2 entradas e 8 memdrias.

Exemplificando, considere o codificador convolucional (fig.3.3), com k; =2e V = 3.

A matriz geradora G, em sua forma genérica para este exemplo é dada por:

G=|gn | g2 gul g2 gn ]
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Para A = Z», a €q.3.2 transforma-se em:

10.g21 + 1.grall, [10.go1 + 1.go2ll,
A =min |H.gy + 0.g12|l, ¢ +min< |[1.gor + 0.geall,

11.g21 + 1.1 [11.801 + 1.802]|

e a eq.3.4, para 0 mesmo esquema, transforma-se em:

Z?.—:e 10.gs1 + Lgall,
AS'“P = min Z‘.‘,?..—..G Hl.gﬂ + G.&?”; )
2 o lllga + lgall

sendo gy = 0, neste caso.

3.3 SUBCONJUNTOS ESPECIAIS DE MATRIZES GERADORAS

Dados os pardmetros que compdem um c6digo trelica, (ki, k2, V) (fig.2.6 - capitulo 2) e uma
particao de reticulados A/A’, tem-se as matrizes geradoras de c6digos convolucionais (eq.2.11
- capitulo 2):

G = [guk,--Zut - |81y 811 | Eo0ky - B01 |-

Considere as normas dos cosets g;; (1 =0,1,...,v; j=1,..., ki) da particdo de reticula-

dos e a matriz dada na eq.3.5:

GN = [llgok:ll -~ llgoalll --- | llgor [l - llgoall J; (3.5)

a qual é chamada de matriz-norma, introduzida em [29] (Apéndice A.2).

A matriz-norma GN possui um conjunto de matrizes geradoras associadas G, tais que
as normas dos lideres de cosets contidos em suas colunas, séo, respectivamente, as colunas
da matriz-norma GN.

O conjunto de todas as matrizes geradoras, baseadas em uma determinada particdo de
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reticulados, pode ser dividido em subconjuntos disjuntos, sendo cada um associado a uma
unica matriz-norma GN.

As colunas da matriz GN podem ser escolhidas, de modo que possibilitem a maximi-
zacgho dos limitantes do dyree (€9.3.2 e 3.4), caracterizando assim, os melhores subconjuntos
especiais (melhores valores de dy,e.). As escolhas de GN néo s3o tnicas, logo é fundamental
a sistematizacdo das mesmas, para que a busca dos codigos trelica 6timos, comece pelos
melthores subconjuntos especiais e chegue até os piores, de modo econdmico, ou seja, mini-
mizando a quantidade de subconjuntos especiais a serem investigados na procura (capitulo
4).

Os procedimentos basicos para essa escolha eficaz das matrizes GN e portanto, dos
subconjuntos especiais, foram inicialmente propostos em [27] (Apéndice A.1), sendo que,
em seguida foram propostos novos procedimentos [26] {Apéndice A.3), que reforgam a idéia
da sistematizacdo dessa escolha, propondo a construcéo de uma tabela, chamada Tabela
Ordenada de Normas e Cosets (fig.3.4 e fig.4.17 - capitulo 4).

Para que 0 Ay seja maximizado é necessario escolher, para as k; primeiras e tltimas
colunas de GN, os blocos de normas {Ny, ..., Ni, }, que possibilitem os maiores valores da
expressio (3.6):

n A }: us; 81} 1 (3.6)

max
Bi 36!\/!\’ {U }#{0}

sendo o minimo tomado na expressdo, considerando os elementos do conjunto I (blocos
de bits de entrada), e 0 maximo, calculado dentre todos os cosets distintos satisfazendo ao
mesmo conjunto de normas, {Ny, ..., Ng, }.

A maximizagio do Ay, estd associada, ndo somente as k; primeiras e ltimas colunas
de GN, mas também, s suas colunas intermedidrias; as quais sdo compostas de blocos de k;
colunas e/ou um bloco com s colunas (eq.3.3).

Desta forma, a tabela ordenada de normas e cosets é fundamental para que se procedam

as escolhas adequadas da matriz-norma GN, passando a ser apresentada a seguir, juntamente
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com um exemplo para a particio Z*/0Z? (fig.2.5 - capftulo 2), onde (k; = 2, 4 = Zy).

Seja A/A’ uma partigdo de reticulados dada, A um alfabeto g-ario de digitos de entradas
e um codificador convolucional com k; entradas. Para exemplificar, seja A/A = Z2/6Z2,
particdo apresentada na fig.2.5, a qual contém uma constelacdo de sinais composta de 32
pontos, mapeada a partir da particéo, considerando-se a transformagao linear 8, e uma tabela
contendo: o rétulo do coset, o lider do mesmo e sua respectiva norma. Este rotulamento é
o mesmo apresentado por Calderbank & Sloane [11].

O objetivo da tabela ordenada de normas e cosets é listar, com seguranca, todos os
conjuntos de k; normas, valorizando a ordem de precedéncia de cada conjunto, quanto ao
valor da eq.3.6 (do maior para o menor). A organizagio da tabela estd baseada em blocos
de 5 colunas, sendo a primeira para a alocagio do conjunto de k; normas.

Na coluna 2, colocam-se todas as possiveis combinacdes de k; lideres de cosets (uma
em cada linha do bloco), cujas normas estejam alocadas na coluna 1. Por exemplo, na
tabela da fig.3.4, no bloco 2 destacado, tem-se 4 linhas na coluna 2, isto se deve ao fato da
particio (fig.2.5) possuir 2 cosets distintos com norma 2, perfazendo o total de 4 combinagdes
possiveis.

Considerando-se cada combinacéo listada na coluna 2 e os k; digitos de entradas possiveis

de A, constréi-se a terceira coluna da tabela. O valor da norma do coset dado pela eq.3.7,

k1
D wig (3.7)

=1

é alocado na linha da combinagio considerada e na posigio referente & entrada utilizada.
Exemplo: no bloco 2 da fig.3.4, tem-se as normas 2,2,0, na linha da combinacao dos cosets
(1,1) e (1,1), respectivamenté as entradas (1,0), (0,1) e (1,1).

A quarta coluna € obtida ao se considerar o minimo entre os valores de cada linha

(eq.3.8), da coluna 3,
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oy
min_{|| }:%gﬁ[l} (3-8)

{(u;)#(0)

e a coluna 5, é obtida considerando-se o valor maximo , dentre aqueles da coluna 4, que é
exatamente o valor da eq.3.6.

Os blocos referentes aos conjuntos de normas, { Ny, ..., Ni, }, que representam os mesmos
valores em ordem reversa, sao omitidos, pois representam repeticio do bloco de linhas
dado por {Ng,,..., N1}, exceto pela ordem de apresentagéio da terceira coluna.

Apés a listagem de todos os blocos possiveis, procede-se uma ordenacio decrescente dos
blocos, quanto ao valor obtido na quinta coluna. Através desta ordenagéio, pode-se automati-
zar a determinacio dos subconjuntos especiais, pois a escolha adequada das matrizes-norma
GN, estid associada aos primeiros blocos da tabela.

A primeira matriz-norma a ser escolhida é entao, aquela gue possui o primeiro bloco de
normas, {Ni, ..., Ny, }, da tabela ordenada de normas e cosets, nas k;, primeiras, e dltimas,
colunas, maximizando assim o A;,r. Nas colunas intermediarias, coloca-se o primeiro bloco
de normas, repetido tantas vezes quanto se fizer necessario. Caso o nidmero de colunas
intermedidrias na matriz GN nfo seja multiplo de k&, retira-se as k; — s (eq.3.3) menores
normas do bloco, colocando-o para preencher as colunas intermedidrias restantes.

Por exemplo, para um codificador com 3 memdrias (k; = 2) e a tabela da fig.3.4, a

primeira matriz-norma GN escolhida sera:

ky primeiras k1 ultimas
P e
GN=[{4 | 2 4 | 1 21
intermediarie

Os procedimentos nio descartam a possibilidade de que, o subconjunto especial possua
matrizes geradoras de codigos catastréficos, e/ou cédigos que ndo ocupem todos os cosets
da particdo considerada. Referente a GN acima, as matrizes G do subconjunto especial
associado geram cddigos trelica que escolhem apenas os cosets pares da particdo. Esses

cédigos trelica nio serdo considerados neste trabalho, pois pode-se trocar a particio por
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kR =2 8 cosets A = GF(2)

{N2, N} Lideres dos (1,O), (O.1), (L) | min{.} | eq.(3.5)
{4,21} (0.2),(1,1) 2
(0.2),(1,-1)
(2,2} | (LDLD
(1, 1)(1L,-1)
(1,-13,(1,1)
(1,-1),(1,-1)
{1,1} (1,00,(1,0)
(1,0),(0,1)
(1.0.(-1,0)
(1,0).(0,-1)
(0,1),(1,0)
(0,1).(0,1)
(0, 1),(-1,09
(0,1),(0,-1)
(-1,0),(1,0)
(-1,00,(0,1)
(-1,0),(-1,0)
(-1,00,(0,-1)
(0,-13,(1,0)
(0,-1),(0,1)
(0.-1),(~-1,03
{0,-13.(0,-1)
{4,1} (0,2},(0,1)
(0,2),(1,0)
(0,2).(0,-1)
(0.2),(-1,0)
{2,1} (1,1},(1,0)
(1,1),(0,1)
(1,1).(-1,0)
(1,1),(0,-1)
(1,-1),(1,0)
(1,-1),(0,1)
(3-1),(-1,0)
(1,-1),{0,-1)
{0,1} (0.00,(0,1)
(0,0),(1,0)
{0,03,(0,-1)
(6,0),(-1,0)
(4,4} | (0.2).0,2)
{0,0} (0,0),(0,0)

-

S —

BLOCO 2

“
o.hp-HMHHMM.—AHMHra»-awHHHHHMHHmeHHwHHHmMNNNMN
.

2

2 2
o 0
4 2
4 2
0 0
4 1
2 1
o] a
2 1
2 1
2 1
2 1
Qg 0
0 0
2 1
4 1
2 1
., 2 1
4 1
2 1
4 1
1 1
1 1
i 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
i 1
i 1
1 1
o 0
V] G
4] o
a 0
O O
0 0

OAOQOONNNNNNNNA&##HMHHHHHWMM*—‘H*‘HHMNNNNAA

Figura 3.4: Tabela de Cosets e Normas com a particéo Z?/6Z2 (8 cosets).
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uma com menos cosets. Desta maneira, esta é descartada, fazendo-se uma nova escolha de
GN. As novas matrizes norma sdo obtidas através da troca de normas, primeiramente das
colunas intermedidrias, de acordo com os blocos subsequentes da tabela ordenada de normas

e cosets. Logo, a proxima GN a ser escolhida é:

GN={4122]|42],

que também escolhe apenas os cosets pares, pois, para obter-se todos os cosets na saida do
codificador, é necessario neste caso, cuja particdo possui 8 cosets, pelo menos uma coluna
com norma impar.

Assim a nova matriz-norma escolhida sera:

GN=[4]21]42]

Caso seja necessario novas escolhas para GN, primeiro esgota-se as possibilidades de
trocas para as colunas intermedidrias, considerando-se também os conjuntos de normas
{N1, ..., Ng, }, nas demais ordens possiveis; procedendo-se, logo apés, a troca das primeiras
e/ou dltimas colunas, conforme apresentado no Algoritmo de Procura Exaustiva de Cédigos

Trelica ()timos, na sec¢ao 4.2 do capitulo 4.

3.4 EXEMPLOS NUMERICOS DE SUBCONJUNTOS ESPECIAIS:

Nos dois exemplos a serem apresentados, considera-se um codificador convolucional com
ki = 2, e a partigio A/A' = Z*/0Z? da fig.2.5 (capitulo 2). O objetivo desses exemplos é
uma maior familiaridade com os subconjuntos especiais, sendo que diferengas entre esquemas
com 3 e 4 memorias, serao destacadas.

Propriedades de partigdes de reticulados (capitulo 2), mostram que o lider de coset
considerado ndo altera o cdlculo do coset de saida r, pois sdo observadas as caracteristicas
do mapeamento. Por exemplo, considere os pares (1,-1) e (1,3), lideres diferentes para o

coset 2, e o par (1,1), lider do coset 0. Calculando a soma entre os cosets 0 e 2 obtem-se:
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a) (1,1) + (1,—1) = (1,0), que representa o coset 4;
b) (1,1) -+ (1,3) = (1,4) = (1,0), utilizando-se a congruéncia mdédulo 4.
Para um cédigo convolucional com 3 memdrias (fig.3.3), a matriz geradora é dada pela

expressio:

G = [go1 | €12 211 ]| 8oz Eoi)s

pois as duas iltimas colunas referem-se as entradas do codificador, e as demais estio asso-
ciadas s memodrias.

Considerando a seguinte matriznorma, GN = [4{2 1|4 2], tem-se que, o subconjunto
especial associado a ela possui 16 matrizes geradoras. Pois, como mostra a tabela da fig.2.5,
a particdo conta com: 1 coset de norma 4, 2 de norma 2 e 4 de norma 1. A seguir, sdo

listadas as matrizes geradoras do subconjunto:

21 0 2 1 2 1 0 21 210 2 1
c 11401 01 10 3 0 1 01
2 1 0 21 2 1 1 2 1 2 11 21
G4 == G5 = Gs =
1 3 0 3 g 1 00 01 06 0 3
21 3 2 1 21 3 2 1 21 06 2 1
G7 = Gs = Gy =
010 0 1 61 060 3 60 3 101
2102 1 21021 2 g 2 1
Gy = G = G =
0110 3 0 3 3 01 0 3 3 0 3
211 2 1 211 21 2 3 21
G13 = G14 = G15 =
0 3 0 0 1 0 3 0 0 3 0 3 001
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Para a matriz geradora G, e as equagdes 3.2 e 3.4, obtem-se os seguintes valores dos

limitantes do dfre.:

Apmp = min{[}0.(0,1) + 1.(2, 0){l, |1.(0, 1) + 0.(2, 0} [}, [I1.(0, 1) + 1.(2, 0) [} }+

+min{[|0.(1,1) + 1.(2,0)|[, 11.(1, 1) + 0.(2, 0)|, }11.(1, 1) + 1.(2,0)||} =
= min{4, 2,2} + min{2,4,2} = 2 + 2 = 4;

[10-(1,1) +1.(2, 0){f + [10.(0,1) + 1.(1, )| + ||0.(2, O}}i},
Asup = min ¢ [11(1,1) +0.(2, 00}l + [11.(0, 1) + 0.(L, D + [[11.(2, 0[]}, ¢ =
[(1.(1,1) + 102, 0} + 111.(0, 1) + 1.(3, 1)|| + 1}1.(2, 0) i},

= min{6,7,7} = 6.
Neste trabalho, o cdlculo do dj,.. utiliza o Algoritmo de Viterbi [33], sendo que dfree =5
para a matriz ;. Considerando-se as outras 15 matrizes geradoras G e refazendo-se os
célculos, para cada uma delas, obtem-se sempre os mesmos valores, Aj,r = 4 e Ay = 6.

Este fato ndo ¢ verificado para quaisquer pardmetros dados, como mostra o préximo exemplo.

&1

&2

B2 | —| 822 | =

Figura 3.5: Associagdo dos lideres de cosets com a estrutura de um codificador convolucional

de 2 entradas e § memorias
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Seja agora, um codificador convolucional com 4 memérias, ilustrado na fig.3.5, cuja

matriz geradora G é dada pela eq.2.11 (capitulo 2):

G = [ga2 821|812 811 | Boz Boil

Para a maitriz-norma

GN=[42]11]2 4],

o subconjunto especial associado, possui 64 matrizes geradoras. Utilizaremos apenas 3 ma-
trizes para mostrar que, em um mesmo subconjunto especial, pode-se obter diferentes valores

para os limitantes do djree.

21001 2
611110

A) Matriz geradora G; =

para a qual tem-se:

[10.g21 + 1.g12|, [10.g01 + 1.g02l,
Ay = min I1.g21 + 0.g12||, ¢ +min [11.801 + 0.g02l, =

11221 + 1.g12]] [11.g0: + 1.8o2]

= min{2,4, 2} 4+ min{2, 4,2} = 4;

Yo 0.8 + Lgaall,
Agp=min{ T2 lll.gn+0.gnl, p=min{2+14+4,4+142,2+4+2}=7.

Ez‘zzﬂ 1.8a + 1.g:0l]

Ativando o algoritmo do célculo do dy. para o cdigo trelica gerado por G4, obtem-se

d_free = 6.
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211012
010110

B) Matriz geradora G: =

onde A;,s = 4, pois os cosets representados nas duas primeiras, e iltimas, colunas ndo foram
alterados.

A mudanga realizada nas colunas intermedidrias, resulta num valor diferente para o
Aoup(Ge) = min{2+1+4,4+1+2,24+ 2+ 2} = 6. Visto que o dj. é sempre menor, ou
igual, a0 Ayp, este ndo poderd exceder o valor 6; assim nio excederd o valor do dye do
codigo treliga gerado por G.

Ressalta-se que, no Algoritmo de procura de Cédigos Trelica Otimos (capitulo 4), tal
matriz € descartada, sem que o ciculo do dgp Sejé ativado, pois seu valor nao excedersd o

dfree Obtido para a matriz geradora G,.

210012
01131890

C) DMatriz geradora Gj =

onde Ay =4, e Ay =min{2+1+4,4+14+2,2+0+2} =4.
Pela defini¢cado dos limitantes do dyre. tem-se que Ajny < diree < Ay, para qualquer

codigo trelica considerado, logo, neste caso, o valor do dy.. é 4. Ressalta-se que este é o

menor valor possivel para o dg,.., dentro deste subconjunto especial.

3.5 CONCLUSAO

Neste capitulo, foram propostos e apresentados, com grande nivel de detalhes, nas secdes 3.2
e 3.3, os conceitos de: subconjuntos especiais de matrizes geradoras G, sendo determinados os
“melhores” subconjuntos (baseados nos limitantes A; s e Agyp), matriz-norma GN e tabela

ordenada de normas e cosets, associados & esquemas de modulagio codificada, considerando
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os pardmetros (k:,V,¢) e a partigio de reticulados A/A'. Esses conceitos foram abordados
nos artigos [[27],[29],]26]], que encontram-se nos Apéndices A.1, A.2 e A.3.

Na secdo 3.3 apresenta-se um exemplo numérico, mostrando-se 2 construcdo da tabela
ordenada de normas e cosets, fundamental na sistematizacio da escolha das matrizes norma
GN e consequentemente, dos respectivos subconjuntos especiails; um segundo exemplo, da ta-
bela ordenada de normas e cosets, estd apresentado em [28] (Apéndice A.4), considerando-se
a partigdo Z?/4Z* (16 cosets), o anel finito Z; como alfabeto de digitos de entrada e codi-
ficadores convolucionais com uma entrada (k1 = 1); e um outro exemplo, estd apresentado

em [30] (Apéndice A.5), utilizando-se a particio de 27 cosets (A2/T'Az), o corpo finito Z; e
9 ¢

0 3
A secdo 3.4 traz exemplos numéricos, de subconjuntos especiais de matrizes geradoras,

ki=1,sendo I' =

cuja finalidade estd em proporcionar familiaridade com o conceito, bem como ressaltar dife-
rencas interessantes, ao considerar-se codificadores convolucionais com 3 e 4 memdérias, e 2
entradas; evidenciando assim, a importancia dos limitantes, Ding € Dgyp, do dppee.

A utilizagdo dos conceitos de subconjuntos especiais, apresentados neste capitulo, sdo
essenciais na otimizagdo da procura dos cédigos trelica Gtimos, a qual é apresentada em

forma de algoritmo no capitulo 4.
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Capitulo 4

ALGORITMO DE PROCURA EXAUSTIVA DE

C6p1cos TRELICA OTIMOS

4.1 INTRODUCAO

O objetivo principal deste capitulo é a apresentagdo de um algoritmo de procura exaustiva
eficiente, de cédigos treliga 6timos, em cuja estrutura (fig.2.6 - capitulo 2) estfo envolvidos,
o codificador convolucional e a particao de reticulados.

A secdo 4.3 apresenta o algoritmo, que representa a sistematizagio da procura exaustiva
proposta neste trabalho, sendo considerados todos os subconjuntos especiais, possiveis & um
esquema, dado pelos pardmetros (k;, V, ¢) e a particdo de reticulados A/A’.

A procura dos codigos trelica étimos, tem inicio com a determinagio das matrizes norma
GN e seus respectivos subconjuntos especiais de matrizes geradoras G (secio 4.3.1 - fase ini-
cial), realizada a partir dos conceitos e procedimentos apresentados no capitulo 3. Escolhida
a matriz norma GN e portanto, um subconjunto especial a ser investigado, busca-se nele, os
melhores cédigos trelica.

A sistematizagdo dessa fase da procura, dentro de um subconjunto especial, estd apre-
sentada em forma de algoritmo na se¢do 4.2. O algoritmo possui dois momentos cruciais

para o descarte de matrizes geradoras G, sem que haja o acionamento do algoritmo de
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determinagdo do df.. de forma desnecessgria. Sdo eles:

ajum teste de catastroficidade, visto que neste trabalho, deseja-se somente cédigos tre-
lica 6timos ndo catastréficos; juntamente com um teste que verifica a determinacio de todos
0s cosets da particdo dada (se¢do 4.2.1);

b)um teste comparativo, entre o valor obtido para 0 g, de uma matriz G e o valor do
dfree Previamente obtido {se¢io 4.2.2).

Ressalta-se, que a form‘alizagéio do Ay, pode ser simples (ex: apenas um caminho
fechado da trelica) ou mais complexa (ex: eq.3.4, capitulo 3). Porém as formulagdes alteram a
eficiéncia desse pardmetro, no teste (b) mencionado, conforme mostra a discusio apresentada
em [27] (Apéndice A.1).

A procura de cédigos trelica Stimos encerra-se, quando restarem apenas os “piores”
subconjuntos especiais de matrizes geradoras G, para serem investigados, ou seja, quando
Boup(GN) < dyree jb obtido, para quaisquer das matrizes norma GN restantes. O algoritmo
apresenta o valor maximo possivel para a distdncia minima quadritica d de um cédigo trelica
no esquema considerado e suas respectivas matrizes G e GN.

A distancia minima de um cédigo treliga d = min{ds,ee, dp} (eq.2.13 - capitulo 2), é
limitada pela distancia euclidiana quadratica minima, dy, entre dois sinais pertencentes ao
mesmo coset, da particio do reticulado. Visando-se o aumento da distancia d, propoe-se
partigGes com maior niimero de cosets, as quais so apresentadas na segdo 4.4.

A secio 4.5 apresenta exemplos numéricos, detalhando o funcionamento do algoritmo
de procura proposto na segio 4.3, utilizando-se diferentes esquemas q-grios.

Com a implementagéo do algoritmo de procura proposto, obteve-se novos codigos trelica
6timos [[26],{28]] (Apéncices A.3 e A.4). Tais cédigos estio apresentados na secio 4.6, através
de uma divisdo em subsegdes, a qual considera o anel g-drio de digitos de entrada com g =2,

3ed
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4.2 ALGORITMO DE PROCURA D0OS MELHORES CODIGOS
TRELICA DENTRO DE UM SUBCONJUNTO ESPECIAL

Considere um subconjunto especial representado pela matriz norma GN, determinada segun-
do os procedimentos propostos na segéo 3.3 (capitulo 3). O algoritmo proposto nesta secio,
tem como objetivo, selecionar um cédigo convolucional, cujo valor do dj,.. seja o maior,
dentre todos os codigos, do subconjunto especial considerado. Ressalta-se, que o cédigo se-
lecionado ndo é catastréfico e determina todos os cosets da particdo de reticulados, na saida
do codificador convolucional.

A figura 4.1 apresenta o fluxograma do algoritmo, cujos principais passos sio apresen-

tados detalhadamente nas segdes 4.2.1 & 4.2.3.

4.2.1 Fase INICIAL

Nesta fase estdo incluidas, a primeira escolha de uma matriz G, realizada a partir da Tabela
Ordenada de Normas e Cosets (secdo 3.3, capitulo 3) e a realizagiio do teste de catastro-
ficidade do cddigo trelica gerado por G, bem como a verificaggo da utilizagio de todos os
cosets da partigdo. O teste e a verificagfio , podem resultar no descarte imediato, ou nao, da
matriz G. Caso a matriz seja descartada procede-se uma nova escolha de matrizes geradoras
(caso exista), refazendo-se os testes. Se porém, a matriz G néo é descartada prontamente,

passa-se a0 préximo passo do algoritmo.

4.2.2 VERIFICAGOES SIMPLES ENVOLVENDO Agy, E dfree

Determina-se o valor do A,,, para a matriz geradora G, utilizando a eq.3.4. Este valor é
comparado com 0 dyr.e jd obtido, cujo valor, ou é igual ao do A;,; do primeiro subconjunto
especial a ser analisado, ou é o maior dy... ji obtido, dentre os subconjuntos especiais

investigados anteriormente.

Se Auwp(G) > dfree, aciona-se a determinagéo do dy,.. para o cdédigo gerado por essa
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Escolha uma
matriz. G

dentro do subconjunto
especial de GIN

G gera -
um cédigo catastrSfico
ou nio escolhe todos
0s cosets?

Sim

Niao

Cdlculo do A su

para G P

A sup = %ree

l Sim Escolhe-se nova

Adgoritmo de determinagio do matriz G
= J
daux = Afree Para G

Guarda-se - dfre e = dyux
e respectiva G

Existem Sim
mais matrizes
G?

O algoritmo do
cdlculo do df
Tee
foi acionado?

Sim \ Apresentagcio de

GN, G edo

) dﬁ- maximo
ee

Nio l
B

Figura 4.1: Fluzograma da Procura dos Melhores Cédigos em um Subconjunto Especial
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matriz G. Pode-se, exemplo, utilizar o Algoritmo de Viterbi [[14],[30]] para isso. Sempre
que o valor do novo dj... determinado é superior ao anteriormente obtido, guarda-se o
maior valor, na variavel ds..., assim como, armazena-se as respectivas matrizes G e GN. O
prosseguimento do algoritmo é determinado por uma nova escolha para a matriz geradora
G, caso seja possivel, refazendo-se, em seguida, os testes mencionados na fase inicial.

Caso contrario (Ds;up(G) £ dfree), descarta-se a matriz geradora G e prossegue-se o
algoritmo, com uma nova G, se existir essa possibilidade.

A determinagdo do A, é fundamental nesse algoritmo, tendo em vista que seu calculo
(eq.3.4) é muito menos complexo do que a determinagéo do dj,. dos cédigos convolucionais
envolvidos, pois o0 mesmo envolve apenas um conjunto finito de caminhos. Desta maneira a
determinagdo do dy... deixard de ser efetuada para os cédigos “ruins”, isto é, cujo limitante

superior é menor, ou igual, ao d .. obtido no decorrer do algoritmo.

4.2.3 FINAL DO ALGORITMO: APRESENTACAO DE UM CODIGO COM dfree

MAXIMO

O cbdigo gerado pela matriz G armazenada, pode ser um cédigo trelica 6timo do esquema
considerado, caso o algoritmo de determinagio do djre. tenha sido acionado, ac menos uma
vez, com efetiva armazenagem de uma nova matriz geradora G, visto que é um dos melhores
cédigos desse subconjunto especial. Se o acionamento da determinagio do djre ndo foi
realizado, o cddigo trelica 6timo estd em outro subconjunto especial.

Ressalta-se que o algoritmo é exaustivo, quanto a escolha das matrizes geradoras G,
porém ndo o é, quanto a utilizagdo do algoritmo de determinagio do df,..; pois 0 mesmo,
somente é acionado nos casos em que Ay, > de. anteriormente obtido, sendo portanto,

restrito & uma fragdo (pequena) de matrizes geradoras G de “bons” cédigos trelica.
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4.3 ALGORITMO DE PROCURA DE CODpI1G0OS TRELICA OTIMOS

A figura 4.2 apresenta o fluxograma do algoritmo de procura de cédigos Gtimos, o qual é
uma evolucdo das versbes apresentadas em [[26],(28],[30]] (Apéndices A.3, A.4 e A.5).
Os detalhes do algoritmo estdo apresentados em subseces, sendo a primeira {fase inicial)

neste caso, processada apenas uma vez.

4.3.1 FASE INICIAL: TABELA ORDENADA DE NORMAS E COSETS E ES-

COLHA DE UMA GN

A partir da particio A/A’ e da tabela de lideres de cosets e normas correspondentes (ex.:
fig. 2.5 - capitulo 2)), constréi-se a tabela ordenada de normas e cosets (ex.: fig. 3.4),
considerando-se os conjuntos de normas {Ny, ..., Ny, }.

Em seguida, coloca-se nas k; primeiras e \ltimas colunas de GN, o primeiro conjunto
de normas da tabela ordenada e nas colunas intermedisrias de GN, também, tantas vezes
quanto fizer-se necessario. Se ndo for possivel colocar-se o conjunto todo (se o numero de
colunas intermedidrias ndo é miiltiplo de ki) retira-se do conjunto de normas, as (k1 — s)

menores {eq.3.3), obtendo-se o niimero exato de colunas intermedisrias restantes.

4.3.2 CALCULO DOS VALORES MAXIMOS DE Aing E Agyp PARA GN

Baseando-se na possibilidade de matrizes geradoras G de um mesmo subconjunto especial
possuirem diferentes valores para 0 Ay e Ay, (secdo 3.4 - capitulo 3), é importante o
célculo dos valores méximos assumidos pelos referido limitantes do d free, dentro do subcon-
junto especial escolhido.

Neste cdlculos, pode-se utilizar a Tabela Ordenada de Normas e Cosets:

a) para determinar o valor méximo do A, 7 : considera-se a soma dos valores obtidos
na iltima coluna da tabela, dos blocos referentes as k; primeira e tltimas colunas de GN;

b} para o valor maximo do Agup ¢ utiliza-se a coluna 3 da tabela. Para cada um dos

blocos de k; normas (iniciando-se pelas iltimas colunas de GN e fazendo g.,; = 0, para
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j=s+1,..,k (eq.3.3 - capitulo 3)), toma-se o maior valor (considerando todas as linhas)
referente ao primeiro elemento {u;} € U (eq.3.1 - capitulo 3) de digitos de entrada. O
somatorio desses valores obtidos é reservado. Procede-se da mesma forma, para os demais
elementos de /; sendo que o menor valor dentre todos é o valor maximo do Ay, para a GN
escolhida.

Por exemplo: para os parmetros k1 = 2,V = 4,¢ = 2, A/A' = Z? /072, seja o subcon-
junt especial associado a

GN=[42|11|22]

Obtem-se que: Agy = 2+ 2 = 4, pois os blocos envolvidos sdo os dois primeiros da

tabela (fig.3.4 - capitulo 3) e

Agp=min{(2+1+4), 2+1+2),(4+4+2)}
= min{7,5,10} = 5.

tendo em vista, que neste cédlculo est@o envolvidos os trés primeiros blocos {(4, 2); (2, 2); (1, 1)}
da referida tabela.

Ressalta-se que o algoritmo de procura dos melhores cédigos trelica dentro de um sub-
conjunto especial (secdio 4.2), somente ser utilizado para os subconjuntos especiais, tais que
0 A méximo para GN é superior a0 dyr.. anteriormente obtido. Desta forma, estd se des-
cartando imediatamente todos os subconjuntos de matrizes geradoras G, com d .. menores,

sem a necessidade da determinagdo de seus valores.

4.3.3 Nova EscorLHA DE GN

Nesta fase, apenas uma das etapas abaixo é realizada, conforme a existéncia de novas pos-

sibilidades de escolha, sendo observada a ordem de precedéncia.

a) Se for possivel, substitui-se as colunas intermedidrias da GN anterior, por nova esco-

lha do conjunto de normas, sempre observando-se a ordem subsequente dos conjuntos segun-
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do a tabela ordenada de normas e cosets, utilizando inclusive, as outras ordens possfveis dos
conjuntos {NVi,..., Ny, } (ex: {Ny,,..., N1}). Escolhida uma nova GN, retorna-se 3 subsecio

4.3.2. Caso contrdrio, segue-se para a etapa(b).

b) Se for possivel, troca-se o conjunto de normas que compdem as %y dltimas colunas
de GN, utilizando o préximo bloco de normas da tabela ordenada. Para as colunas interme-
didrias, retoma-se a primeira combinagao utilizada, voltando, a seguir para a subsecao 4.3.2.

Caso contrdrio, segue-se para a etapa(c).

c) Troca-se o conjunto de normas que compde o primeiro bloco de k; colunas de GN,
retoma-se a primeira combinagio de normas utilizada para as demais colunas, voltando, a

seguir a subéegé,o 4.3.2.

4.3.4 FINAL DO ALGORITMO: APRESENTACAO DE UM CODIGO TRELIGA

OTIMO

A determinag@o do cédigo 6timo e do dfre. méximo para um dado conjunto de parametros,
(k1,V,q) e particio de reticulados A/A’, ¢é obtida ao esgotar-se as possibilidades de novas
escolhas para GN, isto §, o algoritmo sempre determina um cédigo treliga étimo.
Ressalta-se que a procura de cédigos 6timos realizada é exaustiva, quanto 4 escolha das
matrizes-norma GN e das matrizes geradoras G, ou seja, procura-se de maneira eficiente, em
todos os subconjuntos especiais cuja probabilidade de conter um cédigo 6timo seja grande,

sendo necessaria a determinagdo do dfree, para uma fracio minima de matrizes geradoras G.

4.4 PARTIGOES DE RETICULADOS E TABELAS DE COSETS

A distdncia minima, d, dos cédigos treliga, é limitada, conforme mostra a eq.2.13 (capitulo
2), pela disténcia euclidiana minima quadrética dp, a qual estd, por sua vez, diretamente
ligada ao nimero de cosets da partigio de reticulados considerada.

Visando-se esquemas que possibilitem, maiores valores para d, construiu-se particdes
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Figura 4.2: Fluzograma do Algoritmo de Procura de Cédigos Otimos Q-drios
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com maior nimero de cosets, baseando-se na construcio das partigGes de reticulados apre-
sentadas, resumidamente em [11], e em detalhes no capitulo 2 (particio Z?/0Z%) e nesta
secdo (particdes Z*/4Z% e Ay/34,). As novas particdes construidas, estdo igualmente, apre-
sentadas detalhadamente, nesta secdo.

'Todas as partigles apresentadas nesta secio, derivam-se dos reticulados 72 e Ag, e fazem

parte dos esquemas utilizados nas secdes 4.5 e 4.6.

4.4.1 PARTICAO Z?/47? (16 COSETS):

Para obter-se a partigiio com 16 cosets, considera-se o reticulado A = Z? e o subreticulado

A’ =422 [11], isto é,

z T 4 0
(,y) € A <= 3(z1,1) € Z°| =45 | 3:1

Y {51 0 4 (7

I

(4.1)

A fig.4.3 apresenta constelages de 16, 32 e 64 sinais, mapeadas por tal particdo; apre-
sentando também, uma tabela contendo: o rétulo, a norma e um lider, de cada coset distinto
da particao.

Quanto a quantidade de cosets por norma, a partigio possui um coset de norma nula e
um de norma 8 (norma méxima da partigdo). Possui ainda, 2 cosets com norma 4 e 4 para
cada uma das seguintes normas: 1, 2 e 5.

A particio Z*/4Z? possui distancia dy = 16.

4.4.2 PARTIGAO Z?/®7? (32 COSETS):

Neste caso, o sub-reticulado considerado é A’ = $Z2, o qual é determinado ao aplicar-se a

transformagéo linear, ®, ao reticulado 22, sendo:

4 4
4 —4

P =
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P 135 22 P Rétulo Lide(r:gs%t Normai Rétulo Lfdeég;’et Noxma]
4 s f 7 0 (1,0) 1 8 (1,2 5
8 9|10 1 1 (2.0) 4 9 (2.2) 8
14 15 12 13 2 -LO) 1 10 -1,2) 5
<t gy R ©.0 0 11 ©,2) 4
6 7 4 4 (1,-1) 2 12 1.n 2
8 5 2-1) 5 13 @2.0D 5
6 1-1) 2 14 1,1 2
3 0 7 ©,-1) 1 15 ©,1 1
v

Figura 4.3: Particdo de reticulados Z2/4Z*% (16 cosets)[11].

A fig.4.4 mostra constelagdes com 32 e 64 sinais, sendo que o mapeamento proporciona
dy = 32.

Os cosets da parti¢cdo possuem norma inferior 4 16, exceto o coset 1, conforme mostra a
tabela da fig.4.5. A quantidade de cosets, por norma distinta da particio, estd apresentada

na tabela da fig.4.6.

4.4.3 PARTIGAO Z?/87Z? (64 COSETS):

Para obter-se a partigido com 64 cosets, considera-se A’ = 81,Z% = 872, como subreticulado
de Z2.

O rotulamento, bem como, os lideres e normas, dos cosets da partigio estfo apresentados
na fig.4.7. As constelagdes marcadas na fig.4.8 possuem 64, 128 e 256 sinais, respectivamente.

A tabela da fig.4.9, mostra a quantidade de cosets para cada norma diferente, da par-

ticdo. Tem-se que dp = 64.
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Figura 4.4: Partigio de reticulados Z?[®Z? (82 cosets).

Rétulo Léiii?e Norma Rétulo Lé?)zzf e Norma
G 0.0 o i6 0,2) 4
1 (1.0) 1 17 (1.2) 5
2 2,0) 4 18 (2,2) 8
3 (3.0 9 19 3,2) 5
4 “,0 16 20 4,2) 4
5 5.0 9 21 (5.2) 5
6 6,00 4 22 (6.2) 8
7 (7,00 1 23 (7.2) 5
8 (5,0) 9 24 4.4) 1
9 (1,5) 10 25 (5.4) 2

i0 (2,5 5 26 6.4) 5
11 (3.5 2 27 (7.4) 10
12 (4,5) 1 28 0.4) 9
13 (5.5) 2 29 (1.4) 10
14 (6,5) 5 30 (2.4) 5
15 (7.5) 10 31 3.4 2

Figura 4.5: Tabela de cosets da partigio Z*/DZ? (32 cosets).
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Quantidade | Norma Rétulo dos
de Cosets Cosets
1 16 4
4 10 9,15, 27, 29
4 9 3,58 28
2 8 18, 22
8 5 10, 14,17, 19,21, 23,26, 30
4 4 2, 6,16, 20
4 2 11, 13, 25, 31
4 | 1,7, 12, 24
I 0 0

Figura 4.6: Tabela com o quantidade de cosets para cada norma da particdo Z°/PZ>.

Rétulo Lg;’;es ®  iNoma] [Réulo L?g;f ®  INoma| |Rétulo ng; efe Norma)  (Rotulg Lg:;;e Norma‘
0 0,0 0 16 0.6 4 2 04 16 48 {0.2) 4
1 {£.0) 1 17 (16) 3 33 {14 7 49 {12 5
2 20 4 18 (2.6) 8 34 24) 20 50 2.0 3
3 3,0 9 19 (3,6) 13 35 (34) 25 51 4. 13
4 40 16 20 ) 2 36 44 2 51 42 20
5 50 9 21 (5.6) 13 k1] 5.4 25 53 (52) 13
6 (6.0) 4 2 (6,6) § 38 {64 20 54 {632) 3
7 1.0 1 3 (1.6) 5 39 (1.4 17 35 an 5
8 ©n 1 U 09 9 & 03 9 % 0,0) 1
9 mn 2 25 (1,5 0 4 {13 10 57 {11 2
10 0 5 6 (2.9 I3 2 2.3 13 358 PRV 5
3] 3.0 10 7 3.5 18 4 33) 18 39 KA 0
£V “4n 17 8 @5 25 44 {43) 23 60 @D )
13 50 10 29 5.5 I3 45 {53 18 61 5.1 10
14 &N 5 30 (6.5) 13 4 63 B 62 6.1

15 (1, 2 31 {1,5) il 47 ()] 10 63 .5 2

Figura 4.7: Tabela de cosets da particGo Z?/8Z? (64 cosets).
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Figura 4.8: Particdo de reticulados Z?/8Z% (64 cosets).
47



Quantidade Norma Rétulo dos
de Cosets Cosets
1 32 36
4 25 28, 35,37, 4
4 20 20, 34, 38, 52
4 18 27,29, 43, 45
4 17 12, 33, 39, 60
2 16 4, 32
8 13 19,21, 26, 30, 42, 46, 51, 53
6 10 11, 13, 25, 31, 47, 59
4 4 3,5 24, 40
4 8 18, 22, 50, 54
I 5 10,14, 17, 23,49, 55,58, 62
4 4 2,6, 16, 43
4 2 9, 15, 57, 63
2 I 1,7, 8, 56
1 0 0

Figura 4.9: Tabela com a quantidade de cosets para cada norma da particdo Z2/3Z2.
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4.4.4 PARTIGAO A3/3A4; (9 COSETS):

A partigdo apresentada nesta subsegdio, considera o reticulado A = A,, o qual ¢ obtido de

Z?, através da transformagio linear dada pela eq.4.2:

(1,6) € 2% = (& - %fz: ‘"\“/é“g &) € As. (4.2)

O ponto (£1,&) = (1,1) € Z7 é levado ao ponto (1- %,%3) € A,, cuja norma é
el =I1G Pl =3+=1

Da mesma forma, os pontos da primeira coluna da tabela da fig.4.10, séo transformados
nos pontos da segunda coluna, respectivamente. Como o conjunto B = {(1,0); (0,1)} é base
para o reticulado Z2, tem-se portanto, no conjunto das imagens de B, pela transformacgio
linear dada, uma base para o reticulado Ay, isto é, T(B) = {(1,0); (3 = )} Portanto, a
transformagao linear altera o dngulo entre os dois vetores da base, de 90° para 120°, conforme

mostra a fig.4.11.

Ponto de Z2 Ponto de A, Norma
(1,0) (1,0) 1
(0,1) (—1/2,\]_;/2.) 1
(:,1) (I/Z,G/Z} 1
(1,-1) (3/2,»-\[—3/2) 3
(-1,1) (-3/2,\1—3/2) 3
(-1,-1) (1/2,—\!_;/2) 1
(-1,0) (-1,0) 1
(0, -1) (1/2,-—\[?/2) 1

Figura 4.10: Tabela da transformacdo linear entre os reticulados Z2 e A,.

Considerando o subreticulado A’ = 34, = 35 A4,, a fig.4.12 apresenta as constelagdes

de 9, 27, 81 e 243 sinais, e também a tabela dos cosets do mapeamento [11]. Ressalta-se
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Figura 4.11: Represeniacdo das bases dos reticulados 72 e A,.

que, por facilidade de notagio, os lideres de cosets desta tabela, estdo representados por suas
coordenadas em Z? Observa-se que esta particio possui um coset com norma nula, 2 cosets

distintos com norma méxima, igual a 3, e os demalis, com norma 1.

4.4.5 PARTICAO Ag/TAQ (27 COSETS)

Esta é uma nova particdo de reticulados, provinda de Ay ao considerar-se o sub-reticulado
A =T A,, sendo

90

0 3

I'=

A fig.4.13 mostra, as constelagdes com 27, 81 e 243 sinais e a tabela dos cosets. As
coordenadas dos lideres de cosets, apresentadas na tabela da fig.4.14, sfo as suas respectivas

coordenadas no reticulado Z2.

A tabela da fig.4.15 apresenta as quantidades de cosets para cada norma da particio.
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Rétulo Lider de Norma
Coset
0 (0,0) 0
i (1,0) 1
Z (1,DH 1
3 0, 1
4 (-1,0) 1
5 -1,-1 1
6 {0,-1) 1
7 (L-1) 3
8 (-1.1) 3
A

=
*
> @
=

o & o o o
& 7 5 &

0
“0

Figura 4.12: Particdo de reticulados A2/3As (9 cosets).
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Rétulo Ligfsefo Norma| | Rotulo| ~ LIEL 40 | Norma| [Retulo| LAGET do | Nogrmy
0 0,0 0 9 22) 2 18 (-2,0) 2
1 (1,0) 1 10 (1.2) 3 19 an) 1
2 (1,1) 1 11 (0,2) 2 20 (3.3) 9
3 ©.1 1 12 (0,2) 2 21 (-2,-2) 2
4 2.0) 2 13 1D 3 22 (-1-2) 3
5 -1,2) 7 14 (1,-2) 7 23 (-3,-2) 7
6 ©,-1) I 15 (0,3) 9 24 2-1) 3
7 @0 3 16 (2.3) 7 25 1D 1
8 21 3 17 (1,3) 7 26 (3,2) 7

Figura 4.14: Tabela de cosets particio Ax/T As (27 cosets).

Quantidade Norma Rétulo dos

de Cosets Cosets
2 9 15, 20
6 7 5 14,16, 17, 23, 26
6 3 7, 8,10, 13, 22, 24
6 2 4, 9,11, 12, 18, 21
6 1 1, 2,3 6,19, 25
1 0 0

Figura 4.15: Tabela com a quantidade de cosets para cada norma da particio Ay /T A,.
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4.5 EXEMPLOS NUMERICOS COM O ALGORITMO DE PRO-

CURA DE CODIGOS TRELICA OTIMOS

4.5.1 ESQUEMA SOBRE O CORPO Zs

Este exemplo aparece, resumidamente, em [26](Apéndice A.3). O esquema considerado

envolve um codificador com k; = 2 entradas ¢ V' = 4 memorias (fig.3.5, capitulo 3), e a

particio de reticulados A/A’' = Z?/0Z? (8 cosets) mostrada na fig.2.5 (capitulo 2).
Considera-se, portanto, a tabela ordenada de normas e cosets, apresentada na fig.3.4.

Neste caso, a matriz-norma possui (k; + V') = 6 colunas, ou seja:

GN =] lgeall ligasll | lgrzll ligaall | {0zl llgoal} ]

A primeira matriz-norma GN, determinada pelo algoritmo (segio 4.3), é aquela que
possui o primeiro bloco de normas, da Tabela Ordenada de Normas e Cosets, {4, 2}, nas

duas, primiras e dltimas, colunas, bem como nas colunas intermedidrias, ou seja:

GN=[42|42]42]

Utilizando-se, as defini¢des dos limitantes do dree, Ainy (9.3.2) e Ay, (q.3.4 - capitulo
3), calcula-se os seus valores méaximos (segdo 4.3.2) para o subconjunto especial associado a
GN considerada. Obtem-se que, Ay = 4 ¢ Agyp = 6. Como as normas utilizadas em GN,
sdo todas pares, as matrizes geradoras do subconjunto especial nio acarretam a escolha de
todos os cosets da particao.

Desta maneira, esta matriz GN é descartada. O mesmo ocorre, neste exemplo, para
qualquer matriz GN que ndo possua, pelo menos, uma coluna com norma impar, caso das
matrizes:

[42]24]42] e [42]22]42].
Assim, a matriz-norma que aciona o algoritmo computacional de determinacio do d frees
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pela primeira vez, é:

GN=[42]11]42]

cujo Ajpy =2 +2=4e Agyyp = min{5,9,8} =5,

Acionado o algoritmo computacional de determinacio do dfree; Obtem-se, pelo menos
um codigo com deuy = 5, para este subconjuto especial. Faz-se dfree = 5, guardando-se as
respectivas matrizes, G e GN.

Para a nova escolha de GN, mantem-se, as colunas 1, 2, 5 e 6 e troca-se, sequencialmente,
as colunas intermedidrias 3 e 4, iniciando pelos melhores valores da tabela ordenada (fig. 3.4
- capitulo 3), os quais sdo (4,1), (1,4), (2,1}, (1,2), (0,1), (1,0) e (0,0). As matrizes-norma
GN obtidas, possuem Ay, = 5, exceto as duas dltimas, cujo Dsup = 4. Como 0 dyre desses
subconjuntos especiais nio pode superar o dg,, j& obtido, descarta-se prontamente, tais
subconjuntos especiais, sem que seja acionado, o algoritmo computacional da determinacao
do dree.

A préxima matriz GN, é obtida alterando-se a ordem das normas das duas dltimas
colunas, retornando-se, em seguida, & primeira combina¢do de normas para as demais colu-
nas, ou seja, GN =[ 4 2 | 4 2 | 2 4 ], que é descartada, pois ndo escolhe todos os cosets.
O mesmo ocorre para as duas préximas matrizes escolhidas: GN =[42 (24|24 ]e
GN=[42]|22]24]

Escolhe-se entdo, a seguinte matriz-norma: GN = [4 2 | 11| 2 4], sendo que,
Ding = 4 € Dy = min{7,7,8} = 7. Inspecionado o subconjuto especial de GN, obtem-se
no maximo, dagur = 6. Faz-se d¢ree = 6 e guarda-se estas novas matrizes G e GN.

Novamente, mantendo-se as colunas 1, 2, 5 e 6 e trocando as colunas 3 e 4, sequen-
cialmente, pelos valores (4,1}, (1,4), (2,1), (1,2), (1,0),(0,1) e (0,0}, as matrizes-norma GN
resultantes, possuem Az, < 5. Como esse valor é menor do que o df. j4 obtido, sio
prontamente descartadas.

As proximas escolhas para matrizes GNsdo[ 4 2 | 1122 ] e [42{41]22],
as quais possuem g,y = 5 e portanto, sao prontamente descartadas.

A mnova GN escolhida é [ 4 2 | 1 4 | 2 2], cujo Ay =4 e Dy = min{8,7,7} = 7.
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Investigando-se tal subconjuto especial, obtem-se no maximo, dgy; = 5 e portanto descarta-se
GN, visto que j4 obteve-se, dfre. = 6.

Asmatrizesnorma[ 4 2 [ 21| 22] ,e[42|12]22]implicamem A, <8,
sendo portanto descartadas.

Para GN = [24 | 11]42], temse que Ay = 4, Ay = min{7,7,8} = 7, ¢
daus = 6 (igual ao dyy. j obtido). Descarta-se GN.

A seguir, considera-se a matriz-norma GN =[ 2 4 | 4 1 | 2 2 ], para a qual A,y = 4
e Dgyp = min{8,7,7} = 7. Obtem-se dy,, = 5 e assim, descarta-se essa GN.

As demais matrizes-normas para o esquema considerado:

[24f21]22], ..,[24]00|22], [22]42[42]), ..,[00]44]00],

possuem g, inferiores ao valor obtido para o djr., € portanto sdo todas prontamente
descartadas.

Com isto, esgota-se todos os possiveis subconjuntos especiais para este esquema de
codigos treliga de par@metros (k1,V,q) = (2,4,2). Um cédigo trelica 6timo, dse. = 6, foi
obtido no subconjunto especial representado pela matriz-norma GN =42 | 11| 2 4]

e cuja matriz geradora é
011010

21011 2

G =

Em resumo, para este esquema, de um universo de 4095 possiveis formas para a matriz-
norma GN, inspecionou-se, com efetivo acionamento do algoritmo de determinacio do Arees
os subconjuntos especiais associados 4 apenas cinco delas. Os 4090 subconjuntos restantes
foram prontamente descartados. Isto representa uma pequena fragdo de matrizes-norma GN,

ou seja, 0, 1% das mesmas.

4.5.2 ESQUEMA SOBRE O CORPO Zj

Este esquema aparece em [30] (Apéndice A.3).
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Considera-se um codificador com k; = 1 entrada e V' = 2 memérias (fig.4.16), e a

particdo de reticulados A/A" = A /T Aj; (27 cosets) mostrada nas figs.4.13 e 4.14 (segdo 4.4).

£u
— gll g?,i

Figura 4.16: Estruture de um codificador convolucional com 1 entrada e 2 memdrias.

A tabela ordenada de normas e cosets, apresentada na fig.4.17, foi obtida a partir da
particdo Ay/T'As, segundo os procedimentos propostos na secio 3.3 (capftulo 3).

Como o alfabeto de digitos de entrada é Zs, tem-se que U = {(1), (2)} (eq.3.1 - capitulo
3).

As matrizes norma GN da forma GN = [ ||ga1|| |gu|| |igoil| ], sfo escolhidas, segundo

o algoritmo de procura de cédigos (secio 4.3), na ordem a seguir, sendo que:

Ay = min{{|gnl, “2%01”} + mm{”gzlﬂa “2821”}7

S o llgall
S o l2gall

INGN=[999], Aup;=9+9=18 e Ay, =min{27,27} = 27. Esta matriz

GN é descartada sem o acionamento do algoritmo computacional de determinacio do dppee,

Dy = 1IN

juntamente com todas as matrizes geradoras G associadas ao subconjunto especial, pois nio

acarretam a escolha de todos os cosets da particio na saida do codificador.

2)GN =[939], Aun;=18 e Ay, = min{21,21} = 21. Descartada pelo

mesmo motivo da GN anterior.
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Figura 4.17: Tabela Ordenada de Normas e Cosets
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3)GN=[929], Au=18 e Ay =min{20,25} = 20. Descarta-se esta GN,

igualmente ‘as duas matrizes anteriores.

4) GN =[979], App=18 e A,y = min{25,19} = 19. Descartada pelo

mesmo motivo das anteriores.

5) As matrizes-norma [ 9 1 9], [ 9 0 9 | possuem o mesmo Ay = 18 e Ay, =
min{l19,20} = 19 e 18, respectivamente. Descarta-se estas matrizes, pois também nic
acarretam a escolha de todos os cosets da particdo.

6) As matrizes-norma [9 93] e [ 93 3 ], implicam em um mesmo Ay = 12, e
Asup = 21 e 15, respectivamente. Como também néo acarretam a escolha de todos os cosets,

sao descartadas.

7Y GN =[923], Ay = 12 e Ay, = min{l4,19} = 14. O subconjunto especial
¢ inspecionado e um cédigo com matriz geradora G obtem dgu; = 14. Faz-se Airee = 14 €

guarda-se G e GN.

8 GN=[973] e GN=[913]possuem A, = 13. Logo sdo prontamente
descartadas, pois Agup < dsree j4 obtido.

9) GN =[99 2], Ajmy =11 e Ay = min{20,25}, ndo escothe todos os cosets da

particio, portanto é descartada.

10) GN=[932]eGN=[92 2], com Ay =14 e 13, respectivamente. Descar-

tadas prontamente, pois Ay, < dfree obtido anteriormente.

11) GN=[972], Aup=12e Ay, = min{18,17}. Investigado o subconjunto
das matrizes geradoras G, obtem-se d,,; = 16, 0 qual é maximo até o momento. Faz-se

dfree = 16 e guarda-se as correspondentes G e GN.

12) As matrizes-norma [ 399 ],..,[309],[/393],...,{303],{392],...,
(3021397, ..., [307},[391],..,[301],[{299],...,[010], séo

todas descartadas, visto que, ou nfo acarretam a escolha de todos os cosets, ou possuem
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Asup < dfree = 16.

Assim s8o esgotadas todas as possibilidades para as matrizes-norma GN e matrizes
geradoras G de todos os subconjuntos especiais possiveis para este esquema. A procura para
codigos trelica terndrios, com pardmetros (k;, V) = (1, 2) e 27 cosets na particio, é concluida

com a apresentagdo de um cddigo convolucional 6timo, gerado por G, com dj,... = 16,

010
G = e GN=[9721
3 3 2

Salienta-se que de um universo de 215 formas possiveis para a matriz norma GN, 213
sdo prontamente descartadas, sem que haja o efetivo cdlculo do djre. para nenhuma das

matrizes geradoras contidas nestes 213 subconjuntos especiais.

4.5.3 ESQUEMA SOBRE O ANEL Z4:

Este exemplo aparece, em detalhes, em [30](Apéndice A.5). O esquema considera um co-
dificador convolucional com k; = 1 entradas e V = 2 memdrias (fig.4.16), e a partigdo
A/N = Z2/AZ? (fig.4.3), que possui 16 cosets. A tabela da fig.4.18 apresenta, de forma resu-
mida, os resultados da aplicacdo do algoritmo de procura de cédigos treliga Stimos, quanto
ao descarte das matrizes-norma GN.

A tabela (fig.4.18) compreende dois grupos de matrizes-norma:

a) dos subconjuntos especiais associados 2 GN, que sdo prontamente descatados, pois
o valor maximo obtido para o limitante superior, A,,,, ndo excede o0 dp. anteriormente
obtido;

b} dos subconjuntos especiais associados & GN, que sdo inspecionados {segio 4.2).

Dentre os subconjuntos do grupo (b}, um aciona o algoritmo computacional de determi-
nagao do dgree (primeira coluna), enquanto que o outro nio, visto que todas as suas matrizes
geradoras, G, geram codigos catastroficos ou que ndo escolhem todos os cosets da particao

considerada no esquema.
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Os subtotais apresentados na tabela (fig.4.18), mostram que de 215 subconjuntos possiveis,
214 sdo descartados sem a efetiva determinagio de djree, 0 que significa, que apenas um dos

subconjuntos especiais determina o dy,... miximo para este esquema, isto €, Opree = 12,

111
G = e GN=[525]
2 1 2

GN de subconjuntos especiais inspecionagos || O 8¢ SUbconjuntas
especiais prontaments
Acionado a determinagio || Determinacio do descartados
Qo de, d ¢, N0 acionada (bgp < i)
[515][585]
[5253] [555] [5451{552]
=12 (522](515]
' fc
Subtotal = | Subtotal =214

Figura 4.18: Tabela de resultados da simulagéo do algoritmo de procura ao considerar-se

k=1, V =2, Z2/4Z2

4.6 Novos C6picos TRELIgA OTIMOS

Os resultados obtidos, através da implementacio do algoritmo de procura de cédigos tre-
lica 6timos (se¢do 4.3), foram mostrados de maneira compilada em [26] (Apéndice A.3),
considerando-se esquemas sobre o corpo Z,, e em [28] (Apéndice A.4), para esquemas g-

arios, com g = 2, 3 e 4.
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Nesta se¢éo os resultados estdo agrupados, segundo o alfabeto de digitos de entrada, e
mostrados através de dois tipos de tabelas:

1) Novos Cédigos Trelica Otimos: figuras 4.19, 4.21, 4.23, 4.25, 4.27, 4.29, 4.31, 4.33,
4.35;

2) Ganhos de Codificagio: figuras 4.20, 4.22, 4.24, 4.26, 4.28, 4.30, 4.32, 4.34, 4.36.

Nas tabelas dos cédigos treliga, estdo fixos os seguintes pardmetros: ndmero de entradas
do codificador convolucional, ki, e a parti¢do de reticulados. Os esquemas apresentam a
variagdo do ndmero de memédrias, V', enquanto ds... < do (eq.2.13). Essas tabelas mostram
um dos subconjuntos especiais, onde o algoritmo de procura (se¢do 4.3) encontra, pelo menos,
um codigo trelica étimo, apresentando também, a respectiva matriz geradora G, do eédigo
(dltima coluna). As colunas intermedidrias, de tais tabelas, mostram o valor méximo para
0 Asup € 0 dyree Obtido, para cada esquema.

Nas tabelas de ganhos de codificagio, a notagio utilizada é segundo [11] (apresentada na
secdo 2.3 - capitulo 2). Os ganhos de codificagio, considerando-se os cédigos trelica étimos,
foram obtidos pela comparagdo com esquemas nio codificados, e através da eq.2.14:

s  d°
ff;;/'jﬁ;)

G = 10logyo (
sendo d* e P, a distdncia e a energia do esquema nio codificado, e P°, a energia referente ao
esquema codificado, cuja distincia (d° = d eq.2.13) altera-se conforme a variagio do mimero
de estados da treliga do codificador convolucional envolvido. Observa-se que o ganho de
codificacdo de cada esquema tende a crescer, a medida que aumenta-se o nimero de entradas
néo codificadas, k». A taxa p é dada pela eq.2.10:

—£~(k1+k2)
p——ﬁ—— 1)

onde n é a dimensao do reticulado.



4.6.1 ESQUEMAS SOBRE O CORPO Zs:

Nesta subsecao, todos 0s esquemas apresentados envolvem codificadores convolucionais com
ki = 2. Ressalta-se que os esquemas que consideram apenas uma entrada (k1 = 1), possuem
d > d = &, ndo importando o nimero de memorias, e portanto de estados considerados.

A tabela da fig.4.19 mostra os c6digos trelica 6timos, obtidos ao considerar-se a particao
Z2/0Z* (fig.2.5 - capitulo 2). Salienta-se que, o exemplo numérico (de uso do algoritmo de
procura) apresentado na segéo 4.5.1, refere-se ao esquema listado na terceira linha da referida
tabela (V = 4).

A tabela da fig.4.20 apresenta os ganhos de codificagdo relativos aos cédigos trelica
Otimos, listados na fig.4.19. Os ganho de codificagdo apresentados nesta tabela, coincidem
com os apresentados em [11].

As figuras 4.21 e 4.22 referem-se a resultados obtidos considerando-se a particio Z2/4Z2,
as figuras 4.23 e 4.24 referem-se a partigdo Z?/®Z? e as figuras 4.25 e 4.26, & particio Z?/8Z2.

Considerando-se a partigdo Z?/®Z2, obtem-se os resultados mostrados nas figuras 4.23
e 4.24.

Os resultados mostrados nas figuras 4.25 e 4.26, foram obtidos ao considerar-se a pat-

tigio Z2/8Z2.
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TABELAIL

v GN %up dfree G
2|l 4124 3 3 oot
2112
Bll42124 6 | 5] o1001
21121
o4fl421124 6 | 6| 011010
210112
os|l4241242 71 6| 0100101
2121121
06|l 24201222 7| 7] 10100111
12101111
07|l 242012224 8 | 7| 101001110
121011112
os|f4222021222] 9 8 | 011101111 1
1111010-11-1

Figura 4.19: Tabela de cddigos trelica dtimos com ky = 2 e particio Z*/0Z* (fig.2.5-cap.2).

Taxa | NioCodifi Codificado | d=3 d=3 d=6 d=7 | d=%
|l &P P | 4Esiados| 8Esiados| 15 Estados) 64 Estados| 256 Estados
0|16 | 42 150 10000 | 228 | 300 | 3680 | 4260
Pl s | 4 15 1761 | 391 | 4711 | sa1 | e
20 | 40 | ose | 1761 | 399 | 4T | 5441 | s0u
325 | 420 | 1025 | 1465 | 4086 | 4664 | 5333 | 5013
4|30 | 42 | 205 | 1866 | 4013 | 4%i6 | 5545 | 61
S (|35 | 48 40687 | 1794 | 4157 | 4804 | 54714 | 6054

Figura 4.20: Tabela com os ganhos de codificacio dos cddigos treliga dtimos (fig.4.19).
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v GN Asup dfree G

02 5248 O B
2122

03| 54284 1] 11| 20120
12122

04 || 842584 3| 12| 221120
201222

05|l 8422584 4] 13| 201 1220
221-1122

o6 || 84225544 15/ 140 22111100
20112222

07 || 842525544 181 15! 221111100
201212222

08|l 8455555248] 24| 16| 2212121102
20 21212122

Figura 4.21: Tabela de cddigos trelica Stimos com ky = 2 e particdo Z*/AZ? (fig.4.3).

Taxa | Nio Codif| Codificado | d=7 d=11 d=i2| 4=13] d=B d=l6
d“”," P | 4Bstadosi 8 Fstados| 56 Betados| 32 Estados| 128 Estados] 256 Estacos

16 4 15 1481 3441 330 | 4156 ¢ 4T 501
15 45 50 144 4393 | 47 ) 518 | ST 60t
iy 416 1025 | 238 4285 | e84 | 5012 | 3eW 5813
23 4% A5 [ 238 4285 | 4664 | 5012 | 363 5503
38 441 40.687 | 2.568 453 49 1 57 | SAW 6.158
35 482 81554 § 2452 445 ] 4% | 540 | TR 6,042

lt_h E=N a3 L] — L Ill\g'r

Figura 4.22: Tabela com os ganhos de codificacio dos cddigos trelica dtimos (fig.4.21).
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v GN Asup dfree G

03 8164310 21 i8 20821
24253

M4 168941010 22 22 620011
4235633

G5 168101091010 23 25 0231011
4273333

g6 1010168591010 34 28 33021011
77462333

o7 [| 1010899551010 | 34! 3| 312001111
752332233

Figura 4.23: Tabela de cddigos trelica dtimos com ky = 2 e particdo Z2/ DL (fig.4.4).

Taxa | NaoCodif] Codificadol d=18 | @é=22| d=25 | d=28| d=%2
ol p | dp"| B | ®Estados| 16 Esades| 32 Esados] 64 Eiados| 128 Esades

0Ll 42 50 2593 344 3979 | 4471 | 0
L3 43 1025 | 3415 4,286 4541 5333 | 8813
20 410 203 3415 4.286 4841 533 | 593
25 4120 40887 | 3448 4319 4814 1 5367 1 3947
30 442 81594 | 35648 4519 015 5867 ¢ 14

fosey

Ao L) (3%

Figura 4.24: Tabela com os ganhos de codificacao dos cddigos trelica 6timos (fig.4.23).
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v ‘ON As*.w dfree G

04 1| 2164101317 4 43 402331
440724

05 11 321617251352020 6l 81 4074522
4443244

05 || 3216131713 172020 65 36 44312122
40643444

07 1132165202075 2620 B oe| 442441122
401624244

Figura 4.25: Tabela de cddigos trelica dtimos com ky = 2 e particdo Z*/8Z% (fig.4.8).

Taa| NaoColff| Codificado | d=43 | d=46 | d=54 | d=6 | d=64
k|l p | 'l P |16Esados| 32 Esiados| 64 Estados| 128 Estados; 256 Estados
0|10 | 42 | 03 | 320 | 350 | 426 | 4806 | 494
LI | a5 | w5 | 418 | 44w | 505 | o5 | osom
20020 | 410 | A6 | 429 | 432 | SN9 | S8 | 5947
30025 | 40 | sLSM | a8 | 4501 | 5197 | ST | 5%

Figura 4.26: Tabela com os ganhos de codificagdo dos cédigos treliga dtimos (fig.4.25).
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4.6.2 ESQUEMAS SOBRE O CORPO Zs:

Neste caso, os esquemas envolvem codificadores convolucionais com k; = 1 e particOes, cujo

reticulado € A = A,. As tabelas das fig.4.27 e 4.28, referem-se & esquemas que consideram

a particao de reticulados, A/A" = A;/3.4;, com 9 cosets (fig.4.12).

O exemplo numérico apresentado na se¢io 4.5.2, usa o esquema da primeira linha da
tabela da fig.4.29, considerando-se a partiggo A/A’ = Ay/T Ay, com 27 cosets. A tabela

da fig.4.30 apresenta os ganhos de codificagio obtidos pelo uso dos cGdigos treliga otimos,

mostrados na fig.4.29.

Lvll___on |%up [dree ]| ©
02§l 313 7 7 101
212
03] 3133 10| 8 1011
2122
04 1: 33133 13 ¢ 21011
12122

Figura 4.27: Tabelo de cddigos trelica dtimos com ky =1 e particéo Ay /3.As(fig.4-12).

Taxa | NaoCodif.| Codificado | d=7 d=8 d=9

ky P arpt P 9 Estados | 27 Estados| 81 Estados
158 | 4/5.33 375 | 3957 4.537 5.049
2 || 237 | 417407 | 11275 | 4316 4.896 5.408
3.36 | 4/53333 | 33519 | 4447 5.027 5.539

Figura 4.28: Tabela com os ganhos de codificagio dos codigos trelica dtimos (fig.4.27).
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N

LVl o |Awp fdmee | © |

oz o7 2 18 16 010
332

oz || 927 o 24 24 0co10
3233

o4 932 27 9 36 28 32100
00243

*Para csse esquema do, < 2.

Figura 4.29: Tabela de cddigos trelica dtimos com ki = 1 e particdo Ay /T Ay (fig.4.13).

Taxa | Nio Codif.{ Codificado| d=16§ d=M | d=2
il ? art P 9 Estados | 27 Estados| 81 Estados

1 {] 158§ 4533 11275 | 2767 4528 5035
21 137} 47407 33519 | 3105 4.936 5447

Figura 4.30: Tabela com os ganhos de codificagcdo dos cddigos trelica dtimos (fig.4.29).

4.6.3 ESQUEMAS SOBRE O ANEL Zy:

Nesta subseg@o estao apresentados os resultados obtidos para esquemas que envolvem codi-
ficadores convolucionais com uma entrada, k; = 1. As particdes consideradas sio obtidas do
reticulado A = Z2, apresentadas nas subsecdes 4.4.1 3 4.4.3.
Os resultados estdo mostrados nas tabelas:
a) Codigos Treliga Otimos:
e Fig.4.31 para a partigdo Z?/4Z%
s Fig.4.33 para a parti¢do Z?/®Z?
e Fig.4.35 para a particio Z?2/8Z>
b) Ganhos de Codificacio:
o F'ig.4.32 para a partigho Z2/4Z%
o Fig.4.34 para a parti¢io Z2/®Z%;
o Fig.4.36 para a partigdo Z2/8Z2.
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Lv]l oY Jaw [dewee | ©

o2 |l s2s 12 12 111
212

03 [| 5825 16 14 3211
z212

o4 || 58255 20 16 22121
32112

Figura 4.31: Tabela de cddigos trelica dtimos com ki =1 e particdo Z?/4Z>(fig.4.3).

Taxa | Nio Codif.| Codificado | d=12| d=14[ d=16
k o d“ / P*‘ P 16 Estados | 64 Estados| 128 Estades
0 H L0 4n 23 3.802 2471 5,052

1 H20 | ano W5 | 4664 5383 5591

1 30 | 442 40687 | 4909 557 6.158

Figura 4.32: Tabela com o0s ganhos de codificagdo dos cddigos trelica dtimos (fig.4.31).

LIl o8 law Jame [ © |

oz || 10510 20 20 11k
523

03 || 104510 29 28 1011
3623

04 || 10164519 36 32 30011
74263

Figura 4.33: Tabela de cddigos trelica dtimos com ki = 1 e particdo Z2/DZ? (fig.4.4).

Taxa | Nio Codif| Codificado | =20 | d=28 | d=3
Bl e | & P | 16 Estados| 64 Estados] 128 Estados
0|10 ] 4 S0 | 3810 | 4472 ] Sos2
1jae | 4o 05 | 387 | 533 | 593
RIEREL 8159 | 4106 | 5567 | 6147

Figura 4.34: Tabela com os ganhos de codifica¢do dos cddigos treliga dtimos (fig.4.33).
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Lv][ o Taw [dke] o

oz || 132520 40 40 432
643

03 ||2025 13 20 56 54 4322
6434

04 |{20518520 68 &4 62522
47314

Figura 4.35: Tabela de cddigos trelica dtimos com ky =1 e particio Z2/8Z2(fig.4.8).

Taxa | Néo Codif | Codificade | d=40 | d=54 d=64
RIS P |16 Estados| 64 Estados| 128 Estados

0 1110 [ 42 1625 1§ 2903 4.206 4944
O A S 40.687 | 3.505 3.209 5947
2 130 | 4 163.19 | 4105 5.409 6.147

Figura 4.36: Tabela com 0s ganhos de codificagio dos cddigos trelica dtimos (fig.4.35).
4.7 CONCLUSAO

O capitulo 4 apresentou o algoritmo de procura de cédigos trelica étimos, de maneira deta-
lhada e diddtica, nas seges 4.2 e 4.3. O contetdo destas secdes foi abordado, resumidamente,
nos artigos [{28],[30]] (Apéndices A.4 e A.5).

Com a implementagio do algoritmo proposto (secio 4.3), pbde-se realizar a procura
de codigos trelica 6timos, considerando-se partigdes de reticulados com grande nimero de
cosets. As partigoes utilizadas foram mostradas, em detalhes, na seciio 4.4 e os resultados
obtidos foram apresentados na segéo 4.6, sendo que as tabelas encontram-se listadas em [28]
(Apéndice A.4).

Na secdo 4.5 mostrou-se exemplos numéricos, que elucidam o algoritmo de procura
proposto, evidenciando-se o cardter exaustivo do algoritmo, assim como, seu o alto grau de
eficiéncia; pois o algoritmo gera todos os subconjuntos especiais possiveis, em cada esquema,
{(dados k1, V, g e A/A’) descartando:

a) subconjuntos completos de matrizes G (sem no entanto gerd-las), sempre que

Dsup{GN) < dyree obtido anteriomente, isto &, os “piores” subconjuntos especiais, ou
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b) grande parte das matrizes geradoras G dos “melhores” subconjuntos especiais,
para as quais 0 A, (G) ndo excede 0 dyre. jd obtido. Isto ocorre nos casos onde a assertiva
(a), para a matriz norma GN, nao verificar-se.

O algoritmo de procura apresentado neste capitulo, ndo leva em conta, a equivaléncia de
cédigos trelica, dentro de um mesmo subconjunto especial, assunto que serd um dos temas

propostos no capitulo 5.



Capitulo 5

UMA CLASSE DE EQUIVALENCIA E
EsPECTRO DE PESOS DE CODIGOS

TRELICA

5.1 INTRODUCAO

Uma questao importante, na Teoria de Cddigos, é a determinagao de cddigos equivalentes,
para um esquema de codificacio dado.

A secdo 5.2 deste capitulo, tem o objetivo de apresentar uma classe de equivaléncia
de Codigos Trelica baseados em particdes de reticulados, gerados por matrizes G, em cujas
colunas estdo os lideres de cosets da particio.

A equivaléncia dos cédigos trelica, é obtida através da utilizagdo de transformacdes
lineares planas, suas caracteristicas e propriedades, o que aponta a estreita afinidade entre
as Estruturas Algébricas, neste caso em particular, a Teoria de Grupos, e a Teoria de Cédigos
Trelica.

Dois exemplos numéricos sao apresentados na se¢io 5.3, os quais elucidam os conceitos
abordados na se¢do 5.2, isto é, eles apresentam a equivaléncia demonstrada, considerando-se

esquemas com 0s corpos Z, e Zg (alfabetos de digitos de entrada).
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A existéncia de tal equivaléncia, dentre os codigos trelica de um mesmo subconjunto
especial, foi também comprovada a partir da determinacao do espectro de pesos dos cédigos
{para um comprimento L fixo, dos caminhos fechados da trelica, com inicio e final no es-
tado zero). Um algoritmo de determinagdo do espectro de pesos de um cédigo trelica esta
apresentado na segio 5.4, por meio de subsecdes e exemplos elucidativos de cada Passo.

Na secéo 5.5 sdo apresentadas tabelas, que evidenciam a evoluc¢do do espectro de pesos,
para alguns cédigos trelica 6timos e nio 6timos, utilizando-se a variagdo do comprimento

méximo L, dos caminhos fechados da trelica do cédigo.

5.2 UMA CLASSE DE CODIGOS EQUIVALENTES EM UM SUB-

CONJUNTO KESPECIAL

Seja A um reticulado de dimensio n e A’ C A um subreticulado. Os cosets da partigdo A/A,
sao representados por seus lideres, da seguinte forma gij = (%1, %9, ..., ), onde z; é a l—ésima
coordenada euclidiana (I = 1,...,n). Assim os cosets sio elementos do espaco vetorial AJA,
cujo conjunto de escalares é dado pelo alfabeto de entrada, A. As operacoes, definidas nesse
espago vetorial, s3o: soma de cosets (coordenada 3 coordenada) e multiplicacio de cosets

por elementos do alfabeto de bits de entrada.

Definicao 7 Sejamn uma particdo de reticulados de dimensdo n e o coset (da referida par-
ticdo) gij = (x1,%2,...,2,) € A/N. Define-se uma familia de transformacgdes linerares

Uo{gi) = (¥1, Yo, ..., Un) dadas por:

ys = ~(z5), para elgum s € {1,..n}

ys = (24},  para os demais.
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Proposicdo 3 Fara uma dade particio de reticulados, uma transformacdo linear U, e um

coset gi; = (x1, T2, ..., Tn) € AJA tem-se que:

H‘I’s(gij)” = |lgill-

Prova:

Conforme a definigdo de norma, eq.2.4 (capitulo 2), tem-se que:

k3
1)l = > vf, para gi; € AJA. (5.2)

i=1

Utilizando a definicio 7, a eq.5.2 transforma-se em:

12l = a2+ () + 3 () =

{=1 l=s+1

= >z} = |lgll
=1

Corolario 1 Nas mesmas condigbes da proposicdo 1, tem-se que:

1) I Zuz‘jq’s(gij)” =l Zuﬁgﬁjll (5.3)
4 ()

2) 15 o ¥ (gis)ll = ligsll (5.4)

Definicao 8 Dois cddigos convolucionais sdo ditos cédigos equivalentes se seus espectros

de peso sdo idénticos. Notagao: C = .

Teorema 1 Seja C wm cédigo convolucional com ki entradas e V memdrias, gerado pela

matriz

G = [gvh e Bt ‘ | gym - Bi11 I g(}ki - 01 ]
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Sejam @ uma transformagdo linear dada por uma composicio finita de ¥, (definicdo 7)

e ®(G) a matriz geradora dada por:

L(G) = [B(guk,) - Blgwi) |- | Blor,) - Blgm)], (5.5)

a qual € obtida, através da substituicio de cada wm dos cosets da mairiz G, pela respectiva
imagem, segundo a transformagio linear ®.

O cédigo convolucional C' (gerado pela matriz Q(G)) € equivalente ao cddigo C.

Prova:
A métrica de um ramo da trelica do codigo €, de matriz geradora G, é dada pela norma

do coset r obtido na eq.5.6:

T= wgy (5.6)
i

sendo u;; a sequéncia de bits de entrada referente ao ramo dado e 8i;, os lideres de cosets
pertencentes & matriz G.
Ressalta-se que, a trelica do cédigo convolucional depende unicamente dos pardmetros
k; e V; e a sequéncia de bits de entrada 4 (€q.5.6) determina um tnico ramo dessa treliga.
Considerando a sequéncia u;;, e a matriz geradora G* = ®(G), tem-se um coset, ao qual

denota-se 77/, dado por:
= ui®(gy) (5.7)
4.J
Utilizando-se propriedades de transformacdes lineares na eq.5.7, tem-se:
=" uy®(gy) = > " uygy) = 3(r).
2% 4,7

Logo 7] = i@(r){].

Aplicando-se entdo, a proposigio 1, obtem-se que il = fIr]l.
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Como 7 e 7', s3o cosets referentes a0 mesmo ramo das trelicas dos cédigos convolucionais
C e (', respectivamente, obtem-se que, as trelicas dos cddigos sdo idénticas, ou seja, os
codigos possuem o mesmo espectro de pesos, independentemente do comprimento méximo
dos caminhos fechados da trelica (com inicio e final no estado zero).

Conforme a definigio 8, os cédigos C e C' sio equivalentes. =

Observacio: Considere-se a familia de transformacges lineares Br,s dada por:

y=x Vl#rs
Brs(gis) = (41, Yn); onded y, =, (5.8)

Ys = Zp

A proposi¢ao 3 e seus respectivos coroldrios, sdo igualmente vélidos para essa familia

B, definida (eq.5.8).

5.3 ExXEMPLOS NUMERICOS

Esta segdo, tem por objetivo, apresentar exemplos numéricos, que explicitam a classe de
equivaléncia proposta na secao 5.2.

O primeiro exemplo, utiliza a parti¢ic do reticulado Z2, que possui & cosets, isto &,
AN = 72677 (secho 2.2 - capitulo 2). O outro, apresenta a classe de equivaléncia proposta,

para as partigoes do reticulado A, (secio 4.4 - capitulo 4).

5.3.1 COpnIGOS TRELICA SOBRE Zg:

Seja o esquema do c6digo trelica, de pardmetros ky = 2,V = 4, (fig.3.5 - capitulo 3),
alfabeto A = Z; e particdo A/A' = Z*/0Z?, mostrada na fig.2.5 (capitulo 2). Considere-se
as transformacGes lineares definidas & seguir, para um coset qualquer, g;; = (z1,7,), da
particao:

Wa(gi;) = (21, —z2), que é a reflexdo segundo o eixo-x; e
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p(gis)} = (~z2, 1), a qual representa a rotagio de 907 e pode ser dada pela composigio

das fungdes G1 2 e Vg, da seguinte formas:

plgij) = (Br2 0 ¥a)(gy).

Nas tabelas 1 e 2 da figura 5.1, estdo apresentadas as imagens das transformaces.

TABELA. 1 TABELA 2
Réwlo | Liderdo ¥2 (24) | Rémlo Réwmlo | Ligerdo P (i) | Rétulo
e} (1.1 (1.-1) 2 0 (1.1) 1,1 2
1 (0,~1) (0, 1) 3 1 {0,-1) 1,0 4
2 1,-D) (1,13 O 2 (1,-1) (1,13 0
3 (0, 1) (0,-1) 1 3 G, (-1,0) &
4 (1.0 (1,00 4 4 (1,0 0.1 3
5 2,m X)) 5 5 (2,00 2, 5
& (~1,0) (-1,0) 6 s -1, (0,-1) 1
7 0.0 O,% 7 7 (0,0) (0,0) 7

Figura 5.1: Tabelas com as imagens das transformacées lineares U, ¢ p.

Conforme os conceitos e as definicdes utilizadas na literatura [[21],[23]], define-se:
id(gij) = i
W 0 plgiy) = Ya(p(gis)); Vgi; € A/N (5.9)
Pi(gij) = po o(8i)

Utilizando as defini¢Ges contidas na eq.5.9 e alguns calculos simples, verifica-se que:

,Oé:idm(\‘{fg)2 £ pO‘I’gz‘I’QOPS.

Desta maneira, através da Teoria de Grupos [20], verifica-se que as transformacdes
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consideradas geram um grupo algébrico denominado diedral, a saber:

DS - {Zd-: 2, p21 pB: \1121 l]:12 °p, ‘I‘Q o 102: \PQ o pS}

Para o codificador convolucional (k; = 2,V = 4) da fig.3.5 (capitulo 30, considere o

subconjunto especial de matrizes geradoras, associado & matriz norma dada por:

GN =gzl llgzall llgwll gull ligoel] ligall ] =

=[42 11 24].

A partir da fig.2.5 (capitulo 2), escolhe-se os cosets para compor uma das matrizes

geradoras pertencentes a esse subconjunto especial; por exemplo:

011010
210112

Gl"—"

Aplicando-se as transformagdes lineares do diedral Dg, obtem-se as 8 matrizes gerado-
ras distintas (fig.5.2), correspondentes a 8 codigos equivalentes (mesmo espectro de pesos),
segundo o teorema 1.

Desta forma pode-se particionar, esse subconjunto especial de matrizes geradoras em 8
grupos, pois 0 mesmo possui 64 matrizes geradoras distintas.

A tabela da fig.5.3 apresenta uma matriz geradora de cada um dos 8 grupos possiveis de
codigos equivalentes, juntaménte com o espectro de pesos do referido grupo, considerando o
comprimento méximo de 9 ramos nos caminhos fechados da trelica (total de 10.011 caminhos

considerados).
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sy o |01rono 011010
WG = 210112 BLG) = 15053,
610310] 0103 10]
P(G) L (0(q)) =
2351032 213012
013010] ! [013010]
2 H 2
= ¥ =
PLG= 1y 10510 ¢ B(P(G) 230132
, 010110 3‘? '(6)) 010110
PUG)= 1sspggf i BTG =1y gy

OBS: x .= &x ,-1) e (3,y)=(-1.y)
Figura 5.2: Matrizes geradoras obtidas ¢ partir de G;.

5.3.2 CODIGOS TRELICA SOBRE Zj:

A fig.4.13 (secdio 4.4 - capitulo 4) apresenta uma particio do reticulado .4, com 27 cosets,
cujas coordenadas euclidianas, se relacionam com o mapeamento da constelagio através da

transformac&o linear, dada pela eq.4.2 (capitulo 4):

(£1,62) € Z® == (&, — 1/26,V3/26) € As.

Analogamente ao exemplo 5.3.1, considere as seguintes transformacoes lineares: uma
rotagio p e uma reflexdo ¥, adequadas & particio considerada neste caso, isto é, de modo
que:

p(8ii), Ui(gi;) € As/T Ay, Vg € As/TAs.

Por exemplo, tomando p, a rotagio de 60° e U, a reflexfio pela reta que contém os cosets
0 e 2. Desta maneira, gera-se uma classe de cédigos equivalentes com 12 elementos, visto

que:  p® =id = (¥;)% Desta forma, o grupo diedral Dy, (eq.5.10), atua nesta particio de
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Matrizes G

Métrica dos Caminkos

4i516:7i8i0 i1 iy

=]
o
§

lettoto
ERERREI

_[or10t0
210312

Jotitto
210012

do11010

or1310
210032

lotooro
213112)] ¢

2101312

jer1010
2103372

leteero

12133372

D133 9in e

12 13 14 15 26 }7 28 19 20 21 22 232425 262728293%3132
10491218127712561086870602386256 170%36 6419 16 1 6 i
%062 1340 138232501054 796628424322 :200 79 20 3 16

10771252 126511921092 856581 416%290 %82 9 3623 16 ?

Fa0m 1245t 108 1220 089} 05 a0 ansi 75 L1 s a4l 05 14

B L R STLRT T P PPT SYPRPOUE IRTOL SPPIDST IPTIC o FYPPTPS SRR A

{015
45013 14% imeiam i

Dolgimitsiosoiae i

{101

10575 1286 1300° (2441012 s245 558 4085275 Fiss sl agi 38t 14

Figura 5.3: Matrizes geradoras G; (i € {1,...,8}) e os espectros de peso de seus respectivos

grupos de equivaléncia, no subconjunto especial GN = [/ 2112 4]



reticulados, As/T A, proporcionando a equivaléncia proposta.

Dl? = {Zda &, 1027 103: P4: P5= lIIl: \I’l Q0 \Iji a 921 \I,I c p37 \Ili © p47 ‘I}f o ,05} (5'10)

5.4 ALGORITMO PARA A DETERMINACAO DO ESPECTRO DE

PESOS DE UM CODIGO TRELICA

O fluxograma do algoritmo para a determinacio do espectro de pesos, de um Cédigo Trelica,
proposto nesta secao, é apresentado na fig.5.4, proporcionando uma visio abrangente do
algoritmo. As marcagGes mostradas na fig.5.4, representam as subsecdes, as quais comentam

em detalhes, passos importantes do algoritmo.

5.4.1 CONSTRUCAO DAS SEQUENCIAS DE ENTRADA

Seja o esquema do cddigo trelica, com os seguintes parimetros: k; bits de entrada e V
memorias, no codificador convolucional; o alfabeto de entrada A = Z, e a partigio A/A'.
Cada caminho da trelica do cddigo, estd associado 3 uma sequéncia de bits de entradas. Os
caminhos fechados, de comprimento ! (! < L), com inicio e final no estado zero, podem ser
associados a sequéncias onde, o bloco inicial de &y bits é ndo nulo e, apés uma determinada
quantidade de blocos, possivelmente néo nulos, todos os demais blocos de bits de entrada,
sao nulos, o que implica que, mesmo desprezando os blocos nulos do final, o comprimento
de cada sequéncia é superior a V/k;.

Para a construgéo das sequéncias necessita-se, portanto, de alguns parametros:

1) L : o comprimento maximo em ramos, dos caminhos fechados da trelica, com inicio
¢ final no estado zero;

2) A : o alfabeto de entrada do codificador convolucional.

Note que, o comprimento minimo dos caminhos fechados, com inicio e final no estado
zero, é sempre superior & V/k,. Por exemplo: se V=3 e k; = 2 entdo o comprimento dos

caminhos é superior & 1.5 ramos, i.e., L > 2. Sendo que cada bloco de k; bits de entrada,
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Construcgio de

uma sequéncia S

......................................

. 5.4.2
: Célculo da métrica
A sequéncia S €

valida?

da sequéncia S

Classificacido da
métrica obtida

Pode-se Espectro de Peso

construir mais do Cédigo gerado por

sequéncias? G para comprimento

Sim

Figura 5.4: Fluzograma do Algoritmo para o Determinacdo do Espectro de Pesos de um

Cddigo. 83



estéa associado & um ramo da trelica e o nimero maximo de memérias por entrada é v
(maz{v:},i=1,... k), a quantidade maxima de blocos de &, bits da sequéncia de entrada,
é de:

a) (L —wv),se V=0 (modk;); ou

b) (L — v + 1), caso contrario; sendo que o bloco a ser acrescido, possui 0s primeiros

(V — vky) bits nulos.

Exemplo: Esquema com (k1,V) = (2,3) e L = 4 ramos.
As sequéncias de entrada possuem no méximo, 3 blocos de 2 bits, assim inicia-se pelas
sequéncias com 1 bloco de 2 bits (ndo nulos, simultaneamente):

S[)l:Ol S{m:l(} S{)g=11

8

S

80(6 00

SGO& 00

e}

a1
AN Smb 00 So%b
8

O

O

Figura 5.5: Representacdo dos caminhos fechados associados ds sequéncias Sy, Sgo e So3

Conforme mostra a figura 5.5, a sequéncia Sp; € a tinica, que corresponde a um caminho
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fechado de comprimento { = 2. As demais produzem caminhos de comprimento ! = 3.
Considere-se as sequéncias com 2 blocos de 2 bits de entrada, as quais representam
caminhos fechados, com inicio e final em Sp, de comprimentos [ = 3 e 4 (fig 5.6).
Sao elas:
Spa=01 01 Sp3=10 01 Spg=11 01
Sy7=01 10 Spg=10 10 Spg=11 10
S10=0111 Sy=10 11 Sp=1111
Finalmente, considere-se as sequéncias com 3 blocos de 2 bits. As sequéncias cujo wltimo
bloco é diferente de 01, representam caminhos fechados de comprimento I = 5, que nio
interessa nesse exemplo, pois I < L = 4. Assim considere-se somente, as sequéncias cujo
iltimo bloco é 01, pois representam os caminhos fechados de comprimento 4.

Assim tem-se a sequnete lista das sequéncias:

Si3=01 00 01 S14=10 00 01 Si;5=11 00 01

Sie=01 01 01 S1y=10 01 01 Sig=11 01 01

S19=01 10 01 Syp=10 10 01 Sy =11 10 01

Spp=01 11 01 S;3=10 11 01 Syy=1111 01
Tem-se 24 sequéncias construidas, sendo necessirio ainda, verificar se todas sio validas, isto
é, se todas as sequéncias produzem caminhos fechados distintos. No exemplo, a sequéncia
Ser = 01 e a sequéncia S13 = 010001, representam o mesmo caminho fechado, com ! = 2, que
parte de Sy com o ramo representado por 01 e volta a esse estado, com o ramo representado

por 00.

5.4.2 DETERMINACAO DAS SEQUENCIAS VALIDAS

Sempre que, V = 0 (mod k), tem-se o mesmo niimero de memérias, v, em todas as entradas
do codificador convolucional. Caso contrario, uma ou mais entradas (até o maximo de k; —1),
possuem v — 1 memorias.

A sequéncia é valida se:

a) Para V =0 (mod k1), a sequéncia possui, no maximo, v—1 blocos nulos consecutivos;
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Ko}

Figura 5.6: Representacdo dos caminhos fechados associados ds sequéncias S, . .
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b) Caso contrdrio, a sequéncia possui, no maximo, (v — 2) blocos nulos consecutivos,
apds um bloco com os (V' ~vk;) primeiros bits nulos (exceto o bloco todo nulo) e, no méximo,
(v — 1) blocos nulos consectivos, apds os demais blocos.

No exemplo, tem-se que a sequéncia Sz no é vélida, pois possui um bloco nulo apos o
bloco 01, sendo que as sequéhcias S14 e S5 sdo viélidas, visto que o bloco nulo estd apés os
blocos 10 e 11.

As demais sequéncias sfo igualmente validas, pois nio possuem blocos mulos.

5.4.3 CALCULO, CLASSIFICACAO E CONTAGEM, DO PESO DOS CAMINHOS

FECHADOS

O objetivo dessa fase do algoritmo, é a determinacio do ntmero de caminhos com mesma
métrica, a partir do d.. do cédigo.

Procede-se, portanto, a determinacdo da métrica associada & cada caminho fechado
representado por uma sequéncia de entrada vilida. Para cada sequéncia de entrada valida
calcula-se o coset (equacdo 2.12 - capitulo 2) e a respectiva métrica, para cada ramo do
correspondente caminho fechado representado na trelica do cddigo.

A soma das métricas obtidas, para todos os ramos que compdem um mesmo caminho
fechado, é a métrica associada ao caminho considerado. Classifica-se 0 caminho segundo sua
métrica.

Esse passo do algoritmo ¢ repetido, para todas as sequéncias vélidas de entrada, do
esquema considerado. A classificagdo final dos caminhos, quanto & métrica de cada um e
suas quantidades, constifuem o espectro de pesos desejado.

Exemplo: Esquema com (k1,V) = (2,3) e L = 4. A matriz geradora

2 01 21
01101

G =
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e a sequéncia valida de entrada (secio 5.4.1):

Ss5=11 00 01,

obtem-se o seguinte valor, como métrica do caminho representado pela sequéncia escolhida:

P(S1) = [[1(2,0)+1(1, DI+1(1, 1)+1(0, 1)I+1(2, 0)+1(2, 0)||+|1(1, D)} = 24+1+0+2 = 5.

5.4.4 APRESENTACAO DO ESPECTRO DE PESOS (FINAL DO ALGORITMO)

Refazendo os cdlculos para as demais sequéncias vilidas, obtem-se o seguinte espectro de

pesos, para todos os caminhos fechados, de comprimento [, { < L = 4:

Métricas 5 6 7 9 10 11 12 13 14 15 Total

Quantidade de Caminhos 4 2 5 5 4 1 1 0 1 0 23

Note que, existem 23 sequéncias validas de entrada neste exemplo. Isto ocorre, pois

apenas a sequéncia Si3 néo é valida.

5.5 EXEMPLOS NUMERICOS DE ESPECTROS DE PESOS

O objetivo desta se¢iio é apresentar tabelas e graficos construidos a partir dos resultados
obtidos, através da implementacéo do algoritmo proposto na secio anterior, utilizando varios
cédigos trelica. O enfoque estd na evolugdo dos espectros de pesos, quanto ao aumento
gradativo do comprimento maximo L, dos caminhos fechados da trelica (com inicio e final
no estado Sp).

Os resultados estdo divididos em dois exemplos, dada a diferenca da particdo de reticu-

lados utilizada em cada um dos esquemas envolvidos.
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5.5.1 PARTICAO DE RETICULADOS Z?/6Z? (8 COSETS)

Seja o esquema de codificagio com os parametros, (k,V,q) = (2,4,2), e a particio de
reticulados A /A’ = Z?/6Z? (fig.2.5 - capitulo 2).

Considere-se o subconjunto especial, associado & matriz norma GN =142 11 2 4],
que possui 64 matrizes geradoras G, distintas, divididas em 8 grupos, representados pelas
matrizes G; i € {1,...,8} (fig.5.3), conforme a classe de equivaléncia proposta na secéo 5.2.

As tabelas das figuras 5.7 & 5.14, apresentam os espectros de pesos dos grupos mostrados
na fig.5.3, respectivamente. A quantidade de caminhos fechados da trelica do codificador
convolucional, para cada um dos grupos, esta listada, sendo consideradas as varidveis, métrica
e comprimento maximo L, do caminho fechado.

Conforme apresentado no capitulo 3 (se¢ao 3.3), as métricas dos caminhos fechados da
trelica nunca sdo inferiores ac limitante inferior do subconjunto especial, Ay, ¢, sendo que,
neste caso, Ay = 4 (secdo 3.4). Desta forma as tabelas (figs 5.7-5.14), iniciam as métricas
pelo valor 4.

O codificador convolucional envolvido neste esquema de codificagio possui duas memorias
(v = 2) em cada uma de suas entradas, logo o menor caminho fechado possui comprimento
{ = 3. Assim, inicia-se as tabelas por L=3.

A fig.5.7, apresenta o espectro do grupo de cédigos Otimos equivalentes, representados
por G, cujo dyre. € 6. Na fig.5.8 0 dre. Obtido € 4, na fig.5.9 tem-se dy,.. = 5, ocorrendo o
mesmo, para as figuras 5.10, 5.11 e 5.14. Nas outras duas, tem-se dj... = 4.

Comparadas, as tabelas das figuras 5.10 e 5.11, observa-se que os grupos de matrizes
geradoras, representados por G4 e G, sdo equivalentes, visto que possuem o mesmo espectro
de pesos, para cada comprimento maximo L dado.

As 4reas hachuradas nas tabelas, indicam as quantidades, de caminhos fechados da
trelica, que tornaram-se estaveis, & medida que L cresce. Nota-se que, o espectro de pesos da
matriz do cédigo trelica 6timo G, (fig.5.7), torna-se estdvel, primeiramente, para as menores
métricas, o que significa que, para maiores valores de L, a quantidade de caminhos fechados

com a métrica igual ao djre., tem grande probabilidade de permanecer fixa em 13 caminhos,
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valor atingido jd com L==_8.
A titulo de comparagao, foi construido o grafico mostrado na fig.5.15, com os espectros

de pesos das matrizes geradoras Gy e G5, considerando-se a tltima linha {(L=10) de suas

tabelas (figs 5.7 e 5.13).

Matrizes peradora G, :[0 1101 0] Matriznoma GN=[ 4 2112 4 |
210112

Métrica

Comprimento faisigivigis BI0IL DIz T3 04 D15 D16 D17 D08 i19 P20 21 22 123024195 126 27 28in9in0inning
LS A N N A R A N TR T T T T A R S A

150412492 {3434 1 4183 | 4652 | 45891 416813551 262411605 {1320 885 5981356 180; 953 5034111412 (2

Figura 5.7: Espectro de Pesos do Cédigo Trelica (jtz'mo, gerado pela matriz Gy.

90



Matrizes geradora G, = 01181
21031

)

MatriznormaGN=[4 21124}

Métrica

Comprimente faisieiTig:
Méxjmﬂ - M H H M

P12 013 {14 P15 (15 P17 P18 i1e i20 im io2 imsiseias

26 127i28i20i30 31 92

L=3

'

Pt It : H :
?’9'};;,:}:; 20} 75 1 2441 673 11442}

Preversaberarens

arrgrer
H

§a77s | 454014072 £ 3425 27381 21021484 937

24811 35921 4451

Figura 5.8: Espectro de Pesos do Cddigo Treliga ndo étimo, gerado pele matriz Gy.

Matrizes geradora G, = 6131110
210012

Mamznorma GN=§4 21124 ]

Comprimento
Miximo

i1 fao iz imim

-
L=¢
L="1

12552 13520 1 4331 | 4650 | 4a55 410413452126561 191311304 875 | 574!

Figura 5.9: Espectro de Pesos do Cddigo Treliga ndo dtimo, gerado pela matriz Gs.
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Matrizes geradora G, = prielo MatdznormaGN={4 21124 ]
218132

Métrica

Comprimento
Miximo

P12 i e bas i1 i17 i f20 {21 22 (2324725 s iayiosizeinoinin

1 9 dsein 9] 800 115322447 | 3ass | 423 {4571 | 4ss0] ania 27571 16711153% 883§ 5231202 166

Figura 5.10: Espectro de Pesos do Cddigo Trelica ndo dtimo, gerado pela matriz Gy.

Matrizes geradora G, =[0 1 1010 MatriznomaGN={ 421124 ]
210332

Métrica

Comprimento
Miximo

L=3

467 1 7406 11022 |

145 | 1284

Figura 5.11: Espectro de Pesos do Cddigo Trelica nio 6timo, gerado pela matriz Gs.



Matrizes geradora G = 011310 MatriznormaGN=[4 21124 ]
210032

Métsica

S PP N

1294} 13635 920 | 624 428

122349 13288 | 4207 14694 | 467814352 13769 12836 1960 {13405 852 §5401252:120 176 28 |

Figura 5.12: Espectro de Pesos do Cddigo Trelica ndo dtimo, gerado pela matriz Gg.

Matrizes geradora G, =l’0 Lo 0-, Mariznorma GN=[42112 4]
213112

Métrica

Comprimente

2 imizeins 26 o]
Miximo : [ Lol

Figura 5.13: Espectro de Pesos do Cddigo Trelica ndo 6timo, gerado pela matriz G;.
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Matrizes geradora G, :[ﬂ 10901 Q:I Matriznorma GN=[ 42112 4]
213312

Métrica

Cemprimeato dS

telo i fuin i iw i lsiniminin uinininisisinisniniy
Méximo N s T T S S T T T T T S S S S

L=10 D PATLET 361130354 | 62K [1552] 43013476 4402 | 4728 14545 4166134805 2648 1847 {1244 8171522 M6 176163156127 167 81 015

Figura 5.14: Lspectro de Pesos do Cddigo Trelica ndo dtimo, gerado pele matriz Gs.
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Quuantidade de Caminhos Fechados

ESPECTRO DE PESOS (L=10)

104: ! , T i 1
——  Otimg _
‘303 - _
102 - _-
‘z01 - ':
‘EO{) I i I [ }
0 5 10 s > . 7

Métrica dos Caminhos Fechados

Figura 5.15: Espectros de Pesos dos Cddigos Treligas, com (k,V,¢) = (2,4,2) e a particdo
Z2 /072 (8 cosets).
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5.5.2 PARTIGAO DE RETICULADOS Z?/4Z? (16 COSETS)

Seja o esquema de codificagdo, com os pardmetros, (ki,V,q) = (2,4,2), e a particio de
reticulados A/A’ = Z2/4Z° (fig.4.3 - capitulo 4).

Considere-se o subconjunto especial, associado & matriz norma GN = [ 842584],
que possui 64 matrizes geradoras G, distintas, divididas em 8 grupos, conforme a classe de
equivaléncia proposta na se¢do 5.2, visto que o grupo que atua, gerando os cédigos trelica
equivalentes ¢ o grupo diedral Dy {0 mesmo do exemplo anterior).

As tabelas dos espectros de pesos de dois cédigos (um 6timo e um ndo 6timo), mos-
tradas nas figuras 5.16 e 5.17, apresentam a quantidade de caminhos fechados da trelica
do codificador convolucional, envolvido neste esquema de codificacdo, para cada uma das
métricas do intervalo de 10 & 35.

O codificador convolucional envolvido neste esquema de codificacao possui duas memorias
(v = 2) em cada uma de suas 2 entradas, logo L=3 é o menor comprimento a ser considerado.
A tabela apresenta I. no intervalo de 3 & 10.

Comparadas, as tabelas das figuras 5.16 e 5.17, observa-se que as quantidades de ca-
minhos fechados da treliga, tornam-se estdveis, mais rapidamente, no caso do cédigo étimo
(fig.5.16), sendo que, para L=10, tem-se estdveis as quantidades de caminhos fechados com
métricas inferiores & dy...(GN) 4 6 = 18, enquanto que para o cédigo ndo Gtimo (fig.5.17),
tem-se apenas a estabilidade das quantidades de caminhos fechados para métricas inferiores
& dfree{GN) +2=14.

O cédigo gerado por G, da fig.5.16, é 6timo com d e = 12, conforme mostra a tabela
de codigos Gtimos da fig.4.21 (capitulo 4). O outro cédigo, gerado por G, (fig.5.17), é ndo
otimo, pois possui dre. = 10.

O gréfico apresentado na fig.5.18, foi obtido através das tltimas linhas de cada uma das
tabelas (figs 5.16 e 5.17), mostrando a irregularidade da curva apresentada pelo espectro de
pesos do codigo ndo 6timo, para L=10, dando a impressdo de ser, a curva do cédigo 6étimo,

uma espécie de curva “média” da anterior.
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Matrizes geradora G, = 221120 MatriznormaGN=[ 842 5 8 4]
201222

Mérica

Comprimento fl0i1nf12i13i4i15 1617 P18 D 197 200 21532523 1243 255 26 ;27 |28 :
Miximo T : : : H : H : H i H i i : :

P30131:32 133f 34 % 35

P 1700 148 ¢ 120 |

164516901 726

s08 7sz§ 916 f1607 fezz {orsel oyt 7135124461 2391 1 2612{ 2470 2030

Figura 5.16: Espectro de Pesos do Cédigo Trelica dtimo, gerado pela matriz G,, com

(k1,V,q) = (2,4,2) e a partigdo Z*/4Z2(16 cosets).

Matrizes geradora G, =)+ 21122 Moatriznorma GN=[ 8§42 5 § 4 }
201220

Quantidade de ¢zninhos por Métrica

Compriments P10 i1tit2i13i4i15 16117 (8§ o1 : 21 oz iasfogal 29 30 32 i i s
Miximo i : HEE : 3 : H H i : H : i : : ; :

i=3

| 652 11940 i2342! 38601 588 § 3430 §

Figura 5.17: Especiro de Pesos do Cddigo Trelica ndo dtimo, gerado pela matriz Go, com

(k1,V,q) = (2, 4,2) e a particdo Z*/4Z?(16 cosets).
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Quantidade de Caminhos Fechados

ESPECTRO DE PESOS (L=9)

10: T 7 ) T i ] i j

——  Otimo

S8 g & Nao Otimo

e

S
rx

Al |

0

code
Lo
DN
—r
; APy

e,
<,
1

100 i i ! i | I 1 ]

10 15 20 25 30 35 40 45 50
Métrica dos Caminhos Fechados

Figura 5.18: Espectros de Pesos dos Cddigos Trelicas, com (ky,V,q) = (2,4,2) e a particdo
Z2/AZ2 (16 cosets).
98

55



5.6 CONCLUSAO

Neste capftulo apresentou-se, na secio 5.2, uma classe de equivaléncia para Cédigos Trelica,
baseados em particoes de reticulados, cujas matrizes geradoras G, estdo descritas pelos lideres
de cosets da particio.

Essa classe de equivaléncia foi obtida, através da aplicagdo de conceitos algébricos,
envolvendo a Algebra Linear e as Estruturas Algébricas (particulamente os grupos diedrais),
reafirmando, desta maneira, a estreita ligago entre Aigebra e Teoria dos Cédigos.

No exemplo apresentado na segao 5.3.1, fica claro que a busca dos cédigos trelica
com melhores ds.. dentro dos subconjuntos especiais, considerando os pardmetros
ki =2,V =4, AJ/A = Z?/0Z?, poders ser realizada em apenas 12, 5% das matrizes geradoras
em cada subconjunto especial.

Desta maneira, o uso da classe de equivaléncia proposta, podera otimizar significativa-
mente a procura de cédigos trelica dtimos [{26],{28],[30]] (Apéndices A3, Ad e A5).

A determinacao do espectro de pesos dos Cédigos Trelica, baseados em particdes de
reticulados, proposta pelo algoritmo apresentado na se¢do 5.4, ndo apenas é uma importante
ferramenta na determinagao de limitantes na probabilidade de erro para tais cédigos; como
também, comprova a classe de equivaléncia apresentada, e demonstrada, neste capitulo.

O algoritmo para a determinacio do espectro de pesos dos Cédigos Trelica, foi apresen-
tado detalhadamente, trazendo em cada subsegdo, um exemplo da fase descrita.

A secao 5.5 apresentou exemplos, envolvendo a utilizagdo do algoritmo para a determi-
nacao do espectro de pesos dos Cédigos Trelica. Tais exemplos, foram mostrados na forma
de tabelas, as quais evidenciam a evolucdo dos espectros, levando-se em consideracio, a va-
riacao do comprimento maximo L, dos caminhos fechados da trelica do cédigo, ¢ a métrica

obtida para esses caminhos.



Capitulo 6

CONCLUSAO

6.1 INTRODUCAO

Esta tese foi resultado da evolugéo de estudos, visando propor um algoritmo eficiente de
procura de cédigos treliga 6timos, baseados em particdes de reticulados.

Seus resultados e contribuicdes podem ser sintetizados, nos seguintes objetivos:

1) Determinagao otimizada e conclusiva, portanto eficiente, de cédigos trelica Stimos;

2) andlise de aplicacfes das estruturas algébricas & teoria dos cédigos trelica;

3) determinagdo dos espectros de pesos de cédigos trelica.

Este capitulo, destina-se a uma discusséo final, com o propésito de ressaltar os pontos
relevantes, desta pesquisa, assim como propor novas diretrizes, visando trabalhos futuros.

O contetido dos capitulo 3 (subconjuntos especiais) e 4 (algoritmo de procura), foram
publicados, resumidamente, nos anais de dois congressos internacionais e dois nacionais, e
em um periédico nacional (Apéndices A.1 & A.5), sendo que, nesta tese, abordou-se esses
temas com maior detalhamento, trazendo-se também, exemplos que elucidam a utilizacio
dos conceitos e algoritmos propostos. O material do capitulo 5, contém os mais recentes

resultados, ainda ndo submetidos & comunidade cientifica.
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6.2 ANALISE E COMENTARIOS

Nesta tese, foi proposta uma procura exaustiva e eficiente, dos cédigos trelica 6timos baseados
em partigbes de reticulados, sendo dados os pardmetros do esquema considerado (ky, V, g e
uma parti¢do de reticulados).

A determinagdo dos espectros de pesos e equivaléncias dos cédigos trelica, também
foram propostas, visto que constituem importantes propriedades estruturais dos codigos em
geral.

Nos dois primeiros capitulos, objetivou-se inserir o leitor no contexto geral do trabalho,
apresentando a motivagio, e divisdo em capitulos, dos temas abordados, bem Como, apre-
sentando a fundamentagéo tedrica, e notagdo bésica, para conceitos da literatura pertinentes
a esta tese.

No terceiro capftulo foram propostos conceitos de fundamental importancia, para a
eficiéncia da procura proposta, destacando-se dentre outros, os subconjuntos especiais, defi-
nidos a partir dos limitantes do de do cédigo convolucional (A;, 5 € Agyp), e associados a
matriz-norma GN. Esses conceitos constituem-se em efetivas contribuicSes desta tese, sen-
do os mesmos, abordados nos artigos [[27],[29],(26]] (Apéndices A.1, A.2 e A.3), de forma
resumida.

A importéncia dos limitantes do dyy.., Ajny € Agyp, ficou evidenciada nos exemplos
numeéricos de subconjuntos especiais de matrizes geradoras G, sendo também ressaltadas as
nuances diferenciadoras dos procedimentos propostos, quanto aos parimetros do codificador
convolucional (o nimero de entradas k; e de memérias V).

O algoritmo da procura proposta foi apresentado no capitulo 4, podendo-se salientar,
o modo detalhado e didatico, da abordagem do tema. Constitui-se, portanto, numa das
contribuigdes fundamentais desta tese. Ressalta-se que, também este tema, foi abordado
resumidamente nos artigos [[28],{30]] {Apéndices A.4 e A.5).

Com a implementagdo do algoritmo proposto, péde-se realizar a procura de codigos tre-
liga 6timos, considerando-se partigdes de reticulados com grande niimero de cosets e alfabetos

g-arios de simbolos de entrada.
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Exemplos numéricos, que elucidam o uso do algoritmo de procura proposto, foram
apresentados, os quais possuem dados que evidenciam o cardter exaustivo da procura e o
alto grau de otimizagdo alcancado. Observa-se que o algoritmo gera todos os subconjuntos
possiveis, em cada esquema de codificacio (dados k1, V, g e A/A’), descartando-se:

a} subconjuntos completos de matrizes G (sem ao menos gerd-las), sempre que
Asup(GN) < d free, considerando-se um dj,., previamente obtido; ou

b) grande parte das matrizes geradoras G (para as quais o A, nio excede o
dfree 3 obtido), dos subconjuntos especiais, quando a assertiva acima, para matriz norma
GN, nao verifica-se.

A classe de equivaléncia dos codigos trelica proposta, e demonstrada, no capitulo 5,
realiza uma particdo em cada um dos subconjuntos especiais associados s matrizes norma
GN, possiveis a um esquema considerado. A incorporagio dessa equivaléncia, e devida
implementacao , ao algoritmo de busca dos cidigos trelica com dj... méximos, dentro dos
“melhores” subconjuntos especiais, poderd otimizar a procura dos cédigos trelica Gtimos,
aqui proposta, como pode-se observar claramente, através do exemplo proposto na secio
5.3.1.

Esta classe de equivaléncia foi obtida, através da aplicacio de conceitos algébricos,
envolvendo a dlgebra linear e as estruturas algébricas (particulamente os grupos diedrais),
reafirmando-se, a estreita ligacio entre Algebra e Teoria dos Cédigos.

Um outro tema do capitulo 5, foi a determinagio dos espectros de pesos de cédigos
trelica baseados em partigoes de reticulados, o qual pode constituir-se numa importante
ferramenta, para a determinagdo de limitantes da probabilidade de erro desses cédigos.

Ressalta-se que os muitos exemplos numéricos, abordando os diversos temas desenvol-
vidos nesta tese, foram inseridos no texto, com a finalidade de torné-lo diddtico, facilitando
a compreensao dos leitores; bem como, visando contribuir, como material de referéncia a

novas pesquisas e projetos, na drea.
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6.3 PROPOSTAS PARA TRABALHOS FUTUROS

A pesquisa descrita nesta tese pode motivar novos trabalhos na érea, visto ser possivel
destacar os seguintes pontos em aberto:

1) Determinago de novas classes de equivaléncia, dentre os codigos treliga.

2) Otimizagio do algoritmo de procura de cédigos trelica Gtimos, através da implemen-
tagdo da equivaléncia dos cédigos trelica, proposta nesta tese (capitulo 5), assim como outras
equivaléncias, que venham a ser determinadas.

3) Utilizacdo de reticulados no espago vetorial R®, obtendo-se eventualmente, partigdes
cuja distancia dp, seja superior &s obtidas nesta pesquisa. Tal resultado, proporcionaria
novos esquemas de cédigos trelicas, podendo-se eventualmente obter melhorias nos ganhos
de codificagéo.

4) Extens&o dos conceitos, propostos por este trabalho, & teoria dos BCM (Block Code
Modulation). Com isso, poder-se-ia realizar estudos comparativos, a partir dos resultados

obtidos para os cédigos trelica apresentados nesta tese.
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Apéndice A

ARTIGOS PUBLICADOS

A.1 ANAIS DO TELEMO’96 - CURITIBA - BRASIL - 1996
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Procedimentos Simples para a procura de Codigos
Otimos, através de matrizes geradoras
representadas por cosets.

Emilia de Mendonca Rosa - emilia@dt.fee.unicamp.br
Depto de Matematica - Fac.Ciéncias - Unesp
Av.Edmundo C. Coubbe,s/n - 17100-000 - Bauru - S.P.

Walter da Cunha Borelli - borelli@dt.fee.unicamp.br
Depto de Telemética - Fac. de Eng.Elétrica - Unicamp
Cxp:6101 - 13081-970 - Campinas - S.P.

Resumo: Baseado nos trabalhos de Forney[3] e Calderbank e Sloane(2], este artigo
sugere procedimentos bdsicos simples, para a determinacdo de subconjuntos especiais de
matrizes geradoras de cédigos convelucionais com k, simbolos de entrada ¢ V memdrias,
matrizes estas representadas através de cosets de uma partigdo de reticulados. E proposto
ainda, um algoritmo de procura de cddigos Stimos nos subconjuntos especiais, o qual

propicia a reducdo do tempo de busca.
Visto que um pequeno acréscimo de memdrias no codificador acarreta um grande

qumento de matrizes a serem consideradas nos referidos subconjunios especiais, sugere-se
uma maneira geral de reduzir a quantidade de matrizes nesses subconjuntos. Sdo também
apresentados alguns ezemplos que elucidam os resultados deste trabalho.

1 Introdugao: conforme[2], da seguinte forma:

G = [guky---Gurl--|g1ks---g111g0k, ---gor],

Considere um cod’igo trelica que transforma u- gi; € A/ A’. Define-se a saida,

ma sequéncia de simbolos de um alfabeto A em i

uma sequéncia de pontos de saida, os quais sdo ot U
. . . n r=) D uiigi

obtidos a partir de um reticulado A no R™. O im0 j=1

conjunto formado pelas saidas possiveis, cons- def _
e a norma de um coset [lgi;l| & (p 2%, )%, on-

de z;;, sio as coordenadas euaclidianas do coset

Seja A um corpo finito, A’ C A um sub- gi; no reticulado A (k = 1,2,...,dim(A)), con-
reticulado, G a matriz geradora de um codigo g5 me em [2]. Note que o coset da saida depen-
convolucional com k; simbolos de entrada de A de dos kq simbolos de entrada (1), e dos V

I o, r
e apenas um simbolo de saida, que & um coset  giholos de entradas prévios {memérias).

tituem a constelagao.

4 : !
(9:;) da partigao de reticulados A/A" A taxa do c6digo convolucional é kilogzax
Seja v; 0 nimero de memérias por entrada, bits/coset, onde o = [A]; assim a taxa fra-
def

i€ {1,k}ev=maz{vi}. G¢é representada, ciondria € p = kilogaafloga|T| onde |T| é o



nimero de saidas possiveis sendo ¢! o niimero
de entradas possiveis. O codificador pode de-
terminar até a®1+V cosets distintos.

A estrutura do cédigo trelica considerado
€ apresentada na figura 1, sendo que este pos-
sui & = ky 4 k3 bits de entrada e um ponto
da constelagdo como saida. Como j4 citado, ky
sdo o8 bits a serem codificados pelo cédigo con-
volucional adotado, sendo este o objeto de in-
vestigagdo deste trabalho, e &k, sdo os simbolas
de entrada que nio serdo codificados, utiliza-
dos na escolha de um ponto especifico do coset
previamente escolhido pelo codificador convo-

lucional.
— ELETOR:
— Codificador | rmcoset | . > 1dosa'2 | Sina
— Cenvolucional de A pontos do cosct de A
kp

Figura 1: Estrutura do Cédigo Trelica

Durante todo este trabalho, um cédigo é
dito étimo quando este possui o maior d frees
dentre todos os que atendem ao esquema.

Ressalta-se ainda, que o sub-reticulado é obtido

de Z? através do endomorfismo 4 = (g _22 ) .

2 Subconjuntos Especiais de
Matrizes Geradoras:

Como todos os caminhos fechados da trelica
de um cédigo convolucional, considerando os
que partem e voltam ao estado inicial do co-

dificador, passam por algum dos ramos que .

partem do referido estado e ainda por algum
dos que voltam a este estado, pode-se definir
um pardmetro{Ainys), que limita inferiormente
0 dfree. Sabendo-se que o dj... é limitado su-
periormente pela métrica de um caminho, ou

pelo minimo das métricas de virios, define-se
outro pardmetro{Q,y,), a partir desta idéia.

Portanto Ay < dfree < Daup-

A determinagdo das matrizes geradoras de
bons cédigos (dfree grande), envolve uma es-
colha adequada das colunas, a qual deve pro-
piciar, através de combinacfes das mesmas, a
obtengio de todos os cosets da partigo utiliza-
da, bem como a maximizacio dos parimetros
Asup © Ajns. A partir das escolhas para os
parametros acima citados, obtem-se conjuntos
com um nidmero reduzido de matrizes gerado-
ras, dentre os quais existem matrizes qtte geram
codigos 6timos. A esses conjuntos denomina-
mos “subconjuntos especiais”. A idéia da
utilizagio destes conjuntos aparece nos traba-
Thos [1, 4 e 5], para matrizes geradoras bindrias
de cddigos convolucionais e em [6], para matri-
zes geradoras representadas por cosets.

2.1 Quando &k = 1.

G=[gvi|..|g11lg01]

Sejam

v
Ding = |lgar|| + flgvall e Agyp = Z”gilu-
1=0

Note que os valores considerados noe Ding
s80 as normas referentes aos ramos, de sajda e
chegada no estado zero, pelo qual passam todos
os caminhos da trelica correspondente. A esco-
lha feita para Agyp, foi motivada pelo fato de
ser esta expressdo, a que representa o caminho
com menor nimero de ramos e que estd associa-
do a seguinte sequéncia de entrada: (1,0,0,...,0).

Procedimento basico:

-tomar a primeira e a iltima colunas, gy,
e go1, com maior norma possivel (onde V é o
nimero de memérias do codificador);

~tormar uma das colunas de 3, com norma
impar de maior valor.




H c¢ogel | representante | norma
o {L1) 2
1 {0.-1) i
2 (1.-1} 2
mr 3 .13 1
4 i 1
5 {0.2) 4
1 -1 1
v 7 {0,0) ]

Figura 2: Constelacdo de 8, 16 e 32 pontos para
221922

Exemplo 01)Seja V = 2.

Neste caso G possui 3 blocos com uma co-
luna cada, G = [ g21 } 911 | 901 }-

Para A = GF(2) tem-se 4 estados e no
miximo 2V+¥1 = 8 cosets distintos. Seja a
particio Z2/0.2%(Figura 2); segundo o proce-
dimento proposto toma-se gg1 com norma 4 e
as demais sendo que, {lgull = 2 e |lgnnl] = 1,
para que todos os cosets sejam gerados pelo
codificador.

Assim Aing = 6, Dgup = 7. O djree calcu-
lado para este cddigo é 7. Uma das 8 represen-
tagBes possiveis para G é:

11 6
G“(l 0 2)'

Obg: Note que havendo acréscimo do
nimero de memdrias, o gran de liberdade para
a escolha das colunas da matriz geradora G au-
menta; assim pode ser conveniente formar um
conjunto com mais de uma expressao (represen-
tando caminhos fechados na treliga) e tomar o
minimo dentre elas como definicao para Ag,,.

Exemplo 02)Seja V=35.
A matriz G tem 96 colunas.

G=1gs11941 1931921 | 911901 |-

Conforme o procedimento proposto, toma-
se 2 colunas com norma 4 (gs1, go1) € uma com

A sup 19118 17116

numenn
ok 126 )12]+
matrizes

ch“f 14114 16 *
maximo

Total de busca: 30 matrizes

d ¢, maximo: 16 * nao cosidere.

Figura 3: Quantidade de matrizes utilizando
uma unica expressdo no cdlculo do Agyy.

norma 1. Para a escolha de todos os cosets da
particio Z2/0.2%(Figura 2), é preciso que G te-
nha também, uma eoluna com norma 2 ou duas
com norma 1, cuja norma da soma das duas se-
ja 2. Para o parametro A,,, definido, tem-se o
valor mdximo de 19 (2 colunas com norma 4, 1
com norma 2 e a outra com norma 1, dentre as
4 livres). Fazendo a diminui¢do gradativa deste
valor, até que o mesmo seja menor ou igual ao
dfrce j& conseguido, obtem-se a tabela da figura
3.

Observa-se que, neste caso, ao se toinar
mais uma expressio para definir 0 A;,, e man-
tendo valores proximos para os elementos deste
parametro, obtem-se a tabela da figura 4:

v
def .| 3 ollgall .
Agyp = min =0 ,J=1+ 1.
- { Siollgn +ginllf

Elevando-se o valor da primeira expressio
para 18, o valor da segunda expressio serd 12
ou 14, que nio interessa; e tomando colunas de
forma que o primeiro seja 19, o segundo sera 14,
Assim nio hd mais possibilidades de melhoria
do dy,.. obtido.

2.2 Quando k; = 2.

G = [gu2 gu1 !g(vmlﬂ G(v-1})1 f.-] 902 901 ]
Neste caso, existern o ramos saindo do

estado inicial e chegando ao referido esta-
do. Assim faz-se necessario reestruturar os




by | minl17.8)|mint 1716} [mint 1661 segundo os dois primeiros bits das entradas do
codificador, ou seja, as sequéncias (1,0,0,...,0),

mimnere

e, 2 8 ' (0,1,0,...,0) e (1,1,0,...,0).

::m 2 16 . Procedimento proposto:

-tomar as duas tltimas colunas de G (go2

Total de busca: 10 matrizes
e go1) com maijor norma possivel, de modo a

Gppeyy Toaximor 16 * nasy coaltlors,
maximizar dg;
Figura 4: Quantidade de matrizes utilizando -tomar as duas primeiras colunas de G (g,2
duas expressdo no cdleulo do A,y e g,1 para V par e g, e g,2 para V impar), com
maior norma possivel, de modo a maximizar é;;
parametros A,y € Dgyp, seguindo os mesmos -tomar pelo menos uma coluna com norma
principios. fmpar de maior valor.
Seja Aing = bo + b1, onde Exemplo 03)Considerando V = 3 e a
b0 = min{||goill. lgozll llgor +geall}, ~ particdo Z%/0Z%, obtem-se:
' G = [ g21 1912 911 | goz go1 |, onde uma das
que representa a menor norma associada aos possibilidades de G & [lgnll = llgozll = 4,
ramos de safda do estado zero e §; o minimo Ng12ll = llgoil] = 2 e ainda |jgn1]l = 1, ou se-
entre as normas associadas aos ramos de che- ja,
gada no referido estado. 001 1 0 1
Na representacdo do §; e do Ay, deve-se G= (2 1 0 2 1) ’

considerar as diferencas obtidas pela paridade

. s . Assim Ap,r =4e A = 5. Como qual-
do nimero de memaorias. nf sup 9

quer dos demais caminhos da trelica passa por

a)V par (ou = 0(modk)): Sejam uma soma dupla nio nula ou uma outra coluna
s = V/ky, cuja norma é nio nula, além daquelas conside-
radas em Aj,s, tem-se que dyye. = 5. Portanto
61 ¥ min{llgnll. gl llg + geol i
1 = mindjlgall, llgs2ll llgsr + ge2ll}, G é uma matriz geradora de cédigo otimo|2].
s -
AL def Eimo [lgial Exemplo 04)Para V = 4 ¢ a mesma par-
sup = T Zfo llgill ticdo, a matriz G tem 6 colunas, distribuidas
2izo llgi + gi2l]

em 3 blocos com 2 colunas cada:

b)V impar (ou = 1(modk;)): Sejam G = [ g22 921 | 912 911 | go2 go1 |-
s=(V+1)/ky e r=s—1;
def . Ao iniciar a escolha das colunas da ma-
& = mzn{”gslnv”91-2"3”931 +gr2”} € triz G, toma-se cosets, de modo que Asup —
o llgiill min{8,7,7} = 7, isto é, as duas primei-
def - ] .
Agup = min $ 350 ligall ras com norma 2 cuja soma tem norma 4,
lgall + Zizo flgi1 + gizll as duas dltimas com norma 2 e 4, e as du-
Obs:Foram tomadas na definicio do A,,, as restantes com normas 1 e 4. Para estas
apenas 3 expressbes, as quais estdo relaciona- matrizes o dfr.e miximo obtido foi 5. Pa-
das as 3 sequéncias distintas daquela toda nula, 1a Qg = min{7,7,8} = 7, toma-se G =




[241 11|42 J(representagio de G segun-
do a norma das colunas), onde a soma das du-
as colunas de norma 1, possui norma 4. Cal-
culando temos: Para Agup =
min{7,7,6} = 6 e G como anteriormente, sen-

do que agora a soma das duas colunas de norma

dfrec = 5.

1, possui norma 2, obtem-se dfre. = 6, que € 0
méximo para este esquema[2].

Observa-se que tomando cosets cuja valo-
racio das primeiras expressdes consideradas na
definicio do A,,, aumenta, ocorre uma dimi-
nuicdo do valor da iltima expressdo conside-
rada, podendo-se obter valores menores que o
dfree jA conseguido.

2.3 Quando & = 3.

G = [ gus vz 91 | -+ | 913 912 911 | Go3 Go2 ga1 ]

Sejam

(5@ = min {

e Ainf - é{) +51.
Tem-se aqui, 3 casos a considerar:

lgo1 + gazll, llgoz + gosll

llgo1lls ll gozl], llgesll; ligor + gozﬂ}}
llgor + goz + gosl|

a)V = 0(modk; ):
Seja s=V/ky

{lgs1lls Has2lls Hasalls llgs1 + gs2lls
él = min ”gsl + gs3”: “932 + 933”7

“gsl + gs2 + 933”

(> i=ollgall

meo ”9:’2”

3o llgall

Soi=o llgi + g2l

i llgin + gisll

Yoico llgiz + gizll
S0 llgi + giz + gi3|| ]

Nesta escolha para o A,,, foram

Y

Agyp = min §

Obs:
consideradas as 7 expressdes obtidas a partir
das sequéncias de entrada, diferentes e nao nu-
las, apenas nos 3 primeiros bits.

b)V = 1(modk;): Seja s =

r=gs—1.

(V+2)k e

tgs1 + g-3lls llgra + g3l

def { llgatll Hgralls igralls llgs: + ngHf}
51 = mMin
”gsl + gra2 + gr3”

e para A,y 0 minimo do conjunto de expres-
sbes considerando as 7 sequéncias citadas na
observa¢do anterior.

¢)V = 2(modky): Seja s = (V +1)/k e

r=g-—1.

4 "931”1 “992[17 Iigr3“a Hgsl + QSZHa
ef .
61 = min ¢ |lgs1 + gr3ll; llgs2 + gr3ll,

“gsl + gs2 + grall

e A,y segundo as mesmas sequéncias.

Procedimento:

-tomar as 3 iltimas colunas de G, com nor-
ma méixima possivel, de modo a maximizar ép;

-tomar as 3 primeiras colunas de G, com
norma maxima possivel, de modo a maximizar
1;

-tomar uma coluna com norma fmpar de
maior valor.

3 Algoritmo de procura den-
tre as matrizes cosets:

1)Escolhida uma matriz geradora segundo o
procedimento sugerido na segio 2, calcula-se o
Asup € 0 dyree Teferentes a esta matriz.
2)}Guarda-se o dy,.. e escolhe-se outra ma-
triz segundo o mesmo procedimento.
| 3)Calcula-se 0 A, para esta nova matriz,
caso 0 Ag,p Seja menor ou igual ao dfre. do
codigo anterior desconsidera-se esta nova ma-
triz e sern maiores consideragdes, retorna-se a-
o passo (2). Caso contrario calcula-se o djfree
para a nova matriz, comparando-o com 0 an-

teriormente obtido. Guarda-se o malor valor




e a mairiz referente a este, retornando-se em
seguida ao passo (2).

O célculo do df,.. neste trabalho foi rea-
lizado segundo o Algoritmo de Viterbi.

4 Conclusao:

Dado um esquema de codificagio (nimero de
entradas e memérias existentes) existe a neces-
sidade da determinagio de bons cédigos. Tais
esquemas podem estar inseridos em contextos
maiores, como por exemplo, os cédigos treliga
obtidos por Calderbank e Sloane em [2]. Este
trabalho contribui no sentido de se obter uma
considerdvel redugio no conjunto das matrizes
geradoras possiveis[1,4,5 e 8], que aqui sio re-
presentadas através de cosets. Nos “subcon-
Jjuntos especiais”, considerando expressdes ade-
quadas para o Ajns € 0 A,,,(secio 3), promove-
se a procura de matrizes geradoras de codigos
otimos.

Observando os procedimentos basicos,
nota-se que de acorde com o aumento do
nimero de memdrias, aumenta exponencial-
mente o nimero de matrizes a serem conside-
radas na procura; logo é conveniente aumentar
o conjunto de expressdes que compdem a defi-
nigdo do Ag,p, visto que isto fornece uma re-
dugdo no numero de combinacdes das colunas
das matrizes a serem consideradas.

Através de outros exemplos[6] observa-se
que quanto maior o nimero de cosets distintos
na parti¢do considerada maior é o dj,.. obti-
do. Porém para fins de adequagio aos Cédigos
Trelica[2], nem sempre é conveniente tomar-se
partigGes com mais cosets, visto que a taxa de
codificagdo fica reduzida provocando ganhos as-
sintéticos menores, em comparagio com esque-
mas ndo codificados.

Ressalta-se que neste trabalho, a partir
dos procedimentos propostos e as combinagtes

das normas das colunas, os resultados obtidos
foram realizados manualmente, exceto a deter-
minagio do dy,..(algoritmo de Viterbi), dada
a simplicidade dos procedimentos e algoritmo
propostos, mesmo ao considerar-se esquemas
de relativa complexidade (quanto ao nimero
de entradas e de memérias).
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Abstract — This paper introduces the concept of
special subsets [4] when applied to generator matrices
based on lattices and cosets as presented by Calder-
bank and Sloane [1]. By using the special subsets we
propose a non exhaustive code search for optimum
codes. Although non exhaustive, the search always
results in optimum codes for given {(k;, V,A/A"). Tables
with binary and ternary optimum codes to partitions
of lattices with 8, 9 e 16 cosets, were obtained.

I. SuMmMARY

Following the concepts and notations as in Calderbank &
Sloane[l], for a particular set of norm values for cosets g;
let GN =[|lgers || - Ngoalll - | Hlgoxs [l . ligo: ]l | be the norm-
matrix associated to the set of generator matrices G for which
the cosets-representatives have been associated to norm val-
ues as in matrix GN. We shall call as special subsets of gen-
erator matrices G to those associated to norm-matrices GN
with the best possible norm-values. The codes within a spe-
cial subset are chosen such that their df... shall be bounded
a5 in the following: Miw < diree € Aup. The lower bound
App may be seen as to be the metric associated with the
commons edges that belong to all closed paths that leave
and merge to the zero-state of the trellis. Hence for a given
set of values for k1 and V we shall define Ay, = do + &1,
with do = min{[| 371, uigesll } e &1 = min{|| 35, wigvsil }
where (u1, .., uk,) € 2. Besides, the upper bound A,,
may be set either to the metric of any single zero-state closed
path or to the mintmum metric of a set of zero-state closed
paths in the trellis. The latter in general shall represent a
tighter upper bound on dg,.. which would correspond (in a
good way) to special subsets with smaller quantities of (bet-
ter) codes. The idea to make use of these special subsets
appeared in 4] applied to Ungerboeck’s technique of set par-
titioning and in [[2],{3]] for generator matrices based in lattices
and cosets.

Constructing a special subset: 1)Choose the cosets
norms with the best possible values to represent the first k:
and also the last k1 colurans of norm-matrix GN, in order to
maximize both dy and §; in the expression for Ap,. 2)In a
similar manner choose the remaining columns of GN s0 as to
both maximize Ay, and to be sure that every coset of A/A’
would appear on the output of the convolutional encoder.

The optimum code search algorithm: 1}After deter-
mining a norm-matrix GN, make either dywr = Aiw (8t the
beginning)} or d,.. equal to previous dfres. 2)Take one gen-
erator matrix G, as a coset-representative of GN. 3)For this
G check whether all cosets would appear at the encoder out-
put. If not, return to step (2). 4)In case the code generated
by G is catastrophic, return to step (2). If not evaluate the
closed-path expressions for L., taking its minimum value.
51 Awp < daus, discard this matrix and return to step (2).

1This work was partially supported by PICD/CAPES

W.C. Borelli (Unicamp/BR)
borelli@dt.fee.unicamp.br

P.G. Farrell {Univ. of Manchester/UK)
farrell@man ac.uk

Otherwise calculate dj,..(G) and compare with dyuz. Keep
the greatest value in dguz, the respective matrix G and A,,.
While existing another representative G for the same GN re-
turn to step (2); otherwise proceed to next step. €)At this
point the special subset associated to GN chosen at step (1),
has been completed. Hence, f Aup > dfree, the algorithm
should return to step (1), choose a new matrix GN either with
the same value for A, (if the case) or with the next lower
value for Ayp. This should repeat itself until Ayp = dppee +1,
when the algorithm would stop and an optimum code for the
entire class of codes for the same values of &1 and V, would
been found.

Results: The proposed special subset procedure and asso-
ciated optimum code search may be generalized for any values
of ki, V and some others A/A". It also can be used for the
search of optitnum non binary codes{3]. In the full paper some
new binary and ternary codes are listed and tables with the
coding gains are given such as the ones in Fig.1.

2 2
TABLEIV - Coding Gl lr kl=land T 74T

Rate | Uncodedi Coded | d=7
&t P | 48t

d=11
2 States

d=12
16 Suucs

gz 15
128 States

d=33
32 Stales

d=16
256 States

10 42 25 E46L 344 380
15 # 58 240 4393 47

4150 | 4T 3081
Sue | s 621

|u.;....pwg|ihr 1

20 #10 05| 3B 4286 4564 Shiz | SEB 93
25 L] L3 33 4285 4664 S0 | S8 5913
30 4 40637 1 2558 451 490 § 5287 58 6.198
35 52 3159 | 482 4415 4793 5140 5762 £041

TABLE Y - Coding Gaio for kI =1 and A 734,

Bate | Uncoded | Codd | d=7 | d=b | de9
ol | du D B | omes { 7Stis | t1%ums
110 F 483 | am {395 |45y | soe
31015 | 7| nas (436 | o4 | Sau
3|20 | oamam| msw |dde §osom | ossw

Fig. 1: Coding Gains for 16 cosets{binary codes) and ¢
cosets{ternary codes).
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Resumo

FEste ertigo propée uma escolha eficaz dos subconjuntos es-
peciats [2] e [3], introduzindo novos procedimentos para a
determinagdo de matrizes-norma mais adequadas. Os sub-
conjuntos especiais se constituem de matrizes geradoras de
cédigos convolucionats bindrivs, representadas por cosels
de wma partigdo de reticulados. Para qualquer par de valo-
res dtets para os pardmetros, bits de entrada e comprimen-
to de memdria dos codificadores convolucionais, (ky, V), tais
orientagdes sistematizam os procedimentos bdsicos tntrodu-
zidos em [2] e torna a busca de cédigos Gtimes mais rdpida
e eficiente do que em [3]. Novos cddigos hindries e seus
gunhes de codificagdo sdo apresentados parg os casos de
8,16,32 e 64 cosets na partigdo de reticulados, Z*/A’, no
espago bidimensional,

1 Introducao

Seguindo os conceitos e notagbes como em [1] e [2], para
um par de parametros dados (k1,V) e utilizando ¢ conjunto
das normas associadas aos cosets 8ij de uma parti¢io de

reticulados, pode-se definir a seguinte matriz [3]:
GN = [ligyi Il - lgvilll - Tilgok, I - llgoall ], (1)

denominada matriz-norma e associada is matrizes ge-
radoras [1], G = [gvk}_ - 8ok, - gn1 ] de um
conjunto finito de cddigos convolucionais.

Denomina-se subconjunto especial de GN, ao con-
junto de matrizes geradoras G associadas & matriz-norma
GN, quando esta é construida de forma que maximize os
Hmitantes Inferior e superior, Ajpy e A,up, do dree dos
cédigos gerados por elas.

Tome o seguinte conjunte de blocos de bits de entrada:

_ [} = (ungs o) ) # {0}
U= { {ul}EAk‘ s Z:E,...,a’kl }’ (2)

por exemplo, considere k; = 2 e A = GF(2), entao,

U= {{031}5{1:0}:{1)1}}' (3)

*Este trabalho
PICD/CAPES.

tem sido parcialmente suportado pelo

As sequéncias de entrada do tipo, {u, , .-, w4y, 0,...,0},
se referem aos caminhos fechados de comprimento minimo
1a trelica correspondente.

As definigbes [2], dos pardmetros Ainy € Agyp, podem
ser generalizadas para quaisquer valores de k; e V pelas
seguintes expressoes:

k1 k;
Ain - i i 1 i . H 4
s ﬁllir}i{!lguggvjliH {rgxllln}{ilg_;lmjggﬁl} (4)

v k,

Agup = glll]g{zflzuz’gig[]} (5)

i=0 j=1i

Em geral, pode-se considerar mais caminhos fechados
da treli¢a para a definigfio do A,yp, 0 que poderd proporcio-
nar maior rapidez na obtengdo de um cédigo Stimo [[2],[41.

Neste trabalho, diferentemente de [3], propomos pro-
cedimentos que tornam mals rapida e eficiente a escoltha
dos subconjuntos especiais mais adequados, nos quals serd
feita a busca dos cédigos bindrios étimos para cada par de
parametros (k1,V) dados e particio de reticulados de 22.

2 Procedimentos para uma escolha eficaz
de subconjuntos especiais

Considere uma partigao do reticulado 22, calcule a expres-

sao (6) para cada conjunto possivel de normas { Ny, , ..., N1}:
k1
max min IR , 6
o 00l (1 2 ) (®)

onde o minimo em (6) é tomado considerando os elementos
do conjunto ¥ (blocos de bits de entrada), e o méximo na
expressao € calculado dentre os conjuntos de cosets cujas
normas sdo as mesmas: {Ng,,..., N1}

Construa uma tabela com os valores da expressio (6)
ordenados de forma decrescente, associando-os aos conjun-
tos correspondentes de normas { N, , ..., N1}, bem como aos
lideres de cosets utilizados. Para a particio Z7/422, tem-
se como exemplo a Tabela I apresentada na Fig.l. Nesta
tabela omitimos os conjuntos de normas que representam
os mesmos valores em ordem reversa, {Ny,..., Ng,}, pois




significam, neste caso uma repeti¢o de valores para a ex-
pressao (6), exceto pela ordem de apresentagiio das colunas
referentes 3s entradas {1,0} e {0,1}.

O par de pardmetros, (£, V), determina o nimero de
colunas da matriz geradora G, bem comeo da matriz-norma,
GN. As primeiras e iltimas k; colunas, se referemn aos ramos
da treliga que chegam e partem do estado zero, sendo estas,
as colunas envolvidas na definicio do A;,;. Logo, tome o
melhor conjunto de normas para representar as primeiras e
tltimas colunas da matriz-norma GN.

Na maximizacgo do A.up estd envolvida também, a es-
colha das colunas intermediirias de GN, assim sendo, deve-
se escolher tais colunas, a partir da melhor possibilidade
para os conjuntos de normas.

Procedendo desta maneira, a matriz-norma GN esco-
lhida, determina um subconjunto especial a ser considerado
no algoritmo de procura de codigos étimos. Se o algoritmo
exigir nova escolha para a matriz-norma GN, deve-se per-
correr a tabela, escolhendo, sempre os melhores conjuntos
de normas ainda possiveis, para serem colunas de GN, sendo
primeiramente esgotadas as possibilidades para suas colu-
nas intermedidrias.

rwi}|  DEESI | ooy, (0, U0 min{.) | Ee.®

t1.2; | ezan 4, 1,2 2 ,
(020{1-1) 4 2, 2 2

(2.2} | anan 2,2,0) o
EDAD 2,2, 4| 2 s
GG 2,2, 4| 2
(303011} 2. 2.0 o

£1,1% {3.00(L,00 T, 1, 4 H
[SRIX (53] 1, 1,2 i
O 1.1, 0]| @
(105(C. 1) 1, 1, 2 i
0.1(.0) T .1, zZ i
INGI) 1.1, 2 i
[CASKG B 1,1, 2 E
(0.L3(0,-1) t, 1. 0] o .
(-1,03,(1,G% 1,1, 90 4]
(-103,60,1) T, 1, 2 )4
(L0103 1.1, 4 3
(1034013 T, 1, 2 1
©-DLO 1,1, 2 t
{0.-1),£0,1) i, 1, 4 1
{0,-1),{-1,03 | S B4 3
0,-1)40,-1) .1, 4 13

LR O E NN 4.1, 1 t
2.0 4.1, 1 1 .
0.2,(0,-5) 4 , 1, i 1
O4LD 4.1 .1 1

(2.1} | anas 2.1, 1 g
L0 2,1, 1 4
4,104-1,0 2., 1,1 1
L1301} 2.1, 1 1 .
{1.-1%01.03 2, b, 1 1
{-10,13 z, 1,1 1
LeINELE 2.1, 1 1
eIyl 2,1, 1 1

(4.4} | o0 8, 4, ¢l o o

Figura 1: Tabela I; by = 2, A= Zy ¢ Z*/427

3 Algoritmo geral para a determinagao de
Cédigos Otimos

A partir do par de pardmetros (k1, V) e de uma partigio
de reticulados, apresenta-se nesta se¢lo, um resumo do al-
gorftmo geral de busca de codigos 6timos, ressaltando as
alteragoes realizadas no algoritmo proposto em [2]. O al-
goritmo completo e detalhado se encontra em {3].

Utilize as orientagbes propostas na segao 2, para obter
uma matriz-norma GN. Tome, no subconjunto especial as-
sociado & GN, a matriz geradora G constituida de lideres
de coset que apresentem valores méximos para a expres-
sao {6), como na Tabela I, e realize testes, primeiramente,
quanto a determinagéo de todos os cosets na saida do codifi-
cador convolucional; ¢ depois, quanto a catastroficidade do
codigo gerado por G. A matriz G ¢ discartada prontamen-
te, sempre que seja apresentado algum resultado negativo
nos testes. Neste caso tome nova matriz geradora G, no
referido subconjunto especial e refaca os testes.

Caleula-se o dy,.., para a primeira matriz G nao dis-
cartada nos testes, guardande o valor obtide e a referi-
da matriz G. Para as demais matrizes geradoras que por-
ventura ainda existirem no subconjunte especial, calcula-
se © Agyp, comparando-o ao dy... ja obtido, sendo que
novo cilenlo do dyre. se fard necessdrio apenas gquando
Agup > djree. Neste caso, gnarda-se o miéximo entre os
dfree calculados e a respectiva matriz geradora G.

Inspecionadas todas as matrizes existentes no subcon-
junto especial, obtem-se o d;,.. maximo possivel para tal
subconjunto.

O préximo passo constitui em nova escolha para a
matriz-norma, GN, a qual serd prontamente discartada sem-
pre que, o valor méximo para A, 1o subconjunto espe-
cial de GN for menor ou igual aoc df... j4 obtido. Caso
contrério, repete-se todo o processo de inspegio no subcon-
junto especial associado a GN, a partir da matriz geradora
G que apresente este valor de Ay,.

Esgotadas todas as possibilidades de escolha das ma-
trizes GN, fica determinado o dyy., maximo, bem como um
cédigo binario 6timo para o universo completo dos cédigos
trelica, fixados os valores de k; e V, e uma parti¢ao de
reticulados de Z2.

4 Exemplo Numérico:

Considere a partigio Z2/©Z%, com & cosets, ¢ o par de
parametros (k1, V) = (2,4). Usando a Tabela I e o fato de
que uma das colunas deve conter norma impar, as matrizes-
norma, neste caso, foram obtidas na seguinte ordem:

alGN = [42 1142, A;my =2+2=4
e Ayp = min{d, 9,8} = 5. Inspecionado o subconjuto
especial associado, obtem-se, pelo menos, um cédigo com
dfrce =5 = doye.

b}Mantidas as colunas 1, 2, 5 e 6 como em (a) e tro-
cando as colunas 3 e 4, sequencialmente, pelos valores (4,1},
(1,4}, (2,1) e (1,2), as matrizes GN resultantes possuem to-
das, Ainy =2+ 2=4e Ay = 5, 0 qual éigual ao dyye j4




obtide, logo s8o prontarente descartadas,

¢GN =142 | 11|24, Asmp=2+4+2=4ce
Agyp = min{7,7,8} = 7. Inspecionado o subconjuto espe-
cial de GN, obtem-se, no maximo, dfree = 6 = daus.

d)Mantidas as colunas 1, 2, 5 ¢ 6 como em {c} e tro-
cando as colunas 3 ¢ 4, sequencialmente, pelos valores (4,1),
(1,4), (2,1) e (1,2), as matrizes GN resultantes possuern to-
das, Acqp = 5, o qual é menor que o dgyg. Portanto sio
prontamente descartadas.

e)As matrizes GN:

[42]11]22] e [42(41]22]

possuem A, = 5 e portanto, prontamente discartadas.

fIGN =[42[14]22}LAm=24+2=4c¢e
Asup = mind8,7,7} = 7. Dentre as matrizes geradoras do
subconjuto especial de GN, obtem-se, no miximo, df,.. = 5
e portanto ¢ descartada, visto que dgq, = 6 j foi cbhtido.

g)As matrizes GN:
[42]21]22] e [42]|12}22]

possuem Ay, = 5 e 6, sendo igualmente discartadas.

hGN =24 11 |42),Amp=2+2=4e
Asup = min{7,7,8} = 7. Dentre as matrizes geradoras do
subconjuto especial de GN, obtem-se, no maximo, dfre. =
6, igual ao dyyge-

i)GN3[24 | 41]22],1&,‘,—,;:46&_%‘?;
min{8,7,7} = 7. Obtem-se, no méximo, dsr.e = 5. As de-
maismatrizes[ 24 ] 4 1| 22],{24]|41]22]
wn[24] 41|22 ] possuem A,yp menores que o dgayz
obtido.

Portanto para o par de pardmetros (k1,V) = (2,4)
tem-s¢ dipee = daur = 0, para um cddigo no subconjunto
especial de GN =[ 4 2 | 11| 24]

Observe que para cddigos bindrios e a particio com
8 cosets, de umn universo de 4095 possiveis formas para a
matriz-norma GN, inspecionamos, com efetivo caleulo do
dfree, 08 subconjuntos especials assoclados & apenas cinco
delas.

5 Resultados para Cédigos Binarios

Diferentemente de [3], com as matrizes-normas GN escolhi-
das de acordo com a sessdo 2, a procura de codigos Stimos
foi realizada para varias particdes de Z%, sendo obtidos no-
vos codigos dtimos binarios. Tais resultados foram organi-
zados em tabelas e figuras, do seguinte modo:

- constelagdes e partigdes: Figs 2, 3, 4 ¢ 5,
- tabelas com novos cédigos Stimos: Figs 6, 7, 8 ¢ 9,
para todos os codigos, ky = 2.

- tabelas de ganhos de codificacio: Figs 10, 11, 12 e
13. Nestas tabelas considerou-se como em [1], a taxa p do
codigo trelica, p = (31%&2) bits por dimensio, no espacgo
bidimensional.

6 Conclusdes

Uma escolha sistemadtica das matrizes-norma GN, garante
maior eficiéncia ao algoritmo de procura de {3], tornando
possivel sua utiliza¢io para cddigos malores e partigbes com
maior nimero de cosets.

Como mostrado no exemplo numérico a eficiéncia do
algoritmo aumenta em muito, pois a grande maioria das
candidatas as melhores matrizes GN sio descartadas pron-
tamente em testes bastante rapidos.

Sistematizada a procura, através dos novos procedi-
mentos, foram obtidos novos cédigos étimos binarios para
codificadores convolucionais com até 256 estados em suas
trelicas e partigBes com até 64 cosets.

Notou-se que para mesmos valores da taxa p, hd u-
ma tendéncia de methoria do ganho de codificagio, quando
consideradas particbes com maior niimero de cosets. Tal
procedimento entretanto, involve uma complexidade adici-
onal na determinacio dos subconjuntos especiais, dado o
acréscimo do universo de possibilidades para as matrizes-
norma, GN.
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TABELA VI

Rate Unceded | Coded d=3 d=35 d=8 w7 d=§
ky 0 Sipt P 4 States | BStates | 16States | 64Smics | 256 States

[} 1o 472 1.5 G030 2218 3080 3.680 4.269
1 15 4/5 2.3 1161 3979 4778 5441 6021
2 2.0 471G 5.0 1761 3.979 4.77% 5441 6.621
3 2.5 AF20 10.25 1463 4.684 4,664 5333 5913
4 3.0 4142 20.5 1.866 4.013 5876 5.545 6.125
3 3.5 4182 40.687 1.794 4.157 4.804 5474 6054

Figura 10: Tabele de Ganhos

de Codificagdo para § co-

sets.[1]
TABELA YO
Rale Uncoded [ Coded d=7 da=il d=12 d=13 d=15 d=i6
Ly P T P AStates § BStates | 16Siates §32States | 1288twtes | 256 States
g 10 472 25 1455 344 3802 4.15¢ 4.1 5058
1 i5 445 5.0 2430 4393 4.371 5119 5740 6.02F
2z 20 4/10 1025 2,323 4286 4.664 5.012 5.633 5913
3 25 4120 203 2323 4286 4.664 5.012 5.633 5913
4 30 4142 40.687 2.568 4.531 4.909 5257 5873 8,158
5 35 4/82 81594 2.452 4415 4.793 5.140 5.762 6.047

Figura 11. Tabele de Ganhos de Codificacdo para 16 co-

sets.[3]
TABELA VI
Rate | Uncoded ] Coded d=18 | @=22 d=25 § d=28] d=32
¥ e s P 8Stws | 16States I 32 States § 64 States | 128 States

¢ {110 472 50 2.353 3.424 3.979 4472 5052
1 15 45 10.25 3415 4286 434] 5333 5913
2 |20 410 205 3415 4286 4.841 5.333 5913
3 |23 420 40587 | 3448 4319 4574 5.367 5.947
4 30 4747 81,504 | 3548 4.519 5075 5.567 6.147

Figura 12: Tabela de Ganhkos de Codificagio para 32 cosets.

TABELA T
Rate Uncoded Coded d=43 d=>51 d=156 d=154
¥ b St P |16 States |32 States | 128 States { 256 States
o] 10 412 1025 3217 3958 4.364 4.944
1 1.5 415 20.5 4,186 4927 5333 5913
4 2.0 4/10 40.687 4219 4,960 5367 5.947
3 2.5 4720 £1.594 4208 4.949 5.355 5935

Figura 13: Tabela de Ganhos de Codificagdo pare 64 cosets.
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Abstract — This paper gives a formalization for g-ary
codes of the zearch algorithm [3] for optimum codes based
on lattices and cosets [1]. With a more efficient and an
autemated algorithm it also has been possible to extend
the search for larger convolutional encoder parameters
and lattices partitions. New optimum binary, ternary
and quaternary trellis codes are listed together with their
coding gains.

I. INTRODUCTION

Following the concepts and notations as in [1], the structure of a
trellis code is given in Fig.1, for a given finite ring A and a sublat-
tice A’ € A. The generator matrix G of the convolutional coder
may be represented in terms of cosets belonging to the partition
of lattices A/A' fe: G = [guk;.--Gut]---|g1k, 911100k, ...g01], where
gii = (T, Zis0) € AJA', with Euclidian coordinates in the two-
dimensional space encoder parameter ki, is the pumber of input
symbols; v; is the lenght of memory in input j, 7 = 1,..., k13 the
encoder overall memory lenght is V = Z;‘;l v; and the encoder

output, coset 1, is given as: r = }::_0 Ef;i ui; gij, with u;; € A

R Select 1 )
wpConvolucional | r=coset x Signal
k of a? I
Lt ode of A’ . Point
e points from coset 1
from A

!

Fig. 1: Overall Trellis Code, [1}.

The rate of the convolutional code is k:logsg bits/coset, where
g = |A| and the encoder has ¢" states. The overall rate of
the trellis code is klogag bits/output symbol or p = (k/2)log2g
bits/dimension.

As in {3] let a special subset of good codes (large djrec)
with generator matrices G associated to the same norm-matrix
GN = {figuis | - llgorlll ... 1 llgoy Il .. !Igmll ] with the best pos-

sible norm vaiues, where [lg;ff = >0/, z¥,.

0=Phis work was partially supported by PICD, CAPES.

The codes within a special subset are chosen such that their .
dfree shall be bounded as in the following:

Alw S d_free .<.. Aup- (1)

‘The lower bound A, may be seen as to be the metric associated -

with the commons edges that belong to all closed paths that leave -
and merge to the zero-state of the trellis.

Let & be the set of the all possible blocks of k1 input symbols
excluding the all-zero input symbol, i.e.,

{w} = (u,, ) | {m} # {0}, ..
U= { fwmle A [ I=1,..,¢" } @ .

Hence for a given pair of values (k1, V), &p, may be expressed
as:

Ary = min{] Z v, 8} + min{] Zm gosll}.  (3) -

J==1

On the other hand, the upper bound Aup on dyree, may be set .
either to the metric of any single zero-state ciosed path or to the
minimum metric of a set of zero-state closed paths in the trellis.
For instance considering only the closed paths associated to finite
input sequences of the form {mz,61 y o 2y, 0,00, 0}, the expression :
for A.p would be written as: '

Aup =min3 | Zw, ll}- O

i=0 =1

In order to have a nom-exautive code search but yet always _
ending up with an optimum code (largest dy...) for any set of

input parameters (k:, V, A/A"), norm-matrices must be carefully -

chosen as to jointly maximize and tigthen the bounds on dfree.

Unlike [3] when the norm-matrices were chosen by hand cal-
culations in this paper, the determination of good candidates for
matrices GN is done in 2 more efficient way and has been com-
pletely automated. This has resulted in a reduced and faster -
computer search allowing it to be extended for the g-ary codes
and also for partitions with larger quantities of cosets.

II. TEE AUTOMATED SEARCH ALGORITHM FOR Q-ARY
OPTIMUM CODE

For a given set of encoder parameters {k;, V) and for a spe-

cific partition A/A’, construct a table with all the representatives




cosets , gij € /4 , And COITesponding NOTmM-VAIUeS; 10T & numer-
ical example, see section III. The algorithm follows:

1)For each possible set of norm values {Ng,,.., N1} evaluate
the expression:

k1
max min u-gull -
sijEA/A'{{ui}v&{O}{”f\:‘: &5l (%)

While the minimum in (5) is taken considering the input-block
set I{ as in {2), the maximum in (5) is evaluated amonsgst all sets
of cosets with the same norm values {Ny,,..., N1}.

2)Construct a table like the one in Fig.3, with the values, for
expression (5), ordered from its maximum down to its minimum.

3)Take the best possible set of norm values to represent the
first k1 and also the last % columns of norm-matrix GN in order
to maximize expression (3) for A,

4}In a similar manner choose the intermediate columns of GN
aiming to maximize a simple expression like (4) for Ay, or a more
general one and constituded of a langer set of chosed paths in the
trellis [2].

5YAcoording to steps (3) and (4) take one generator matrix G
formed up by the representatives cosets with sets of norm-values
{Ni,, ..., N1} s in norm-matrix GN.

6)Evaluated expressions {3) and (4) for Ay, and A.p, respec-
tively.

TIf Apy = Aup, make dfree = Aup, keep generator matrix G
and return either step (4) to changer, if still the case, the set of
intermediate columns or step (3) to change the sets of first and last
k1 columns of norm-matrix GN. Otherwise { Ajy < Dup, make
gither douz = A (2t the beginning) or dg.. equal to previous
d free-

8)If Aup > douz and for actual G check whether all cosets
would appear at the encoder output and whether the code gen-
erated by G is non-catastrophic, continue. If not, choose a new
matrix G, if the case, and return to step (6); otherwise return to
either step (4) or step (3).

9)Calculate dsr..(G) and compare with doyz. Keep the great-
est value in dauz, the respective matrix G. While existing another
representative G for the same GN return to step (6); otherwise
proceed to next step.

10)While existing another GN return to step {4) ou step (3);
otherwise the algorithm would stop and an optimum code for the
entire class of codes for the same values of k; and V, would have
been found.

I1I. NUMERICAL EXAMPLE!

In the follwing we summarize the application of the optimum
code search for quaternary codes, g =4, A= 24, k1 =1,V =2
and AJA = Z2/427%.

After creating Table 1 and Table 2, the norm-matrices GN were
generated by the algorithm in the following sequence:

DGN = [555], Aiag = 4+4 = 8 and Dy =
min{15,12,15} = 12. This GN is discarded together with all
the associated matrices G in the special subset, as for not a single
one passed step (8) of the algarithm.

2GN = {525}, Diny = 4+4 = B and Agup =
min{12,16,12} = 12. The associated special subset was in-
spected and an optimum code found with dfree = 12

3GN = [ 515 ], Aipy = 44+4 = 8 and Deup =
min{11,12,11} = 11. All codes within this subset would have
dfree less than 11, and therefore lesser than the value 12 obtained

DEIOTE. IVIATIIX (N IS QISCArded at Once, WItAOUT any Iurtner er-
fort.

4)GN = [585], Aing = 4+ 4 = B and Dgp =
min{18,8, 18} = 8. All codes would have dy... = 8 and therefore
matrix GN is discarded at once.

BYGN = [ 545, Ainy = 4+4 = 8 and Dyyp =
min{14, 8,14} = 8. This matrix GN is also discarded at once.

E)GN = [552], Aing = 442 = 6 e Agp =
min{12, 16,12} = 12. The better code in this subset would have
diree < 12, value already obtained and therefore GN is discarded
at once. All other matrices GN in sequence would be as in the fol-
lowing: { 522 ],.,[542)}[252]].,[222]} et
They all have A,up < dfree = 12 and therefore discarded at once.

Therefore for quaternary codes and a partitiion with 16 cosets,
from a universe of 215 possible forms for norm-matrix GN, 214
were discarded promptly and for only one special subsets the al-
gorithm for calculating dfr.. was activated only for the special
subset represented by GN ={ 5 2 5 |.

IV. RESULTS:
The automated optimum code search has been applied for sev-
eral trellis codes strutures and new binary, ternary and quaternary
were found. Thr results were organized in tables and figures as in

‘the following:

- the signal constelations and partitions: Figs 2, 4, §, 6 and 7.

- tables with new optimum codes: Figs 8, 9, 10, 11, 12, 13 and
14.

- tables with the coding gains: Figs 15, 16, 17, 18, 19 20 and
21

V. CONCLUSIONS

This paper presented a formalized and efficient code search
algorithm for large and q-ary trellis codes. Extensive tables with
new optimum codes were given together with their coding gains,
for the cases of binary codes (16 and 32 cosets), ternary codes (9
and 27 cosets} and guaternary codes(16, 32 and 64 cosets).
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TABLE |
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¥
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Fig. 3: Table for expression (5}, A= £4, ki = 1e 22/427 (16 cosets). Fig. 6: Sinal Constellations of size 32 and 256 for Z2/®Z? (32

cosets).
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Fig. 7: Sinal Constellations of size 64 and 256 for Z2/822 (64 cosets).

TABLE Il

IIII oN T [daee | G

02liszas 4 7 1102
21212

03]l 54284 m| uf| zo1z0
12122

o4l 842584 13 12| 221120
101222

05| 8422584 4] 13| 201 1220
221-1122

06| 84225544 15 1% 22111100
20112222

07| 842525544 18] 15| 221111100
201212222

o8|l s4ss5555248) 241 16| 22-1 2121102
20 2-1212122

Fig. & Optimum Binary Cedes for k; = 2 and Z?/42% (16 cosets).

TABLEWV
[ GN i% Idfml G
03 1] 3164510 0 18 20021
242153
04| 168941010 2] 2z 020011
4135633
05 || 168 0HIHI0 Bl B[ ez3r0lt
427311}
06 |1 1010368591610 My oW’ 33021011
174623133
g1 || 10108995510101 34 3z} 312001111
7523321233

Fig. 9: Optimum Binary Codes for k; = 2 and Z?/& 2% (32 cosets).

vl o [ [dree| G
7 101
02 31

3 2112

03 3133 10 1011
2122
04 33133 13 21011
12122

Fig. 10: Optimum Ternary Codes for ki = 1 and A42/3.4; (9 cosets}).

Fig.11: Optmum Ternary Codes for k1 == 1 and A2/9.Az {27 cosets),

Fig. 12: Optimum 4-ary codes for ky = 1 and Z%/422 (16 cosets).

Fig. 13: Optimum 4-ary codes for k1 =1 and Z?/$22 (32 cosets).

Fig. 14: Optimum 4-ary codes for k; = I and 22 /82? (64 cosets).

TABLE Vi
VH GN q}p Qree G
a 923 14 14 010
322
he) 5239 23 23 0010
3223
04 92379 30 27 32100
00243

TABLE VII

VH GN lﬂhp A ree G

o2 il 525 12 12 111
212

03 i| 5823 16 14 3211
2212

04 1] 58255 20 15 22121
32112

TABLE VI

| V| GN Aup 4 free G

02 10510 20 20 11t
523

03 104510 29 28 1011
3623

04 10164510 36 R 30011
74263

TABLE IX

v|| ON Ap | Yfree G

o2 1132520 0| 40| 432
643

03 ||20251320 | 56| 54| 4322
6434

04 {|20518520] 68| 64 62522
47314
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Fig, 15: Table of Coding Gain for A = GF(2), k3 = 2 and Z2/427

{16 cosets).

TABLEXI

fae | Uneokd| Coded | d=18] d=R| ¢=25] d=B] d=%
[l e g,?“ P 8States | 16 Stes | 32 Stotes |64 States | 128 States
ol !l @ | 50 |25 3 s | am | s
H 5 4% [ial 34135 4786 4841 5333 5913
2z | w0 i oms a5 | ez | ossa 1 os3m | osa
3 llas 1 g | smewr |das | a9 | asm | o530 | som
aan | am | oseses {aem | oasw | 5o | sy o6l

Fig. 16: Table of Coding Gain for A = GF(2), k1 =2 and 22 ez

TABLEXH
Rate | Uncoded | Coded =7 d=8 g=6
bl e TS P | 9Suies | 27States | 31 States
i 158 | 44533 375 3951 459 5049
PRI A i 11275 | 4316 48% 5408
301 3061 453333 33519 | 4447 5027 5539
Figz. 17: Table of Coding Gain for A= GF(3), k1 = 1 and 43/3A4:2 (9
cosets).
TABLEXH
Rate | Uncoded | Coded dulf | d=24| d=27
ke TS P 9States | 27 States | 81 States
. 1 158 1 4531 HTS A 4528 5.0
2000 237 417407 33519 | 34T 4536 547

Fig. 18: Table of Coding Gain for A = GF(3), k1 =1 and A2/9Az

Fig. 19: Table of Coding Gain for A= Zy,

{32 cosets).

{27 cosets).
TABLEXIV
Rate | Uncoded | Coded =12 d= 14 A=
K|l e Ty P 16 States | 64 States | 128 States
0 3] 42 25 180 4472 5052
1 20 410 025 | 4664 5333 3591
2 39 442 40687 | 4909 35719 5138

cosets).

ky =1and Z2/4Z7 (16

Rete | Uncoded | Coded | d=10] d¢=28| d=32
p | &t B | 16Sues| 64Staes | 28 Staes
|10 | 4 500 3010 | 4am | 5082
W | 410 ns am | 533 1 s
30 | e 8159 | 4106 | 5567 | 67
Fig. 20: Table of Coding Gain for A = 24, k; =1 and =2 /9 F2 (32
cosets).
TABLEXVI
Rate | Uncoded | Coded | d=dd| d=36; @=¢4
|l p | g4yp'| P | 16Sumes| 64 Stes) 128 Siates
¢ e | 4 1025 | 2903 | 4206 | 4944
tj20 | a0 40687 | 305 | Sa@ | 584
130 | 4w 16319 § 4105 | 5409 | 6w

Fig. 21: Table of Coding Gain for A = Z4, k1 = 1 and Z?/8Z2 (64

cosets).
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Resumo: Neste artigo € proposto um algorit-
mo geral de procura de cédigos treliga dtimos g-
arios, baseados em reticulados e suas particées,
o qual incorpora os procedimentos introduzidos
para cddigos bindrios em [[2],[4]], e generaliza
a procura de cddigos 6timos para alfabetos que
sdAo anéis com ¢ elementos, Z,. Novas carac-
teristicas forarn incorporadas ao algoritmo, pro-
porcionando uma procura de cédigos étimos mais
ripida e eficiente do que em [[3],[4],[5]]. Exem-
plos numéricos de aplicagdo do algoritmo para um
esquema bindrio com a partigio Z?/8Z? e para
um esquema terndrio com a particdo A4;/9.4,, sdo
apresentados em detalhes.

Abstract: In thispaper a general algorithm for
the search of optimum g-ary trellis codes, based
on lattices and cosets, is proposed. The algori-
thm incorporates the procedures introduced for
binary codes in [[2},[4]] and generalizes the sear-
ch for alphabets that are rings with q elements,
Z4. New characteristics were incorporated to the
algorithm, providing a faster and more efficient
search for the optimum codes than in [[3],[4],[5]].
Numerical examples are presented in details for
binary scheme with the Z?/02? partition and for
a ternary scheme with the 4,/9A4, partition.

Palavras-chave: Cddigos Trelica, Cédigos Con-
volucionais, Partigés de Reticulados, Cosets,
Cadigos Otimos, Algoritmo de procura.

1. INTRODUGAO

Seja a estrutura geral do codificador de um cédigo tre-
lica, como em [1] e que é mostrado na fig.1, o qual trans-
forma uma sequéncia de simbolos de um alfabeto A em
uma sequéncia de simbolos de saida, os qualis mapeiam

uma constelagiio num reticulado A do R™.

Considere .4 um anel finito, A’ C A um subreticulado,
G a matriz geradora de um cddigo convolucional com k;
simbolos de entrada de A e apenas um simbolo de saida, r,

correspondente a um coset (g5;) da particfo de reticulados
AJA

—= Seleciona um
—w3  Codificador | 1= coset . Sinal

kl . s dos fIz —-
‘‘‘‘‘ Convolucional | ¢o A de A
= pontos do coset T

Fig. 1. Estrutura do Codificador de um Cédige Treligall]

QO codificador do cédigo trelica, possui & = &y + ks
bits de entrada e um ponto da constelagio como saida,
sendo k1, os bits codificados pelo cédigo convolucional e
ks, 08 sfmbolos de entrada nio codificados, os quais sio
utilizados na escolha de um ponto especifico dentre os a®*
pontos do coset, previamente escolhido pelo codificador
convolucional.

A taxa do cédigo convolucional é ki logaa bits/coset e a
taxa fraciondria ¢ p <& kilogs/logs|T| onde o = 14|
e [T} é o nimero de saidas possiveis sendo o' o nimero
de entradas possiveis. O codificador pode determinar até
a1tV cosets distintos.

A fig.2 apresenta a estrutura genérica do codificador
convolucional com k; entradas e v = max; <5<k, {v5}; v;
¢ o mimero de memdérias em cada entrada do codificador,
onde gv; = 0, sempre que v; < v.

Denomina-se [1] matriz geradora do cédigo convolu-
cional envolvido na estrutura do Cddigo Trelica, a matriz




G gue tein cosets gy como suas colunas:

)

Define-se como saida do codificador convolucional, o coset

G = [gv}q ---gvﬂ---lglkl---gufgakl--ngoz]

I

r= Y ugey (2
i=0 §=1
onde u;; € Ae gy € AJA
A norma de um coset ¢ definida como g
(3p=i, ), onde k = 1,2, dim(A); zij, sdo as coor-
denadas Fuclidianas do coset gj; no reticulado A [1].

ORI —

1y m
— b1 By i By — 1 Bl
" — — —
— 5 B i 8 — — &
T = cosel
i ] 1 [ /
—t B By 5K b —1 &k
Fig. 2. EBstrutura do Cddigo Convolucional

A distdncia minima de um cddigo treliga é definida em
[1] pela expressdo

o min{dfree, dg}

sendo dsr.. 0 valor minimo dentre as métricas dos cami-
nhos fechados com inicio, ¢ final, no estado zero da tre-
liga e da, a distncia Euclidiana quadrada minima, obtida
entre os pontos de um mesmo coset da particio de reti-
culados. Dados os valores de ki, k2,V, q, e uma particiio
especifica de reticulados, defini-se cédigo treliga 6timo
como sendo o que possui 0 valor méximo para a disténcia
minima d. A maximizacio da distincia mintma d, neces-
sariamente, passa pela maximizagio do pardmetro dj..
do cédigo convolucional, pois ds tem valor fixado pela
particio.

O aumento do numero de memdrias de um codificador
convolucional pode proporcionar um valor maior para o
diree do cédigo gerado. Desta forma os pardametros, (&,
V, q) e a particio, A/A’, sfio considerados de modo que os
esquemas gerem codigos convolucionais onde dypee < da.

Este artigo propde um algoritmo geral de procura de
codigos convolucionais étimos g-drios, o qual é apresen-
tado na segiio 111, de maneira bastante detalhada. O al-
goritmo incorpora e generaliza os procedimentos apresen-
tados em [[2],(4]], visto que se procura cédigos convolu-
cionais nio catastréficos com dyr.. maximo, ie., cédigos

Otimos, bindrios [4] e g-arios [[2],{5],[6]] para um dado
conjunto de parametros ( k1, V, q) e uma dada particio
de reticulados A/A’.

I1. SuBCONJUNTOS ESPECIAIS DE MATRIZES
GERADORAS

Seja Aing, um limitante inferior para o d free de
um codigo convolucional, formado pela soma da menor
métrica dentre os ramos que chegam ao estado zero, (Sp),
com a menor métrica dentre os ramos que partem do re-
ferido estado.

S

Fig. 3. Limitante inferior para o diree

Por outre lado a métrica de um caminho fechado gual-
quer da trelica limita superiormente o dsree do cédigo
convolucional. Portanto considere o pardmetro, A sup: CO-
mo sendo a menor métrica obtida a partir de um conjun-
to finito de caminhos fechados da trelica (caminhos com
inicio e fim no estado Sp), como mostrado na fig.4.

Fig. 4. Limitante superior para o iree

A determinagio das matrizes geradoras de bons cédigos
convolucionais (cddigos ndo catastréficos com d Free ETAN-
de), envolve uma escolha adequada de suas colunas, a
qual deve propiciar a maximizacio dos parimetros Aing
e Ngup, bem como, possibilitar a obtencao de todos os
cosets da parti¢do utilizada, na saida do codificador con-
volucional. A partir desta escolha obtem-se subconjun-
tos especiais [2] com um nimero reduzido de matrizes
geradoras, dentre os quais existem matrizes que geram
c6digos 6timos {dyre, maximo).

Cada subconjunto especial de matrizes geradoras G (1),




pode ser representado por uma matriz-norma GN [3],

GN = [ |lgvic, || - llgoall]  (3)

na qual, as colunas so escolhidas dentre as normas dos
cosets da partigio, de forma que maximizem os limitan-
tes, Ay € Dgyp, do dpree dos codigos gerados pelas ma-
trizes G pertencentes ao subconjunto especial.

lgvall} - 1 ligosaf -

A. Definicdes do Aspy € A gy dos Subconjuntos Especiais
Dado o conjunto de blocos de bits de entrada:

2 = {{ur} E{ui}%{o},}, (4)

[=1,..a"
As definigbes [2], dos pardmetros Az e Ag,,, podem
ser generalizadas para quaisquer valores de k; e V pelas
seguintes expressoes:

(ul,’c.i 3 ey uh)

{ul} € Akl

ki1 k1
Ding = min{|| 3w, guill} + min{i > uw,geill}  (5)
{u;} Gl {ul} F=1

onde 0s cosets gg; estdio associados aos ramos que partem
do estado Sp e 05 gvj, 208 que chegam a esse estado da
treliga, conforme fig.3 e

su:p = mm{z ii ZUI gl.!]

=0 jJm=l

(6)

sendo que dentre todas as sequéncias de simbolos de en-
trada, nesta expressio utilizou-se somente aquelas asso-
ciadas 20s caminhos fechados cujo nimere de ramos na
trelica correspondente é minimo.

Em geral pode-se considerar mais caminhos fechados
da trelica para a definigio do Ay © que poderd pro-
porcionar maior rapidez na obtencio de um cédigo Stimo
[2)61]-

Supondo o caso de k) = 2 ¢ A= (GF(2), as expressoes
(4), (5) e (8) ficariam reduzidas a:

U= {{Oa 1}7 {130}’ {I" 1}}’

[10.gv1 + L.guall,
Ainf = min Hl-gvl =+ G-Qv?ﬁ: —+
”1'901 + I'QU'Zﬂ
[10.g01 + 1.gosil,
+min ¢ [[1.go1 + 0.g02l)
I1.go: + 1.g02]|

| gzl [ lgoall,
=min { [|lgall, +min { |lgoall, ;
llgv1 + goall Ilgoz + goel]

E;:o 10.g:1 + L.gao][,
E%w_«o |1.g:1 + O.g:0]l,
Z,-;u {11901 + L.gin]|

Agyp = min

=min{Y_ lgal, > Ngall, 3 llga + gall}.

== =0 =0

B. Procedimentos pare uma escolha eficaz dos subconjun-
tos especiais

a) Dada uma particio de reticulados, calcule a ex-
pressio:

n Al Z ugsill} ) (7)

83 EA/A’ {ﬂl }?‘-{U}

para cada conjunto possivel de normas {Ng,,..., N1} dos
cosets g;;, onde o minimo € tomado, considerando os ele-
mentos do conjunto I (blocos de bits de entrada), e o
maximo na expressio ¢ calculado dentre os lideres de co-
sets satisfazendo a um mesmo conjunto de normas.

b) A partir dos valores obtidos, construa a Tabela
Ordenada de Cosets e Normas constitufda de 5 co-
lunas (conjunto de normas {Ng,,..., N1}; conjunto
de k; lideres de cosets; conjunto de blocos de bits
de entrada, {u}; ming,y.003{|i Zi‘__i uy; il }s valor
da expressdo (7) ) e tantos blocos de linhas, quantas
forem os conjuntos possiveis de k; normas da partigio
(excetuando o conjunto todo nule). O mimero de linhas
em cada bloco € determinado pelas combinacdes, dentre
os lideres de cosets distintos, para wm mesmo conjunto de
normas {Ng,,...,N; }. Os blocos sio ordenados de forma
decrescente, quanto ao valor da expressio (7) e obtidos
através dos mesmos procedimentos.

Para exemplificar, considere g = 2, k; = 2 e a par-
ticho Z2/6Z” conforme a fig.5.  Seja o conjunto de
normas {Ny, N1} = {2,2}, bloco 2 da tabela ordenada
(fig.6), a qual estd dividida em 7 blocos de linhas, refe-
rentes aos conjuntos {Nz, N1}. O conjunto {2,2} apre-
senta 4 possibilidades de combinages de lideres de cosets,
para esta parti¢do (coluna 2 do bloco 2), pois a mesma
possui 2 cosets com norma igual a 2. Como A = 2
ed = {{1,0},{0,1},{1,1}} obtem-se a terceira colu-

na da tabela fazendo as combinacdes IZ1  Uiigii]. A




pentdltima coluna, € obtida da anterior, considerando o va-
lor minimo da linha; e a dltima, apresenta o valor miximo
(7), dentre os valores da coluna anterior.

Coset

kp =

8 cosels

A =GR2)

(N, Ny

Lideres dos
Cosels

(10, (8.1, (LD

min{.}

eg.{33)

f Rétulo| Lider do nprmg
: (LD
©-5
(-1
(0.1
(L0
0.2)
-L0)
0.0

— )
wis o
E 3% B A

68 =
22

Fig. 5. Particdo 22/0Z% e tabela de lideres e normas(8 cosets)
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c) Os blocos referentes aos conjuntos de normas,
{Ny, ..., Ny, }, que representam os mesmos valores em or-
dem reversa, sAo omitidos, pois representam  repeticio
do bloco de linhas dado por {Ng,,..., Ni}, exceto pela
ordem de apresentacio da terceira coluna.

d) O par de pardmetros, (k;, V), determina o ntmero
de colunas da matriz geradora G, bem como da matriz-
norma, GN. As k; primeiras e dltimas colunas, se referem
a0s ramos da trelica que chegam e partem do estado ze-
ro(fig.3}, sendo estas, as colunas envolvidas na definicio
do Asmp(5). Logo, escolha o melhor conjunto de normas
para representd-las na matriz-norma GN, de modo que o
valor obtido na expressdo seja maximo.

As colunas intermedidrias de GN, influenciam na maxi-
mizagio do Agyp (6}, e devem ser escolhidas a partir dos
primeiros blocos de normas listados na tabela ordenada.

Procedendo deste modo, a matriz-norma GN escolhida,
determina um subconjunto especial a ser considerado no
algoritmo de procura de codigos étimos.

II1. ALGORITMO GE;::_A.L DE PROCURA DE CODIGOS
OTIMOS Q-ARIOS

A figura 7 apresenta o fluxograma do algoritmo de pro-
cura de ¢ddigos Stimos, o qual é uma evolugéo das versGes
apresentcadas em [[2],[3],14].[5]}.

Os detalhes do algoritmo estido apresentados em sub-
secdes (A-F), sendo que as duas primeiras se referem aos
passos do algoritmo de procura que estdo inseridos na fa-
se inicial do mesmo, sendo portanto processados apenas
uma vez.
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2
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Fig. 6. Tabela Ordensda de Coseis e Normas
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A. Construgdo da Tebelo Ordenada de Cosets e Normas

A partir da particio A/A’ e da tabela de lideres de
cosets e normas correspondentes {ex.: fig.5), construa a
Tabela Ordenada de Cosets e Normas {ex.: fig.6), consi-
derando os conjuntos denormas {Ng,,..., N1} (Secioll).

B. Escolha do matriz-norma GN

1} Coloque nas k; primeiras e dltimas colunas de GN,
o primeiro conjunto de normas da tabela ordenada.

2} Cologue nas colunas intermedisrias de GN, o pri-
meiro conjunto de normas, tantas vezes quanto se fizer
necessario, e, ndo sendo possivel colocar ¢ conjunto to-
do (caso o ntrero de colunas intermedidrias ndo seja
miiltiplo de k1) retire do mesmo, as menores normas, até
a obtencdo do nimero exato de colunas.

C. Cdleulo dos valores mdzimos de Ajny e Agyy para
aN

A partir da Tabela Ordenada de Cosets e Normas,
calcula-se a expressdo (5), para o Ay, considerando o
valor maximo da guarta coluna da referida tabela. No
calculo do maior valor para a expressgo do A 4, (6), con-
sidere os valores maximos da terceira coluna, para cada
bloco de bits de entrada, de cada conjunto de normas
envolvido.

Por exemplo,sejaGN =[ 42 | 11 |2 2] (k=
2,V = 4,9 = 2,A/N = Z?/8Z%). No célculo da
expressdo (B), estdo envolvidos os dois primeiros blo-
cos de linhas da tabela ordenada. O primeiro, referen-
te as colunas {||gz2z2|| llg21l]} e o segundo, as colunas
{llgozll llgo1ll}. Note que, a quarta coluna do primeiro
bloco da tabela possui o mesmo valor nas duas linhas, o
que nao ocorre no segundo bloco, sendo entdo considera-
do o valor maximo, que é 2. Obtem-se entio;

xﬁinfm2+2=4.

Para calcular o valor méaximo do Ag,,, estio envolvi-
dos os trés primeiros blocos, correspondendo respec-

tivamente, &s colunas {|igzz2{] g21ll}, {llgo2ll lizoali} e
{llg12]l llz11ll}- Em cada um desses blocos, considere o
maior valor para cada bloco de bits de entrada. Assim

Dop =min{(2+1+4),(2+1+2),(4+4+2)}
= min{7,5,10} = 5.

D. Procura dos Melhores Cédigos em um Subconjunto
Especinl

O fluxograma apresentado na figura 8 descreve esta fase
do algoritmo de procura de cddigos 6timos.

Uma matriz-norma GN, que represente um subconjun-
to especial de matrizes geradoras G, onde todos os cddigos
580, ou catastréficos ou ndo impliquem a escolha de todos
os cosets da partigdo, é prontamente descartada, sem que
o algoritmo de determinagio do dgpe. Seja acionado uma
URlca vez.

E. Nova Escolha de GN

Nesta fase, apenas uma das etapas abaixo é realizada,
conforme a existéncia de novas possibilidades de escolha,
sendo observada a ordem de precedéncia.

a} Se for possivel, substitua as colunas intermedidrias
da GN anterior, por nova escolha do conjunto de normas,
sempre observando-se a ordem subsequente dos conjuntos
segundo a Tabela Ordenada de Cosets e Normas, utilizan-
do inclusive a ordem reversa dos conjuntos {Ni, ..., N, }.
Escolhida nova GN, retorne & subsecdo C. Caso contrério,
etapa (b) a seguir.

b) Se for possivel, troque o conjunto de normas que
compdem as k; dltimas colunas de GN, utilizando o
proximo bloco de normas da tabela ordenada. Para as
colunas intermedidrias, tome a primeira combinacio uti-
lizada e continue o algoritmo de procura {subsecio C).
Caso contrério, etapafc).

¢} Troque o conjunto de normas que compde o primeiro
bloco de k1 colunas de GN, retome a primeira combinagio
de normas utilizada para as demais colunas e continue
{subsecio O).

F. Apresentagio do Cddigo Otimo (final do algoritmo)

A determinagio do cdédigo Stimo e do dype méximo
para um dado conjunto de paridmetros, (ki,V,q) e par-
ticho de reticulados ¢ obtida ac se esgotar as possibilida-
des de nova escolha de GN, Le., 0 algoritmo sempre de-
termina um cédigo 6timo. Ressalta-se que a procura de
codigos dtimos realizada ¢ exaustiva quanto & escolha das
matrizes-norma GN e das matrizes geradoras G, ou seja,
procura-se em todos os subconjuntos especiais possiveis,
utilizando entretanto, o cdlculo do dgr., para uma fragio
minima de matrizes geradoras G{[3],[4],[51,[6]].

IV. EXEMPLOS NUMERICOS
A. Cédigos Trelica Bindrios:
ky=2V =4;g=2,A/AN = Z2 /022 (8 cosets)

Este exemplo aparece, resumidamente, em [4].

A partir da parti¢io e da tabela de lideres de cogets
e normas (fig.5), construiu-se, segundo a secio IL.B, a




Fase inicial
.41

Construgio da Tabela Escotha de GN:

ki primeiras colunas,
Ordenada de Cosets ¢ P ol .
Normas colunas intermedidrias

Cdlculo do A inf

:am.ax{dﬁ,ae v Bing }*“"- ¢ do Asup

mdximos para GN

mclhores codigos no
stbeconjunto especial
representadao por GN

Nova eseolha de GN H
ajroca das colunas intermedidrias |3
bitroca das k,; diimas colunas :
cHroca Gaky prineiras colunas

Fig. 7. Fluzograma do Algoritmo de Procurz de Cddigos Otimos
@-drios

Tabela Ordenada de Cosets e Normas, apresentada na
fig.6.
A matriz-norma possui k1 + V colunas, logo:

GN =1 |lgzell lgeall | Hexoll llgaall | llzozll ligosll )

A primeira matriz-norma GN determinada pelo al-
goritmo apresentado na secdo anterior, é :

GN=[42|42|42]

cujo Ding =4 e Agyp =6.

Porém qualquer combinacio de colunas das matri-
zes geradoras G do subconjunto de GN, produz um coset
de norma par. logo as matrizes geradoras determinam
cédigos que ndo utilizam todos os cosets da particio con-
siderada.

Desta maneira, a matriz GN considerada é descar-
tada. O mesmo ocorre, neste exemplo, para qualquer
matriz GN que nao possua, pelo menos, uma coluna com
norma fmpar. Assim as matrizes-norma sio geradas na
seguinte ordem:

A

i

Escolnauma
matriz G

dentro do subconjunto

espacial de GN

Calculo do A su

para G p—l

Algoritmo de determinacac do
Oaax = Sfre P2 G

G gera -
wn codige catastroficd
ou nao escoihe todog
as cosets?

Escolhanova
matriz: G

Apresentacac de
= GN, G ede

dfr op MAXIMO

E’ codigo catastrofico
ou nao escolhe tedos
o8 cosets?

Nao

Algoritino de detemqiyacao do
. = Igree PF G

[
Gaux * e

Sim
Free * Gqux

G TG

Fig. 8. Fluzograma do Procura dos Melhores Cddigos em um Sub-
conjunio Especial

I)GN=[42|11}42],Apmp=2+2=4
e Agyp = min{b,9,8}. Acionado o algoritmo do céleulo
do dfr.. para este subconjuto especial, obtem-se, pelo
menos um c6digo com dgyz = 5. Faz-se dfree = 5, guar-
dande também a matriz geradora correspondente, G.

2) Mantidas as colunas 1, 2, 5 e 6 e trocando as
colunas 3 e 4, sequencialmente, a partir dos melhores va-
lores da tabela ordenada (fig.6), que sdo (4,1), (1,4), (2,1),
{1,2), (0,1) e {1,0), tem-se matrizes GN com Agyy = 5,
exceto a Ultima que tem Agup = 4. Como 0 dyree desses
subconjuntos especiais ndo podem superar o d,,. ji ob-




k=1 i 27 cosets B A= GF(3)

Norma Lider do Coset ligijlt, B2 gifll mEn { .} Eq.{3.5)
(%) 3.3 9 9 [ 9
(¢,3) g, 9 9

(3 {2,1) 3. 3 3
{2,-1) 3, 3 3
(L2 3, 03 3 3
(-1,1} 3., 3 3
(+1,~2} 3, 3 3
(+2.-1) 3, 3 3
{23 (2,0) 2, 7 2
(2.2) 2.7 2
0,2) 2., 7 2 2
(0,+2) 2,7 2
-2,0) 2, 7 2
(-2,-2) 2, 7 2
{7} {-1,2) T, 1 I
{i,-2) 7,1 i
(2.3} 7.1 1 "
(1,3 7.1 i
(-3,42) 7,01 1
3,2 7,1 i
{1} (1,O) 1, 2 i
(L,1) 1, 2 1
©,1) i, 2 1 1
{0,-13} 1, 2 1
(-1,0) 1, 2 i
-1,~1) 1, 2 1
(0} (0,00 0, o 0 o
Fig. 10. Tabela Ordenada de Cosels ¢ Normas

Agup = min{27,27}. Esta matriz GN é descartada sem o
acionamento do célculo do dfree, juntarmente com todas
as matrizes geradoras G associadas ao subconjunto espe-
cial, pois nfo possibilitam a escotha de todos os cosets da
particio na saida do codificador.

2)GN =[939], Apmy=18 e Ay =
mmin{21, 21}. Descartada pelo mesmo motivo da anterior.

3)GN =[929], A =18 e Ay, =
min{20, 25}. Descartada pelo mesmo motivo da anterior.

A)GN =[919], Am =18 e Ay =
min{19,20}. Descartada pelo mesmo motivo da anterior.

5) As matrizesnorma GN =[99 3] e
GN=[9 33 |, implicamem Ay =12, Agyp =21 e
18, respectivamente. Como também néo escolhem todos
08 cosets, sAo descartadas.

6) GN = [923 ], Amy = 12 e Ay, =
min{14, 19}. O subconjunto especial é inspecionado e um

codigo com dyy: = 14 é obtido. Faz-se dfre. = 14 €
guarda-se G.

7) As matrizesnorma GN =[973] e
GN =[ 91 3 ] possuem A,y = 13. Logo sio pronta-
mente descartadas, pois Agyp < diree j4 obtido.

8) GN =[ 9 9 2 ], nfo escolhe todos os cosets da
particlo, portanto é descartada.

9)GN=[932]eGN=[92 2]. Descarta-
das prontamente, pois Ay < dfpee Obtido anteriormen-
te.

1) GN = [972], Amp =126l =
min{18,17}. Investigado o subconjunto das matrizes G
obtem-se dyy. = 16, 0 gual é miximo até o momento.
Yaz-se dgrpee = 16 e guarda-se G.

11) Asmatrizes GN=[ 39 9], [33 9],
[329],[379],[319],[393],
bem como todas as demais sio descartadas prontamen-
te pois, ou nio escolhern todos os cosets, ou possuem

Asup < dauz-

Agsim s80 esgotadas todas as possibilidades para as
matrizes-norma GN e matrizes geradoras G de todos os
subconjuntos especiais possiveis para este esquema. A
procura para codigos trelica terndrios, com parfmetros
(k1, V) = {1,2) e 27 cosets na particfo, é concluida com
a apresentacgio de um cédigo convolucional étimo, gerado
por G, com dgree = 16,

0 1 0
@= (3 3 2) ¢
Salienta-se que de um universo de 215 formas
possiveis para a matriz norma GN, 213 sio prontamente
descartadas, sem que haja o efetivo cdlculo do dyree para

todas as matrizes geradoras contidas nestes 213 subcon-
juntos especiais.

GN:{QT?].

V. CONCLUSAC

O algoritmo geral proposto, determina cédigos con-
volucionais 6timos, envolvidos na estrutura dos cédigos
trelica. [1] baseados em cosets e¢ partigdes de reticula-
dos. O mesmo incorpora os procedimentos propostos em
{[2],[4]} e generaliza a procura, quanto ao alfabeto de en-
trada, podendo ser um anel com q elementos [5].

Com relagBo as suas versGes anteriores [[2],13],[4],[5]],
a apresentacao do algoritmo , aqui realizada (segdo 111, 8
bastante precisa e detathada, tendo como caracteristicas
fundamentais, a construgio da Tabela Ordenada de Co-
sets e Normas (secdo I} e sua utilizacio, tanto na escolha



eficaz da matriz-norma GN (segdo II1.B ¢ E), quanto no
caleulo dos valores maximos para Ay e Agyp para um
subconjunto especial (segio IIT.C). Estas caracteristicas
salientam, ainda mais, o cardter exaustivo de procura de
codigos timos, visto que, se esgotam todas as possibili-
dades para as matrizes-norma GN e matrizes geradoras G
de todos os subconjuntos especiais para um dado cédigo
trelica.

A procura de melhores cédigos em wm subconjun-
to especial {se¢do [11.D) é apresentada, através de um
fluxograma (fig.8), destacado do algoritmo geral, o que
permite uma completa visfio desta fase, sem o prejuizo
da visdeo total do algoritmo proposto.

Ressalta-se também que, dentro dos subconjuntos
especiais, o célculo do dyye. € acionade para uma fracio
minima de matrizes geradoras, neles contidas. Este fa-
to p8de ser observado nos exemplos apresentados neste
artigo para cédigos trelica bindrios (se¢do IV. 4 e B),
no exemplo para cddigos treliga quaternario, apresentado
em [5] e em outros exemplos em [6].
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