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RESUMO

Este trabalho trata da andlise de sistemas de controle monovaridvel e multivariavel
através das superficies de Riemann.  mostrado que a representacdo total destas superficies
abrange quatro dimensdes, e novas representacbes sHo apresentadas em graficos
bidimensionais e tridimensionais. S&o propostas generalizacbes das representagdes ja
existentes, como lugar das raizes, diagramas de ganho, diagramas de Nyquist, de Bode ¢ de
Nichols, bem como dos respectivos diagramas complementares. Sfo propostas novas formas
de determinagio de margens de fase e margens de ganho dos sistemas de controle
monovariavel, sendo estendidos os conceitos para o caso multivaridvel com base no critério
generalizado de estabilidade de Nyquist. Para os casos monovariavel ¢ multivaridvel ¢é
mostrado que as margens de estabilidade podem ser determinadas diretamente sobre diversas
representa¢des de superficies de Riemann, e para diversos valores de ganho de realimentagio
negativa ou positiva, com tratamento (nico. Sfo estabelecidos para os casos monovarijvel e
multivaridvel novos graficos de margens de estabilidade em fun¢do do ganho de
realimentagdo negativa ou positiva, que s@o novas ferramentas de auxilio para andlise e

projeto de sistemas de controle realimentados.

Palavras-Chave: Controle Multivaridvel, ..Superﬁcies de Riemamn, Margens de Estabilidade. -
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ABSTRACT

This work deals with monovariable and multivariable control systems analysis through
Riemann surfaces. It is shown that a complete Riemann surface representation has dimension
four, and new representations are presented in two-dimensional and three-dimensional plots.
Generalizations of the existing representations, like root-locus, gain plots, Nyquist, Bode and
Nichols diagrams, are proposed. New phase and gain margin determination methods are
proposed for monovariable systems, and the concepts are extended to the multivariable case
using the generalized Nyquist stability criterion. For both monovariable and multivariable
cases, it is shown that gain and phase margins can be determined directly over several
Riemann surface representations for several values of negative or positive feedback gains
using an unique approach. New stability margin plots, functions of negative or positive
feedback gain, are established, which are new aiding tools for analysis and synthesis of

feedback control systems.

Key-Words: Multivariable Control, Riemann Surfaces, Stability Margins.
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INTRODUCAO

Propomos nesta dissertagdo que a representacio total das superficies-s e
superficies-f de Riemann [41-43,55] acontece em quatro dimensdes, por se tratar de
aplicagdes conformes de wuma varidvel complexa em uma fungio complexa
[1,11,16,19,24,59,61]. Consideramos para isto que a representagiio grafica de uma varigvel
complexa acontece em duas dimens6es: o plano complexo. Assim, nossa proposta ¢ que para
ter uma visualizac8o mais precisa e realistica das superficies de Riemann, devemos poder
representa-las de varias formas, usando graficos bidimensionais e tridimensionais para que

possamos imaginar as quatro dimensées envolvidas.

A generalizacfio gréfica das superficies de Riemann ¢ valida tanto para os sistemas de
controle monovariavel quanto para os sistemas de controle multivariavel. Mostramos no
Capitulo 1 representacdes existentes, tanto de resposta em freqiiéncia, como os diagramas
de Nyquist, Bode e Nichols, quanto de lugar das raizes, como a representagfio no plano-s e
em forma de diagramas de ganho [26-35,46,47]. Propomos uma nova representagio para o
lugar das raizes, apresentando o plano-s em forma de magnitude logaritmica em dB versus
angulo de fase em graus. No Capitulo 2, apresentamos as formas graficas existentes para
superficies-s e superficies-£ de Riemann de sistemas de controle monovaridvel, e propomos
para elas novas graficacdes, generalizando todos os graficos mostrados no Capitulo 1.
De forma similar, apresentamos no Capitulo 3 as graficagdes existentes para superficies-s e
superficies-f de Riemann de sistemas de controle multivaridavel, e propomos novas
graficagdes, generalizando também para este caso os graficos apresentados no Capitulo 1.
Propomos que as superficies-/ de Riemann passem a ser chamadas de superficies-k de
Riemann, para unificar a notagéo com aquela usada nas representagdes de lugar das raizes —

em fungdo do ganho de realimentacio.

Séo estudados no Capitulo 1 conceitos e formas ja existentes para determinacio das
margens de estabilidade, ou seja, as margens de fase e de ganho. E primeiramente abordado
o caso monovaridvel, e depois ¢ feita a extensfio dos conceitos para o caso multivariavel

usando o critério generalizado de estabilidade de Nyquist [5,37,39,42.44,45]. O Capitulo 4



faz a retomada deste tema, sendo dedicado a mostrar as ligacSes entre as medidas de
estabilidade e as superficies de Riemann, tanto para sistemas de controle monovaridvel
quanto para sistemas de controle multivaridvel. Sfo desenvolvidos novos métodos de
determinagio das margens de estabilidade em fungfio de ganho varidvel em realimentagio

negativa ou positiva, e sfio apresentadas novas formas graficas a partir destes métodos.

Este trabalho trata da analise de sistemas de controle lineares, invariantes, totalmente
controlaveis e observéveis, pretendendo demonstrar a utilidade das superficies de Riemann
ou de partes delas em analise e projeto de sistemas de controle, tanto no caso monovariavel

quanto no caso multivariavel.

As convengdes utilizadas sfio apresentadas no decorrer do texto 4 medida que se
tornam necessarias. Os modelos de sistemas de controle monovariavel ¢ multivariavel que
sdo utilizados na dissertagdo s@o apresentados no decorrer do Capitulo 1. Sendo
considerados apenas sistemas lineares invariantes totalmente controlaveis e observaveis, os
modelos representam totalmente os sistemas, tanto quando expressos em espaco de estado
quanto quando em funcfio ou matriz de transferéncia. No caso multivariavel, os zeros de
trapsmissdo [10,12,21,22,40,52,57,58,63] séo aqueles que apresentam a propriedade de
bloqueio de transmissio como acontece com 0Os zeros no caso monovariavel, ¢ sdo os

valores da freqiiéncia complexa s que diminuem o posto ou rank da matriz de transferéncia.

I apresentado no Apéndice 1 o algoritmo de Sansone e Gerretsen [59] para o
caleulo do discriminante de uma funcfio algébrica [1,11,16,19,24,59,61]. E através do
discriminante que séo calculados os pontos de ramificagfo €, por conseqiiéncia, os cortes de

uma superficie de Riemann representativa de um sistema de controle multivarigvel.

Fot utilizado o soffware MATLAB no decorrer do trabalho, ¢ algoritmos e fungdes
desenvolvidos foram implementados neste soffware. Os graficos também foram todos feitos
no MATLAB. O Apéndice 2 apresenta wma descrigdo sucinta das fungdes implementadas, e

que foram utilizadas no desenvolvimento desta dissertagfio.



CAPITULO 1

ANALISE GRAFICA DE
SISTEMAS DE CONTROLE

1.1. BREVE HISTORICO

Analise e projeto de sistemas de controle tiveram muitos impulsionamentos nos
ultimos anos, e muitos sfo os que contribuiram para eles [38]. Ressaltamos entretanto alguns
pesquisadores cujos trabathos deram passos marcantes para a Teoria de Controle,
particularmente no contexto desta dissertagéo.

Nyquist, em 1932 [49], determinou a estabilidade de sistemas realimentados a partir
de representagdes graficas dos sistemas sem realimentagio, dando um novo impulso na teoria
baseada na resposta em freqiiéncia. Bode, em 1940 [6], representou frés dimenses em dois
graficos bidimensionais. Fm datas proximas, Nichols ¢ Black representaram de forma
inovadora o Plano-GH(s). Evans, em 1948 [15]. trouxe uma representaciio direta para os
polos dos sistemas ¢ seus percursos a medida que se aumenta o ganho de realimentaggo.

Estes avangos foram notdveis € extremamente significativos para a Teoria de Controle,
conforme podemos ver em [7,8,13,25,45,50]. Entretanto os sistemas abordados, lineares,
invariantes ¢ monovaridveis (com apenas uma entrada e uma saida), sfio um subconjunto do universo
dos sistemas, que de forma genérica pode ser considerado nfo-linear, variante e multivariavel.

Os sistemas lineares, que s8o o foco do nosso estudo, passaram a partir do final da década
de 50 a ser estudados na sua forma multivariavel, quando trabalhos notdveis foram feitos. Exemplo
disso sfo os estudos de Rosenbrock [56,58], com os Arranjos Diretos de Nyquist (DNA = ‘Direct
Nyquist Arrays’) ¢ os Arranjos Inversos de Nyquist (INA = “Inverse Nyquist Arrays”).

MacFarlane, em 1970 [37], generalizou o critério de estabilidade de Nyquist para o caso
multivariavel [5,37,39,42,44,55], mostrando que um sistema multivaridvel quadrado ao ser reali-
mentado através de uma matriz identidade, pode ter sua estabilidade verificada através de um con-
junto de contornos de Nyquist, um para cada autovalor da matriz de transferéncia. Deste critério
generalizado de estabilidade de Nyquist, MacFarlane e Belletrutti [5,39] fizeram uma nova repre-
sentacfio para a resposta em freqiiéncia dos sistemas de controle multivaridvel, através dos autova-

lores da matriz de transferéncia G(jo), que foram chamados de lugares caracteristicos. Esta nova

representagdo, permitiu a generalizacdo dos graficos tradicionais de Nyquist, Bode e Nichols/Black



para o caso multivaridvel. MacFarlane e Belletrutti langaram [5,39] um método de projeto
multivaridvel por lugares caracteristicos, baseado no alinhamento da matriz de transferéncia em
altas freqiiéncias para garantir desacoplamento, e na aplicagio de um compensador
aproximadamente comutativo para dar estabilidade e desempenho a cada lugar caracteristico como
se fosse a resposta individual de um sistema de controle monovariavel. Dissertagio de Mestrado

envolvendo estes conceitos foi apresentada por Mauricio Silva [60] na FEC/UNICAMP em 1984.

Outro avango no estudo de sistemas de controle multivariavel foi a representagdo em
forma de superficies-s de Riemann, apresentada por MacFarlane e colaboradores a partir de
1977 [41-43,55]. Através de curvas de magnitude constante e curvas de angulo de fase
constante, a variavel complexa s é totalmente mapeada pela aplicagfio complexa GH(s), e este
mapeamento necessita de tantas copias de plano complexo quantas forem as entradas e saidas
do sistema. As copias distintas de plano complexo sio chamadas de fothas da superficie de
Riemann. Este estudo tornou mais claras as diferengas no tratamento de sistemas de controle
monovariavel e multivaridvel, sendo a diferenga fundamental que uma fungfio de transferéncia

g(s) ¢ analitica em s e uma matriz de transferéncia G(s) € algébrica em s [1,11,16,19,24,59,61].
MacFarlane apresentou também as superficies-/ de Riemann, onde a varidvel

complexa £ representa o negativo do inverso do ganho k de realimentagfo do sistema, ¢ entéo
acontece o mapeamento dos polos complexos do sistema realimentado. Também aqui sfo
necessdrias tantas folhas quantas forem as entradas e saidas do sistema. Preferimos nesta
dissertacdo nomear estas superficies como superficies-k de Riemann, por darem estas a

generalizagfio complexa do ganho real k do lugar das raizes de Evans.

Em 1990, Kurfess e Nagurka [26-35,46,47] abriram um novo caminho na
representagdo do lugar das raizes: os Diagramas de Ganho. Através desta nova representagao
eles conseguiram acabar com certas ambigiiidades inevitdveis na representaciio usual de lugar
das raizes multivariavel [20,23,45,51].

Apresentamos neste capitulo as representacdes utilizadas para sistemas de controle,
inicialmente para o caso monovaridvel, e depois estendemos as representagdes para o caso
multivariavel. Tratamos neste trabalho apenas de sistemas de controle lineares, estacionarios,
totalmente controlaveis e observaveis.

Exemplificaremos neste capitulo e no seguinte os sistemas de controle monovaridvel
com dois modelos didaticos e extremamente simples, visando a facil compreensdo. Sio eles:
gl(s) = (s+3)/{(s+1)(s+2)} e g2(s) = 1/{s(s+1)(s+2)}.

Sistemas de controle multivaridvel serdo exemplificados neste capitulo através de dois

modelos distintos: o primeiro representa um reator quimico instavel, e foi apresentado em
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[41] por MacFarlane e Kouvaritakis. O segundo, que sera utilizado extensivamente no
Capitulo 3 para mostrar as superficies de Riemann, foi apresentado por MacFarlane ¢

Postlethwaite em [43]. Os modelos utilizados serdo descritos no decorrer do texto.

1.2. DIAGRAMA POLAR

Sio vérias as formas estabelecidas de graficagdo de sistemas de controle monovariavel
[7.8,13,25.50]. Uma das mais antigas ¢ a graficagfo direta da resposta em freqiiéncia de g(s)
substituindo os valores reais positivos ® em s = jo, sendo j=+/—1 0 imaginario puro.

Nas figuras 1.2.1 e 1.2.2 a seguir estdo representados os diagramas polares

respectivamente para gl(s) = (s+3)/{(s+1)(s+2)} e g2(s) = 1/{s(s+1)(s+2)}.

05F

Imag( gi(jW}'J

i ; i ; . ,
%1 05 0 05 1 15 2
Real(gl(jw))

Figura 1.2.1 - Diagrama Polar de gl(s) = (s+3)/{(s+1)(s+2)}.

Através do diagrama de resposta em freqiiéncia do sistema ndo-realimentado g(s), no caso
de realimentacio negativa e unitaria, ou do diagrama de resposta em freqiiéncia da malha direta gh(s) =
g(s)h(s), no caso de dindmica na realimentagdo representada por h(s), podemos usar o critério
de estabilidade de Nyquist para inferir sobre a estabilidade do sistema realimentado. Duas medidas
no diagrama de resposta em freqiiéncia de g(s) ou gh(s) podem nos ajudar nesta tarefa — sdo as

margens de estabilidade do sistema: margem de ganho e margem de fase. Na Figura 1.2.3 mostramos a

5



Imag( g2¢(jw) )

-25k

_3 1 L L L i L 1
-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
Real(g2(jw))

Figura 1.2.2 - Diagrama Polar de g2(s) = 1/ {s(st1)(s+2)}.

Imag(g2(iw))

25 2 15 -1 -05 0 0.5 1 15
Real( g2(jw) )

Figura 1.2.3 - Diagrama Polar de g2(s), com indicagdo da margem de
ganho, MG = 6, e da margem de fase, de 53.4°.

forma usual de determinagfio da margem de ganho e da margem de fase de um sistema monovariavel. A
margem de ganho representa o quanto se deve aumentar o ganho de g(s) para que o sistema

chegue no limite de estabilidade (neste caso, seis vezes), € a margem de fase ¢ o quanto de atraso de

6



fase adicional se pode aplicar ao ponto com magnitude 1, antes da instabilidade (neste caso 53.4°).

A representacdo de sistemas de controle multivariavel passou por mudangas para se
adequar a teoria algébrica necessdria [38] para resolver o problema de projeto, ou seja,
realimentacio e compensagdo. Inicialmente, a resposta em freqiiéncia destes sistemas era
representada pela superposi¢io das respostas em freqiiéncia dos elementos da matriz de
transferéncia do sistema multivariavel. A Figura 1.2.4 mostra o diagrama polar do modelo
G(s) de um reator quimico, com duas entradas e duas saidas, apresentado por MacFarlane e

Kouvaritakis em [41]. Chamaremos este sistema de Sistema 1.

O modelo do Sistema 1 tem a seguinte representagao de estado:

x(1)=Ax(1)+Bu(r)
{y(r):Cx(mDu(z) - onde
[ 138  -02077 6,715 -5.676| [0 0 |
~0,5814 —-4,29 0 0,675 |5,679 0o |
A=| 1067 4273 6,654 5893 | B:‘ 1,136 3,146‘
1_(},048 4273 1,343 —-2,104J L1,136 0 J Lzl
101 -1 0 0
Cz[o 1 0 0} : D:[o 0}

Em forma de matriz de transferéncia, o modelo do Sistema 1 ¢:

i 1 | L,(6s) L)
(’(S)‘Ao(s){n.(s) Fn(s)}’ onde

A (s)=s'+11,675’+15,75s*- 88,315+ 5,514

[,(s)=29,2s+263,3

I,(s)=—3,1465"~ 32,625’ — 89,83s5— 31,81 (1.2.2)
I, (s)=5,679s’+42,67s*— 68,845-106,8

I,,(s)=9,43s+15,15

A Figura 1.2.5 mostra os quatro elementos da matriz G(s) do Sistema 1 separados.
Rosenbrock [56,58] criou um método de projeto baseado nesta representagdo — 0s Arranjos
Diretos de Nyquist (DNA = ‘Direct Nyquist Arrays’), e outro similar usando a representagao
da resposta em freqiiéncia dos elementos da matriz inversa Q(s)=[G(s)]' — os Arranjos
Inversos de Nyquist (INA = ‘Inverse Nyquist Arrays’. A Figura 1.2.6 mostra os elementos
individuais da matriz Q(s) do Sistema 1. Tanto projeto por DNA quanto projeto por INA
usam caracteristicas de diagonalidade da matriz para inferir sobre a estabilidade do sistema
realimentado, através de circulos sobrepostos aos elementos da diagonal, chamados de

bandas de Gershgorin.



T e e S

Imag[G(jw)]

-20 -10 0 10 20 30 40 50
Real[G(jw)]

Figura 1.2.4. Diagrama Polar de um reator quimico (Sistema 1). Os quatro
elementos da matriz de transferéncia G(s) aparecem todos no
mesmo grdfico.
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o015
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m
£05
: ; 0 i .
-20 -10 0 0 1 2 3
Real[G(jw)] Real[G(jw)]

Figura 1.2.5. Diagrama Polar do Sistema I, mas com os quatro elementos
da matriz de transferéncia G(s) em grdficos separados, como
usado para projeto por DNA.
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Figura 1.2.6. Diagrama polar dos quatro elementos da matriz inversa Q(s)
do Sistema 1, como usado para projeto por INA.

Método inovador de projeto multivariavel no espago freqiiencial surgiu com base nas
caracteristicas algébricas da matriz de transferéncia G(s), foi o método dos lugares
caracteristicos apresentado por MacFarlane e Belletrutti [5,39], ¢ baseado no critério
generalizado de estabilidade de Nyquist [5,37,39.42,44,55]. A representagdo da resposta em
freqiiéncia do sistema passa com este método a ser ndo mais as curvas dos elementos da
matriz de transferéncia G(s), mas as curvas dos autovalores desta matriz, & medida que
aumenta a freqiiéncia complexa s = jo. Por serem ganhos complexos de mesma natureza,
representaremos os lugares caracteristicos, ou seja, autovalores de G(s), no plano complexo
G(s). A Figura 1.2.7 mostra os dois lugares caracteristicos da matriz G(s) do Sistema 1.
Como um deles atinge magnitudes muito maiores que o outro, é conveniente representa-los

separadamente, como mostrado na Figura 1.2.8.

Com base nos lugares caracteristicos, pode-se inferir sobre a estabilidade do sistema
realimentado usando o critério generalizado de Nyquist. Pelo critério, para que o sistema de
controle multivaridvel com realimentagdo unitdria, ou seja, realimentado com uma matriz
identidade, seja estdvel, a soma dos circundamentos no sentido anti-hordrio ao redor do
ponto critico (-1+j0) do Plano-G(s), feitos por cada lugar caracteristico, deve ser igual ao
nimero de polos de G(s) no semi-plano direito do Plano-s.
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No exemplo do Sistema 1, G(s) tem os seguintes polos: {-8.666; -5.057; +0.06351;
+1.991}, que sdo as raizes da equagdo caracteristica A ,(s) da Equagéo (1.2.2). Assim, P =2

¢ 0 ntimero de p6los no semi-plano direito do Plano-s, ou seja, com parte real positiva.

40— !

T

35

Imag[G(jw)]

I i i

i |
0 10

20 30 40 50
Real[G(jw)]

Figura 1.2.7. Diagrama polar dos lugares caracteristicos do Sistema 1, ou
seja, autovalores da matriz de transferéncia G(s). Note-se a
diferenca de magnitudes atingida pelas duas curvas.

Elemento 1 Elemento 2
401 ; ; ]
— 20l — 04 -
‘3 ‘3
0 o
= =
o o
£ £ : . .
0 20 40 0 0.2 04 0.6

Real[G(jw)]

Real[G(jw)]

Figura 1.2.8. Representagio separada dos dois lugares caracteristicos da
matriz de transferéncia G(s) do Sistema 1, onde fica aparente
a diferen¢a de magnitudes entre o primeiro e o segundo lugar

caracteristico.
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A Figura 1.2.9 apresenta um zoom da Figura 1.2.7 mostrando os lugares
caracteristicos do Sistema 1 perto da origem. Com base nestas figuras, € possivel contar o
nimero de circundamentos do ponto critico (-1+j0) que cada lugar caracteristico faz. Na
verdade, nenhum deles circunda o ponto critico, e podemos contar o numero total de
circundamentos como sendo N = 0, o que caracteriza a instabilidade do sistema realimentado,

considerando que teremos dois polos de malha no semi-plano direito do plano-s.

Imag[G(jw)]

1
o
(=

!

i

i i i i i i i i i
-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06
Real[G(jw)]

Figura 1.2.9. Zoom dos lugares caracteristicos da Figura 1.2.7 ao redor da
origem do Plano-G(jo) do Sistema 1.

Se aumentassemos entretanto o ganho de G(s), o primeiro lugar caracteristico
passaria a circundar duas vezes no sentido anti-hordrio o ponto critico, € entdo o numero
total de circundamentos no sentido horério seria N = -2, onde o sinal negativo caracteriza
circundamentos no sentido anti-horario. Conclui-se entdo que ao aumentar o ganho do
sistema como um todo, ele passa a ser estavel, pois N=-P=-2. E claro que esta
caracteristica ¢ necessdria mas ndo suficiente para o bom desempenho de um sistema de
controle multivaridvel, que além das caracteristicas necessarias aos sistemas de controle
monovariavel, deve apresentar algumas caracteristicas a mais. Mas a estabilidade relativa

pode ser verificada da mesma forma como vista para o caso monovariavel.
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A Figura 1.2.10 mostra que no Sistema 1 o lugar caracteristico mimero 1 ( Ici(s) ) tem
margem de ganho MG =1,463 ¢ margem de fase ¢, =—19,70°. A interpretagdo destes
dados é que se aumentarmos o ganho de lei(s) como um todo por um fator maior que MG,
este lugar caracteristico passaréa a contribuir para a estabilidade do sistema. Igualmente, se ao
invés de mudarmos o ganho de lc(s), adiantarmos sua fase por um fator maior que 19,70° na
regido de magnitude unitaria, também este lugar caracteristico contribuira para estabilidade.
O lugar caracteristico niimero 2 ( lea(s) ) ndo foi representado porque com a realimentagdo

negativa considerada ele sempre contribui para a estabilidade do sistema como um todo.

Imag[G(jw)]

=
I
T
1

1
=—=1,463 :
-0.6 d : N
-1I_4 -1.2 -i -08 -016 -04 -02 0 0.2
Real[G(jw)]

Figura 1.2.10. Margem de ganho MG e margem de fase ¢ . do primeiro
lugar caracteristico do Sistema 1. O segundo lugar
caracteristico ndo apresenta estabilidade relativa.

Apresentaremos agora os lugares caracteristicos de um outro sistema classico da
literatura, que chamaremos de Sistema 2. Este sistema foi apresentado por MacFarlane ¢

Postlethwaite em [43], e apresenta particularidades interessantes ao nosso relato.

O modelo do Sistema 2 tem a seguinte matriz de transferéncia:

G(s) = 1[G s} (1.23)
T125(s+1)s+2)l 6 (5-2)] 2.
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Este sistema claramente tem polos em -1 e -2. Quanto aos zeros de transmissdo
[10,12,21.22.40,52,57,58,63], que sdo os valores que reduzem o posto ou rank de G(s), este
sistema ndo tem nenhum. Os elementos tém zeros, é claro, mas estes ndo apresentam a
caracteristica de bloqueio de transmissdo para o sistema como um todo. Interessa-nos neste
exemplo verificagdo da estabilidade relativa via critério generalizado de Nyquist.

A Figura 1.2.11 mostra os lugares caracteristicos do Sistema 2 ji com as margens de
fase representadas. Ambas as curvas comegam no semi-eixo real negativo quando o=0, e
terminam na origem quando ®—o0. Entretanto apenas a curva maior apresenta estabilidade

relativa, com margens de fase ¢,,, =—40,36° ¢ ¢, =—124.59°.

1.5 T ! T

Imag[G(jw)]

-0 5 —— L i 1
-1 -05 0 05 1

Real[G(jw)]

Figura 1.2.11. Lugares Caracteristicos do Sistema 2. O lugar caracteristico
maior apresenta duas margens de fase: ¢, =—4036° e

b, =—124,59°.

As margens de ganho do Sistema 2 sdo apresentadas na Figura 1.2.12, onde sdo
representados os contornos completos de Nyquist. Segundo o critério generalizado de
Nyquist, cada lugar caracteristico contribui com um contorno, € o nimero total de
circundamentos do ponto critico (-1+j0) é a soma dos circundamentos do ponto critico de

cada contorno.
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O primeiro lugar caracteristico tem margem de ganho MG, =125, e ndo contribui
com nenhum circundamento do ponto critico. O segundo lugar caracteristico tem margem de

ganho MG, =2.5 , e também ndo contribui com nenhum circundamento do ponto critico.

Como o Sistema 2 ndo tem pdlos com parte real positiva, ou seja, P = 0, e 0 nimero
total de circundamentos do ponto critico € N = 0, entdo podemos concluir que ao aplicar
realimentacdo de saida negativa e unitaria, o sistema se mantera estavel. Caso apliquemos
realimentagio com ganho maior que 1,25 e menor que 2,5, entdo o primeiro lugar
caracteristico contribuira com um circundamento do ponto critico no sentido horario, enquan-
to que o segundo ndo circundara o ponto critico. O resultado serd N = +1, e o sistema com
este ganho de realimentacfio sera instavel, tendo um polo no semi-plano direito do plano(s).
Finalmente, se aplicarmos um ganho maior que 2,5, entdo o primeiro lugar caracteristico
contribuird com um circundamento do ponto critico no sentido hordrio, enquanto que o
segundo lugar caracteristico contribuird com um circundamento no sentido anti-horario.
Como resultado, N=1-1=0, o que significa que o sistema voltou a estabilidade, pois
N =P = 0. Na Figura 1.2.12 estéo identificadas regides como A, B, C e D, com N de acordo

com os circundamentos de Nyquist caso aquela regido circunde o ponto critico.

Regido A - nenhum :
1L circundamento do , 4
ﬁ)fg crifico: Regido B
' N=+1. |
0.5 ]
- ponto
3 critico
Y I— e <o <t a G :
2 /
c -0.8
-0.5+ Regido D: 4
N=+2.
1
MG, =—=125
0,8
-1F G 1 i
MG, =—=25
204 i
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1

Real[G(jw)]

Figura 1.2.12. Contornos completos de Nyquist para o Sistema 2, mostrando
em vermelho os lugares caracteristicos, que sdo o0s
autovalores da matriz de transferéncia para G(jo), ou seja,
eig[G(jo)], ® > 0, e em magenta as por¢oes complexas
conjugadas, eig[G(—jo)], com o > 0.
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1.3. DIAGRAMA DE BODE

O diagrama de Bode consiste em dois gréficos semilogaritmicos para representacdo
do numero complexo g(jo) em fungdo da variagdo da freqiiéncia ®, em radianos por segundo.
O primeiro grafico representa a magnitude logaritmica em decibels (20-log |g(jw)|, dB) em
funcdo da freqiiéncia m, e o segundo grafico representa o angulo de fase em graus
( arg(g(jo)) ) também em fungdo da freqiiéncia . O eixo horizontal dos dois graficos, que € o
eixo da freqiiéncia o, ¢ logaritmico. A Figura 1.3.1 mostra o Diagrama de Bode — magnitude
¢ fase versus freqiiéncia complexa, de gl(s) = (s+3) / {(s+1)(s+2)}. Na F igura 1.3.2 aparece o
Diagrama de Bode de g2(s) = 1 / {s(s+1)(s+2)}, e na Figura 1.3.3 o diagrama de Bode de
g2(s) tem as indicagdes de margem de ganho em dB, MGgp = 20 log(MG) =
20-log(6) = 15,56 dB, e de margem de fase em graus, ¢,¢= 53,4°. Nota-se nesta figura que a

determinagdo da margem de ganho se faz na freqiiéncia onde o angulo de fase é -180°, e a

determinagio da margem de fase se faz na freqiiéncia onde se tem 0 dB.

A representagdo de sistemas de controle multivaridvel em diagrama de Bode pode ser
feita elemento por elemento da matriz de transferéncia ou usando os lugares caracteristicos.
Representaremos os diagramas de bode do sistemas de controle multivariavel G(s)
exemplificados em forma de lugares caracteristicos. Assim, 0 Sistema 1, apresentado nas
Equagdes (1.2.1) e (1.2.2) é mostrado na Figura 1.3.4: os dois lugares caracteristicos ao
mesmo tempo. O primeiro lugar caracteristico, lci(jo), tem nas baixas freqiiéncias magnitude
maior que o segundo, lc,(jo), € nas altas freqiiéncias tem maior variacio de dngulo. A Figura
1.3.5 mostra a forma de determinagdo da margem de ganho MEF,, =20log/MF|, dB e da
margem de fase ¢, do primeiro lugar caracteristico do Sistema 1. A determinagdo ¢ feita de
forma idéntica a determinagio destas mesmas grandezas em sistemas de controle

monovariavel. A margem de ganho calculada é MF, = 20log|1,463|= 3,307 dB.

A Figura 1.3.6 mostra o diagrama de Bode dos lugares caracteristicos do Sistema 2,
apresentado na Equagdo (1.2.3). [ facil identificar os pontos que passam por 0 dB no lugar
caracteristico de maior magnitude. A partir das fases correspondentes, verifica-se as margens
de fase. Assim, na freqiiéncia » = 0,2187 rad/s a fase € -220,36°, ¢ portanto a margem de fase
¢ -40,36°. J4 na freqiiéncia ® = 1,2306 rad/s a fase ¢ -304,59°, havendo portanto a margem
de fase de -124,59°. As margens de ganho sdo +1,94 dB ¢ +7,96 dB.
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20 log | g1(jw) |, dB

Frequencia w, rad/s

10° 10° 10
Frequencia w, rad/s
Figura 1.3.1 - Diagrama de Bode de gl(s) = (s+3) [ {(s+1)(s+2)}. O ganho
para baixas fregiéncias é 20 log(3/2) = 3,52 dB, e ndo ha
razdo para determinagdo de margem de ganho porque para
qualquer ganho positivo o sistema serd estavel.
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Figura 1.3.3 - Determinagdo de margem de ganho e margem de fase em
g2(s). A margem de ganho, de 15,56 dB, é determinada na
freqiiéncia de cruzamento por -180°, e a margem de fase, de

53,4°, é determinada na freqgiiéncia de cruzamento por 0 dB.
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Figura 1.3.5. Determinagdo das margens de ganho e de fase de le\(jo) do
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Figura 1.3.6. Diagrama de Bode dos Lugares Caracteristicos do Sistema 2.

Estdo indicados no diagrama de magnitudes os pontos com
0dB, a partir dos quais se verificam nos ponlos
correspondentes do diagrama de fases, as fases e
conseqiientes margens de fase, como indicado.
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1.4. DIAGRAMA DE NICHOLS

O diagrama de Nichols de um sistema de controle monovariavel g(s) apresenta
médulo logaritmico em dB versus angulo de fase em graus de g(jo). Desta forma, este
diagrama representa as mesmas varidveis do diagrama de Bode, mas com a exclusdo da
variavel de freqiiéncia ®. Assim como o diagrama polar, o diagrama de Nichols € uma
representagio dos numeros complexos g(jo) a medida que o varia, ou seja, ele representa o
mesmo plano complexo g(jo) representado pelo diagrama polar, s6 que de forma diferente.
O diagrama polar e o diagrama de Nichols representam entdo um espago bidimensional — o
plano complexo g(jo), enquanto que o diagrama de Bode representa em dois graficos
bidimensionais um espaco tridimensional: o plano complexo g(j) (magnitude logaritmica e
fase) em fung@o da freqiiéncia ® que o gerou.

Na Figura 1.4.1 temos o diagrama de Nichols de gl(s) = (s+3) / {(s+1)(s+2)}. e na
Figura 1.4.2 o diagrama de Nichols de g2(s)=1/ {s(s+1)(s+2)}. Na Figura 1.4.3 temos as
medidas de margem de ganho, 15,56 dB, e margem de fase, 53,4°, de g2(jo) no grafico de
Nichols.

W————F 1T 1 & : 1 |

dB

20 log | g1 (iw) |,

A
o
b
i

H . H | H H H 1

60— | | i i | :t i i
-90 -80 -70 -60 -50 -40 -30 -20 -10 0
arg (g1(jw) ), graus

Figura 1.4.1. Diagrama de Nichols de g1(s) = (s+3) / {(st1)(s+2)}-
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Figura 1.4.3. Margem de ganho e margem de fase de g2(s).
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Em sistemas de controle multivariavel, como o Sistema 1 das Equagdes (1.2.1) e
(1.2.2), pode-se representar as curvas de resposta em freqiiéncia elemento por elemento da
matriz de transferéncia G(s), ou entdo apenas os lugares caracteristicos. A Figura 1.4.4
mostra o diagrama de Nichols dos dois lugares caracteristicos de G(s) do Sistema 1. Na
figura fica aparente a grande variagdo de magnitude e fase de lci(jo) em oposi¢do a lex(jo),
que tem sua resposta restrita a uma pequena regido do grafico. Os angulos de fase poderiam
ter sido determinados com 360° a mais, por se tratar de lugares geométricos como visto nas
Figuras 1.2.7 e 1.2.8, na Segdo 1.2. Entretanto, optou-se por representar os angulos de fase
com estes atrasos, por se tratar de sistema com quatro pdlos e dois zeros de transmisséo. Os
zeros de transmissio deste sistema estdo em {-5,039; -1,192}. Ha na literatura muitos
estudos e algoritmos para determinagdo dos zeros em sistemas de controle multivariavel, dos
quais ressaltamos os apresentados em [10,12,21,22,40,52,57,58,63]. Assim, podemos
considerar que lci(s) sofre influéncia destes zeros de forma definitiva, sofrendo avango de
180° na fase, enquanto que lcy(s) ndo sofre muita influéncia deles. Obviamente, se G(s) fosse
diagonal. entdo estas influéncias seriam faceis de determinar e haveria a certeza desta
influéncia sobre um ou outro lugar caracteristico, que seria exatamente um elemento da

diagonal de G(s), como se G(s) fosse um conjunto de sub-sistemas de controle monovariavel.

A Figura 1.4.5 mostra detalhe do primeiro lugar caracteristico, lci(s), do modelo G(s)
do Sistema 1. Nela pode-se ver a determinagdio no diagrama de Nichols das margens de
ganho e de fase deste lugar caracteristico. Pode-se ver na Figura 1.4.4 que o segundo lugar
caracteristico do sistema, lex(s), estd longe do ponto critico (0dB, -180°), ndo havendo
condicdes de circundamento. Ja lc(s), com mais ganho pode provocar circundamentos do

ponto critico. Obviamente, para enxergar isto, devemos plotar ndo sé lei(jo) como também

lei(-jo). Estes aspectos serdo mais detalhadamente explorados no Capitulo 4.

O outro exemplo de sistema de controle multivariavel € o Sistema 2, cuja matriz de
transferéncia G(s) esta na Equagio (1.2.3). A Figura 1.4.6 mostra o diagrama de Nichols dos
dois lugares caracteristicos do sistema. Estdo marcados no tragado do maior lugar
caracteristico os pontos onde se verifica as margens de fase. As margens de ganho sdo
verificadas nos pontos com -180° das duas curvas. Como elas t€m -1,93 dB € -7,95 dB no

ponto com -180°, as margens de ganho sdo respectivamente de +1,93 dB e +7.95 dB.

A Figura 1.4.7 mostra no diagrama de Nichols os circundamentos completos como

mostrado na Figura 1.2.12 no diagrama polar. Pode-se ver ai as regides de circundamentos.
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Figura 1.4.6. Diagrama de Nichols: lugares caracteristicos do Sistema 2.

Sdo mostradas as margens de ganho e de fase do sistema.
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Figura 1.4.7. Diagrama de Nichols modificado para mostrar os circunda-
mentos completos de Nyquist. O sistema ndo circunda o ponto
critico (Regido A: N=10). Mas se a regido B (N=1)
circundasse o ponlo critico, o sistema seria instavel.
Igualmente na regido D (N =2). Finalmente, na Regido C

(N = 0) o sistema seria estavel novamente.
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1.5. LUGAR DAS RAIZES

Para um sistema de controle monovariavel g(s) com ganho k na realimentacdo
negativa, ¢ k € R, k>0, o lugar das raizes de g(s) ¢ o grafico dos caminhos percorridos
pelos polos do sistema realimentado h(s) = g(s) / {1 + k-g(s)}. Cada caminho é um ramo do
lugar das raizes de g(s). A graficagdo aproximada “a mdo” do lugar das raizes de sistemas de
controle monovaridvel nio necessita de muitos calculos; apenas a aplicagdo das regras

estabelecidas ¢ suficiente para graficar os ramos do lugar das raizes de g(s).

As Figuras 1.5.1 e 1.5.2 mostram os graficos respectivos do lugar das raizes de gl(s)
e g2(s). Nestes graficos polos sdo representados por ‘¥’ e zeros representados por ‘©O’. Os
pontos indicados por um quadrado verde ‘C3” sdo as localizagdes dos polos de hl(s) e h2(s)
quando k for a unidade. Vemos entdo que, tanto gl(s) quanto g2(s), ao receberem
realimentag¢do negativa e unitaria permanecem estdveis, o que confirma as informag¢des de
estabilidade baseadas nas margens de ganho e de fase. No caso de hl(s), com k = 1, os polos

dominantes ficam em s,=-2%jl, o que significa que a freqiiéncia natural ¢

o, = V5 =223 rad/s, e o fator de amortecimento é & = cos(26,57) = 0.89.

Imag(s)

4 a a i ; a
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0
Real(s)

Figura 1.5.1. Lugar das Raizes de g1(s) = (s+3) / {(s+1)(s+2)}.
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Seguindo as regras de graficagdo de sistemas de controle monovariavel, em g2(s) os
trés ramos tendem assintoticamente para o infinito, com os seguintes angulos: +60°, -60° e
+180°. Considera-se que existam “zeros infinitos™ para onde tendem os polos excedentes, €
as assintotas sdo retas de apoio que indicam a localizagdo destes zeros infinitos. Pode-se
graficar entfio as trés assintotas, sendo que elas comegam em um ponto C, chamado centroide
das assintotas. No caso monovariavel, este ponto fica sempre no eixo real. O calculo de C¢
feito da seguinte forma:

Z(pélos) - Y (zeros) _ Z(pélos) - Y (zeros)

N, - N, N,

¢ = , (1.5.1)

onde
N, = numero de polos,
N, = numero de zeros,
N, = N, - N, = numero de assintotas.

Neste caso teremos C = -1.

Imag(s)
(o]

3 i
4 -3 -2 -1 0 1 2
Real(s)

Figura 1.5.2. Lugar das Raizes de g2(s) =1/ {s(s+1)(s+2)}.

A Figura 1.5.3 mostra o lugar das raizes de g2(s) com as assintotas e o centroide em -
1, representado por um losango verde o4 ( O centroide, neste caso, esta sobreposto a um
dos polos de g2(s).)
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Figura 1.5.3. Lugar das Raizes de g2(s), mostrando centroide e assintolas.

Em se tratando de sistemas de controle multivariavel, embora o lugar das raizes seja
definido em funcfio de uma realimentagdo K =k-I, onde I ¢ a matriz identidade e k ¢ o ganho
escalar, as regras aplicaveis para o caso monovariavel nem sempre sdo aplicaveis. No
exemplo do Sistema 1. representado pelas Equagbes (1.2.1) e (1.2.2), ndo ¢ possivel
identificar pela graficagio do lugar das raizes que se trata de sistema de controle
multivariavel. J4 no caso do Sistema 2, representado pela Equagdo (1.2.3), ¢ até dificil

compreender o lugar das raizes, por mais simples que a principio possa parecer.

Voltando ao Sistema 1, a Figura 1.5.4 mostra o lugar das raizes onde aparecem
quatro polos, em  { -8,666 ; -5,057 - +0,06351 ; +1,991 } e dois zeros de transmissao em
{ -5,039 ; -1,192 }. As referéncias [10,12,21,22,40,52,57,58,63] mostram como Sao
classificados os varios tipos de zeros de um sistema de controle multivariavel, e como fazer
para calcula-los. Ainda mais, no estudo do lugar das raizes multivariavel [20,23,45,51], os
polos que vdo para o infinito sdo ditos irem para 0s Zeros infinitos, os quais recebem uma
classificagdo: zeros infinitos de primeira, segunda, terceira, etc. ordens. Se houver, por exemplo,
Zeros infinitos de terceira ordem, isto significa que ha trés assintotas reunidas por um pivo (nome
dado ao centréide no caso multivariavel), formando uma configuragdo de Butterworth [55, p.109]

(também chamada “caracteristica de Butterworth™ por Wonham [64, p.295]), ou seja, fazendo um
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espraiamento uniforme no plano-s complexo. Ainda, os pivds podem aparecer na forma de pares
complexos conjugados, fazendo conjuntos complexos conjugados de assintotas no plano-s. Em
sistemas de controle monovariavel, se houver n zeros infinitos, todos eles estardo associados ao
mesmo pivd (o centroide), e serdo de ordem 7. Em sistemas de controle multivaridvel, 0s zeros
ndio sio necessariamente todos associados a0 mesmo pivd, havendo conjuntos de zeros infinitos de
ordens diferentes. Pode por exemplo aparecer um zero infinito de primeira ordem indo para —, €
dois zeros infinitos de segunda ordem, indo para tjeo. Este estudo ¢ bastante complexo, e gera

ainda no tempo de hoje muitos estudos sob o nome de lugar das raizes assintético.

Imag(s)

12 10 -8 6 4 2 0 2 4
Real(s)

Figura 1.5.4. Lugar das Raizes do Sistema 1, multivariavel.

Exemplifiquemos entdo o que foi explicado com os Sistemas 1 € 2. O Sistema 1 é um
sistema multivariavel onde as dificuldades néo aparecem, pois ha apenas dois zeros infinitos, e
eles sio de segunda ordem. Assim, o comportamento ¢ semelhante ao dos sistemas de
controle monovariavel. A Figura 1.5.5 mostra com quadrados verdes ‘I a localizagao dos
polos com realimentagdo unitaria: o sistema ¢ instavel. Mostra também a localizagdo do tnico
pivd com um losango verde «{>* ¢ das duas assintotas, tracejadas em verde, que tém angulos
de +90°. O pivd esta em -2,717 , e embora a Equagdo (1.5.1) ndo seja para sistemas de

controle multivariavel, neste caso ela funciona.
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Imag(s)

Real(s)

Figura 1.5.5. Lugar das raizes do sistema de controle multivariavel G(s)
chamado Sistema 1, mostrando em verde a localiza¢do dos
polos do sistema com realimentagdo negativa e unildria, e as
assintotas partindo do pivé em -2,717.

O Sistema 2 ¢ um sistema de controle multivariavel com dificuldades ja na
visualizacdo: nio ¢ possivel identificar com clareza os ramos do lugar das raizes. A Figura
1.5.6 mostra o lugar das raizes do Sistema 2, onde aparecem com um “xis” vermelho ‘¥’ os
polos em -1 e -2. Na verdade, o ramo que parte do pélo em -2 vai para a esquerda, tendendo
assintoticamente para —o. J4 o ramo que parte do pélo em -1, vai inicialmente para a direita,
chegando até o ponto +(1/24) =+ 0,042 (que na teoria de superficies de Riemann recebera o
nome de ponto de corte), e depois toma a dire¢do contraria, tendendo para a esquerda,
assintoticamente para —co. Isto burla drasticamente algumas “regras” ou caracteristicas que
conhecemos para lugar das raizes monovaridvel, porque neste caso, um ramo ndo so esta
cruzando sobre si mesmo, mas a medida que o ganho de realimentacdo k. keR, ek>0,
aumenta, o ramo volta a lugares por onde ja passou. Ainda mais: o Sistema 2 tem dois pdlos
¢ nenhum zero de transmissdo. Esperar-se-ia que os dois polos seguissem assintotas com
+9(°, caracterizando dois zeros infinitos de segunda ordem. Nao ¢ o que acontece, porque o
sistema tem dois zeros infinitos de primeira ordem, independentes entre si. Assim, cada zero
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infinito tem sua propria assintota, e elas foram coincidentes sobre o semi-eixo real negativo

do plano-s.

T T ‘E ? T T —‘
°
> g &F— i = :
E
k- E _
R . - S S N S _
i i i i i i
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

Real(s)

Figura 1.5.6. Lugar das raizes do Sistema 2, sistema de controle
multivaridvel com dois pélos em -1 e -2 e dois zeros infinitos
de primeira ordem. Com k = 1 os pdlos do sistema
realimentado est@o nos quadrados verdes.

A Figura 1.5.6 mostra com quadrados verdes ‘I’ a localizagdo dos polos do sistema
com realimentagdo unitaria. Com k = 1, o sistema ndo ¢ instavel, mas ¢ possivel imaginar que
haja estabilidade relativa, como ja mostrado no diagrama polar. Na verdade, o sistema tem
um pélo no semi-plano direito do plano-s para valores de k entre 1,25 e 2,5. Isto esta
plenamente de acordo com as margens de ganho mostradas na Figura 1.2.13 e a aplicagdo do
critério generalizado de Nyquist verificados na Sego 1.2.

Para ilustrar ainda mais sobre as assintotas do Sistema 2, a Figura 1.5.7 mostra o
lugar das raizes complementar, conceito muito usado por Kuo [25], e proposto originalmente
por Narendra [48]. O lugar das raizes complementar ¢ a graficagio dos ramos do sistema

quando o ganho k, k € R, ¢ negativo. Assim como usamos até agora a cor vermelha para o
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lugar das raizes no plano-s, convencionaremos a utilizacdo da cor magenta para distinguir o
lugar das raizes complementar. Novamente, no lugar das raizes complementar ¢ possivel
verificar que os polos tendem para zeros infinitos de primeira ordem. Seguindo as regras de
lugar das raizes complementar, estes zeros infinitos estdo em posi¢des opostas no plano-s aos
zeros infinitos do lugar das raizes convencional. Assim, os dois polos tendem

assintoticamente para +oo & medida que o ganho k tende a —o.

No lugar das raizes complementar do Sistema 2 € possivel ver que para algum valor
de ganho negativo o sistema passa para a instabilidade, com seus dois pdlos no semi-plano
direito do plano-s. Isto esta novamente de acordo com os circundamentos de Nyquist
generalizado mostrados na Figura 1.2.12, onde ¢ possivel ver que os lugares caracteristicos
passam pelo eixo real positivo do plano-G(s) no valor +0,5333. Voltando ao lugar das raizes
complementar, ¢ com o ganho k =—(1/0,5333) =-1,8751 que os ramos passam pelo eixo
imaginario do plano-s na Figura 1.5.7. Assim, h4 uma margem de ganho de 1.8751 para a
realimentagdo “positiva”. No grafico da Figura 1.2.12 a regido de instabilidade para

k < —1.8751 ¢é representada pela regifo de dois circundamentos, com N=2.

Imag(s)
o
T

H : | H H H

i i i '

6 5 4 3 -2 1 0 1
Real(s)

Figura 1.5.7. Lugar das raizes complementar do Sistema 2. O sistema se

torna instavel com k < —1,8751.
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1.6. DIAGRAMAS DE GANHO

Devido a dificuldade de interpretago inerente aos graficos do lugar das raizes de
sistemas de controle multivaridvel, Kurfess e Nagurka [26-35,46,47] criaram gréficos de
magnitude logaritmica e dngulo de fase dos pdlos do sistema realimentado, em func¢do do
ganho k de realimentagfo, representado em escala logaritmica. Estes graficos, batizados de
diagramas de ganho, ddo para o lugar das raizes uma informagéo mais completa que o grafico
tradicional do lugar das raizes, uma vez que este da uma informagao bidimensional no
plano-s, enquanto que o diagrama de ganho da em dois graficos bidimensionais a informagao

completa, tridimensional, incluindo o ganho k € R" como parametro.

A Figura 1.6.1 mostra o diagrama de ganho de gl(s)=(s+ 3)/ {(s+1)(s+ 2)} ea

Figura 1.6.2 mostra o diagrama de ganho de g2(s)=1/ {s(s+ D)(s+ 2)} :

No diagrama de ganho ¢ possivel ver a tendéncia assinttica dos polos do sistema
realimentado quando k — +0. Na Figura 1.6.1 vemos que um dos ramos de gI(s) estabiliza
em 20 log|-3|=9,542 dB, ¢ £180°, ou seja, tende ao zero em (-3) = |-3|££180°. O outro
ramo se torna uma reta com + 20 dB/década, com angulo de fase fixo em £180°. Esta ¢ a
tendéncia assintdtica: o polo deste ramo tende a 0Z%180° = —o0, crescendo 10 vezes cada

vez que se multiplica k por 10.

Na Figura 1.6.2 os trés ramos de g2(s) tendem para as trés assintotas: uma com +607,
outra com -60° (ou +300°) e a outra com *180°. O crescimento de cada polo ¢

+(20/3) dB/década = +6,667 dB/década, significando que cada vez que k ¢ multiplicado por
10, os pélos tém modulo multiplicado por 310 = 2,154.

A Figura 1.6.3 apresenta em verde a representacdo das assintotas de g2(s) como

descrito. Evidencia-se entdo [28,29] que para um sistema com # assintotas, os n pélos que
tendem a estas assintotas o fazem na razio VE . No exemplo, com n=3, ¢ necessario um

crescimento de 10° =1000 vezes em k para que os polos cresgam 1000 =10 vezes. Na
figura, isto fica claro com o crescimento de 20 dB nos pdlos a cada trés décadas de

crescimento em k.
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Figura 1.6.3. A tendéncia assintotica dos polos do sistema realimentado fica
evidente no diagrama de ganho de g2(s). As retas tracejadas
representam as assintotas.
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O estudo da estabilidade dos sistemas realimentados € tdo ou mais facil no diagrama
de ganho quanto no lugar das raizes convencional. Sabemos que um sistema realimentado se
torna instavel quando para algum valor do ganho k algum polo atinge o semi-plano direito do
plano-s, passando pelo limite de estabilidade representado pelo eixo imaginario-jo. Em termos
de diagrama de ganho, polos no semi-plano direito tém angulos na faixa equivalente ao intervalo
entre -90° e +90°. Se o gréfico de angulos de fase de s estiver em torno de +180°, como no
diagrama de ganho de g1(s) da Figura 1.6.1, por exemplo, entdo se pode considerar como regido
de instabilidade a regidio fora da faixa entre +90° e +270°. Assim, o sistema gl(s) ao receber a
realimentagiio representada no diagrama de ganho da Figura 1.6.1 nio saira da estabilidade
para os valores considerados de k, ou seja, para k > 0, k € R. Ja o sistema g2(s) se torna
instavel a partir de algum valor de realimentagdo. Para determinar o valor de realimentagdo
que coloca o sistema no limite de estabilidade, o grafico de angulos de fase do diagrama de
ganho da Figura 1.6.2 foi refeito na Figura 1.6.4, com duas retas pretas para delimitagdo das
regides de estabilidade e instabilidade do sistema realimentado g2(s). Assim, ¢ facil identificar
que o sistema atinge o limite de estabilidade em k = 6, ¢ fica instavel com valores maiores de
k. Na realidade, este ¢ o valor da margem de ganho MG =6 do sistema com realimentag¢do

unitéria (k = 1), como visto na Se¢do 1.2.1 e verificado no diagrama polar da Figura 1.2.3.

: '! !!!Illi T |Il!||!| T T |Il||||
300 |---woebeodoo bk

| REGIAO DE INSTABILIDADE . |
7057 0| MOUUUUNR SN S - 1 S O SN S B NSS4
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=150 -
§00 bt
REGIAO DE INSTABILIDADE |
ool iiiiiby b ovpeiin b ovinim ¢ PEIHE 15
10” 107 10" 10 10' 10°

Modulo do Ganho, |k|
Figura 1.6.4. Grdfico de dngulos de fase do diagrama de ganho de g2(s)
apresentado na Figura 1.6.2. Os pélos do sistema realimen-
tado entram na regido de instabilidade a partir de k = 6.
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Sistemas de controle multivariavel podem ter seus lugares das raizes representados em
forma de diagramas de ganho da mesma forma que os sistemas de controle monovaridvel. E
veremos a seguir que tanto sistemas complexos como o Sistema 1, representado pelas
Equagdes (1.2.1) e (1.2.2), quanto sistemas com lugar das raizes ambiguo como o Sistema 2,
representado pela Equacdo (1.2.3), tém facil interpretagio e mais informacdo que o lugar das

raizes convencional, quando representado por diagramas de ganho.

A Figura 1.6.5 mostra o diagrama de ganho do Sistema 1. Nele ¢ possivel identificar
que os dois polos que tém magnitudes maiores tendem para os dois zeros, € permanecem
durante toda a variagio do ganho k € R™ em regides com angulos de fase iguais ou proximos
a 180°. Na verdade, eles partem dos pdlos de malha-aberta em -8,666 ¢ -5,057 com +18,76
dB e +14,08dB e 180° e chegam nos zeros em -5,039 ¢ -1,192 com +14,05dB e
+1,526 dB e também 180°. Ja os dois p6los de magnitudes menores partem dos polos de
malha-aberta em +1,991 e +0,06351 com +5.981dB e -23,94dB e 0° com ganho
k =0,1544 passam a ser iguais € com ganho maior passam a ser complexos conjugados,
tendo mesmo valor em dB e angulos de fase negativos um em relagiio ao outro. A tendéncia
assintotica do Sistema 1 estd mostrada na Figura 1.6.6, onde as linhas tracejadas em verde
representam as mesmas assintotas representadas no lugar das raizes da Figura 1.5.5.
As assintotas crescem 20 dB/década e tém angulos de +90°. Assim, com altos ganhos, dois
polos em questdo crescem 10 vezes cada vez que k cresce 10 vezes. E possivel também
identificar na Figura 1.6.6 a estabilidade relativa do Sistema 1. A partir de k = 1,463 os dois
pblos que tendem para as assintotas assumem angulos fora da regido de instabilidade de +90°.
Assim, fica confirmada a margem de fase MG =+1,463 do sistema achada wvia critério
generalizado de Nyquist na Se¢do 1.2 e mostrada na Figura 1.2.10, e a interpretacdo de que a

partir do ganho k = 1,463 o sistema realimentado se tornaria estavel.

Em termos de lugar das raizes de sistemas de controle multivariavel, o Sistema 2
apresentou problemas quanto a possivel identificagdo dos ramos na Figura 1.5.5. O diagrama
de ganho deste sistema estd representado na Figura 1.6.7, mostrando com precisdo e sem
margem para falsas interpretagdes, por onde passam os pdlos do sistema realimentado a
medida que aumenta o ganho k de realimentagdo. O ramo que parte de -2 comega o diagrama
de ganho com 20 log |-2| =+6,021 dB e 180°. Este ramo permanece sempre com 180°, e
passa a crescer assintoticamente a uma taxa de +20 dB/década. Este ramo parte entdo de -2
tende assintoticamente para -oo, sempre sobre o semi-eixo real negativo do plano-s. O outro

ramo, que parte do pélo em -1, tem inicialmente sua magnitude diminuida, mantendo 180°.
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Isto significa que ele se aproxima da origem do plano-s. Quando o ramo chega muito perto da
origem, a magnitude em dB cai muito, tendendo a -co dB e uma variagdo de angulo de 180°
para 0° em k=1,25, o que significa que o ramo atinge a origem. A medida que o ganho
aumenta, 0 ramo passa para o semi-eixo real positivo do plano-s. Isto é representado no
diagrama de ganho pelo angulo de fase de 0°. Com 0° o ramo atinge um valor maximo de
-27,60 dB, o que no lugar das raizes significa que o ramo atinge o ponto +0,04167. Depois, a
magnitude em dB do ramo volta a cair, significando que o ramo no lugar das raizes muda de
sentido sobre o eixo real, tendendo para a esquerda. Novamente, o ramo passa pela origem,
com k = 2.5, passando para a esquerda da origem, o que ¢ caracterizado pela passagem de
angulo de fase de 0° para 180°. Finalmente, o ramo tende para -oo, porque no diagrama de
ganhos ele permanece com 180° e cresce assintoticamente com +20 dB/década. A faixa de
valores de ganho 1,25 <k < 2,5 em que um dos ramos fica a direita da origem no plano-s, ou
seja, tem 0° no diagrama de ganho, confirma as margens de fase de 1,25 e 2.5 achadas na

Sec¢do 1.2, e mostrada na Figura 1.2.12.

E possivel representar o lugar das raizes complementar de um sistema através de
diagramas de ganho. A Figura 1.6.8 mostra esta representagéo para o Sistema 2. Os ramos
estdo representados em magenta, seguindo convengdo adotada na segdo dos lugares das
raizes, e o lugar das raizes complementar do Sistema 2 foi mostrado em magenta na Figura
1.5.6. Na Figura 1.6.8 é possivel identificar que com | k | =1,8751 o sistema realimentado se
torna instavel, porque os ramos que inicialmente tinham +180°, passam com este valor de | k |
para dentro da regiio de instabilidade entre -90° e +90°. Assim, com k negativo, ¢ possivel
identificar também uma margem de ganho, de 1,8751. Olhando para a Figura 1.2.13,
podemos também obter esta informagdo, porque os lugares caracteristicos passam pelo semi-
eixo real positivo em +0,5333, o que significa que com um ganho k < - (1/0,5333), ou seja,

k <-1,8751, o sistema passa a ter dois circundamentos: N = 2.

Tendo mostrado separadamente o diagrama de ganho do lugar das raizes do Sistema 2 na
Figura 1.6.7, e o diagrama de ganho do lugar das raizes complementar na Figura 1.6.8, mos-
tramos na Figura 1.6.9 que é possivel mostrar em um tUnico diagrama de ganho tanto o lugar
das raizes quanto o lugar das raizes complementar. Isto nos dd a informagdo completa do
sistema para qualquer valor positivo ou negativo do ganho k € R. Novamente, os ramos do
lugar das raizes, para os quais k € positivo, sdo representados em vermelho, € os ramos do

lugar das raizes complementar, para os quais k ¢ negativo, sdo representados em magenta.
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CAPITULO 2

SUPERFICIES DE RIEMANN EM ]
SISTEMAS DE CONTROLE MONOVARIAVEL

Superficies de Riemann [1,11,16,19,24,59,61] entraram na teoria de controle
[41-43,55] para resolver situagdes dubias em sistemas de controle multivariavel. Entretanto,
elas sido aplicaveis igualmente aos sistemas de controle monovariavel, e com a facilidade de
conterem apenas uma folha de plano complexo. Mostraremos neste capitulo como podem ser
graficadas as superficies-k e superficies-s de Riemann de um sistema de controle
monovariavel. Todas as representagdes graficas classicas de sistemas de controle
monovariavel estudadas no Capitulo 1 estdo contidas neste conjunto de curvas que
mostraremos. No Capitulo 4 serd mostrado que mesmo para sistemas de controle
monovariavel ha utilidade no uso de superficies de Riemann ou partes delas em analise e

projeto.

2.1. SUPERFICIE-K DE RIEMANN E LUGAR DAS RAIZES EM
SISTEMAS DE CONTROLE MONOVARIAVEL

Seja o sistema da Figura 2.1.1, onde g(s)=n(s)/ d(s) ¢ a fungdo de transferéncia de
malha aberta. Os polos de g(s) sdo as raizes ou zeros da equagfio caracteristica d(s) = 0.
Inserindo na malha de realimentagio um ganho k € R, teremos uma fungéo de transferéncia
de malha fechada h(s)=g(s)/{1 +k-g(s)}. O ganho k pode igualmente ser inserido em

cascata com g(s), mudando apenas a regulagdo.

us) 5 N y(s)

k

Figura 2.1.1. Sistema de controle monovariavel com planta g(s) e
realimentagdo negativa com ganho k, k € R,



Assim, para cada valor real de k pertencente ao intervalo [0,+o0), os polos de h(s)

serfio as raizes da equagdo caracteristica de malha fechada
d(s) + k-n(s) = 0. (21.1)

Colocando estes valores de raizes no plano-s teremos o grafico do lugar das raizes de

g(s). Rearranjando (2.1.1) teremos

das)

e -k, (2.1.2)

o que origina a condigdo angular do grafico do lugar das raizes: qualquer ponto se€C
(no plano-s) que satisfaga a condi¢do angular

arg[d(s)/ n(3)] = +180°, (2.1.3)
pertence ao lugar das raizes de g(s), € o valor de ganho k € R que gera o polo § € dado por

ds)
n(s)

, (2.1.4)

Conhecendo as propriedades do lugar das raizes para o caso monovariavel, sabemos
que, para um sistema de ordem n, a cada valor k e R* de ganho corresponderdo n valores
s, € C de polos de h(s) no plano-s. Sabemos, ainda, que ndo havera cruzamento de curvas no
plano-s, ou seja, a cada valor s € C no grifico do lugar das raizes correspondera um Unico
valor k € R*.

A generalizagio dos valores de ganho fazendo com que k possa ser qualquer nimero
complexo nos possibilitara construir a superficie de Riemann de g(s). Assim, para cada valor
k € C de ganho corresponderio n valores §; € C no plano-s. Da mesma forma, a qualquer
valor § € C no plano-s correspondera um tnico valor k e C. Deste modo, para um dado
k= ‘ﬂarg(ﬁ), os §, € C correspondentes serdo as raizes da Equagdo (2.1.1), e para qualquer

valor s € C no plano-s, o valor k e C correspondente sera dado por:

arg(k) = arg{@]ﬂfiﬂ" g (2.1:5)
n(s)
= d(s)
K=ral (2.1.6)
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2.2. METODQ PROPOSTO PARA CALCULO E GRAFICACAO DE
SUPERFICIE-K DE RIEMANN EM SISTEMAS DE CONTROLE
MONOVARIAVEL

Como descrito anteriormente, a graficacdo do lugar das raizes de sistemas de controle
monovariavel depende de encontrarmos um valor § que satisfaga a condigdo angular
arg(1/g(s)) = £180°. Entretanto, para a graficagdo dos lugares das raizes de forma
computacional, ¢ necessario que se faga uma metodologia diferente: estipula-se valores para
ke R, k>0, e a partir destes valores calcula-se as raizes da equacgfo caracteristica de
g(s) =n(s) / d(s), ou seja, d(s) + k-n(s) = 0. Assim, os lugares das raizes ou pdlos do
sistema realimentado h(s) = g(s)/ {1 + k-g(s)}, sdo calculados como raizes de

d(s) + k-n(s) = 0, k € R no intervalo [0,+c0).

No caso de graficagdo das superficies-/ de Riemann descritas por MacFarlane e
Postlethwaite [41-43,55], onde /=-1/k, podemos pensar, como fizemos acima para 0s
lugares das raizes, em achar um s € C que satisfaga a condigdo do ramo que esta sendo
calculado. Chamaremos estas superficies de Riemann de superficies-k de Riemann,
considerando que o que importa em um sistema é o ganho k. MacFarlane e Postlethwaite
propuseram um método de graficagdo de superficies de Riemann fazendo um mapeamento
através de linhas retas verticais ¢ horizontais atravessando o plano-s. Este método, embora

matematicamente correto, torna a realizagdo computacional muito dificil e complicada.

Propomos entdo um método de grafica¢do de superficies-k de Riemann para sistemas
de controle monovariavel: a generalizagdo do método computacional ja bem estabelecido para
os lugares das raizes, ou seja, o calculo das raizes da equagdo caracteristica
d(s) + k-n(s) = 0 para cada valor de k € C que quisermos. Definiremos no plano
complexo da variavel ganho k curvas de angulos constantes e curvas de modulos constantes.
Estas curvas serdo aplicadas a equagdo caracteristica, e as raizes da equacdo caracteristica

erario » curvas no plano complexo da variavel s, onde » é a ordem do sistema.
p

A Figura 2.2.1 mostra as curvas do plano complexo da varidvel k com éngulos
constantes. E importante notar que a curva com angulo de k em 0° (curva vermelha) é a que
gera os ramos do lugar das raizes, que no plano complexo da variavel s sdo representados
com o angulo £180°, porque € o angulo arg[1/g(s)] = arg(-k). Da mesma forma, a curva de k
com +30° gerard no plano-s os ramos de -150° da superficie-k de Riemann, porque

arg(-k) = arg(k) + 180°. Assim, ¢ preferivel colocar os angulos arg(-k) no plano complexo k.
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E claro que para haver coincidéncia entre o dngulo da curva no grafico ¢ o angulo
mostrado, deveriamos fazer o grafico da varidvel complexa (-k), que € a variavel que

realmente empresta o dngulo a curva.

A Figura 2.2.2 mostra as curvas do plano-k com moédulo constante. Neste caso,
[+k| = |-k|, e ndo h4 chance para enganos. Por facilidade, os valores sdo representados em

decibels, ou seja, 20-log|k|, em dB. Exemplificando, a curva com magnitude 10 tem +20dB,

e assim por diante. Os ramos gerados no plano-s serdo identificados com a mesma magnitude

em dB.

Estudaremos entdo as superficies de Riemann a partir da varidvel k usada
normalmente no célculo e graficagdo dos lugares das raizes, ao invés da variavel /= -1/k.
Assim, as Figuras 2.2.1 e 2.2.2 mostram as curvas de k € C para o calculo dos ramos da
superficie-k de Riemann de um sistema de controle monovaridvel. Na Figura 2.2.1 estdo
representadas curvas-k de ngulos constantes em 0°, +30°, +60°, +90°, +120°, +150°,
+180°, -150°, -120°, -90°, -60°, e -30°. Na Figura 2.2.2 estdo representadas curvas-k de
modulos constantes, assinaladas em decibels: curvas de -5 dB, 0 dB, +5 dB, +10 dB, +15 dB
e +20 dB. Desta forma, cada curva servira para determinar valores para a variavel k € C,
usados por sua vez para achar valores de s que formardo curvas no plano-s através de uma
aplicagdo conforme W(k,s) = d(s) + k-n(s) = 0. Sendo assim, havera um mapeamento do
plano complexo na varidvel-k para o plano complexo na variavel-s, resultando em uma familia
de curvas originada por modulos constantes de k e outra familia de curvas originada por
angulos constantes de k. A curva em s originada pela curva de k com angulo constante em 0°
( (-k) com +180° ) é a curva dos ramos de lugar das raizes do sistema de controle, ou seja,

dos pdlos do sistema realimentado com ganho k > 0, k € R.

Para simplificar a notagfio, e fazendo uma analogia com a carta de Nichols (embora
sem relagdo matematica com esta), chamaremos as curvas originadas por moédulos constantes
da variavel complexa k de Curvas-G da superficie-k de Riemann, onde G (que indica ganho
constante) assumira os valores correspondentes a 20loglk|, em decibels (dB). Igualmente, as
curvas originadas por angulos constantes da variavel complexa k serdo chamadas de Curvas-
F da superficie-k de Riemann, onde F (que indica fase constante) assumird os valores
correspondentes a arg(-k), em graus. Observa-se que na superficie-k de Riemann resultante
no plano-s, as curvas-G de ganhos constantes serdo assinaladas em decibels (dB), podendo
estes ser calculados diretamente por G = 20log| k | decibels. Ja as curvas-F de dngulos de fase

constantes serdo assinaladas em graus, sendo que estes deverdo ser calculados através de
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F = arg(1/g(s)). De forma equivalente para a variavel k, os angulos deverdo ser calculados
por F=arg(-k)=+180° - arg(-k). Isto faz com que para uma curva de k com angulo
constante em 30°, devemos assinalar a curva resultante no plano-s com -150°. Esta forma de
calculo dos valores-F nas curvas de angulo constante serve para que os lugares das raizes
coincidam com a curva F =+180°. Isto faz com que o que estamos descrevendo aqui seja
totalmente compativel com a teoria ja estabelecida de lugar das raizes. E para maior facilidade
na identifica¢@o destas curvas, estabelecemos uma convengdo de cores na graficacdo delas: as
curvas-G serdo todas graficadas em verde, as curvas-F genericamente serdo graficadas em
azul, sendo que duas curvas-F terdo cores proprias a curva-F com F = £180°, por representar
o lugar das raizes do sistema de controle, sera graficada em vermelho, e a curva-F com

F = 0°, por representar o lugar das raizes complementar, sera graficada em magenta.

Exemplificaremos o que foi descrito acima para o caso monovariavel com uma das

fungdes de transferéncia utilizadas no Capitulo 1:

(s+3)

m. (2.1.1)

gl(s)=
Para esta fun¢do de transferéncia, vamos graficar a superficie-k de Riemann das freqiiéncias
complexas s em fun¢do dos ganhos complexos k. Usaremos as curvas descritas nas Figuras
2.2.1 e 2.2.2 para fazer o mapeamento ¥(k,s) = d(s) + k-n(s) = 0, obtendo portanto »

valores de s para cada valor de k usado, onde » ¢ a ordem do sistema.

2.2.1. Graficagcao Usual de Superficie-k de Riemann no Plano-s

A superficie-k de Riemann no plano-s esta graficada na Figura 2.2.3, onde temos
assinaladas as curvas-F originadas por éngulos constantes e as curvas-G originadas por
moddulos constantes da variavel k, novamente ressalvando de que os modulos e dngulos sdo
emprestados da variavel complexa (-k). As curvas-F assinaladas com o angulo +180° sdo os

ramos dos lugares das raizes do sistema, ou seja, dos polos de h(s)=g(s)/ {1+ k-g(s)}.

A Figura 2.2.4 mostra em detalhe a regido dos pdlos em {-1;-2} e do zero em {-3}.
Deve-se notar que uma vez que o sistema é de ordem dois (» = 2, havendo portanto dois
polos), para cada valor de k no plano-k, surgem dois valores de s no plano-s, ¢ entdo para
cada curva no plano-k sdo originadas duas curvas no plano-s. Isto fica bem aparente nas
curvas-F de angulos constantes, havendo dois ramos assinalados com cada angulo.

51



/ +17,5dB 7 ™
+15dB
+12,5dB
+20dB/ 4150 120 .
4 - +
/ // // 10dB
2k +170° \
30
»
> +180° 0°
[43]
£
-170° 30
22F
\ -60°
\ |
_4 -
-150° \\
\ -120° -90°
10 -8 -6 -4 2 0 2

Real(s)
Figura 2.2.3. Superficie-k de Riemann de um sistema de controle
monovaridvel gl(s)=(s+3)/{(s+1)(s+2)}.

T
fosap| | +10dB

+170°
1.5F

—
‘
A
s

0.5+

Imag(s)

L

-4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1

Figura 2.2.4. Zoom da  superficie-k de  Riemann do
gl(s)=(s+3)/{(s+1)(s+2)}.
52

sistema



2.2.2. Nova Graficagdo, de Magnitudes e Angulos das Curvas-F versus
Magnitudes de k
Apresentamos a seguir generalizagdo para superficie-k de Riemann da representagdo
de diagramas de ganho. A graficagdo apresentada por Kurfess e Nagurka consta de dois
graficos. No primeiro sdo representados os modulos em dB das varidveis-s que formam os
polos do sistema de controle realimentado, em fungfo do médulo dos ganhos k em escala
logaritmica. No segundo grafico sdo representados os 4ngulos em graus das mesmas
varidveis-s do primeiro grafico, também em fun¢do do moédulo dos ganhos k em escala
logaritmica. Na prética, Kurfess e Nagurka fazem para o lugar das raizes uma representagio

analoga aquela criada por Bode para a resposta em fregiiéncia.

Neste trabalho generalizamos os graficos de Kurfess e Nagurka para poder
representar ramos de angulos diferentes de £180°, ou seja, para representar uma familia de
curvas-I de angulos de fase constantes da varidvel complexa k. Assim, nos graficos que
apresentamos a seguir sao representadas genericamente em azul as curvas-F, mas incluindo
tambeém em vermelho os ramos do lugar das raizes, para os quais F = +180°, e em magenta os

ramos do lugar das raizes complementar, para os quais F = 0°.

A Figura 2.2.5 mostra os modulos das curvas-F de angulos de fase constantes, em
decibels versus ganho k em escala logaritmica. Estas mesmas curvas ja foram apresentadas no
plano-s nas Figuras 2.2.3 ¢ 2.2.4, e os resultados podem ser comparados. Na Figura 2.2.5 fica
evidente o inicio das curvas-F com k pequeno, a partir dos polos em 20logl-1/=0dB e
20log|-2|= 6,02 dB, e a tendéncia assintdtica delas, com os mesmos modulos das curvas dos
lugares das raizes - metade delas com alto ganho k tendendo ao zero em 20log|-3|=9.54 dB,
¢ apresentando inclinagdo nula no grafico, e a outra metade tendendo ao infinito com

inclinagdo de +20 dB por década.

A Figura 2.2.6 apresenta os angulos das curvas-F versus os modulos dos ganhos k em
escala logaritmica. Cada ponto pertencente a uma curva-F no plano-s foi representado como
mdédulo (Figura 2.2.5) e angulo (Figura 2.2.6) de s versus modulo de k. Na Figura 2.2.6 fica
evidente que todas as curvas-F comegam em +180° (representado na Figura por +180°),
sendo que metade das curvas-F volta a ter +180° com altos valores de ganho | k |, ¢ a outra

metade tende a se espraiar com angulos diferenciados num espalhamento uniforme.

A Figura 2.2.7 mostra com mais detalhe os médulos das curvas-F da Figura 2.2.5,

para que possamos identificar F em cada uma. As curvas-F em vermelho tém F = +180° - sdo

os ramos dos lugares das raizes.
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A Figura 2.2.8 mostra em detalhe a regido de 180° das curvas-F da Figura 2.2.6.
Nesta figura fica evidente a existéncia de duas curvas-F para cada dngulo assinalado da
variavel (-k). As curvas-F de angulos negativos (entre 0° e -180°) sdo exatamente simétricas
as de angulos positivos em relagdo a reta de +180° do grafico. As curvas apresentadas em
vermelho tém F =*180° ou seja, sdo os ramos do lugar das raizes do sistema, e as
apresentadas em magenta tém F=0° ou seja, sdo os ramos do lugar das raizes
complementar.

Nas Figuras 2.2.6 e 2.2.8 fica evidente que ha dois conjuntos de curvas-F: um
primeiro conjunto que inicia no polo em 20log|-2|= 6.02 dB, com 180°, e acaba no zero em
20log|-3|=9.,54 dB, com inclina¢do nula, ¢ também com 180°, e um segundo conjunto que
inicia no pélo em 20log/-1|=0dB, com 180° e acaba no infinito com inclinagdo de
+20 dB/década, cada curva tendendo a estabilizar com um éangulo diferente num
espalhamento uniforme. O primeiro destes conjuntos de curvas-F estd representado

separadamente na Figura 2.2.9, e o segundo na Figura 2.2.10.
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Figura 2.2.9. Curvas-F que partem do polo em 20log|-2| = +6,02dB e
tendem ao zero em 20log|-3| = +9,54 dB.
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Figura 2.2.10. Curvas-I* que partem do polo em 20log|-1| = 0 dB e tendem
ao infinito, com inclina¢do constante de +20 dB/década, e
num espraiamento uniforme de dngulos.
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Comparando as Figuras 2.2.9 e 2.2.10 com as curvas-F de angulos constantes no
plano-s apresentadas nas Figuras 2.2.3 e 2.2.4, fica evidente que as curvas-F que voltam aos
180° sdo aquelas que se originaram no pélo em -2 e tendem ao zero em -3, enquanto que as
curvas-F que se espraiam uniformemente s3o aquelas que tendem ao infinito, numa
configuracio que no plano-s pode ser facilmente identificada como uma configuragdo de
Butterworth [55,64], ou seja, tendem ao infinito dividindo o plano-s em partes iguais, fazendo

angulos iguais entre si.

A Figura 2.2.11 mostra em detalhe a curva-F de F = 0°, ou seja, o lugar das raizes
complementar do sistema. Podemos ver que com k € R™ um dos polos do sistema
realimentado viaja desde o polo de malha-aberta em -2, ou seja, +6,02 dB e £180°, até o zero
do sistema em -3, ou seja, +9,54 dB e £180°. O outro polo viaja desde o polo de malha
abertaem -1, ou seja, 0 dB e 0°, passa pela origem (onde o valor em dB cai e ha a transigdo

de +£180° para 0°), e finalmente tende assintoticamente para +oo, com +20 dB/década e 0°.
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Figura 2.2.11. Curvas-I' de I = 0°, ou seja, lugar das raizes complementar
de g1(s), representado em diagrama generalizado de ganho.

A Figura 2.2.12 mostra finalmente a curva-F de F=+180° Este é o diagrama de
ganho do sistema como apresentado por Kurfess e Nagurka, comk e R". Esta figura ¢ igual
4 Figura 1.6.1 apresentada no Capitulo 1, e evidencia que os polos do sistema realimentado
partiram de -1 e -2, ou seja, 0 dB e +6,02 dB com +180°, tornaram-se complexos conjugados
e depois voltaram ao semi-eixo real negativo, sendo que um foi para o zero em -3, ou seja,
+9.54 dB e +180°, e o outro teve tendéncia assintdtica para -co, com taxa de crescimento de

+20 dB/década e angulo de fase +180°.
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Figura 2.2.12. Curvas-F de F = #180° ou seja, lugar das raizes de gl(s),
representado em forma diagrama de ganho.

2.2.3. Nova Graficagdo, de Magnitudes e Angulos das Curvas-G versus
Angulos de k

Os ramos de dngulos constantes da variavel-k na superficie-k de Riemann (curvas-F)
apresentados nas Figuras 2.2.3 e 2.2.4, foram representados nas Figuras 2.2.5 a 2.2.10 em
forma de modulo em decibels e Angulo de fase em graus, versus ganho da variavel-k. Ja os
ramos de modulos constantes da varidvel-k, que sdo as curvas-G, ndo podem ser
representados nos mesmos graficos. Criamos entfio graficos especificos para as curvas-G de
magnitudes constantes da variavel-k. Estes graficos sio dos modulos em decibels e dos

angulos de fase em graus das varidveis-s das curvas-G, versus angulos da variavel-k, em

graus.

A Figura 2.2.13 apresenta os modulos em decibels das curvas-G da varidvel-s, em
funcdo dos angulos em graus do ganho complexo k, cujo médulo permanece constante. Cada
curva-G da varidvel-s ¢ formada a partir de uma curva de k com ganho constante
G =20 log|k|, dB. Na Figura 2.2.14 sdo apresentados os angulos em graus das curvas-G da

variavel-s, em fungédo dos angulos de k.
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Figura 2.2.13. Modulos em decibels das curvas-G de ganhos constantes,
versus dngulo de fase do ganho k, em graus, de gl(s).
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Figura 2.2.14. Angulos em graus das curvas-G de ganhos constantes, versus
dngulo de fase do ganho k, em graus, de g1(s).
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Para que possamos identificar no plano-s das Figuras 2.2.3 e 2.2.4 as curvas-G
representadas aqui em funcdo de arg(k), representamos separadamente dois conjuntos de
curvas-G nas Figuras de 2.2.15 e 2.2.16. Na Figura 2.2.15 estdo graficadas as curvas-G
entre -20 dB e -5 dB. Estas curvas, por estarem muito proximas dos poélos em -1 e -2,
circundando-os, ndo cruzam o eixo imagindrio e portanto ndo circundam a origem do plano-s.
Pode-se ver na graficagdo de dngulos de fase destas curvas-G que durante toda a variacdo de
angulo da variavel k, os angulos de fase destas curvas ndo variam muito, permanecendo
sempre em torno de 180°. Na Figura 2.2.16 temos as curvas-G com G entre -2,5dB e
+20 dB. Estas curvas ja se distanciam mais dos polos, tendendo a rodear o plano-s com
valores grandes de ganho. A medida que G cresce, criam-se algumas curvas-G restritas a
regido do zero em -3. Estas curvas apresentam ganhos entre 9dB e 11 dB, e pequenas

variagdes angulares, em torno de 180°.
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Figura 2.2.15. Curvas-G de gl(s) com valores pequenos de ganho
G =20-log|k| entre -20 dB e -5 dB. Estas curvas rodeiam os
dois polos em -1 e -2.
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Figura 2.2.16. Curvas-G de gl(s) com valores crescentes de G, entre -2,5 dB
e +20dB. Estas curvas se subdividem em dois grupos: um
primeiro grupo ftende a rodear o zero em -3 e apresenia
pequenas variagoes de dngulo de fase, e outro grupo tende a
rodear o plano-s, com valores grandes de magnitude em dB.
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2.2.4. Nova Graficagao, de Superficie-k de Riemann em Diagrama de
Magnitude Logaritmica versus Angulo de Fase

Na Figura 2.2.17 apresentamos a mesma superficie-k de Riemann da Figura 2.2.3,
mas ao invés de representar o plano-s diretamente, representamos magnitudes de s em
decibels versus angulos de fase de s em graus. Esta é uma representagdo do plano-s
semelhante a representagdo do plano-g(s) criada por Nichols para graficar a resposta em
freqtiéncia.

Esta nova grafica¢iio da superficie-k de Riemann inclui o lugar das raizes. Pode-se
facilmente graficar em separado o lugar das raizes usando este mesmo tipo de grafico. A
Figura 2.2.18 mostra com mais detalhe as curvas-F de +180°, em vermelho. Nesta figura
também ¢é possivel identificar com clareza os dois polos e o zero do sistema. O polo em -1
tem 0dB e 180° e o polo em -2 tem 6,021 dB e 180°. A exemplo do lugar das raizes
convencional, os polos sdo representados com um “xis” ‘3. O zero em -3 também aparece

no grafico: ele tem 9,542 dB e 180°, e é identificado com um circulo: “O”.
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Figura 2.2.17. Médulos em decibels versus dngulo de fase em graus da
varidvel-s das Curvas-G e Curvas-F do sistema g1(s).
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Apenas a origem do plano-s ndo pode ser representada neste grafico. O lugar das
raizes complementar, por exemplo, tem um dos seus ramos passando pela origem. Os ramos
do lugar das raizes complementar sdo representados em magenta (F = 0°), e 0 ramo que passa
pela origem parte do polo em -1 e vai em dire¢do a origem. Isto ¢ representado no novo
grafico com uma curva magenta vertical para baixo a partir de 0 dB e 180°, que € o polo.
Depois de passar a origem, o ramo tende ao infinito no eixo real. Isto ¢ representado com
uma curva magenta vertical em 0° que atravessa o grafico (teoricamente desde -co dB até
+oo dB). Esta mesma curva pode ser representada em 360° — o lugar geométrico € 0 mesmo.
O gréafico da Figura 2.2.17 mostra as curvas descritas. Na verdade o ramo que passa pela
origem tem o trecho a direita da origem duplamente representado: a curva magenta com 0° e
a curva magenta com 360° sdo equivalentes. Isto coloca em evidéncia a caracteristica de
repeticio do grafico. Afinal, o mesmo lugar geométrico pode ser representado com um
angulo 0, ou entdo com (O + 360°), ou ainda (6 - 360°). Podemos considerar entdo que o

extremo esquerdo do grafico “encosta™ no extremo direito.
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Figura 2.2.18. Curvas-F e Curvas-G da Figura 2.2.17, apresentando com
maior detalhe a regido dos polos e do zero de gl(s).
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2.2.5. Novas Representagoes para Superficie-k de Riemann, usando
Graficos Tridimensionais

Depois de vermos todas as graficagdes bidimensionais de superficies-k de Riemann
nas seg¢des anteriores, podemos pensar um pouco nas possiveis representagdes
tridimensionais. Sabemos que a importancia deste tipo de grafico ndo estd na precisdo dos
dados mostrados, e sim na melhor visualizagdo do grafico com uma dimens@o a mais, fazendo
com que consigamos nos dar conta das ligagdes existentes entre as diversas curvas graficadas,
algumas dificilmente identificaveis quando néo lidamos com todas as dimensdes envolvidas,
que no caso de superficies-k de Riemann sdo 4: duas da variavel ganho k e duas da variavel
freqgiiéncia complexa s.

A primeira graficag@o que sugerimos € a grafica¢@o tridimensional da superficie-k de
Riemann representada no plano-s. As duas dimensdes normais sdo as partes real e imaginaria
da variavel s, como apresentado na Sec¢do 2.2.1. A terceira dimensdo, a ser acrescentada,
seria 0 médulo em dB do ganho de realimentagdo k. O grafico comegaria com as curvas-F
todas nos po6los de malha-aberta com valores negativos bem grandes para k em dB. A medida
que o ganho vai aumentando, as curvas-F vdo passando por curvas-G. Cada curva-G fica em
um plano-s com posicdo definida por G. Se G=0dB, por exemplo, a curva-G
correspondente fica em um plano-s definido em 20loglk| =0 dB, ou seja, |k| = 1. Em um
grafico assim, € claro que a dimensdo do dngulo de fase de k ndo apareceria. Neste grafico,
ainda, seria possivel ver o lugar das raizes tridimensional, com a curva-F de £180° variando

seus valores em s a medida que a terceira dimensdo, o ganho k, varia.

Outra graficagdo que sugerimos ¢ uma graficagdo que poderiamos chamar de dual da
anterior. Farfamos uma graficagdo em trés dimensdes do plano-s, com sua parte real e sua
parte imaginaria, como descrito na Se¢do 2.2.1, e do angulo de fase da variavel k. Neste
grafico seria possivel ver todas as variagdes das curvas-G. As curvas-F, apesar de graficadas,
ficariam restritas a um segundo plano, por se apresentarem como planos bidimensionais no

grafico tridimensional.

Seguindo agora para a generalizagdo do diagrama de ganho apresentada na Secédo
2.2.2, seria possivel acrescentar uma terceira dimensdo a cada grafico: o angulo de fase de k.
A idéia ¢ semelhante a representagio de Bode para a resposta em freqiiéncia ou a
representacdo do diagrama de ganho para lugar das raizes. Dois graficos de dimensdo 2
representam bem um espaco de dimensdo 3. Poderiamos entdo representar 4 dimensdes em
dois graficos de 3 dimensdes cada. O primeiro destes graficos seria das magnitudes em dB da
variavel-s em fung@o das magnitudes de k e do angulos de fase de k. O segundo grafico seria
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dos angulos de fase em graus da varidvel-s em fun¢do das magnitudes de k e dos dngulos de

fase de k.

Para dar uma idéia de como seria um grafico assim, mostramos na Figura 2.2.19 o
mesmo grafico da Figura 2.2.5, onde sdo graficadas as curvas-F de gl(s): magnitudes em dB
da variavel-s em fun¢do das variagdes de magnitude da variavel-k. A terceira dimensdo que
seria acrescentada aparece implicita no grafico da Figura 2.2.19, porque as curvas-G estio
superpostas ao grafico, representadas com retas, porque elas tém variagdes de magnitude
mantendo a magnitude do ganho k. As curvas-G sdo geradas a partir da varia¢io dos angulos

de fase de k. Esta seria a terceira dimensdo.
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Figura 2.2.19. Representacdo das curvas-G (relas verticais verdes) de gl(s)
no diagrama de magnitudes em dB das curvas-F em fun¢do da
varia¢do de magnitude de k. Em um grdfico tridimensional
com modulo de k e dngulo de k, as curvas-G e as curvas-F
suas variagoes de magnitude bem representadas.
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O grafico da Figura 2.2.20 € o mesmo da Figura 2.2.6, onde sdo graficados os 4angulos
de fase em graus das curvas-F de g1(s) em fungdo das variagdes de magnitude do ganho k. As
curvas-G sdo representadas através de retas com magnitudes de k constantes. As variacdes de

angulo de fase k seriam representadas na terceira dimenséo.
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Figura 2.2.20. Representagdo das curvas-G (retas verticais verdes) de gl(s)
no diagrama de dngulos de fase em graus das curvas-F em
Sung¢do da variagdo de magnitude de k. Em um grdfico
tridimensional com modulo de k e angulo de k, as curvas-G e
as curvas-I' suas variagdes dngulo de fase bem representadas.

Nas Figuras 2.2.19 e 2.2.20 foram representadas as curvas-G (verdes) desde
G =-20 dB ate G = +20 dB, com espagamento uniforme de 2,5 dB entre elas. A curva-G de
G =-20dB, por exemplo aparece onde estd indicado |k|=10"=0,1. Ji4 a curva-G de

G = 420 dB aparece onde esta indicado |k| = 10" = 10.

Analogamente aos graficos das Figuras 2.2.19 e 2.2.20, que situam as curvas-G em
graficos das curvas-F, podemos representar as curvas-F em graficos das curvas-G. Assim, a
Figura 2.2.21 vem da Figura 2.2.13 e representa em verde as magnitudes em dB das curvas-G
de gl(s) em fun¢do dos dngulos de fase da varidvel ganho k. Representa em azul as
magnitudes em dB das curvas-F em retas sem variagdo do angulo de fase de k. Também a
Figura 2.2.22 vem da Figura 2.2.14 e representa em verde os angulos de fase em graus das
curvas-G de gl(s) em fungdio dos dngulos de fase de k. Em azul estdo representados os
dngulos de fase das curvas-I em retas verticais azuis, pois cada curva-F mantém o valor do
ganho k.
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Figura 2.2.21. Magnitudes das curvas-F de gl(s) em grdfico de magnitudes
das curvas-G versus variagcdo dos dngulos de fase de k.
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Figura 2.2.22. Angulos de fase das curvas-F de gl(s) em grdfico das fases
das curvas-G versus variagdo dos dngulos de k.
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E possivel identificar nas Figuras 2.2.21 e 2.2.22 onde estdo todas as curvas-F de
gl(s). Uma vez que o angulo F € o &ngulo emprestado da varidvel (-k), entdo podemos
considerar que F = [£180° - arg(k)]. Desta forma, a curva representada onde arg(k) =0° ¢ a
curva-F de F = +180°, ou seja, o lugar das raizes, e esta representada em vermelho. Estdo
representadas logo apds as curvas de F=-170°, -150°, -120°, -90°, -60°, -30°, 0°, +30°,
+60°, +90°, +120°, +150° e +170°. A curva magenta em arg(k) = 180° é a curva-F de F = 0°,
ou seja, o lugar das raizes complementar. A curva do lugar das raizes, com F=+180°,

aparece repetida em arg(k) = +360°.
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Figura 2.2.23. Representagdo completa tridimensional da superficie-k de
Riemann, em fun¢do das variagdes no modulo de k.

Finalizando, podemos acrescentar uma dimensdo aos graficos da Secdo 2.2.4.
Podemos representar magnitude em dB e dngulo de fase em graus da varidvel-s em fungéo de
variagdes na magnitude do ganho k, ou entdo em fungdo de variagdes nos angulos de fase do
ganho k. A Figura 2.2.23 mostra a representagdo completa, ou seja, com curvas-G e
curvas-F, da superficie-k de Riemann de g1(s), em fungfo das variagdes de magnitude em k.
E possivel ver que embora o espago bidimensional do plano-s seja totalmente preenchido
pelas superficies-k (como nas Segdes 2.2.1 € 2.2.4), o espaco tridimensional ndo é totalmente
preenchido, podendo ser identificados formatos bem definidos para a superficie-k de
Riemann. Nesta figura foram usadas curvas-G desde -40 dB até +40 dB.
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Sempre que quisermos, podemos graficar apenas uma parte da superficie-k de
Riemann. Exemplo disto, é o grafico tridimensional do lugar das raizes representado em
forma de diagrama de ganho, mostrado na Figura 2.2.24. Neste grafico usamos
sombreamento abaixo das curvas vermelhas para facilitar a identificacdo de posi¢do
tridimensional dos ramos do lugar das raizes. Além disto, podemos identificar no grafico
tridimensional trés planos bem definidos: o primeiro, na base do grafico, ¢ obtido com a
supressdo da magnitude de s. A proje¢do da curva tridimensional da o grafico de fase do
diagrama de ganho. Outro plano, é o plano do fundo, onde o dngulo de fase de s foi
suprimido. A proje¢do da curva tridimensional da o grafico de magnitude do diagrama de
ganho. Finalmente, o terceiro plano € o plano que aparece a esquerda, onde foi suprimida a
variavel de magnitude de k. A projec¢édo da curva tridimensional da o plano-s modificado, com
magnitude de s em dB em func@o dos dngulos de fase de s em graus. E o lugar das raizes

representado como foi apresentado na Segédo 2.2.4.

210

2 arg(s),graus

log|k]
Figura 2.2.24. Esta figura mostra em trés dimensdes os dois planos dos
diagramas de ganho de gl(s), que em superficies-k de
Riemann chamamos de curvas-F de F = 180° e ainda o
plano-s modificado com magnitude de s em dB versus dngulo
de s em graus, também com a curva-F de F = 180°.
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2.3. SUPERFICIE-S DE RIEMANN E DIAGRAMA DE NYQUIST EM
SISTEMAS DE CONTROLE MONOVARIAVEL

A superficie-s de Riemann de um sistema de controle monovariavel é calculada
através do mapeamento conforme do plano complexo-s no plano complexo-g(s), onde g(s) é

a fungo de transferéncia do sistema.

A superficie-s de Riemann ¢€ a aplicagdo direta da fungfo de transferéncia, e representa

a generalizagdo das graficagdes de resposta em freqiiéncia, onde s = jo.

Seja o sistema descrito na Figura 2.1.1 da se¢do 2.1, € que mostramos novamente na
Figura 2.3.1. O objetivo final é inferir sobre a estabilidade do sistema realimentado
h(s)=g(s)/ {1+k-g(s)} quando o ganho de realimentacdo ¢ k =+1, ou seja, o sistema tem
realimentagdo negativa e unitéria, tendo entdo h(s) = g(s)/ {1+ g(s)}. Para um sistema assim,
¢ valida a aplicagdo do critério de estabilidade de Nyquist sobre o grafico de resposta em
freqiiéncia do sistema ndo-realimentado g(S)L:jm =g(jo). Este assunto foi estudado no
Capitulo 1, onde foram graficadas curvas de resposta em freqii€ncia e verificadas as margens

de estabilidade do sistema, chegando & determinagédo da estabilidade do sistema realimentado

como descrito acima.

A superficie-s de Riemann € composta por curvas em g(s) onde a cada valor § € C

do plano complexo-s corresponde um valor g = g(5), g € C, no plano complexo-g(s).

Desta forma, € possivel formar curvas no plano-g(s) a partir de curvas no plano-s com
angulo constante ou mdédulo constante. A superficie-s ¢ graficada no mesmo plano-g(s) onde
¢ graficada a curva de resposta em frequiéncia g(jo), sendo que esta curva em particular ¢

aquela em que a varidvel s assume o valor s = jo e o angulo arg(s) = +90°.

us)  h~ e e
’>L :

Figura 2.3.1. Sistema de controle monovaridvel com planta g(s) e
realimentag¢do negativa com ganho k, k € R”.
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2.4. METODO PROPOSTO PARA CALCULO E GRAFICACAO DE
SUPERFICIE-S DE RIEMANN EM SISTEMAS DE CONTROLE
MONOVARIAVEL

De acordo com a se¢do anterior, propomos para a graficagdo da superficie-s de
Riemann de um sistema de controle monovariavel g(s) a defini¢do de curvas com éngulos
constantes no plano-s, s € C, como visto na Figura 2.4.1, e curvas com mddulos constantes

no plano-s, s € C, como visto na Figura 2.4.2.

A Figura 2.4.1 mostra as curvas do plano-s com os seguintes angulos: 0°, +30°, +60°,
+90°, +120°, +150°, +180°, -150°, -120°, -90°, -60° e -30°. As curvas geradas no plano-g(s)
serdo chamadas Curvas-F da superficie-s de Riemann, como alusfio a fase constante de s,
onde F serve para identificar a curva. No caso de superficie-s de Riemann, o préprio angulo
da variavel s serd o angulo representativo da curva. Assim, por exemplo, quando
arg(s) = +30°, entdo a curva-F gerada no plano-g(s), sera representada por F =+30°. Como
caso particular, quando s = jo, entdo arg(s) = +90° e a curva-F com F =+90° é a curva de

resposta em freqiiéncia g(jo) do sistema de controle.
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A Figura 2.4.2 mostra as curvas do plano-s com os seguintes médulos em decibels:
-5dB, 0dB, +5dB, +10dB, +17,5 dB e +20 dB. Estas curvas geram no plano-g(s) curvas
que serdo chamadas Curvas-G da superficie-s de Riemann, como alusdo ao ganho constante
de s, onde G serve para identificar a curva. Assim, quando 20logls|=+20 dB, entdo a

curva-G gerada no plano-g(s) € a curva de G = +20 dB.
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Figura 2.4.2. Curvas de s com modulos constantes para superficie-s de
Riemann

Desta forma, o mapeamento completo do plano complexo-s gera o mapeamento
completo do plano complexo-g(s) em fungéio das Curvas-G e Curvas-F da superficie-s de

Riemann, representada no plano-g(s).

Mais uma vez usaremos uma convengdo de cores nas curvas das figuras com o
objetivo de facilitar a rapida identificagdo. Assim, as curvas-G serdo representadas em verde,
da mesma forma como foram representadas em verde as curvas de magnitude constante da
variavel s, na Figura 2.4.2. Ja as curvas-F genericamente serdo representadas em azul, como o
sdo as curvas de s na Figura 2.4.1. Havera duas curvas-F destacadas com cores especiais: a
curva-F com F = +90° que corresponde a resposta em freqiiéncia g(jo), sera representada em
vermelho, e a curva-F com F = -90°, que corresponde ao complexo conjugado da resposta em
freqiiéncia g(-jo) = conj[g(jo)], sera representada em magenta.
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2.4.1. Graficacao Usual de Superficie-s de Riemann no Plano-g(s)

Exemplificaremos as superficies-s de Riemann de sistemas de controle monovariavel
usando o mesmo sistema gl(s) = (s+3)/ { (s+1) (s+2) } ja utilizado para a graficagdo das
superficies-k de Riemann.

A superficie-s de Riemann do sistema de controle monovariavel gl(s) tem sua
graficagdo na forma convencional mostrada na Figura 2.4.3. Nela é possivel identificar em
verde as curvas-G, geradas a partir de magnitudes constantes de s, ¢ em azul as curvas-F,
geradas a partir de angulos constantes de s. A curva em magenta ¢ a curva-F com F = -90°,
de gl(-jm), e a curva em vermelho € a curva de resposta em freqiiéncia g1(jw) de gl(s), onde
F=+90°. A superficie-s de Riemann graficada desta forma ¢ a generalizagdo do diagrama

polar do sistema, como apresentado no Capitulo 1, Figura 1.2.1.
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A Figura 2.4.4 mostra uma extensdo maior da mesma superficie-s de Riemann da
Figura 2.4.3, sendo entdo possivel identificar as curvas que atingem maiores magnitudes.
Cabe ressaltar que todo o plano-g(s) esta repleto de curvas-G e curvas-F, mas foram
escolhidos valores para G entre -16 dB e +16 dB, espagados de 2 dB entre eles, e foram

escolhidos para F valores entre 0° e +180°, espagados de +15°, para representar a superficie.
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Imag (g1(s))

+165°
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-8 +6 dB 0 dB ]
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2

4

6

Real ( gl1(s))
Figura 2.4.4. Visdo mais abrangente da superficie-s de Riemann de g1(s).

Na Figura 2.4.3 ¢é possivel ver que a curva de G=+8dB da duas voltas ao
redor da origem. Isto pode ser explicado através da utilizagdo do Teorema de
Cauchy, ou Principio do Argumento [36-41]. Consideremos que seja usado no plano-s um
contorno Iy que percorra no sentido horério uma das curvas de médulo constante de s.
O resultante contorno I'ysy no plano-g(s) ¢ a curva-G correspondente na superficie-s de
Riemann do sistema. Apliquemos o Teorema de Cauchy, e teremos o nimero de

circundamentos da origem que o contorno I'ys correspondente terd.  Assim, como gl(s)
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tem dois polos, em -1 e -2, e um zero, em -3, entdo as curvas-G com G menor que
20 log|-1/ =0dB ndo circundardo a origem, porque uma curva no plano-s com modulo
constante menor que 1 ndo circunda nem os pélos nem o zero. Da mesma forma, curvas-G
com G entre 0 dB e +6,02 dB (= 20 log|-2|) terdo um circundamento da origem; curvas-G
com G entre +6,02dB e +9,54 dB (=20 log|-3|) circundardo duas vezes a origem, e
curvas-G com G maior que +9,54 dB circundardo a origem apenas uma vez. A curva de
G =+8 dB ¢ o resultado de um circundamento no plano-s que envolve os dois polos e nao

envolve o zero, e isto explica as duas voltas ao redor da origem.

2.4.2. Nova Graficagdo, de Magnitudes e Angulos das Curvas-F versus
Magnitudes de s

Apresentamos nesta se¢do a generalizagdo para superficie-s de Riemann da
representagdo de diagrama de Bode. Esta graficag@o apresenta ndo so a curva de resposta em

freqliéncia, com F = +90°, como todas as outras curvas-F.

A Figura 2.4.5 apresenta dois graficos: o primeiro, de magnitudes em decibels do
ganho complexo gl(s), em fun¢do dos modulos das freqiiéncias complexas s que geraram
estes ganhos, e o segundo, de angulos de fase do ganho complexo gl(s) em fun¢do também
dos modulos das freqiiéncias complexas s. Como descrito antes, a informagdo é de dimensdo
quatro, e esta representagdo apresenta apenas trés. Foi retirada a varidvel angulo de fase de s,
restando as outras trés: modulo de s, modulo de gl(s) e angulo de fase de gl(s). Entretanto, a
informagdo de angulo de s ainda aparece de forma implicita quando expressamos nas curvas-F

o valor do angulo de s que gerou a curva.

Na Figura 2.4.5 ¢ possivel identificar em vermelho a curva-F de +90°, correspondente
a resposta em frequi€ncia gl (jo), da mesma forma como descrito no Capitulo 1 e graficado na
Figura 1.3.1. Fica claro na Figura 2.4.5 que todas as curvas-F tém a mesma origem, quando
|s| € muito pequeno, no ponto de +3,52 dB e 0°. Este ponto € o ponto +1,5 do plano-g(s), e
pode ser visto no plano-g(s) da Figura 2.4.3. Ja quando |s| é muito grande, todas as curvas-F
tendem a origem do plano-g(s) numa aproximagdo com divisdo uniforme de angulos: as
curvas-F chegam na origem de todas as dire¢Ges. Esta micro-regido ao redor da origem do

plano-g(s) pode ser considerada como formando uma configuragio de Butterworth.
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2.4.3. Nova Graficagéo, de Magnitudes e Angulos das Curvas-G versus
Angulos de s

Nos graficos abaixo representaremos mais uma vez trés das quatro dimensdes
envolvidas nas superficies-s de Riemann do sistema de controle monovariavel gl(s) usado
como exemplo. A exemplo da generalizagdo do diagrama de Bode apresentada na Sec@o
2.4.2, graficaremos curvas de magnitude em dB e angulo de fase em graus do ganho
complexo gl(s). Mas agora, como as curvas a serem representadas sdo as curvas-G, estas
curvas serdo graficadas em fungdo da variacdo dos angulos da variavel complexa s.

A Figura 2.4.6 apresenta o grafico de magnitudes em dB das curvas-G em fun¢do dos
angulos da variavel s. Variamos s de 0° a +360° para representar completamente a curva
fechada em s representada na Figura 2.4.2. Assim, as curvas-G serdo também curvas fechadas

no plano-g(s).
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Figura 2.4.6. Grdfico das magnitudes em dB das curvas-G da superficie-s
de Riemann de gl(s), em fung¢do da variagdo de dngulo de s.

A informagdo tridimensional se completa na Figura 2.4.7, que apresenta os dngulos de
fase das curvas-G em fun¢do da variagdo de angulo de s.
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Figura 2.4.7. Grdfico dos dngulos de fase em graus das curvas-G da superficie-s
de Riemann de gl(s), em fun¢do da variagdo de dngulo de s.

E importante notar que ha curvas que ndo circundam a origem, permanecendo com
angulos perto de 180°, ha curvas que circundam a origem uma vez, e que estdo representadas
na Figura 2.4.7 da seguinte forma: enquanto arg(s) aumenta de 0° até +180°, estas curvas
(com 0 dB <G <+6,02 dB ou G > 49,54 dB, como descrito anteriormente) variam de 0° até
-180°. A representagdo na figura € truncada, mas ¢ facil imaginar que um ponto em -180°
pode ser representado em +180° por isto significar o mesmo lugar geométrico no plano-g(s).
Assim, quando arg(s) varia desde +180° até +360°, estas curvas variam de +180° até 0°. Ha
outras curvas que ddo duas voltas ao redor da origem (com +6,02 dB < G < +9,54 dB, como
descrito anteriormente). Isto é representado com o dngulo de fase destas curvas variando
desde 0° (para arg(s) = 0°) até -360° (para arg(s) = +180°), e tendo a continuagdo truncada
para +360°, que representa 0 mesmo lugar geométrico que o representado por -360°. Assim,
a continuag¢@o varia desde +360° (para arg(s) = +180°) até 0° (para arg(s) =+360°). Isto
representa uma variagdo total de -720° com duas voltas ao redor da origem, ¢ no sentido

contrario do circundamento feito no plano-s, onde os dngulos variaram desde 0° até +360°.

Fica claro que a representagdo da Figura 2.4.7 ndo ¢ unica. Poderiamos, representar
continuamente cada curva. Isto significaria apenas um trabalho computacional a mais para
separar as curvas de acordo com a classificagio de valores de G.
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2.4.4. Nova Graficagéo, de Superficie-s de Riemann em Diagrama de
Magnitude Logaritmica versus Angulo de Fase

Apresentamos nesta se¢do uma generalizagdo para superficies-s de Riemann do
tradicional diagrama de Nichols, onde a curva de resposta em freqiiéncia g(jo) € graficada em
forma de magnitude g(jo) versus angulo de fase de g(jo). Na verdade, como o grafico
representa de uma forma diferente todo o plano complexo-g(s), entdo tanto as curvas-F
quanto as curvas-G podem ser igualmente representadas. A representagdo da superficie-s de
Riemann do sistema é completa em termos de plano-g(s). O que ndo fica representado sdo
informagdes de variagdo da variavel freqiiéncia complexa s que gerou as curvas de ganho
complexo g(s).

A Figura 2.4.8 mostra esta nova representacdo, onde ficam claros os tragados das
curvas-G em verde e das curvas-F em azul, sendo que a curva-I' em magenta representa
F =-90°, ou seja, g(-jo), € a curva em vermelho representa realmente a curva de resposta em
freqiiéncia g(jo) como graficada no diagrama de Nichols, conforme podemos ver na Figura
1.4.1 do Capitulo 1.

E possivel ver neste grafico algumas situagdes particulares. As curvas-G
principalmente tém seu tragado mostrado de forma mais esclarecedora neste grafico. Por
exemplo, as curvas com G <0 dB giram em torno do ponto com +3,52 dB e 0°, que no
plano-g(s) € o ponto +1,5. Estas curvas ndo circundam a origem, que neste grafico ndo €
realmente representada, situando-se em algum ponto com -0 dB e qualquer angulo. A curva
com 0 dB comeca no grafico com +oo dB e -90°, ¢ acaba com +oo dB e +90°. Isto acontece
porque esta curva-G passa exatamente através do polo em -1, que ¢ um ponto singular de
gl(s) para o qual gl (s)| = co.

As curvas com G entre 0 dB e +6,02 dB descrevem uma varia¢do de angulo de 360°,
0 que representa uma volta ao redor da origem. Note que a curva de G = 6 dB, esta muito
proxima de +6,02 dB, e por isto quase tende ao infinito. De fato, se graficassemos a curva
com G = +6,02 dB, esta tenderia ao infinito como a curva de 0 dB. Isto porque a curva no
plano-s com modulo 2 passa exatamente através do polo de gl(s) em -2.

A curva G = +8 dB varia desde -360° até +360°, descrevendo uma varia¢ao de 720°.
Isto exemplifica o fato das curvas-G entre +6,02 dB e +9,54 dB darem duas voltas ao redor
da origem. Uma curva com G =+9,54 dB deve passar pela origem, porque a curva em s

passa pelo zero em -3.
Finalmente, as curvas-G com G > 49,54 dB circundam apenas uma vez a origem.
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Figura 2.4.8. Generaliza¢do do diagrama de Nichols para superficie-s de
Riemann, com curvas-G e curvas-F, do sistema gl(s).

2.4.5. Novas Representacées para Superficie-s de Riemann, usando
Graficos Tridimensionais

E possivel representar tridimensionalmente qualquer conjunto de trés, das quatro
dimensdes envolvidas nas superficies-s de Riemann de um sistema de controle. Entretanto,
algumas representagdes ndo facilitam muito a nossa compreensdo. Este serd o caso, por
exemplo, se graficarmos tridimensionalmente estas trés variaveis: { real(s), imag(s),
real(g(s)) }, ou entdo substituirmos real(g(s)) por imag(g(s)). Mas algumas representa¢des
facilitam em muito a nossa compreensdo. Ressaltaremos entdo uma representagio que nos
parece bastante esclarecedora: a representagdo da magnitude de s em escala logaritmica, da
magnitude de g(s) em dB e do angulo de fase de g(s) em graus. Esta curva tridimensional

engloba as curvas bidimensionais das Se¢des 2.4.2,2.4.3 e 2.4.4.

Iniciaremos mostrando as curvas-F como graficadas na Secio 2.4.2. Se
representassemos nestas curvas as curvas-QG, elas seriam retas verticais por ndo variarem com
o modulo de s. Isto estd representado na Figura 2.4.9. J4 a Figura 2.4.10 mostra a
representacdo das curvas-F nos graficos das curvas-G representados na Secdo 2.4.3.
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A Figura 2.4.11 mostra finalmente a representagio tridimensional que generaliza as
graficagdes das segdes anteriores. A generalizagdo s6 ndo é completa porque as curvas-G nio
estdo representadas em func¢do dos dngulos de s, como na Sec¢do 2.4.3 e na Figura 2.4.10.
Entretanto, € possivel ter uma boa idéia do comportamento da superficie-s de Riemann do

sistema apenas com a variagdo em magnitude de s.

Na verdade, o grafico da Figura 2.4.11 representa de forma tridimensional os graficos
generalizados de Bode e Nichols. O diagrama generalizado de Nichols ¢ a proje¢do desta
curva tridimensional no plano do fundo a esquerda, onde aparecem apenas as variaveis
arg(gl(s)), em graus, e 20log|g1(s)|, em dB. Ja o diagrama generalizado de Bode tem uma de
suas curvas como resultado da proje¢do da curva tridimensional no plano da direita, com
20log|gl(s)|, em dB, em fungdo do mddulo de s, em escala logaritmica. A outra curva do

diagrama generalizado de Bode ¢ o resultado da proje¢do da curva tridimensional no plano

inferior, onde aparece arg(gl(s)), em graus, em fungdo do médulo logaritmico de s.
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Figura 2.4.11. Generalizag¢do tridimensional dos diagramas de Bode e
Nichols em superficie-s de Riemann do sistema gl(s).
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CAPITULO 3

SUPERFICIES DE RIEMANN EM
SISTEMAS DE CONTROLE MULTIVARIAVEL

Superficies de Riemann [1,11,16,19,24,59.61] foram introduzidas na teoria de
controle multivaridvel por MacFarlane e seus colaboradores nos anos 70 [41-43,55], com o
objetivo de estudar o caso matematico genérico para depois poder compreender 0s casos
particulares complicados, como por exemplo, uma teoria e até uma graficacio que
descrevessem o comportamento do lugar das raizes dos sistemas de controle, comportamento
este tdo conhecido no caso monovariavel, e to surpreendente no caso multivariavel, exigindo
regras totalmente novas [20,23,42,45,51]. Também com o objetivo de chegar ao caso mais
genérico para depois procurar compreender os casos particulares, mostraremos neste capitulo
como podem ser calculadas e graficadas superficies de Riemann de sistemas de controle
multivariavel, representando separadamente ou em conjunto suas folhas, sempre com o
objetivo de tornar a compreenséo tdo facil quanto possivel. As superficies-k de Riemann sdo a
generalizagdo do lugar das raizes, onde k de real positivo passa a ser complexo. As

superficies-s de Riemann sdo a generalizagdo da resposta em freqiiéncia em forma de lugares

caracteristicos, onde s deixa de ser apenas jo para ser qualquer niimero complexo s = o + jo.

O calculo dos cortes das superficies de Riemann mereceu estudo detalhado por causa
da importancia que eles tém nessas superficies como delimitadores das curvas. Além disso, a
representacdo dos cortes na graficagdo convencional das superficies de Riemann é
relativamente simples: basta tragar uma reta de um ponto de ramificagdo a outro, ou entdo
tracar uma reta de um ponto de ramificacdo para o infinito. JA nas novas graficagdes a
representacdo dos cortes acabou tendo um desafio a mais: ndo bastam os pontos do corte na
superficie de Riemann em si — € necessério saber os valores da variavel independente que
geram os pontos do corte. Assim, foi necessario o desenvolvimento de um algoritmo que a
partir de pontos na superficie de Riemann nos levasse aos valores da variavel independente
que geraram estes pontos. Dada uma curva na superficie de Riemann estudada, é entdo
possivel determinar uma ou mais curvas correspondentes no plano da variavel independente.
Este algoritmo se mostrou muito 1til ndo s6 no calculo dos cortes, para o qual foi
desenvolvido, mas também no célculo das margens de estabilidade do sistema ao ser

realimentado, no Capitulo 4.



3.1. SUPERFICIE-K DE RIEMANN E LUGAR DAS RAIZES EM
SISTEMAS DE CONTROLE MULTIVARIAVEL

No caso monovariavel cada ponto s € C do plano-s corresponde a um tnico valor
k € C que o gerou, e as fungdes que descrevem este caso sdo chamadas fungdes analiticas,
pelo fato de serem fungGes racionais em s, analiticas em todo o plano-s, com exce¢do apenas
dos polos da fungdo, que sdo considerados pontos singulares. J4 no caso multivariavel, para
um sistema com m entradas e m saidas, cada ponto s € C do plano-s corresponde a m valores

de ganho complexo k,, k,, ..., k,, que o criaram, sendo entfio necessarias fungdes algébricas

m
para descrever o sistema. Devido ao fato de que m valores distintos de k implicardo no
mesmo ponto no plano-s, o mapeamento de k devera ser feito em m graficos distintos no
plano-s. O conjunto dos m graficos, chamados folhas, formara a superficie-k de Riemann do

sistema.

Uma propriedade importante destas folhas é o fato de que sera escolhido um nimero
determinado de retas, ou no eixo real, ou paralelas ao eixo imaginario, as quais serdo
chamadas de cortes. Estes cortes serdo delimitados por pontos de ramifica¢io (‘branch
points’), e uma curva, seja de dngulo constante ou de ganho constante, ou até uma curva
qualquer podera estar parte em uma folha, parte em outra. A passagem de uma folha para a
outra ¢ feita através de algum corte, que representa uma reta de ligagdo entre o dominio

complexo de uma folha e o de outra.

r(s) f ~u(s) R4S
G(s) >

k.y(s)

k.1

Figura 3.1.1 - Sistema de controle multivariavel realimentado, com planta
G(s) e ganho de realimentagdo K =k-1, o que restringe a
realimentagdo ao escalar k.

A Figura 3.1.1 apresenta a configuragdo de realimentagdo de saida que sera
considerada para os sistemas de controle multivaridvel a serem estudados. Sera estudado
apenas o caso de sistema quadrado, ou seja, com o mesmo nimero m de entradas e saidas.
A matriz de transferéncia de malha fechada é H(s) = [1 + kG(s)]"' G(s). Para achar os pélos de
H(s) na forma de matriz de transferéncia ¢ computacionalmente complexo. Por isto, é usada a
representagdo em espago de estado de H(s). Para chegar até esta, devemos primeiro

representar G(s) em espago de estado:
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X :A nxn B nxm
{x(t) x(t) + Bu(t) AeR™, BeR"™", 3.1.1)

y()=Cx(t) +Dut), CeR™", DeR™",
e onde » ¢ a ordem de G(s), que tem m entradas e m saidas.
A representagdo de H(s) ¢ derivada da Equagdo (3.1.1) e da equagdo de u(t):
u(t)=rt)—-ky(). (31.2)
Substituindo (3.1.2) na equagio de saida em (3.1.1), teremos:

yO)=Cx()+Dr()-kDy(1) ,
€ portanto
(I+kD)y(t)=Cx(t)+Dr(t) .
0 que resulta em:
y(t)=(1+kD)™" Cx(t)+(I+ kD)™ Dr(t). (3.1.3)

Substituindo (3.1.3) em (3.1.2), teremos:

u(t) =r(t)—ky()
=r(®) - k| [(1+ kD)™ CJx®+ [(1+ kD) Dr(v) | (3.1.4)
=[ —k(+xkD)"C | x@®+[ I-k(I+kD)"' D | r(t) .

Ao substituir (3.1.4) na equagdo de estado de (3.1.1), teremos:
it =[ A~kB (I+kD)"'C | x(®+ B[ I-k(1+kD)" D [ r(t). (3.1.5)

Finalmente, juntando as Equagdes (3.1.3) e (3.1.5), teremos a representagio completa

do sistema realimentado H(s) como mostrado na Figura (3.1.1):
A, =A-KkB (I-kD)™' C

com (3.1.6)

{i(t) = A, x(t)+ B, r(t) B, = B[I-k(1+ kD) D]
y®) = Cyx(t) +Dyr(®), o =(I+kD)"'C

D, =(+kD)"'D .

Sendo H(s) como descrito em (3.1.6), entfio, para algum valor especifico de ganho

k=keC os polos s=5 € C do sistema realimentado sio os autovalores da matriz

= =\ . " -
A, :[A—kB (l— kD) C]. Assim, podemos montar a equagdo dos autovalores s=3, e
correspondentes autovetores v=v, € C" de A

A.¥, =[A-kB (1-kD) " cfv, =57, (3.1.7)

Assim, 0s s=5,,i=1, ..., n, sdo as raizes de

defsI- A, ] = det[s1- A+ B (1-kD) ' ] =0, (3.1.8)
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que € a equacdo caracteristica de H(s).

Em linguagem computacional:

5, =eig(A,), i=l...,n, e AH:[A~EB(IFkD) C]. (3.1.9)

No caso particular em que G(s) seja estritamente proprio, ou seja, tenha mais p6los do
que zeros de transmissdo, entdo D =0, ficando o célculo dos autovalores em (3.1.9) mais

simples:

5, =eig(A,). i=1..,n, ¢ A,=[A-kBC]. (3.1.10)

Caso queiramos obter, a partir de um valor s=5 no plano-s que valores
k= E, , i=1,...,m podem geri-lo, entdo deveremos partir da Equagéo (3.1.8) e conseguir
alguma maneira de obter k em fungdo de s. Como nfo se pode isolar k, a Ginica maneira que
encontramos para este fim foi a numérica. Implementamos um algoritmo de aproximagdes

sucessivas que obtém os valores de k a partir de um valor de s.
Se quisermos, entretanto, obter k a partir de s em um sistema estritamente proprio

(D =0), entdo a Equacdo (3.1.8) se reduz a:

det[sI- A, ] = det[sI- A+ kBC] =0 . (3.1.11)

Neste caso, querendo obter k em fungéo de s, poderemos inverter a Equagéo (3.1.11):

det[sI- A+kBC]| = det[kBC—(A-5D)] =0 . (3.1.12)

Assim, obteremos k como autovalor generalizado [44-45] de BCe A =[A-SI]:

k, =eig(A,,BC), i=1,...,m. (3.1.13)

Se obtivermos os valores de s em fungdo de valores que atribuirmos a k, poderemos
obter as curvas da superficie-k de Riemann de G(s). Entretanto, demonstramos acima que
podemos atribuir valores a s e obter valores de k, indo pelo caminho inverso. Isto nos sera
particularmente 1til em duas situagdes. A primeira, neste capitulo, na obtengéo da informagéo
completa dos cortes da superficie-k de Riemann do sistema G(s) estudado: obteremos valores
de k que geraram pontos de corte no plano-s. Esta informacdo € imprescindivel para a
representagdo dos cortes nas novas graficacdes de superficies-k de Riemann que vamos

mostrar.

A segunda situagdo em que sera util obter k a partir de s sera utilizada no Capitulo 4,

e servira para a obtengdo de margens de estabilidade do sistema.
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3.2. METODQ PROPOSTO PARA CALCULO E GRAFICACAO DE
SUPERFICIE-K DE RIEMANN EM SISTEMAS DE CONTROLE
MULTIVARIAVEL

A graficagdo das superficies-k de Riemann de sistemas de controle multivariavel difere
daquela ja descrita para sistemas de controle monovaridavel essencialmente na possibilidade de
uma curva-F poder cruzar com ela mesma no plano-s. Isto pode gerar situa¢des dubias até na
graficacdo do lugar das raizes, que é a curva-F com F = +180°. Exemplo disso foi dado com
o Sistema 2, descrito pela Equagéo 1.2.3, no Capitulo 1, e cujo lugar das raizes esta graficado
na Figura 1.5.6. Um dos ramos do lugar das raizes desse sistema parte para a direita, e depois
volta para a esquerda, encobrindo a si préprio e ao outro ramo. Este mascaramento do lugar
das raizes ndo acontece na graficagdo do lugar das raizes em forma de diagrama de ganho,

como visto na Figura 1.6.7, também no Capitulo 1.

A superficie-k de Riemann de um sistema de controle multivariavel é feita com o uso
de curvas de magnitude constante do ganho k, como as da Figura 2.2.2 do Capitulo 2, e
curvas de angulo de fase constante do ganho k, como as da Figura 2.2.1 do Capitulo 2.
As curvas de magnitude constante no plano complexo-k gerardo no plano-s curvas que
denominamos de curvas-G (em alusdo ao ganho constante da variavel independente k), e as
curvas de angulo de fase constante no plano complexo-k gerardo no plano-s curvas que
denominamos de curvas-F (em alusdo a fase constante da variavel independente k). Como
feito no Capitulo 2, usaremos uma convengdo de cores na qual as curvas-G serdo graficadas
em verde, e as curvas-F serdo graficadas em azul, com excegao das curvas-F com F = £180°, que
serdo graficadas em vermelho por serem o lugar das raizes do sistema, gerado a partir da
curva com arg(k) = 0°, e das curvas-F com F=0° que serdo graficadas em magenta por

serem o lugar das raizes complementar, gerado a partir da curva com arg(k) = £180°.

A determinacdo de cortes em uma superficie-k de Riemann de sistema de controle
multivaridvel serve para que os ramos do lugar das raizes nunca se cruzem, ou mais
genericamente, as curvas-F, de angulos de fase constantes, e as curvas-G, de ganhos
constantes, nunca se cruzem ou passem por cima de si proprias. Uma curva-F ou curva-G, ao
passar por um corte, migra automaticamente de uma folha para outra da superficie-k de
Riemann, evitando os cruzamentos. E claro que teremos que representar a superficie-k de
Riemann com tantas copias de plano-s, ou folhas da superficie-k de Riemann, quantas
necessario. Nosso trabalho se restringe a sistemas quadrados, com m entradas e m saidas.

Neste caso, serdo necessarias m folhas da superficie-k de Riemann.
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Foi desenvolvido um algoritmo, e criada para ele uma fungdo chamada “sepfolha”,
que faz a separagdo de uma curva em segdes. O algoritmo implementado foi aplicado com
sucesso igualmente as curvas-F e as curvas-G. Determinado o corte, a curva é considerada
inicialmente na “Folha 1” da superficie-k de Riemann. Foram utilizados no algoritmo
principios basicos de geometria analitica para determinar a passagem pelo corte. Em havendo
uma passagem pelo corte, significa que a curva passou para a “Folha 2”. Se houver outra
passagem pelo corte, significard a passagem para a “Folha 3, e assim por diante, até no
maximo m folhas. As se¢des pertencentes a folhas diferentes sdo armazenadas em variaveis
diferentes. Sdo geradas também segdes correspondentes da variavel independente k para que
tenhamos a informac@o completa, que é de dimensdo 4, ou seja, partes real e imagindria da

variavel independente k e partes real e imagindria da variavel dependente s.

O célculo dos cortes € feito através da determina¢do dos pontos de ramificacio
(‘branch points’). Se houver um ponto de ramificacdo no eixo real, entdo o corte fica em
cima do préprio eixo real, partindo do ponto de ramificagdo e indo até +oo. Se houver dois
pontos de ramificagdo complexos conjugados, pode-se escolher se haverd um tnico corte
unindo verticalmente estes dois cortes ou havera dois cortes complexos conjugados, cada um
com parte real igual a do ponto de ramificagdo, mas ambos tendendo a se distanciarem, com
parte imagindria tendendo a +oo para o corte superior € -0 para o corte inferior. Ainda, dois
pontos de ramificagdo no eixo real delimitardo um corte entre eles. Nio sdo muitas as
situagdes, ¢ sdo bem explicadas nos textos de MacFarlane e seus colaboradores [41-43,55] e

nos livros matematicos a respeito [1,11,16,19,24,59.61].

Os pontos de ramificacdo que determinam os cortes tém seu célculo feito através da
determinacdo da equagéio caracteristica do sistema, que no caso de G(s) (m x m), ou seja,

com m entradas e m saidas, é:

det[g(s),,~ G(s)] =ay(s)g"(s)+a(s)g" ' (8)+ ... +a,(s)=0, (3.2.1)
onde os coeficientes {a,.(s) ¢ 00 Lo m} sdo fungdes racionais em s.
Se acharmos o maximo denominador comum d(s) dos { g:(8) : =0, L,.... m}, entdo

a equacdo caracteristica pode ser colocada na seguinte forma:

A(g,s)=d(s)-det[g(s)],,— G(s)]

= by(5)2" () +5,()g™ () + ... +b,(5)=0, (3.22)

onde os coeficientes { bis):i=0,1; «, m} sdo polindmios em s. A fungdo de uma variavel
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complexa g(s) definida na Equag¢do (3.2.2) é chamada uma fun¢do algébrica. Assim, G(s) ¢
associada a fun¢ao algébrica g(s), que € a equagdo dos autovalores de G(s).

A partir dos coeficientes {b,.(s): i=0,1, .. m} da fungdo algébrica g(s), podemos
determinar o discriminante D (s) de G(s). Ha dois algoritmos bem estabelecidos para este
calculo. Um, de Barnett [2], e o outro de Sansone e Gerretsen [59]. Utilizamos este tltimo,

que esta transcrito no Apéndice 1.

Finalmente, os pontos de ramifica¢fo sio as raizes de
D,(s)=0. (3.2.3)

Tragaremos adiante nesta se¢do as superficies-k de Riemann do Sistema 2, descrito no
Capitulo 1 pela Equagéo (1.2.3). Para este sistema, a Equagdo (3.2.1) fica:
(2s-3)

S 1 .
detlg®1,~ GOl =18°O) - 155 e * O ampGanierr 0 29

e 0 denominador comum dos {ai 5): =001 s m} é:
d(s)=(1,25)*(s+1)*(s+ 2). (3.2.5)

Assim, a equagdo caracteristica pode ser colocada na forma da Equagio (3.2.2):

A(g.s) =[(1.25)2(s+ 1)(s+2)] g2(s) +[-1,25(25-3)| g(s5)+1=0,  (3.2.6)

e o discriminante, calculado através do algoritmo mostrado no Apéndice 1, fica:
Dg(s)=(1,25)2(—24s+1)=0 \ (3.2.7)
cuja raiz ¢ o ponto de ramificacio:
s=+L:+(},O4]67 . (3.2.8)
24
Pode-se provar [09] que existe outro ponto de ramifica¢cdo em:
s =+ 0. (3.2.9)

O corte no plano-s fica entéio no intervalo [+1/24 ; +o).
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3.2.1. Grafica¢ao Usual de Superficie-k de Riemann no Plano-s

Antes de mostrarmos a grafica¢do usual de superficie-k de Riemann com suas folhas,
mostraremos como fica o plano-s se colocarmos a superficie-k completa, sem efetuar os
cortes. A Figura 3.2.1 mostra exatamente isto para o Sistema 2, ¢ como se pode ver, ¢ dificil
até mesmo identificar as curvas, porque elas se sobrepdem. As Figuras 3.2.2 e 3.2.3 mostram
a graficagdo usual desta superficie. Elas mostram a folha 1 e a folha 2, respectivamente.
O corte aparece em ambas as folhas em preto, se estendendo no eixo real desde
s =+(1/24) = 0,04167 até s—oo, que sdo os pontos de ramificagdo. As curvas-G e curvas-F
que atingem o corte na folha 1 tém sua continuidade na folha 2.

Com o conjunto das duas folhas desta superficie de Riemann, é possivel identificar a
trajetoria do lugar das raizes do Sistema 2, cujos ramos sdo as curvas-F com F = +180°, em
vermelho nos gréficos. O ramo que parte do polo em -2 segue para a esquerda, tendendo
assintoticamente para -0. Ji 0 ramo que parte do pélo em -1 segue inicialmente para a direita,
alcangando o corte no ponto de ramificagéio s = +(1/24). Neste ponto acontece a passagem da
folha 1 para a folha 2. J4 na folha 2, 0 ramo volta para a direita, tendendo assintoticamente

para -, como 0 outro ramo.
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Figura 3.2.1. Graficagdo da superficie-k de Riemann completa do
Sistema 2, sem mostrar cortes nem distinguir folhas.
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Figura 3.2.2. Folha 1 da superficie-k de Riemann do Sistema 2. As curvas-G e
curvas-I que atingem o corte terdo continuidade na folha 2.
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Figura 3.2.3. Folha 2 da superficie-k de Riemann do Sistema 2. As curvas que
atingiram o corte na folha 1 tém continuidade nesta folha.
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3.2.2. Nova Graficagao, de Magnitudes e Angulos das Curvas-F versus
Magnitudes de k

A Figura 3.2.4, abaixo, mostra a nova graficagio, que € a generalizacdo dos

diagramas de ganho para todas as curvas-F da superficie-k de Riemann do Sistema 2.
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Figura 3.2.4. Magnitudes e dngulos das curvas-F' da superficie-k de
Riemann do Sistema 2, em fung¢do da magnitude do ganho k.
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Uma vez determinada a localizagio do tnico corte existente na superficie-k de
Riemann do Sistema 2, e sendo este um sistema estritamente proprio (D =0), entdo foi
utilizada a férmula da Equagdo 3.1.13 para determinar os valores de k que geram pontos de s
no corte. O resultado est4 apresentado na Figura 3.2.5, salientando que para cada ponto s=5§
no plano-s sdo gerados dois autovalores generalizados k, e k, no plano-k, mas como o corte
no plano-s € no eixo real, ou seja, neste caso s € R, entdo E] = E; e C, ou seja, os dois
valores gerados de k sdo complexos conjugados.

Podemos ver na Figura 3.2.5 que existe um valor de k no eixo real nesta curva.
Na verdade, este valor, que é k =+1,8124, faz com que um dos ramos do lugar das raizes

( arg(k) = 0°, e portanto F = £180° ) chegue ao corte em s = +(1/24).

20 ! T T T ! ! T

Imag(k)

| i i i
-35 -30 -25 -20 -15 10 -5 0 5
Real(k)
Figura 3.2.5. Curva no plano complexo-k responscdvel por pontos no corte
da superficie-k de Riemann do Sistema 2.

P N

A Figura 3.2.6 mostra em preto a curva do corte no diagrama das curvas-F. Optamos
por representar as curvas de dngulos de fase todas partindo de +180° para que as curvas nao
se entrelagassem. Assim, ¢ possivel identificar tanto nas curvas de magnitude quanto nas de
angulos de fase regides delimitadas pela representagdo do corte pertencentes a folha 1 ou a
folha 2 da superficie-k de Riemann. No diagrama de magnitudes em dB vemos que apenas

algumas curvas passam pelo corte. Com valores pequenos de ganho k todas as curvas estao
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na folha 1. Quando o ganho aumenta e fica acima de |k |=1,8124, que € o primeiro ponto

de k formador do corte, algumas curvas passam por este indo para a folha 2.
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Figura 3.2.6. Diagrama da Figura 3.2.4 mostrando a representacdo do
corte. A curva de dngulos de fase foi modificada para que as

curvas ndo se entrelagassem, facilitando a identificacdo das
Jolhas por regido.




A Figura 3.2.7 mostra separadamente a folha 1 das curvas-F da superficie-k de Riemann
do Sistema 2. O ramo do lugar das raizes (em vermelho) que parte de 6,02 dB e 180°, ou seja, -2
no plano-s, tende ao infinito. O outro, que parte de 0 dB e 180°, ou seja, -1 no plano-s, passa por

zero em k = 1,25 e atravessa o corte em k = 1,8124.
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Figura 3.2.7. Folha 1 das curvas-F da superficie-k de Riemann do
Sistema 2. Podemos ver que apenas a metade das curvas passa
através do corte, ou seja, passa da folha I para a folha 2.
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A Figura 3.2.8 mostra separadamente a folha 2 das curvas-F da superficie-k de Riemann
do Sistema 2. O ramo do lugar das raizes (em vermelho) que passa por zero na folha 1, ao chegar
na folha 2 diminui novamente, passando novamente pela origem em k=2.,5. Depois, tende

assintoticamente ao infinito com 180° da mesma forma que o ramo que permanece na folha 1.
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Figura 3.2.8. Folha 2 das curvas-F' da superficie-k de Riemann do
Sistema 2. Metade das curvas passa através do corte na Figura
3.2.7, passando da folha I para a folha 2, aqui representada.
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3.2.3. Nova Graficagéo, de Magnitudes e Angulos das Curvas-G versus
Angulos de k

A Figura 3.2.9, abaixo, mostra uma nova graficagfio para as curvas-G da superficie-k
de Riemann do Sistema 2. A figura mostra a localizagdo do corte, em preto. Este foi obtido a

partir das informagdes de s, mas também dos respectivos valores de k na Figura 3.2.5.
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Figura 3.2.9. Magnitudes e dngulos da curvas-G da superficie-k de
Riemann do Sistema 2, em fungdo das fases do ganho k.
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A Figura 3.2.10 mostra separadamente a folha 1 das curvas-G da superficie-k de
Riemann do Sistema 2. Apenas as curvas com valores maiores de G atravessam o corte.
As outras ndo tocam nele. Devemos, ¢ claro, olhar os dois diagramas: magnitude e fase de s

em fungdo dos dngulos de k, para enxergar isto.
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Figura 3.2.10. F'olha 1 das curvas-G da superficie-k de Riemann do Sistema 2.
As curvas-G com G entre +8 dB e +24 dB mudam de folha.
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A Figura 3.2.11 mostra separadamente a folha 2 das curvas-G da superficie-k de
Riemann do Sistema 2. Apenas curvas-G com valores de G maiores que 20 log | 1.8124 | =
15,165 dB ¢ que cruzam o corte, entrando na folha 2. Isto porque o valor 1,8124 ¢ o menor

valor de | k | capaz de gerar algum s no corte como mostra a curva da Figura 3.2.5.
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Figura 3.2.11. Iolha 2 das curvas-G da superficie-k de Riemann do Sistema 2.
Apenas as curvas-G com G > +5,165 passam para esta folha.
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3.2.4. Nova Graficagao, de Superficie-k de Riemann em Diagrama de
Magnitude Logaritmica versus Angulo de Fase

Apresentamos aqui para o caso multivaridvel, através do exemplo do Sistema 2, a
mesma representagdo que ja foi apresentada para o caso monovariavel no Capitulo 2, Secdo
2.2.4. La como aqui, a nova graficagdo consiste em uma representagio diferente do plano-s.
Ao invés de termos como eixos as partes real e imaginaria da varidvel complexa s, teremos
como eixos a magnitude em dB e o angulo de fase em graus da variavel complexa s. Como
salientado no Capitulo 2, esta nova graficagdo do plano-s é semelhante aquela de Nichols

para o plano-G(s) da resposta em freqiiéncia.

A Figura 3.2.12 exemplifica esta nova graficagiio para o Sistema 2. Fica aparente no
exemplo uma vantagem desta graficagio sobre a tradicional. Apesar de estar representada
essencialmente a mesma informag@o bidimensional contida no plano complexo-s, na nova
graficag@o, como vemos na Figura 3.2.12 pode-se evitar o cruzamento das curvas, podendo-
se entdo ver as duas folhas da superficie-k de Riemann sem os equivocos provocados pela
graficacdo equivalente apresentada na Figura 3.2.1. A representagdo tradicional tem que
necessariamente apresentar as duas folhas da superficie-k de Riemann em graficos separados,

como os das Figuras 3.2.2 e 3.2.3.
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Figura 3.2.12. Nova  representagdo da superficie-k de Riemann para o
Sistema 2. As duas folhas sdo representadas no mesmo grdfico.
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Podemos, € claro, separar as duas folhas da superficie-k de Riemann do Sistema 2 em

graficos diferentes. A Figura 3.2.13 mostra a folha 1 e a Figura 3.2.14 mostra a folha 2.
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Figura 3.2.13. Folha 1 da superficie-k de Riemann do Sistema 2. Pode-se ver
os ramos dos lugares das raizes em vermelho.
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Figura 3.2.14. Folha 2 da superficie-k de Riemann do Sistema 2. Um dos ramos
do lugar das raizes comeg¢a na folha 1 e continua na folha 2.
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Podemos ver nas Figuras 3.2.12 e 3.2.13, na folha 1 da superficie-k de Riemann do
Sistema 2, a representagido dos polos com um “xis” em vermelho. Podemos também ver, nas
Figuras 3.2.12 a 3.2.14, os ramos dos lugares das raizes do sistema, representados em
vermelho. Assim, se quisermos, ao invés de representar toda a superficie-k de Riemann,
podemos representar o lugar das raizes do sistema através desta nova grafica¢do. Nas figuras
podemos identificar claramente os dois ramos do lugar das raizes do Sistema 2. O primeiro,
partindo do polo em +6,02 dB ¢ 180° ou seja, s =-2, vai para o infinito com 0s mesmos
180°, sem varia¢do de dngulo. O outro ramo, parte com 180° de 0 dB, ou seja, s = -1, diminui
sua magnitude passando pela origem do plano-s em -0 dB (ndo representado no grafico),
depois volta a aumentar sua magnitude, mas com 0°, ou seja, ja estando a direita da origem
do plano-s. Ao atingir o corte (que esta representado em preto com 0° e 360°), com 0° e
+5,165 dB, o ramo passa da folha 1, Figura 3.2.13, para a folha 2, Figura 3.2.14. Na folha 2,
o ramo diminui de magnitude, passando novamente pela origem, e variando de 0° para £180°.

Na Figura 3.2.14 o ramo reaparece com -180° para ndo haver superposi¢do de curvas.

3.2.5. Novas Representag¢oes para Superficie-k de Riemann, usando
Graficos Tridimensionais

Lembramos novamente que a informagédo completa das superficies-k de Riemann tem
quatro dimensdes: duas da varidvel independente ganho complexo k, e duas da varidvel
dependente freqiiéncia complexa s. Assim, cada grafico bidimensional que fizemos mostrou
duas e omitiu outras duas das dimensdes envolvidas.

As representacdes bidimensionais duplas, ou seja, com dois graficos bidimensionais,
garantem a representagdo de trés dimensdes, mas fica ainda faltando uma. E claro que
juntando mais graficos bidimensionais, poderiamos representar a dimensdo que ainda falta.
Poderiamos ainda representar as quatro dimensdes envolvidas na forma de dois graficos
tridimensionais. E claro que os graficos tridimensionais ndo nos ddo muita precisdo, mas para
que possamos melhor compreender as superficies-k de Riemann, esta seria uma saida.

Na representagéo tridimensional das superficies-k de Riemann, optamos por mostrar
as duas dimensdes da variavel complexa s em fung¢do de apenas uma dimensdo da variavel
complexa k: a magnitude. A Figura 3.2.15 mostra para o Sistema 2 a superficie-k de Riemann

no plano-s, com parte real e parte complexa de s em fungdo da magnitude do ganho k,
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expressa no grafico em forma de logaritmo de |k|[. A proje¢do deste grafico no plano-s,
omitindo a dimensio de k, nos leva ao grafico da Figura 3.2.1, com a tGnica diferenca de que
no grafico abaixo o corte estd representado, em preto. A Figura 3.2.16 mostra a
representagio da folha 1 da superficie-k de Riemann no grafico tridimensional, e a Figura
3.2.17 mostra a representagio da folha 2 da mesma superficie em fungéo da magnitude

logaritmica de k.
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Figura 3.2.15. Representagdo tridimensional da superficie-k de Riemann do
Sistema 2, com o plano-s em fungdo de log | k |.

Outra graficagio tridimensional possivel ¢ a graficagfio conjunta dos dois graficos
apresentados na Sec¢dio 3.2.3, graficando tanto as curvas-G 14 representadas quanto as
curvas-F. A Figura 3.2.18 mostra os mesmos gréficos das curvas-G do Sistema 2
apresentadas na Figura 3.2.9 da Segdo 3.2.3, mas mostrando os planos onde ficariam
representadas as curvas-F nestes graficos. A partir desta figura ¢ possivel imaginar um grafico
tridimensional com magnitude de s em dB e angulo de fase de s em fungdo do dngulo de fase
de k.
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Figura 3.2.16. Folha 1 da superficie-k de Riemann do Sistema 2 em Sfungdo
delog |k |.
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Figura 3.2.18. Retas verticais indicando a localizagdo das curvas-F nos
grdficos das curvas-G da Figura3.2.9.

E possivel também a graficacdo conjunta dos dois graficos apresentados na Sec¢do
3.2.2, graficando tanto as curvas-F 1a representadas quanto as curvas-G. A Figura 3.2.19
mostra 0os mesmos graficos das curvas-F do Sistema 2 apresentadas na Figura 3.2.6 da Segdo
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3.2.2, mas mostrando os planos onde ficariam representadas as curvas-G nestes graficos.
A partir desta figura ¢ possivel imaginar um grafico tridimensional com magnitude de s em dB

e angulo de fase de s em fungdo do modulo de k.
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A representacéo tridimensional dos graficos da Figura 3.2.19 esta graficada na Figura
3.2.20, abaixo. Nela € possivel distinguir que a magnitude de s em dB estd no eixo vertical, o
angulo de fase de s em graus esta no eixo horizontal da direita, e a magnitude logaritmica de
k estd no eixo horizontal da esquerda. Assim, o primeiro grafico da Figura 3.2.19 ¢é a
proje¢do do grafico da Figura 3.2.20 no plano que suprime o angulo de fase de s. Ja o
segundo grafico da Figura 3.2.19 é a projeg¢dio do grafico da Figura 3.2.20 no plano que
suprime a magnitude de s em dB. Finalmente, a projecéo do grafico da Figura 3.2.20 no plano
que suprime a variagdo de magnitude de k, entdo teremos o grifico da Figura 3.2.12, da
Secao 3.2.4.

A representag@o da Figura 3.2.20 contém essencialmente a mesma informagio que a
da Figura 3.2.15. Entretanto, ha muito mais clareza na identifica¢do das curvas e da superficie
tridimensional que se forma ao representarmos a superficie-k de Riemann desta forma.
Ha também a vantagem de identificar a continuidade das curvas nas duas folhas, sem

equivocos. A Figura 3.2.21 mostra a folha 1 ¢ a Figura 3.2.22 mostra a folha 2.
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Figura 3.2.20. Representacdo tridimensional da superficie-k de Riemann do
Sistema 2, juntando em um so os dois grdficos bidimensionais
apresentados na Figura 3.2.6, Se¢do 3.2.2.
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Figura 3.2.21. Folha 1 do grdfico tridimensional da superficie-k de Riemann
do Sistema 2 apresentada na Figura 3.2.20.
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do Sistema 2 apresentada na Figura 3.2.20.
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3.3. SUPERFICIE-S DE RIEMANN E LUGARES QARACTERiS TICOS
EM SISTEMAS DE CONTROLE MULTIVARIAVEL

A superficie-s de Riemann de um sistema de controle multivaridvel ¢ calculada através
do mapeamento conforme do plano complexo-s no plano complexo-G(s), onde ao invés de
serem colocados os valores da matriz de transferéncia G(s) do sistema, sdo colocados os
valores dos autovalores de G(s). Assim, a superficie-s de Riemann no caso multivariavel € a
generalizagiio dos lugares caracteristicos do sistema, que sdo os autovalores de G(s) quando
s = jm, e representam a resposta em freqgiiéncia do sistema. Chamaremos de g(s) estes lugares

caracteristicos generalizados para qualquer s € C.

No caso monovaridvel cada ponto § € C do plano-s gerara um unico valor g(s) € C,
e as fungdes que descrevem este caso sdo chamadas funcgbes analiticas. Ja no caso
multivariavel, para um sistema G(s) com m entradas e m saidas, cada ponto S € C do plano-s
vai gerar m valores complexos g, = g,(35) = eig,[G(5)] a serem graficados no plano-G(s):
2,2, ..., 8, SAo entdo necessarias fungdes algébricas para descrever o sistema. Da
mesma forma como descrito para as superficies-k de Riemann, sdo necessérias m folhas do
plano complexo-G(s) para formar a superficie-s de Riemann. Novamente também, a passagem
de uma curva de uma folha para outra ¢ feita através do corte, e este ¢ delimitado pelos
pontos de ramificagio, que serdo calculados para as superficie-s de Riemann na proxima

se¢do.

Usando as matrizes da representagdo de estado G(s)= C(sI- A)"' B+ D, para cada
valor s € C, os m autovalores g=g,i=1,2, ..., m de G(s) sdo raizes da seguinte

equacio:

det[gI- G(s)] = det[gl- C(5I- A)' B-D] =0 . (3.3.1)

Através da equacdo acima, podemos obter os autovalores g.(s), i=1, 2, ... , m da
matriz de transferéncia G(s). Entretanto nos cortes da superficie-s de Riemann o que temos
sdo os valores de g(s), e para podermos representar os cortes nas novas graficagdes €
necessario obter os valores de s que geraram os cortes. Ndo podendo isolar em (3.3.1) a
variavel s =5 em fungdo de g, restam-nos métodos numéricos. Implementamos um algoritmo
usando aproximagdes sucessivas para este fim. O algoritmo foi testado e utilizado com
SUCESSO.
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3.4. METODQ PROPOSTO PARA CALCULO E GRAFICACAO DE
SUPERFICIE-S DE RIEMANN EM SIS TEMAS DE CONTROLE
MULTIVARIAVEL

A superficie-s de Riemann de um sistema de controle multivariavel € feita com o uso
de curvas de magnitude constante da freqiiéncia complexa s, como as da Figura 2.4.2 do
Capitulo 2, e curvas de angulo de fase constante da freqiiéncia complexa s, como as da Figura
2.4.1 do Capitulo 2. As curvas de magnitude constante no plano complexo-s gerardo no
plano-G(s) curvas de autovalores g(s) que denominamos de curvas-G (em alusdo a ganho
constante da variavel independente s), e as curvas de 4ngulo de fase constante no plano
complexo-s gerardo no plano-G(s) curvas de autovalores g(s) que denominamos de curvas-F
(com alusio a fase constante da variavel independente k). Como no Capitulo 2, usaremos a
convengdo de cores na qual as curvas-G serdo graficadas em verde, e as curvas-F serdo
graficadas em azul, com exce¢do das curvas-F com F=+90° que serdo graficadas em
vermelho por serem os lugares caracteristicos g(s) = g(jo) do sistema, gerados a partir da
curva de s =+, com arg(s) = +90°, e das curvas-F com F =-90°, que serao graficadas em
magenta por serem os complexos conjugados conj[g(jo)| = g(-jo) dos lugares caracteristicos,

gerados a partir da curva de s = -jo, com arg(s) = -90°.

Uma curva-F ou curva-G de superficie-s de Riemann de um sistema de controle
multivaridvel, ao passar por um corte, migra automaticamente de uma folha para outra da
superficie-s de Riemann, da mesma forma como ja descrito na Se¢do 3.2 para as superficies-k
de Riemann. Assim, a superficie-s de Riemann de um sistema G(s) (m x m), ou seja, com m
entradas e m saidas, tera m copias do plano-G(s), que sdo chamadas folhas da superficie de

Riemann.

Foi utilizado para gerar as folhas da superficie-s de Riemann o mesmo algoritmo de
separacdo de se¢des das curvas-G e curvas-F que foi utilizado para gerar as folhas da
superficie-k de Riemann, como descrito na Segdo 3.2. O algoritmo usado foi colocado na
fun¢do “sepfolha”. Se¢des de curvas-G e curvas-F pertencentes a folhas diferentes da
superficie-s de Riemann, assim como as segdes correspondentes das curvas da variavel
independente s, sdo separadas pela fun¢do em variaveis diferentes. Desta forma ¢ possivel
graficar independentemente tanto as folhas da superficie-s de Riemann quanto os valores de s
que geraram estas folhas. Para usar a fun¢fo € necessario saber a localizagdo do(s) corte(s)
no plano-G(s).
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O calculo dos cortes na superficie-s de Riemann de um sistema de controle
multivariavel é feito através da determinago dos pontos de ramificagéio (‘branch points’),
de maneira semelhante aquela descrita na Se¢éio 3.2 para as superficies-k de Riemann. Os
pontos de ramifica¢do da superficie-s de Riemann sdo calculados através da determinacdo da
equacio caracteristica do sistema, a mesma que foi utilizada para as superficies-k de
Riemann. A diferenca estara nas variaveis. Para superficie-k de Riemann obtivemos a equagao
caracteristica como um polindmio em g(s) e com coeficientes polinomiais em s. Inverteremos
a situacdo das varidveis g(s) e s para a superficie-s de Riemann. Assim, a equacgio

caracteristica sera expressa como um polindmio em s ¢ com coeficientes polinomiais em

2(s).
A equacdo a seguir descreve a equagdo caracteristica como polindmio em 2(s):
det[g(s)],,— G(s)] = a,(5)g"(s)+a,(s)g" () + ... +a,(s)=0, (3.4.1)
onde os coeficientes {af.(s) 1720, 1, m} sdo fung¢Bes racionais em s.
Se acharmos 0 maximo denominador comum d(s) dos {a; @ i=k Zows m} , entdo

a equacio caracteristica pode ser colocada na seguinte forma:

A(g,s) = d(s)- det[g(s) ], - G(s)]

m m-1 (34.2)
:bO(S)g (S)+b](5)g (S)+ +bm(s)=0

onde os coeficientes {b,-(s) :i=0, 1, ..., m} sdo polindmios em s.

Podemos reescrever a equacio caracteristica de G(s) expressa em (3.4.2) assim:
V(s,8) = A(g,5) = ¢,(8)s"+¢,(@)s" '+ ... +¢,(8)=0 (3.4.2)

onde os coeficientes {c, (:i=0,1, .., n} s30 polindmios em g = g(s).

A partir dos coeficientes {c;-(g) =y &5 s n} da fungdo algébrica V(s,g), podemos
determinar o discriminante D (g) de G(s). Utilizamos o algoritmo de Sansone e Gerretsen

[59], mostrado no Apéndice 1, para a determinagdo deste discriminante.
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Finalmente, os pontos de ramificacio da superficie-s de Riemann sdo as raizes de

D.(g)=0. (3.4.3)
Tragaremos adiante nesta sec¢ao as superficies-s de Riemann do Sistema 2, descrito no

Capitulo 1 pela Equacido (1.2.3). Para este sistema, a Equacdo (3.4.2) ja foi descrita em

(3.2.6), na Sec¢ao 3.2, que € reescrita abaixo:

A(g.s) =[(1.25)%(s+ 1)(s+ 2)) g*(s) +[-1,25(25-3)] g(s) + 1= 0

; (3.4.4)
=[1,5625 5%+ 4,6875s+3,125] g?(s) + [-2,55 + 3,75 g(s) +1=0..
A partir da equacdo acima, podemos rapidamente chegar a V(s, g):
V(s,g) = [1,5625 %] s>+ [4.6875 27— 2.5 ¢ s+[3,125 g%+ 3,75g+1] = 0 (3.4.5)
e o discriminante, calculado através do algoritmo mostrado no Apéndice 1, fica:
D (g)=(1,25’°(1.25g-24)g’ =0, (3.4.6)
cujas raizes sdo os pontos de ramificacdo da superficie-s de Riemann:
{g=0; g=0; g=0; g=192}. (3.4.7)

Assim, a superficie-s de Riemann do Sistema 2 tem um corte no plano-G(s), e ele fica

no intervalo [ 0 ; +19,2 ].
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3.4.1. Graficacdo Usual de Superficie-s de Riemann no Plano-G(s)

A superficie-s de Riemann de um sistema de controle multivaridvel com m entradas e
m saidas compreende m copias de plano complexo-G(s), onde sdo graficadas as curvas-G e
curvas-F. Estas sio determinadas a partir da freqiiéncia complexa s. As curvas de s da Figura
2.4.1 do Capitulo 2 geram as curvas-F, e as curvas de s da Figura 2.4.2 geram as curvas-G.
No plano-G(s) sdo graficados os autovalores g(s), i =1, ..., m, da matriz de transferéncia
G(s).

A Figura 3.4.1 mostra as curvas-G e curvas-F do Sistema 2, que tem 2 entradas e
duas saidas, tendo portanto duas folhas na superficie-s de Riemann. O célculo do corte foi
descrito anteriormente, e ¢ delimitado pelos pontos de ramifica¢do 0 e +19,2. Na Figura 3.4.1
0 corte aparece em preto, € € possivel ver que tanto curvas-G quanto curvas-F o atravessam.
As curvas em vermelho sdo os lugares caracteristicos g(jo) do sistema, como mostrados na
Figura 1.2.11 do Capitulo 1. A Figura 3.4.2 mostra a folha 1 ¢ a Figura 3.4.3 mostra a folha 2
da superficie-s de Riemann do Sistema 2, como graficada tradicionalmente. As curvas-G e

curvas-F que chegam no corte na folha 1 continuam sua trajetéria na folha 2.

0.5k

\1aLInn

Imag [G(s)]

) \\,4_

f_a‘ b --"'/. \\ 1 I \u\ i
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
Real [G(s)]
Figura 3.4.1. Superficie-s de Riemann do Sistema 2, com as folhas 1 e 2
sobrepostas.
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Figura 3.4.3. Folha 2 da superficie-s de Riemann do Sistema 2.
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3.4.2. Nova Graficagao, de Magnitudes e Angulos das Curvas-F versus
Magnitudes de s

As Figuras 3.4.4 ¢ 3.4.5 mostram as curvas-F do Sistema 2 na forma de
magnitudes em dB e 4ngulos de fase em graus versus magnitude de s em rad/s, em
escala logaritmica. Esta é a generalizagdo do diagrama de Bode do sistema, como se
pode ver na Figura 1.3.6 do Capitulo 1, onde apenas os lugares caracteristicos foram
graficados. A Figura 3.4.6 ¢ a repetigdo da Figura 3.4.5, mas com os angulos de fase
de algumas curvas-F rotacionados em 360°, o que no plano-G(s) ndo representa
mudanca de lugar geométrico. Entretanto, a graficagdo da Figura 3.4.6 permite uma
melhor visualizagdo das curvas, sem as sobreposi¢cdes existentes na Figura 3.4.5.
Assim, podemos identificar claramente no conjunto das Figura 3.4.4 ¢ 3.4.6 as
regides pertencentes & folha 1, antes das curvas-F passarem pelo corte, e as regides
pertencentes a folha 2, depois de passarem por ele, 2 medida que cresce a magnitude

de s.

Curvas-F

40

20

20 log |G(s)],
o
|

|

(-]

o
T

40

-60 P P et it el e ¥ gegrpy] fopempey el PR |

10° 107 10 10° 10 10 10°
Is|, rad/s

Figura 3.4.4. Grdfico das magnitudes em dB das curvas-F da superficie-s de
Riemann do Sistema 2, em fung¢do de | s |, em rads.
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Figura 3.4.5. Grdfico dos dngulos de fase em graus das curvas-I' da super-

ficie-s de Riemann do Sistema 2, em fungdo de | s |, em rad/s.
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Figura 3.4.6. Grdfico dos dngulos de fase das curvas-F, com mais clareza

nas curvas, sem as sobreposicdes existentes na Figura 3.4.5.
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O corte esta representado em preto nas Figuras 3.4.4 a 3.4.6, e foi calculado como ja
descrito na Segdo 3.3: foram determinados os pontos do plano-s responsaveis por pontos no corte
no plano-G(s). As curvas dos pontos no plano-s responsaveis pelo corte no plano-G(s) sdo
mostradas na Figura 3.4.7. Uma vez que o corte no plano-G(s) estd no eixo real, a cada ponto do
corte sdo gerados dois pontos complexos conjugados no plano-s, gerando duas curvas complexas
conjugadas, simétricas em relagfo ao eixo real. O ponto s =-1,4583 é o Unico ponto no préprio
eixo real do plano-s, e corresponde ao ponto de ramificagdo +19,2 no plano-G(s). O outro ponto

de ramifica¢@o no plano-G(s) € a origem, que ¢ alcangada com | s | — 0.

100 —— , f ,

Imag(s)

60| _
80} |
-100 i i I i
0 50 100 150
Real(s)

Figura 3.4.7. Curvas no plano-s responsdaveis pelo corte no plano-G(s). O
menor valor de | s | estd no semi-eixo real negativo: -1,4583.

As Figuras 3.4.8 e 3.4.9 mostram as curvas-F das Figuras 3.4.4 € 3.4.6 na folha 1 da
superficie-s de Riemann do Sistema 2, e as Figuras 3.4.10 e 3.4.11 mostram as curvas-F na
folha 2. Assim, temos a nog¢fo exata dos trechos das curvas-F que pertencem a cada uma das

folhas da superficie-s de Riemann do sistema.

Se quiséssemos representar as curvas-G nos graficos aqui apresentados, elas
apareceriam em forma de retas verticais no valor de magnitude de s correspondente. Assim, a

curva com G = -20 dB seria uma vertical em | s | = 0,01 rad/s, e assim por diante.
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Figura 3.4.8. Magnitudes em dB das curvas-I da superficie-s de Riemann
na folha 1.
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Figura 3.4.9. Angulos de fase em graus das curvas-F da superficie-s de
Riemann na folha 1, de acordo com a Figura 3.4.6.
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Figura 3.4.10. Magnitudes em dB das curvas-I da superficie-s de Riemann

na folha 2.
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Figura 3.4.11. Angulos de fase em graus das curvas-I' da superficie-s de
Riemann na folha 2, de acordo com a Figura 3.4.6.
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3.4.3. Nova Graficagao, de Magnitudes e Angulos das Curvas-G versus
Angulos de s

A Figura 3.4.12 mostra a graficagdo das curvas-G da superficie-s de Riemann do
Sistema 2, em forma de magnitudes em dB e Angulos de fase em graus, em fungdo do angulo
de fase de s em graus. Nela podemos ver trés conjuntos distintos de curvas. Num primeiro
conjunto, que poderiamos chamar de dominante no grafico, as curvas percorrem um total de
540° nos valores de arg(s). Destas curvas, algumas ndo circundam a origem no plano-G(s),
outras ddo uma volta ao redor da origem e outras ddo duas voltas. H4 ainda dois outros
conjuntos pequenos de curvas que sO aparecem com arg(s) entre 0° e 360°. Estes dois
conjuntos s6 dio uma volta ao redor da origem no plano-G(s). Um deles pode ser
identificado com magnitudes em torno de -2dB e o outro com magnitudes em torno de
-8 dB. Podemos identifica-las na folha 1 da graficagdio tradicional da superficie-s de Riemann
da Figura 3.4.2, como sendo as curvas-G que circundam o ponto -0.8 (=-1,94 dB), que sao
as curvas com aproximadamente -2 dB, e as curvas-G que circundam o ponto -0.4
(= -7,96 dB), que sdo as curvas com aproximadamente -8 dB. Estas curvas ndo déo nenhuma

volta no plano-G(s).

A Figura 3.4.13 mostra em detalhe o conjunto de curvas-G que circunda o ponto -0,8
no plano-G(s), e a Figura 3.4.14 mostra em detalhe o conjunto que circunda o ponto -0,4 no
plano-G(s). Estes dois conjuntos tém G muito pequeno e pertencem a folha 1 da superficie-s

de Riemann, como pode ser verificado na Figura 3.4.3.

A Figura 3.4.15 mostra o conjunto dominante de curvas da Figura 3.4.12. Todas estas
curvas s se fecham depois de terem percorrido 720° no &ngulo de s. O corte nesta figura foi
calculado a partir das informagdes em G(s) e em s, usando os valores da Figura 3.4.7. Nem
todas as curvas-G atravessam o corte, que esta representado em preto na Figura 3.4.15.
Podemos identificar neste grupo as curvas com G < 0 dB, que ndo circundam a origem. Estas
curvas nio passam pelo corte, pertencendo inteiramente a folha 1. A curva com G =0dB tem
sua magnitude tendendo ao infinito, e o dngulo de fase sofre uma descontinuidade, passando
abruptamente de +90° para -90°. Esta curva também néo passa pelo corte, pertencendo sé a
folha 1. A curva com G =+4 dB da uma volta ao redor da origem. Esta passa pelo corte,
pertencendo parte a folha 1 e parte & folha 2 da superficie-s de Riemann do sistema.
Finalmente as curvas com G > +8 dB dio duas voltas ao redor da origem. Estas também

passam pelo corte, pertencendo parte a folha 1 e parte & folha 2.
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Figura 3.4.12. Magnitudes em dB e fases em graus das curvas-G da
superficie-s de Riemann do Sistema 2.
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Figura 3.4.13. Curvas-G da superficie-s de Riemann do Sistema 2, em torno
do ponto -0,8 do plano-G(s), com pequenos valores de G.
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Figura 3.4.14. Curvas-G da superficie-s de Riemann do Sistema 2, em orno
do ponto -0,4 do plano-G(s), com pequenos valores de G.

A Figura 3.4.16 mostra a representago das curvas-G da Figura 3.4.15 na folha 1, ¢ a

Figura 3.4.17 mostra a representagdo delas na folha 2.
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Figura 3.4.15.Curvas-G da superficie-s de Riemann do Sistema 2 com
valores maiores de G.
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Figura 3.4.16. Curvas-G da Figura 3.4.15 na folha | da superficie-s de
Riemann do Sistema 2.
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Figura 3.4.17.Curvas-G da Figura 3.4.15 na folha 2 da superficie-s de
Riemann do Sistema 2.
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3.4.4. Nova Graficagao, de Superficie-s de Riemann em Diagrama de
Magnitude Logaritmica versus Angulo de Fase

Apresentamos aqui a generalizagio para superficie-s de Riemann do diagrama de
Nichols. O plano-G(s) é todo mapeado, mas em termos de magnitude logaritmica versus

angulo de fase dos autovalores gi(s) de G(s) que formam as curvas-G e curvas-F.

A Figura 3.4.18 mostra para o Sistema 2 esta nova visualizagdo da superficie-s de
Riemann. Na figura podemos ver uma vantagem desta para a graficagdo tradicional
apresentada nas Figuras 3.4.2 e 3.4.3: as duas folhas podem ser mostradas num tnico grafico,
e podemos optar por sobrepor ou ndo as curvas das duas folhas. Isto porque em termos de
lugar geométrico, as curvas das duas folhas sdo realmente sobrepostas, mas nesta nova
graficacdo podemos aplicar um deslocamento de angulo de fase de +360°, de forma a
representar o mesmo lugar geométrico em lugares diferentes do grafico. Assim, a
continuidade das curvas fica muito mais clara do que ao representarmos as duas folhas em
separado. E claro que temos esta opgdo também na nova graficagdo. As Figuras 3.4.19 e

3.4.20 mostram respectivamente as folhas 1 e 2 da superficie-s de Riemann do Sistema 2.

Outro detalhe interessante é o aparecimento de duas curvas representativas do corte.
Na verdade as duas curvas, em preto nas figuras, sdo geometricamente uma sé que recebeu o
deslocamento de +360°, usando o mesmo artificio utilizado para discernir as folhas diferentes
da superficie. O corte comega no ponto de ramificagdo em 0 no plano-G(s), que ndo pode ser
graficado neste grafico, mas fica num ponto com -o© dB e 0°, ou 360° ou qualquer outro
angulo [k(360°)], onde k= ...,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, ... O outro ponto de ramificagao fica em
2010g(19.2) = 25,67 dB, com o mesmo angulo do outro ponto de ramifica¢do. O resultado €
uma reta vertical desde -oo dB até +25,67 dB, que pode ser representada em qualquer angulo

[£(360°)].

As curvas das Figuras 3.4.18 a 3.4.20 ficaram centralizadas em +180°, ou seja, no
semi-eixo real negativo do plano-G(s). A Figura 3.4.21 mostra com detalhe a folha 1 nesta
regido. Nela é possivel ver os pontos de partida dos autovalores gi(s) com valores muito
pequenos de | s |: as curvas-G com valores negativos, abaixo de G = -8 dB, circundam dois
pontos distintos com 180°: o primeiro tem -1,94 dB, ¢ € o ponto -0.8 do plano-G(s), € o
segundo tem -7,96 dB, sendo o ponto -0,4 do plano-G(s). Estes dois pontos podem ser vistos
claramente no plano-G(s), como mostrado na folha 1 da superficie-s de Riemann na Figura
3.4.2.
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Figura 3.4.18. Superficie-s de Riemann do Sistema 2, com magnitudes em dB
versus dngulos de fase em graus, das curvas-G e curvas-F.
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3.4.5. Novas Graficagées de Superficie-s de Riemann, usando Graficos
Tridimensionais

Finalizando o Capitulo 3, mostramos aqui algumas opgdes para a graficagdo
tridimensional das superficies-s de Riemann de sistemas de controle multivariavel que
julgamos interessantes. Embora ndo possamos representar num tinico grafico todas as quatro
dimensdes envolvidas (duas da variavel complexa s e duas da funcdo complexa eig[G(s)]).
podemos obter graficos tridimensionais ateis omitindo o angulo de fase da variavel s. A
maioria das graficagbes bidimensionais apresentadas anteriormente pode ser melhor
compreendida com o auxilio das graficagdes que descrevemos a Seguir.

A Figura 3.4.22 mostra a representagdo da superficie-s de Riemann do Sistema 2, com
as curvas-G e curvas-F no plano-G(s), e variando em fungéo da magnitude logaritmica de s.
O corte também esta representado. Nesta figura, a projecdo da curva no plano do fundo,
causando a eliminagio da dimensdo de magnitude de s, gera 0 grafico da Figura 3.4.1.
As Figuras 3.4.23 e 3.4.24 mostram respectivamente as folhas 1 e 2 da superficie mostrada na
Figura 3.4.22. Novamente, a proje¢do destas curvas eliminando a variavel s gera os graficos

das Figura 3.4.2 e 3.4.3 respectivamente.

Vi
o "'\'\i-.__‘_ N
1
Real[G(s)]

log10]s]
Figura 3.4.22. Representagdo tridimensional das duas folhas da superficie-s
de Riemann do Sistema 2, em fungdo da magnitude

logaritmica de s.
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Figura 3.4.23. Folha | da representagdo tridimensional da superficie-s de
Riemann do Sistema 2, como na Figura 3.2.22.

Real[G(s)]

log10]s|
Figura 3.4.24. Folha 2 da representagdo tridimensional da superficie-s de
Riemann do Sistema 2, como na Figura 3.2.22.
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A Figura 3.4.25 mostra a representagdo da superficie-s de Riemann do Sistema 2 na
forma de magnitudes em dB e angulos de fase em graus das curvas-G e curvas-F em funcao
da variagdo da magnitude logaritmica de s. A projecdo deste grafico eliminando a dimensdo
de s gera um grafico equivalente ao da Figura 3.4.18, com a diferenga de que o artificio do
deslocamento de fase de algumas curvas para evitar superposi¢des de folhas ndo foi utilizado
aqui: todas as curvas estdo representadas dentro do intervalo entre -180° e +180° de
arg[g(s)]-

A generalizagdo dos diagramas de ganho para todas as curvas-F apresentada na Sub-
Se¢do 3.4.2 pode ser obtida pelas projegdes adequadas da Figura 3.4.25. O diagrama de
magnitudes em dB em fungéo das variagdes de s ¢ obtido retirando a dimensdo de angulo de
fase arg[G(s)]. O resultado ¢ o grafico da Figura 3.4.4 com o aparecimento das curvas-G
como retas verticais. O diagrama de angulos de fase em graus em fungdo das variagdes de s €
obtido retirando a dimensdo de magnitude de | G(s) | em dB. O resultado é o grafico da

Figura 3.4.5 com o aparecimento das curvas-G como retas verticais.

As Figuras 3.4.26 e 3.4.27 mostram respectivamente as folhas 1 ¢ 2 do grafico da

Figura 3.4.25. A andlise destes gréficos torna claro o entrelagamento de curvas que acontece

2 3 arg[G(s)],
graus

log|s]|
Figura 3.4.25. Superficie-s de Riemann do Sistema 2, com magnitudes em dB
e fases em graus das curvas-G e curvas-F em fung¢do da
magnitude logaritmica de s.
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no corte, 0 que torna necessdrio na graficagdo tradicional no plano-G(s) a representacdo das

folhas em separado.
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Figura 3.4.26. Folha 1 da superficie-s de Riemann da Figura 3. 4.25.
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Figura 3.4.27. Folha 2 da superficie-s de Riemann da Figura 3.4.25.
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A Figura 3.4.28 apresenta um angulo mais frontal para o grafico da Figura 3.4.25,
facilitando a visualizagdo do diagrama generalizado de Nichols, que ¢ a visdo frontal mostrada

na Figura 3.4.29. Esta figura é a mesma graficagéo da Figura 3.4.18.
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Figura 3.4.28. Grdfico da Figura 3.4.25 visto de um dngulo que facilita a
visualizagdo do grdfico generalizado de Nichols.
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Figura 3.4.29. Grdfico generalizado de Nichols, obtido com a visualiza¢do

frontal do grdfico da Figura 3.4.28.
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A Figura 3.4.30 mostra as outras duas proje¢des possiveis para a Figura 3.4.25,
chegando a graficagdo das curvas-F das Figuras 3.4.4 e 3.4.5, mas com as curvas-G também

representadas.
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Figura 3.4.30. Diagrama de ganho generalizado para todas as curvas-F do

Sistema 2, mostrando também as curvas-G.
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CAPITULO 4

MARGENS DE ESTABILIDADE
DE SISTEMAS DE CONTROLE
USANDO SUPERFICIES DE RIEMANN

Neste capitulo mostraremos algumas relagdes das Curvas-G e Curvas-F das
superficies-k e superficies-s de Riemann com medidas de estabilidade de sistemas de controle
monovariavel ¢ multivaridvel. Formas de determina¢do de margens de ganho e margens de
fase serdo derivadas matematicamente, e depois serdo mostradas determina¢des graficas

dessas grandezas.

4.1. MARGENS DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS DE CONTROLE
MONOVARIAVEL

4.1.1. Margens de Estabilidade usando Superficies-k de Riemann

Seja o sistema de controle monovaridvel descrito no Capitulo 2, e mostrado

novamente na Figura 4.1.1. A funcdo de transferéncia de malha aberta € g(s) = n(s)/d(s), e 0

sistema total tem fungdio de transferéncia de malha fechada h(s) = g(s)/{1 +k-g(s)}.
Os polos de g(s) sdo as raizes ou zeros da equagdo caracteristica de malha aberta d(s) =0, e

os pélos de h(s) sdo as raizes da equagfo caracteristica de malha fechada:

d(s) + k-n(s) = 0, (4.1.1)
ondek e R".

u(s) TN o(s) > y(s)
’>]<— :

Figura 4.1.1. Sistema de controle monovaridvel com planta g(s) e
realimentacdo negativa com ganhok, k € R”.




Se o sistema tiver realimentagéo unitaria, ou seja, se k = 1, entdo a margem de fase ¢ms
do sistema sera o atraso de fase necessario no grafico de resposta em freqiiéncia g(jo) para
que 0 ponto com magnitude unitaria passe pelo ponto critico (-1+j0). Assim, se o € 0 valor

de freqiiéncia para o qual |g(jo_)|=1, e se o dngulo de g(jo.) for ¢.(w.) = arg[g(jex)], entdo
Omr = 180° + ¢gle) (4.1.2)

¢ a margem de fase do sistema com realimentag@o unitéria.

Se o sistema tiver realimentagio com ganho k real positivo, entdo a margem de fase
devera ser calculada incluindo o valor de k, ou seja, levando em conta todo o ganho da malha
de realimentacdo. Assim, para um determinado valor de k, denominaremos o.(k) como a
freqiiéncia para a qual |k-g(lo, (k)=1, e o angulo fase de g(oc(k)) sera
de(c(k)) = arg[g(joc(k))]. A equagdo apresentada em (4.1.2) para a margem de fase podera

entdo ser reformulada para:

D) = 180° + dgl@e(K)) , (4.1.3)

e havera um valor de margem de fase para cada valor real positivo do ganho k.

Agora consideremos uma situagdo hipotética na qual fosse possivel aplicar uma
realimentagiio com ganho k complexo, com médulo k =] k| e angulo ¢ = arg(k). O angulo

de [k- g(jo)] seria formado pela soma do angulo de k com o angulo de g(jo):

arglk-g(Go)] = ¢« + arg[g(o)]. (4.1.4)

Se para um determinado ganho k com mddulo k =|k|, o angulo de fase aplicado for
¢k=-¢mr(_k_), calculado com a Equacio (4.1.3), entdo na Equagdo (4.1.4) o éngulo
arg[k- g(jo_(k))] sera -180°:

¢'k + arg[g((.lmc(lz))]

= = Qur(K) + argle((o (k)]

=~ {180° + arglg((o, ()] | + arge(o, (X))
= — 180°,

Il

arg[k- g(io (k)]

(4.1.5)

Isto indica que o sistema hipotético com este ganho complexo de realimentagdo teria seu
grafico de resposta em freqiiéncia passando pelo ponto critico (-1+j0). Pelo critério de
estabilidade de Nyquist, tal sistema teria algum de seus pélos no eixo imaginario do plano-s.
Este fato pode ser aproveitado para determinar na superficie-k de Riemann a margem de fase

para alguns valores do ganho k.
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Como exemplo, determinemos a margem de fase de um sistema como o mostrado na
Figura 4.1.1, em que g(s) = gl(s) =(s+3)/ {(s+1)(st2)} e k=1. A margem de fase deste
sistema é gmr = +126,87°. Se aplicarmos ao sistema um ganho de realimentagdo k complexo
com médulo k =|k|=1 e angulo ¢y = -¢mr=-126.87°, correspondendo em coordenadas

retangulares a k = -0,6 -j0,8, e verificarmos os polos do sistema h(s) realimentado com este k,

teremos:
b9 _ (@) 0
"7 1+kg(s)  1+k(n(s)/d(s))  d(s)+k-n(s)
h(s) (s+3) s+3 s+3
(s+1)(s+2)+k(s+3)  s*+3s+2+k-s+3k  s’+(3+k)s+(2+3k)
s+3
h(s) = . 4.1.6
)= Fr@a-j08)s+ (02—j24) k-1.a)
Os polos do sistema assim realimentado sero as raizes do denominador de h(s):
{ Pélosdeh(s) } = { -2,4-j0.2 ; 0+j1 }. (4.1.7)

Como esperado, h(s) estd no limite da estabilidade com uma das raizes no eixo imaginario do
plano-s.

O ponto s =0 + j1 apresentado no exemplo como um dos pélos do sistema hipotético
h(s) (formado a partir de um ganho k complexo), pode ser visto em destaque na superficie-k
de Riemann de gl(s) da Figura 4.1.2: ¢ o ponto “c”. Podemos ver no grafico que o ponto “c”
esta sobre a curva-G de 0 dB: este ponto foi obtido com um ganho k com médulo 1, portanto
0 dB. Além disso, o ponto esta situado entre a curva-F de +30° ¢ a curva-F de +60°. Pela
localizacdo no grafico, é possivel imaginar que o ponto poderia estar sobre uma curva-F de
aproximadamente +55°. Ora, se F = +55°, podemos saber o angulo de k, porque sabemos do
Capitulo 2 que F=arg(-k). Assim, espera-se que ¢y =arg(k)=F -180°=+55°-180°=
-125°. O 4ngulo exato de k para o ponto “c” é na verdade ¢y =-¢ms=-126,87°, como

calculado anteriormente.

Podemos exemplificar a mesma situagdo descrita acima com outro valor de ganho k:
k =k =0,7499. A margem de fase do sistema com este ganho é +150,12°. Aplicando entdo
um ganho k complexo com moédulo | k | = 0,7499 e angulo arg(k) =-150,12°, algum polo de
h(s) estara no eixo imaginario do plano-s. Realmente, os polos de h(s) com este k complexo
(k =-0,6502 - j0,3736), sdo {-2,3498 -j0,1034 ; 0+j0,4770 }. O pélo de h(s) no eixo
imaginario do plano-s aparece também na superficie-k de Riemann de g1(s) da Figura 4.1.2: €
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o ponto “b”, que aparece sobre a curva-G com G = 20log|0,7499| = -2.,5 dB.
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Figura 4.1.2. Determinagdo de margens de ganho e margens de fase na
superficie-k de Riemann de gl(s), tanto para realimentag¢do
negativa (k € R") quanto realimentagdo positiva (k € R).

Com base no que foi exposto e nos exemplos, podemos concluir que sempre que

acharmos a margem de fase de um sistema realimentado com um determinado ganho k real

positivo, se substituirmos este ganho k por um ganho k complexo, com médulo k e dngulo

dx = -0mr (0 negativo da margem de fase), entdo o sistema hipoteticamente realimentado com

este ganho complexo k terd um de seus pdlos no eixo imaginario do plano-s. Inversamente, se

acharmos um ganho complexo k com modulo k e angulo ¢i , que coloca no eixo imagindrio

do plano-s um dos polos de h(s) realimentado com este k complexo, a margem de fase de h(s)

realimentado com ganho k real positivo serd ¢mr = -0.

138



Assim, a superficie-k de Riemann contém a informagdo das margens de fase do
sistema com qualquer valor de ganho de realimentagdo. Basta verificar os cruzamentos das
curvas-G e curvas-F com o eixo imaginario do plano-s. A Figura 4.1.2 mostra oito pontos,
nomeados de “a” a “h”. A tabela 4.1.1 mostra os valores envolvidos, tanto os aproximados
graficamente quanto os calculados matematicamente. O resultado ¢ que temos uma boa
aproximagio das margens de fase determinadas graficamente para os diferentes valores de
ganho de realimentag@o. No ponto “4”, por exemplo, h4 o cruzamento da curva-G de -2,5 dB
com a curva-F de +30° no eixo imaginario do plano-s. Como G = -2,5 dB, entéo o ganho k
envolvido ¢ k = 10"°?” = 0,7499. A margem de fase para este valor de ganho ¢ determinada
a partir do valor da curva-F envolvida, que é F =+30°. Como F = arg(-k), e ¢mr = -arg(k),
entdo arg(k) =-150° e ¢nr=+150°. O valor exato da margem de fase do ponto “b” €
Ome = +150,12°, que é um valor muito proximo do determinado graficamente: o ponto nao

estaria exatamente sobre a curva-F de +30°, e sim sobre uma curva-F de +29,88°.

i 2 3 4 5 6 7 8 9
Ponto G, F, kas , | k| arg(k). | ¢umr, graus,| ¢me, graus, MGys ,
dB | graus dB graus | esperada, |comk=|k || dB, com
com k= | k | k=K |
a ~-3.5 0°| -3,5218] 0.6667| -180,00°| +180° +180,00°] 4o
b 2.5 ~+30°| -2,5000| 0,7499] -150,12°] +150° +150,12° 400
c 0| ~+55°| 0,0000f 1,0000| -126,87°] +125° +126,87°] 4+
d ~1.0] +60°| +1,1630] 1,1433| -120,00° +120° +120,00° +00
e +2.5| ~+68°| +2,5000f 1,3334| -113,66°| +112° +113,66°] +o
f +5,0] ~+75°|] +5,0000] 2,0277| -104,91° +105° +104,91° +00
g +7,5| ~+80°| +7,5000] 2,3714] -99,02° +100° +99.(2° +a0
h +10] ~+85°| +10,0000] 3,4792] -95,16° +95° +95,16°|  +oo

Tabela 4.1.1. Valores de margem de ganho e margem de fase calculados a
partir dos pontos assinalados na superficie-k de Riemann
mostrada na Figura 4.1.2, do sistema monovariavel g1(s).

A Tabela 4.1.1 permite uma analise mais detalhada dos pontos mostrados na Figura
4.1.2, nomeando na coluna I o ponto analisado, e mostrando: na coluna 2 o valor em dB da
curva-G sobre a qual esta o ponto (~ significa que o valor ¢ aproximado); na coluna 3 o valor
em graus da curva-F sobre a qual esta o ponto (~ significa que o valor € aproximado); nas
colunas 4 e 5 o valor exato do modulo do ganho complexo k que gerou o ponto, primeiro em

dB (kgs), e depois em médulo (| k|); na coluna 6 o angulo exato do mesmo ganho k
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complexo; na coluna 7 o valor esperado de margem de fase ¢mr, em graus, gerado a partir do
valor de F na coluna 3; na coluna 8 o valor exato da margem de fase ¢mr., €em graus, para o
ganho de realimenta¢io expresso na coluna 3; e finalmente na coluna 9 o valor da margem de

ganho em dB (MGyg), para 0 mesmo ganho | k | expresso na coluna 3.

Com base nos dados da superficie-k de Riemann de g1(s) mostrados na Tabela 4.1.1,
podemos achar uma forma eficiente de determina¢do da margem de fase de um sistema de
controle monovariavel a partir do grafico da superficie-k de Riemann deste sistema. Devemos
primeiramente determinar o valor em dB do ganho k de realimentagdio que se quer aplicar ao
sistema. Devemos identificar na superficie-k de Riemann (de forma aproximada se necessario)
o ponto de cruzamento da curva-G correspondente (com G igual ao valor de k em dB) com o
semi-eixo imaginario positivo ou a origem do plano-s. Identificando o valor da curva-F a qual
pertence o ponto (usando aproximagdo se necessario), teremos o angulo de k complexo que
gera um polo do sistema realimentado sobre o ponto estudado, e entdo a margem de fase Qs

do sistema para o ganho que se quer aplicar sera:
b = £180° = F. (4.1.8)

Devemos ainda interpretar duas situagdes especiais que podem acontecer em relagao
ao calculo da margem de fase pela superficie-k de Riemann. A primeira situagdo especial
aparece quando a curva-G relativa ao ganho k para o qual queremos calcular ¢n ndo cruza o
eixo imaginario do plano-s, estando toda a curva no semi-plano esquerdo do plano-s. Neste
caso, ndo ha atraso no angulo ¢x do ganho k complexo que gere pdlos de h(s) com parte real
maior ou igual a zero, ou seja, h(s) para este ganho sera sempre estavel apesar de qualquer
atraso adicional no angulo de k. Neste caso, a margem de fase podera ser considerada
Omr = +o0. Este é o caso, por exemplo, para k = 0,5623, que tem kqg =20log|0,5623| = -5dB.
Podemos ver na Figura 4.1.2 que curva-G de -5dB ndo cruza o eixo imaginario do plano-s,
estando toda a esquerda deste eixo. A margem de fase é entdo ¢nr=+oo. O segundo caso
especial € o caso em que a curva-G relativa ao ganho k pretendido ndo cruza o eixo
imaginario do plano-s por estar totalmente a direita deste, no semi-plano direito do plano-s.
Neste caso, ndo ha avango de fase em k que estabilize o sistema realimentado h(s). Assim,
podemos considerar ¢.,;=-00, como forma de caracterizar sistema instavel para aquele

determinado ganho k. Ndo ha pontos nesta situa¢do no sistema gl1(s).

A margem de ganho tem sua determinagdo ja bem estabelecida para o lugar das raizes,

mas também ¢ facil de determinar na superficie-k de Riemann do sistema. Para determinarmos
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a margem de ganho MGgyg, em dB, de um sistema de controle monovariavel com ganho k real
positivo, devemos determinar nos ramos do lugar das raizes, ou seja, nas curvas-F de +180°
(representadas em vermelho na superficie-k de Riemann), o ponto de cruzamento com o
semi-eixo imaginario positivo ou a origem. Devemos determinar o valor de G para este
ponto. O valor encontrado de G € a propria margem de ganho MGgg, em dB, para k = 1, com

kqs = 0 dB. Para valores diferentes de k, devemos seguir a equacao:
MGdB = G = kdB . (4 1 9)

Assim, se por exemplo acharmos G = +10 dB e quisermos saber a margem de ganho
quando aplicarmos um ganho k =2, entdo devemos transformar k em kgsz e aplicar na
Equagdo  4.1.9. Assim  teremos: MGy = 10 - 20log(2) = 10 - 6,0206 = +3.9794.
A Tabela 4.1.1 mostra as margens de ganho para todos os pontos assinalados na superficie-k
de Riemann de gl(s) da Figura 4.1.2. Uma vez que os ramos do lugar das raizes (curvas-F de
+180°, em vermelho) ndo vio para o semi-plano direito do plano-s, entdo gl(s) tera margem
de ganho infinita para qualquer ganho k real positivo. Isto significa que se pode aumentar
indefinidamente o ganho k sem tirar h(s) da estabilidade. A coluna 9 da Tabela 4.1.1 mostra

MGygg = +oo dB para todos os pontos.

Caso estejamos interessados na margem de fase do sistema com realimentagio
positiva, podemos, ao invés de aplicar realimentagdo positiva, considerar valores negativos do
ganho real k, € o grafico do lugar das raizes, em vermelho, dara lugar ao grafico do lugar das
raizes complementar, em magenta. A margem de fase de um sistema com ganho k negativo
também ¢ facilmente determinada graficamente com o uso da superficie-k de Riemann do
sistema. Chamaremos a margem de fase do sistema com k real negativo de margem de fase
complementar, e a representaremos com 0 simbolo ¢me. A margem de fase complementar
serd entdo determinada como o atraso de fase necessario ao sistema k- g(s) com ganho k real
negativo, para que sua resposta em freqiiéncia [k-g(jw)] alcance o ponto critico (-1+j0),
fazendo com que algum dos pélos do sistema realimentado alcance o eixo imaginario. Assim,
também podemos equacionar a margem de fase complementar em termos de F. Escolhemos o
mobdulo em dB do ganho k real negativo desejado, determinamos a curva-G correspondente
na superficie-k de Riemann do sistema, e determinamos o valor de F correspondente ao ponto
da curva-G no semi-eixo imagindrio positivo ou na origem. A margem de fase complementar

do sistema com o ganho k desejado €:

Ouse = 0° — F = —F. (4.1.10)
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A Tabela 4.1.2 relaciona as margens de fase complementares para os pontos
nomeados de “@” a “h” da superficie-k de Riemann do sistema gl(s), apresentando nas suas
colunas informagdes semelhantes aquelas da Tabela 4.1.1, apenas com as seguintes
mudangas: nas colunas 7 e 8 sdio apresentadas respectivamente a margem de fase
complementar ¢ (em graus) aproximada e¢ exata para cada ponto; ¢ na coluna 9 ¢
apresentada a margem de ganho complementar MGCy4gz (em dB) para cada ponto. O ponto
“a”, por exemplo, indica que [k- g1(s)] ao ter k = -0,6667, com kgs = -3,5218 dB, gerara um
sistema realimentado h(s) no limite da estabilidade: como “@” tem F = 0°, ¢ue =-F=0°.
Ja o ponto “b” tem F = +29,88° (valor exato), tendo portanto ¢me =-29.88°, 0 que significa

que h(s) € instavel ao receber o ganho negativo k = -0,7499.

1 2 3 4 5 6 7 8 9
Ponto | G, F, Kag , |k | arg(K), |Ome , graus, | ome , graus, | MGCas,
dB graus dB graus esperada, |com k=-|k | dB, com

com k=-| k | k=-| Kk |

a ~-3.5 0 -3,5218] 0,6667| -180,00° 0° 0,00° 0,0000
b -2,5] ~+30°| -2,5000] 0,7499] -150,12° -30° -29,88°| -1,0218
c 0]l ~+55°| 0,0000] 1,0000} -126,87° -55° -53,13°| -3,5218
d ~1,0] +60°| +1,1630] 1,1433| -120,00° -60° -60,00°| -4,6848
e +2.5] ~+68°| +2,5000] 1,3334| -113,66° -68° -66,34°|  -6,0218
f +5,0] ~+75°] +5,0000{ 2,0277] -104,91° -75° -75,09° -8,5218
g +7,5] ~+80°| +7,5000{ 2,3714] -99,02° -80° -80,98°1 -11,0218
h +10| ~+85°] +10,0000] 3,4792| -95,16° -85° -84,84°1 -13,5218

Tabela 4.1.2. Valores de margem de ganho complementar e margem de fase
complementar calculados a partir dos pontos assinalados na
superficie-k de Riemann mostrada na Figura 4.1.2, do sistema
monovaridvel g1(s).

Da mesma forma como apresentado para margem de fase, a margem de fase
complementar tem duas situa¢des especiais em que a curva-G envolvida ndo toca o eixo
imaginario no plano-s da superficie-k de Riemann do sistema. Na primeira situacdo especial, a
curva-G esta totalmente a esquerda do eixo imaginario, e o sistema com a realimentagdo
negativa escolhida € estavel, tendo ¢ = +o0. Este é o caso, em gl(s), para qualquer k
negativo com |k|<0,6667, ou kg <-3,5218 dB. Por exemplo, para k=-0,5623 ou
kag =-5dB, a curva-G correspondente tem G =-5dB, e podemos ver no grafico da
Figura 4.1.2 que esta curva esta totalmente a esquerda do eixo imaginario. Para este ganho,

dmic = +oo. Na segunda situagdo especial, a curva-G para o ganho desejado esta totalmente a
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direita do eixo imaginario, € ¢mi = -o0, indicando instabilidade de h(s). Em gl(s) ndo ha esta

situacao.

A margem de ganho complementar MGCgys , em dB, de um sistema de controle
monovariavel com ganho k real negativo, pode também ser determinada através da
superficie-k de Riemann do sistema. Para isto, devemos determinar nos ramos do lugar das
raizes complementar, ou seja, na curva-F de 0° (representada em magenta na superficie-k de
Riemann), o ponto de cruzamento com o semi-eixo imaginario positivo ou a origem.
Devemos determinar o valor de G para este ponto. O valor encontrado de G ¢ a propria
margem de ganho complementar MGCgyg , em dB, para k = -1, com kgs = 0 dB. Para valores

diferentes de k, devemos seguir a equagao:

Assim, na superficie-k de Riemann de g1(s) da Figura 4.1.2 vemos que o ponto de
cruzamento da curva-F de 0° com o semi-eixo imaginario positivo ou a origem ¢ o ponto “a”,
que fica na origem do plano-s, e sabemos das tabelas que para este ponto G =-3,5218 dB
(valor exato). Assim, para k=-1 com kgs =0 dB, a margem de ganho complementar do
sistema serd MGCg=G-kgs= G-0dB=-3,5218dB, e o sistema realimentado
serd instavel. J4 para um sistema com o ganho do ponto “@”, ou seja, com
k=-0,6667 e ka=-3,5218dB, a margem de ganho complementar sera
MGCys =G - kg = (-3,5218) - (-3.5218) =0 dB, indicando limite de estabilidade.
Para um sistema com o ganho do ponto “b”, ou seja, com k =-0,7499 e kgp =-2.5 dB, a
margem de ganho complementar serd MGCqp = (-3,5218) - (-2,5) = -1,0218 dB, indicando
instabilidade de h(s). Concluimos que h(s) s6 sera estivel com ganho k de realimentagdo
negativo se | k | <0,6667, ou seja, kas <-3,5218 dB. Na Tabela 4.1.2, coluna 9, vemos que
para k negativo o ganho do ponto “a” coloca h(s) no limite da estabilidade, ¢ os ganhos dos

outros pontos analisados, todos com margens de ganho complementares maiores que

-3,5218 dB, colocam h(s) na instabilidade.

O desenvolvimento descrito foi inspirado no trabalho de Kurfess e Nagurka
[26-35,46,47]. Embora sem a comprovagdo matematica aqui mostrada, eles deram uma
contribui¢do muito importante na determinagdo das margens de estabilidade via diagramas de
ganho. Cavicchi [9] também contribui para a determinagéo das margens de fase de sistemas

de controle monovariavel.
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4.1.2. Determinacao nas Novas Graficagées de Superficie-k de Riemann

Podemos determinar margens de fase e de ganho para sistemas de controle
monovariavel através das novas graficagdes apresentadas no Capitulo 2. O mesmo sistema de

controle monovariavel g1(s) sera usado para a exemplificacdo dos resultados.

A Figura 4.1.3 repete a Figura 2.2.6 do Capitulo 2, mas ressaltando nos angulos de
fase das curvas-F de gl(s) o cruzamento destas curvas com o semi-eixo imaginario positivo,
para o qual propusemos a determinagdo das margens de estabilidade na superficie-k de

“ o} “b))

Riemann. Identificamos na curva os pontos “d”, que sdao os mesmos pontos
identificados na superficie da Figura 4.1.2. Mas antes mesmo de identificar as margens a
partir destes pontos identificados, determinemos as regides de estabilidade, como expresso
para diagramas de ganho por Kurfess e Nagurka [26-35,46,47] e descrito no Capitulo 1.
O sistema realimentado serd assintoticamente estavel se e somente se todos os seus pélos
estiverem no semi-plano esquerdo do plano-s, o que corresponde nos diagramas de ganho a
regido de dngulos fora da faixa entre -90° ¢ +90°. O limite de estabilidade se d4a no eixo

imaginario, que na Figura 4.1.3 pode ser representado como uma horizontal em +90° para o

semi-eixo imaginario positivo, e -90° para o semi-eixo imaginario negativo.

x

120 \ :

i i'\ g x+9f)°-:
~1001 \\ ' Adeded b
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Figura 4.1.3. Zoom da curva da Figura 2.2.6, de dngulos de fase das
curvas-F para gl(s). Pode-se identificar margens de ganho e

de fase.
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Com base nestas informacdes, podemos dizer que gl(s) tem margem de ganho
infinita, MG = 40 (onde MG ¢ a margem de ganho absoluta, e MGgp € a margem de ganho
em dB), porque com qualquer ganho de realimentagfo as curvas-F de £180°, ramos do lugar
das raizes (representadas em vermelho), ndo cruzam a horizontal de +90°, ficando fora da
regido de instabilidade entre -90° e +90°, como se pode ver no grafico da Figura 4.1.3.
Podemos também dizer, ja com referéncia ao ponto “a@” do grafico, que a margem de ganho
complementar ¢ MGC = 0,6667. Isto porque o ponto “a” € o ponto de cruzamento do lugar
das raizes complementar (curvas-F com 0°, representadas em magenta) com a horizontal de
+90°, e 0 médulo do ganho neste ponto é | k | = 0,6667. Assim, se aplicarmos um ganho de
realimentag@o k negativo com médulo menor que este, o sistema realimentado serd estavel, e
se 0 modulo de k negativo for maior que este, o sistema realimentado sera instavel. E claro
que podemos a partir daf determinar a margem de ganho complementar com qualquer modulo
de ganho negativo aplicado. Por exemplo, se o ganho aplicado é k = -10, a margem de ganho
complementar sera MGC = 0,6667 / 10 = 0,06667, significando que se deve reduzir neste
valor o ganho k negativo para que o sistema se torne estavel. Isto ¢ equivalente a discussio

da sub-se¢@o anterior, onde MGCgyg era calculada em fungéo de k.

Aplicando um ganho k = +0,6667, que é em mddulo o ganho do ponto “a”, a margem
de fase do sistema serd ¢n¢ = +180°, porque o ponto apresenta o cruzamento da curva com
F=0° com o eixo de +90°. Assim, pela sub-se¢do anterior ¢, = 180° - F. Da mesma forma,
aplicando um ganho k = +0,7499, que ¢ o ganho do ponto “b”, a margem de fase do sistema
serd ¢ = 180° - 30° = +150°, porque o ponto tem F = +30°. Aplicando k = +1,1630, que é o
ganho do ponto “d”, a margem de fase serd ¢mr= 180° - 60° = +120°, porque o ponto tem
F = +60°.

Novamente, as margens de fase complementares podem ser identificadas para estes
trés pontos. O ponto “a” indica que com k =-0,6667 a margem de fase complementar serd
Gmie = 0°. Os pontos “b” e “d” indicam respectivamente que com k =-0,7499 havera
Omie = -30° e com k = -1,1630 havera §mr. = -60°.

Pode-se determinar na Figura 4.1.3 a margem de fase e a margem de fase
complementar de qualquer ponto intermediario, para o qual a curva-F nfio est4 representada.
Basta para isto fazer uma aproximag@o do valor de F no ponto sobre a horizontal de +90°
com o | k | desejado.

Outro grafico a partir do qual podemos tirar algumas informacdes de estabilidade é o
grafico da Figura 4.1.4, que repete a Figura 2.2.14 do Capitulo 2, mas ressaltando nos

dngulos de fase das curvas-G de gl(s) o cruzamento destas curvas com o semi-eixo
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imaginario positivo, representado no grafico como uma reta horizontal em +90°. Vale
ressaltar que as regides de estabilidade definidas por Kurfess e Nagurka para diagramas de
ganho continuam valendo para estes graficos, fora da regido entre -90° e +90°, porque as
curvas-G, da mesma forma como as curvas-F, sdo curvas do plano-s.

Podemos identificar no grafico da Figura 4.1.4 os pontos denominados como “b”, “c”,
“e”, “f’, “g” e “h”. O ponto “b” do grafico tem, por exemplo, arg(k) = +210° o que € o
mesmo lugar geométrico no plano-k complexo para um ponto com arg(k)=-150°.
Assim, a margem de fase indicada pelo ponto “b” do grifico é ¢.r=+150°, e vale para
kas = -2.5 dB, ou seja, k = +0,7499. Isto esta de acordo com os resultados da Tabela 4.1.1.
Para realimentagdo positiva, o ponto “b”, indica ¢me = -30°, 0 que esta de acordo com os
resultados da Tabela 4.1.2. O ponto “c” tem arg(k) = +234°, que pode ser considerado para
os calculos arg(k)=-126°. Assim, a margem de fase para kg =0dB, ou k=+1, ¢
dmr = +126°, e a margem de fase complementar para um ganho negativo k = -1 € ¢ = -54°.
Os pontos “e”, “f’, “g” e “h” da Figura 4.1.4, da mesma forma como os pontos “b” e “c”,

indicam para seus ganhos respectivos margens de fase e margens de fase complementares de

acordo com aqueles apresentados nas Tabelas 4.1.1 ¢ 4.1.2.
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Figura 4.1.4. Zoom da curva da Figura 2.2.14, de dngulos de fase das
curvas-G de g1(s). Pode-se identificar margens de fase.
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O ultimo grafico do Capitulo 2 que vamos reproduzir aqui € o grafico da Figura 4.1.5,
abaixo, que ¢ um zoom do grafico da Figura 2.2.17, ressaltando as curvas-G e curvas-F do
diagrama modificado do plano-s da superficie-k de Riemann de gl(s) que cruzam pela reta
vertical com dngulo +90°. Esta curva, em preto no gréafico, representa o semi-eixo imaginario
positivo do plano-s. Assim, novamente, podemos identificar os pontos nomeados de “b” a
“h”, e podemos determinar, pelos valores correspondentes de F nos pontos, as margens de
fase e margens de fase complementares para os ganhos em dB determinados por G nos
pontos. Se fossemos identificar ponto a ponto, os valores seriam bem proximos daqueles
apresentados nas Tabelas 4.1.1 e 4.1.2. A margem de ganho do sistema € claramente
MG = +eo, porque os ramos do lugar das raizes, curvas-F com F = £180°, ndo atravessaram a
curva vertical de +90°, limite de estabilidade para as raizes do sistema realimentado.
Ja a margem de fase complementar ndo pode ser determinada neste grafico porque o ponto

“a” é a origem do plano-s, tnico ponto que ndo pode ser representado neste tipo de grafico.

Analisando os graficos das Figuras 4.1.3, 4.1.4 e 4.1.5, vemos que as margens de
ganho sdo melhor determinadas a partir do grafico da Figura 4.1.3, que € a generalizagdo do
diagrama de ganho. Na Figura 4.1.5 é possivel identificar margens de ganho, desde que o

ponto para a analise n@o seja a origem do plano-s, como ocorreu com o ponto “a”.
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Figura 4.1.5. Zoom da Figura 2.2.17, com o diagrama modificado do
plano-s da Superficie-k de Riemann de g1(s).
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4.1.3. Novas Representacées em Funcdo do Ganho k de Realimentacao

Vamos agora mudar o enfoque do estudo. Ao invés de olhar para as curvas-G e
curvas-F da superficie-k de Riemann no plano-s, vamos ver as curvas correspondentes no
plano-k. Denominaremos como curvas-Gy as curvas no plano-k geradoras de curvas-G no
plano-s, e curvas-Fy as curvas no plano-k geradoras de curvas-F no plano-s. A codificagio de
cores sera mantida: curvas-Gy em verde, e curvas-Fy em azul, vermelho (para Fy = £180°) ou
magenta (para Fy = 0°).

Podemos determinar a curva de valores de ganho k complexo que gera polos do
sistema realimentado h(s) no eixo imaginario. Se o sistema ndo realimentado g(s) for estri-
tamente proprio, e for representado em espago de estado pelas matrizes A, B, C e D, entdo a
matriz D serd zero, e serd possivel determinar a curva de k que gera polos de s no semi-eixo
imaginario positivo ou na origem do plano-s através de autovalores generalizados, conforme
mostrado no Capitulo 3, Equagdes (3.1.11-13). Para isto, basta estipular s =jo, ® € R, e
achar os valores de k. Se g(s) nfo for estritamente proprio, teremos que recorrer a métodos
numericos para a obtengdo de valores de k que geram pélos de h(s) no semi-eixo imaginario

positivo ou na origem do plano-s. Foram implementadas fun¢des para os dois casos.

Exemplificaremos usando o sistema g1(s), que € estritamente proprio. A Figura 4.1.6
mostra curvas-Gy e curvas-Fy no plano-k complexo, curvas estas que geram as curvas-G e
curvas-F respectivamente no plano-s da superficie-k de Riemann do sistema. Além destas
curvas, ha na figura uma curva em preto em destaque. Esta € a curva de valores de k que
geram polos do sistema realimentado no semi-eixo imaginario positivo do plano-s da
superficie-k de Riemann de gl(s). Assim, realimentando gl(s) com qualquer um dos ganhos
complexos k da curva em preto da figura, algum dos po6los do sistema realimentado tera parte
real zero e parte imaginaria positiva. Ao percorrer a curva em preto com valores de k, algum
dos polos do sistema realimentado estara percorrendo o semi-eixo imaginario positivo do
plano-s, fazendo com que os pontos enumerados de “@” a “h” na Figura 4.1.2 e nas
subseqiientes, sejam alcangados. A Figura 4.1.6 enumera pontos com as mesmas letras para
identificar os ganhos k complexos que geram os pontos respectivos na Figura 4.1.2.

Esta ¢ uma nova maneira de identificar a estabilidade de um sistema realimentado:
através dos ganhos k complexos que colocam o sistema realimentado no limite da
estabilidade. Como as margens de estabilidade mostradas nas Tabelas 4.1.1 e 4.1.2 sdo
baseadas nos valores de G e F dos pontos, e Gy = G e Fy = F nos pontos correspondentes nos

dois planos complexos (plano-k e plano-s), entdo na curva da Figura 4.1.6, e com o auxilio
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das curvas-Gy e curvas-Fy ¢ possivel identificar as margens de estabilidade de gl(s) da mesma
forma mostrada para os pontos no eixo imaginario da Figura 4.1.2. Podemos identificar nos
pontos da Figura 4.1.6 que os valores correspondentes para G = Gy e F = Fy, mostrados nas

Tabelas 4.1.1 e 4.1.2 permanecem inalterados, e portanto as margens de estabilidade também.

A margem de ganho de gl(s) é determinada da seguinte forma: como a curva
vermelha de Fy = £180° ndo cruza com a curva em preto, ndo ha estabilidade relativa e a
margem de ganho do sistema ¢ infinita. J4 a margem de ganho complementar pode ser
identificada através do ponto “a”, que é o cruzamento da curva em preto com a curva
magenta de Fy=0° Como para este ponto Gy =-3,5dB, entdo a margem de ganho
complementar de g1(s), comk = -1 (e kg = 0 dB), é MGCys = -3,5 dB.

A determina¢do de margens de fase e margens de fase complementares é feita da

mesma forma a partir dos valores de G e F da Figura 4.1.2, e mostradas nas tabelas.
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Figura 4.1.6. Curva de k (em preto), que gera pontos no semi-eixo real posi-
fivo do plano-s da superficie-k de Riemann de gl(s). As
curvas-Gy sdo as que geram as curvas-G da superficie-k, e as
curvas-F séo as que geram as curvas-F da superficie-k.
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Figura 4.1.7. Plano-k da Figura 4.1.6 representado em dngulos em graus e
magnitudes em dB da varidvel complexa k. As curvas-G; sdo
horizontais e as curvas-F; sdo verticais. A curva em preto tem
valores de k que colocam o sistema no limite da estabilidade.

A Figura 4.1.7 mostra o plano modificado da variavel k da Figura 4.1.6. Na abscissa
esta o dngulo de fase arg(k), em graus, e na ordenada estd o médulo em dB de k,
kan = 20log| k |. A curva em preto representa os valores de ganho k que colocam algum pélo
do sistema realimentado com gl(s) no semi-eixo imaginario positivo do plano-s, colocando o
sistema realimentado no limite da estabilidade. Neste grafico as curvas-G, sdo horizontais e as
curvas-Fy sdo verticais. Isto facilita a determinagdo grafica das margens de estabilidade do sistema.
Como exemplo estdo determinadas as margens de fase nos ganhos ks = 0dB (ponto “c”) e
kag =+5 dB (ponto “f ). Note que a margem de fase para um determinado valor de ganho pode
ser determinada como a distancia para a direita até alcancar a curva-F; de +180°. Se a distan-
cia for para a esquerda, a margem de fase é negativa. Da mesma forma, a margem de fase
complementar pode ser determinada como a distancia para a direita até alcancar a curva-Fy de 0°.
Para kqs = 0dB (ponto “c”), por exemplo, como se deve percorrer 53,1° para a esquerda para
alcangar a curva-Fy de 0dB, ento a margem de fase complementar para este ganho € -53,1°.

Com base na determinagdo grafica descrita para margens de fase e margens de fase
complementares, pode-se fazer um grafico especifico para a margem de fase e outro para a

margem de fase complementar. Estes estdo representados nas Figuras 4.1.8 e 4.1.9.
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Figura 4.1.8. Curva de margem de fase ¢pns=MF em graus, em fungdo do
maodulo do ganho k em dB, para o sistema monovariavel gl(s).
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Figura 4.1.9. Curva de margem de fase complementar ¢mi.=MFC em
graus, em fung¢do do modulo do ganho k em dB, para gl(s).

A Figura 4.1.8 mostra a variagdo da margem de fase de gl(s) em fun¢do da variagdo
do valor do ganho kgg. Pode-se ver na figura que com o ganho de aproximadamente -3.5 dB
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(ponto “a”), a margem de fase é ¢mr=+180° com o ganho de -2,5dB (ponto “b”),

mr = +150°, e assim por diante.

A Figura 4.1.9 mostra a variagdo da margem de fase complementar de gl(s) em
funcdo da variagdo do ganho kgs. Pode-se ver na figura que com o ganho de
aproximadamente -3.5 dB (ponto “@”), a margem de fase complementar € ¢mr= 0°, com 0

ganho de -2,5 dB (ponto “b”), ¢msr = -30°, e assim por diante.

Finalmente, com base no ponto “a” da Figura 4.1.7, é possivel graficar a margem de
ganho complementar em fungo do ganho k de realimentacéo. O ponto “a” mostra que para o
ganho kgs =-3,52 dB (k =-0,6667), a margem de ganho complementar ¢ MGCyg = 0 dB. A
partir deste valor, cada vez que se acrescenta algum valor em dB a kgs, deve-se reduzir o

mesmo valor a margem de ganho complementar.

A Figura 4.1.10 mostra a curva da margem de ganho complementar MGCyz = MGCDB
em dB em fun¢io da variagdo do ganho k negativo, expressa em dB com kgs. O ponto de
partida desta curva é o ponto “a”, que tem MGCgys = 0 dB para kgs = -3,52 dB. A partir dai,
traga-se uma reta com inclinagdo -1, uma vez que se deve diminuir a margem de ganho
complementar em dB na mesma medida que se aumenta o valor de kgs. Pode-se ver na curva
os valores de MGCgg para outros pontos, como por exemplo, para o ganho -2,5 dB do ponto

“b” o valor ¢ -1,02 dB, e para o ganho 0 dB do ponto “c”, o valor ¢ -3.52 dB.
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Figura 4.1.10. Curva de margem de ganho complementar MGCyz = MGCDB
em dB, em fun¢do do modulo do ganho k em dB, para g1(s).
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4.1.4. Determinag¢ao das Margens de Estabilidade com o Auxilio das
Superficies-s de Riemann

A margem de ganho e a margem de fase foram originalmente definidas no grafico de
resposta em freqiiéncia de um sistema. Em termos de superficie-s de Riemann, isto significa
que estas margens sdo definidas em termos da curva-F de +90°, que para o sistema de

controle monovaridvel g1(s) é a curva gl (jo), com o € R".

Usando curvas de k-gl(jo) e variando o valor de k, que pode ser real positivo ou
negativo, podemos obter curvas como as mostradas com linhas sélidas na Figura 4.1.11.
A figura mostra em vermelho curvas geradas com k real positivo, € em azul curvas geradas
com k real negativo. As curvas tracejadas sdo as curvas geradas com @ negativo,
correspondendo as curvas-F de -90°. Estas curvas foram tragadas para completar o contorno
de Nyquist para cada valor de k. Para facilitar o trabalho de identificag@o, foi tragado um
circulo de raio unitario com centro na origem. Este circulo cruza o ponto critico (-1+)0) do

plano complexo, identificado na figura com uma cruz verde.
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Figura 4.1.11. Contornos de Nyquist de k- gl(s), para varios valores de Kk,
que estdo indicados em dB, com kg . As curvas vermelhas
correspondem a valores positivos de k, e as curvas azuis

correspondem a valores negativos de k.
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Aplicando o critério de estabilidade de Nyquist a qualquer dos contornos em
vermelho, para os quais o ganho k ¢é positivo, podemos ver que se pode aumentar
indefinidamente este ganho sem que o ponto critico seja circundado. Isto significa que a
margem de ganho ¢ sempre infinita para ganhos k reais positivos. Ja quando aplicamos
ganhos k reais negativos, o circundamento do ponto critico depende do modulo de k.
Temos na Figura 4.1.11 o médulo de k indicado em dB, com kys. Vemos que quanto maior o
valor de kgs nos circundamentos azuis, mais longe do ponto critico fica o ponto do
circundamento sobre o semi-eixo real negativo. Assim, quanto maior o ganho k, menor a
margem de ganho. Podemos determinar qual o valor exato de ganho k real negativo que faz
com que o circundamento atravesse o ponto critico. O valor deste ganho sera a margem de
ganho complementar de gl(s), ou a margem de ganho complementar de k- gl(s) com k =-1.
Este valor é -3,52 dB. E facil entdo compreender que circundamentos com k negativo e com
kgg <-3,52 dB passam a direita do ponto critico, indicando sistemas realimentados estaveis.
Para o contorno com kgs = 0 dB, a margem de fase complementar sera MGCyp = -3,52 dB.
Ja para outro valor de kgp, @ margem de fase complementar sera -3,52 dB menos o valor de
kgg. Por exemplo, se kgg =+5dB, entdo MGCys =-8,52dB, e se kg =-5dB, entdo
MGCg4 = +1,48 dB.

A partir dos circundamentos da Figura 4.1.11 é possivel determinar margem de fase
ou margem de fase complementar para um determinado valor de k, expresso em dB com kgg.
Para as curvas em vermelho, por exemplo, os pontos com magnitude um da resposta em
frequiéncia k-gl(jo) estdo indicados sobre o circulo unitario. A margem de fase ¢nr € medida
como o angulo de atraso de fase necessario para que o ponto de magnitude um atinja o ponto

critico (-1 + j0).

Assim, com ganho k positivo, o ponto “/” indica que para kg = +10 dB, teremos
dme = 195,16°; 0 ponto “2” indica que para kgs = +5 dB, teremos ¢, = +105,91°; o ponto “3”
indica que para kgz =0 dB, teremos ¢n.r=+126,87° e o ponto “4” indica que para

kgs = -2,5 dB, teremos ¢y = +150,12°.

Com ganho k negativo, o ponto “I’ ” indica que para ke =+10dB, teremos
dmic = -84,84°; 0 ponto “2’ 7 indica que para kg = +5 dB, teremos ¢ = -75,09°; 0 ponto “3’

indica que para kqs =0 dB, teremos ¢me =-53,13° e o ponto “4’ ” indica que para

Kag = -2,5 dB, teremos ¢ = -29,88°.

Com ganho k positivo e kgs < -3,52 dB, a margem de fase é ¢, = +o0, € com ganho k
negativo € kgp <-3,52 dB, a margem de fase complementar é Qme =+o0, 0 mesmo valor

encontrado para Qpmr.
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As Figuras 4.1.12 e 4.1.13 apresentam o diagrama de Bode de k- g1(s) para os varios
valores positivos e negativos de k expressos em kgs. No diagrama de magnitudes da
Figura 4.1.12, as curvas com mesmo kqs mas com sinais opostos em k estdo sobrepostas,
fazendo com que haja a coincidéncia dos pontos: “I” =%’ “2>=“2"7; “3> =377,
e*d”="4""_ Ja no diagrama de angulos de fase da Figura 4.1.13, todas as curvas com k
positivo estdo sobrepostas entre si (em vermelho), e todas as curvas com k negativo estdo

sobrepostas entre si (em azul), mas com um atraso de 180° em relagdo as curvas com k

positivo.

Através dos graficos das Figuras 4.1.12 e 4.1.13 podemos constatar novamente que
para qualquer valor de ganho k positivo, a margem de ganho ser4 infinita, porque as curvas
de angulo de fase ndio cruzam por -180°, tendo angulo sempre superior. Para qualquer valor
de k negativo, as curvas de éngulo de fase partem do valor -180° com |s|—> 0 rad/s.
Assim, a margem de fase complementar ¢ definida a partir do patamar de ganho apresentado
para baixas freqiiéncias no diagrama de magnitudes. A curva de kgs = -2,5 dB tem patamar de
+1,02 dB, tendo portanto uma margem de fase complementar MGCgs = -1,02 dB. Da mesma
forma, a curva de kgg =0 dB tem patamar de +3,52 dB, tendo entdo MGCgys =-3,52 dB; a
curva de kgg = +5 dB tem patamar de +8,52 dB, tendo entdo MGCys = -8,52 dB; € a curva de
kes +10 dB tem patamar de +13,52 dB, tendo entdo MGCgp = -13,52 dB.

Os valores de margem de fase para as curvas com k positivo sdo determinados a partir
das freqiiéncias em que as curvas de magnitude cruzam por 0 dB. Identifica-se nas curvas de
angulo de fase os pontos com mesmas freqiiéncias, ¢ os valores de margem de fase sdo
determinados como o atraso de fase que falta para que os pontos cheguem a -180°.
Na Figura 4.1.12 podemos determinar no ponto “/” da curva de kgs =+10 dB a margem de
fase Gmr = +95,16°, no ponto “2” da curva de kqs = +5 dB a margem de fase ¢mr=+105,91°,
no ponto “3” da curva de kgg = 0 dB a margem de fase ¢pme=+126,87°, € no ponto “4 7 da
curva de kqs =-2,5 dB a margem de fase ¢ms=+150,12°. Podemos determinar da mesma
forma os valores de margem de fase complementar para k negativo. Na Figura 4.1.12
podemos determinar no ponto “/’ 7 da curva de kys=+10dB a margem de fase
complementar ¢mi =-84,84°, no ponto “2’ ” da curva de kgs =+5 dB a margem de fase
complementar ¢me =-75,09°, no ponto “3” da curva de ksqs =0dB a margem de fase
complementar ¢ur =-53,13°, e no ponto “4 ” da curva de kgs =-2,5 dB a margem de fase

complementar ¢pr = -29,88°.

Podemos graficar a margem de fase em fungdo do modulo do ganho k positivo, com
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os pontos determinados como mostrado nas Figuras 4.1.12 e 4.1.13. A Figura 4.1.14 mostra
exatamente esta curva, com ¢,y = MF em graus em fungdo de | k | em escala logaritmica. Na
verdade, este grafico é o mesmo grafico apresentado na Figura 4.1.8, e entéo identificamos 0s

pontos nomeados de “/” a “4 ” em fungdo dos pontos nomeados de “a@” a “h”.

Podemos também graficar a margem de fase complementar em fung@o do modulo do
ganho k negativo, com os pontos determinados como mostrado nas Figuras 4.1.12 e 4.1.13.
A Figura 4.1.15 mostra esta curva, com ¢ = MFC em graus em fungdo de | k | em escala
logaritmica. Na verdade, este grafico é o mesmo grafico apresentado na Figura 4.1.9,

LAk ]

e entdo identificamos os pontos nomeados de “7’ ” a “4’ ” em funcdo dos pontos nomeados
p ¢ p

de Sia'!? a S&h”

Podemos finalmente graficar a margem de ganho complementar em fungéo do médulo
do ganho k negativo, com os valores determinados como descrito a partir das
Figuras 4.1.12 e 4.1.13. A Figura 4.1.16 mostra esta curva, com MGCyz = MGCDB em dB
em fun¢do de |k | em escala logaritmica. Este grafico é o mesmo apresentado na Figura
4.1.10, e estdo identificados os pontos nomeados de “/” 7 a “4’ ” em fung¢do dos pontos

nomeados de “a” a “h”.

hid : : [
= : : [
© i GO
P {1 e = T
s : P
160 -
w 5 : : 3
= S S R ©

10"

|kl
Figura 4.1.14. Curva de margens de fase Gmr=MF em graus, em fun¢do do
modulo do ganho K, para o sistema monovariavel gl(s).
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4.2. MARGENS DE ESTABILIDADE DE SISTEMAS DE CONTROLE
MULTIVARIAVEL

4.2.1. Margens de Estabilidade usando Superficies-k de Riemann

Seja o sistema de controle multivaridvel descrito no Capitulo 3, ¢ mostrado
novamente na Figura 4.2.1. A funcdo de transferéncia de malha aberta é G(s), € o sistema

total tem funcdo de transferéncia de malha fechada H(s) = [I + kG(s)] ' G(s).

y(s)
G(s) >

k.l

Figura 4.2.1. Sistema de controle multivariavel realimentado, com planta
G(s) e ganho de realimentagdo K =Xk-1, o que restringe a
realimentagdo ao escalar k.

A representagdo de G(s) em espago de estado €:

%(t) = Ax(t) + Bu(t) AeR™", BeR™",
com (4.2.1)
y(t) = Cx(1) + Du(t), CeR"™", DeR™",
e onde » ¢ a ordem de G(s), com m entradas e m saidas, e equacdo caracteristica:
det[sI-A] =0 . (4.2.2)
O sistema realimentado H(s) tem representagdo de estado:
A, =A-kB (I-kD)"' C
k(t) = A, x(0) + B,r() B, = B[I-k(1+kD) "' D]
com (4.2.3)
y(t)=C,x(t) + D,r(®), g, =(l+kD)_IC
D,=(+kD)"'D,
com equacdo caracteristica:
detfsI- A, ] = def[sl- A+ kB (I-kD) " €| =0.. (4.2.4)

Um sistema multivariavel com m entradas e m saidas pode ter suas margens de fase
determinadas como se fosse um conjunto de m sub-sistemas de controle monovariavel, em
que cada lugar caracteristico representa a resposta em freqiiéncia de um destes sub-sistemas.
Assim, se o sistema tiver realimentac@o unitdria, ou seja, se k = 1, o entdio as margens de fase
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$neps P=1,2, ..., g do sistema serdo cada uma o atraso de fase necessario na curva de

resposta em freqiiéncia de um lugar caracteristico A, (jo)=eig,[G(jo)], i=1,2, ..., m, para
que um ponto de A,(jo) com magnitude unitdria passe pelo ponto critico (-1+j0). O nimero
total ¢ de margens de fase podera ser diferente do niimero total m de lugares caracteristicos,
porque um uUnico lugar caracteristico podera ter mais de uma margem de fase, da mesma

maneira como pode acontecer no caso monovariavel. Assim, se ®_, ¢ um valor de fregiiéncia
cp

para o qual [A,(jo)|=1, e se 0 angulo de 1,(jo,,) for ¢,, = arg[A,(jo_,)], entdo
d)mfp = 180° + ¢'7u(mcp) (425)

¢ a p-ésima margem de fase do sistema, relativa ao i-€simo lugar caracteristico, A,(jo), do

sistema com realimentagdo unitaria.

Pode-se igualmente considerar uma unica margem de fase como a margem de fase

global do sistema. Esta seria aquela com o menor moédulo entre as ¢ ou seja, 0 pior caso,

mfp?

que € aquele em que:
I¢'mf| = m1n| d)mfp[ ¥ P I= 21 s (426)

A escolha entre considerar uma Unica margem de fase ou todas as margens de fase
possiveis para cada lugar caracteristico depende muito da aplicagdo. Por exemplo, usando o
método de projeto por lugares caracteristicos, depois de diagonalizar o sistema se deve
projetar um compensador para cada lugar caracteristico como se fosse um sistema de
controle monovariavel. Nesta aplicacdo, escolhe-se o uso das margens de fase dos lugares
caracteristicos. Em outra situacdo pode ser mais conveniente a determinagéo de uma unica
margem de fase para o sistema como um todo. Este é o caso, por exemplo, se estivermos
interessados em determinar a estabilidade relativa do sistema realimentado. Bastard a

informagéo do pior caso: a menor margem de fase de todos os lugares caracteristicos.

Visto que a margem de fase global de um sistema de controle multivariavel é
facilmente determinada a partir das margens de fase individuais associadas aos lugares
caracteristicos do sistema, o desenvolvimento aqui € todo feito para estas ultimas como forma

de generalizar o trabalho.

Se o sistema tiver realimenta¢do com ganho k real positivo, entdo as margens de fase
associadas aos lugares caracteristicos deverdo ser calculadas incluindo o valor de k, ou seja,
levando em conta o ganho da malha de realimentagdo. Assim, para um determinado valor de

k. denominaremos o, ,(k) como uma freqiiéncia para a qual |k- 1, (jo, »(K)|=1, e o angulo de
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fase de A,(jo,,(k)) sera ¢, (o, ,(k))=arg[L,(jo_,(k))]. A equagdo apresentada em (4.2.5)

para a margem de fase podera entdo ser reformulada para:
Prn(k) = 180° + ¢,,(0,,(k)), (4.2.7)

e para cada valor real positivo do ganho k havera um valor para a p-ésima margem de fase.
Agora consideremos uma situa¢do hipotética na qual fosse possivel aplicar uma
realimentagio com ganho k complexo, com médulo k = |k | e 4ngulo ¢, = arg(k). A matriz

de transferéncia G(jm), ao ser multiplicada pelo escalar complexo k, teria seus autovalores

também multiplicados pelo mesmo escalar:
eig, [k-G(jo)] = k-eig,[G(o)] = kA, (o), (4.2.8)
e o angulo de [k- A,(jo)] seria formado pela soma do angulo de k com o angulo de A,(jo):
arglk-A,(jo)] = ¢, + arg[A,(jo)] . (4.2.9)

Se para um determinado ganho complexo k com médulo k = | k |, o angulo de fase aplicado
for ¢, :—d)m”,(i), calculado com a Equacdo (4.2.7), entdo arg[k-k,(imcp(ﬁ))]z—IS()" na
Equagéo (4.2.9):

arg[k- 1, G, (k)] = ¢, + arg[r, (o, (K))]
= = b, (0) + arg[r (o, k)]

= —{180° + argh (o, ()| + argh, (o, ®)]
— —180°.

(4.2.10)

[sto indica que o sistema hipotético com este ganho complexo de realimentagdo teria o
grafico de resposta em freqiiéncia do seu i-ésimo lugar caracteristico passando pelo ponto
critico (-14j0). Pelo critério generalizado de estabilidade de Nyquist, tal sistema teria algum
de seus poélos no eixo imaginario do plano-s. Este fato pode ser aproveitado para determinar

na superficie-k de Riemann as margens de fase correspondentes a alguns valores do ganho k.

Como exemplo, determinemos as margens de fase de um sistema como o mostrado na
Figura 4.2.1, em que G(s) é o Sistema 2 apresentado nas Equagdes (1.2.1) e (1.2.2) do
Capitulo 1, e k = 1. Verificando o grafico da Figura 1.2.11, no Capitulo 1, podemos ver que o
lugar caracteristico maior no grafico tem dois pontos com médulo 1, tendo portanto duas
margens de fase, e o outro lugar caracteristico ndo tem nenhum ponto com médulo 1, tendo
margem de fase infinita. E importante salientar que margens de fase com valores +o0 ou -co,
como consideradas no caso monovariavel, podem também ser consideradas no caso
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multivariavel, mas a superficie-k de Riemann s6 da informagdes sobre as margens de fase
finitas, ficando ao projetista a interpretagdo sobre as margens infinitas a partir dos proprios
lugares caracteristicos, se assim o desejar. Voltando ao exemplo, as margens de fase para o

lugar caracteristico maior sdo ¢ ., =-40,3643° e ¢ ., =-124,5939°. Se aplicarmos ao
sistema um ganho de realimentagio k complexo com médulo k =|k|=1 e éangulo
0, =—9,, =+40,3643°, os polos do sistema H(s) realimentado com este k serdo as raizes da

Equagao (4.2.4):
{ Pélos de H(s) } = { -4,2191-j1,2549 ; 0+j0,2187 } (4.2.11)

Da mesma forma, se aplicarmos ao sistema um ganho de realimenta¢do k complexo
com médulo k =|k|=1 e angulo ¢, =—9,, =+124,5939°, os polos do sistema H(s)

realimentado com este k serio:
{ Polos de H(s) } = { -2,0916-j2,5477 ; 0+ 31,2306 } (4.2.12)

Como esperado, em ambas as situagdes H(s) esta no limite da estabilidade com algum

dos seus pdlos no eixo imaginario do plano-s.

As Figuras 4.2.2 e 4.2.3 mostram respectivamente as Folhas 1 e 2 da superficie-k de
Riemann do Sistema 2, como apresentadas nas Figuras 3.2.2 e 3.2.3 do Capitulo 3.
O eixo imaginario do plano-s foi assinalado em preto para facilitar a identificacdo dos pontos.
Na Figura 4.2.2 é possivel identificar os pélos de H(s) para as duas situagdes descritas em
que ¢, =—¢,¢,» com p = 1, 2. O ponto (0 +j0,2187), assinalado com o numero “6”, e o
ponto (0 +j1,2306), assinalado com o niimero “15”, podem ser identificados como os pontos

de cruzamento da curva-G de 0 dB com o semi-eixo imaginario positivo.

Da mesma forma como estes dois pontos foram identificados, ¢ possivel identificar outros
tantos nas duas folhas da superficie-k de Riemann do Sistema 2. A Tabela 4.2.1 contém 31 pontos
a partir dos quais foram identificadas margens de fase para diferentes valores de | k |, ou de kgs, em
dB. Todos estes pontos podem ser identificados nos graficos das Figuras 4.2.2 e 4.2.3 a partir dos
valores de F e G assinalados para cada um. Os pontos ndo foram todos numerados para ndo tornar
o grafico confuso. Os pontos de “I” a “22” pertencem a folha 1, e aparecem na Figura 4.2.2.
O ponto “22” ndo aparece realmente no grafico, mas ¢ facil imaginar a localizagdo do ponto de
cruzamento da curva-F de 0° com o semi-eixo imaginario positivo: ele estd na posigao
(0 +)2,9580) na folha 1 do plano-s, tendo sido criado por um ganho k =-1,875. Os pontos de

“23” a “3I” pertencem a folha 2, e aparecem na Figura 4.2.3.
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1 2 3 4 5 6 7 8
Ponto F, G, kg, | k| arg(k), | Omr, graus, | Qme , graus,
graus dB dB graus comk=|k| | comk=]|Kk|
1 +180° ~+2.0] 1,9382] 1,2500 0,00° 0,00° +180,00°
2 -170° ~+1.5]1 1,7085| 1,2174| +10,00° -10,00° +170,00°
3 -160° ~+1,01 1,1770| 1,1451| +20,00° -20,00° +160,00°
4 -150° ~+0,5| 0,5733] 11,0682 +30,00° -30,00° +150,00°
5 -140° ~-0.11 0,0185| 1.,0021| +40,00° -40,00° +140,00°
6 ~-141° 0.0 0,0000] 1,0000] +40,36° -40,36° +139,64°
7 =130° ~-0,5| -0,4390] 0,9507| +50,00° -50,00° +130,00°
8 -120° ~-0,7] -0,7812] 0,9140| +60,00° -60,00° +120,00°
9 -110° ~-0,9] -1,0019] 0,8911| +70,00° -70,00° +110,00°
10 -100° ~-1,0]1 -1,0991| 0,8811| +80,00° -80,00° +100,00°
11 -90° ~-1,0] -1,0721] 0,8839] +90,00° -90,00° +90,00°
12 -80° ~-1,1| -0,9201| 0,8995| +100,00° -100,00° +80,00°
13 -70° ~-1.0] -0,6413| 0,9288] +110,00° -110,00° +70,00°
14 -60° ~-04] -0,2326] 0,9736| +120,00° -120,00° +60,00°
15 ~-55° 0,01 0,0000] 1,0000| +124,59° -124,59° +55,41°
16 -50° ~+0. 11 0,3111| 1,0365] +130,00° -130,00° +50,00°
17 -40° ~+0.9| 0,9974| 1,1217| +140,00° -140,00° +40,00°
18 -30° ~+1,8| 1,8373] 1,2356] +150,00° -150,00° +30,00°
19 -20° ~+2.8| 2,8458] 1,3877| +160,00° -160,00° +20,00°
20 ~-10° +4,0] 4,0000] 1,5849] +169,66° -169,66° +10,34°
21 -10° ~+4 0| 4,0438] 1,5929| +170,00° -170,00° +10,00°
22 0° ~+5,5| 5.4600] 1,8750 +180° -180,00° 0,00°
23 +180° ~+8,0] 7,9588] 2,5000 0,00° 0,00° -180,00°
24 ~+178° +8,001 8,0000] 12,5119 -2,82° 12,822 -177,18°
25 +170° ~+85| 8.4622| 2,6492| -10,00° +10,00° -170,00°
26 +160° ~+9 8| 9.8314] 3,1015] -20,00° +20,00° -160,00°
27 +150°1  ~+12,0] 11,8909] 3.,9314| -30,00° +30,00° -150,00°
28 ~+150° +12,01 12,0000] 3,9811| -30,45° +30,45° -149,55°
29 +140°| ~+14,4| 14,6278] 5,3876| -40,00° +40,00° -140,00°
30 ~+136° +16,0] 16,0000 6,3096| -44,17° +44,17° -135,83°
31 +130°| ~+18,0] 18,1958| 8,1244] -50,00° +50,00° -130,00°

Tabela 4.2.1.

Valores de margem de fase e margem de fase complementar
calculados a partir de pontos no semi-eixo imagindrio positivo
ou na origem das duas folhas da superficie-k de Riemann do
Sistema 2, multivariavel, mostradas nas Figuras 4.2.2 ¢ 4.2.3.
Os pontos de “1” a “22" pertencem a folha 1, e os pontos de
“23” a “31”, pertencem a folha 2.

Cada ponto enumerado na Tabela 4.2.1 tem identificados seus respectivos valores de
G e F. O valor de G serve para identificar o modulo do ganho k que gera o ponto, e esta

explicitado nas colunas 4 e 5, e o valor de F serve para o calculo da margem de fase (coluna 7) e
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da margem de fase complementar (coluna 8), caso tenha sido aplicado o ganho k indicado.

Com base nos dados da superficie-k de Riemann do Sistema 2 mostrados na Tabela
4.2.1, podemos concluir que a forma de determinagdo de margens de fase apresentada na
Sec¢do 4.1 para os sistemas de controle monovariavel pode ser utilizada para o caso
multivaridvel. Isto significa que para determinar uma margem de fase para um determinado
valor de ganho real k expresso por kgg em dB, devemos achar a curva-G com G = kg,
achando o ponto de cruzamento desta curva com o semi-eixo imagindrio positivo ou a
origem. Devemos identificar o valor correspondente de F no ponto identificado, e entdo

aplicar a mesma formula apresentada para o caso monovariavel:
b = £180° + F, (4.2.13)

onde ¢, . calculado para cada ponto de cruzamento é uma das margens de fase ¢, (k).

mf

p=1....,q existentes no sistema para o valor estipulado de k, € apresentadas na Equagdo (4.2.7).

A Tabela 4.2.1 mostra na sua coluna 8 as margens de fase correspondentes aos pontos
de cruzamento com o semi-eixo imagindrio positivo do plano-s nas duas folhas da
superficie-k de Riemann do Sistema 2. Nela podemos ver, por exemplo, que os pontos “6” ¢
“157, para os quais kqs = 0 dB, ou | k | = 1, terfio correspondentemente como margens de fase

-40,36° e -124,59°. caso o ganho aplicado tenha sido k = +1.

Caso estejamos interessados na margem de fase do sistema com realimenta¢do
positiva, podemos, ao invés de aplicar realimentagéo positiva, considerar valores negativos do
ganho k real, como feito na Se¢fio 4.1 para o caso monovariavel. Neste caso, o grafico do
lugar das raizes, em vermelho, dard lugar ao grafico do lugar das raizes complementar, em
magenta. As margens de fase de um sistema de controle multivariavel com ganho k negativo
sdo também facilmente determinadas graficamente com o uso da superficie-k de Riemann do
sistema. Chamaremos a margem de fase do sistema com k real negativo de margem de fase
complementar, e a representaremos com 0 simbolo ¢mre. As margens de fase complementares
serio entdo os atrasos de fase necessarios ao ganho k real negativo para que algum lugar
caracteristico alcance o ponto critico (-1+j0), fazendo com que no sistema realimentado um
polo ou par complexo de pdlos alcance o eixo imaginario. Podemos também equacionar as
margens de fase complementares em termos de F. Escolhemos o modulo kgs em dB do ganho
k real negativo desejado, determinamos a curva-G correspondente na superficie-k de Riemann
do sistema, e determinamos os pontos de cruzamento da curva com 0 semi-eixo imaginario

positivo ou a origem. Determinamos para cada ponto o valor correspondente de F, e entao
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utilizamos a mesma férmula utilizada para os sistemas de controle monovariavel:
Oure = 0° — F = -F, (4.2.14)

onde ¢ _. calculado para cada ponto de cruzamento é uma das margens de fase

mic
complementares ¢ . ,(k), p=1....,q, considerando haver ¢ delas no sistema para o valor
estipulado de k. Note-se que a contagem de g valores apresentada aqui ndo € a mesma para as

margens de fase.

A Tabela 4.2.1 mostra na sua tltima coluna as margens de fase correspondentes aos
pontos de cruzamento com o semi-eixo imagindrio positivo do plano-s nas duas folhas da
superficie-k de Riemann do Sistema 2. Nela podemos ver, por exemplo, que os pontos “6” e
“15”, para os quais kgs = 0 dB, ou | k | = 1, cujas margens de fase ja foram comentadas, terdo
como margens de fase complementares correspondentemente +139,64° ¢ +55,41°, caso o

ganho aplicado tenha sido k = -1.

A determinagdo de margens de ganho de um sistema de controle multivariavel na
superficie-k de Riemann acontece da mesma forma descrita para o caso monovariavel.
Para determinar uma margem de ganho MGy, em dB, de um sistema de controle
multivaridvel com ganho k real positivo, deve-se determinar nos ramos do lugar das raizes, ou
seja, nas curvas-F de +180° (em vermelho na superficie-k de Riemann), um ou mais pontos de
cruzamento com o semi-eixo imaginario positivo ou a origem. Deve-se determinar o valor de
G para cada ponto encontrado. Cada valor de G ¢ uma margem de ganho MGgg, em dB, para
k =1, ou seja, com kgs = 0 dB. Para valores diferentes de k, deve-se seguir a mesma equagéo

utilizada para o caso monovariavel para cada valor de G:
MGy = G - ky (4.2.15)

onde MGy ¢ uma das margens de ganho MG, (k), p=1.....q, considerando haver ¢

margens de ganho para o sistema com o ganho estipulado k.

No exemplo do Sistema 2, ha dois pontos de cruzamento de curva-F de +180° com o
semi-eixo imaginario positivo ou a origem. O primeiro ponto aparece na folha 1 da
superficie-k de Riemann apresentada na Figura 4.2.2, e esta na origem do plano-s. Este ponto
esta identificado na Tabela 4.2.1 como o ponto “I ”, e tem G =+1,9382 dB. A margem de
ganho do Sistema 2 calculada a partir deste ponto, e com k= +1, é MGgg; = +1,9382 dB. O
segundo ponto aparece na folha 2 da superficie-k de Riemann apresentada na Figura 4.2.3, e

também esta na origem do plano-s. E o ponto “23” na Tabela 4.2.1, e tem G = +7,9588 dB.
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A margem de ganho do Sistema 2 calculada a partir deste ponto, e com k=+1, ¢
MGgg: = +7,9588 dB. O Sistema 2 tem portanto estas duas margens de ganho, que em
valores absolutos ficam: MG, = 10¢"*#*?9 = 1 25 ¢ MG, = 10*7**¥?9 =2 5  que sdo os

valores absolutos do ganho k para os respectivos pontos.

A determinagdo de margens de ganho complementares de um sistema de controle
multivaridvel, ou seja, margens de ganho quando aplicado um ganho k negativo de
realimentagdo, na superficie-k de Riemann, acontece de forma similar & descrita para margens
de ganho com ganho k positivo. Ao invés de determinar pontos no lugar das raizes, ou seja,
nos ramos vermelhos com F=+180° devemos determinar pontos no lugar das raizes
complementar, ou seja, nos ramos magenta com F = 0°. Devemos determinar nestes ramos
um ou mais pontos de cruzamento com 0 semi-eixo imaginario positivo ou a origem. Devemos
determinar o valor de G para cada ponto encontrado. Cada valor de G ¢ uma margem de
ganho complementar MGCgyg, em dB, para k = -1, com kg = 0 dB. Para valores diferentes de

k, deve-se seguir a mesma equagdo utilizada para margens de ganho para cada valor de G:
MGCy = G — kg , (4.2.16)

onde MGCygs € uma das margens de ganho complementares MG Cgy,(k), p=1,....q.

considerando haver g margens de ganho complementares para o sistema com o ganho k
negativo estipulado. Note-se que foi utilizada a variavel g para enumerar margens de fase,
margens de fase complementares, margens de ganho e margens de ganho complementares,
mas todas estas contagens sdo totalmente independentes entre si, tendo apenas sido usada a

mesma notacio por questdo de compreensdo no texto.

No exemplo do Sistema 2, ha apenas um ponto de cruzamento de curva-F de 0° com
0 semi-eixo imaginario positivo ou a origem. O ponto aparece na folha 1 da superficie-k de
Riemann, embora tenha ficado fora da Figura 4.2.2: esta em (0 +j2,9580) na folha 1 do
plano-s. Este ponto estd identificado na Tabela 4.2.1 como o ponto “22 ”, e tem
G =+5,4600 dB. A margem de ganho complementar do Sistema 2 calculada a partir deste
ponto, e com k = -1, € entao MGCys = +5,4600 dB. O Sistema 2 tem, portanto apenas esta
margem de ganho complementar, que em valor absoluto fica: MGC = 10*%?” = 1 8750 ,

que € o valor absoluto do ganho k para o ponto “22”.

Nado temos conhecimento de bibliografia que trate de sistemas de controle

multivaridvel com abordagem e/ou resultados semelhantes aos desta se¢do.
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4.2.2. Determinagéo nas Novas Graficagées de Superficie-k de Riemann

Podemos determinar margens de fase, margens de ganho, margens de fase
complementares ¢ margens de ganho complementares de um sistema de controle multivaridvel
através das novas graficagdes apresentadas no Capitulo 3. A determinagdo destes valores sera
exemplificada usando o Sistema 2, que € 0 mesmo sistema utilizado no Capitulo 3 e também

na sub-se¢do anterior.

A Figura 4.2.4 repete a graficagio de angulos das curvas-F da superficie-k de
Riemann do Sistema 2 em fun¢iio da magnitude do ganho k, como mostrada no Capitulo 3,
na Figura 3.2.4. Este grafico ndo faz distingdo de folhas da superficie-k de Riemann,
apresentando-as simultaneamente. Aparece ainda em destaque a reta horizontal em preto
marcando 90° para o 4ngulo da varidvel s, o que representa o semi-eixo imaginario positivo
do plano-s. Os pontos sobre os quais serdo calculadas as margens de estabilidade do sistema

sdo os pontos de cruzamento das curvas-F com esta horizontal.

T | [ e 1 . Y | T : FRE B R N B T ™ T T T T oI

TTTTT

]

Curvas-F -
150 folhas 1 e 2 -

I

100 semi-eixo imagindro
positive do plano-s

i
ol
0"0
I

i
f

L7
5,
0g!

c.f‘,

50

5
o”
i

graus
2K

009
9.9
0:‘
R

&S
i
%
3

()
_03

T
&5

o

I
.
*’
&
&

X
|
i

:;0

s
|

L

=
<
%

e
=

arg(s),

-50

-100+

-150

T

i i [ o T M |
10° 107

|kl

Figura 4.2.4. Angulos das curvas-F da superficie-k de Riemann do Sistema 2,
em funcdo da magnitude do ganho k, conforme apresentado
na Figura 3.2.4 no Capitulo 3, com as duas folhas repre-
sentadas simultaneamente. O semi-eixo imagindrio positivo do
plano-s estd representado como uma horizontal em +90°.
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Figura 4.2.5. Detalhe dos dngulos das curvas-I na folha 1 da superficie-k de

A Figura 4.2.5 mostra em detalhe o grafico dos angulos das curvas-F em fun¢do do

ganho k na folha 1 da superficie-k de Riemann do Sistema 2. Estéo ressaltados no grafico

Riemann do Sistema 2, mostrando em destaque os pontos de
cruzamento com o semi-eixo imagindrio positivo do plano-s.

alguns dos pontos apresentados na Tabela 4.2.1.

O ponto “I”, sobre a curva-F de +180°, da uma indicagéo de margem de ganho para o
sistema, por ser o cruzamento de um ramo do lugar das raizes com o eixo imaginario do
plano-s. O ganho em que acontece este cruzamento tem modulo |k [=1,25 , o que indica
uma margem de ganho absoluta MG =125 para o sistema quando aplicada uma
realimentacdo unitaria, com ganho k = +1. Caso haja uma realimentagdo com ganho k real
positivo diferente, deve-se calcular a nova margem de ganho MGy dividindo a margem de
ganho MG (com k = +1) pelo ganho desejado: MGy = (MG / k). Assim, a margem de ganho
do sistema para k =+10 sera MG = (1,25/10) = 0,125, ¢ a margem de ganho do sistema
para k =0,5 serd MGys = (1,25/0,5) =2,5. Este célculo é equivalente ao apresentado na

Equagdo (4.2.15), usado para célculo da margem de ganho em dB.

Além da margem de ganho, o ponto “I” indica também uma margem de fase ¢mr=0°

para um ganho aplicado k = +1,25, e margem de fase complementar ¢nr = +180° para um
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ganho aplicado k =-1,25. Os outros pontos também ddo indicacdo de margem de fase e
margem de fase complementar para diferentes valores de k. O ponto “2”, para o qual
F=-170°, indica ¢ms=-10° para k =+1,2174 € ¢me = +170° para k =-1,2174; o ponto “3”,
para o qual F = -160°, indica ¢ur =-20° para k = +1,1451 € P = +160° para k = -1,1451; o
ponto “4”, para o qual F =-150° indica ¢ms=-30° para k =+1,0682 € ¢np = +150° para
k =-1,0682; o ponto “I19”, para o qual F=-20° indica ¢mr=-160° para k =+1,3877 e
Qmic = +20° para k =-1,3877; o ponto “21”, para o qual F=-10° indica ¢.r=-170° para
k=+1,5929 e ¢mi =+10° para k=-1,5929; e o ponto “22”, para o qual F=0° indica
dme = 0° para k = +1,8750 € e = -180° para k =-1,8750.

O ponto “22”, além da indicagdo de margem de fase e margem de fase complementar,
da a informacdo necessaria para o célculo de margem de ganho complementar, por ser o
ponto de cruzamento do lugar das raizes complementar com o semi-eixo imaginario positivo
do plano-s. Uma vez que o cruzamento acontece com |k|= 1,875, a margem de ganho
complementar para k = -1 sera este mesmo valor: MGC = 1,875. Para valores diferentes de
ganho real negativo, a margem de ganho complementar pode ser calculada dividindo a
margem de ganho MGC (com k = -1) pelo ganho desejado: MGCy = (MGC /| k |). Assim, a
margem de ganho complementar do sistema para k = -10 serda MGC._;o = (1,875/10) = 0,1875,
e a margem de ganho do sistema para k=-0,5 sera MGC,s=(1,875/0,5) =3,75. Este
célculo € equivalente ao apresentado na Equagéo (4.2.16), usado para célculo da margem de

ganho complementar em dB.

A Figura 4.2.6 mostra em detalhe o grafico dos angulos das curvas-F em fungdo do
ganho k na folha 2 da superficie-k de Riemann do Sistema 2. Estdo ressaltados no grafico os
pOI']tOS 55233'}’ G&255?’ 65265?, 6&275}’ 5529” e “31’,,

O ponto “23” esta sobre uma curva com F = £180°. Podemos determinar com este

ponto outra margem de ganho para o sistema, que ¢ o mddulo do ganho k do ponto:
MG =2.5. Esta margem de ganho ¢ para k =+1, mas novamente ¢ possivel recalcular esta

margem para k diferente, dividindo MG pelo valor do k desejado.

Tanto o ponto “23” quanto os outros ddo informagdes de margem de fase ¢ margem de
fase complementar. O ponto “23”, que tem F =+180°, da a informagdo que com ganho k = +2.5,
a margem de fase € ¢, = 0° e com k =-2.5, a margem de fase complementar é ¢ = -180°.
Pelo ponto “25”: com ganho k = 2,6492, ¢ =+10°, e com k =-2,6492, ¢ =-170°. Pelo
ponto “26”: com ganho k = 3,1015, ¢mr=+20°, € com k =-3,1015, ¢nr = -160°. Pelo ponto
“27”: com ganho k = 3,9314, ¢mr=+30°, € com k =-3,9314, ¢ =-150°. Pelo ponto “29”:
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com ganho k = 5,3876, ¢mr= +40°, € com k =-5,3876, ¢ = -140°. Pelo ponto “37”: com
ganho k = 8,1244, ¢r = +50°, e com k = -8,1244, dmi. = -130°.
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Figura 4.2.6. Detalhe dos dngulos das curvas-F na folha 2 da superficie-k de
Riemann do Sistema 2, mostrando em destaque os pontos de
cruzamento com o semi-eixo imagindrio positivo do plano-s.

As Figuras 4.2.7 e 4.2.8 mostram detalhes respectivamente dos graficos de angulos de fase
das curvas-G em fungéio dos angulos de fase do ganho k, mostrados nas Figuras 3.2.10 e 3.2.11
do Capitulo 3. A Figura 4.2.7 mostra os pontos de cruzamento das curvas-G com o semi-eixo
imaginario positivo do plano-s na folha 1 da superficie-k de Riemann do Sistema 2. Estdo
ressaltados os pontos “6”, “15” ¢ “20”. Os pontos “6” ¢ “I15” acontecem sobre a curva com
G =0 dB, de onde se pode tirar duas margens de fase para k =+1. As margens de fase sdo lidas
diretamente como o negativo do angulo de fase do ganho k respectivo. Assim, as margens de fase
para k = +1 sdo: -40,36° e -124,59°. Se for aplicado um ganho negativo com valor em dB igual ao
valor de G da curva, a margem de fase complementar deve ser calculada como 180° - arg(k).
Assim, as margens de fase complementares para k = -1, calculadas a partir dos dois pontos, sao:
+139,64° e +55,41°. O ponto “20” da as informac¢des de margem de fase e margem de fase
complementar para ganhos com modulo em dB igual a +4 dB, ou seja, kg =+4 dB, o que
significa |k |=10""*"=1,5849. Assim, para k=+1,5849, temos ¢m=-169,66°, ¢ para
k =-1,5849, temos ¢ = +10,34°.
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Figura 4.2.7. Detalhe do grdfico de dngulos das curvas-G na folha 1 da
superficie-k de Riemann do Sistema 2, mostrando pontos de
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A Figura 4.2.8 mostra os pontos de cruzamento das curvas-G com 0 semi-eixo imaginario
positivo do plano-s na folha 2 da superficie-k de Riemann do Sistema 2. Estdo ressaltados os
pontos “247, “28” ¢ “30". O ponto “24” da a informagdo de margem de fase ¢ns = +2,82° para um

ganho k = +10*%" =

+2,5119, e de margem de fase complementar ¢ = -177,18° para um ganho
k =-10%2% = .2 5119. Pelo ponto “28” tem-se que ¢mr=+30,45° parak =+10""**"= +3,9811, ¢
Ome =-177,18° para k=-3,9811. Pelo ponto “30” tem-se que Q= 1t44,17°  para

k =+10719 = 46,3096, € ¢ = -135,83° para k = -6,3096.

Finalmente, as Figuras 4.2.9 e 4.2.10 mostram detalhamentos das folhas 1 e 2
respectivamente da superficie-k de Riemann do Sistema 2 no plano-s modificado,
representado em forma de magnitudes em dB e angulos em graus da variavel complexa s. O
grafico da Figura 4.2.9 é o detalhamento do grafico da Figura 3.2.13 do Capitulo 3, com
destaque para a regido do semi-eixo imaginario positivo do plano-s, representado pela vertical
preta em +90°. Ja o grafico da Figura 4.2.10 é um detalhamento modificado do grafico da
Figura 3.2.14 do Capitulo 3, porque as curvas apresentadas na Figura 4.2.10 com angulos de
s entre 0° e +180° sdo as mesmas curvas que foram representadas na Figura 3.2.14 com
angulos de s entre +360° e +540°, que, € claro, representam 0S mesmMOS lugares geométricos

no plano complexo s.

Na Figura 4.2.9 estdo ressaltados os pontos “2”, “3”, “4”, “6”, “gp “15 ¢ “227, Este
grafico, apresenta os pontos tanto das curvas-F quanto das curvas-G com mais clareza que os
anteriores, e mais clareza até que no grafico da Figura 4.2.2. Assim, os dados apresentados na
Tabela 4.2.1, que foram calculados matematicamente, poderdo ser melhor aproximados
quando determinados a partir deste grafico do que a partir dos graficos anteriores. O unico
ponto que ndo pode ser representado no grafico ¢ a origem do plano-s, onde estd o ponto
“I”. Podemos entretanto “seguir” a curva-F, que comega como uma vertical em +180°, e
depois continua como também como uma vertical em 0°. O ponto “I” pode ser imaginado
passando por +90° com ganho infinitamente negativo em dB, e pelo grafico podemos
identificar que este ponto acontece com G entre 0dB e +4 dB. Com um grafico mais

detalhado para valores negativos poderemos ter mais preciséo para esta aproximagéo.

Na Figura 4.2.10 estdo ressaltados os pontos “257, “26”, “27”, “28”, “99°. 30" e
“31”. Podemos ver neste grafico que o ponto “27” esta sobre a curva-F de +150° e o ponto
“28” esta sobre a curva-G de +12 dB, sendo pontos diferentes. Este detalhamento ndo pode

ser bem visualizado no grafico da Figura 4.2.3.
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Figura 4.2.9. Detalhe da folha 1 do diagrama de magnitudes logaritmicas
versus dngulos de fase da superficie-k de Riemann do Sistema
2, mostrando em destaque os pontos de cruzamento com 0
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Figura 4.2.10. Detalhe da folha 2 do diagrama de magnitudes logaritmicas
versus dngulos de fase da superficie-k de Riemann do Sistema
2, mostrando em destaque os pontos de cruzamento com 0

semi-eixo imagindrio positivo do plano-s.
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4.2.3. Novas Representag6es em Fung¢ao do Ganho k de Realimentagao

Como fizemos na sub-se¢io 4.1.3 para o caso monovariavel, podemos mudar o
enfoque do estudo também para o caso multivariavel. Ao invés de olharmos para as curvas-G
e curvas-F da superficie-k de Riemann no plano-s, vamos ver as curvas correspondentes no
plano-k. Denominaremos como curvas-Gy as curvas no plano-k geradoras de curvas-G no
plano-s, e curvas-Fy as curvas no plano-k geradoras de curvas-F no plano-s. A codificagdo de
cores sera mantida: curvas-Gy em verde, e curvas-Fy em azul, vermelho (para F, = £180°) ou
magenta (para Fy = 0°).

Podemos determinar a curva de valores de ganho k complexo que gera pdlos do
sistema realimentado H(s) no eixo imagindrio. Se o sistema ndo realimentado G(s) for
estritamente proprio, e for representado em espaco de estado pelas matrizes A, B, C e D,
entdo a matriz D serd identicamente nula, e sera possivel determinar a curva de k que gera
polos de s na origem ou no semi-eixo imaginario positivo do plano-s através de autovalores
generalizados, conforme mostrado no Capitulo 3, Equagdes (3.1.11-13). Para isto, basta
estipular s =jo, ® € R’, e achar os valores de k. Se G(s) ndo for estritamente proprio,
teremos que recorrer a métodos numéricos para a obtengdo de valores de k que geram polos
de H(s) no semi-eixo imagindrio positivo ou na origem do plano-s. Foram implementadas

fun¢des para os dois casos.

Exemplificaremos usando o Sistema 2, que ¢ estritamente proprio. A Figura 4.2.11
mostra curvas-Gy e curvas-F; no plano-k complexo, curvas estas que geram as curvas-G e
curvas-F respectivamente nas duas folhas do plano-s da superficie-k de Riemann do sistema.
Além destas curvas, ha na figura duas curvas em preto em destaque. Esta € a curva de valores
de k que geram poélos do sistema realimentado na origem ou no semi-eixo imaginario positivo
do plano-s da superficie-k de Riemann. Assim, realimentando o sistema com qualquer um dos
ganhos complexos k da curva em preto da figura, algum dos polos do sistema realimentado
tera parte real zero e parte imagindria positiva ou zero. Ao percorrer a curva em preto com
valores de k, algum dos pélos do sistema realimentado estara percorrendo a partir da origem
0 semi-eixo imaginario positivo do plano-s, fazendo com que os pontos enumerados de “/” a
“31” nas Figuras 4.2.9 ¢ 4.2.10 e nas subseqiientes, sejam alcangados. Os pontos que geram
aqueles enumerados podem ser identificados através do cruzamento das curvas em preto com

as curvas-Gy e curvas-Fy correspondentes.

Esta é uma nova maneira de identificar a estabilidade de um sistema multivariavel

realimentado: através dos ganhos k complexos que colocam o sistema realimentado no limite
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da estabilidade. Como as margens de estabilidade mostradas na Tabela 4.2.1 sdo baseadas nos
valores de G e F dos pontos, € Gx = G e F, = F nos pontos correspondentes nos dois planos
complexos (plano-k e plano-s), entdo na curva da Figura 4.2.11, e com o auxilio das
curvas-Gy e curvas-Fy, € possivel identificar através dos pontos das curvas pretas as margens

de estabilidade do sistema.

No grafico da Figura 4.2.11 podemos identificar os pontos “I” e “23”, que estao
sobre a curva-F, de +180° indicando que estes pontos geram pontos do lugar das raizes
(ramos F de +180° na superficie-k de Riemann do sistema) no eixo imaginério. Através destes
dois pontos, que estio sobre curvas-Gy respectivas de aproximadamente 2 dB e 8 dB,
podemos dizer que o Sistema 2 ao receber realimentagdo com ganho k=+1 tera duas
margens de ganho, de aproximadamente +2 dB e +8 dB. Na realidade, olhando o valor exato
de | k | para os pontos na Tabela 4.2.1, vemos que estas margens de ganho sdo exatamente

1,9382 dB e 7,9588 dB, e que a aproximagdo encontrada no grafico € valida.
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Figura 4.2.11. Curvas de k (em preto), que geram pontos no semi-eixo real
positivo do plano-s da superficie-k de Riemann do Sistema 2.
As curvas-Gy sdo as que geram as curvas-G da superficie-k, e
as curvas-Iy sdo as que geram as curvas-F da superficie-k.
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Outros pontos facilmente identificaveis na Figura 4.2.11 séo os pontos “6” e “15”, de
cruzamento com a curva-G, de 0dB. Estes pontos tém respectivamente Fy de
aproximadamente -140° e -55°, o que significaria margens de fase aproximadas de -40° e
-125° para ganho k=+1. Estes valores estdo realmente proximos dos valores exatos
apresentados na Tabela 4.2.1 para estes pontos, que sdo -40,36° e -124,59°. Para ganho
k = -1, a aproximagdo também pode ser verificada: os pontos “6” e “15” dao respectivamente
uma aproximagio de margem de fase complementar de +140° e +55°, valores bem proximos
dos valores exatos apresentados na Tabela 4.2.1, que sdo +139,64° ¢ +55,41°.

A Figura 4.2.12 mostra no plano-k as mesmas curvas da Figura 4.2.11, mas com
escala diferente para mostrar valores maiores de k. Através das curvas das Figuras 4.2.11 ¢
4.2.12 é possivel identificar pontos para determinagdo de margens de estabilidade do Sistema

2 para diversos valores do ganho k de realimentagéo.

60

20 |- i

Imag(k)
o

-60
-60

Real(k)
Figura 4.2.12.Curvas de k (em preto), que geram pontos no semi-eixo real
positivo do plano-s da superficie-k de Riemann do Sistema 2.
Este grdfico repete o grdfico da Figura 4.2.11, mas com
escala diferente para mostrar valores maiores de k.
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Figura 4.2.13. Plano-k da Figura 4.2. 11 representado em dngulos em graus e
magnitudes em dB da varidvel complexa k. As curvas-Gy sdo
horizontais e as curvas-Fy sdo verticais. As curvas em preto tém

valores de k que colocam o Sistema 2 no limite da estabilidade.

A Figura 4.2.13 mostra o plano modificado da variavel k das Figuras 4.2.11 ¢ 4.2.12.
Na abscissa esta o angulo de fase arg(k), em graus, e na ordenada estd 0 moédulo em dB de k,
kas = 20log| k |. As curvas em preto representam os valores de ganho k que colocam algum
polo do Sistema 2 realimentado na origem ou no semi-eixo imaginario positivo do plano-s,
colocando o sistema realimentado no limite da estabilidade. Neste grafico as curvas-Gy sdo
horizontais e as curvas-Fi sdo verticais. Isto facilita a determinagdo grafica das margens de
estabilidade do sistema. Como exemplo, podemos rever os pontos “I” e “23”, e ver que as
margens de ganho para k = +1 podem ser lidas diretamente no eixo vertical. Podemos rever
também os pontos “6” ¢ “15”, e ver que as margens de fase para k =+1 podem ser lidas
como as distancias dos pontos para a direita até encontrar a curva-Fy de +180°. Como esta
curva esta a esquerda dos pontos, as margens de fase sdo negativas. Através dos mesmos
pontos, podemos ver que as margens de fase complementares para k =-1 podem ser lidas
como as distancias dos pontos para a direita até encontrar a curva-Fy de 0°. Como esta curva

esta realmente a direita dos pontos, as margens de fase complementares sdo positivas.
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Finalmente, podemos ver o ponto “22”, que aparece também na Figura 4.2.11 sobre a
curva-F, de 0°. Através deste ponto, podemos ler a margem de ganho complementar para
k = -1 diretamente no eixo vertical: aproximadamente +6 dB. Pela Tabela 4.2.1 vemos que a
margem de ganho complementar exata ¢ +5,4600 dB, que ¢ realmente um valor proximo. E

claro que uma mudanca de escalas no grafico podera dar uma melhor aproximagao do valor.

Com base na determinagdo grafica descrita para margens de fase e margens de fase
complementares, pode-se fazer um gréfico especifico para a margem de fase e outro para a
margem de fase complementar. Estes estdo representados nas Figuras 4.2.14 e 4.2.15. Estas
curvas mostram a variagdo das margens em fun¢do do modulo do ganho k. Os graficos
apresentam na ordenada os valores de margens finitas existentes para o ganho cujo modulo
est4 indicado na abscissa. Margens infinitas devem ser estipuladas pelo projetista, quando
desejado ou necessério. Como exemplos podemos ver nas curvas da Figura 4.2.14 que para
kes = 0 dB havera duas margens de fase, -40,36° e -124,59°, e que para kgp = +40 dB os
valores das margens de fase serfio +78,88° e -258,88°. Salientamos que cada uma destas curvas
representa as margens de fase de um dos lugares caracteristicos do Sistema 2, sendo portanto
possivel ver que para kgs =0 dB as duas margens de fase sdo de um tnico lugar caracteristico,

enquanto que para kg = +40 dB cada margem de fase ¢ de um dos lugares caracteristicos.

100 I ! I ! I [ l J

graus

-50

~ -100 . . .

-200

-250

300 i | 3 a ; | | ';
-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80
201lo0g|k], dB

Figura 4.2.14. Curvas de margens de fase ¢ne=MF em graus, em fungdo do
médulo do ganho k em dB, para o Sistema 2, multivariavel.
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Figura 4.2.15. Curvas de margens de fase complementares Omie = MFC em
graus, em fun¢cdo do modulo do ganho k em dB, para o
Sistema 2, multivariavel.

Podemos exemplificar a determinagfio das margens de fase complementares através da
Figura 4.2.15 determinando os valores para kgs = 0 dB, ou seja, k = -1, que sdo +139,64° ¢
+55,41°, e para kgg = +40 dB, ou seja, k = -100, que sdo -101,12° e -78,88°.

Finalmente, com base nos pontos “I” ¢ “23” da Figura 4.2.13, € possivel graficar as
margens de ganho em fungfio do ganho k positivo de realimentagdo, e com base no ponto
“22” da mesma figura, ¢ possivel graficar as margens de ganho complementares em fungéo do
ganho k negativo de realimentagfio. A Figura 4.2.16 mostra as curvas de margens de ganho,
uma contendo o ponto “I”, com margem de ganho de +1,9382 dB, para kgs = 0 dB, ou seja,
k = +1, e outra contendo o ponto “23”, com margem de ganho de +7,9588 dB, também para
kqs = 0 dB, ou seja, k = +1. As duas curvas tém inclinagéo -1, como ja descrito para o caso
monovariavel, e como exemplo, para kg = +40 dB, as margens de ganho serdo -3 8,0618 dB

e -32,0412 dB.

A Figura 4.2.17 mostra a anica curva de margens de ganho complementares, baseada
no ponto “23”, com margem de ganho complementar de +5,4600 dB, para kss =0 dB, ou
seja, k = -1. Esta curva, a exemplo das curvas de margem de ganho, também tem inclinagéo
-1, e como exemplo, para kg = +40 dB a margem de fase complementar serd -34,5400 dB.

180



MGDB,

.80 ‘: i | . l : =. ;
-10 0 10 20 30 40 50 60 70 80

20 log|k], dB
Figura 4.2.16. Curvas de margens de ganho MGg =MGDB em dB, em
fun¢do do médulo do ganho k em dB, para o Sistema 2,
multivariavel.
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Figura 4.2.17.Curva  de  margens de  ganho  complementares
MGCqs = MGCDB em dB, em fungédo do médulo do ganho Kk
em dB, para o Sistema 2, multivariavel.
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4.2.4. Determinagao das Margens de Estabilidade com o Auxilio das
Superficies-s de Riemann

Margens de ganho e de fase foram originalmente definidas para sistemas de controle
monovariavel a partir do critério de estabilidade de Nyquist, usando o grafico de resposta em
freqiiéncia. Para sistemas de controle multivaridvel, as mesmas margens podem ser definidas a
partir do critério generalizado de estabilidade de Nyquist, usando os graficos dos lugares
caracteristicos A{jo). Em termos de superficies-s de Riemann, isto significa que estas

margens sdo definidas em termos das curvas-F de +90°.

ponto critico
complementar |
v
__________________________________________________ i_____
(+1+30)
0.8t \ -
At e, ; -
. A . .
-1 -0.5 0 0.5 1
Real[G(s)]

Figura 4.2.18. Contornos de Nyquist de G(s) do Sistema 2. As curvas em
vermelho correspondem aos lugares caracteristicos M{(jo),
oeR" e i=1,2 — curvas-F de +90° da superficie-s de
Riemann, e as curvas em magenta correspondem a L(-j®),
o e R" e i=1,2 — curvas-F de -90° na mesma superficie.

Usando o Sistema 2 para exemplificar a determinagdo das margens de estabilidade, a
Figura 4.2.18 mostra novamente os contornos de Nyquist a partir dos dois lugares
caracteristicos Ajo), i =1, 2, mostrados na Figura 1.2.12, no Capitulo 1. No caso de
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realimenta¢do com ganho k = +1, as margens de ganho ¢ de fase sdo calculadas em relagdo ao
ponto critico (-1 + jO), como mostrado no Capitulo 1. No Sistema 2 as margens de ganho sdo
1,25 e 2,5. No caso de realimentagdo negativa com ganho k real positivo, podemos
considerar o ponto critico se movimentando sobre o semi-eixo real negativo do plano-G(s).
com o valor (-1/k +j0), o que d4 o mesmo efeito do aumento nas curvas proporcional ao
valor de k, como apresentado na Sub-Segio 4.1.4 para o caso monovaridvel. Para as margens

de fase, vale a mesma modificagdo no ponto critico quando o ganho k real positivo varia.

Para a determinag¢do das margens complementares no caso de realimentagdo com
ganho k =-1, podemos utilizar o ponto (+1 +j0), que podemos chamar de ponto critico
complementar. A utilizagdo deste ponto dd o mesmo efeito de inverter o grafico, como
mostrado para o caso monovariavel na Sub-Sec@o 4.1.4. Assim, h4 apenas uma margem de
ganho complementar finita para o sistema, que ¢ 1,875. No caso de ganho real negativo, o
ponto critico complementar pode se movimentar sobre o semi-eixo real positivo do
plano-G(s), com o valor (-1/k + j0). Para as margens de fase complementares, também vale a

mesma modificagdo no ponto critico complementar.

As Figuras 4.2.19 e 4.2.20 apresentam o diagrama de Bode do Sistema 2. A Figura

4.2.19 mostra as magnitudes em dB e a Figura 4.2.20 os angulos de fase em graus dos

lugares caracteristicos A(jo), i = 1, 2 do sistema, ambos em fun¢do do ganho ®, em rad/s.

As margens de ganho e de fase para o sistema de controle multivariavel podem ser
determinadas da mesma forma que no caso monovariavel, sobre as curvas dos lugares
caracteristicos. Na Figura 4.2.19 a horizontal em 0 dB esta em destaque, ¢ na Figura 4.2.20 a

horizontal em -180° esta em destaque, ambas em preto.

Como mostrado no Capitulo 2 através dos graficos da Figura 1.3.6, as margens de
fase do Sistema 2 sdo determinadas nas freqiiéncias 0,2187 rad/s e 1,2306 rad/s, que sdo as
freqiiéncias em que ha cruzamento das curvas de magnitude pela horizontal em 0 dB, e sdo
-40,36° e -124,59°. As margens de ganho sdo determinadas nas freqiiéncias em que ha
cruzamento das curvas de dngulo de fase pela horizontal em -180°. No caso do Sistema 2, as
curvas comegam com -180°, devendo as margens de ganho ser determinadas nas baixissimas
freqiiéncias, e sio +1,9382 dB e +7,9588 dB. No caso do sistema realimentado ter ganho k
real positivo diferente de um, podemos determinar as margens de ganho e de fase modificando a
posi¢io da horizontal preta de referéncia que originalmente fica em 0 dB no diagrama de
magnitudes. A horizontal deve ficar em -kgs, sendo kqp 0 valor em dB do ganho k. Assim, para
ganho k =+10, por exemplo, a horizontal fica em -20log|10| = -20 dB. Para k = +10, as margens
de ganho sdo -18,0618 dB e -12,0412 dB, e as margens de fase sdo +54,15° e -234,29°.
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Para a determinagdo das margens de ganho complementares, com k = -1, deve ser feita a
partir dos pontos de cruzamento das curvas de angulos pelas horizontais de 0° ou -360°.
Isto é equivalente a atrasar ou adiantar em 180° a fase dos lugares caracteristicos. No Sistema 2 ha
apenas um cruzamento por -360°, que determina a margem de ganho complementar de
+5,4600 dB. A determinagio das margens de fase complementares € feita a partir dos pontos de
cruzamento por 0 dB, como as distancias dos angulos de fase para 0° ou para -360°. Ha duas
margens de fase complementares: +139,64° e +55,41°. No caso de ganho k real negativo diferente
de -1, a horizontal de referéncia em 0 dB pode mudar de posi¢do para -k para a determinagéo
das margens complementares. Assim, por exemplo, para k = -10, a horizontal de referéncia fica em
20log|-10| = -20 dB, podendo entdo ser determinadas a margem de ganho complementar de
-14,5400 dB e as margens de fase complementares de -54,29° ¢ -125,85°.

Podemos graficar as margens de fase em fungéio do médulo do ganho k positivo, com
os pontos determinados mudando no grafico de magnitudes a horizontal de referéncia do
valor inicial 0 dB para -kgs, como descrito. Assim, para qualquer ganho k real positivo
podemos determinar as margens de fase. Sistematizando esta determinag@o, os valores podem
ser colocados em um grafico de margens de fase em fungdo do moédulo do ganho k.
Este grafico estd mostrado na Figura 4.2.21 para o Sistema 2, onde as curvas sdo
representativas das margens de fase ¢nr= MF em graus, em fungo de | k|, em um grafico
semi-logaritmico. Assim, podemos ver no grafico que para | k | = 10, as margens de fase sdo
+54,15° € -234,29°. Na verdade, este grafico € o0 mesmo apresentado na Figura 4.2.14, cujos

célculos foram feitos a partir das superficies-k de Riemann do Sistema 2.

Podemos também graficar as margens de fase complementares em fungio do modulo
do ganho k negativo, com os pontos determinados a partir da horizontal de referéncia em -kqp
no grafico de magnitudes e da horizontal de referéncia em 0° ou -360° no grafico de angulos
de fase, como descrito. A Figura 4.2.22 mostra as curvas resultantes, com ¢me = MFC em
graus em funcdo de | k | em escala logaritmica. Na verdade, este grafico ¢ o mesmo grafico

apresentado na Figura 4.2.15.

Podemos finalmente graficar as margens de ganho e margens de ganho comple-
mentares em fun¢do do modulo do ganho k, com os valores determinados como descrito,
mudando a horizontal de referéncia de 0 dB para a posigdo -kgs. A Figura 4.2.23 mostra as
duas curvas de margens de ganho MGy = MGDB, em dB, ¢ a Figura 4.2.24 mostra a tnica
curva de margens de ganho complementares MGCyss = MGCDB, em dB. Estas curvas sdo

respectivamente as mesmas que as Figuras 4.2.16 € 4.2.17 apresentadas na Sub-Seg¢do 4.2.3.
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Figura 4.2.21. Curvas de margens de fase ¢ne=MF em graus, em funcdo do
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CAPITULO 5

COMENTARIOS E CONCLUSOES

Neste trabalho foi feita uma abordagem analitica dos sistemas de controle
monovaridvel e multivaridvel através de superficies de Riemann, mostrando que estas
generalizam a representagio grafica dos sistemas de controle lineares. Foi proposto que a
representagdo total das superficies de Riemann acontece em quatro dimensdes, por se tratar
de aplicagdo conforme de varidvel complexa em fungfio complexa. Foram mostradas no
decorrer do trabalho representagdes bidimensionais e tridimensionais que tornam a
compreensdo das superficies de Riemann em aplicagdes de teoria de controle mais clara e
concreta, evitando consideragdes mateméticas puramente abstratas, que tornam a

compreensio mais dificil.

No Capitulo 1 foram apresentadas as representagdes usuais para a resposta em
freqiiéncia de sistemas de controle monovariavel, sendo mostradas logo a seguir
representacdes para a resposta em freqiiéncia de sistemas de controle multivariavel. Embora
os DNA ¢ INA de Rosenbrock tenham se constituido em um grande avango para andlise e
projeto de sistemas de controle multivaridvel, avango maior surgiu com a generalizagio do
critério de Nyquist feita por MacFarlane em [37] ¢ a representagdo em forma de lugares
caracteristicos, autovalores da matriz de transferéncia G(jw), feita por MacFarlane ¢
Belletrutti em [5,39]. Foi mostrado que os conceitos de margens de estabilidade ficam
naturalmente estendidos, e aproveitamos para ressaltar a utilidade destes conceitos para
projeto de sistemas de controle multivaridvel. MacFarlane e Belletrutti usam estes conceitos
no método de projeto por lugares caracteristicos, embora depois de diagonalizar a matriz de
transferéncia para uma determinada freqiiéncia. Os contornos de Nyquist baseados nos
lugares caracteristicos foram mostrados no diagrama de Nichols, demonstrando que o critério

generalizado de Nyquist pode ser analisado neste grafico.

Ainda no Capitulo 1 foi apresentada a representagdo por lugar das raizes para
sistemas de controle monovariavel, e foi mostrada a dubiedade desta representagfio para
sistemas de controle multivaridvel, onde pode haver cruzamentos e até sobreposicBes nos

ramos. Foi apresentada a nova representagfio por diagramas de ganho apresentada por



Kurfess ¢ Nagurka, que torna a representacfio inequivoca. O exemplo mostrado com o
Sistema 1 demonstra a necessidade do célculo dos zeros de transmissdo para o lugar das

raizes de sistemas de controle multivariavel.

Uma analise mais completa dos sistemas de controle multivariavel certamente
abrangeria a discussio dos polos e principalmente dos diversos tipos de zeros, que foram
classificados por Rosenbrock [57,58] de acordo com suas propriedades nos sistemas, tendo
muitos outros autores também se dedicade ao assunto [10,12,21,22,40,52,63]. Devido
entretanto as restrigdes que impusemos neste trabalho aos sistemas de controle multivariavel,
apenas os zeros de transmissdo foram levados em conta. Estes podem ser calculados
decompondo a matriz de transferéncia G(s) em sua forma de Smith-McMillan, ou usando
decomposi¢do espectral de BC quando o sistema estd representado em espago de estado,
como mostrado por Kouvaritakis ¢ MacFarlane em [21,22]. Implementamos com sucesso no
MATLAB o calculo dos zeros de transmissdo por ambos os métodos. O método por
decomposigdo espectral de BC foi utilizado por dar resultados numéricos mais precisos e
confiaveis. Ja o método usando a decomposigio de G(s) foi implementado como
conseqiiéncia do desenvolvimento de um “foolbox™ para tratamento de matrizes polinomiais
visando a interpretagdio da matriz de transferéncia através de sua decomposicio na forma de
Smith-McMillan.

Nos Capitulos 2 ¢ 3 foram apresentadas as superficies-k e superficies-s de Riemann
para sistemas de controle monovaridvel e multivariavel. Foram exploradas as possibilidades
graficas de representagdio bidimensional e apresentadas as representacdes tridimensionais
consideradas mais esclarecedoras. Destas ultimas, graficos como os apresentados nas Figuras
2223, 2411, 3220 e 3.425 mostram que as superficies de Riemann podem ser
consideradas como “objetos”, ampliando as possibilidades computacionais para representé-
las. A importlncia destas representagdes reside principalmente no retorno a representacdes
mais simples, mas com uma capacidade interpretativa extremamente ampliada. Como
exemplo disto, citamos o Sistema 2, cujos ramos de Jugar das raizes multivaridvel, nfio bem
representados no grafico convencional apresentado na Figura 1.5.6, passam a ser muito
methor compreendidos quando representados em forma de diagramas de ganho, como
mostrado na Figura 1.6.7, e ainda, a passagem dos ramos da folha 1 para a folha 2 da
superficie-k de Riemann pode s6 pode ser compreendida nos diagramas de ganho quando
vista na nova representagdio de superficie-k de Riemann apresentada na Figura 3.2.6. A nosso
conhecimento esse emprego dos diagramas de ganho em conjunto com as superficies-k de

Riemann, além de muito conveniente, é inédito.
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Uma represemtagdo inédita para lugar das raizes surgiu dos novos graficos de
superficies-k de Riemann: é a representagdo dos ramos do lugar das raizes em um plano-s
modificado, apresentado em forma de magnitude de s em dB em fungdio do 4ngulo de s em
graus. Tal representagéo foi exemplificada com o sistema de controle monovarisvel gl(s),
podendo ser vista em vermetho na Figura 2.2.18, ¢ também na representaciio tridimensional
do lugar das raizes apresentada na Figura 2.2.24, onde duas projegdes formam o diagrama de

ganhos e a terceira projeco forma o novo grafico.

A partir das superficies-s de Riemann apresentadas nos Capitulos 2 e 3, um resultado
inédito nfio comentado no texto, mas de grande relevincia, é a determinagiio completa dos
contornos de Nyquist de um sistema de controle monovariavel ou multivaridvel pela simples
visualiza¢io da superficie-s de Riemann do sistema. Para tanto, basta identificar as curvas-F
de +90° e -90° e depois uni-las com uma curva-G de magnitude muito pequena e outra
curva-G de magnitude muito grande. No caso multivaridvel cada lugar caracteristico é
responsavel por um contorno, sendo necessiria a identificagdo de todos os contornos para a

aplicagfio do critério generalizado de estabilidade de Nyquist.

Este trabalbo contribuiu com a derivagdo ¢ comprovacfio matematica de trés novas
técnicas para determinagio das margens de estabilidade, desenvolvidas no Capitulo 4,
apliciveis para sistemas de controle monovaridvel e multivariavel. Resultam margens de fase
e de ganho em fungfo de valores positivos de ganho k, com efeito de realimentagio negativa,
e margens de fase ¢ de ganho complementares em fungéio de valores negativos de ganho k,

tendo efeito de realimentago positiva.

A primeira técnica consiste na determinagfo direta das margens de estabilidade sobre
as superficies-k de Riemann. Demonstrou-se que estas podem ser determinadas para qualquer
valor positivo ou negativo de ganho k de realimentagfio a partir de pontos de cruzamento das
curvas-G e curvas-F com o semi-eixo imagindrio positivo do plano-s. Comparados os
resultados encontrados com aqueles determinados no Capitulo 1, comprovou-se a validade da

nova técnica.

A segunda técnica consiste na determinagio de curvas no plano complexo-k de ganho,
indicativas das margens de estabilidade do sistema. Esta técnica € baseada na determinagfio
dos valores de ganho k complexo responséveis por pontos no semi-eixo imagindrio positivo
ou na origem do plano-s da superficie-k de Riemann do sistema. Foi mostrada uma forma de
determinagfo algébrica destes valores de k para sistemas de controle estritamente proprios, e
foi mostrado que para sistemas proprios a determinagido deve ser numérica. Foram
implementadas ¢ testadas fungdes no MATLAB com algoritmos para ambos os casos,
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algébrico ¢ numeérico. O resultado destas fungdes € a geragfio de curvas no plano-k
responsaveis por retas no plano-s da superficie-k de Riemann que partem da origem e

percorrem o semi-eixo imagindrio positivo do plano-s.

A terceira técnica consiste na construgio grafica das margens de estabilidade em
funcdo do médulo do ganho k de realimentacéo, resultando em curvas de margens de fase ¢
de ganho em fun¢do da variagio do mddulo do ganho k, quando este for positivo, e curvas de
margens de fase e de ganho complementares em fungio da variacio do moddulo do ganho k,
quando este for negativo. Este resultado € obtido aplicando os mesmos algoritmos utilizados
na segunda técnica para a determinacgiio dos valores complexos de k que geram pontos no
semi-eixo positivo ou na origem do plano-s da superficie-k de Riemann do sistema, e

determinando as margens com base nas formulas apresentadas.
Como perspectivas futuras a partir dos resultados deste trabalho, podemos indicar:

— A generalizagio deste estudo para os sistemas de controle multivariavel
retangulares, ou seja, com numero diferente de entradas e saidas, determinando semelhancas e

diferencas no tratamento destes com os sistemas quadrados estudados.

— A determinacio das margens de estabilidade de sistemas de controle multivariavel
através da aplicagdio de superficies de Riemann a valores singulares. Ha referéncias recentes
[3,4] que tratam da determinacéo de margens de fase de sistemas de controle multivariavel

com base nos valores singulares.

Apesar deste trabalho ter se concentrado em andlise, espera-se que ele possa
contribuir para estudos visando tanto aspectos de sintese quanto aspectos de controle

robusto [14].
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APENDICES

APENDICE 1 - CALCULO DO DISCRIMINANTE

E reproduzido neste apéndice o algoritmo para calculo do discriminante de uma

fungfio algébrica desenvolvido por Sansone e Gerretsen em [59].

Considere o polinémio

a(g)=a,g"+ag" '+ ... +a n>0

n ”

onde a; € C; entdo o discriminante de a(g) ¢ dado pela expressio

D(a,, ... ,a,)=a,""%.P

onde P € o determinante dado por

Gy O Oyt
P On
Out Op 0 Ogp
e o8 clementos {Gi ci=1,2, ..., 2n-2} sdo fung¢bes dos coeficientes
{al- =0, 14 ..., n},e
O, =n.
Os elementos G,.,..., 6,_, podem ser encontrados a partir de

a, + ayo, = 0
2a, + a0, + 2,0, = 0

(m-Da,, +a,,00 +... +a0,, =0



€ o,,.... Gy, o podem ser encontrados a partir de

a0 +a, 5, + ... +aoc, =0

4,0 + 4,492 T 40p4 = 0

ancm + an—]cm-t—l + .ot 300'

t+m

Considere agora o polindmio (g, s) dado por

Dg,s) = by(s)g' + bys)eg™ + ... + b,(s).

O discriminante deste polndmio em g ¢ encontrado a partir de  Dy(by, ... , b;) como

definido acima, substituindo by, ..., b, por by(s), ..., b(s) respectivamente. O

polindmio &g,s) entdo tem fatores repetidos se e somente se
D, (s)= b2 (s)- P

é zero, onde P é o determinante de uma matriz cujos elementos sfo fungdes dos coeficientes

{b(s) : i=01,2.,n.
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APENDICE 2 - LISTA DE FUNCOES IMPLEMENTADAS NO MATLAB

A lista abaixo relaciona em seis topicos fungSes desenvolvidas e implementadas no

software MATLAB para ufilizagiio neste trabalho, com uma descricio sucinta do seu

funcionamento ao lado. Estas fungdes utilizam outras fungBes ja existentes no software.

GSA

GSG

GBARREAK

GSABRE

A.2.

KINSERT

RLCB

REA

SUPERFICIES-S DE RIEMANN (NYQUIST, BODE, NICHOLS):

{gaea,ga, samod, sa] = gsa(a,b,c,d,s,xga)

G{s} —Surface - Curvas de ﬁngulos - MultiVariavel

ga = G(sa) . sa = valor complexo de s

gae= eig(ga) v samod = médulo de s
[gge,gg,sgang,sg} = gsgla,b,c,d,s,xgy)

G{s) -Surface - Curvas de dB - MultiVariavel

gg = G{sg) P sg = valor complaxo de s

agew eig{gg) - sganyg = vetor dos dngulos de s
sb = gsabreak(d,B,C,D,s,,xga,erro}

BREAK~POINT DE GSA COM ANGULO xga (0° OU 180°}.
Isbh,ar] = gsabrk(A,B,C,D,s,arrs)

GBNHOS sh DOS PONTOS DE SEPARACAO (BREAK POINTS) .
erro=arr¢ maximo admitido para os ganhos sbi(i),

dos i pontos de BRERK {separacao).

er=erro max cometido {(aprox lim: no max 100 interacdes).

SUPERFICIES-K DE RIEMANN (LUGAR DAS RAIZES, DIAG. GANHO) :

kins = kinsert{k,kk)

INSERE 035 VALORES kk AQ VETOR DE GANHOS k.

[r,k,er] = rib{(A,B,C,D,d1,d42,n,erro)

ROOT-LOCUS COM BREAK POINTS (PONTOS DE SEPARACAQ) .
r=rlocus, k=ganhos entre 107dl e 107d2, com n pontos.
arro=grr¢ maximo adwmitido para os k(i) dos i pontos de
separacac. { length({k}=n+i )

0 errc maximo realmente cometido eh er.

kb = rlbreak (num,den, k,errc)

BREAK~-POINT DE RLOCUS

[kb,er] = ribrk{A,B,C,D,k,erro)

GANHOS kb DOS PONTCS DE SEPARACAD (BREAK POINTS).
erro=arre maximo admitido para os ganhos kb(i),

doz i pontos de BREAK {separacao).

er~erro max cometide (aprox lim: no max 100 interacoes).
fre koe,er] = rleb{a,B,C,D,d1,d2,n, erro)

ROOT-LOCUS COMPLEMENTAR COM BREAK POINTS (PONTOS DE SEPARACAD) .
re=rlocus comp., k=ganhos entre 10%dl e 10°d2, com n pontos.
erro=erro maximo admitido para os k(i) dos i pontos de
separacac, ( length(k)=n+i )

O erro maximo realmente cometido eh er.

ira,ka) = rsafa,b,c,d, k,xa)
Curvas de Angulos -~ Riemann-Surface -~ Multivariavel
ra = riocus(ka) . ka = valores complexos de k.

[rg,kg] = rag{a,b,c,d, k, xyg)
Curvas de dB - Riemann Surface - MultiVariavel
rg = rleccus (kg) “a kg = valores complexos de k.
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A.3.

CORTE

INTERCUT

INTERSEC

.cuT

PROJ

RLEIG

RLXEIG

RSDB

SCORTE

SCUT

JCUT1L

SEPFOLHA

FOLEIAS E CORTES DAS SUPERFICIES DE RIEMANN:

[i,die,dia,ib] = corte{al,a?,bl,b?)
CORTE DE SEGMENTOS "al a2" E "bi _har
i = dntersec(al,a?, bl,b2)

ig = 1 se "al a2" e "bl___b2" SE CORTAM {ia=1 E ib=l}
2] NAO SE CORTAM (ia=0 OU ib=0)
ia = 1 5@ Tim CORTA "al a2"
1] NAO CORTA
ibh = 1 ga FiH CORTA, bl _bav
[4] NAO CORTA

{i,dic,ia,ib] = intercut(al,a2,bl, b2}
CORTE DE SEGMENTOS "al a2" E "bl_b2"

i = intersec{al,aZ,bl,b2)
i = 1 se "al a2" e "bl b2" SE CORTAM f{ia=1 & ibe=l};
0 NAO 3B CORTAM (ia=0Q OU ib=(} .
ig = 1 se "iv CORTA *al a2" ;
¢ NAO CORTA.
ib = 1 se "iv CORTA bl b2v
0 NAQ CORTA.
i = intersec(al,aZ,bl,b2)

Ponxto " i " de Interseccas entre as

retas " al a2 " e " bl b2 "

[le,ap,app]l = leubt(pl,p2,a)

Lado do ponto "a" em relacac ac corte "plp2®

1p = 1 -~ esquerda, 0 - no corte, -1 - direita

[ap,appl]l = proj(pl.p2,a)

[ap,app] = projipl,p2,a)

Projecao ortogonal "ap" de "a" sobre a reta "plp2"”

Retas "a ap" prontas para plotagem em "app®

r1l = rleig{a,b,c,d,k)

Root Locus pelos Autovalores de Ac = a —~ ktbh¥g

rlk = rlkeig(a,b,c,d,s)

Root Locus - pelos valores no plano-s {variavel s)
achar o ganhos rlk correspondentes

Carlos Mendes Richter (C) 25-02-92. (Atnaliz.: 04~-01~-95),

rak = rsdb{num,den,vdb, np)

Curvas em dB - Riemann-Surfaces - Sist Monovariaveis

fac,xc . ne, la,da,lc]l = scorte(sa,x,cut}

SEPARACAD DE a EM CORTES NAS COLUNAS DE ac.

ac = CURVAS ANTES B DEPOIS DOS CORTES= [a(l) a(2) R |
xc = VALORES QUE GERAM QS PONTOS ac = [x(1) x={2) ... ]
nc = NUMERACAOL DAS PASSAGENS ATRAVES DE cut
la = +1{ESQUERDA)

-1 (DIREITA)}
da pontos de interseccao

Lo = leut{cut(l),cut{2),a} - lados reais de separacao.

{ac,nc,ls,la,dal] = scut(a,cut)
SEPARRACAC DE a EM CORTES MAS COLUMNAS DE ac

ac = CURVAS A ESQUERDA E A DIREITA
ne = NUMERACAQD DAS PASSAGENS ATRAVES DE cut
ls = la(l) - lado de separacao inicial
ja = +1(ESQUERDA)
~1L{DIRELITA)
da = pontes de interseccac

fae,ad] = scutl(a,cut)

SEPARACAC DE CORTE:

ae - parte de a a esquerda do corte

ad - parte de a a direita do corte

{ack,xcx nce, nex, lax, dax, lex] = sepfolha{a,x,cut)
SEPARACAO DAS CURVAS a = [al a2 ...] EM CORTES NAS COLUNAS DE acx.

acx = CURVAS ANTES E DEPOIS DOS CORTES = [al{l) al{2} ... a2{l) a2
xox = VALORES QURE GEREM OS5 PONTOS acx = [x1(1) x1(2) ... x2{1) =2{2)
noe = NUMERC DE CORTES DE CADA CURVA = [length{nc(l)) length(nc(2})
nox = NUMERACAO DAS PASSAGENS ATRAVES DE cut = [no(l) nc{2} ... ]

lax = +1 (ESQUERDA) = {la{l} la(2) ... ]

~1 {DIREITA}
dax = pontos de interseccac = {da{l) da{2) ... ]
lex = lados reais de separacac = {lc(l) lc(Z) ... ]

e lo{i) = lcut{cut(l) ,cut{2),a{i)).
Para saber mais scobre cortes, digite 'help scorte' e 'help sepfpf’.
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SEPFPF [act , xof , nof , nff] = sepfpf (acx,xex, nee, £)

SEPARACAO DAS CURVAS a = [al a2 ...] EM CORTES NAS COLUNAS DE acx.
£ = NUMERO DA FOLHA

acf = CURVAS ANTES F DEPQOIS DOS CORTES = [al(f) a2(f) ... ]
xof = VALORES QUE GERAM O3 PONTOS acx= [xI(f) x2(f) ... 1

neef= NUMERC DE CORTES DE CADA CURVA = [lengthi{ncif}}]

nef = NUMERACAO DAS PASSAGENS ATRAVES DE cut = [nc(f)]
nff » NUMERO DA COLUNA DE acf EM RELACAC AS COLUNAS DE acx.
laf = +1(ESQUERDA) = [la{f)]
-1 (DIRBITA}
daf = pontos de interseccao = [da(f)]
lef = lados reais de separacao = [lc(£)]

e le(i) = leut{eut(l)  cut{2), ali)).
Para saber mais sobre cortes, digite 'help sepfolha' @ "help scorter.

L.4. SENSIBILIDADE (LUGAR DAS RAIZES):

RLSK {resk,imsk] = rlsk{a,b,c,d, k)
SENSIBILIDADE DE r EM RELACARC A k
rask = real(sk) imsk = imag(sk)

RLSKTF [resk,insk] = rigktf (num,den, k)
SENSIBILIDADE DE r EM RELACAO A k
rask = real {(sk) imsk = imag{sk)
]

a.5. INTERPOLACRO:

INTELOGE fwnr,m] = intelogx(w,d, dx)

INTERPOLACAO LOGRRITMICA ~ RETA EM SEMILOGK(w,d)
d - wvetor em escala linear
w -~ wetor em escala logaritmica
m - inclinacio de w em relacdc a d
INTELOGY [dy,m] = intelecgy(w,d,wy)
INTERPOLACEO LOGARITMICA ~ RETA EM SEMILOGY {d,w)
oU SEMILOGX(w,d)
d - vetor em escala lineag
w -~ vetor em escala logaritmica
m - inclinagio de d em relacgdo a w
INTERILOG wx = interlogiw,d,dx)
INTERPOLACAD LOGARITMICA ~ RETA EM SEMTLOGK (w,d)
d - vetor em escala linear
w - vetor em escala logaritmica

A6, MARGENS DE ESTABILIDADE:
MARGENS [MG,MF,WMG , WME'] = margens (gedb, gegr,w)

Margens de Ganho (MZ), em dB & de Fase (MF), em graus,

& respect. freg. (WMG) e (WMF), em rad/s. - SISO E MIMO!
MARGSSK [kdb, mfk , mgk , MG, MF ,WMG, WMF| = margssk (gedb, gegr,w)

Calcula os Ganhos (kdb), em dB, que geram as

Margens de Fase [(mfk), emn graus, e as

Margens de Ganho (mgk), em d4dB. - SIS0 E MIMO!
GRAFICOS: (kdb x mfk), {kdb x mgk), (mgk x mfk).

Margens de Ganho (M3}, em dB, e de Fase (MF), am grags,

e respect. freq. (WMG) e (WMF), em rad/s.
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