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Resumo

Este trabalho lida com a estabilidade robusta de sistemas lineares invariantes no
tempo frente a perturbagdes e incertezas de modelo, utilizando a técnica de passivi-
dade. Inicialmente estudamos a estabilidade robusta com a técnica de passividade.
As classes de incertezas consideradas sdo caracterizadas, e o conceito de multiplica-
dores é apresentado e caracterizado para as classes de incertezas em questio. Em
seguida, mostramos como é possivel formular o problema da estabilidade robusta com
desigualdades matriciais lineares (LMIs}. Este problema é formulado e desenvolvido
até sua solucao. Focamos nossa atencéo, a partir deste ponto, para a sintese de
sistemas robustos. O problema da sintese de controladores passivos com limitantes
Ho & Ho/Ho € apresentado e solugdes sio propostas. Em seguida, o problema da
sintese de controladores que tornem o sistema em malha fechada passivo é discutido.




Abstract

This work deals with robust stability of linear time-invariant feedback systems
against disturbances and model uncertainties, based on passivity techniques. First
we discuss the robust stability of linear systems using the passivity concept. Then
the uncertainty classes considered are presented and characterized, together with the
multiplier concept and its characterization for the uncertainty classes. In the sequel
it is shown how to formulate and solve the robust stability problem using linear
matrix inequalities (LMIs). Our attention is then turned to the synthesis of robust
systems. The problems of synthesis of passive controllers which also satisfy H, and
mixed Ho/H.o criteria are analyzed, and solutions are presented. We finish with
a discussion on the problem of synthesis of controllers which make the closed-loop
systemn passive.
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“Nao existem contradicées. Verifique suas
premissas,”

Ayn Rand, em “Atlas Shrugged”




Contribuicoes deste trabalho

O objetivo principal deste trabalho era formular o problema de estabilidade robus-
ta de sistemas lineares invariantes no tempo com o anxilio do teorema da passividade,
com a convic¢ao de que tal formulacdo permitiria compreender de forma mais apro-
priada uma série de resultados publicados na literatura, estes baseados em uma abor-
dagem H,. O autor acredita que tal objetivo foi cumprido. As contribuicdes deste
trabalho estdo na sua maioria descritas em detalhes nos artigos fruto deste trabatho
de tese, relacionados nas referéncias {GG98, GG97a, GGI6b, GGI6a, GGITH, GG].

Estdgios anteriores deste trabalho podem ser encontrados em [Gap9%4, GG95,
GGY4].
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Parte 1

Preliminares




Capitulo 1

Introducao

“Evolucdo é uma integragdo da rmatéria
¢ uma concomitante dissipacdo do movi-
mento, durante as quais a matéria passa
de uma homogeneidade indefinida, incoe-
rente, para uma heterogeneidade definida,
coerente; e durante as quais o movimento
retido sofre uma transformacdo paralela.”

Herbert Spencer, em “First Principles”

1.1 Introdugao e Motivagao

A teoria de controle tem sido muito bem sucedida em relacio a sistemas lineares.
Uma série de técnicas permitem que controladores sejam projetados, com proprieda-
des inclusive de otimalidade, por meio de procedimentos computacionais bem com-
preendidos e com desempenho previsivel. Estas técnicas fazem com que o projeto de
controladores lineares para sistemas lineares seja hoje um problema em grande parte
resolvido, a0 menos teoricamente.

Entretanto, nosso mundo ¢ intrinsecamente nio linear. Até que ponto o dominio
de técnicas lineares pode ser provado eficaz? Experiéncias mostram que, em diversos
casos, controladores lineares apresentam desempenho satisfatério em sistemas reais.
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Nao obstante, € necessdrio que empreguemos modelos mais completos de forma a
aproximar melhor os sistemas que encontramos pelo mundo afora. Sem perder de
foco a importancia de trabalharmos com modelos lineares, por sua simplicidade de
manipulagao e maturidade de algoritmos e resultados, como podemos tornar nossos
modelos mais préximos da realidade?

Uma forma de aproximar nossos modelos da realidade é permitindo a entrada
de incertezas no modelo. O que sdo estas incertezas? Na maior parte das vezes,
estas incertezas sdo nosso nome vago para a certeza de que sabemos que, apesar
de utilizarmos um modelo linear, nosso sistema real niao o é. Desta forma, desvios
de linearidade, tais como uma saturagdo, podem ser levados em consideragdo, nio
como uma entidade conhecida, mas como um desvio do linear, que em geral é o caso
mais simples de ser tratado. Estas incertezas, como veremos mais a frente, podem
representar uma nao linearidade no sistema, podem representar o desgaste mecénico,
ao longo do tempo, de pegas, ou ainda variacdes de pardmetros dos quais néo se tém
informacoes precisas. Em todos os casos desejamos poder obter um controlador linear
que seja robusto a estas perturbagdes, que mantenha a estabilidade do sistema para
aquele leque de variactes em consideragao.

Estas questoes ndo siao novas, e uma série de técnicas vém sendo utilizadas para
abordé-las nos tltimos 50 anos. Nos iiltimos 10 anos, entretanto, um interesse signi-
ficativo foi demonstrado em relagio & estabilidade robusta, e virias técnicas foram
aprimoradas, outras criadas, como o intuito de poder entender melhor estes sistemas,
e em diversos casos produzir controladores para eles.

Este trabalho trata da quest3o de estabilidade robusta, em particular pela uti-
lizagdo da técnica de passividade. O autor é da opinido que esta técnica permite
uma formulagio mais amena para a compreensio da teoria de sistemas lineares com
incertezas.

Esta técnica, como varias outras existentes na literatura, tem como base uma idéia
muito simples, mas com grandes resultados se levada a fundo. Podemos entendé-la
por meio de uma analogia simples com um sistema mecanico. Imagine um simples
oscilador, por exemplo uma bolinha que caiu dentro da pia tampada. Ela vai de
um lado para o outro, perdendo energia pelo atrito, até parar. A idéia bésica é
a de que um sistema que sempre perde energia tende a um ponto de equilibrio.
A técnica da passividade visa garantir a estabilidade robusta pela composicio de
sistemas que sempre perdem energia, ou sistemas passivos. Toda a manipulacio
matematica detalhada durante este trabalho tem por base esta idéia simples.

A organizacao deste texto é como segue. Inmicialmente, tratamos de problemas
cléssicos que servirdo de base para desenvolvimentos na linha da estabilidade por
passividade (Capitulo 2). Em seguida, introduzimos mais formalmente os conceitos
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de passividade, positividade real e outros conceitos associados, no Capitulo 3. Este
capitulo encerra as preliminares. Em seguida abordamos o problema de andlise de
estabilidade, com um capfitulo de base teérica (Capitulo 4), e outro com a implemen-
tagao computacional destas técnicas (Capitulo 5). Passamos entdo para sintese de
controladores, com sintese de controladores passivos (Capitulo 6), e sintese de contro-
ladores que tornam o sistema em malha fechada passivo (Capitulo 7). As conclustes
do trabalho vém a seguir.

1.2 50 Anos de Passividade

O problema de estabilidade robusta tem seu inicio nos problemas estudados por
Lur’e na década de 40 [LP45]. Lur’e se preocupou com um problema que acabou
conhecido por seu nome, ¢ da estabilidade de sistemas lineares com uma nio linea-
ridade na malha de realimentacio. Estes sistemas, conhecidos hoje por sistemas do
tipo Lur’e, sdo os antecedentes diretos dos problemas de estabilidade robusta que
vamos abordar.

O problema estudado por Lur'e era composto por um sistema linear na malha
direta e por uma nao linearidade na malha de realimentacio. Simplificadamente, o
problema de Lur’e pode ser assim enunciado: dado que a nio linearidade estd contida
na classe N, que restrigbes devem ser impostas & parte linear do sistema para que o
sistema em malha fechada seja estdvel para qualquer ndo linearidade em N? Para
exemplificar, N era normalmente considerado como um setor do plano, por exemplo
0 primeiro e terceiro quadrantes.

Podemos mencionar caracteristicas importantes deste problema:

¢ aestabilidade nfio era buscada para um sistema especifico, mas para uma classe
de sistemas e;

o Lur’e apresentou diversos resultados interessantes utilizando funcoes de Lya-
punov dependentes da nao linearidade, ou seja, fungdes de Lyapunov paramé-
tricas [HB91, Gap94]

Grande énfase foi dada & classe de ndo linearidades limitadas a um setor do plano.
Desta forma esperava-se obter resultados que pudessem ser aplicados a todas as nao
linearidades daquela classe, sem que para isso houvesse a necessidade de um conhe-
cimento mais apurado sobre a nio linearidade especifica que fazia parte da malha de
realimentacao. Desta época (1949) vem a famosa conjectura de Aizermann [Gap94],
que propunha que um sistema seria absolutamente estdvel se ele fosse estdvel pa-
ra cada linearidade daquela classe. Em outras palavras, Aizerman questionava as
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condigbes sob as quais os setores de Hurwitz e de estabilidade absoluta coincidi-
riam. Infelizmente (ou felizmente para os pesquisadores da 4rea), o problema nao
era simples assim, e a conjectura de Aizermann veio a ser derrubada em 1958 [P1i58§].

Na década de 60 varios pesquisadores se debrugaram sobre este problema, sob o
nome genérico de problema da estabilidade absoluta (veja [AG64] e suas referéncias).
Desta época vem varios importantes resultados, tais como o critério de Popov [Pop61],
que introduziu o conceito da andlise de estabilidade pela utilizacio de multiplicado-
res. Outros trabalhos marcantes desta época sio [NG64], que estudaram critérios
com fungoes de Lyapunov; [Kal63] e [Yak64], que enunciaram o Lema de Kalman-
Yakubovitch, relacionando os multiplicadores com fun¢des de Lyapunov; e [Zam66a,
Zam66b], que apresentou diversos resultados de estabilidade baseados na abordagem
via andlise funcional, entre ¢cles o Critério do Circulo.

Na década de 70 todo este conhecimento foi catalisado por uma série de livros
sobre o assunto [Wil71, NT73, DV75, AV77] e [Vid93, 12 edigio]

Esta classe de problemas s6 foi retornar & fronteira da linha de pesquisa em
controle ao fim da década de 80 e inicio da década de 90, ja associada ao problema
da estabilidade robusta. Neste contexto se insere este trabalho.




Capitulo 2
Problemas Classicos

“A licdo aqui é que é insuficiente nos pro-
tegermos com leis; precisamos nos prote-
ger com matemdtica.”

Bruce Schneier, em “Applied Criptogra-
phyﬂ

2.1 Introducao e Motivacao

Nosso objetivo neste capitulo é referenciar alguns problemas cldssicos em teo-
ria de controle, introduzindo alguns resultados conhecidos que serio estendidos em
capitulos subsequentes. Em especial, desejamos formular os problemas Hs e Ha/Heo,
que serao generalizados no Capitulo 6.

Nas segOes seguintes apresentamos os conceitos de normas e espacos normados,
desigualdades matriciais lineares e, finalmente, abordados os problemas Hs e Hy/Heo.

O sistema considerado neste capitulo serd o seguinte:

= Az + Byu+ B,w
G=<qy=Cyz+ Dyw (2.1)
zp=Cirx+ D,u
onde y ¢ a saida medida e zp é a saida ponderada. Assumimos que D, =0e
C.D, = 0. Assumimos também, por simplicidade, que D, Dy e D, D, sdo inversiveis,
que os pares (A, By) e (4, B,,) sdo estabilizaveis, e que os pares (4, C,) e (4, C,) sio
detectaveis [DGKF8Y).




CAPITULO 2. PROBLEMAS CLASSICOS 8

2.2 Defini¢oes, Normas e Espacos Normados

Nesta se¢do introduzimos conceitos essenciais para as analises feitas nas secdes
e capitulos subsequentes. Assumimos que o leitor tem uma boa base no segundo
método de Lyapunov e, portanto, apenas as defini¢des e conceitos mais importantes
serao apresentados. Por outro lado, assumimos também que o leitor tem pouca ou
nenhuma familiaridade com métodos de andlise funcional e, por conseguinte, apre-
sentamos os conceitos mais detalhadamente e com maior nimero de exemplos. Os
exemplos contém também extensoes e detalhes da teoria. Esta secio estd organizada
em uma série de defini¢ces e numerosos exemplos. Primeiramente, sfio apresentados
conceitos gerais, em seguida conceitos relacionados & andlise de Lyapunov e, por fim,
conceitos de anélise Entrada-Saida.

Apresentamos inicialmente o conceito de uma medida de distdncia em um espaco
vetorial. Apesar de ser um conceito bdsico, apresentamo-lo como motivacio para
uma série de exemplos. Para maiores informages sobre espacos vetoriais e conceitos
afins, o leitor deve consultar [ND88, LT85].

Definigdo 1 (Norma) Uma norma em um espaco vetorial ¥V é uma funcdo que
assocta a cada vetor v deste espago vetorial um escalar real néo negativo ||v|| e que
satisfaz as seguintes propriedades:

Lol >0 Yv#0, ellvl] =0 sev=0;
2. |lavl] = leflivl] Yo e R,v;
8. Jlu+ ol <|lull + |lv|| (desigualdade triangular).

Exemplo Ilustrativo 1 (Normas vetoriais) Pare vetores v € C* definimos a
norma p como sendo

12l =

n
2l
=1

Em particular, as sequintes normas sdo muito utilizadas:

folly = loa] + Jva] + - -+ Jua]

loll, = /o2 + 03+ o2

V]l o = max [ fur, Jval, ... Jon] ]
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Exemplo Ilustrativo 2 (Normas matriciais induzidas) As normas vetoriais p
induzem normas matriciais p. Sejam v € C* e A € C™*", Definimos entdo

B [l vl
141}, = max o (2.3)

Exemplo Ilustrativo 3 (Norma de Frobenius) 4 norma de Frobenius ou nor-
ma Fuclideana é definida como

HAllp = (2.4)

para toda matriz A € T,

Exemplo Hustrativo 4 (Valor singular estruturado (p)) Seja a mairiz A €
C*" definida por

511111

521n2
A= - (2.5)
Am——l

A,

onde n; € N, 6; € R, Ay € CH*% ¢ [, é a matriz identidade de dimensdo k. Seja
w(GY definido por [PDI3]

1

MO = TP e (T = GA) = 0) (2:6)

onde 7(Q) € definido como o valor singular mdzimo da matriz G. Podemos verificar
que ||All, = p(G) ndo € uma norma, pois ndo satisfaz a desigualdade triangular.

Exemplo Hlustrativo 5 (Normas de fungbes no tempo) Seja o vetor z{t). Sua
norma p é dada por

l=(2)l, = J | (2.7
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Convém ainda lembrar das sequintes relacdes:
l2(t)oe = , fsup(t)s(t) 23

e da seguinte relacdo, conhecida come teorema de Parseval:

Jat Hgm\/ | ety ai = \/ | xGwxGua @9

onde X (jw) € a transformada de Fourier de z{t). Em todos os casos supbe-se que
z(t) seja tal que a norma apropriade exista.

Por todo este texto, a notagdo || - || deve ser compreendida como a norma || - ||,
salvo indicac@o em contrario.

Em seguida, introduzimos o conceito de fun¢do de Lyapunov. Apesar de nio ser
necessariamente uma norma, fun¢des de Lyapunov sio utilizadas como medidas da
distancia do estado de um sistema & origem.

Definicdo 2 (Fungdo de Lyapunov) Seja z = z(t) : R — R*. Uma funcio V :
R* = R ¢ dite wma funcdo de Lyapunov se

1. V(z)>0 VYz#0, e V(0)=0;

Viz) tem derivadas parciais continuas;

)
)
V(r) <0 Yz#0, eV(0) =
) — 00 para |[z{| - co;
)

2. V(
5V
4V

5. V(:}: € nao identicamente nula em todas as solucdes que ndo v = 0.

Dado um sistema ¢ = f(¢), se existir uma funco de Lyapunov V({), entdo o pon-
to de equilibrio ¢ = 0 é estdvel. Entretanto, em muitos casos, estamos interessados
na estabilidade assintética de um sistema. A estabilidade assintética pode ser obtida
pela existéncia de uma fun¢do de Lyapunov semelhante & acima, apenas exigindo a
desigualdade estrita no item 3.

O conceito de fungdo de Lyapunov foi introduzido por Lyapunov no fim do século
XIX. Seu trabalho foi traduzido para o francés na virada do século, em Toulouse, e

fol utilizado na Rissia e leste europeu na primeira metade deste século, mas sé foi
“descoberto” no ocidente na década de 60.
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Exemplo Ilustrativo 6 Em [KB60], Kalman e Bertram praticamente introduzem
no mundo ocidental a teoria de Lyapunov. Seja o sistema ndo-linear

Ty = zy— az (] + 23)
:L:Z - Iy - axg(:c% +£E%)

com a > 0. Definindo V(x1, zy) = z? + 23, podemos calcular V
V(z1,29) = ~2a(z? + 22)? = —2aV?(2)

que € sempre negative a ndo ser que ¥, = x = 0. Portanto, podemos concluir que o
ponto 1 = xg = 0 € um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel do sistema.

O conceito de fungio positiva real é muito importante em teoria de sistemas,
estando relacionado com diversos resultados distintos. Apresentamos a seguir uma
série de condighes equivalentes para a caracterizagao de fungdes com esta propriedade.
Para maiores detalhes, o leitor pode consultar as fontes de cada um dos resultados
abaixo.

Definicdo 3 (FungGes positivas reais) Seja s = o+ jw. As sequintes afirmagdes
sdo equivalentes [NT73]:

1. G(s) = ‘gg; = C(sl — A)"'B € positiva real;

G>0;

G(s) € SISO e G(o) ¢ real ¢ Real {G(s)} >0 Vo > 0;
infuer A [G(jw) + G*(jw)] > 0 [Vid93];

AP =P >0eQ=0Q >0 tais que AP+ PA=—Q ¢ PB = (".
6. Real {G(0)} > 0, N(s) ¢ Hurwitz, D(s) + jaN(s) é Hurwitz Vo € R [CDBY1].

onde A[X] € o autovalor minimo de X.

Uma funcio estritamente positiva real requer uma caracterizaciio ainda mais for-
te.

Defini¢ao 4 (Funcao estritamente positiva real) A funcdo G(s) é estritamen-
te positiva real, G > 0, se G(s~—¢) € positiva real, com € > 0 suficientemente pequeno.
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Em seguida, apresentamos alguns dos importantes resultados obtidos por Kalman
e Yakubovitch, de forma independente, na década de 60. Com este resultado, foi
possivel unificar os trabalhos de Popov com os resultados obtidos via funcio de
Lyapunov para o problema de Lur’e. Conforme colocado por diversos autores, este
resultado tem importancia por si sé.

Lema 1 (Lema de Kalman-Yakubovitch) Sejam 4 € R™"™ ¢ b € R*, com A
uma matriz Hurwitz, o par (A,b) completamente controldvel, um vetor real k, um
escalar real . Emtdo existe um vetor real g e matrizes P=P' > 0eQ = Q > 0
tais que
AP+ PA=—q¢ —-Q
Pb—k=\/aq

e o par (A,q') € completamente observdvel se e somente se H > 0, onde
1
H(s)= 7 +K'(sI — A)b
Prova A prova pode ser encontrada em [NT73]. "

Durante anos procurou-se estender o Lema de Kalman-Yakubovitch para o caso
multivaridvel. Apresentamos aqui nma versiao deste lema.

Lema 2 (Lema de Kalman-Yakubovitch matricial) Sejam A ¢ R>" B ¢
R*™ e ' € R™" com A Hurwitz, o par (A, B) controldvel, o par (A, C) observdvel
e defina G(s) = C(sl — A)"'B + D. Entdo eristem matrizes P = P' >0, Q e W
tais que
AP+ PA=-Q'Q
BP+WQ=C
WW=D+D

se e somente se

Gjw) + G*{jw) > 0

Prova A prova pode ser encontrada em [Vid93]. ]

A seguir introduzimos conceitos e notaciio referentes & andlise funcional. Sio
introduzidos conceitos que permitem tratar fun¢ées de normas infinitas em espacos
funcionais adequados e, em seguida, sdo introduzidos os conceitos de passividade e
pequeno ganho de malha.
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Definicao 5 (Espagos funcionais) Definimos o seguinte espago funcional: £, é o
espago das fungdes tais que || f(t)]], < oo;

Definicdo 6 (Truncamento de Funcio [Vid93]) Seja f wma funcio f : R —
R™. Definimos f. como o r-truncamento de f, ou seja, a funcdo

ft), vt<r

(2.10)
0, Vi > T

Fo={

Exemplo Ilustrativo 7 (Truncamento de fungdo) O conceito de fungdo trun-
cada € essencial para que possamos tratar fungdes “explosivas”, ou seja, funcées cuja
norma cresce sem limite quando t — oo. Por exemplo, seju f(t) = . Claramente
[ & Lyp. Entretanto, f, € L, VY1 < o0,

Definigdo 7 (Generalizacio de um espaco linear normado) Definimos gue a
generalizacao de um espaco linear normado X € chamada de X, e caracterizada como
o espago das fungdes cujo truncamento estd em X, isto €,

X.={fl|f:RoR" e fieX ¥r<oo}

Para este espaco, definimos sua norma generalizada como

{Hf“:m se feX
o, se f&X

Defini¢io 8 (Operador causal) Seja M : L, — L,.. Entio M ¢ causal se

1 fllpe =

(My)p = (Myr)y YT 20, Yy € L],
Definigio 9 (Estabilidade £,} Seja M um operador em L,.. Entdo
1. M €L, estavel se y= Mz, € L =y € L,;

2- M € L, GF-estavel se M € estdvel e y = Mz, x € L, = |lyll, < apllzl], + By,
oy e O, constantes;

3. M € L, GFSB-estdvel se M € estdvel e y = Mz, 1 € Ly, = [lyli, < apllzll,, ap
constante;
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Uy €1 Y
ﬂi)ﬁ—— G, :
o €2 Uy

Go

Q

Figura 2.1: Sistema realimentado genérico.

Nos casos 2 e 3 da definicio acima a constante @, ¢ chamada de ganho p do
operador.

Introduzimos agora dois fortes conceitos para a estabilidade de sistemas dinamicos,
os conceitos de passividade e pequeno ganho de malha. O primeiro impoe restrices
a fase do sistema, ou seja, o sistema ¢ passivo se a diferenga de fase entre entrada
e saida nunca exceder 7/2 radianos em mdédulo. O segundo restringe a ganho de
malha de um sistema realimentado, e garante a estabilidade se o ganho de malha for
sempre menor do que 1.

Teorema 1 (Teorema dos Pequenos Ganhos de Malha) Seja o sistema reali-
mentado dado por

€ = U] — s (2.11a)
ep = Uz -+ (2.11b)
y = Ge (2.11¢)
Yo = G282 (2.}.1(1)

(figura 2.1, p. 14), e p € [1,00] firo. Suponha que G| e (G2 sdo operadores causais
e L,GFSB-estdveis. Define oy = a,(G1) € an = a,(Gs). Com estas condigdes o
sistema dado pelas equagdes (2.11) é L, estdvel se

g < 1. (2.12}

O leitor deve notar que este teorema esta diretamente relacionado com resultados
de estabilidade obtidos pela andlise do valor singular estruturado para incertezas
estruturadas, e pela andlise de pior caso obtida na teoria de Ho,. Ao atentar ao fato
de que o teorema acima aplica-se inclusive ao caso de dois operadores quaisquer, o
leitor pode ter uma idéia mais clara em relacdo A conservatividade dos resultados
obtidos por p e H, em sistemas lineares. Esta conservatividade provém do fato de
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que na andlise do problema ndo sdo levadas em conta todas as caracteristicas do
sistema linear em estudo.

Defini¢do 10 (Passividade) Um operador G : L, — L. € passivo se
(,Gz) 20 YT >0, ¥z € Ly,
e € estritamente passivo se Je > 0 tal que
(z,Gz) > €||zll5, VT >0, Yz € Ly,

Teorema 2 (Teorema da Passividade) Considere o sisterma dindmico da figu-
ra 2.1, p. 14, equacdo (2.11). Suponha que existam constantes 6,,64, ¢, e € tais
que

<$7Gi$>T 2 f:}‘”CCHST + 51[|G3$“§T Vi Z O, Vo € ﬁge, 7= 1, 2.
entao o sistema é Lo, GFSB-estdvel se

M+e>0 Jy4+e >0

2.3 Desigualdades Matriciais Lineares

Uma técnica muito importante que vem tomando forca nos tltimos anos é a
de desigualdades matriciais lineares, ou LMIs (do inglés Linear Matriz Inequali-
ties) [BGFBY4]. LMIs sdo, como o nome diz, desigualdades de matrizes onde as
variavels podem ser tanto matrizes quanto escalares.

Por exemplo, a desigualdade z < —1, para z escalar, tem como conjunto solucao
o conjunto dos valores tais que —z ¢ maior do que a unidade. Da mesma forma, a

LM1
r 1
[1 _1]<0

para z escalar, tem o mesmo conjunto solugio. Note que a desigualdade matricial é
tomada em func¢ao do sinal da forma quadrética associada & matriz [Str].

A formulacdo de problemas de controle baseados em problemas de factibilida-
de e otimizagao envolvendo LMIs tem diversas caracteristicas interessantes [d096).
Dentre elas, podemos destacar suas propriedades numéricas favordveis para otimi-
zagao. A otimizagio de LMIs pode ser vista como uma generalizacio dos métodos
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de otimizagdo linear [dO96], e uma série de algoritmos, dentre eles se destacan-
do os algoritmos de pontos interiores, permitem sua solucdo em tempo polinomial.
Mais ainda, o desempenho destes algoritmos néo fica limitado & teoria, apresentando
bons resultados na prética, com boas propriedades de escalabilidade. Desta forma,
¢ possivel resolver problemas com milhares de varidveis em computadores pessoais
convencionals. Diversos pacotes, comerciais e ndo-comerciais, existem para a solucio
de problemas de LMIs [d096].

Na verdade, dezenas de problemas importantes de teoria de controle ja foram
formulados como problemas de otimizagio envolvendo LMIs, e uma série de outros
problemas foram formulados diretamente em LMIs, abrindo novas fronteiras de pes-
quisa [BGFB94]. A formulagio de um problema como otimizacio envolvendo LMIs,
dadas suas propriedades, implica na sua solucio tedrica e numérica.

Exemplo Hustrativo 8 Tomemos como ezemplo de uma LMI aquela que €, talvez,
a desigualdade mais importante de teoria de controle, a equacdo de Lyapunov. Para
a estabilidade do sisterna linear T = Az basta testar a factibilidade da LMI

AP+ PA<(

para P > 0. Note que outras restri¢ées, tais como uma margem de estabilidade dada
por A, podem ser inseridas imediatamente, sem prejuizo das condices de solvabili-
dade. Neste caso, a LMI passa a ser

(A+AIYP+ P(A+ ) <0

para P > 0. Em [BGFBY94] o leitor vai encontrar um catdlogo de problemas formu-
lados como LMIs.

As LMIs apresentam ainda uma propriedade de suma importéincia, sua convexida-
de. Isto significa que a formulacio de um problema de controle como um problema, de
LMI com dominio convexo implica nas seguintes propriedades: se existir um étimo,
ele serd encontrado, e serd o Gtimo global do problema de otimizacio; se ndo for
possivel obter um ponto 6timo, ele ndo existe. O leitor ndo deve subestimar a im-
portancia destas propriedades. Um de nossos objetivos neste trabalho foi formular
tantos problemas quanto possivel como problemas expressos por LMIs, devido as
propriedades acima mencionadas.
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2.4 O Problema H-

2.4.1 Calculo da Norma

Considere o sistema (2.1). O célculo da norma M, da entrada w para a saida y
pode ser feito tanto por meio do Gramiano de controlabilidade como por meio do
Gramiano de observabilidade [DGKF89]. Seja L. o gramiano de controlabilidade e
L, o gramiano de observabilidade, e suponha que D, = 0. Entdo temos que

AL, + LA + BB, =0 (2.13)

AL+ LA+ C,Cy =0 (2.14)
A norma H,y do sistema pode entdo ser calculada como

1G]l = Tr (C,L.CL) = Tr (Bl,L,B,). (2.15)

2.4.2 Calculo do Controlador

O problema H, pode ser formulado como se segue. Dada uma condicio inicial
z{0) = 0, desejamos encontrar a entrada u que minimiza a energia da saida, l]zgﬁg
A solugao deste problema pode ser obtida de diversas formas [DGKF89, BGFB94],

levando ao ganho constante dado por u = —Ksz, onde
K,=(D.D,)" B.P, (2.16)
e P, é a solugao definida positiva da equagao de Riccati
AP+ PA-PB,(D.D,)'BLP+CIC, =0 (2.17)

Uma outra forma de encontrar a solugio do problema linear quadritico (LQR)
é pela solugdo de um problema de otimiza¢do baseado em LMIs [GPB91, GPS92].
Com esta formulacao, a solucdo é dada por u = —Kz, onde

K=vQ;! (2.18)
onde ()5 é a solucdo definida positiva de
min z(0) Qz(0) (2.19)

AQ+ QA + B,Y +Y'B, (C,Q + D.Y)

C.Q+ DY -1 <0 (220
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No caso em que o estado ndo estd disponivel para o controle por realimentacio,
podemos utilizar um observador de estados, e prosseguir como acima. Vamos uti-

lizar o observador que minimiza a varidncia do estimador de estado, obtido pelo
ganho [DGKF89]

Ly = $C. (D,D})™ (2.21)
onde Sy = 57 > 0 é a solugao de
A'S+SA - SC{D,D))"'C,S + B,B,, =0 (2.22)

E importante mencionar que uma importante propriedade, conhecida como o
principio da separagao, é verificada neste caso [DGKF89]. Esta propriedade nos
permite calcular o controlador dindmico de saida pela composicio do controlador
estitico 6timo, dado por (2.18), e pelo observador 6timo, dado por (2.21). Em
outras palavras, o problema ¢é desacoplado, e pode ser resolvido pela combinacio da
solugéo de cada uma de snas partes.

2.5 O Problema Hy/H

2.5.1 Calculo da Norma

Considere mais uma vez o sistema (2.1), ainda de w para y com D, = 0 e A
estdvel. O calculo da norma #,, da entrada w para a saida y é feito de forma
iterativa com o auxilio da matriz Hamiltoniana [DGKF89]. Para v > 0, definimos a
matriz Hamiltoniana como

A v 2B,B!,

HO) = _cre,  —a

(2.23)

Entao temos o resultado que ||Gll, < 7 se H(G) nao possuir autovalores no eixo
imaginario [DGKF89]. Com este resultado um procedimento iterativo para cilculo
de v pode ser efetuado.

2.5.2 Calculo do Controlador

No problema Misto Hz/H, desejamos minimizar um limitante superior do custo
H2, mas mantendo um limitante pré-determinado no custo H.,. A estrutura bésica
do sistema ¢ a dada por (2.1), com uma saida adicional,

20 = Coz + D,_u, (2.24)
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que pondera o custo Ho,. Consideramos que C}_D. =0e D, D, > 0.
Vamos trabalhar com o limitante superior do custo H, dado pelo custo misto
Hy/Hoo enunciado em [19, p. 74] [CGLY7]. Para este caso, o custo étimo é dado por

J, =infTr (C,PC.) (2.25)
onde o infimo ¢ tomado dentre todas as matrizes P = P' > 0 tais que
AP+ PA' +~7*PC. _C, P+ B,B, <0 (2.26)

Tomando esta definicao do custo, podemos obter um controlador estdtico tal que
Jy seja minimizado mantendo a norma Hy, inferior ou igual a v [KR91]. Para tanto,
devemos calcular [KR91, CGL97]

Ko =(D'D,)" B/ Py, (2.27)
onde P, > 0 ¢ a solucio da equacgao quadratica
AP+ PA+C._C, — PB,(DyDy) " B.P+~+*PD.D.P =0 (2.28)

Para calcular o controlador dindmico de saida que minimiza um limitante superior
para o critério misto, utilizamos um procedimento semelhante ac empregado no caso
H,. Neste caso, o observador de estados pode ser obtido pela solucdo Y, > 0 da
equagao

AY + YA +472Y CLCY ~ YO, (D,D,) ™ C,Y + ByBl, =0 (2.29)

de onde podemos calcular

i

Lo = Yo O (DyD)~ (2.30)
Definindo o sistema auxiliar F como
T = Az + Lo Dyw + Byu
F 2 = Co + Dou (2.31)
u= Kz

onde A = A + v Y, CiCy, impomos a propriedade da separacio, como no caso
‘H,. Consequentemente, podemos solucionar o problema do controlador dinamico de
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saida pela solugdo do problema estdtico na planta auxiliar F, com custo total dado
por

T (H) = Tr (CoYaCl) + J,(F) (2.32)

Este problema também pode ser resolvido por meio de LMIs. Tomando por base
a planta auxiliar F, podemos obter o ganho 6timo de controle pela solucio de

Jo = min Ty {27} (2.33)
P PC) — W'D,
{ CoP — Do Z >0 (2.34)
AwP + PAl,— B,W = W'B!, + L,D,D' L' PC ~ W'D’
{ C.P ~D,W Y .y <0 (2.35)

nas varidveis Z, P, W, e K = WP~!. Esta formulacio permite a inclusio de novas
restriges com muito mais facilidade. Veja a se¢do 6.2.3, p. 76.




Capitulo 3

Positividade Real

“Nao podemos evitar a sensa¢do de que
estas formulas matemdticas tém uma
existéncia Independente, uma inteligéncia
propria, e que elas 830 mais sibias do que
nds, mals sabias mesmo que seus desco-
bridores, e que tiramos delas mais do que
foi originariamente posto nelas.”

Heinrich Hertz

3.1 Introducao e Motivacao

O conceito de passividade teve sua origem em teoria de circuitos, onde esteve
sempre relacionado ao conceito de dissipagio de energia. De forma pouco precisa mas
muito intuitiva, diz-se que um circuito ¢ passivo se e somente se ele ndo gera energia.
Analogamente, um circuito é estritamente passivo se ele dissipa energia. Desde cedo
as relagoes entre passividade e estabilidade foram reconhecidas, e subsequentemente
generalizadas.

Grande parte do desenvolvimento deste trabalho est4 baseado na simples relacio
entre passividade e dissipagdo de energia, que por sua vez se relaciona diretamente
com estabilidade. Note que a interconexao de sistemas que dissipam energia também
dissipa energia. Note ainda que sistemas que sempre dissipam energia tendem a um
valor de energia minimo. A utilizacio matematicamente precisa e consistente destas

21
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idéias nos levard a uma poderosa teoria de estabilidade, que servird de base aos
capitulos subsequentes.

Mais especificamente, os conceitos de passividade e passividade estrita sio apre-
sentados e discutidos. Baseado nestes conceitos, o resultado fundamental deste
capitulo, o teorema da passividade, é apresentado. A seguir o conceito de positi-
vidade real para sistemas lineares invariantes no tempo é apresentado, juntamente
com uma série de caracterizacoes algébricas de positividade real. As limitacdes desta
teoria sdo discutidas, e uma abordagem para contornar parcialmente estas limitacées,
a teoria de multiplicadores, ¢ apresentada. Finalmente, uma relacdo entre estes re-
sultados e a teoria baseada em norma H., é discutida.

3.2 Preliminares
Motivacgao

Considere um circuito linear composto por uma fonte de tensdo ideal F, uma
chave ideal, um indutor ideal L ¢ um capacitor ideal C, conectados conforme a
figura 3.1.

Figura 3.1: Circuito linear

Suponha que a fonte de tensio gera uma tensio constante e que, no instante t = 0
a chave é imediatamente fechada e reaberta. A andlise das dinamica deste circuito
leva ao seguinte polindmio caracteristico:

P(s)=LCs* +1

Claramente o circuito ndo ¢ assintoticamente estdvel, uma vez que existem oscilacdes
em regime permanente. Em outras palavras, o sistema armazenou a energia que lhe
foi fornecida.
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Considere, entretanto, o mesmo circuito com o0s componentes L e € substituidos
por componentes realizdveis, ou seja, considere que existe uma resisténcia em série
com o indutor e uma resisténcia em paralelo ao capacitor. Nestas condicdes, a
repeticao de nosso breve experimento leva &

P(s) = LCs + (R C + L/Rc)s +1+ Ry /Re

na qual vemos que as oscilagbes sio amortecidas.

Em outras palavras, a substituicdo de componentes ideais por componentes rea-
lizdveis, que sempre dissipam energia, leva a uma configuracio estivel do circuito.
Este argumento pode ser generalizado para circuitos mais complexos do que aquele
aqui considerado. De forma geral, a solugdo nio forgada de um circuito que sempre
dissipa energia tende a zero.

Os paragrafos acima ilustram a idéia bdsica por trds do desenvolvimento que se
segue. Hstes conceitos serio generalizados para uma forma que nio necessariamente
deve ser interpretada como dissipacdo de energia.

O Operador de Truncamento

A necessidade de analisar a estabilidade de sistemas dinamicos requer que possa-
mos tratar sinais nao limitados, isto é, sinais cuja norma tende a infinito na medida
em que o tempo passa. Mais ainda, desejamos, na medida do possivel, utilizar todo
o ferramental matemadtico usual nas manipulacdes de sistemas. Em seu excelente
trabalho [Zam66a, Zames delineia uma abordagem que se tornaria a base da teoria
de passividade. Esta abordagem consiste, simplificadamente, em trabalhar sempre
com sinais de norma finita através de seu truncamento no tempo. Desta forma sinais
“explosivos,” tais como e, sio tratados via seu truncamento, ou seja, si0 0 mesmo
sinal até um instante arbitrdrio T e, a partir deste instante, sio identicamente nulos.
As segoes subsequentes deste capitulo mostrardo a eficicia da aplicacio deste con-
ceito. Note que esta abordagem pressupde sinais que explodem em ¢ — oo, e nio se
adequa bem a sinais de tempo de escape finitos.

Baseando-nos no conceito de fung¢ao truncada (Defini¢do 6), podemos definir uma
série de espagos funcionais sobre os quais podemos trabalhar com funcdes explosivas.
Estes espagos preservam vérias das propriedades dos espagos L,.

Defini¢io 11 (Espaco Estendido) Seja A um espago linear normado. O espaco
Ae contém todas as funcdes h tais que hy € A para todo T finito. O espaco A, serd
chamado de extensdo de A.

Note que o espago A é sempre um subconjunto de A..
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Definicao de Passividade

Nesta se¢ao exploramos o conceito de passividade, que servird de ponto de partida
para a teoria de estabilidade aqui utilizada. O leitor deve atentar para o fato de a
definicdo de passividade requerer uma estrutura topoldgica complexa, explicitada na
necessidade de utilizacdo de um produto interno. Consequentemente, os conceitos
de passividade apenas se aplicam diretamente a sistemas quadrados definidos em um
espaco de Hilbert.

Definigao 12 (Passividade[Vid93]) Seja A um espago de Hilbert. Considere o
operador G : A, — A,. G ¢ passivo se

(,G(x))p 20 Vze A VT =0 (3.1)

O operador G serd estritamente passivo se ele for passivo e existir uma constante
¢ > { tal que

(,G(x))p = elizlls Yz € Lo, VT 2 0. (3.2}

3.2.1 O Teorema da Passividade

Baseando-nos nos resultados anteriores, é possivel enunciar um poderoso teore-
ma de estabilidade para sistemas passivos, conhecido na literatura por teorema da
passividade. Este teorema foi proposto pela primeira vez por Zames [Zam66a], e
foi subsequentemente generalizado por outros autores [Vid93, e referéncias]. Neste
trabalho consideraremos o teorema da passividade ndo em sua forma mais genérica,
mais sim em um formato adequado as nossas necessidades.

w z

Figura 3.2: Sistema Realimentado

O sistema em estudo é apresentado na Figura 3.2. Ele é basicamente composto
de dois subsistemas conectados por uma malha de realimentacao. Para efeito de nor-
malizacdo, chamaremos o sistema na malha direta de planta. O sistema na malha de
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Figura 3.3: Diagrama do circuito.

O

realimentagdo pode vir a ser tanto um controlador como uma perturbacio, conforme
o estudo sendo exercitado.

O Teorema da Passividade propde condicdes para que os sinais internos da malha
de realimentacio pertencam a determinados espacos sempre que as entradas per-
tencerem a estes espacos. Em linguagem pouco precisa, o Teorema da Passividade
responde & questdo: dado que a entrada é “bemn comportada,” quais as condicbes
sobre os sistemas que compde a malha para que a saida seja “bem comportada?”
Note que a saida é um sinal interno da malha.

Uma das questdes que pode ser atacada com o teorema da passividade é a questio
da estabilidade, tema principal de nosso estudo. Neste caso, desejamos obter con-
digoes sobre os componentes da malha de forma que, por exemplo, a saida pertenca
a L, sempre que a entrada pertencer a este mesmo espaco.

Seja S o sistema da Figura 3.2. Mais precisamente:

Teorema 3 (Teorema da Passividade [DV75]) Considere F, G : A, — A,. Se-
ja o sistema dindmico regido por

Yy =u— Fys

y2 = Gy

Suponha que para todo u € A ezistem solucdes y, e yp € A,. Com estas condigoes,
se G € passivo, F € estritarmente passivo e u € A, entdo yy € A.

Prova Desejamos mostrar que y; pertence a A nas condigdes do teorema. Aplicando
a desigunandade de Schwarz e utilizando a linearidade do produto interno temos

(, y2)p = (y1,y2)r + (Fya, ya)p
> 6 [lyolf3
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Programa Spice 1 Ilustracio de circuito internamente instavel.
Exemplo llustrativo 9 exemplo de circuito passivo
nac internamente estavel

* circuito composto por dois indutores e um resistor em paralelo
Iin 1 0 pulse (0 1)

11121

rii 2 0 0.000001
12132

r12 3 0 0.000001

r2 101

.tran 0.1 20

.plot tran v(1) i(Iin)
.end

onde § é uma constante positiva. Como u € A,
ull llgally = 6 Hyz]i; VTR

Logo ||y2] € limitada para todo 7. Consequentemente, y» € A. "

Um teorema de estabilidade segue diretamente se considerarmos, por exemplo,
A = L,. Note que o teorema nada diz sobre os outros sinais internos, tais como Y1
e Fys. Estes sinais podem ter normas ilimitadas, ou seja, o sistema pode nio exibir
estabilidade interna. Este caso é melhor ilustrado com um exemplo.

Considere um circuito composto por um indutor de 1 unidade em paralelo com
a combinacdo em paralelo de um indutor de 2 unidades e wm resistor de 1 unidade
(figure 3.8, pdgina 25). Feche o circuito com uma fonte de corrente. Ao aplicarmos
um pulso retangular de corrente na entrada, uma corrente residual permanece nos
indutores. Uma pequena simulagdo Spice deste circuito ¢ apresentada no programa 1.
Note que na simulagio ezistem dois pequenos resistores em série com os indutores.
Eles sdo apenas para evitar singularidades na simula¢do.

Transportando este ezemplo ao nosso linguajar, podemos definir G como sendo
0 indutor 11 e F como a combinagdo em paralelo do indutor 12 e 2. Neste caso,
as condi¢des do teorema sdo satisfeitas. Entretanto, como mostrado na figura 3.4, o
circuito ndo € internamente estdvel, apesar de a tensdo no ponto I ir a zero.

As sutilezas de resultados tais como o ilustrado acima mostram que o teorema,
acima, apesar de simples, ndo se adequa perfeitamente s necessidades do estudo
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Figura 3.4: Varidveis internas do circuito. Note como as varidveis nio voltam a zero.

da estabilidade de sistemas dindmicos, uma vez que estabilidade interna é em geral
desejavel, quando ndo imprescindivel, na analise e/ou projeto. Entretanto, é possivel
reformular o resultado acima de forma a garantir que todas as varidveis tenham
norma tendendo a zero. E é precisamente isto que é feito no teorema seguinte.

Teorema 4 (Teorema da Passividade II [DV75]) Considere as condicées apre-
sentadas no teorema 8. Mauis ainda, suponha que existam contantes v, 6, e 0y tais
que

|Gzl < vilzllp (3.5a)
(2, Gz)r > 0y |lzlly (3.5b)
(Fz,z)p > 6y || Fx|% (3.5¢)
para todo x© € A, para todo T € R. Com estas condicées, se
5; + 52 >0 (36)
entao
uEAﬁyl,yg,FygéA (37)

Vamos discutir alguns pontos antes de provar o teorema. Em primeiro lugar,
conforme discutido em [DV75], este resultado vale também para sistemas discretos,
bastando apenas considerar o espago apropriado para a varidvel temporal.

Note ainda que o teorema apenas exige que a quantidade total de energia dissipa-
da seja positiva. Nao é necessario que ambos 0s operadores F e (G dissipem energia.
Por outro lado, o caso em que ambos sio “passivos” é de especial interesse. Este
caso é apresentado a seguir como um coroldrio.
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Coroldrio 1 O teorema 4 se verifica se G € estritamente passivo com ganho finito
e F' € passivo.

Note que a condi¢ao de ganho finito é equivalente 4 (3.5a).
Provaremos agora o teorema 4.
Prova Para todo u € A e para todo T € R temos

(yh Gyl)T + (Fyziyz)'f - (U — Fys, Gyl);n + (Fw; Gyl)T
= (u: Gyl)T

Aplicando as desigualdades (3.5),
8yl + 8 | Fyally < iz v il
Mas como Fyp = u — 1y (por (3.3)),
llu = wallz 2 lully = 2 lully lgally + Nl
Substituindo (3.3) na desigualdade acima, temos
(61 +8) gl < Hlylly (2165 + 81) fluellye + 162 el

Utilizando o fato que d; + 2 > 0, a desigualdade acima pode ser reescrita como

Iz < 20(T) [l + B(T)

onde a(T) e 3(T") sao monotonicamente crescentes e tendem a um valor finito quando
T — oc, pois u € A Sejam seus limites « e 3, respectivamente. Temos entio

Il <o+ (@ +8Y*  VIeR

Logo 31 € A. Por (3.5) verificamos que o mesmo vale para y; e Fys. '

3.2.2 Positividade Real

Outro conceito importante é o de positividade real. Este conceito se aplica a
funcoes de transferéncia estaveis, contrastando com o conceito de passividade, que
se aplica a uma classe de operadores mais genérica.

Como veremos a seguir, a propriedade de positividade real é verificada por um
teste frequencial na funcgao de transferéncia do sistema, enquanto a passividade é
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verificada pelo calculo de um produto interno em um espaco estendido. Para sistemas
estaveis, nao hd a necessidade de considerarmos o espaco estendido neste cslculo, e
podemos testar sua passividade pelo cdlculo do produto interno entre sua entrada e
sua saida.

Quando nos limitamos a sistemas LTI, entretanto, uma forte conexio pode ser
feita entre estes dois conceitos. Em se tratando de sistemas LTI, seu comportamento é
em geral descrito no espago frequencial por transformadas. Neste caso, o Teorema de
Parseval permite que facamos uma ponte entre a condigao temporal que caracteriza
passividade e a condigéo frequencial que caracteriza positividade-real.

Esta conexao torna-se particularmente interessante & luz de outro conjunto de
resultados conhecidos na literatura como Teorema de Kalman-Yakubovich. Por meio
deste teorema ¢ possivel relacionar a condiciio frequencial obtida diretamente da
aplicagdo do teorema de Parseval com um conjunto de igualdades/desigualdades
matriciais lineares. O teste desta condi¢io pode ser formulado como um problema
de factibilidade de uma desigualdade matricial linear (LMI), que apresenta uma série
de propriedades atraentes do ponto de vista numérico e computacional [dQ96].

Estes resultados sao o objeto desta secdo.

Defini¢ao 13 (Positividade Real) Um sistemma estdvel ¢ dito positivo real se sua
parte hermitiana € ndo negativa no eizo tmagindrio.

Seja um sistema dindmico dado por

g:{x:A$+Bu (3.5)

y=Cz

Suponha que A é Hurwitz, que o par (A, B) é controlivel e que o par (4,C) é
observdvel. A sua fungdo de transferéncia é dada por

H(s)=C(sI-A)"'B (3.9)
Definicdo 14 (PR) O sistema G é positivo real se
H{jw)+ H(jw)* >0  Yw € [0, 00) (3.10)
De forma andloga, temos

Definicao 15 (SPR) O sistema G ¢ estritamente positivo real se

H(jw)+ H(jw)* >0  Yw € [0,00) (3.11)
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Note que, neste caso, o sistema ¢ estritamente proéprio, ou seja, H(joo) = 0.
Neste trabalho, estamos interessados na conexdo entre sistemas passivos e sistemas
PR. Esta conexdo é dada pelo Teorema de Kalman-Yakubovitch [Vid93], e é ainda
objeto de pesquisa e debates, como veremos na sequéncia.

A conexdo entre a positividade real e a passividade de um sistema pode ser
mostrada analiticamente [Vid93]. Aqui ilustramos o procedimento para familiarizar
o lettor com a técnica empregada.

Seja H dada por (3.10) uma fungdo de transferéncia SPR. Logo H (jw)+H (jw)* >
0. Para simplificar, seja H(s) escalar. Entdo temos que Real {H(jw)} > 0. Da
defini¢do de passividade temos que G ¢ passivo se (x, Gz)r > 0. Mas sabemos que

(, Gt} = ] " () (Gar) (1) de

Supondo que § é suficientemente “bem comportada,” a transformada de (Gzr) (¢) é
dada por H(jw)Xr(jw). Pelo Teorema de Parseval, temos, para w € [0, 00} [Vid93,
p. 354

+oo

1
(x,Gx)p = %Real {

1 +00

=5/ Real {H (jw)} | Xr{jw)|* dw

> inf Real {H (jw)} [|Xr(jw) |
>0

X3 (jw) H(jw) Xr () dw}

-0

Note que o teorema de Parseval nos permite vislumbrar a relacdo entre os dois con-
ceitos. Nossa intengio é poder determinar se um sistema é passivo por propriedade
de sua funcao de transferéncia. Lembre que o teste direto de passividade exige uma
integral para cada entrada definida no espago estendido! O procedimento acima
ilustra uma propriedade mais ampla, que nos permite auferir a passividade de um
sistema pelo estudo da positividade real de sua funcio de transferéncia. Ainda assim,
verificar a positividade real de uma funcio de transferéncia nio é tarefa trivial, ao
menos a primeira vista. Entretanto, o teorema de Kalman-Yakubovitch nos d4 as
ferramentas analiticas necessirias para abordar este problema de uma forma mais
amena a procedimentos computacionais.

O Teorema de Kalman-Yakubovitch

O Teorema de Kalman-Yakubovitch ¢, na verdade, o primeiro resultado de uma
série de teoremas que relacionam a positividade real de um sistema linear com con-
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dicoes algébricas impostas nas matrizes de sua realizacdo de estados. Inicialmente
obtidos na década de 60, até hoje atraem a atencéio de pesquisadores em teoria de
controle [LLJ90, Wen88, MD95, LJ95].

Conforme ilustrado na se¢do anterior, existe uma forte conexao entre a con-
dicdo de passividade e a positividade real de um sistema. O Teorema de Kalman-
Yakubovitch estende esta relagfo & realizagio de estados da planta, mostrando que
deve existir uma certa estrutura em uma planta positiva real.

Vérias versoes destes resultados existem na literatura. Apresentamos uma versao
5150 do resultado como referéncia histérica em (Lema 1), e uma versdo “industrial”
em {Lema 2). Outra versio, recente, pode ser encontrada em [LLJ90], mas atentando
para os comentdrios em [MD95].

Em nosso desenvolvimento, estamos mais interessados no teste das condigbes
de Kalman-Yakubovitch, que nos permitem verificar se uma certa funcao de trans-
feréncia é positiva real. Estes testes podem ser formulados como LMIs, e sio discu-
tidos a seguir.

Positividade Real ¢ LMIs

Os testes algébricos do teorema de Kalman-Yabubovitch podem ser formulados
como problemas de factibilidade de LMIs. Enunciamos a seguir alguns resultados
utilizados no decorrer deste trabalho.

Lema 3 Considere a funcdo de transferéncia quadrada H{s) = C(sI — A)™'B. As
seguintes afirmacides sdo equivalentes:

1. X(s) € estritamente positiva real (SPR);

2. A € estdvel e
H{jw)+ H{—jw) >0 YweR

3. 3P = P' > 0 tal que
AP+ PA<O
C=DBP

Podemos enunciar um resultado analogo para func¢oes de transferéncia nao estri-
tamente préprias (D # 0).

Lema 4 Considere a funcdo de transferéncia quadrada H(s) = C(sI — A)"1B + D.
As sequintes afirmacdes sao equivalentes:
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Figura 3.5: Sistema realimentado.

1. H(s) € estritamente positiva real (SPR);

2. A ¢ estdvel ¢

H(jw) + H(—jw) > el Yw € [0,00)
para € arbitrariamente pequeno;

3. 3P = P > 0 tal que

AP+ PA B-PC

< .
B-cP 2l-(D+D) | S0 (3.12)
Note que, com ¢ arbitrariamente pequeno, podemos estender a defini¢do acima ao
caso em que € é nulo e o sinal da LMI acima ¢ estrito.

3.3 Multiplicadores

Em diversos casos a aplicacao direta do teorema da passividade pode gerar re-
sultados excessivamente conservativos. Tomemos, por exemplo, o teorema 3. Sua
aplicacdo necessita que ambos os componentes da malha de realimentacio sejam
passivos. Esta condigdo é em geral demasiadamente restritiva. A utilizagdo de mul-
tiplicadores tenta aliviar estas restrigdes.

3.3.1 Motivacao

Considere uma malha de realimentacao mostrada na figura 3.5, composta por dois
subsistemas F' e (. A aplicagdo direta do teorema da passividade exige que ambos
sejam passivos para que possamos concluir a estabilidade do sistema. Suponha,
agora, que tanto F' quanto G possam ser decompostos em um produto de operadores.
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Suponha ainda que F seja decomposto como F = M o F, e que G seja decomposto
como (G = G o M~'. Pela forma da interconexio dos operadores na malha, podemos
eliminar a parcela representada por M da malha, e analisar o sistema resultante,
composto por F e (G. Neste caso, terfamos que verificar a passividade de F e G.
Note que é possivel que, por exemplo, F' nao seja passivo, mas I seja! Este foi o
raciocinio original de Zames, que propos esta técnica [Zam66a, Zam66b]. Esta analise
estd baseada na verificagdo que o operador que descreve a malha nao se altera com
a fatoragdo de M.

Considere agora o raciocinio inverso. Suponha que a malha original é a malha
composta por £ e &, e que desejamos estudar sua estabilidade. Se pudermos encon-
trar um multiplicador apropriado M tal que a malha composta por F = M o F e
G = G o M~! satisfacam o teorema da passividade, poderemos concluir pela estabi-
lidade do sistema original composto por £ e G.

O objetivo desta seciio ¢ utilizar a técnica ilustrada acima no problema de es-
tabilidade, verificando as condicdes para que sua utilizagao seja vdlida. Iniciamos
com uma discussdo sobre o relacionamento entre estabilidade e causalidade, que é
imprescindivel para uma completa compreensio dos resultados que se seguem.

3.3.2 Causalidade, estabilidade e a transformada de Laplace

O estudo de estabilidade de sistemas LTI ja tem como lugar comum a utilizagho
da transformada de Laplace. Com base na descrigao frequencial de sistemas podemos
inferir diversas propriedades dindmicas das solucoes das equacdes diferenciais da ma-
lha de realimentacao. Em particular, uma das propriedades da solugio extensamente
estudada é a sua estabilidade.

A caracterizacdo normalmente encontrada nos livros e salas de aula traz embu-
tida, entretanto, uma série de hipdteses largamente aceitas, por serem ao mesmo
tempo convenientes e respaldadas na observacio do mundo real. Como exemplos
destas hipdteses citamos a causalidade do sistema e a utilizacao de transformadas
unilaterais. Mais especificamente, assume-se que a resposta do sistema nio pode
anteceder a entrada (causalidade), e que a entrada é sempre nula nos instantes que
antecedem ¢ = 0. Baseando-nos nestas hipdteses, podemos sempre inferir a regido
de convergéncia da transformada, 0 que nos permite calcular a transformada inversa
de Laplace. Em parte de nosso estudo nio poderemos assumir estas hipdteses, o
que nos leva a uma breve discussio das relagbes entre causalidade, estabilidade e a
transformada de Laplace.

Iniciemos com uma simples fun¢do no tempo: e *u(t), onde a € R e u(¢) é um
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degrau unitdrio. Sua transformada de Laplace ¢ calculada pela integral

+00
F(s) mf e"te ™ u(t), dt
O

Normalmente assume-se que nada ocorre antes de t = 0, o que justifica alterar
o limite de integracdo inferior de —oo para 0, o que é equivalente 3 mutiplicagao
pelo degrau unitdrio. Ou seja, troca-se a transformada de Laplace bilateral pela
transformada de Laplace unilateral. Retornando A nossa integral, vemos que sua
regido de convergéncia, neste caso, é dada por Real {s} > —a. A transformada,
neste caso, ¢ dada por

1
" s+4a

F(s)

A resposta em frequéncia do sistema serd entdo dada por F(s) calculada em
$ = jw, ou seja, F'(jw). Para um sistema estdvel, F(jw} deve ser bem definida, o
que implica que o eixo jw deve fazer parte da regido de convergéncia da transformada.
Como o sistema ¢ causal, sua resposta impulsiva sempre fica na semi-reta positiva
do eixo de tempo, e a regido de convergéncia de sua transformada serd a regifo a
direita de seu polo mais & direita. Com estas duas propriedades recobramos o familiar
conceito que fungdes racionais estdveis devem ter seus pélos no semi-plano esquerdo
do plano complexo, pois desta forma a regido & direita do pélo mais & direita sempre
conterd o eixo jw. O leitor deve notar, entretanto, que esta conclusdo deve-se a
ambas as propriedades em conjunto. Conforme ilustraremos a seguir, o conceito de
estabilidade transcende pélos no semi-plano esquerdo, para isso bastando que as duas
propriedades mencionadas ndo se verifiquem conjuntamente.

Retomemos nosso exemplo com a transformada F(s) = 1/(s + a). Para calcular-
mos sua transformada inversa, precisamos conhecer sua regidio de convergéncia. Se,
conforme usualmente ¢ feito, assumirmos que o sistema em questio é estivel e causal,
a regido de convergéncia serd & direita de —a. Desta forma a resposta impulsiva de
F serd dada por f(t) = e"*u(t). Por outro lado, suponha agora que que o sistema
¢ anti-causal. Neste caso, a regiao de convergéncia é dada por Real {s} < —a, e sua
resposta ao impulso é dada por f(f) = —e™u(~%). Neste caso, a causalidade ou nio
da resposta ao impulso permite a determinagdo da regido de convergéncia,

Nos casos onde temos um nimero maior de pélos a situaciio é ainda um pouco
mais delicada. Considere a funcio de transferéncia

S S
(s+1)(s—2)

F(s) =
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Esta funcdo apresenta dois pélos, wm no semi-plano esquerdo e outro no semi-plano
direito. Assumindo causalidade, podemos dizer imediatamente que a resposta ao
impulso deste sistema serd instdvel. Entretanto esta ndo é a unica possibilidade.
Conforme discutido acima, a determinagao da resposta ao impulso depende da regido
de convergéncia da transformada, e neste caso temos trés possibilidades distintas:

1. a regido a direita do pélo mais & direita;
2. aregido a esquerda do podlo mais a esquerda e

3. aregiao entre os pdlos mais a esquerda e mais a direita.

Note que a questao de estabilidade ndo depende diretamente da localizacio dos pdlos,
mas sim da localizagiao do eixo jw dentro de uma das regides. No exemplo acima, as
respostas ao impulso seriam, respectivamente, causal e instdvel, anti-causal e instavel
e ndo causal e estdvel.

3.3.3 Estabilidade com Multiplicadores

Considere mais uma vez o sistema realimentado apresentado na figura 3.2. Pela
introdugao no loop de multiplicadores escolhidos apropriadamente, podemos fazer
com que os operadores da malha direta e da malha de realimentacio passem a sa-
tisfazer as condigoes do teorema da passividade. Basta para tanto escolher os multi-
plicadores de forma que o operador resultante seja passivo. Para sistemas LTI, esta
propriedade pode ser obtida restringindo a fase do operador ao intervalo [—7/2, 7/2].
Conceitualmente ¢é este raciocinio que nos permite vislumbrar a técnica de multiplica-
dores: escolha um multiplicador M tal que a fase do operador composto permaneca
no intervalo [~ /2, 7/2]. Para sistemas LTI, escolher um multiplicador é equivalen-
te a escolher seus pdlos e zeros. Note, entretanto, que se formos nos restringir a
multiplicadores causais e estdveis, como é comum em nosso campo de trabalho, a
posicdo dos pélos do multiplicador ficard confinada ao semi-plano esquerdo do pla-
no complexo, restringindo a influéncia do multiplicador na fase do sistema. Para
contornar este problema, podemos trabalhar com multiplicadores estéveis mas nao
causais, com polos no semi-plano direito (veja 3.3.2).

Note que esta discussao visa apenas justificar matematicamente a possibilidade
de trabalharmos com sistemas estaveis, mas que contenham pdlos no semi-plano di-
reito. Como serd ilustrado no decorrer destre trabalho, o cdlculo do multiplicador
muitas vezes leva a funcdes de transferéncia que contém polos no semi-plano direi-
to (veja, por exemplo, 5.2.4). No meio de um estudo de estabilidade, isto pode soar
estranho. Entretanto, existem justificativas matemdticas completas para embasar
estes resultados [DVT75].
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3.4 Discussao

Este capitulo nos deu a base matematica necessaria para que possamos continuar
nosso estudo de estabilidade robusta. Este é o objetivo do préximo capitulo.
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Capitulo 4

Analise de Estabilidade

“Meu elogio serd dedicado a prépria men-
te. A mente é 0 homem, e o conhecimento
€ a mente; um homem ¢é apenas aquilo que
ele sabe.”

Francis Bacon, em “O Elogio ao Conheci-
mento”

4.1 Introducao e Motivacao

Em diversas situactes da vida real (para nfo dizer em todas elas), trabalhamos
com modelos que sao apenas aproximacoes do sistema fisico em estudo. Em se tra-
tando de sistemas de controle, esta situacdo néo é diferente. A teoria de controle
baseada em sistemas lineares é poderosa e eficaz, porém limitada a modelos que geral-
mente sao apenas aproximacoes das equactes diferenciais nao lineares que modelam
o comportamento dos sistemas dinamicos.

Diante dessa situacdo, o projetista tem algumas possibilidades distintas de levar
em consideracao as diferencas entre o modelo preciso, ndo linear, que modela o
sistema dinamico, e o modelo linear, aproximado mas tratdvel numericamente, que
modela o sistema de controle. Uma destas possibilidades, que encontra suporte direto
nas técnicas que norteiam este trabalho, é considerar as nao linearidades do modelo
dindmico como incertezas no modelo linear, e realizar o projeto de forma a garantir
a estabilidade mesmo frente & presenca destas incertezas e/ou nfo linearidades.

38
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Obviamente podemos também considerar como incertezas do sistema linear outros
parametros que variam no sistema fisico, tais como parémetros que variam em funcio
de varidveis que ndo se encontram sob controle, ou parimetros de medida dificil ou
imprecisa.

Desta forma podemos encarar o sistema de controle como composto por dois
subsistemas distintos, o primeiro dado pelo modelo linear da planta, e o segundo
dado pelo modelo da incerteza, que pode vir de qualquer uma das causas mencionadas
acima. Estes dois modelos podem se relacionar de diversas maneiras. Em particular,
eles podem se relacionar como uma malha de realimentagio como a da figura 4.1, na
qual G é o sistema linear e A é a incerteza.

G(s)

N

Figura 4.1: Incerteza na malha de realimentacdo

Neste caso, em diversas situagdes é possivel caracterizar A/ como um operador
passivo. Nesta situagdo as técnicas de passividade sdo diretamente aplicdveis, ge-
rando diversos testes computacionalmente eficientes de estabilidade robusta. Estes
testes sao apresentados neste capitulo.

Figura 4.2: Sistema em malha fechada com multiplicador.
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4.2 Estabilidade Robusta

Seja o sistema linear ¢ descrito por

&= Az -+ Byw (4.1a)
y = Cpz + Dyw (4.1b)

onde x € R*, y,w € R™, e as demais matrizes sio reais e possuem dimensodes
compativeis. Este sistema linear estd conectado por uma malha de realimentacio,
conforme figura 4.1, ao sistema N, dado por

w == —Ay (4.2}

Note que A é um operador quadrado. Suponha que A seja um sistema passivo, ou
seja, suponha que A satisfaca a definicio 3.2, p. 24. Entdo a estabilidade robusta
do sistema em malha fechada segue do teorema da passividade 4, p. 27 se G for um
sistema passivo. Este caso é o mais simples possivel, pois permite concluir que o
sistema € robustamente estdvel sem o auxilio de multiplicadores 3.3, p. 32.

Exemplo Ilustrativo 10 Seja o sistema linear G, caracterizado pelas matrizes A =
-1, By =1, C, =1 e D, = 0.1. Claramente este sistema satisfaz o teorema 3,
p. 81, logo G, € estritamente passivo. Seja o sistema N, caracterizado pelo operador
Ay, dado por 4.6, p. 42. Desta forma o sistema realimentado satisfaz o teorema da
passwidade, o que nos permite concluir que o sistema em malha fechada € estdvel.
Mais ainda, uma vez que Gy € estritamente passivo, o sistema em malha fechada serd
estdvel frente a qualquer operador passivo N.

Em diversas situacbes nao serd possivel concluir a estabilidade do sistema tio
facilmente, pois o sistema G em geral nio serd passivo. Neste caso devemos recorrer
a teoria de multiplicadores, de modo que um teste mais abrangente de estabilidade
possa ser realizado. De forma geral, desejamos encontrar um multiplicador que faca
o sistema G parecer passivo frente ao sistema N

As segOes seguintes apresentam algumas solucdes para o problema de estabilidade
robusta baseando-se na solu¢do do problema de otimizacio OR:

Problema 1 (M) Sejo M o conjunto dos multiplicadores factiveis para o classe de
incertezas . Encontre, caso ezista, o multiplicador M tal que

M = arg max iﬁf {Real {G(jw)M(juw)}| M € M}. (4.3)
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O problema 9 pode ser interpretado como um problema de estabilidade em uma
malha auxiliar, baseada nos sistemas G e A, conforme a figura 4.2, p. 39, onde o
multiplicador é colocado na malha de realimentacdo. O conjunto dos multiplicadores
factiveis deve ser definido em fungéo do conhecimento sobre a classe de incertezas em
questao, objeto das préximas se¢bes. Uma vez definido o conjunto M, vamos buscar
um multiplicador M que torne a parte real do sistema planta-multiplicador a mais
positiva possivel. Tal busca é realizada procurando por um multiplicador M tal que,
para tal M, o minino da parte real de G(juw)M{jw) em w seja o maior possivel.
Caso este minimo seja positivo, M mostra a estabilidade robusta do sistema frente
a perturbacoes da classe D.

A seguir analisaremos o problema 90 para alguns casos representativos de in-
certezas. De forma geral, mostra-se que existe uma relacio entre os conjuntos M e
D. Grosso modo, quanto maior o “tamanho” de D, menor serd o tamanho de M,
ou seja, a classe de multiplicadores factiveis é mais restrita. Mostra-se também que
em diversos casos ¢ possivel transformar o problema 9T em um problema de otimi-
zaGao convexo, e desta forma enunciar condicdes fortes para a estabilidade do sistema
realimentado.

4.2.1 Incertezas Nao Lineares Diagonais

No caso de incertezas passivas ndo lineares, o conjunto de perturbacdes ad-
missiveis DL é dado por

DY = {A: R™ — R™| A ¢ estritamente passivo} (4.4)
Definimos de forma andloga o conjunto das perturbacoes diagonais admissiveis:
DY = {A] A € D", A é diagonal} (4.5)

Para os conjuntos D" e D% podemos definir os conjuntos MY e MM res-
pectivamente, que caracterizam os multiplicadores de estabilidade factiveis. Estes
conjuntos caracterizam os espagos de busca para o problema 9. A determinagao
destes conjuntos pode ser obtida diretamente de manipulacdes algébricas tradicionais
no caso de sistemas lineares. A seguir esbocamos estas manipulacdes.

Considere a figura 4.2. Seja

Z(s) = Z(s)Z-(s)

Pela aplicagao direta do teorema da passividade, temos que o sistema realimentado
serd estdvel se os operadores das malhas direta e de realimentacio forem estdveis e se
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um deles for passivo e o outro estritamente passivo. Com a suposicio de passividade
estrita para A, temos que operador da malha de realimentacio é dado por

Z_(~s) e AwZy(s)]

onde X oY ¢ a composigio de X e Y. J4 sabemos, do capitulo 3, as condicdes sob
as quais a estabilidade da malha acima leva & estabilidade da malha original. Resta
caracterizar qual o conjunto de busca dos multiplicadores [Bal93].

Sabemos que, da passividade estrita de A,

A+A">0 (4.6)

onde A* é o complexo conjugado transposto de A. O que podemos auferir do sinal
de

Z_(—s) e AwZ(s)"? (4.7)

Inicialmente, vamos simplificar o problema pela aplicacio do conhecimento especifico
que temos da incerteza. Neste caso, A é diagonal e nio linear, de forma que temos
pouca possibilidade de manipulagdo, visto que existe muito pouca informacio sobre
a incerteza. Podemos contrabalancar esta falta de informacfio com suposicées sobre o
multiplicador. Note que, neste caso, A é nio linear. Sabemos apenas que é diagonal.
Entretanto, se supormos que o multiplicador é uma matriz diagonal real, podemos
aplicar a propriedade de comutacio a nossos cdlculos.
Vamos ao desenvolvimento. Expandindo a expressio (4.7) temos

ZUAZ + [Z0AZ ] = Z70AZ 4 2N (4.8)

=7 [AZ"+ ZAY 27 (4.9)

Note que estamos interessados apenas no sinal da forma quadritica acima, o que
nos permite concentrar nossa atengao no termo central. Ao supormos que Z, e Z_

sa0 matrizes diagonais, as matrizes acima comutam na multiplicacio. Se supormos
ainda que Z ¢ real, entdo podemos simplificar a expressio acima para

AZ*+ ZA" = Z (A + AY) (4.10)

de onde temos que, para garantir a estabilidade do sistema em malha fechada, temos
que procurar Z > ) diagonal real.

Definicdo 16 O conjunto M}L € caracterizado pelo conjunto dos operadores diago-
nais reais definidos-positivos.
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4.2.2 Incertezas Variantes no Tempo

Utilizando um procedimento similar ao adotado acima, podemos caracterizar o
conjunto das perturbagdes admissiveis DV, dado por

D" = {A:R™ — R™| A é estritamente passivo e linear} (4.11)
Definimos de forma andloga o conjunto das perturbacdes diagonais admissiveis:
D, = {A] A € D7, A é diagonal} (4.12)

A determinacdo do conjunto dos multiplicadores pode ser feita de forma similar
a secao 4.2.1. Da passividade de A(t) temos que A + A* > 0. Tomemos agora por
base a equacgdo (4.9). Supondo que Z, e Z._ sejam diagonais, temos que

AZ*+ ZA = AZ" + A*Z (4.13)

uma vez que a multiplicagdo de matrizes diagonais comuta. Se supormos agora que
Z = Z* obtemos

AZ*+ A Z=(A+A")Z (4.14)

ou seja, com multiplicadores hermitianos o operador dado por (4.7} é positivo real
se Z for positivo real, o que nos leva a concluir com uma definicao:

Definigdo 17 O conjunto M7 € caracterizado pelo conjunto dos multiplicadores
hermitianos positivo-reais diagonais.

4.2.3 Incertezas Paramétricas

Mais uma vez utilizando um procedimento similar ao adotado acima, podemos
caracterizar o conjunto das perturbagées admissiveis DY é dado por

D" = {A:R™ — R™| A é estritamente passivo e real} (4.15)
Definimos de forma andloga o conjunto das perturbagdes diagonais admissiveis:
Dp = {A] A € D, A é diagonal} (4.16)
Sabemos que, da passividade estrita de A,

A+A">( (4.17)
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Vamos aplicar ao problema o conhecimento especifico que temos da incerteza.
Neste caso, A é diagonal e real. Consequentemente, A + A* = A + A’ = 9A > 0.
Mais ainda, {4.7) pode ser reescrita como

A Z ()" Z(=s) + [Z0(s)7 2 (=5)]") (4.18)

se supormos que Z. e Z_ sao matrizes diagonais. A expressio dependente de Z
acima pode ainda ser manipulada. Lembre-se ainda que estamos interessados no
sinal de (4.18). Em virtude do sinal de A, nos interessa apenas o sinal da €XPressan
dependente de Z. Com mais detalhes, temos

Zi($) T ZAs) + Z_(8) 2. (s) T = 27 (270 2]+ 27 22
=22+ I
=z [z + 7227

o que nos leva a condigdo suficiente Z + Z* > 0. Sumarizando, temos que, para
A diagonal e ndo linear, o multiplicador Z deve ser diagonal e positivo real. Este
resultado serd enunciado para referéncia a seguir.

Definigao 18 O conjunto Ml ¢ definido pelo conjunto dos multiplicadores diagonais
positivo-reais.

4.3 Discussao

Os resultados apresentados nos permitem caracterizar os conjuntos de multipli-
cadores factiveis para diversas classes de incertezas importantes. Com estas carac-
terizagoes, podemos utilizar {4.3) para verificar a estabilidade robusta de sistemas
lineares. Este € o objetivo do préximo capitulo. Veja ainda [Gap94].



Capitulo 5
Analise Convexa de Estabilidade

“Ndo é gue eles ndo consigam ver a so-
lugao. Eles ndo conseguem é ver o proble-

n

ma.
G. K. Chesterton

5.1 Introducao

Mais importante do que ter técnicas para a verificagio de estabilidade de sistema
lineares € ter técnicas que possam ser empregadas de forma precisa e eficiente em
problemas reais. O objetivo deste capitulo é mostrar como as técnicas baseadas
em passividade, apresentadas no capitulo 4, podem ser utilizadas com seguranca e
eficiéncia no estudo de estabilidade de sistemas lineares.

Apresentamos formulagoes baseadas em problemas de factibilidade ou otimizacio,
todas elas com restri¢oes dadas por LMIs. A formulacdo dada por LMIs traz consigo
varias vantagens, dentre as quais a existéncia de uma forte teoria como embasa-
mento, a disponibilidade de implementac¢des comerciais e nio-comerciais de algo-
ritmos eficientes para sua solugdo e, por ultimo, mas ndo menos importante, uma
boa escalabilidade, isto é, os métodos utilizados para a solucio de problemas sim-
ples, académicos, de até algumas dezenas de varidveis, podem ser utilizados para
atacar problemas reais, que podem envolver milhares de varidveis, sem perda das
caracteristicas de convergéncia e desempenho.

45
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N

Figura 5.1: Sistema em malha fechada

Neste capitulo atacaremos as diversas classes de incerteza na ordem inversa, mos-
trando primeiramente a solugdo do problema de estabilidade robusta para incertezas
parameétricas, e obtendo as solugdes para os outros problemas pela simplificacdo des-
ta.

5.2 Incertezas Paramétricas

A abordagem de multiplicadores em geral leva a desigualdades matriciais nio-
lineares, de dificil solugio exata. As solucbes apresentadas na literatura podem ser
classificadas em dois tipos bdsicos. O primeiro tipo procura restringir a classe dos
multiplicadores factiveis, de forma que o problema de otimizagio resultante seja
tratdvel numericamente. Nos trabalhos [LSC94, BHPD94], classes de multiplica-
dores sdo propostas de forma que o problema resultante possa ser modelado por
LMIs [BGFB94]. O segundo tipo de solucdo utiliza a classe completa de multipli-
cadores, e tenta resolver o problema resultante por algoritmos iterativos. Simplifi-
cadamente, algumas varidveis sio fixadas, o problema é resolvido para as varidveis
restantes, e 0 processo se repete até a convergéncia.

Nesta sego, mostramos que tal procedimento nio é necessario para a classe das
incertezas paramétricas. Os resultados aqui apresentados mostram que o problema
de estabilidade com multiplicadores para incertezas paramétricas pode ser reduzido
a wm problema de LMIs sem nenhuma hipétese sobre os multiplicadores além de
teremn ordem igual ou superior & ordem da planta. Este resultado é importante
por duas razdes: em primeiro lugar, o resultado apresenta condigbes necessdrias e
suficientes para a existéncia de um multiplicador, condicio esta que é suficiente para a
estabilidade robusta do sistema. Em segundo lugar, a condicao apresentada, baseada
em LMIs, oferece um procedimento construtivo para a obtencio do multiplicador. A
forma exata do multiplicador é importante, pois é utilizada em vérios procedimentos
de sintese.
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G

—Gs

Figura 5.2: Sistema realimentado.

95.2.1 Preliminares

O sistema quadrado G considerado neste capitulo é modelado por (veja figura 5.1).

g_{:if:A:E+Bu

y=Cz-+ Du (5.1)

onde z € R*, y € R™ e u € R™. Assumimos que a matriz A € B"** & Hurwitz. A
fung¢éo de transferéncia do sistema, de ordem minima, é dada por

G(s):=C(sI-A)"'B+D (5.2)

As incertezas do sistema ficam isoladas na matriz de perturbacdes A & R™*™ - que
relaciona a entrada a saida por

u=—Ay (5.3)

Esta matriz pertence & classe de incertezas paramétricas reais, ou seja, A € I, onde
D é definido como

D= {A: A =diag[fy,... ,8n).6; > 0,i=1...m}

Nosso interesse ¢ estudar a estabilidade do sistema da figura 5.1, ou seja, desejamos
encontrar condi¢oes sobre a funcéo de transferéncia G(s) de forma que o sistema em
malha fechada seja estdvel para todo A € D.

Das figuras 5.1 e 5.2, seguindo o teorema da passividade, como A € D é passivo,
para garantir estabilidade robusta é suficiente que a funcdo de transferéncia G(s)
seja estritamente passiva. Uma condigdo mais fraca é obtida pelo posicionamento
de multiplicadores na malha, de forma a preservar a estabilidade da mesma (veja a
figura 5.3).

Assumimos que o multiplicador Z(s) tem realizacao de estado minima dada por

(5.4)

g, - T, = Az, + B,u,
© Y. = szz + Dzuz
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Z(s) G(s) Z-(=s)""

Zo ()7} ~A Z_(=s)

Figura 5.3: Sistema realimentado com multiplicador.

onde z, € R", u, € R™ e y, € R™, com o inteiro r fixo mas arbitrario. As ma-
trizes 4,,B,,C; e D,, a serem determinadas, sdo bloco-diagonais e de dimensdes
compativeis (lembre-se que Z(s) deve ser diagonal). Como os requisitos dados pela
aplicacao da equacdo 3.11 as fungdes de transferéncia Z(s) + Z*(s) e G(s)Z(s) +
Z*(s)G" (s} ndo implicam em estabilidade, nao é necessdrio assumir que a matriz
A, seja Hurwitz. As condigbes acima, entretanto, requerem que o multiplicador nio
tenha polos e zeros no eixo imagindrio. A funcao de transferéncia do multiplicador
é dada por

Z(s) 1= C,{s] — A,)"'B, + D, (5.5)

Seja a funcao de transferéncia GZ(s) = (G(s)Z(s). Nosso problema pode ser
enunciado como

Encontre, se exristir, um multiplicador racional diagonal Z(s) e A > 0,
tais que GZ{jw) + GZ*(jw) = M, e Z(jw) + Z*(Jw) > M, Yw € R.

Note que a existéncia do multiplicador Z(s) implica na existéncia dos fatores Z,(s)
e Z_(s) tais que o sistema da figura 5.3 satisfagam o teorema da passividade [DV75,
Bal95].

Esta formulag@o do problema de estabilidade robusta é numéricamente atraente,
pois as condigoes de frequéncia sdo testadas diretamente por LMIs.

Neste ponto, a questao principal a ser abordada se refere ao uso da LMI (5.9)
para a geracao do conjunto de multiplicadores factiveis. Aparentemente isto nao é
possivel, a menos que as matrizes A, e C, sejam fixadas para preservar a linearidade
do problema. Entretanto, com estas matrizes fixas, a LMI resultante em P,, B,,
D, e A gera apenas um subconjunto de todos os multiplicadores possiveis. Esta
abordagem ¢ utilizada por diversos autores (veja [BHPD94]), mas, como mostrado a
seguir, tal restricho ndo é necessiria.
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Lema 5 (Parametrizacio de Multiplicadores Estritamente Passivos) Sejar
fizo. Cada elemento do conjunto de multiplicadores m xm tais que Z(jw)+Z*(jw) >
el seja verificada com ¢ = X\ > 0 ¢ dado por Z(s) 1= Y (sP, — X)YiB, + D,, onde
P, € R ¢ wma matriz ndo singular e simétrica, e a LMI

VW{X+X B, Y J<O

B.-Y M-D,-D (5.6)

nas varidveis (X,Y, B;, D,, \), com X > 0, se verifica .

Prova A prova segue diretamente da equacdo 3.12, p. 32 e do fato que P, é nao
singular, juntamente com a equagio

]-[4]-

que tem sempre solugao dados (X,Y) satisfazendo (5.6). "

Comentdrio 1 Vale a pena ressaltar que, em nosso problema, restringimos Z(s) a
ser diagonal. Esta restrigio impde uma estrutura bloco-diagonal nas matrizes acima.
Esta restrigdo, entretanto, ndo afeta os resultados do lema 5, pois toda funcao de
transferéncia diagonal tem uma realizacdo bloco-diagonal.

Agora nos concentraremos no problema de escolher Z (s) tal que GZ(jw) +
GZ*(jw) > AI,Yw € R e A > 0. Uma vez que a realizacio de GZ(s) no espacgo de
estados é dada por

@%B&LDJm(L%Zg}i;ﬁ}ilmzC]JD@]) (5.8)

a condicao de frequéncia acima é equivalente & existéncia de uma matriz nao singular
Q = Q' € RE+x(47) 6 \ 5 0 tais que a desigualdade matricial

{QALJrAcQ B. - QC} }<0.

BI—C.Q M-D,- D (59)

seja verdadeira. Note que, embora simples de obter, a expressio acima ¢ de dificil
solugao pois, como o leitor pode imediatamente ver, ela niio é linear nas varidveis
matriciais, incluindo as matrizes da realizacio de estados do multiplicador. A seguir
mostramos como a desigualdade matricial bilinear acima (BMI) pode ser solucionada
por meio de uma LML
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5.2.2 Andlise de estabilidade com multiplicadores

Iniciamos a secdo com discussées sobre a equacdo (5.9). Em particular, apresen-
tamos algumas solugbes encontradas na literatura e, em seguida, apresentamos uma
solugdo mais geral ao problema. Conforme discutido acima, a desigualdade (5.9) é
nio linear nas varidveis da realizagio do multiplicador e na matriz aumentada Q.
Sua estrutura particular, entretanto, oferece diversas informacoes ao analista. Como
um primeiro exercicio, suponha que em (5.9), restrinjamos ¢ & forma

P, 0
=T ¢
onde P, € K" e P € R**™. Ela serd equivalente, neste caso, a

PA,+A.P, PC'B B, - P.C'D'
BC,P,  PA+AP  BD, - PC" <0 (5.10)
B.—DC,P, D.B'—~CP M —-DD,—D.D

que é satisfeita somente se

PA + AP BD, - PC’
DB ~CP M-DD,-Dp | <9 (5-11)

E interessante notar que a desigualdade acima depende linearmente das varidveis
P = P, D, e A e, consequentemente, pode ser facilmente solucionada. Note ainda
que (5.11) pode ser reconhecida como uma generalizacio do ecritério do circulo mul-
tivariavel. O raciocinio é o seguinte. Como a matriz A ¢ Hurwitz, P = P' > 0 é uma
variavel auxiliar, utilizada para testar a passividade da realizacio

(A,BD,,C,DD,). (5.12)

Por sua vez, esta ¢ a realizagdo cascata da planta (G(s) e de um multiplicador estéitico
Z(s) = D,. Este multiplicador caracteriza o critério do cfrculo generalizado. Com-
pare os resultados acima com aqueles de [Bal95, secio 4.1].

Este ensaio mostra que a estrutura bloco diagonal da matriz @ é por demais
restritiva, uma vez que nio ha vantagens em considerar um multiplicador dindmico
ao invés de um estdtico. Em outras palavras, esta restricdo & matriz ¢} nos limita
ao critério do circulo, que é equivalente a testar a estabilidade robusta do sistema
frente a perturbacdes nao lineares diagonais (Bal95].

De forma simplificada, é agora possivel compreender a influéncia do multiplica~
dor em (5.9). A matriz D, pode ser vista como uma varidvel independente, utilizada
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para testar o critério do circulo multivaridvel. Ou seja, podemos enxergar D, como
a realizacio de um multiplicador estético. Se (5.11) for factivel, o sistema em malha
fechada serd robustamente estdvel. Suponha entdo que (5.11) seja infactivel. Neste
caso incluimos dindmica no multiplicador, e esta dindmica adiciona graus de liber-
dade e acopla {5.11) dentro de (5.9) de uma forma particular. A adicio de dinimica
ao multiplicador, entretanto, restringe a classe de incertezas considerada |Bal95].

Algumas solugdes ao problema dos multiplicadores

Na literatura, de forma geral, solugdes a (5.9) sdo normalmente obtidas por meio
de restrigdes ao espaco de busca dos multiplicadores. Nestes casos, algumas das
matrizes sao fixadas a priori, ¢ o problema resultante, agora linear nas varidveis
restantes, é entdo resolvido.

Safonov et al. [L.SCY4] considera multiplicadores da forma

Z O aam d(s

te=0

onde ©; € R™™ sio matrizes varidveis e d(s) é uma polinémio de ordem k fixo,
sem zeros no eixo imagindrio. Como a realizacido acima depende linearmente das
variaveis ©;, sua solucao é simples.

Uma outra possibilidade é apresentada em [BHPD94], onde os autores consideram
multiplicadores da forma

Z(s) = C.(sI — A,Y"'B,(6) + D.(0). (5.13)

com C, e A, matrizes dadas a priori, ¢ um vetor de componentes reais 6;, e B.(0) e
D.(8) matrizes dependendo linearmente da variavel 0. Esta escolha é equivalente a
um multiplicador definido como

Z{s) = Z 0:M;(s), (5.14)

onde M;(s), i = 0...k, sdo matrizes de transferéncia fixas. Um procedimento alter-
nativo a formulagdo apresentada pelos autores para a solucio de (5.9) para @ pode
ser encontrado em [GG94].

Em ambos os casos, as condicoes de positividade real estritade Z e G (s)Z(s), jun-
tamente com a restrigdo de estrutura, podem ser resolvidas para as varidveis lineares
que caracterizam a aproximacio ao multiplicador Z(s), levando a um multiplicador
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no espago de busca. Apesar de ambas as abordagens poderem levar a bons resulta-
dos, ambas dependem fortemente da escolha do espago de busca dos multiplicadores,
ou seja, da escolha de d(s) ou do par (4., C,). Enquanto boas estimativas para estes
parametros podem ser facilmente obtidas para sistemas de baixa ordem e analistas
experientes, o mesmo nao se verifica para sistemas de alta ordem. Consequentemente
¢ desejdvel ter uma abordagem alternativa que nio dependa de informacdes ad hoe.
Tal abordagem serd apresentada a seguir.

Uma nova solugiio para o problema dos multiplicadores

Nesta se¢do apresentamos um novo procedimento para a busca de um multiplica-~
dor tal que (5.9) seja verificada. O resultado principal é mostrar como converter (5.9)
em uma LMI com respeito a todas as varidveis, incluindo aquelas utilizadas na. pa-~
rametrizacdo do multiplicador no espaco de estados.

A observacio chave é notar que qualquer matriz ( satisfazendo (5.9) é nio sin-
gular. Mais ainda, ela sempre pode ser particionada como

Q:[Ql QZ}:{Pz PZF}

QIZ Q3 I"P, z P

onde P, ¢ uma matriz nio singular, e I tem rank apropriado. No que se segue, nos
restringiremos ao caso em que I' tem rank completo, ou seja, estaremos buscando
@ em (5.9) tal que @, tenha rank completo. Note que esta restricio ndo parece
restritiva, pois uma modificagdo de norma arbitrariamente pequena pode ser incluida

em ()2 de forma a satisfazer esta hipétese. Neste caso, sem perda de generalidade,
dado que r > n, I' € R™*" é a matriz

. [ ! ] | (5.15)

O teorema a seguir prova este fato de forma mais geral. Veja que com r > n, a
estrutura de ¢ acima ndo apresenta qualquer conservatividade, e nos permite buscar
um multiplicador por meio de um problema de programacio convexa.

Teorema 5 Sejar > n um escalar fivo. Eziste um multiplicador racional de ordem
m X m, Z(s),satisfazendo (5.9) com € = X > 0, se e somente se existirem matrizes
X, Y, P, P, B, e D, com P, nao singular, tais que a LMI H < 0, com

X' +X Y'B'+ P,TA' + XT B,-Y'D'— P,TC"
Hi=| BY + AI'P, + I'X' PA + AP+T'Y'B'+ BYT BD,-T'Y'D' — P’
B, - DY —CI'P, D!B'— DYT — CP M — DD, — D.D'

b
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seja factivel. No caso afirmativo, o multiplicador Z(s) é dado por
Z(s)=Y(sP,— X)™'B, + D,. (5.16}

Prova Para a suficiéncia, assuma que H < 0 é factivel e considere Z(s) como sendo
o multiplicador dado por (5.16) com realizacio de estados (A,, B,,C,, D), onde
A, =XP e C,=YP ! Escolhendo

| B AT
€= l re, P ] '
apds algumas manipulacdes algébricas temos

{ QA +4.Q  B.-QC,

B.- C.Q )\I—DC—D’C} =<0

Consequentemente, com Z(s) dado por (5.16), temos GZ{jw) + GZ*(jw) > M,
Yw € R.

Para a necessidade, considere (A.,, B, Cy,, Dy,) como a realizagio de estados de
um multiplicador tal que (5.9) seja satisfeita com A = e. Logo (5.9) sera satisfeita
para uma matriz nao singular simétrica (Q, particionada como

_ Ql Q?
Q—{Q'z Q3}’

onde (J1 € nao singular e Q; é (por hipétese) de rank completo de coluna. Definindo
a matriz de transformacao de similaridade T € R tal que

QriQy =TT =T [ ! } , (5.17)

e as matrizes

X =TAnT, Y =CWT", P.=TQ,T
P = QS) Bz = TBWH Dz = Dm- ’

temos, apés cansativas manipulacées algébricas,

o poljea+ae Bo-qo [T 90
0>]0 I 0 B~ C.0 )\I—D—E)’ 0 I 0} ="H,
0 0 I € ¢ ¢ € 0 0TI

fato este que mostra a factibilidade da LMI em consideracio. ]
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Comentério 2 Sustentamos que a hipdtese de rank completo de T' ndo causa res-
tricoes ao espaco de busca dos multiplicadores. Fsta afirmativa se baseia nas equacdes
(5.10-5.11), que mostram que o rank nulo de T leva ao critério do circulo. Logo, o
melhor que podemos fazer é considerarmos T como tendo rank completo, que impli-
ca 0 mator nimero de varidvers livres de otimizacdo, com maiores possibilidades de
melhora em relagéo ao eritério do circulo.

Alguns comentdrios se fazem necessarios. Em primeiro lugar, discutimos o impac-
to da hipdtese r > n. Note que se r > n, a equacao {5.17) pode sempre ser resolvida
para T, dado I' arbitrério. Isto implica que uma transformacio se similaridade T'
satisfazendo (5.17) sempre existe. No caso em que r < n, entretanto, isto nio mais
é verdade. Se r < n, em geral ndo serd possivel encontrar uma transformacio de
similaridade com as propriedades necessarias. Em outras palavras, a existéncia de T'
depende da escolha de I', e uma escolha ad-hoc pode levar a resultados conservativos.
Ressaltamos que a suficiéncia do teorema € também verificada neste caso.

E necessério frisar, & luz da discussio acima, que a caracterizagao de ' é muito
importante para o problema de estabilidade robusta. A forga do teorema 5 vem da
busca de um multiplicador por um problema convexo, o que é possivel pela fixacao
da matriz I,

A estrutura bloco diagonal das matrizes no teorema 5, infelizmente, tem impac-
to significativo nos resultados. Se impormos que as matrizes no teorema 5 tenham
estrutura bloco-diagonal, como necessdrio & selecdo de um multiplicador diagonal,
entdo a necessidade do teorema ndo mais serd verdadeira em geral, e os graus de
liberdade adicionais introduzidos ao considerarmos ao aumentarmos a matriz I' po-
dem ser essenciais para o obtencao de uma solugao nao conservativa. Esta discussao
sera ilustrada no exemplo apresentado mais & frente, onde serd visivel que o aumento
dos graus de liberdade na matriz I' reduz a conservatividade dos resultados.

Os resultados do teorema 5, juntamente com o lema 5, caracterizam a busca por
um multiplicador como um problema de programacdo convexa, conforme enunciado
no lema seguinte.

Lema 6 (Condigoes de Estabilidade Robusta) Se ezistir um multiplicador dia-
gonal Z(s) tal que as condigées do teorema 5 e do lema 5 sejam verificadas, entéo a
malha de realimentacdo formada por G(s) e A € D ¢ robustamente estdvel.

Prova Segue imediatamente do resultados mencionados e do teorema da passivida-
de. 1
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5.2.3 Testes de Estabilidade Robusta com LMIs

Nesta secao os resultados do teorema 6 sao especializados para A paramétrico
real. Definimos a matriz V' como

V={X,Y,P, P B, D.}.
Além disso, definimos o conjunto V como
Ve={(\V) : H(\LV)<0, V), V) <0}

onde a dependéncia de # e V com respeito as varidveis matriciais que compde V e a A
foi explicitada. I claro que, para cada (A, V) € V tais que A > 0 e todas as varigveis
em V', com excegdo de P, tém estrutura bloco-diagonal compativel, o multiplicador

Z(s)=Y(sP, -~ X)"'B, + D,

serd diagonal, logo satisfazendo o lema 6. Consequentemente este multiplicador
garante a estabilidade robusta do sistema.

A estrutura bloco-diagonal dos elementos de V' depende das dimensées envolvi-
das, com a restri¢io de que deve haver m blocos, onde m é o niimero de saidas de
G(s}). Note que a estrutura bloco-diagonal das matrizes nio altera a convexidade da
restri¢do de factibilidade de (A, V) € V.

Um simples procedimento para detectar se existe (A, V) € V com A > 0 é pela
solucao do seguinte problema de otimizacio convexa:

max{X : (A, V) eV} (5.18)

Este problema é prontamente solucionado com vérios pacotes de otimizacao de LMIs.
Do ponto de vista numérico, devemos ressaltar que V ¢ um cone convexo, ou seja,
(@A, V) € V sempre que a > 0 e (A, V) € V. Consequentemente, nenhuma perda
de generalidade ¢ introduzida se o problema acima for normalizado. Decidimos pela
normalizacdo linear Tr (D,) = m.

5.2.4 Exemplo

Este exemplo foi retirado de [BHPD94]. O problema ¢ encontrar o maior v tal
que o sistema em malha fechada seja estdvel para toda perturbacio diagonal real A
tal que [|A] < v. Para maiores detalhes veja [Bal95]. A funcéo de transferéncia
da malha direta é dada por

G(s) = [I —vH(s)] I + vH(3)]
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onde
9 ~25-16
H(s)i=| 58 75 :
541 2

Em [Bal95], os autores usam {5.14) com fungoes de transferéncia A (s) fixase k = 6
variaveis livres, para obter um multiplicador factivel diagonal de forma

Z(s) = diag { (;_:_(?)2 : (;?%(81))2}

onde ny(s) e ny(s) sdo polindémios de segunda ordem. Com esta escolha de multipli-
cadores, estimaram o maior v como sendo v = 0.2414.

O mesmo problema foi resolvido com a abordagem aqui proposta. A busca pelo
multiplicador foi realizada pela solugio de (5.18), onde «v foi maximizado por um
procedimento de bisecgdo. Inicialmente, com r = 7, ou seja, com multiplicadores
de primeira ordem como os elementos da diagonal de Z (s}, o maior ~ foi calculado
COMO Ymax = 0.2236. O multiplicador étimo, neste caso, é dado por

: ceno S — 0.6181 s — 2.6042
Para estes dados, o indice 6timo de (5.18) ¢ A =4.2- 1075,

Em seguida r foi aumentado para 2n, ou seja, um multiplicador de segunda

ordem em cada elemento da diagonal de Z(s), como em [Bal95]. O valor maximo

de v aumentou para Ym.x = 0.2423, resultado que confirma o valor de [Bal95]. O
multiplicador étimo neste caso é

5% + 0.0699s — 0.7560
52 - 1.21365 — 2.5902

Z(s) = diag {0.8184 1.1816}

enquanto o indice 6timo de (5.18) foi obtido com o valor A = 2.5 - 1072,

Note que o algoritmo leva a um multiplicador dividido em duas partes: uma parte
sem dindmica, identificada com o critério do circulo generalizado, e uma parte com
dindmica, que leva em considera¢io a estrutura da perturbacdo A e as particulari-
dades da funcdo de transferéncia. Como mostrado nos dois casos acima, existe um
cancelamento perfeito de pélos e zeros para r = 2n e um cancelamento quase perfei-
to para 7 = n. Além disso, note que, neste exemplo, o aumento da dimensio para
r = 2n fol necessdrio para diminuir a conservatividade dos resultados. Sugerimos ao
leitor uma comparacao com o multiplicador 6timo de [Bal95].
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5.3 Incertezas nao lineares

Apés um estudo detalhado do procedimento empregado no tratamento de incer-
tezas paramétricas, podemos considerar o caso das incertezas ndo-lineares como uma
simplificacdo dos resuitados apresentados na secio 5.2. Como vamos ilustrar a se-
guir, para incertezas ndo-lineares as mesmas equacdes sio vilidas, bastando para isso
que escolhamos de forma apropriada algumas das varidveis livres do caso mais geral.
Nustramos na sequéncia como simplificar os resultados anteriores para aplica-los ao
caso de incertezas nio-lineares.

O argumento ¢ hasicamente o seguinte. Relembrando o capitulo anterior, vimos
que a classe dos multiplicadores factiveis para incertezas nio-lineares é mais restrita,
do que a classe para incertezas paramétricas. No caso das incertezas nao-lineares,
devemos nos ater aos multiplicadores estdticos. Ora, pela anélise da formulacio do
caso de incertezas paramétricas, vemos que a solugio do problema é dada pela so-
lugao de um problema de LMIs, no qual estdo envolvidas as matrizes de realizacio
de estados do multiplicador. Na sequéncia vamos mostrar que a solucio do pro-
blema em questdo pode ser obtida pela solugio do problema de estabilidade com
incertezas paramétricas, bastando para tanto supor que as matrizes de dinamica do
multiplicador sdo nulas.

Considere novamente o teorema 5. Em nosso caso atual, desejamos encontrar
um multiplicador estatico que nos permita analisar a estabilidade do sistema {secdo
4.2.1). O multiplicador ¢ dado por

M=D, (5.19)

0 que equivale a considerar o multiplicador dindmico com as matrizes B, e C, nulas.
A realizagao em cascata do multiplicador com a planta G (5.1) é dada por

= Az + BD,u
: 3.20
G {ymC’xﬁ—DDzu (5.20)
Aplicando o lema 4 chegamos a
AP+ PA" BD,-PC
[D’ B-cp -pp,-p.or| <0 (5.21)

que é uma LMI em P e D,. Sua solugéo fornece o multiplicador estatico M. Compare
esta solugao com H no teorema 5.
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5.4 Discussao

Encerramos nossas consideragdes sobre a analise de estabilidade. Os resultados
aqui apresentados nos permitem verificar a estabilidade robusta de sistemas LTI pa-
ra vérias classes importantes de incertezas, utilizando algoritmos computacionais efi-
cientes e de convergéncia garantida. Nos préximos capitulo voltaremos nossa atencao
para o problema de sintese. Vale a pena ressaltar que a andlise aqui apresentada nio
é extensiva, deixando de considerar a relagio da abordagem de estabilidade via pas-
sividade com outras abordagens presentes na literatura.
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Capitulo 6

Sintese de Controladores PR

“Vocé sabe que para um matemdtico ele
nao tinha imaginacio suficiente. Entre-
tanto ele agora € um poeta e vai indo mui-
to bem...”

Hilbert, falando de um antigo estudante.

Baseando-nos nos resultados do teorema da passividade, juntamente com as ex-
tensdes possiveis com a técnica de multiplicadores, podemos analisar toda uma classe
de problemas de controle onde a planta a ser controlada é sabida ser passiva. Em
particular, diversas estruturas fisicas apresentam modelos com esta propriedade, em
particular estruturas flexiveis. Como a planta é passiva, a aplicacio direta do teo-
rema da passividade nos permite deduzir que qualguer controlador estritamente
passivo tem a propriedade de estabilizar o sistema em malha fechada.

Desta forma o desenvolvimento de uma técnica que permita calcular controladores
estritamente passivos mostra sua utilidade. Mais ainda, como serd mostrado a seguir,
¢ possivel calcular controladores estritamente passivos com restricdes de desempenho,
de forma que o controlador obtido, além de satisfazer as restricdes de estabilidade,
ainda possa otimizar alguma caracteristica de desempenho do sistema em malha
fechada, tal como a norma H,.

Neste capitulo apresentamos resultados que permitem calcular controladores es-
tritamente passivos com restricdes de desempenho dadas pelas normas H, e mista

Ha/Hoo-

60
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6.1 Sintese de controladores com restricoes H,

6.1.1 Introducao

Em anos recentes a comunidade ligada & area de controle tem investido pesada-
mente em problemas ligados a robustez de sistemas de controle frente a perturbagoes
exégenas e incertezas de modelo. Nos dias atuais, ja existem varios resultados inte-
ressantes que, além de seu valor tedrico, auxiliam o projetista a melhor adaptar seus
projetos as necessidades do usuério.

Considere o teorema da passividade. Ele estabelece que a conexdo de dois sis-
temas em realimenta¢ao negativa é estdvel se um deles for positivo real e o outro
for estritamente positivo real. Este resultado ¢ prontamente reconhecido como uma
poderosa ferramenta em andlise robusta. Seja P o conjunto de todas as plantas
positivas. Se um controlador estritamente positivo real for projetado para a plan-
ta nominal Py € P, entdo o sistema em malha fechada serd estdvel mesmo que a
planta Fy seja substituida por qualquer outra planta P € P [Vid93]. Em outras pa-
lavras, o controlador projetado para a planta nominal estabiliza robustamente todas
as plantas P € P.

Em algunmas aplicagtes {veja o exemplo de controle de uma estrutura flexivel
apresentado em [HBW94]), o sistema nominal a ser controlado tem a propriedade
fundamental de ser positivo real, ou seja, Py € P, enquanto as incertezas do sistema,
representadas pelo truncamento de ordem finita, sdo tais que a planta real P € P.
Neste caso, se um controlador estritamente positivo real for utilizado para fechar
a malha de controle, entdo o sistema incerto sera estavel. Mais ainda, qualquer
perturbacio que atue no sistema tal que o sistema continue positivo real serd também
estabilizada pelo controlador estritamente positivo real. Note que se o controlador
nao for estritamente positivo real, pode existir uma planta P € P tal que o sistema
em malha fechada seja instavel.

QOutros autores [LL.J88, HBW94] obtiveram condigdes suficientes para que o con-
trolador cldssico LQG fosse estritamente positivo real. Naturalmente estas condigdes
impoem certas relacdes entre o modelo em malha aberta e o critério LQ definido pelo
projetista. Na realidade, aqueles trabalhos mostram que o controlador LQG sera
estritamente positivo real se o critério for escolhido adequadamente. Neste traba-
lho, esses resultados sio generalizados, mostrando como controladores estritamente
positivo reais podem ser calculados mesmo para critérios que nio necessariamente
satisfazem as condigdes propostas em [LLJ88, HBW94|. Sao obtidas condigbes sufi-
cientes para a existéncia de controladores estritamente positivo reais sub-6timos que
minimizam um limitante da norma #; do sistema em malha fechada. Este problema
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¢ caracterizado como um problema convexo e formulado por LMIs.

6.1.2 Preliminares

Nesta secao o problema a ser resolvido é caracterizado e um breve resumo de
resultados de teoria de sistemas é feito. Estes resultados sido apresentados em forma
apropriada & extensdo feita na se¢iio seguinte. A notacio empregada é padrio.

Seja um sistema linear invariante no tempo com modelo dado por

r = Az + Byu+ Biw
r: z = Cyz+ Dpw (6.1)
Yy = ng -+ Dglu

onde z € R* ¢ o vetor de estados, u € R™ é o vetor de controle, y € R™ é a
salda medida, w € R ¢ a entrada de perturbagdo e z € RY é a saida controlada.
Todas as matrizes sdo de dimensdes compativeis e conhecidas. Assume-se a usual
hipdtese de ortogonalidade, isto é, C{Dyg = 0, D}, Dy > 0, By D}, = 0e Dy D, > 0.
Assume-se também que os pares (A, By) e (A4, By} sdo estabilizdveis e os pares (A4, Cy)
e (4,C) sdo detectdveis. O controlador £, com fungio de transferéncia C(s),
estd conectado em uma configuragio de realimentacio negativa padrio & planta ¥,
conforme a figura 6.1.

O problema a ser analisado pode ser colocado como se segue. Considere H,,,(s),
a func¢io de transferéncia de malha fechada de w para z, e seja P o conjunto de
todas as fun¢oes de transferéncia SPR com dimensoes apropriadas que satisfazem ao
lema 3. Entdo queremos resolver

min {||H..,(s)[2 : C(s) € P}. (6.2)

Das possiveis abordagens para este problema, duas tém sido mais extensivamente
empregadas na literatura. Em [LLJ88, HBW94], condicdes sobre a planta em malha
aberta ¥ sio obtidas de forma que, se (6.2) for substituido pelo problema LQG
cléssico

gl(ig; | Hew(s)lls (6.3)

sua, solugdo otima Cro(s) de ordem n, = n sera factivel e, portanto, 6tima para o
problema 6.2. Em outras palavras, neste caso nio é necessirio levar em consideracao
a restricdo C'(s) € P no processo de otimizacdo, uma vez que as condicdes suficientes
utilizadas garantem que Cpq(s) € P (este resultado serd mais discutido em seguida).
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Figura 6.1: Sistema em Malha Fechada.

A outra abordagem dada a este problema é a de [JJA190], onde os autores con-
sideram C(s) como um controlador arbitririo de ordem fixa. Um limitante para a
norma H; do sistema em malha fechada substitui a fungéo objetivo em (6.2). Em
seguida, as condigdes necessérias de otimalidade sio escritas em termos de 4 equacdes
tipo Riccati e Lyapunov. E importante salientar que, mesmo no caso de controlado-
res de ordem completa (n. = n), estas equagdes sio altamente acopladas e de dificil
solucdo numérica. Além disso, o principio da separacio nio é vilido, e ndo existe
garantia que o compensador projetado por esta técnica seja a solugao 6tima de (6.2).

Dada a grande dificuldade de calcular numericamente a solucéo étima do proble-
ma de otimizacgdo (6.2), nosso procedimento estd baseado em LMIs para a obtencao
de uma solugdo sub-6tima para o problema (6.2). Ao contrario de [JJA*90], apre-
sentamos um problema convexo que pode ser resolvido por técnicas muito eficientes
de programagio convexa [BGFB94]. Além disso, a abordagem nio requer prévias
condigdes de escolha como em [LLJ88, HBW94]. A idéia basica é impor uma escolha
ad-hoe da estrutura do controlador:

v ) T = Az, + Byu+ Ly — Cyz,)
Y { v = —Ku, (6.4)
onde a matriz K € R™" deve ser determinada e
L=1Ly= ﬂgCé(Dngél)“l (6.5)

onde Il ¢ a solucdo simétrica positiva definida da equacio de Riccati
Ally + HQA, - HzCé(Dngél)_ICQHQ + BlBi =0.

O raciocinio por tris desta escolha est4 baseado em dois fatos. Em primeiro lugar,
ao contririo do caso geral, onde o principio da separagio nfo é verificado [JJA*90],
a escolha de X, como em (6.4) nos habilita a propor um procedimento numérico efi-
ciente baseado em LMlIs para a sintese de controladores SPR. Além disso, a utilizacio
de um limitante convexo para a norma H; do sistema realimentado permite a de-
terminacdo da solugao 6tima global, ao invés de apenas solugdes localmente étimas,
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caracterizadas por condigdes necessdrias de otimalidade. Em segundo lugar, a esco-
lha acima nao parece ser por demais restritiva, pois, como serd provado, ela recupera
a solugao proposta em [HBW94]. Veja o exemplo numérico na secio 6.1.4.

Da conexao de realimentagdo indicada na figura 6.1, assumindo que K € R™x" ¢
um ganho estabilizante para (A, By), pode-se facilmente verificar que [KR91]

[ Hew($) ]l = Tr (CLILCY) + || Hie(5)]3 (6.6)
onde
Hy(s) = (Cy — D1oK)[sI — (A — BoK)| "' Ly Dy
Notando que a funcao de transferéncia do controlador é dada por
Ck(s) = K[sI ~ (A — BoK — LyCy)| " Ly, (6.7)
entao o problema em consideracio (6.2) pode ser reescrito como

min {IIHk()|3: Cx(s) € P} (6.8)

As segOes seguintes sdo dedicadas & solucdo deste problema. A idéia principal é
converté-lo em um problema de otimizagio convexo com uma particular transfor-
macao de varidveis. Para fins de comparacgao, é importante ressaltar os resultados
de [LLJ88, HBW94]| para o caso H,. Eles mostraram que, com as seguintes hipéteses,

1. A fungdo de transferéncia em malha aberta é positiva real, isto €, exvistem
matrizes g > 0 e Qg > 0 tais que

AHQ -+ II()A" = “Q(} 5 BQ = H{]Cé

2. BlBi == Qo + Bg(Dggplg)—lBE
3. Dgl.D’Ql = DiQDIQ
4. C{C], > Cé( ilez)MECQ

a solugdo otima de (6.8) coincide com a solugao 6tima de problema LQG associa-
do (6.3). Em outras palavras, o ganho K = K5, dado por

Ky, = (D,D5) ' By P, (6.9)
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onde P, é a solugio simétrica positiva definida de
A'Py+ PyA + C{Cy — PyBy(DyD1y) ' BLP,y = 0, (6.10)

resolve os problemas {6.8) e (6.2). Estas hipdteses merecem alguns comentérios. Elas
sao algo restritivas, uma vez que os dados da planta em malha aberta, em particular
as matrizes C; e D, que definem a saida controlada, ndo mais podem ser escolhidos
pelo projetista. De fato, a relagio imposta entre as matrizes do sistema é necesséria
para que o LQG sem restri¢bes tenha uma solugdo SPR. Nosso objetivo principal é
obter uma nova forma de resolver este problema sem estas restrigdes.

6.1.3 Sintese

Nesta segdo o problema (6.8} ou, de forma equivalente, o problema (6.2) com a
estrutura de controle dada por (6.4}, é considerado. A abordagem proposta pode ser
interpretada como a otimizacgao global de um limitante superior da funcio objetivo

de {6.2). No teorema seguinte apresentamos uma solucio para este problema baseada
em LMIs.

Teorema 6 (Sintese de Controladores SPR) Seja ¢ > 0 um pardmetro arbitra-
ramente pequeno. Defina a matriz simétrica (Jy = BoLl, + Lo BYy. Se o problema de
otimizacdo convero

J = min Tr (Z) (6.11)
W LDy
l oon 2 } > 0 (6.12)
AW + WA~ Q, WC| — LD,
[ C\W = DL -1 =0 (6.13)
W(A = L,Cy) + (A — LaC)W — @y < —el (6.14)

tiver solugdo nas varidveis matriciais W = W' > 0 e Z = Z' > 0 entdo a matriz de
ganho K = LW~ ¢ tal que

1. CK(S) € P;
2 |Hx)IE < J.

Prova Seja (W, Z) a solugao do problema de otimizacdo acima. Como W = W’ > 0,
esta matriz é ndo-singular. Com K = LW ™!, primeiro mostramos que esta soluciio
gera Cg(s) SPR. Para tanto, note que {6.14) pode ser reescrita como

(A~ ByK — LyCo)W + W(A — ByK — LyCo) < —el <0
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que implica, apds multiplicar ambos os lados por W™, junto com a parte 3 do lema 3,
que Ck(s) é SPR.
Por outro lado, com K como acima, (6.13) é equivalente a

(A= ByK)YW™ + WA - BoK) + (C) — DipK)Y (Cy —~ DisK) <0 (6.15)

e (6.12}) nos permite obter
Tr (DY LW ™ LoDy ) = Tr (Z) = J. (6.16)
Finalmente, utilizando (6.16}, (6.15) e o fato que K é um ganho estabilizante temos
[Hi(s)ll; < J (6.17)

0 que conclui a prova. "

Alguns comentdrios se fazem necessdrios. Em primeiro lugar, utilizando (6.6) e o
fato que o teorema 6 leva a C'x(s) € P, temos que a fun¢io objetivo do problema (6.2)
satisfaz

||sz(5)“§ <J+Tr (Clﬂng) (6.18)

onde o limitante superior J foi minimizado sobre todas as solugdes factiveis do pro-
blema de otimizacdo convexo introduzido no teorema 6. Em segundo lugar, o con-
trolador SPR calculado, com funcéo de transferéncia

C(s) = LW sl ~ (A — BoLLW ™! — LyCy)17 L,

nao é, em geral, o controlador LQG 6timo. Este importante aspecto é ilustrado pelo
exemplo numérico apresentado na segdo seguinte. Entretanto, uma importante pro-
priedade € que, se as hipdteses 1-4 de [HBW94] forem verificadas, entdo o controlador
acima coincide com o controlador LQG, conforme mostrado a seguir.

Corolario 2 Considere que as hipdteses 1-{ de [HBW9/] (64) sdo vdlidas. Entdo o
teorema 6 leva ao controlador LQG.

Prova Sobre as hipéteses 1-4 de [HBW94], primeiro mostramos que W = Pyt > 0
e Z = Dy Ly Py Ly Dy, sdo factiveis para as inequacdes (6.12-6.14). Com esta escolha,
aplicando complementos de Schur & (6.12), é simples verificar que ela é satisfeita. As
hipéteses 1-3 implicam que I, = Il e, portanto, By = I1oCh. Consequentemente,
Ky = LyPy e para W = P;! (6.13) é satisfeita, pois P, é solucio da equagdo de
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Riccati (6.10). Devido & hipétese 4, (6.14) é verificada [HBW94]. Gracas a (6.16)
e (6.18), o ponto factivel em consideracio é Gtimo. x

O coroldrio acima mostra que os resultados do teorema 6 s3o0 menos conservativos
do que resultados relacionados da literatura. Na realidade, o problema aqui proposto
¢ sempre factivel dentro das hipéteses 1-4. Nao obstante, estas hipéteses nao sio
necessarias para que uma solugdo seja encontrada. Este ponto sera melhor ilustrado
com o exemplo apresentado.

Em [HBW94], os autores propde uma versio mais fraca da hipétese 4, a saber,

CiCl > Cé(DiQDm)—ng -
““““[K + (D;2D12)~102]1 ’ (Dileﬁ) '
(K + (D1 D12) 7O (6.19)

deve ser verificada para K = K,. E claro que esta equagdo ¢ implicita, uma vez
que P, depende de C; e K3 depende de P,. Conforme colocado em [HBW94], ela
nao pode ser testada a priori. A seguir apresentamos uma outra contribuicio deste
trabalho. Mostramos que a inequag¢do acima na verdade define um subconjunto do
conjunto de factibilidade do problema de otimizacio proposto no teorema 6.

Coroldrio 3 Considere K = LYWy, com uma matriz arbitrdria Wy = W} > 0 tal
que (6.13) e (6.19) sejam verificadas. Neste caso, W = Wy ¢ factivel para (6.14).

Prova A inequagio (6.13) é equivalente a
AW(} -+ BV(}AI - QQ + (I’V(}C{ - LQD;Q)(C1VV0 - DlgLIQ) S 0
e, com simples manipulagtes, pode ser reesecrita como

WolA — LyCo) + (A — LaCo)Wy — Qo < —(WoC) ~ Ly DI, (CLWy — Dy L)
—L,CaWy — WoCLLL, (6.20)

Por outro lado, (6.19) equivale a
C£C1 + K’Cg -+ CéK + K’DinggK > 0.

Utilizando o fato que KW, = L), e multiplicando esta desigualdade em ambos os
lados por Wy, rearranjando os termos temos

(WoCt — LaD',)(CiWy — DyaLh) + LoCaW, + WoCLLL > 0.
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Juntamente com (6.20), a inequagio acima implica que (6.14) ¢é verificada, o que
completa a prova. .

Este coroldrio tem algumas importantes implicacoes. Ele relaciona o teorema 6
com outras abordagens da literatura, e estabelece interessantes relagdes com o proble-
ma LQG. Sua mais importante implica¢do, entretanto, é que ele mostra que {6.19)
define apenas um subconjunto do espaco factivel do teorema 6. Desta forma, o
teorema 6 apresenta resultados menos conservativos do que aqueles existentes na
literatura.

6.1.4 Exemplo

Nesta secao um exemplo é apresentado para ilustrar as técnicas apresentadas nes-
te trabalho. O exemplo consiste de uma haste de Euler-Bernouli com suporte simples
(veja [HBWO94] para detalhes). A deflexdo transversal d(p,t) pode ser aproximada
por decomposi¢do modal por

d(p,t) =Y _sin(rp)g,(t) (6.21)
r=]
onde as coordenadas modais ¢,,r = 1,2, --- satisfazem
Gr(t) + 28w, 4, (1) + wiq,(t) = sin(rp.)u(t) (6.22)

com w, = r?, £ = 0.01. Um atuador de forca pontual com intensidade u(t) estd

localizado em p, = 1.7279. O sensor de velocidade estd localizado na mesma posicéao,
de forma a medir

d(pa,t) =y sin(rpa)de(t) (6.23)

Seguindo [HBWO94], apenas os 5 primeiros modos sio considerados. Definindo as
varidveis de estado ' = [g1 ¢, ... g5 ¢5]' e assumindo perturbacdes independentes
tanto no sensor como no atuador, o modelo do sistema é dado pelas equagdes (6.1),
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smagnituds {d8)
s |

16 ™t 1w’ w0 w0
traquency {racfssc)

Figura 6.2: Magnitude dos controladores.

onde

Amdiag{[ _ig __;fw ],T:L..S}

0.9877
0

_ 0
0.8090 D’zlx[ }

—0.8910 B
MERK
0.5878

0
| 0.7071

&
I
$3
I

Note que o sistema dado pelas matrizes (A, Bs, Cy) é positivo real para qualquer
numero de modos (por exemplo, 5) considerados. Isto posto, o projeto de um contro-
lador SPR. para o modelo truncado leva a um controlador que garante a estabilizagdo
do sistema com um nimero arbitrario de modos. Esta propriedade de robustez é a
caracteristica mais importante do controlador proposto.

Projeto 1. O critério de performance (isto é, a saida controlada z) é definida
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10° 0

w0 10

1’
Irsquancy {radizac)

I'igura 6.3: Fase dos controladores.

em termos da velocidade em p = 2.1991, levando as matrizes

0 0

0.8090 0
0 0

—-0.9511 0

: 0o 0 0

“U=1 03000 0 ’Dm“[ }
0 0

0.5878 0
0 0

-1 0

Neste caso, as hipétese anteriores que garantem que o LQG é SPR nio sio todas
verificadas. Em particular, é ficil notar que a hipétese 4, C1C, > CL(D\yD1s) " C,y
nao ¢ satisfeita. Além disso, a fungio de transferéncia Cro(s) definida pelos ganhos
L, e K, nao é SPR (veja as figuras 6.2 e 6.3, linha sélida). O custo do LQG é
|Heoll, = 1.9843.

Com os resultados do teorema 6, um controlador SPR foi calculado (veja as
figuras 6.2 e 6.3, linha tracejada), levando a um limitante superior do custo ||H,||, <
2.2258. Com este controlador, o custo foi calculado como sendo || H,, ||, = 2.2162.

Escolhendo a matriz B, como proposto na hipGtese 2 e a matriz

Cl - (D’IQDH)MI’&CQ

que satisfaz a hipétese 4, porém nao estritamente, verifica-se que Cro(s) € P. Neste
caso, o teorema 6 leva ao controlador LQG 6timo, e o limitante superior do custo
coincide com o valor da norma Hy em || H,, ||, = 1.8419.
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Projeto 2. O critério de performance (isto é, a saida controlada z) é definida
em termos da deflexdo transversal em p = 2.1991, gerando as matrizes

0.8090
0
—0.9511
0

0
0
0
0
0.3090 0 0
0 0 ’D““‘[O.S}
0
0
0
0

A
I

0.5878
0
-1
0

Com estes dados, que claramente nao satisfazem as hipéteses 1-4, os resultados
de [HBW94] ndo se aplicam. O controlador LQG Cprg{s) € P e o custo do LQG
foi calculado como ||H,y||, = 1.2375. Entretanto, o teorema 6 leva a um controlador
SPR, com um limitante superior do custo dado por {|H.u|, < 1.4131, enquanto o
valor real na norma em malha fechada foi obtido como {|H,y|l, = 1.3856.

6.2 Sintese de Controladores SPR com restricoes
HZ/HOO

Nesta secao estendemos os resultados anteriores para o caso onde deseja-se res-
peitar ou otimizar um limitante superior para a norma mista Ho/H., do sistema em
malha fechada. O leitor poderd ver a analogia entre este caso e o caso anterior.

6.2.1 Introducao

Nesta secdo propomos uma técnica para a sintese de controladores estritamente
positivo-reais com a otimizacdo de um limitante Hy/H. Esta técnica é de im-
portancia para plantas positivas reais. Note que o controlador projetado desta forma
apresenta uma série de propriedades de robustez. Além daquelas provenientes da
positividade-real, discutidas na secfio anterior, também perturbacdes que nao supe-
rem o inverso do limitante imposto pela norma H., serdo rejeitadas.

Nesta secao os resultados sio também generalizados para duas saidas controla-

das. Resultados andlogos podem ser obtidos para duas entradas controladas por
dualidade.
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Figura 6.4: Sistema realimentado

6.2.2 Definicao do Problema

A estrutura bdsica do sistema realimentado ¢ semelhante 3 utilizada anteriormen-
te, e € representada na figura 6.4, onde G é uma planta linear e invariante no tempo.
Sua descricao é dada por

= Az + B,w+ B,u
y=Cyz+ Dyw
2z =Cx+ D,u
Zn = CQ.T -+ Dgu

(6.24)

onde z € R™ é o vetor de estados, © € R™ é a entrada de controle, y € R™ é a
saida medida, w € R" é o vetor de perturbacdes, z; € R? e 2z, € R° sfo as saidas
controladas. Além disso, seja C um controlador linear invariante no tempo com
representacao de estado dada por

C: Te = Acmc -+ ch
] ouw=Cux,

Assumimos que as condigbes de ortogonalidade se verificam, isto é, que C}Dy = 0,
CiD,=0¢e BwD; =0, e que Dy, D, e D tém rank de coluna completos. Os pares
(A, By) e (A, B,) sio estabilizdveis e os pares (4,C,) e (4, C,) sdo detectdveis. Seja
H o sistema de malha fechada da figura 6.4 para um controlador C.

Assumimos que o sistema de malha aberta G é positivo real da entrada u para
a saida y. Note que esta condigdo é necessdria apenas para que as condicdes de
robustez de malha fechada se verifiquem, uma vez que os resultados aqui expostos
dela nao dependem, como serd mais discutido na sequéncia.

Por conveniéncia de notagio, seja P o conjunto de todas as m x m funcdes de
transferéncia estritamente positiva-reais. Um teste simples para testarmos se 7 € P
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¢ feito pela solucéo do seguinte problema de programacio convexa:
a(T)=min{a : P=P >0, C=BP, AP+ PA < al} (6.25)

Consequentemente «(7) <0« T € P.

Nosso problema alvo pode ser descrito como se segue: encontrar (se existir) um
controlador SPR C € P tal que a norma #H; da funcdo de transferéncia de malha
fechada de w para zy (H,,) seja minimizada, enquanto a norma H,, da funcio de
transferéncia de malha fechada de w para z; (H,.,) seja menor do que o limitante
pré-estabelecido ~.

Da forma como foi enunciado o problema acima é de dificil solucio, mesmo no
caso em que a restrigao C € P ¢ deixada de lado, levando ao problema misto Hy/Heo
cldssico:

mf{“me fz o '}’} (6.26)

Este problema ainda nao apresenta uma solugao conclusiva para a sintese de um
controlador de ordem completa [Sch95, CW95].

A literatura apresenta uma adaptacio de (6.26), proposta em [KR91], pela subs-
tituicdo da fungio objetivo por um limitante superior apropriado. Note que a mini-
mizagao do limitante superior nio necessariamente leva a solugio 6tima do problema
inicial (6.26). Entretanto, o problema de otimizacio resultante é passivel de ata-
que por abordagens numéricas. A defini¢do do limitante superior estd baseada no
seguinte lema (see [Sch90]):

Lema 7 Seja T(s) a fungie de tranferéncia correspondente o realizacio de esta-

)
dos T = [A, B,C,0], onde o par (A,C) é detectdvel. As seguinies afirmagoes sdo
equivalentes:

1. 3P = P’ > 0 tal que
AP+ PA"+ 4 ?PC'CP + BB' < 0
2. A € Hurwitz e [T} <~
Note que para todo P > 0 satisfazendo a parte 1 do lema 7, entdo

IT|2 = Tr (o [ e mmer c’)
0
< Tr (CPC')
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0 que mostra que a mesma matriz positiva-definida P utilizada para caracterizar o
limitante superior da norma H., também leva a um limitante superior da norma

H> da mesma fungio de transferéncia. Esta propriedade sugere a definicdo do custo
misto Hy/H [BH89, KRO1].

Definigao 19 (Custo Misto H./He) Seja T(s) a funcdo de transferéncia cor-

C- ] ,9], onde o par (A,C,) €
Co

respondente d realizagio de estados T = | A, B,

detectdvel. O custo misto Hy/H. ¢ dado por
J(T) = inf Tr (CoPC) (6.27)

onde o infimo € tomado entre todas as matrizes P = P' > 0 satisfuzendo a desiqual-
dade

AP+ PA' + v *PCIC,P+ BB <0 (6.28)
De forma andloga, J,(T) = 400 nos casos onde a desigualdade acima ndo é factivel.

Com esta definicdo, uma solugéo subdGtima do problema (6.26) pode ser obtida
pela solucdo dtima global de

inf {1, (H)} (6.29)

onde, como definido acima, H é a funcéo de transferéncia de malha fechada para um
dado controlador C. Mostra-se em [KR91] que o problema acima pode ser convertido
em um problema convexo por uma troca de varidveis e, consequentemente, resolvido
de forma eficiente.

Nesta secdo, o mesmo limitante superior da norma H, ¢ adotado. Com isto em
mente, 0 problema da sintese de um controlador SPR que minimize J,(H) pode ser
reformulado como

ircxf{J?('H) :C € P} (6.30)

O Problema (6.30) é de dificil solugio. Ele leva a um sistema fortemente acoplado
de equagGes nao-lineares, de dificil solugdo numérica. Duas abordagens diferentes
tém sido utilizadas na literatura para atacar problemas de natureza similar a este.
Em [JJA*90], apenas uma saida controlada é levada em consideracio, e nfio h4
o limitante Hy. Um limitante superior & norma Hy é definido, e procedimentos
numéricos sao utilizados para resolver diretamente as equacées nio-lineares acopladas
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obtidas das condigbes necessdrias de otimalidade. Como discutido em [JJA*90),
entretanto, o principio da separacdo ndo se verifica, e o projeto do controlador e
do observador deve ser feito de forma conjunta. Em principio, uma abordagem
semelhante poderia ser utilizada no problema em questio, mas a convergéncia para
uma solugdo étima ndo é garantida. Uma outra abordagem é a de [HBW94], que
segue a discussao tracada na secio anterior. Basicamente, os autores ndo levam em
consideracdo a restricio C € P, e obtém condi¢des suficientes que garantem que a
solugao 6tima do problema misto padrido (6.29) leva a um controlador SPR.

Em nosso caso, uma abordagem sub-6tima serd considerada. Desta forma, um
conjunto de condigdes suficientes para a existéncia de um controlador SPR, solucio
sub-6tima de (6.30), serdo obtidas. O ponto fundamental a ser realcado é o fato do
controlador ser calculado por um problema de otimizacdo convexo baseado em LMIs.
Além disso, os resultados generalizam a abordagem de [KR91].

A idéia principal, como na se¢io anterior, é considerar uma estrutura ad-hoc para
o controlador:

[ o= (Ao — LooCy — BuE )20 + Loy
Cr - { ., (6.31)
onde Ag = A + v 2V, CIC,,
Luo = Y5 C! (D, D) (6.32)

e Y, ¢ a solucdo simétrica e ndo-negativa da equacdo de Riccati
AY oo + Voo A' + 7Yoo CLC, Yoo — Yoo Oy (Dy D) 7' Cy Yoo + By By, = 0. (6.33)

tal que Ay, — L), é Hurwitz. Esta escolha deixa claro que todos os controladores
sdo parametrizados pela matriz de ganhos K, fato este que motiva a notacio aci-
ma. Para esta classe de controladores, uma propriedade de separacio importante é
obtida [KR91}, e serd empregada na sintese do controlador SPR.

Com mais detalhes, defina o sistema de controle auxiliar

& = Ano + LooDyw + Byu

) a=Cux+ Du
F: 20 = Cot: + Dou (6.34)
u=—Kz

que tem a seguinte funcio de transferéncia em malha fechada

C,-D,K

F(s) = { Co— DK J [s = (Aoo ~ BuK)] ™" Loo Dy (6.35)
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Seja K qualquer ganho estabilizante tal que ||Fy., |, < 7. Entdo, de [KR91], po-
demos dizer que o controlador C definido em (6.31) impde ao sistema original a
restrigdo de norma ||H,., ||, <~ com o respectivo custo

T (H) = Tr (CoYauCh) + J,(F). (6.36)

Com esta escolha da estrutura do controlador, o problema (6.30), dependente
agora apenas de K, é equivalente ao problema de otimizacio

inf {J,(F) : Cx € P}, (6.37)

que sera discutido a seguir.

6.2.3 Sintese

Nesta sec@o apresentamos os resultados de nossa abordagem. A idéia bésica
por tras desta abordagem consiste em explorar o principio da separagio obtido pela
escolha da estrutura do controlador.

O resultado principal, enunciado no teorema 7 é entdo comparado com os resul-
tados obtidos na secao 6.1.

Teorema 7 (Controlador Misto SPR) Seju € um pardmetro positivo arbitraria-
mente pequenoc, e defina a matriz simétrice Qo = BuL!l, + LooB.. Se, para algum
v > 0 dado, o problema de otimizacdo convezo

J‘ = minTr (2) (6.38)
W)~ AL D,
[ CoW ,\DDL’ Z 20 (6.39)
AW + WAL = AQoo + 72 Loo Dy DL, WC — ALy D,
[ C.W — AD.L, -1 =0 (640)
(Ao = LosCy)W + W (Ao — LooC,)' — AQuo < —e! (6.41)

twer uma solucdo nas varidveis A >0, W =W'>0e Z = Z' > 0 entdo o controla-
dor Cg, com K = ALL W~ & uma soluc@o sub-dtima para o problema (6.87), isto
¢ Cx € P and J,(H) < Tr (CoYoC) + 72,

Prova Primeiro mostraremos que o controlador Cy é SPR.
Substituindo a expressdo de X em (6.41), e notando-se que W > 0, temos

(Ao ~ LooCy — BuK)W + W(Ag — LooCy — BK) < —el <0
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que implica, apds a multiplicacio de ambos os lados por VAW ™!, juntamente com
a parte 3 do lema 3, que Cx € P. Note ainda que (6.40) pode ser reescrita como

AW + WAL ~ Mo
+ 9 LoDy DL, + (C,W — AD, L)' (C.W — AD,L.)) < 0. (6.42)

Substituindo a expressdo para K na desigualdade acima, apds algumas manipulactes
algébricas obtemos

(Ao — BuK)P + P(Ay — B K)
+~7P(C, - D.KY(C, — D.K)P
+ LoDy DL, <0 (6.43)

onde P = v*W > 0. Juntamente com o lema 7, esta desigualdade garante que K
estabiliza assintoticamente em malha fechada a planta auxiliar F e [|[Fy., |l < 7.
Realmente, suponha que exista z # 0 tal que (4, — By K)z = 0. Multiplicando os
dois lados a tltima designaldade por P~ concluimos que, para o mesmo autovetor,
Kz = 0 e C,z = 0, ou seja, o vetor z deve ser tal que Az = 0 e C,x = 0.
Isto é impossivel, uma vez que (A, C,) detectavel implica que (A, C.) é também
detectavel. Logo Cx é tal que o sistema original em malha fechada H é estdvel e
| Huyzllo € - Mais ainda,

v, =¥*Tr (Z)
= *Tr ((CoW — ADoLL YW " HCoW — ADoLL.))
=Tr ((Co — DyK)P(Cy — DyK)')
= Jy(F) (6.44)

o que, junto com (6.36), completa a prova do teorema. "

(O Teorema 7 requer alguns comentarios. Note que seus resultados nao necessa-
riamente capturam a solucdo étima do problema (6.37). A explicacdo é a seguinte.
Como W estd restrito a ser positiva-definida, sempre existe uma matriz ndo negativa
Z tal que (6.39) é verificada, o que mostra que esta restri¢cio é sempre factivel. As de-
sigualdades (6.40) e (6.41) garantem que as restrigdes da norma H, e de SPR sejam
respeitadas, respectivamente. A sub-otimalidade da solucao vem da restricao que as
duas matrizes positivo-definidas que satisfazem estas duas equagdes estao acopladas.
Mais especificamente, se W > 0 satisfaz a desigualdade (6.40), entdo a restrigio SPR
deve ser satisfeita com a matriz AW, Esta restricio é necessiria para a obtencio
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de um problema convexo formulado por LMIs. Mostraremos a seguir, por compa-
ragao, que os resultados nao sao mais conservativos do que aqueles encontrados na
literatura [HBW94].

Teorema 8 (([HBW94]) Seja a planta G, com wma saida controlada, ou seja, Cp =
C, e Dy =D,, tal que

1. G(s) € positiva real, isto €, existem matrizes Yy > 0 e Qy > 0 tais que

AV + YA = ~Qy,  YoC) =B, (6.45)

2. D\D, = D,D.;
3. ByuB., = Qu + By(D,D,)"' B, — v 2Y,C'C, Yy > 0
4. CIC. > C!(D\D,)7'C,;

entdo o controlador central Hy/Ha, solucdo dtima de (6.29), é estritamente positivo
real. Mais precisamente, o controlador Coo com K = K = (D.,D,) B! P,,, onde
Py > 0 ¢ a solugdo da equacdo de Riccati

APy + PoAs + CLC, — P B (D.D,)™* B! Py,
+ 7 PoLow DD, L, Poy = 0, (6.46)

étal que Cx, € P e
Jy(Heo) = Tr (C.YoCl) + Tr (D)LY Poo Lo Dyy) (6.47)

A prova do teorema 8 consiste em mostrar que, com as hipdteses em questio, a
matriz Yoo = ¥ € a solugio de (6.33). Além disso, a matriz P, que satisfaz (6.46) é
tal que A Py + Poodc <0 e Ko = L _P,,, onde A, é igual a A, — LooCy — ByK .
Em [HBW94], a versdo dual do custo misto apresentado na definicio 19 é utilizada.
A igualdade (6.47) segue pelo fato que, por hipétese, a planta tem apenas uma
saida controlada. O seguinte coroldrio mostra que as LMIs do teorema 7 sio todas
factiveis sempre que as hipéteses 1 a 4 do teorema 8 forem verificadas. Neste sentido,
o teorema 7 generaliza as condicdes de solvabilidade do problema em questio.

Coroldrio 4 Suponha que as condicées do teorema 8 se apliguem. Entdo as LMIs
do teorema 7 sdo factiveis.
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Prova Uma vez que a desigualdade (6.39) é sempre verificada, apenas precisamos
mostrar que as desigualdades (6.40) e (6.41) sdo factiveis. Para tanto, considere
W = Pz' e A = 1. Com as hipéteses em questio, Yo, = Y5. Consequentemente,
temos Ko = (D.D,)7'B, Py = (DyD})7'Cy Yoo Poy = ALL,W ™. Mais ainda, uti-
lizando complementos de Schur, juntamente com (6.46), é simples verificar que a
desigualdade {6.40) é satisfeita.

Finalmente, (6.41) é verificada pois algumas manipulacoes a (6.46) levam a

(Ass = LooCy) Poo + Poo(Ae = LooCy) — PocQoo P —CLC: + Cl{D,D,)™C,

que apresenta o lado direito negativo definido pela hipdtese 4. "

Conforme apontado em [HBW94], a condicao 4 no teorema 8 pode ser substituida
por uma condicao mais fraca,

C.C.+K'D.D. K+ K'Cy+CyK +~v*K'D,D,K >0, (6.48)

que deve ser verificada para K = K. E f4cil ver que esta condicao sé pode ser
testada a posteriori, pois P, depende de (, e K, depende de P,. O corolirio
a seguir apresenta um importante resultado. Ele mostra que a desigualdade acima
define um subconjunto do espago de factibilidade do problema convexo do teorema 7.
Coroldrio 5 Considere K = ML, Wy, onde Ay = 1 e Wy = W} > 0 sdo tais
que (6.40) e (6.48) saov vertficadas. Entdo W = Wy e A = Xy sdo factiveis para o
desigualdade (6.41).

Prova A desigualdade (6.40) ¢ equivalente a
AooW[} + WUA;o - Qoo
+ v LoDy D, L. + (C. Wy — D,LL Y (C.Ws — D, L. ) <0. (6.49)
e por meio de simples manipulagtes pode ser reescrita como
(Aoo - Loocy)w{) + WQ(AOO - Loocy)’ - Qoo
< —(C.Wy — DL Y(C.Wy — D, L)
~ Lo Cy Wy — WOC’;LQ,O - ’y“szDyD;Lﬁm (6.50)

Por outro lado, sabendo que KW, = L!_, multiplicamos a desigualdade (6.48) por
Wy e rearranjamos os termos para obter

(C.Wo ~ DL Y(C,W, — D, L)
+ LooCyWo + WoCl Ll + 72 LoD, DL, > 0 (6.51)
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que mostra que (6.41) é verificada. '

O coroldrio acima mostra que o teorema 7 leva a uma solugdo mais geral ao
problema SPR misto. Na verdade, o teorema 7 pode levar a um controlador SPR
mesmo que as hipéteses do teorema 8 nfo sejam verificadas. Esta propriedade sers
ilustrada no exemplo a seguir.

Note que, se deixarmos v — o0, 0s resultados desta secio convergem aos resul-
tados da secdo anterior, levando a um controlador SPR que minimiza um limitante
da norma H; do sistema em malha fechada da entrada w para a saida controlada
zyp == z1. Neste caso, definindo as novas varidveis Z, = v*Z, W, = v*W e fazendo
A = 772, o problema de programacio convexa do teorema 7 se reduz ao dual do
problema apresentado no teorema 6.

6.2.4 Exemplo

Nesta secdo ilustramos os resultados anteriores com um exemplo. Considere o
controle de uma estrutura flexivel, mais especificamente de uma barra de secciio
longitudinal triangular de comprimento !, onde M; ¢ a densidade linear de massa,
E é o coeficiente de elasticidade de Young e Ay é a drea da seccio transversal na
extremidade fixa. Veja [Ger89] e suas referéncias para maiores detalhes. A posiciio
da barra pode ser aproximada por

d(p,t) = ¢i(p)m:(t) (6.52)

i1

onde N € o nimero de modos retidos no modelo, p é a posicio relativa i extremidade
fixa da barra e z; é a i-ésima coordenada. A funcéo ¢;(p) é dada por

1 Yo (VIR/EA( - pui)
VMl wl(\/mlwi)

¢i(p) =
onde 1;(-) é a funcao de Bessel de primeiro tipo e ordem &, e w; é solucdo de
My
gl =
tho ( EAq W) 0

Supondo que a barra tem um sensor de velocidade e um atuador de forca posicio-
nado em sua extremidade livre, em p, = I, sujeito a perturbacdes independentes, o
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comportamento dinamico do vetor de coordenadas 2’ = [z ;... zx Zy] é dado
por (6.24), com os dados como a seguir:

Awdiag{[_iz é] z’zl,Q,...,N}

BumBu(pa):[O Ci’l(pa) SR ‘?SN(pa) ]!
C, =B

By=[B, 0]

Dyz[o IJ

Assumindo My = 1, EA; = 1,1 =10 ¢ N = 5, quatro projetos foram efetuados. Em
todos os casos, a saida controlada z; define o critério de performance H,. em termos
da velocidade no ponto p = 0.63/, levando as matrizes

C. = [B;((?'g)]’ Dz:[o(.}s}

Para este modelo, as hipdteses do teorema 8 nio podem ser simultaneamente sa-
tisfeitas. Realmente, definindo 7 = [A, B,, C,, 0], a solucdo 6tima de (6.25) leva a
a(T) = 0, que implica que a hipStese 1 é satisfeita com Qg = 0 e

—2
szdiag{[wa {” 1:1,2,...,5}

Entretanto, para satisfazer a hipdtese 4, devemos considerar
R=C.C, - C’;(D;Dz)‘lc'y > 0
que leva & expressio, pela hipGtese 3,
BB, = (1 —7%)By(D.D.) " B, — v 2Y4RY; > 0

Esta condigdo claramente nao pode ser verificada, mesmo para < finito mas arbitra-
riamente grande.

Projeto 1 Sejam v =100, Cy = C, e Dy = D,. Neste caso, o controlador central
misto C, ndo ¢ SPR. Apesar de as hipdteses do teorema 8 nio serem satisfeitas, o
controlador Cx obtido pelo teorema 7 é SPR. A perda de otimalidade do controlador
SPR Ck € de aproximadamente 23% (veja a tabela 6.1).
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phase {deg)

-160 = 'Az ‘9
10 10 w (rad/s)m

Figura 6.5: Diagrama de Bode dos controladores SPR misto (tracejado) e misto
{s6lido)

projeto | alCo) | Jy{(Hoo) | {Ck) | Tr (CoYooCp) + 42T, | A

1 0.3169 1.167Y9 | -0.0009 | 1.4362 6.48E-5
2 0.2940 1.7581 | -0.0022 | 2.0253 7.60E-2
3 -2.66E-5 | 10.1798 | -4.56E-5 | 10.1803 5.00E-5
4 2.50E-3 | 10,6415 | -1.89E-3 | 11.7305 6.94E-2

Tabela 6.1: Comparagio entre os projetos.

Projeto 2 Os dados sdo como acima, mas a atenuacio He, ¢ medida na mesma
saida, com v = 3. O controlador misto central H;/H. foi calculado, e obtivemos
mais uma vez um controlador ndo SPR. Com o teorema 7, um controlador SPR foi
obtido, e neste caso a perda de otimalidade foi reduzida para 15% (veja a tabela 6.1).

Projeto 3 Neste caso, 7 = 100, e um problema misto com duas saidas, sendo C,

e D, como antes e
_ | BL(10) 10
= | H0 ] o[

foi estudado. O controlador misto Ha/Heo, solucdo do problema (6.29), foi mais
uma vez calculado. E interessante notar que o controlador étimo é SPR. Conforme
indicado na tabela 6.1, o teorema 7 obteve aproximadamente a mesma solucio.
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Projeto 4 Os dados sdo como acima, mas com ¢ = 3. O controlador misto A, [ Heoo,
solugao do problema (6.29), nao é SPR. O teorema 7 leva a um controlador SPR,
com perda de otimalidade em torno de 10%. A Figura 6.5 apresenta os diagramas
de Bode de ambos os controladores. E fcil ver que o controlador misto C,, nao tem
a fase contida no intervalo (—90, 90}, de acordo com a positividade de «(Cy).

Em todos os casos em que os dados satisfizeram as hipéteses do teorema 8, a
solugao 6tima do problema proposto no teorema 7 levou ao mesmo controlador.

6.3 Discussao

Neste capitulo apresentamos formas de sintese de controladores que sio eles
préprios positivo-reais. Tais controladores sio apropriados ao caso em que j4 sa-
bemos de antemao que a planta é positiva-real. No préximo capitulo tratamos do
caso em que a planta ndo ¢é positiva-real, e vamos estudar formas de projetar um
controlador que faca o sistema em malha fechada SPR.



Capitulo 7

Controle PR

“Nés ndo sabiamos que ndo poderiamos
fazé-lo, entao fizemos assim mesmo.”

John Frankenheimer

7.1 Introducao

No capitulo 6 vimos como é possivel projetar controladores que sdo passivos.
Estes controladores sao dteis em problemas nos quais a planta é sabida positiva real.
Neste capitulo consideramos o caso em que conhecemos propriedades da incerteza,
por exemplo, que ela estd restrita a um setor do plano. Em vérios destes casos, é
possivel executar uma transformagcao de malha para obter um sistema equivalente,
no qual a incerteza é passiva.

Uma vez que tenhamos uma incerteza passiva, a estabilidade robusta do sistema
segue se a planta for estritamente passiva. Supondo que tal condigdo néo seja veri-
ficada a priori, é de grande interesse o cdlculo de um controlador que faga o sistema
realimentado passivo frente & incerteza considerada. Este é o objetivo deste capitulo.

J4 existermn resultados da literatura referentes ao cdlculo de um controlador que
torna o sistema realimentado ESPR, ou estritamente positivo real estendido [SKS94].
Nosso objetivo, a seguir, é a andlise do problema geral de tornar o sistema realimen-
tado SPR.

Note que tornar o sistema realimentado SPR ainda é uma condicio forte. Para
minimizar a conservatividade dos resultados, analisamos o problema de tornar o

84
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A
) y
I G(s)
- Z
K e

sistema realimentado SPR utilizando um multiplicador M.

7.2 Controle SPR

Nesta segdo analisamos o problema de projeto de controladores tais que o sistema
em malha fechada seja SPR. Desta forma temos robustez frente a incertezas PR.

Considere, a titulo de motivagao, que o sistema linear G estd exposto a um con-
junto de incertezas A, e que A é PR. Se pudermos aplicar um controlador a ¢ de
forma a tornd-lo SPR frente a A, a estabilidade robusta do sistema realimentado
segue. Nossa intengdo é obter uma caracterizacdo de tal controlador.

Seja o sistema linear invariante no tempo G descrito por

z = Az + Byu -+ B,w

y=C,z+ Dyw
G = chi (7.1)
w=—Ay

Desejamos fazer com que G seja SPR frente & A, ou seja, de w para y.

7.2.1 Realimentacao de Estado

Suponha que o sistema (7.1) seja controldvel. Buscamos um controlador C

u=-Kz (7.2
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que faca o sistema SPR de w para y. Reescrevendo as equacdes para o sistema em

malha fechada temos
& =({A - B,K)x + Byw
Ge = { ( ) (7.3)

y = Cyz + Dyw
Podemos aplicar os resultados do Lema 4, para obter

(A- B,K)P + P(A- B,K) B, - PC,

B, ~ C,P —p,-p | <Y

gcéSPR@r{

para algum P = P’ > 0. Com base nesta relagao, podemos enunciar o seguinte lema.

Lema 8 Seja G o sistema linear (7.1). Suponha que o par (A, B,) é controldvel.
Fntdo existe um controlador estdtico C, tal que u = —Kx e Ge € SPR se e somente
se existirern matrizes P = P' > 0 ¢ Y tais que

AP+ PA'~B)Y —Y'B, B, - PC,

B, —C,P T (7.4)

Neste caso, K =Y P!,

7.2.2 Realimentacao de Saida
Suponha que o sistema (7.1) seja controldvel. Buscamos um controlador C

{ T, = Az, + Bz

u=~-Cox, (7.5)

que faca o sistema SPR de y para w. Reescrevendo as equac¢ies para o sistema em
malha fechada temos

N 3 R e o e S

y=1[0 C’y][zc]+wa

Podemos mais uma vez aplicar os resultados do Lema 4. Considere que a matriz P
é particionada como

_ P P
P= [P; PS] (7.7)
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Zi(s) o B e Z_(5)™
Zi(s)™t [~ ” — Z_(s)*
K

Figura 7.1: Sistema realimentado com multiplicadores.

Temos que (apenas a representagdo triangular superior é mostrada)

Ge é SPR
¢
AP + P A, AP + P A P I
+B.CP; + P,C'B. +B.CP;~ P,C'B., Ty
APy + Py A <0
-B,C.P, - PiC'B! By =BGy
~D,, - Di,

Uma solucao baseada em LMIs para este problema é apresentada em [BGO).

7.3 Controle SPR com Multiplicadores

Muitas vezes pedir que o sistema realimentado seja SPR frente & incerteza é
uma condi¢io desnecessariamente restritiva. Nesta secio analisamos o problema de
projeto de um controlador C tal que o sistema em malha fechada seja SPR com o
auxilio de um multiplicador A/. Vamos analisar duas versdes deste problema. Na
primeira versao, supomos que o mulitiplicador é um dado do problema. Na segunda,
tentamos obter o multiplicador 6timo juntamente com o controlador.
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Considere o sistema da figura 7.1. Note que o multiplicador A faz parte da
malha que conecta G e A. Desejamos utilizar o controlador C para melhorar as
caracteristicas de robustez do sistema em malha fechada.

Suponha, inicialmente, que o multiplicador M é conhecido. Por exemplo, M foi
obtido pela técnica ilustrada no Capitulo 5. Neste caso, desejamos que C seja tal que
torne Z~'(GZ mais positivo real, no contexto de (4.3, p. 40).

7.3.1 Realimentacao de Estado
Multiplicador Estatico

Considere o sistema dado na figura 7.1, com G dado por {7.1). Suponha inicial-
mente que o multiplicador procurado é estatico, isto é,

M=D,. (7.8)

Desejamos encontrar C dado por (7.2) tal que o sistema em malha fechada seja M-
SPR, ou seja, seja SPR frente a um muitiplicador M.

O sistema em malha fechada pode ser descrito por (7.3). Considerando que ele
deve ser SPR frente ao multiplicador (7.8) temos o seguinte lema.

Lema 9 Seja ¢ sistema dado por (7.1). Existe um multiplicador M dado por (7.8)
tal que o sistema realimentado pelo controlador C dado por (7.2) se e somente se
existiremn matrizes P, D), e Y tais que

AP+PA-B)Y -Y'B, B,D,- PCy

DB, — C,P -p,p, - DD, | <Y (7-9)
Neste caso, K =Y P,
Multiplicador Dinamico
Considere agora que M é dinamico, dado por
T, = Az, + By
N { y: = Cz, + Dy (7.10)

O sistema em malha fechada é mais uma vez dado por (7.3). Para que o sistema em
malha fechada seja SPR frente ao multiplicador M ¢ necessdrio que o lema 4 seja



CAPITULO 7. CONTROLE PR 89

satisfeito. Considerando P da forma (7.7) temos (representacio triangular inferior)

AP+ PA,
ByC.Py+ APy BuC.Py+ PiCLBL + APy + PyA' <0
+B, K P, + P A, +B,KP; + P;K'B,
B, - D,C,P, — C,P, D.B!, — D,C,P, — C, Py -Dy,D, - D.D!,

(7.11)

Note que, neste caso, existemn diversos produtos de varigveis, o que torna a expressao
acima nao linear. Até o momento, ndo é do conhecimento do autor uma solucio
fechada, formulada através de LMIs, para este problema.

7.3.2 Realimentacgao de Saida
Multiplicador Estatico

Podemos aplicar mais uma vez o procedimento utilizado acima. O multiplicador
M é dado por M = D,. O sistema em malha fechada ¢ dado pela realizacio em
cascata do multiplicador e da planta realimentada, ou seja,

j:c _ Ac BCC Lo 0

i |7 | -BC, A | T ByD, | Y
Gea = .
v=[0 ¢, ]| %] +DuDw

Para que o sistema em malha fechada seja SPR frente ao multiplicador M é necessario
que o lema 4 seja satisfeito (apenas a representagdo triangular superior é mostrada):

Gem é SPR
0
AP+ P AL APy + P A P
+B.CPy+ P,C'B, +B.CP;— P,C'B, 2y
APy + P A . <0
—mq&-gq&'%m B0,
-D,D, —~ D'D!,

Mais uma vez identificamos diversos produtos entre varidveis. Também neste caso o
autor desconhece parametrizagdes que permitam a solucao deste problema por meio
de LMIs.
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Multiplicador Dinamico

O multiplicador M é dado por (5.4). O sistema realimentado de G(s) e C(s) é
dado por (7.6). Por simplicidade, seja sua realizacio dada por (Ag,, Bge, Cge, Dg,)-
Vamos definir

A, 0 B,
(Aa:BmCmDa} = (!: Bgccz Agc ] y ’: BQCDZ ] ’ [ Dgccz Cgc ]’ [ DQCDZ ]) :
(7.12)

para a realizagao do sistema em malha fechada. A aplicacio do lema 4 é imediata,
levando a

Gea € SPR

)
AP+ PA, B,- PC <0
B,-C,P -D,-D
Mais uma vez temos uma série de produtos entre varidveis. O autor desconhece uma
parametrizagao que leve a solugdo para este problema.

7.4 Discussao

Como o leitor pode verificar, diversos dos problemas de sintese ainda se encontram
em aberto, em particular os mais interessantes. E possivel que existam parametri-
zagOes que levem a solugdes fechadas, baseadas em LMIs, para os problemas acima.
Em particular, os resultados do Capitulo 5 indicam resultados que podem vir a ter
andlogos para sintese. Este é um ramo de pesquisa com vérias portas abertas. Mes-
mo que parametrizacoes capazes de equacionar os problemas de sintese levantados
nao existam, ainda ¢é possivel a investiga¢do de propriedades da soluciio por outros
métodos, tais como métodos numéricos ou algoritmos iterativos.
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92

“A atitude experimental substitui as-
sercoes generalizadas pela andlise detalha-
da, convicgbes temperamentais por inves-
tigagoes especificas, opinides cuja grande-
za estao em precisa relacdo com sua im-
precisio por pequenos fatos. E dentro das
ciéncias sociais, na moral, na politica e na
educagdo, que ainda se di o pensamen-
to segundo grandes antiteses, oposi¢oes
tedricas de ordem e liberdade, individua-
lismo e socialismo, cultura e utilidade, es-
pontaneidade e disciplina, realidade e tra-
dicido. O campo das ciéncias {isicas jd es-
teve, certa vez, ocupado por visdes ‘to-
tais’ similares, cujo apelo emocional era
inversamente proporcional a sua clareza
intelectual. ... Tornou-se uma questio
de aclarar uma matéria confusa atacando-
a pouco a pouco. Nio conhego um ca-
s0 em que o resultado final tenha sido
qualquer coisa parecida com uma vitéria
para uma ou outra entre as teorias pré-
experimentais. Todas desapareceram por-
gue se tornaram cada vez mais irrelevan-
tes para a situacdo descoberta, e com sua
irrelevancia detectada, perderam o signi-
ficado e ficaram desinteressantes.”

John Dewey, em “New Republic”
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8.1 Conclusoes Gerais

Neste trabalho abordamos um leque de técnicas de andlise e projeto de siste-
mas lineares relacionado ao conceito de passividade. Sendo uma idéia intuitivamente
simples, e como toda idéia simples, de dificil expressio matemdatica, o conceito de
passividade nos permitiu formular, de forma elegante, uma série de problemas con-
temporaneos de teoria de controle.

Mostramos como é possivel utilizar os conceitos de passividade e positividade
real para a analise de estabilidade robusta de sistemas lineares invariantes no tempo.
Mais ainda, pudemos formular testes de estabilidade robusta, com uma abordagem
original, que puderam ser equacionados como problemas de otimizacio convexos, pro-
priedade esta que garante ripida e segura convergéncia para a solucio do problema
proposto.

No campo da sintese, também pudemos formular diversos problemas de estabi-
lidade robusta, e apresentamos solucdes para problemas de sintese de controladores
positivo-reais, e algumas solucdes para problemas de sintese de controladores que
tornem a malha positiva-real.

O autor acredita ainda na possibilidade de que este texto venha a contribuir ao
estudo de sistemas lineares e passividade, por reunir em um tinico volume uma série
de resultados que se encontram espalhados na literatura.

8.2 Problemas em Aberto e Trabalhos Futuros

Como o leitor sem divida percebeu, ndo foram poucos os problemas interessantes
que ficaram sem solugdo, ou ainda com solucdes insatisfatérias em muitos casos. Em
particular, diversos problemas de sintese continuam esperando formulacées e solucbes
mais elegantes, campo este aberto para pesquisa futura.

Este trabalho se limitou a sistermas lineares invariantes no tempo. A autor acre-
dita que diversos dos resultados aqui apresentados podem ser estendidos para outras
classes de sistemas, em particular sistemas variantes no tempo. A extensdo para
sistemas ndo lineares ¢ também uma interessante linha de pesquisa, uma vez que a
técnica da passividade se adequa perfeitamente a esta classe de sistemas.
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