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RESUMO

Neste trabalho, propomos e sistematizamos uma metodolo
gia para a analise e sintese de sistemas din3micos de grande por
te. Numa primeira parte, a partir das equactes din3micas {(no es
paco de estado), propomos e implementamos um ﬁétodo para a decom
posicao de um sistema genérico em subsistemas hierarquicamente
interconectados. Nesta parte do trabalho fazemos uso extensivo
de conceitos pertinentes a teoria de grafos, e os resultados mais

importantes foram colocados em forma algoritmica, possibilitando

aplicacdes imediatas.

Na segunda parte, o estudo prossegue em direcio aos
subsistemas dinamicos, entfo analisados individualmente. Neste
contexto, dado gque os subsistemas n3c s3ac necessariamente monova
riaveis, foram adotadas técnicas para o tratamento de sistemas
multivaridveis, pressupondo prévia linearizac3c. Fazemos entdo
uma apresentacdo da generalizacl3o de técnicas .de afdlise e proje
to ao caso multivariavel (dominio da freguéncia). Depois de abcr
dada a teoria, apresentamos , implementamos e calibramos um métg
do de projetc de controladores multivariiveis para os subsiste -

mas, baseado nos lugares caracteristicos de MacFarlane.
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CAPITULO I

INTRODUGAO

As técnicas de identificacdo, analise e sintese de sis
temas de pequeno porte sao razoavelmente bem dominadas, 90551bi
‘litando o desenvolvimento de SOflStlcadOS sistemas de contro&e.
No entanto, a abrangéncia cada vez maior da teoria de sistemas
e controle tem exigido o aprimoramento e/ou generalizagao da?
tégnidas existentes, assim como a criacgio de novas técnicas ié
dispensaveis as novas &plicacaes.

i
i

Neste contexto insere-se este trabalho, onde fazemos
=uma 1nvest1qa¢ao tedrica, procurando sistematizar uma metodolo
gia para o tratamento de sistemas de grande porte. Obv1amente
_nao serao cobertos todos 08 aspectos necessarios ao estudo dé
um:sistema, entretanto explicitaremos ao longo do textocn;itens
que merecem uma anilise mais detalhada e que deverdo ser moti

vo de estudos subsequentes.

No decorrer do trabalho verificaremos que a analise
de sistemas de grande porte s6 & viavel via técnicas de CAD.Des
ta forma todos OS algoritmos desenvolvidos dever3o ser vistos co

mo algoritmos para CAD.

A segqguir alem de situar nosso "ambiente de trabalho",
anteciparemos em linhas gerais o contetdo dos capitulos seguin

tes.



vido pressupoe O conhecimento

Ao gistenn dinamico envolvido

o que quer dizer gue nac nos deteremos em problemas de  identifi
cacao de siste: ou wmesmo em aspectos de estimagae  de parame
tros. Além disso, scra assum que se trata do um sistema de

grande porte, e gue sua andlise ndo sera viadvel sem a utilizagao

podemos inclulrs as seguintes

. T S . -
T2 e e - I - T R . L . s .
11ise & sintese de um sisTemd do arande L—/‘OL e

etapas para a

1. Dado ¢ modelo geral de um sistema, decompdo-lo em

as interconexdes o se nossivel eliminad-las

o
~e

o -

3. hnelisar individualmente cada um dos subsistemas;

4. Projetar controladores ou estruturas de compensacao

nara cada subsistema de modo a satisfazer critérios

5. Analisar o desempenho glebal do sistema.

Neste trabalho,

itens acima o pretendemos

lhos posteriores. Assim, no Capitulo II, desenvelvemos uma meto
dologia bastante ~eral para a decompesicac de sistemas dinamicos

de arande porte em subsistemas hierarguicamente interconectados.
I L i

0K

A técnica de decomposigio apresentada paseada na teoria de gra

fos, & o assunto fol desenvolvido de maneira auto-contida, visan

6

(R
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do eliminar a necessidade de consultas frequentes a bibliografia.
Ao final deste capitulo, apresentamos um exemplo ilustrativo do
procedimento proposto. Desta forma, o item "1" acima é coberto

inteiramente nd capitulo II deste trabalho.

No capitulo III apresentamos ferramenas de anilise e
sintese para sistemas dindmicos multivariaveis (dominio da ftg
quéncia)» Segquindo a filosofia do capitulo anterior, procuramos .
apresentar inicialmente toda a teoria necessaria ao entendimento
do assunto, para entdo apresentarmos as técnicas de andlise e pro
jeto referidas. O desenvolvimento de tais técnicas foi baseado
no método dos Lugares Caracteristicos de MacFarlane {10},{16] e
{171. Ao final do capltulo apresentamos as linhas gerais de um

‘algoritmo para se conduzir este tipo de abordagem de projeto.

Finalmente no capitulo IV apresentamos um exemplo ﬁe
prﬁjeto, segundo esta prbposta, visandeo ilustrar o método utiig
zado e comprbva: a eficiencia do algoritmo por nds desenvolvido.
Osjitens "3" e “4“ citados anteriormente sio varridoé nestes ca

pitulos.

Quanto aos itens "2" e "5" vale dizer que apesar de nio
seﬁfnossa_proposta analisa-los em pormenores, faremos alguns co
mentarios, citando inclusive algumas sugestées para © encaminha

medto da solugao do problema.



DECOMPOSICAO DE SISTEMAS DINAMICOS

"

II.1., INTRODUCAO

Neste capitulo sera analisado o problema da decomposi
¢ao de sistemas dinamicos de grande porte em subsistemas hierar
quicamente interconectados. Nao serdo analisadas as razbes que de
terminam a decomposicdo de um dado sistema, entretanto faremos men

cdo a duas situacgoes que frequentemente induzem a decomposicﬁo;

1. Problemas de ordem numérica: quando o sistema se a

presenta suficientemente complexo ou demasiadamente
grande sob o ponto de vista computacional; iiviabili

zando uma analise global.

2. Razoes de natureza fisica: quando desejamos, por e

xemplo, identificar os varios subsistemas que - com

pcem um dado sistema, assim como entender a maneira

como estes varios subsistemas interagem.

No primeiro caso, os subsistemas resultantes da.decompg
sigdo podem nao apresentar qualquer'significado fisico, mas aiﬁda
assim a decomposigao pode ser bastante oportuna em vista da rédg
¢do das dimensdes das equacdes dindmicas envolvidas. No segundo
caso, a decomposicdo além de simplificar a andlise numérica pode
também revelar importantes caracteristicas do sistema sob obse#vg

cao.

IT.1



O problema de decomposicaoc de sistemas pode ser tratado
ségundo varias abordagens, entretanto algumas tem sido mais déstg
cadas na literatura. Assim, por exemplo, as abordagens mais usuais
estio apoiadas na teoria geométrice de controle, na teoriadegra
fos orientados e na teoria de transformacgdes. E evidente gue cada
um destes enfogues apresentam vantagens e desvantagens que em pri
meira analise dependem do sistema focalizado. Neste traba'ho sera
desenvolvido um método de decomposigaoc de um sistema dinamico de
grande porte baseado na teoria de grafos orientados. E oportﬁno
frisar que a opgao por este enfoque se justifica plenamente, Qor
éxemplo, na afirmacao de Kevorkian [7]: "A estrutura de um gréfo
orientado {digrafo) associado a um sistema dinamico & o fatof que
mais contribui para a complexidade do.referido sistema, uma vez
gque a sua estrutura e somente a sua estrutura & que determina  se
o sistema deve ser tratado como um todo ou se como um grupo’ de

subsistemas independentes e/ou interconectados".

Conforme sera visto no decorrer deste capitulo, nosso
'procedimento de particionamento & bastante geral, aplicando-se a
uma ampla classe de sistemas dinémicés. A hipdtese feita e que o
sistema a ser estudado possa ser representado no espacgo de estados

por equacdes da seguinte forma:

.
z

it

Flz,r,t) (1a)

£
i

H(z,t) (1b)

onde:

z & R : vetor de estados
r ¢ rP ;. vetor de entradas

w e R :  vetor de saidas

II.2



Alem disso, as funcdes F : R" xrRPxr » R" e H

m _— .
RPx R + R devem ser suficientemente continuas de modo a represen

tarem um sistema dinamico.

Na proxima segéoseraoapresentados alguns conceitos bé
sicos da teoria de grafos orientados, com o objetivo explicito de

introduzir a notacao a ser usada no transcorrer deste trabalho.

II.2. GRAFOS ORIENTADOS

I11.2.1. Conceitos Fundamentais

Definicao 1 : Um grafo orientado U (digrafo = directed

graph) & um par ordenado (V,E) onde V &
um conjunto finito de veértices V = {VT,Vz,
ceeev ot € € uma relacao sobre V. Os ele
mentos de E sao chamados de ramos do ai

grafo.

Se (vi,vj) ¢ F diz~se gque existe um ramo do vértice‘wi“

para o vertice “vj“ no digrafo D.

Para uma melhor visualizacdo os digrafos sao rotineira
mente representados no plano através de representacoes graficasco

mo ilustrado no exemplo abaixo:

Exemplo 1:

Seia YT — (V,E) onde Vv = {V.;,...,V6} e

E = { (vyrv,), (vi,vgl), (v;_,,vS) PV vy ) vy, ve) (v5,v6} }

II.3



entdo a representacgdo de P &:

Definicdo 2 : Uma trajetdria de comprimento "k" de v,

para v, € um subgrafo de D = (V,E) repre
sentada por uma seqliéncia de vértices dis

tintos {vio, vii"-.'vik)' tais que (vi .
v, ) ¢ Epara 0 < m < k-1 com v, =
m+ 1 1o

e v, = V.o
lk ]

m
Vi

Defini¢ado 3 : Dado um digrafo U = (V,E), diz-se que o

vértice vj e ¥V € atingivel do vértice vy

g V {denota-se por v, Q vj) se existir uma

trajetdria de vy para vj. Por convencao ,
LR ]

vy 2 v, para todo "i".

OBS: E claro que a rela¢do bindria acima € transitiva, ja que

vy @ Vj'ﬁ vj 0 Ve = V4 Q Vi

II.4



Definigdo 4 :

Definicao 5 :

Conforme sera

Dado D = (V,E) diz-se que o par de vérti

ces (vi,vj) & conectado fortemente se vy

Q vy e Vj Q v,

Diz-se que P = (V,E) & conectado fortemen
te se todo par (vi,vj) e V x V for conec

tado fortemente.

visto adiante, o particionamento de um

sistema dindmico consiste basicamente na identificagdo dos compo

nentes conectados fortemente de seu digrafo associado. Antes de

introduzir o conceito de "conectividade forte", e oportuno  relem

ébrar as principais propriedades da Algebra Booleana relacionadas

. a seguir:

Definigao 6 :

i
o
-

As operagdes binarias "+" e "." definidas
sobre o conjunto booleano B = {0,171} segun

do as relacoes:

(2a)

o
+
-
1
_—
+
©
0
—
+
-
1
—l

=0 . 1=0 ; 1T .1=1 (2b)

formam uma algebra (Algebra Booleana).

AS

rificadas:

A1l

A2

L1

{a+b) + ¢

propriedades A1-A6 seguintes podem ser facilmente ve

= a + {(b+c) = e ¢ B

IT1.5



'A3:a.b=b.a_=fé
Ad : a . (b.c) = {a.b) .
A5 : {a+b) . c = (a.c) +

A6 : a . (b+c) = (a.b) +

As operacoes de adicao e

nidas sobre a algebra booleana sio

definicao,

entao

com

entao

com

efetuadas

presentar analiticamente um dado digrafo.

ou seja:

Se
MeB'xB8B™ e Ne gl
M+ N =P ¢ Bn X Bm
. o= ¥ i S
pi}_ nlj+zn i/
vi / 1 g
R & Bn .4 Bm e S ¢ Bm

Lembrar que em {3b) e (4b)

como em (2).

i

idénticas a maneira usual

(129

kA

{1748
A

as operacoes "+" e ", "

multiplicagao de matrizes defi

de

(3a)

(3b)

(4&)

(4b)

A sequir sao apresentadas algumas das maneiras de se re

II.G



efinigdo 7 :"Dédo ﬁm'digfafo D = (V,E) com V = {vi ’

.,_,vn}, sua matriz adjacéncia Me Bn'xiﬁn
o
é definida por:

1 se (vi,vj) e £
0 de outra forma
Definigao 8 : Dado um digrafo P = (V,E) com V = (v1 ’
...,vn}, sua matriz atingibilidade A E‘Bn
x B® & definida por:
1 se v, 2 vj

0 de outra forma

OBS: Para qualquer digrafo, tem-se:

aii=} ’ Vi=1,...,n .

Das definigdes (5) e (8) vé-se que um digrafo & conecta
W

do fortemente, se e somente se aij" for igual a "1" para todo "i"

e para todo "j" tais que 1 £ 1,3 £ n.

Sera visto mais adiante que a matriz atingibilidade de
um digrafo carrega toda a informacao necessaria para o seu parti
cionamento. Nesse sentido serd necessario construi-la, e isto po
derid ser facilmente consegquido a partir da matriz adjacéncia cor
respondente, que. por sua vez pode ser obtida por inspecéo.cn;prg
ximos teoremas e lemas servirao de apoio para a construcdo de um

algoritmo com esta finalidade.

II.7




Tecorema 1 : Considere a matriz MR, £ e N* , entao:

1 se 3 uma trajetdoria de comprimento "L " de
9, [1] " " L !
= . ara .
(M) v." P £
0 de outra forma
(5}
Prova : A prova e por indugdo. Primeiro guando 2 = 1, a trajetd
ria de comprimento "1" de "Vi“ para “vj“ & justamente um
ramo (vi,vj). Assim, (5) é verdadeiro para ¢ = 1. Agora,
facamos a hipotese que (5) seja verdadeiro para { = k-1 .
Entao, para 1 = k, teremos:
n i
k k-1 ;
M), = © (M), . . ;
ij re1 | ir rj |
Da definicdo de "+" e "." & facil ver que (Mk)ij = 1| se
e scmente se
k-1 B '
im / (M ’ir'mrj“1 {6)

Mas por hipotese, (5) & verdadeiro para £ = k-1, entdo (6) & equi

valente a:

Existe uma trajetdria de comprimento *k-1" de v, parav,

e um ramo (vr,vj), gue em outras palavras quer dizer que existe
uma trajetoria de comprimento "k" de vy para v,. E isto complet:

a prova.

Lema 1 : Dado um digrafo P e sua matriz adjacéncia M, entao:

O0
A= % M : - A7)

11.8



‘Desde que A = T+M+M o ... ,onde I & a matriz identidade,

3 !
% € N*, isto &, se e somente ge existir uma trajetériaide

vé-se que aji = 1, se e somente se (M )ij =1 ..para maléum
!

algum comprimento "g" de v, para vy

Lema 2: Se D é um digrafo com "n" vértices, entao:

n-1
A= ¥ M (8)
i=0

A prova deste lema pode ser imediatamente estabelecida
observando-se gue sempre Jue houver uma trajetdria de v, para Vj
# Vis entido haveri uma trajetdria de comprimento maximo "n-1" de

" ] ] ”
v, ara "v.".
i P J

Lema 3 : Se Dé um digrafo com "n" vértices, entao:

A= (I + M® , para s 2 n-1 (9)

Prova : Do lema 2 & claro que:

"

s .
A= I Mt para s n-1
i=0

Por outro lado, se a hipdtese (10) abaixo for verdadeira,

entdo o lema "3" estara provado.

hip.: I M" = (I + M)® paras z 0 (10)

Ir.9



A hipotese {10) sera provada por inducdc a sequir:

Para s =0, (10) se reduz a identidade I =1I, que & verdadeg

ra. Suponha agora que (10) seja verdadeira para s = {, e lembre que

M + M = M para todas as matrizes sobre (B, + , . ). Assim:
2+ 1 ) % i
(I + M) = (T +M} . (I+M = § M . (I+M) =
i=0
Loy IV T L Y
= L M+ ¥ M = F M
i=0 i=0 i=0

e ¢ lema esta provado.

O teorema 1 e os lemas 1 a 3 fornecem subsidios para a
elaboracgic de um algoritmo para a obtencao da matriz atingibilida
de "A" a partir da matriz adjacéncia "M". Este algoritmo poderia

ser, por exemplo, © seguinte:

ALGORITMO 1:

- OBJETIVO : Dado "M", encontrar "A"“;
- PASSO 1 : Faca t:= min {t ¢ N / 2t z (n=1)}} ;
- PASSO 2 : P:= I + M ;
2t
- PASSO 3 : A:= P ;

11,10



IT.2.2. Decomposicao de um Digrafo em Componentes conec

tados fortemente

Quando decompondo um dado digrafo D em seus componen
tes conectados fortemente, € interessante verificar em primeiro
lugar se o digrafo em questao é conectado fortemente, pois neste
caso a decomposicdo nao podera ser feita e o problema estara en
cerrado. O teste para a verificacdo da conectividade do digrafo é
bastante simples, e é feito a partir da matriz atingibilidade "A"
associada ao digrafo, e sera explicado a partir da proxima defini
cao.

Definicido 9 : Dado o digrafo P = (V,E}, a relacdo bina

ria "S" sobre V & definida por viSvj se

e somente se ¢ par (vi,vj) for congctado

fortemente, ou seja, se v, 2 vy e vy Q vy.

Observe que a relacao "S" definida sobre V & uma rela

¢ao de equivalencia (propriedades: reflexiva, siméetrica e transi;
tiva). Um subconjunto de V sera conectado fortemente se seus ele
mentos forem dois a dois conectados fortemente, e neste caso tal
subconjunto constituira uma classe de equivalencia. A obtencao dos
CCF*'s de um digrafo pode ser conseguida identificando-se as varias
classes de equivaléncia de V sobre "S". A partir da matriz atingi
bilidade "A" do digrafo, as classes de equivaléncia do digrafo po
dem ser imediatamente determinadas, conforme mostra o teorema a

seguir:

IX.11



Teorema 2 : Seja U= (V,E) um digrafo e "A"™ sua matriz atingibili

dade. Entao v,Sv. se e somente se A,. =-A . onde
177 (i) (3) '
A(i) denota a i-ésima linha de "A".
Prova : Se:

ipot : .. = A,
Hipotese HI A(l) (3)

Pela definicao (3}):

aii = 1 s, ¥Yi=1,...,n
entao H1 > aji = 1 , isto & : Vj g v
Similarmente
H1 - a4 = T, iﬁto & : v, Q vj
logo, se H1 & verdadeira,entao viSvj
SOMENTE SE :
Hipotese 2 : viSvj (isto e, Vﬁ.Q vj,A v& ) vi)
Vamos mostrar que, se ajk = 1 para algum "k", entao
a5, = 1 .
Ora,
ajk:'f -(——)-V.ka
e de H2 \ Q vj
entao viQ v e ag =1

I1.12



Similarmente, podemos mostrar que

(1)

logo, se H2 e verdadeira, entido A = A

(3)

A seguir, apresenta-se um algoritmo para a obtencgao das
classes de equivalencia "S" de um digrafo P a partir da matriz a
tingibilidade "A". O algoritmo serd apresentado em forma de fluxo

grama visando posterior codificacio em ALGOL.

ALGORITMO 2:

- OBJETIVP : Encontrar as classes de equivaléncia de  V

@ partir de A.

i
o
o

As saldas deste algoritmo sdao os elementos V{M,K)

DC{M) = K . E devem ser interpretados da seguinte maneira:

Ex.: V(3,6) = 10 quer dizer que o vértice Vo e o sex

to veértice da classe de equivaléncia nimero "3".

DC{2) = 3 quer dizer gue a classe de equivalén

cia numero 2 possui“3"elementos.

Kevorkian [7] e Tarjan [6] propdem algoritmos diferen

tes para a obtencao das classes de equivaléncia de um digrafo.

Q algoritmo visto acima enumera as classes de equivaiég

cia “Vi" do digrafo ¢ = (¢,7) na ordem em que elas vao surgindona

Ir.13



( A IaNT 2 LN }

{ I:=M:=0 l

!

L{I:=1 UNTIL {(N+1)):=FALSE

viM, 1) =1
DC (M) :=1

FALSE

L{J) : =TRUE
Ki:=K+1
\'4 (I4l K) s =g

ot

\ 4
[ J:=J+41 |

TRUE

II.14




"matriz atingibilidade. Sera visto na proxima sec¢ao que é possivel
renumera-las de tal forma que se Va © Vi o vy, © Vj e i < 3j, en
 tao (vb,va) ¢ E. A importancia desta renumeragio provém do fato
dela gerar uma decomposigao com estrutura hierarquica,conforme se
ra mostrado posteriormente. A seguir, sao relacionados mais algu

mas definigOes e lemas acerca de digrafos, para possibilitar o de

senvolvimento de mais alguns algoritmos.

Definicdo 10 : Dado um digrafo D = (V,E), entende-se por

circuito oﬁ malha uma trajetoria de com
primento maior que um que comega e termi
na num mesmo vertice v, € V. Unm digréfo
‘gue ndo possui malha & um digrafo aciéli

CO.

Definigdao 11 : Dado um digrafo P (V,E}), diz-se que o

vértice "v," e v € um predecessor do vér

" L -

tice "vj e V e gque "v e um sucessor

de I!v . "

{"r se v, # Vj e (Vi,vj) g E.

Lema 4 : Digrafos aciclicos possuem pelo menos um vértice que ndo

possui predecessor.

Proposicao 1 : Seja (V, +» V. ,eee, V. = v, ) uma malha de um di
i, i, ig i, -
grafo P = (V,E}). Ent3dc o conjunto de vértices
{v fenesV, } € conectado fortemente. .
i, 1o-1
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Definicdo 12 : Define-se o digrafo reduzido 7 = (V:E)de

um digrafo P = (V,E) da seguinte maneira:
Cada vértice v, do conjunto ¥ representa
uma das classes de equivaléncia de V so
bre "S8". Assim, se V}, VZ""’Vk sao as
classes de equivaléncia de V sobre "S" ,
entéo T = {V1,V2,...,Vk}. Por outro lado,
o conjunto de ramos F contém um ramo
{Vi,Vj) se e somente se existe va € Vi R

v, ¢ Vj tal gque (va,v ) ¢ E.

b b

0 digrafo reduzido pode ser imaginado como'sendo o re
sultado de uma condensacao do digrafo original, processada de for
ma que todos os vértices {v, , v, resedVy } de V,r para cada

i i
-] 2. 4
i=1,...,k , se fundem num unico vertice Vi'

0 algoritmo "3%, a segquir, permite-nos encontrar a ma
triz adjacéncia do digrafo reduzido, a partir da matriz adjacéncia
do digrafo original e das classes de eguivalencias (fornecidas pe

lo algoritmo anteriorj.

ALGORITMO 3:

- OBJETIVO : Encontrar a matriz adjacéncia do digrafo
reduzido, a partir da matriz adjacencia do
digrafo original, das classes de equivalén
cia do digrafo (original) e das dimensoOes

destas classes;
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BEGIN

| MR{R

FOR I:=1 UNTIL M DO
MR(I: I):=1

END
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Termas N 3 ) dlgrato vodae tdo D (V, Iy e aguanldguer digrata o0 ael

clico.

Prova : (Por absurdo).

Suponha o contrario, isto e, que existe uma malha (Vi

. 1

ceeaVy 4 Vo =V, } em D. Isto significa que [ contém os ramos
m m+ 1 1

v, Vi ),...,{Vi e vy ). Pela definicdo de E, isto implica

v . T, (2 .

que existem veéertices vy ¢ V4 am Vi e 3J3=1,...,m , com
3j i 3

a segquinte propriedade: o conjunto primitivo E contém os ramos:

’

2 1
R T I U T A P P AR AL

4 2 2 3 m-1 M 1
Sendo V. uma classe de equivaléncia soh»~ "7 ~ete
i
te uma trajetoria de v:1} para véz)  para j=1,...,m. Neste ca
so, € facil ver que o digrafo original D = (V,E) possui o ciclo:
2 1
(vi?’ ,v?z) ,vi1) ,viZ) e ,vi1) ,vi ) ,vi )}
T 11 2 2 m m 1

e da proposicao "1" vé~se dque éstes vértices formam um conjunto
conectado fortemente. Esta conclusao contradiz a hipotese origi
nal, ja gque os elementos {vi1) ,véz)} pertencem a uma clésse de
équivaléncia distinta de, po; exem;lo {v;;) ,v;z)} . A hipotese
original & portanto falsa e o digrafc reduzido e aciclico.
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II1.2.3. Renumeracao das Classes de Eguivaleéncia

Sera mostrado agora o procedimento para a renumeracao

das classes de eguivaléncia Ve een sV de tal forma due se

v, eV, e v e Vj com i < j, entdo (vb,vaj g E .

Para tanto considere o digrafo 0 = (V, B, e encontre
todas suas classés de equivaléncia V1 ;e 'Vk {Algoritmo 2}, e
entdo construa seu digrafo reduzido D= (V,D (Algoritmo 3). I
dentifique agora todos os vértices de V que nao possuem predeces
1° Renumere os veértices de V1 COomo
W1, Wz, "",Wn1' A seguir remova de 7 todos os vértices de 71
(is£0 é, todos os ramos da forma {vi,...) com viﬁi v1). 0 digrafo

sores, formando o conjunto V

resultante & novamente aciclico. Identifique entac a nova cole

gdo de pontos gque ndo possuem predecessores, formando o conjunto

V2 : E facil ver que se vV, E Vz , entao seu predecessor pertence

a V1. A exemplo do passo anterior, os veéertices do conjuntoiﬂzséo

renumerados como W , W , .. ,W_ . Este procedimento de
n1+1 n1+2 n, =

ve ser repetido até que todos os vértices sejam exauridos.

Desta forma as classes de equivaléncia V, , ... , V

1 Kk

respondentes aos vértices Vi P ,Vk do digrafo reduzido) sa0

de tal forma que todos os predecesso

(cox

dadas };Jor':jf‘_i.j ; W2 g s e s Wk,’
res de Wi se encontram nos conjuntos W1, cee g Wim1 para i=1,...,
k. Para se evitar a proliferacio de simbolos, € conveniente fa
zer Wi==vi para i=1,...,k , de tal forma gue todos os predeces

sores de Vi estejam nos conjuntos V1 PR ,Vi_1 para i=2,...,k.

Isto significa que se i < j, entao (Vj ,Vi) ¢ E. Com referéncia

]

ao digrafo original 7 (V,E), isto quer dizer que se v, € Vs ?f
v, € vj e 1 < j, entio {vb ,va] £ E. Este resultado pode sér

colocado em forma de teorema:

II.19



Teorema 3 : O conjunto de vértices V de um dado digrafo U = (V,E)

pode ser particionado da seguinte maneira:

(i) v, ,Vz, cee s Vk sdo as classes de equivaléncia de

V sobre s.

{ii) Se v_ £V,
a

g0 Yy Vs e (v ,v)) £ E, entdo i 2 3.

J

O algoritmo "4" apresentado a segquir encerra a sérieéde
algoritmos relacionados a teoria de digrafos propriamente dita. O
objetivo deste algoritmo € reordenar as élasses de equivalencia
de V sobre "S". , a partir da matriz adjacéncia MR do digrafo 're
duzido. A saida_deste algoritmo € o vetor W(X):=J , gue deve $er

interpretado da seguinte maneira:

W({X) := J : significa que a antiga classe V(J) passara

depois da reordenagao a ser a classe W(X).

Ou conforme discussao anterior ao teorema "3" , pode - se fazer
vi==W(I), para I=1,...,k (para se evitar a proliferagido de simbo
los) de modo a deixar as classes reordenadas de acordo com o teo

rema "3".

Observe que, embora os guatro algoritmos tenham sido a
.presentados separadamente, na realidade eles constituem um anico,
e isto pode ser evidenciado observando-se gque as saldas de um cor

respondem as entradas dos seguintes.
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ALGORITMO 4 :

- OBJETIVO : Reordenamendo das classes de equivalencia
de um digrafo reduzido de modo a satisfa
zer o teorema " 3 ";

- ENTRADA : Matriz adjacéncia do digrafo reduzido.

A seguir sao apresentados dois exemplos para ilustrar a

técnica de particionamento ora proposta.

Exemglo 23

Decompor o digrafo a seguir em seus componentes conecta

dos fortemente.
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g

TEéT}A)

i

FORP:I,_-.’X:
PORU = 1,...,k
MR(W(P),U} :=0

v

L FOR A=1,...,X D

XeeX+1
Y:=¥4+1
VSP({L,Y):= J
W(X) :=VSP(L,J)

§

e
Tt




Solucdo : Em primeiro lugar, deve-se obter a matriz adjacéncia as

sociada, que é:

L= o N o N e

Com a matriz adjacéncia e o algoritmo "1", tem-se a matriz atingi
gilidade "A", dada por:
LU B S R B S

1 1 1 1 1 1 1 1

11T 1 1 1 0

0
¢ 0 0o 0 o 1 0 O
0
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As classes de equivaléncia de V socbre "S" encontradas

pelo algoritmo "2", sao:

v, = {V1 ' Vo oo va}
Vo = {vy v vy o Vg b vyl
v,y = {VG}

Sequindo a sequéncia proposta, deve-se encontrar a —ma
triz adjacéncia do digrafo reduzido (algoritmo "3") que e dada

por:

MR

i
o
-
—

E finalmente, as classes de equivaléncia sdo reordena

das conforme o teorema "3" (utilizando o algoritmo "4"),resultan

do:
w{1) = v1 = {v1 ' Vo ok v8}
W(3) = V3 = {VG}
Exemplo 3 :

Encontre os CCF's do digrafo a seguir.
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Solucdo : Matriz adjacéncia "M":

o O
[ Y
£ e
o o
o ©
o
<
"
-
o

Matriz atingibilidade "A" :
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Classes de equivaléncia:

v, = {v1 ¢ Vo o v7}

v, = {v3}

vy = vy + Vg o Vio}
Vy = {v6 r Vg oo vg}

Reordenamento das classes de equivaléncia:
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w, = vy = {v4 ¢ Vg o1 VTO}
W, = Vy = {vg . Vg b V)
Wy =V = vy, vy s Yyl
w, =V, = {v3}

E para encerrar esta secao, uma ultima definigao:

pefinicdo 13 : Dado um digrafo D = (V,E) , seja V,, Voo
...,V suas classes de equivalencia, or

denadas de tal maneira que (vb,va) ¢ E

/ : gquando v, € Vi f Vp € Vj e 1< j. En
tio o digrafo (Vv ., (V, x V.) n E) & cha
mado de i-é&simo componente conectado
fortemente {(CCF) do digrafo. O digrafo

A -

(Vi U Vj ,(Vi X Vj) E} & chamado @e
ij-ésimo subgrafo de interconexan = {SI}

para 1 € i,j & k.

1I.3. O PARTICIONAMENTO DE SISTEMAS DINAMICOS

II.3.1. Sistemas Dinamicos

Esta secio sera dedicada ao estudo de sistemas dinami
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COs gue possam ser representados por um conijunto de equacdes da forma:

F(z,r,t) {13.)

w
—
£ N
] 1}

H{z , t} (1b}

onde: z £ R

Suponha que a solucgao ¢ (t r Zg ,to) da equagao {la) aci

ma exista para t z to e seja unicamente determinada para cada fun

cao forcante "r{t)" e para cada conijunto de .condigdes iniciais
z{to) = Zg- Pode-se dizer que em geral a resolucac da equacgao (1a)
acima & uma tarefa dificil, podendo vir a ser mesmo impossivel

se a dimensao "n" do vetor z for relativamente grande. O cbjetivo
deste capitulo & apresentar uma maneira de tratar problemas desta
natureza. A idéia basica do procedimentc a ser proposto consiste
em se tentar uma reordenacaoc das equacOes (la~b) de tal forma gue

O sistema se apresente da seguinte forma:

. { x, = £,(x; , Ly, t)

;¢
yq = bylxg . 8)

. { x2 = fz(xi ¢ Xy Li’ L2, t)

2. -
Yy = Bylxy x5, t)

) X, = fi(xf r Xy oeee g Xy, L1, L2, cee g Li' t)

S; * (11a)

yl whi(x,l ,X2, .. ,Xi,t)
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onde: x. £ R com n, = n
i . i
i=1
Py k
L. € R com L p, =P
i . i
i=1
mi k
y. € R com I m, =m
i . i
i=1

E transparente gque se o sistema representado pelas e
quagdes (la-b) puder ser colocado na forma (11), entao a solucao
¢ (t r Xg ,to) poderia ser encontrada recursivamente, conforme cons

tata a analise a seguir:

- A primeira eguacao §1 = fi(xf, L t) & independente

4[ T
das demais e pode ser resolvida, guando conhecidas a entrada
"L1(t)" e a condig¢ao inicial x(ty) = X4 7 resultando na solu

cao ¢1(t r X109 ,to).

~ Com ¢, determinada, a equacao do subsistema "2"  pode

ser reescrita da seguinte maneira:

-

Xzzfz((i).i;Xz;L—iszlt)
e mais uma vez com Lz(t) e xz(to) = Xoq dados, pode-se teorica

mente encontrar a funcao ¢2(t ,¢1 r X505 'tO) que satisfaz esta

eguacao. Dai a terceira equacgao poderia ser reescrita como:

%3

— 1 1
¢3(€§b‘[I¢21X3II«“§1L21L3It}—f3(¢2IX31Llt)

onde: (f)é = ?’2(¢>1 r (;{)2) e Lé = ¢3(L1 7 L2 r L3)
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- De uma maneira geral, a egquacao do i-ésimo subsistema

seria:

X, = £ilos 4 v %3 0 L 4 )
com b1 = @i 18090y ee P _q)
e Li = p3(L s een s L)

cuja resolucao forneceria:

SRLEE NIRRT

Nestas circunstadncias, vé-se que a solucdo g¢(t,x;,t, )
da equacao (la) pode ser obtida em "k" etapas, atraves da resolu
cao ofdenada dos "k" subsistemas. Tudo se passa como se a fungao
n-~dimensional ¢ pudessé ser decompeosta em "k" partes exclusivas,
ou seja:

plt P ¥ ,to) = (¢1(t , X ,tQ),...,¢k(t ' Epo ,to))

10
onde cada uma das partes ¢i(t N ,to) para i=1,...,k pode

ser determinada uma a uma na sequéncia dada por (11).

Neste ponto da analise pode-se levantar a seguinte ques
tdo: dado um sistema dindmico "S", como saber se as egquacOes di
ndmicas que o representam podem ser reordenadas da maneira ante
riormente descrita, e em caso positivo, como levar a cabo tal re
ordenacao? As definicOes a seguir objetivam criar subsidios para

se responder a estas guestoes.
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Pefinicdo 14: A matriz ocorréncia "C" de um sistema do
tipo (1a) & uma matriz n x n, cuja i-ési-
ma linha corresponde a fungao escalar F,
e cuja j-ésima coluna corresponde & varia

vel zj, e o elemento 5 & dado por:

1 se e 80 se F, depende explicitamente de 2z

i3
0 de outra forma (1 £ 1,3 2 n}

Definicao 15: Uma matriz guadrada & redutivel, se ela

pode ser transformada em uma forma bloco
triangular (FBT) através de permutagoes
de suas linhas e colunas. Uma matriz qua
drada & irredutivel se e somente se ela
nao e redutivel. Alem dissc, uma matriz
na forma bloco triangular (FBT) € canoni
camente unica, se e somente gse cada uma
de suas submatrizes diagonais forem irre

dutiveis.

O particionamento de um sistema do tipo (la) pode ser
visto como uma permutacao simétrica das linhas e colunas de sua
matriz ocorréncia "C", processada de forma gue "C" seja transfor
mada em uma forma bloco triangular canonicamente unica (FBTCU) ,

com a segulnte estrutura:s
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1 2 3 - i
£1 1 ©1q
£, 1 21|22
, T
S IR
€= [ A I R 12)
. . | . . | . |
i i i
_________ e
i
- I -
fl Ciq Cio { Cig
T T TTT™M i
| I i i
- - - - I [ ] | - l L] i
I I ] i i ]
T
- . I - B ) I - 1 - - i =
! ! i 1 i
[r——— r —— _.............;..‘.........._.
S S B I8 R N B N T e

A

k e 12 3j £ 1isaoc de di
n,
mensoes nizinj. Os subvetores fi e Xy pertencem ao R e sao

onde as submatrizes Cij r para 1 = i

tais que:

A partir da matriz FBTCU "C" pode-se reordenar © siste

ma S em (1) de tal forma gque suas equacoes se apresentem sob a

forma:
Xi = fi(x1, Xov eoe s Xir r,t] para 1 2 1 5 k
Si : {(13a}
Por definicao as submatrizes Cii de dimensao n; Xn, da
das em {12) s3o irredutiveis. Desta forma, cada um dos "k" subsis

temas em (]3a) € irredutivel.
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Antes de mostrar como permutar as linhas e colunas da
matriz ocorréncia “"C" de forma a transformi-la em uma FBTCU, deve
-se frisar que o conceito de particionamento como aqui colocado =
completamente redundante quando o© sistema de equagdes nao for re
autivel a subsistemas menores. Contudoc a analise ora em curso vi
sé o estudo de sistemas dinadmicos de grande porte, em assim sendo,

é razoavel admitir-se que o sistema sob consideracio seja compos

to de varios subsistemas irredutiveis.

Encerrando esta subsec¢ao apresentamos um teorema que re
laciona a propriedade de irredutibilidade de matrizes com digra

fos conectados fortemente.

Teorema 4 : (Varga {5]) - Uma matriz A{nxn)} & irredutivel se e

somente se o digrafo D(A) & conectado fortemente.

Desta forma vé-se que a transformacio da matriz ocorrén
cia "C" em uma FBTCU & equivalente a determinacido dos subgrafos
conectados fortemente do digrafo D(A). Esta idéia sera formallza

da na proxima subsecdo.

IX.3.2. Digrafos associados a sistemas dinamicos

O conceito de particionamento de um sistema diniamico se
ra agora explorado em detalhes. Para tanto, sera formalizado o con

ceito de digrafo associado a sistema dinamico.
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Considere novamente o sistema dinamico representado por

um conjunto de egquacdes da forma:

z = F{z , r, ) {1a)

w = H{z , t) (1b)

onde z ¢ R* , r ¢ RP e w e R™ . As funcdes F e H sdo definidas

de modo a descrever um sistema dinamico.

Definicdo 16: A matriz de interconexdo "C" do sistema

dinamico "S" dado pelas equagdes (la-b) &

umg matriz gxg da segquinte forma:

E(Jrr.&:n} G(nxp) o(mcm)
= )] Q Q
¢ (pxn) (pxp) (pxm) (14)
' O
N{mxn) O(mxp) {mxm)
onde g =n + p +m ; e as submatrizes E = (eij) , G = {gij) e
N = {n..}) sao tais que:
L]

1 se Fi depende explicitamente de zj

iy 7 (15a)
0 de outra forma

1 se fl, depende explicitamente de ry

9i3 T (15b)
0 de outra forma
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1 se Hi depende explicitamente de zj

n.,. = .
1] 0 de outra forma (15¢)

Uma maneira alternativa de definir a matriz "C",poderia

ser por exemplo em funcao de um elemento cij genérico:

A

-~ Para 1 £ 1,3 n -~ se f; depende explicitamen

te de z.
]
1 — Para 1 £ i1isn e n+lt £ j s n+p se Fi de—
cij = pende explicitamente de rj
— Para n+p+1 £ i £ n+ptm e 1 5 j £ n se H,

depende explicitamente de zj

0 {~ De outra forma

(V,E) a

i

Agora sera mostrado como associar um digrafo P
um sistema dindmico do tipo dagquele representado pelas equagoes

(ta=b)-(Siljak :[2]). Em primeiro lugar, constroi-se o conjunto de

vertices | = {V.E Noromee ,vq} atraves da &niac dos conjuntos
Z = {z1 e ,zn} r R = {:tt,E e ,rp} e W= {WT, e ’Wm}' A re
lagao E definida sobre o conjunto |/ contera apenas pares ordenados
da forma (rj,zi),(zj,zi) e/ou (zj,wi). Sera desenhado um ramo de
rj para z, sempre que a componente "r." do vetor de controle apare
cer em Fi(z,r,t) ou analogamente sempre gue eij =1. Da mesma forma,
sera desenhado um ramo de "z." para “zi“ sempre gue a componente

“zj" do vetor de estados aparecer em Fi(z,r,t), ou egquivalentemen

te sempre que gij =1. E finalmente, desenha-se um ramo de “zj" pa
ra "wi" sempre que a componente "Zj" do vetor "z" aparecer em
Hi(z,t) ou Dy =1.
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Foi mostrado qgue um digrafo pode ser representado anali
ticamente por sua matriz adjacéncia M (definigcao 7); entretanto ,
construindo~se a matriz adjacencia de um digrafo associado a um

dado sistema dinamico, verifica-se imediatamente que:

ou seja, a matriz adjacencia de um digrafo associado a umdado sis
tema dindmico & igual a transposta da matriz de interconexdao  do

referido sistema.

Este resultado sera importante para o particionamento de
um sistema dinamico, uma vez gue dado um sistema pode-se imediaté
mente construir a sua matriz de interconexao, e por mera transﬁog
sicéo-tem»se a matriz adjacéncia do digrafo associado. E como ja
se sabe, a partir da matriz adjacéncia as classes de equivaléncia
de V sobre "S" podem ser facilmente encontradas, ja reordenadas
conforme sec¢ao II.2. Com as classes de equivaléncia identificadas
também estardo identificados os subsistemas e o problema estara
resolvido. Na proxima subsegao sera apresentado um procedimento
completo para o particionamento de um sistema dinamico "S" qual

quer em subsistemas hierarquicamente interconectados.

IT.3.3. O Particionamento de um sistema dinadmico em sub

sistemas hierarquicamente interconectados

Nesta subsegao serd apresentado uma metodologia para a

decomposigdo de um sistema dindmico de grande porte em subsiste
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mas hierarguicamente interconectados. A Unica hipotese a ser fei
ta acerca do sistema e gue ele posgssa ser representado no espago

de estados por um conjuntc de equacoes da forma:

z = Flz,r,t) {1a}
S 3
' w = H{z,t) (1b}
onde: z € Rn
r Rp
W £ Rm

A metodologia a ser apresentada permitira reescrever as
equacgoes (1) da seguinte maneira:

.Xi(t) mfi(xg,Xzf---:Xiru1:u2r---ruipt) {11z}
yi(t) = hi{XT PRy oy oeee g Xy , B} para i=1,...,k (11%)
Para tanto constrdi-se a matriz de interconexao "C" do

sistema a partir das equag¢oes dinamicas (la-b),e transpondo-a ob

tém-se a matriz adjacencia "M" do digrafo assoclado. A matriz "MT

terada a seguinte forma:

L t
(nxn) O(nxp} I\:f(nxm}
t t
M =C = G(pxn} O(pxp) O(pxm) (163
Omxn)  Ztmxp) @ (mxm)
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Se o digrafo U for decomposto em seus componentes co

nectados fortemente, & facil ver gue cada um dos vértices "v," pa

ra n+l £ i £ n+p+m pertencerao a uma classe de eguivaléencia dis
tinta e unitaria (ja que cada um dos vértices “vj“ para n+1 £ j =
n+p possuirad apenas ramos de saida, e analogamente cada um dos
vertices "Vi" para n+p+l £ i £ n+p+m possuira apenas ramos de
chegada) . Este inconveniente pode ser contornado decompondo-se a
penas 0s vértices {v1 P ,vn} em suas classes de equivalenca Viyr
Vo roens r Vs ordenadas e enumeradas de tal forma gue se v, € Vi’

vy € V. e 1 < j, entdao nao havera ramo de "vb" para "Va“ em D.
Isto sera imediatamente conseguido ao se substituir a matriz "M"

pela sua submatriz Et e entao encontrar suas classes de eguivalen
cia {secao II.Z2}).

Os vértices {v v e,V serao partici dos
Vet 7 Vnao ’ n+p} P ona

de uma maneira diferente, conforme sera discorrido:

Considere a matriz GT dada por:

GT PR (17)

+ .
onde Gt e E sao as mesmas de (16}.

Defina os seguintes conjuntos de indices (para i=1,...

k).
Pi = {j: n+1 £ 3 £ n+p, lH(GT)jm £ 0 para algum = tal gue
v, E Vi} (18)
i
Q; = jf} pj (19}
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Ri = Pln Qi—? {203

onde em (20) Q & o conjunto complementar de Qim1 em relacac ao

i-1
conjunto de indices {n+1,n+2, ... , n+pl. Pode-se verificar que o
conjunto "Ri" como definido em (20) & o conjunto formado pelos 1in
dices dos vértices “vj" (para n+1 £ j £ n+p), tais gue exista uma
trajetOria de "vj“ para algum vértice de "Vi“, mas nao exista ne

nhuma trajetOria para vértices em,"vs“ gquande s < i. Deve-se notar

"HIn

que "Ri" pode eventualmente ser um conjunto vazio para algum "i".
Fazendo agora:
X, = {zj ' Vj 3 Vi} {27)
fl m{Fj , vj £ V.1 (22)
u, = {rj » J+n e R} C(23)

entdao as equacodes (la) podem ser colocados sob a forma (11a). E pa

ra encerrar o problema deve-se rearranjar as eguacoes (ib) na for

ma (11b). Para tantc, sera definida a matriz NT:
NT = [ET I NT] (24)

3

onde N* e EU sio obtidas de (16). Considere também, para i = 1,

...,k os seguintes conjuntos de iIndices:

Wi = {j: n+1 £ J £ n+m, [S{NT)Gj #0 para algum = tal gue
Ve € V5! (25)



k
Y., = U W, (26}

T, =W, NY (27)

onde em {27) Yi+1 & o conjunto complementar de Yi+1 em relagao aoc

conjunte {n+1 ,n+2, ... , n+m}. Pode-se verificar que o conjunto

"Ti“ como definido em (27) € o conjunto formado pelos indices dos

vértices "v." (com n+1 £ 3 £ n+m), tais que exista uma trajetdria

de algum vertice v, € Vi para "vj , mas nao exista trajetdOria de

it

nenhum vertice v, ¢ vV, para “vj guando s > 1.

B
E com
yi = {Wj ’ j+1’l £ Ti} (28}
hl = {Hj 7 j+n c T}'} ) (29)

as equacgdes (1b) poderao ser rearranjadas na forma (11b).

Desta forma, um sistema dinamico representado por egua
cGes do tipo (la-b) pode ser colocado na forma hierarguica (1la-b).

Por outro lado, deve ser dito gue este processo de particionamen

to gue acabamos de apresentar pode dar origem a subsistemas gue
nao possuam entradas e/ou saidas. Se cada subsistema tiver obri
gatoriamente dque possulr pelo menos uma entrada e/ou saida, suge

re—-se a utilizacao de outros algoritmos (como, por exemplo: M.E.
Sezer [8]). Os subsistemas originados por estes "outros algerit
mos" s3oc em geral maiores, e a escolha de um determinado metodo

devera naturalmente depender do contexto no qual o problema esta

inserido.
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II.4. CONCLUSOES

A seguir sera apresentada uma sintese do procedimento
de particionamento ora proposto, seguido de um exemplo ilustrati

VO.

. Procedimento para decomposicao de um sistema dinamico

"S" em subsistemas hierarquicamente interconectados:

Dado ¢ sistema S:

z = F{z , r , t} (1a)
S :
w = H(z , t) (1b)
coszRn,rLRpCWtRm

19 PASS0: Construcao da matriz de interconexio "C"

E G O
C = 18] 0 C
N O 8]

29 PASSO: Obtencao da matriz adjacéncia associada "M"

_Et 0 Nt
M:Ct#Gt O O
6] 6] o

3¢ PASS0: Obtencéo dos CCF's de Et. Reordenacido das classes de

equivaléncia correspondentes de tal forma que se vaE:Vi,
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vy E Vj e i > 1, entao 7 ramo de v

mos n?s : 1 - 2 - 3 - 4 da secao II.2}.

a Para v . (Algorit

49 PASS50: Faga

Et
GT w LI
Gt
e defina os seguintes conjuntbs {para 1i=1,...,k)
P; = {3: n+1 5 3 < n+p/3(GT)jq #0 para algum =|v_ ¢ v}
i
Q. = U P,
o521 3
= n Q
Rl P Qi~1
5¢ PASSO: Faca:
X, = {zj ,vj e V.}
fi = {F] ,Vj c Vl}
u =

69 PASSO: Faga

Nt

» 89

e defina para i=1,...,k o©s seguintes conjuntos de indices:
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W, = fi: n+e1 2 3 < n+m/3(NT)”j #0 para algum «|v_ ¢ Vi}
k

Yi = U W,
jei

T. = W, 0 Y,

i i i+
79 PASSO: Faca:
vy = {w. , 3+n ¢ Ti}
hi = {H,, j+n < Ti}

89 PASS0O: Reescreva as equacgdes (la-b) de acordo com as transfor

macoes dadas nos passos "5" e "7", O sistema tera entao

sido colocado na forma hierarquica, como desejado:

o
1

. u, , t)

E. (x] JEREAVE S IR i

i 1

<
|

= hi(x1 Poese n Xy , )

Apds a decomposicao a estrutura das equagoes do sistema

tera o aspecto apresentado na figura a seguir.
Observe que nao ha nenhuma perda de informacao durante

a utilizacao deste método, fato gue pode ser observado no exem

plo 4, dado a sequir,
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1 72 3 ) k 1 2 k
f1 . .
=L loo o
- T
. 3- . 0—} . A ':
i S
3. - O -}
L] i '} - - . .
: 1
. I' . . » t* * - L) - «
fk - . . ) » . - - . . . -
Y‘E *

e
N
- d

L
i it T
L)

-

.

-

L

Exemplo 4: Decompor o sistema representado a seguir em subsiste

mas hierarquicamente interconectados.
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%1 ~Fa(z1 1 2g 5 ¥4} ]
%2 Falzy 250 1y)

é3 F3{22 r 24 ' Zg ,r3)
é4 i F4(z3 v Z4 00 2y ,r2}
is F5{24 r Zg ,r6)

56 Felze s 2o 0 2g 4 T¢)
é? F7(z3 ' 2 rZg ,r4)
ig _Fs(zz rZg 4 Ty ,rs}
Fw}‘ -H1(21) ‘

w3 } Halzg 2y 0 25)

w3 Hylzg v 2q)

Wy, -H4(zz ,28) |

Solucao:

1¢ PASSQ: Escrever a matriz de interconexao "C":
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(=R o N -

o0 o

29 PASSO: Matriz adjacéncia

oo

o

6 0 0
0 0 0
0 1 0
1 0 0O
1T 1 0
c 1 1
6 0 0
0 0 0
O

0 0 0O
T 1 0
o 0 1
g 0 0

0 0 o
0 ¢ o0
1 0 0
1 1 0
O
0 0 1
1 0 0
¢ o0 1
0 0 ¢
1 0 0
0 0 O
6 0 O
0 0 1
0 1 0
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39 PASS50:

49 PASSQ:

59 PASSO:

Classes de equivaléncia reordenadas:

V4

{v1 ,v2 . V

{v6

}

g’

”{v3 P Vg Ve ,v7}

{9,10,11, 14}

{11,110, 14, 12}

{13}
{9 ,10, 11
{9, 10, 11
{9,110, 11
{9,10, 11
{12}
{13}

, 14}

, 12, 141}

, 12,13, 14}

, 141
’ [ %31
H X2 = x22
‘ *23
*24

I1.47

(ver exemplo 2}).

i [x3) = [x3q] = (2]



£q4 Fi £51 Fy

Evm Rz = fa) 7 By = fap | Faf 7 £y = [£3,1 = [F]
f13 ] |Fe £23 Fs

£34 Fq

g4 T4
Y2 Iy

u, = = : u, = [u21} = [r4] Puy o= [u31] = [?5]
Ui3 Fa
Uy Tes

69 PASSO:

W, = {9,12)
W, = {10, 11}
W3 = {11}
Y, = {9,10, 11,12}
Y2 = {10, 11}
Y3 = {11}
T, = {9, 12)
T, = {10}
Ty = {11}
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79 PASSO:

Yy %

-8

-~

R I

12711

137712

11711

hislxg,

£f..(x

217712

22721

23722

24 723

21 %21

(x

£
31°723

(x

31731

=
|

r %43

*t %42

r %43

13

21
22
23

24

22

31

24

—
b
N
—
[a—
|

[h

1
pumy
pung

¢ Uy

P u.{z)

P Uqg s Uyy)

» X3 1 Uyq
P Xgg 0 Ugo)
14)

¢ X193 ¢+ Uyy

¢ X930 Ugy
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ou vetorialmente:

N
il

hj(x1)

¥
i
m
o
W
ahy
M
]
=
ol
-
¥
N

»
H
Hy
3

?,XZ,XB,uq,uzfug’}
Y3 = h3{x1 rx2rx3)

De acordo com a sequéncia apresentada no capitulo I,
o processo de analise e sintese de sistemas de grande porte, se
gundo a abordagem proposta, deve ser continuado atravées de uma
analise minuciosa das interconexdes entre os varios subsiste —
mas. O objetivo de tal anadlise é verificar a existencia de con

digbes para a desconexao entre os varios subsistemas.

Aparentemente a maneira mais cdmoda de se conseguir
esta desconexao e através da adocdo de estratégias de contro-
le multiniveis (conforme Silijak [2], guando os vetores de con

trole "uy" dos subsistemas (11a-b) s3o divididos em duas par-

tes, de forma que :

. a primeira, atue a nivel de subsistema, ignorando

as interconexodes, e

a segunda, a partir de informacdes do sistema glo-
bal, atue no sentido de neutralizar as intercone -

xoes.
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Segundo esta filosofia, o vetor de controle seria anali

ticamente dado por:

uL.Local . uglobal

3 J ]
§ =2,k
onde u?lObal K. (x)
3 3
E o0 sistema "S" entdo desacoplado:
. %
X, = fi(xi ,ui) .
i=1,...,k (30) -
y; = hi(Xi)
0y 2 Py oy
com Xi £ R ¢ Uy € R e Y; € R para i=1%,...,k.

O problema todo e qhe, num caso geral, nao se pode garantir a
eliminacao das interconexdes, porque como dito na subsecao
II1.3.3, o metodo de particionamento proposto nao garante, por
exemplo, a existéncia de "entradas" para todos os subsistemas.
E mesmo gue todos os subsistemas tenham entradas, nao se pode,
em principio, garantir a eliminacao das interconexoes atraves
da estrategia multinivel acima. Qualguer gue seja o caso,quan
do esta desconexao ndao puder ser feita, deve-se tentar outras

alternativas, se o propbsito final & a decomposigao.

Para o caso de sistemas lineares invariantes no tem
po, pode-se tentar a forma candnica de Luenberger, gue apesar
de mais dificil de ser obtida, apresenta uma estrutura final
gue favorece a eliminacdo das interconexces atraves do esque-

ma de controle em dois niveis.
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Esta rapida discuss8o, nos mostra que a eliminaco
de interconexdes entre subsistemas & por si, s um problema

complexo, merecendo um estudo a parte, que ndo podera ser fei

to aqui.

Seguindo a sequéncia pré-estabelecida, devemos pas-
sar & analise individual de cada um dos sub-sistemas, utilizan

do as téecnicas a serem desenvolvidas no proximo capitulo.
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CAPITULO IIT

ANALISE E PROJETO DE CONTROLADORES DE  SISTEMAS

LINEARES MULTIVARTAVEIS NO DOMINIO DA FREQUENCIA

IIT.1. INTRODUCAO

IIT.1.1. Comentarios Gerais

O objetivo deste capitulo é apresentar uma técnica de
projeto para controladores de sistemas lineares multivariéve?s
com realimentacdo (SLMR), baseado no Maétodo dos Lugares Caracte

risticos de MacFarlane [10].

Sabe~se que as técnicés classicas de projeto baseadés
nos metodos de anidlise de resposta em Ireqtlencia (Nygquist e Bode)
foram e ainda s3o particularmente bem sucedidas, em razao de per
mitirem uma manipulagdo simultinea de parametros conflitantes
relacionados as especificagdes de projeto. Por outro lado, os mé
todos e técnicas via espaco de estado tiveram a sua forcga e ele
gancia derivados das propriedades algeébricas e geométricas dos
espagos vetoriais lineares. Da combinaciao das principais carac
teristicas destes dois enfoques, nasce a idéia do Método dos Lu
gares Caracteriéticos. E isto & consequido pela introducio e ex
ploracao das propriedades dos espacgos vetoriais lineares defiﬁi

dos sobre o corpo das funcdes de uma variavel complexa.
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Pode-se dizer que além do interesse intrinseco,existex

pelo menos duas razdes importantes para o desenvolvimento dests

método:

(1) Ele fornece uma técnica de projeto para uma ampla

classe de controladores multivariaveis de proces

sos industriais descritos por uma quantidade limi

tada de dados obtidos experimentalmente.

(ii) Ele fornece uma ponte entre métodos de espaco de

estado, tais como filtragem multivariavel e contrao

le otimo e métodos de resposta em fregliéncia ate

entdo restritos apenas a sistemas monovariiveis.

Seguindo a linha de apresentacio dos capitulos anteric

res, nas primeiras secoes deste capitulo foram introduzidos al

guns conceitos fundamentais a partir dos quais se desenvolve tc

do o corpo tedrico necessario para suportar os algoritmos e metc

dologias propostas.

ITT.1.2. Hipdteses Adicionais

No capitulo II vimos como decompor um sistema dindmico

de grande porte em subsistemas hierarguicamente interconectados.

E ja no final daquele capitulo sugerimos uma
eliminacao das interconexes entre os varios
da adocao de estrategias de controle em dois
tivo naquela altura ndo era outro senio o de
sistemas a fim de trabalhar em cads um deles

dos demais.

I1r.2
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Agora, nossa proposta & trabalhar a nivel de subsistemas, anall

sando e projetando controladores para cada um deles, utilizando

tecnicas de resposta em fregflencia para sistemas multivariaveis.

Desta forma, suporemos que os subsistemas resultantes

da decomposigac anterior possam ser colocados na forma:

S, : y.l(s) = Gi(s) . ui(s) . i=1,...,k

Uma vez que a técnica a ser utilizada & especifica pza
ra sistemas lineares, e os subsistemas "Si“ sao, a principio nao
lineares , devemos linearizar cada um deles em torno de seus
respectivos pontos de operacgac {e fazendo uma transformacac ae
coordenadas de tal forma gque a nova origem coincida com os poen

tos de operacgao de cada subsistema), teremos:

dx. = A, &x. + B, &u. 7 iz'l,...,k
i i 1 1 i
Syl = Ci 6xl

onde as matrizes Ai, B, e Ci sac dadas por:

{Bi) =
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Bha(xi)
(Ci)aﬁ -

2
X3

e como o ponto de operacao é considerado como a nova origem:

X; = éxi
u, = dui para i =1,...,k
_Yi = (Sy]'_

De forma que "Si“ pode ser colocado na forma:

De onde obtemos prontamente as matrizes de transferéncia para ca

da um dos subsistemas ”Si", dadas por:

1

.{8) =C., . {(sI - 7 LB, i = cee

Gl( ) i {sI Al) Bl para i=1, K
Conforme serd mostrado aportunamente, as matrizes de

transferencia "Gi(s)" deverao ser matrizes racionais.

Nas proximas se¢bes seridc apresentados alguns resulta
dos preliminares visando a definicdo da terminologia e notacgao a

serem empregadas a0 longo deste trabalho.

IIT.2. MATRIZES RACIONAIS
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I11.2.1. Terminologia

Uma matriz G(s} = [gij(s)} de dimensao (m x m) & racio
nal se seus elementos sao fungodes racionais de "s", e neste caso

m . :
(s). Todas as matrizes que encontraremos

mx
escreveremos G(s) ¢ R
a partir de agora neste texto, a menos que especificando em con

trario, serdo matrizes racionais.

O diagrama da Fig. 1 representa uma configuragdo pa
drao de um sistema com realimentacao. A partir dele apresentare
mos algumas das matrizes racionais mais utilizadas no estudo de

sistemas lineares multivariaveis.

r(s) + e(s) u (s} : , y (s)
——3O)——  x(s) G(s)

oy

H{s)
Figura 1
Terminologia:
mxm - . ~ .
G(s) ¢ R {s) : € a matriz de transferencia do proces
[-Te}
mxm - . - .
K(s) ¢ Rr (s) : &€ a matriz de transferéncia do contro

lador
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matrizes:

r{s)

H(s)

R(s}

O(s)

Lis)

F(s)

mxm(s)

' mxm(s)

mxm(s)

mxm(s)

mxm

: € a matriz de transfer@ncia do transdu

tor de realimentacao

€& a matriz de transferéncia do sistema

em malha fechada

€ a matriz de transferéncia do canal

(23

direto

€ a matriz razio de retorno

€ a matriz diferenca de retorno

A sequir listamos as principais relacdes entre estas
y({s}) = G(s) u{(s) (n
Q(s) = G(s) . K{(s) (2)
L(s) = G(s).K(s).H(s) = 0O(s).H(s) (3)
F(s) = I+G(s).K(s).H(s) = I+Q(s).H(s) (4)
R(s) = (T+GKH) ' .GK = (I+0m ™' .0

= F l(s) . Q(s) (5)
Sem perda de generalidade podemos considerar H{s) = I,

EJ

ou seja, realimentacdo unitdria, conforme diagrama da Fig. 2.

e(s)

u{s) y(s)

K(s) G{s)

Figura 2
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E as principais relagdes sao:

Q(s) = L(s) (6)
F(s) = I + Q(s) : (7)
R(s) = (T + Q)" .0=rF".0q (8)

II1.2,2. Fungoes caracteristicas

Seja Q(s) = [qij(s)} umg matriz racional, entao como
jad vimos os elementos qii(s} sao fungdes racicnais de "s", Isto

implica que para uma dada freqiléncia s =g, a matriz Q(si) sera

1 .
definida sob o corpo dos numeras conplexos, e portanto seus auto
valores certamente serdo ntmeros também complexos. Representafg
mos o conijunto de autovalores de Q(si) por qi(sq), com i=1,....
-+ ¢M. Vamos mostrar.que em um sentido genérico os autovalores de

Q(s) sao funcdes de "s". Para tanto, formemos a equagido caracte

risticas de Q(s):

det[g{{s} . I-Q(s)] = Alg,s) (9)

& facil nos convercermos que o polindmio em "q" acima, naoc pode
rd em geral ser expresso como um produto de fatores lineares em
"q". Desta forma, os autovalores de Q(s) nio serio normalmente

funcbes racionais de "s".
Em geral A{g,s) podera ser recduzido i forma:

A{qg,s) = Aj(q,s) .Az(q,s) . Ak(q,s) (10)
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.onde os fatores Ai(q,s}. L=1,...%x sfo polindmios irredutiveis
sobre o corpo das fungdes racionais em "s", e por conseguinte

da forma:

t, t. -1
i i
Ai(q,s) = qy (s)+—ai1(s). q; (s} + ... +« aiti(s)
para i=1,...,k (11)
onde "ti" € ¢ grau de A ld,s) e os coeficientes {ai. S A

-esk e 3 :1,...,ti

} 830 funcdes raciocnais de gt
Se bio(s} ¢ o minimo denominador comum dos coeficien
tes {aij(s) , 3 =1"”’ti}’ entao a eqg. (11) pode ser reescrita

na forma:

tj ti—i
- !
})io(si. a, o+ bi1(s) - 49y + "'i'biti(s) = { {12}
para i=1,...,k. Cs coeficientes {bi4(5} P i=1,0.0,K; Si=T.0...
-
+.,t,} s&o agora polindmios em "s"., A_ funcéo “qi(s)" definida

por (12) & uma fungdo algébrica. As fun¢Ges caracteristicas de
Q({s) sao, pois, definidas como sendo o conjunto de fungdes algé
bricas qi(s) para i=1,...,k , e desta forma estio relacionadas

ao conjunto de autovalores de Q{s). Para maiores detalhesxmnrmag

Farlane [11].

ITII.2.3. Superficies de Riemann

Uma superficie de Riemann & uma generalizagaoc do plano

-s a uma superficie de mais de uma "folha", de tal forma que uma
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:funcao.ﬁultivalente tenha um sé valor correspondente a cada p0ﬂ'
to nesta superficie. Ou seja, uma funcio multivalente se torna
univalente sobre sua superficie de Riemann correspondente, e deg
ta forma pode ser estudada utilizando~se a teoria das funcoes
univalentes. Pode-se dizer que as complexidades devido 3 multi

valéncia sido "suavizadas" por um dispositivo eoméetrico.
p g

NO presente contexto estamos interessados nas superfi
cies de Riemann associadas a funcoes algébricas, que por sua vez
originam-se de matrizes racionais. Suponha entdo que q(s) seja

definida pela equagéo:

b, (s} . q%(s) +bo(s) . q" V(g) 4 .., +b {s) = 0 (13)

Dado o grau desta equacgio e "t", entdo a cada valor de "s", esta
rao associados "t" valoreé distintos de q(s), exceto nos casos
em que: _

(1) by(s) = 0 (ja que neste caso o grau da eq.(13) po

dera ser reduzido), ou

(1i) a equagio (13) tiver raizes maltiplas.
Esta dltima situacdo ocorrerj quando o discriminante Dq(s) da eq.

(13) for nulo (ver Barnett [12]). A seguir, apresentamos algumas

defini¢des ainda relativas a eq.(13).

Definicao 1: Os pontos do pPlano-s para os quais

bO(S) 0 e Dq{s) # 0 sao chamados de

Pontos Ordinarios da fungdo caracteristica
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Definicao 2: Os pontos do plan6~s para os guais

bo(s) = {0 e/fou Dq(s) = 0 s3o chamados de

Pontos Criticos da Funcao Caracteristica

Definigao 3: 0s pontos do plano-s que verificam a equa

cao:

Dq(S) = 0 sao chamados de

Pontos de Ramificacao da Funcio Caracteristica

Na discussao que se segue, P representara o conjunto dos

pontos criticos e C o corpo dos nUmeros complexos.

Em qualquer ponto Qrdinérip do plano-s, a eq. (13) possui |

"t" ralzes distintas. Por ocutro lado, a teoria das funcdes alge
bricas assegura que em qualquer regido simplesmente conexa de C - P,
O0s valores da fung¢io caracteristica "g{s)" formam um conjunto de
fungbes analiticas. Cada uma destas fungoes recebe o nome de RAMO
da funcao caracteristica d{s). O principio da continuidade analiti
ca juntamente com alqumas propriedades das fung¢des algébricas nos

permite mostrar que os varios ramos de uma fungdo caracteristica

podem ser organizados de forma a constituir uma Gnica entidade :

a funcao algébrica correspondente.

Teorema 1 : Uma equacdo algébrica irredutivel da forma (13) define
precisamente uma funcio t-valente g(s) no dominio C-P.
Uma funcao elementar f(s) de uma variavel complexa "s" &

tal que:
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£ (s): cC » C

Ja uma funcao algébrica g(s) definida por uma equacao algébrica

da forma (13) é tal que:

g{s) :IR -~ ¢

onde IR & um dominio apropriado (ou superficie de Riemann}. Tal su
perficie é constituida por "t folhas do plano-s. Para a constru
¢cao desta superficie, estas folhas podem sef unidas das mais va
riadas maneiras, podendo inclusive haver a conexdo de duas folhas
que estejam separadas por varias out¥as. Embora tal construcao
nao possa ser realizada no espaco tridimensional, nio & dificil
dar uma descricao topologica perfeitamenté satisfatoria do proces
S0 requerido para a referida construgao. (Ver, por exemplo, Sprin

ger [14]).

Suponha que uma fungio algébrica g(s) possui "r" pontos
criticos {a1. a2,...,ar}, e que além disso eles sejam adequadameg
te unidos por linhas "L" (unindo dois pontos criticos, ou um pon
to critico e o infinito). Cada uma destas linhas recebe o nome de
"corte". Seja Il o conjunto dos nimeros complexos sobre "L", As
solugdes da eq. (13) definem um conjunto de "t funcées analiticaé
distintas {q1(s),...,qt(s)} no plano cortado C-Ii. Cada uma des
tas fungoes pode ser "analiticamente continudada™ no corte L. Do
principio da continuidade analitica, sabemos que se uma fungao é
nalitica satisfaz uma equacao algébrica em uma parte de seu dbmi
nio de definigdo, entdo ela satisfara tal equacdao em cada regido

onde ela for analiticamente continuads.
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Conclui-se entdo que:

(i) Existem apenas "t*" fﬁngées analiticas que satisfa

zem a equacao algébrica no plano cortado C-JL.

(ii) Cada "continuidade analitica® de quaisquer das fun
¢Oes analiticas {qi(s) :1=1,...,t} da origem a uma
funcao analitica que também satisfaz a equacgao aléé
brica da definicdo. Segue dai que o conjunto de fﬁg
cOes analiticas assoéiadas a um lado do corte A
deve:ser uma permutac¢do simples do conjunto de . fgg
¢Oes analiticas associadas ao outro lado do cortef.
Assim, podemos identificar e ligar adequadamente as
varias fun¢des analiticas (via por exemplo, conjun
to de valores calculados) que estio nos dois 1adés

do corte.

Considere novamente a eq, (13}, onde bo(s) £ 0 e bt(s) #

0 , entao:

Definicdo 4: Polos e Zeros de fungdes algébricas [19]:

Os valores de "s" para os quais bt(s) = 0 sao chamados
de zeros da funcdo algébrica q(s), e aqueles para os quais bo(s)g

0 sdo chamados de polos da funcio a(s).

II1.2.4. Diregles caracteristicos de Q(s)

Vimos que podemos associar um conjunto de funcoes algée
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bricas qi(s) a4 uma matriz racional Q(s} Por outro lado, sabemos
.que a cada fungao algebrlca q; (s) (autovalor) esta associada um
vetor wi(S) (funcdo de "s") cujos elementos sao funcdes algébri
cas que possuem as msmg superficies de Riemann que as fungoes carac
teristicas qi(sl. Os vetores wi{S)' i=1,...,k, si3o os autoveto
res de Q(s) associados respectivamente aos autovalores qi(s) pa

ra i=1,...,k, e sao chamados de direcdes caracteristicas de Qis).

(vide ref. [11]).

ITT.3. MISCELANEA

ITI.3.1. Expansoes diadicas

Em qualquer ponto ordinirio do plano-s a matrlz Q{s), de
finida anteriormente, pode ser colocada na forma diadica abaixo :

m t
Q(s) = ¢ q; (s} . w,(s) . v.(s) {15)

onde:

(i) As funcdes {qi(s) : i=1,...,m} sio fungdes analiti
cas cujos valores em qualquer fregfléncia s::s1 sao
os autovalores de Q(s1). Pode-se também dizer que o

conjunto qi(s) € o conjunto de ramos de todas as

funcoes algébricas associadas a matriz Q{s) pela eq.

"g",

(ii) Os vetores {w.,({s) : i= 1,...,m} formam um conjunto
i
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de funcgoes vetoriais, cujos valores em s =s1 cor
respondem aos autovetores de Q(s}).
(iii) Os vetores {vi{s) i i=1,...,m} s3ao os vetores du

ais ou reciprocos de {w.(s) : i =1,...,m!.
1

(iv) A expressdo (15} é definida em todos os pontos do
planoc complexo, exceto no conijunto formado pelos
pontos de ramificacdes de tédas as funcgodes carac

teristicas de 0O(s).

ITI.3.2. Lugares dos ganhos caracteristicos

Vimos que a cada funcdo {qi(s) : i=1,...,k} podemos as
sociar uma superficie de Riemann Ri. Denctemos por D o contorno

de Nyquist no plano complexo (Fig. 3).

Figura 3 - Contorno de Nyquist ("D")
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Agora desenhe uma copia de "D" em cada uma das "folhas-

"

-5

que formam as supcerficies RL' para i =1,...,k. Entio teremos
sobre cada uma das superficies uma curva fechada associada aokcog
torno de Nyquist. O mapeamento de tais curvas fechadas no plano-q
da origem a um outro conjunto de curvas denotadas aqui por Ni""

""Nk' que sao denominadas como os lugares caracteristicas de

Q(s). (vide para maiores detalhes [15]).

Na pratica os lugares caracteristicos sio gerados  pela
curva descrita pelos autovalores de Q(s) no plano complexo, a me

dida que "s" percorre o contorno de Nvaquist no sentido horario.
g yd

IIT.3.3. Generalizacdo do critério de Nyquist

Suponha que o sistema multivaridvel com realimentacgdo ,
mostrado na Fig. 4 nao possua modos ndo controldveis e/ou nao cb
servaveis em malha aberta, associados & freqtiéncias no semi-plano

complexo direito.

u{s) + e(s) y{s)
Q(s) -

His)

Figura 4
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@eorema : A configuracdo acima serd estavel em malha fechada se. e
somente se a soma dos envolvimentos do ponto critico ,
(-1,0)"no sentido anti~horario pelo conjunto dos luga
res caracteristicos de L(s) , for igual ao nimero total

de polos de Q(s) e H(s) no semi-plano complexo direito.

Uma vez que estamos trabalhando com a matriz razao de
retorno L(s), devemocs tomar cuidado, e considerar possiveis can¢g
lamentos entre zeros e polos dos elementos de Q(s) e H{(s}). (Para

prova e demais comentiarios deste critério, vide {111.)

ITI.4. ANALISE DA PERFORMANCE DE UM SLMR

IIT.4.1. Introducao

Consideremos novamente a configuracao multivariavel ,

com realimentacdo da Fig. 2 (repetida abaixo), onde G{s) & a ma

triz de transferéncia do processo e K(s) do controlador.

ris) + e(s) u(s) y (s}
K(s) G(s) >

D

Figura 2
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Sabemos que:

Q(s) = G(s) . K(s) (2)
R(s) = [T+017" . a(s) | (8)
e podemos facilmente verificar que se wi(s) € um autovetor (dire

cado caracteristica) de Qis), entdao ele também sera umautovetorjd&

recio caracteristica) de R(s). Além disso, para qualquer autovator

{funcao caracteristica) qi(s} de Q(s), existe um autovalor cor}eg
pondente de R(s) dado por {qi(s}/(14-qi(s))]. Desta forma, € ime
diato que se dois ou mais elementos do conjunto {qi/{!4—qi} : i=1,

...,m} forem iguais, entac o mesmo se dara com os dois ou mais ele
mentos correspondentes do conjunto {qi : i=1,...,m}. Em outras pa
lavras, isto significa que as superficies de Riemann associadas as
matrizes Q(s) é Ris) sao idénticas, uma vez gue elas possuem os

mesmos pontos de ramificacoes.

vimos na subsecao (III.3.1) gue a matriz Q(s) pode ser
colocada na forma diadica em todos os pontos ordinarios do plano

compiexo, ou seja,

m £ )
Q{s) = % qi(s) . wi(s) . Vi(s) (15)

i=1

Por outro lado, a expansao diadica de R(s) sera:

m qi(s)
R{s) = ¥ w, {s) . v,;/(s) (16)
L1 l-rqi(s)

o+

Estas expressbes serdo bastante Uteis no estudo subsequente.
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IXI.4.2. Resposta em freqfléncia em malha fechada

Voltemos ao sistema da Fig. 2. Suponha que o sinal de en
trada seja senoidal, ou seja facamos r{s) igqual a r{jw) . Neste ca

-s0, o vetor de saida do sistema em malha fechada sera:

m q; (Jw) t
y{jw) = oz wi{jw) . Vi(jw) » r{juw) =
i=1 1+ g, (Gw)
+ 9, (Jw)
= I Vi(jm) . r{jw) . wi{jw) (17)
i=1 1-bqi(jw)

Esta expressao da uma interpretaciao geométrica da maneira como o
sistema em malha fechada responde @ uma entrada senoidal. Senio ;
vejamos:
(i) O vetor de entrada r{jw) é decomposto nas direcgdes
dos vetores caracteristicos {wi(jm) :.i==1,...,m},e 

a compecnente. do vetor r(jw}'dirigida ao longo da i=-

ésima direcao caracteristica & dada por:
vEGw L () . w, G
i : i

(ii) A i-ésima coordenada do vetor de saida & ponderada

pelo i-esimo autovalor de malha fechada, ou seja:

q; {Jw)
{i-esima coord. saida) =

T o+ qi(jw)

{i-ésima coord. entrada)
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(iii) O vetor de saida y(jw) do sistema (em malha fecha

da) & dado pela soma das componentes do vetor fa

sor de entrada : vi. r dirigidos ao longo das di

‘recdes {wi(jm) t i=1,...,m}, devidamente pondeig

das pelos ganhos caracteristicos de controle, lou

seja:

qi(jw}

m t

y{jw) = I . Vi(jw). ri{jw) . wi(jw)
i=1 1+q, G :

(18)

A importancia desta expressao & que ela mostra como o

desempenho do sistema em malha fechada pode ser analisado em ter

mos do conjuntc dos lugares e direcgoes caracteristicas da matriz

de transferéncia de malha aberta Q(s). Em particular, se os méﬁg

los de qi(jm) s 1=1,...,m forem suficientemente grandes, de tal

forma que:

q, (jw)
1 .
= 1 para i=1,...,m
1+ qi(jw)
entao:
m t
y{jw} = pX wi(jw) - vy Owl) ¢« r(je)
i=1
de modo que
y{ijw) = r(jw)

ou seja, o sinal de saida seguira o sinal de veferéncia de perto.
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I1T1.4.3. Interacao

O termo interacgdo & usado para traduzir o efeito de aco
plamento entre os varios "canais" de um dado sistema. Em geral ,
para uma maior facilidade de controle, deseja-se que os sistemas
possuam um baixo grau de interacao, ou equivalentemente, que ape
nas uma determinada saida yi(s) responda significativamente a uma
'dada entrada ri(s), e que todas as outras saidas yj(s), j£1i, per

manegam indiferentes aquela entrada.

Fazendo s = 3w em (16) teremos:

qi(jw)

m t
R(jw} = £ wi{jm) - v {jw) : (19)

T-rqi(jw)

Suponha agora gque para uma dada freqllencia w = Wy s te
nhamos:
la; Go) | >> 1, i=1,...,m | (20)
Entao
m t
R(jmb) > j%} wi(jmb) .vi(jmb} = I So(21)

de onde concluimos que o sistema emmalha fechada & "nao-— interati

vo" nesta freqgfiéncia. Em baixas freqﬂéncias a condigao (20) pode

quase sempre ser consequida, bastando para isso que se imponha al

tos ganhos caracteristicos (em médulo).

Em altas freqllencias, entretanto, nao se pode aumentar

indiscriminadamente os niddulos dos lugares caracteristicos , ja
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‘que neste caso, além das poténcias enwolvidas aumentarem substan
éialmente, pode haver problemas com o critério de estabilidade de

Nyquist, gque usualmente exige que os médulos dos lugares caractg

risticos em altas freqiiéncias sejam pequenos. Desta forma, para
grandes valores de freqlléncia, digamos w = W s deve-se ter:
la; Gugdl << 1, i=1,..0m (22)

e de (16) com s::jma, vem

qi(jma}

m
. . t,.
R(jwa) = § wi(jma} .Vi(Jma}

i=1 "i'ql(](}.)a)

e levando-se em consideracdo a condigdo (22):

R(jma} -

. - t . .
qi(jwa} -Wi(jwa) -Vi(3wa) = Q(}wa) (23}

i

i=1

o que significa que apesar da realimentacido, os efeitos de acopla

mento em Q(jma) passarao integralmente para R(jwa}.

E claro que se conseguissemos um método gue fizesse com
que a matriz Q(s) se aproximasse da forma diagonal guando ]sl >,

entao o problema da interagido estaria resolvido.

Apresentaremos adiante uma maneira mais eficiente, ad
ponto de vista pratico, de se eliminar as interacdes em altas fre
glléncias. Tal maneira, conforme serd mostrado, surge de conside
ragoes geonmétricas, e é baseada na idéia de se tentar alinhar as
diregOes caracteristicas de Q(juw) com o conjunto de vetores cand

nicos, aqui representado por:
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Antes de apresentar o metodn, vejamos os fundamentos
tedricos para o seu desenvolvimento. Inicialmente,suponha que apenas  a

i-ésima componente do vetor de referéncia r(jw) seja excitada, ou

seja:
r{juw) = r; (Guw) . e, (24)
Por outro lado, & claro que se wi(jw) = e, i=1,...,m , entao:
Yy (jw) = R{jw) . r{ju) = r, (Ju) . R(Jw) . e, =
m g, (Jw)
s . (Guw) . = 12 w (u) . vo(ju) . e,
. io] pl
D=1 1T +q (ju) N
. P
e como wi(jm) =e; . entao:
t,.
vp(jw} - ey = éip

onde Sip & o delta de Kronecker.

Loge, pode-se escrever:

qi(jw)
v{jw) = ri(jw) . cow, (Jw) =
. i
T+q; (3w
qi(jm)
= r, (ju) . . e,
i . i
1-+qi(jw)

Desta forma, apenas a componente yi(jw} do vetor de sal

da responde a excitacdo r(jw) dada por (24).
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Isto nos permite concluir que se as direg¢des caracteris
ticas de Q(s} estiverem suficientemente alinhadas com os vetores
candnicos, entao teremos um baixo grau de interacic entre os va

rios canais do sistema em malha fechada.

O angulo formado pelos vetores wk(jm) e pelos vetores
canonicos {ei : i=1,...,m! pode ser tomado como uma medida do
grau de interacac. Este angulo é dado por;

_ |<wk(jw) . ei>l ;
0;{Jjw) = arc cos , (25)

l ka‘(jw) I l

onde por convencaoc "k" & escolhido de tal maneira gque w, (jw) seja
P k

aquele autovetor que forma o menor angulo com "e." na freqilen

Resumindo, em baixas fregiléncias a interacio pode ser
avaliada pelos.éngulos Bi e/ou pelos méduloé dos lugares carég
teristicos de Q(jw), e em altas freqﬂéncias pelos angulos forma
dos pelas diregOes caracteristicas de Q(jw) com os vetores candoni

cos. Atraves de um conjunto de graficos relacionando:

(i) Os mddulos de q; (Jw) versus "w" ; e

(i) Os angulos Bi(jm) versus "w" .

pode-se avaliar convenientemente a interacdo em qualguer interva

lo de fregfiéencias de interesse.
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‘Desempenho do sistema em malha fechada

A analise do desempenho do sistema da Fig. 2, confor&e

vimos acima, pode ser feita em termos dos lugares e direcgdes ca

racteristicas da matriz de transferéncia de malha aberta Q(s). va

mos agora estabelecer as condicgdes gerais para que o desempenho do’

sistema em malha fechada seja satisfatdrio:

(1}

(11}

(iii}

O conjunto dos lugares caracteristicos {qi(jw) :
i=1,...,m}, deve satislazer o critério de estabi

lidade de Nyguist.

Os ganhos dos lugares caracteristicos devem ser su
ficientemente grandes na faixa de freqléncia dese
jada para que o vetor de saida siga adequadamente

o vetor de referencia.

Para que os ganhos caracteristicos tenham os efei

tos requeridos, o conjunto de direcdes caracteris
ticas devera ser capaz de aescrever O espaco conm
plexo m-dimensional. Se o conjunto de diregdes ca
racteristicas for excessivamente distorcido, sera
necessario, conforme mostrado abaixo, usar um meio
alternativo (conjunto de ganhos principais) para

checar os ganhos do sistema.

Os angulos em altas freqg@iéncias formados pelas di
re¢des caracteristicas de Q(jw) com os vetores ca
nonicos devem ser suficientemente pequenos para
que as interaqées naquelas freglléncias sejam manéi

das dentro de limites aceitaveis.
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Se estas condicoes forem satisfeitas, entiao o autovalor
qi(jw) associado ao autovetor wi(jm)'que mais se alinha com o j-
ésimo vetor candnico ej, pode ser considerado como uma aproxima
¢ao razoavel (para efeito de discussio de desempenho) da funcao
de transferéncia entre a j-&sima entrada e a j-é&sima saida na fre
qiiencia angular "w". A resposta em malha fechada da j-ésima saida
devido a j-eésima entrada pode entio ser, analisada através de ins

?egées de graficos de resposta em fregléncia : qi(jm)Xw.

Se os autovetores de Q(jw) forem aproximadamente ortogo
nais, entao altos ganhos para {qi{jm) : i=1,...,m} asseguraréo
uma resposta satisfatoria em malha fechada, conforme equacgao (1?).
- Contudo, se os autovetores forem bastante distorcidos, ou se néo
exiétir um conjunto completo de autovetores (como em certos casés
de autovalores coincidentes), entidc ndo poderemos usar os autova
lores de Q(jw} para avaliar o desempénho do sistema em malha fg
chada. Em tais situagdes usaremos os conceitos de GANHOS PRINCI
PAIS e de DIRECOES DE GANHOS PRINCIPAIS. Os ganhos principais de
Q(jw) sao as raizes quadradas positivas dos autovalores de Q*(j@)
.Q(jw) . Denotemos os ganhos principais de Q(jm) por {vi : i=1,..
..,m} . E facil verificarmos que as seguintes propriedades .. sao

verdadeiras:

(i) v E R+ » Para i=1,...,m (R+ : reais nao negativos)
o llQ'mlll . .
{ii) vy = ’ i=1,...,m (26)
[ |1
onde "mi“ € o0 autovetor de 0*Q associado ao autovalor
2
v, o,
kN
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‘0s ganhos principais Vi.’ i=1,...,m forem ordenados:

<
1A
<
A
.
i
<

15V n 7

entio:

v, § *ilzll_ S v | (é&)

onde v = Q . e .

Justificativa:
yll® _ e*.0*.0.¢
2 2
el | lell
e de (28):
v% < 'e* LO*F L QL e < v2
2
|lel |
e dal:
W g_Lll!._l.__g\)m

[Tell

(iv) Os vetores {"mi" : i=1,...,m} formam um conjunto orto

gonal e sdo chamados de direcgdes de ganho principal.

As diregoOes principais formam sempre um conjunto de ve

tores ortogonais, o que faz com gque os ganhos principais sejam a

teis na avaliacdo da performance do sistema.

Observe que os vetores de entrada, de erro e de saida

sao relacionados por:
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entao:
—j—ll.Ll_ .
Uyll el el Tlel|
NE3R | le+y]] _L}gﬂlf_ll_l_ @+_J_1Lv_l_}*
| le | el
IIYll > 1 (29)
|[r|] 1 + vm

Dail veé-se que 0s ganhos principais de Q(jw) podem ser
utilizados para avaliar a performance do sistema em malha fechada,
mesmo quanao ©s autovetores de Q(jw) formarem um conjunto de veto
res distorcidos, ou gquando nac existir um conjunto completo de au
tovetores. Um conjunto de valores suficientemente grandes para
~0s ganhos principais do operador de malha aberta‘Q(jw) assegura
1q@e a saida y{jw) "seque" a referéncia r(jw} independentemente da

natureza dos autovalores de Q(jw).

ITT.5. COMUTATIVIDADE APROXIMADA E ALGORITMO DE ALINHAMENTO

ITI.5.1. Introducao

A analise da sec¢do anterior mostrou como o comportamen

to de um sistema em malha fechada pode ser discutido em termos dos
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 é”6irég5eS caiacﬁéfistiéés da matriz de transferéﬂéia | de
.maiha aberta. Desta forma, podemos obﬁer um conjunto de especifﬁcg
¢bes para um sistema em malha aberta, a partir de um conjunto éré
vio de requisitos para o sistema em malha fechada. A partir di;to
podemos elaborar o seguinte roteiro simplificado pafa o projeto

de um controlador‘K(s} para um dado processo G(s):

1. Estabelecer um conjunto de especificagoes de desempenho

para o sistema (malha fechada).

2. Converter estas especifica¢Oes para as eguivalentes  em

malha aberta.

3. Projetar o controlador K(s) de tal forma gue Q{s) = G(s).

K(s) .

A seqtliéncia de projeto acima nio & tio simples quanto pa
rece, uma vez que em geral nao sabemos como os autovalores {autove
tores) do produto Q{s) = G{(s) . K(s} estao relacionados aos autova
lores (autovetores) das matrizes G(s) e K(s). Existe , entretanto,
uma excegao para esta situacao, que ocorre quando as matrizes em

questdo comutam, ou seja, quando:

G(s) . K{s) = K(s) . Gis) : (30;

Isto acontece se e somente se as matrizes G(s) e K({s) tiverem o
mesmo conjunto de autovetores. Em tal situac3do, os autovalores do
produto G(s).K(s) serao os produtos dos autovalores de G(s) pelos
de K(s), de tal forma gque dois autovalores s serao multiplicaéos

entre si se eles estiverem associados ac mesmo autovetor.
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Conforme ja discutido, as funcdes caracteristicas de uma

matriz C(s) nao sdo, em geral, funcdes racionais_de "s". Dai, nor
malmente n&o ser possivel a construcao de controladores realiza
veis K(s) que comutem com G(s) em uma fregiiéncia "s" qualquer.Além
disso, mesmo quando possivel, tais controladores sio desnecessaria
mente complicados. Para superar estas dificuldades, investiguemos
a possibilidade de usar controladores que sejam "aproximadémente

comutativos" com o processo para determinados valores de freqgfiéncia.

Para tanto, suponha que a matriz controladora K(s) seja

da forma:

K{s) = A , Ak{s) . B (31)

onde "A" e "B" s3o matrizes reais e Ak{s) €& uma matriz diagonal

racional. Expandindo K(s) em forma diadica, teremos:

m
K(s) = % k.(s) .. a. . bt
3=1 ] B ]
%
onde: PR
A = {a1 A, ... am} e B = E
bt
L T m
De forma gue:
m t o t
= Gi{s).XK(s) = ) As).w, (s8).v. (s . L k.(s).a..b. }=
Q(s) (s) (s) o g; i ) Vl( ) i i ) aJ by
m t t
= z gi(s).k.(s).{v.(s}.a.}.{ w. (s).b.} (32)
i,3=1 ] i ] 1 ]

Agora suponha que para algum valor de fregfiéncia s =8, OS ve?g:

t . . - :
res a, e bi sejam aproximac¢oes razoavelmente}xmsck>aHUWeuxrwi{se)
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e v e s :
reciproco vi(se) respectivamente, ou seja:

wi(se)

a; # |
para i=1,...,m
t 't
by = Vi(se)

Veja agora o© gue acontece gquando aplicamos Q(se) Sobre wi(se)::

m . ‘
. t t 3‘
Q{se).wi{se) = . ;21 qk(se)-kj(se).{Vk(se).aj}.{wk(se),bj}.wi(se)
zgi(se}.ki(se).wi(se) (33)
Observe que
t e ' t N
Vj(Se) - ay = éij e pj .wi(se) = 6ij

Se os vetores complexos wi(S) e'vi(s) forem tais que:

wi(s) = ay
t -
Vi(S) = bi

para algum s =S, entac adicionalmente tem-se:

(i) Os conjuntos de autovalores e de autovetores recipro

cos do sistema compensado serdo aproximadamente iguais
aos conjuntos de vetores reais {ai b i=1,...,m} e (b

i=1,...,m}.

(ii) Os autovalores da matriz G(se).K(se) (sistema compensa
do) serao dados aproximadamente por gi(se).ki(se} para

im1'...,ml
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'Q“météde'desenﬁélvido”§5£a aEmanipulagéo dos lﬁgarésfcg
racteristicos da matriz de transferé@ncia de um processo G(s) sefé
.baseado na introducao de controladores K(s) chamados apropriada
mente de “"controladores aproximadamente comutativos". A  estrutu

ra de tais controladores, como ja antecipado, é&:
K{s) = a . Ak(s) . B (34)
onde as matrizes "A" e "B" sao reais e escolhidas de modo gue a

matriz K(s) comute aproximadamente com G(s) em alguma freqglencia

previamente escolhida. Na proxima subsecio veremos come escolher

as matrizes "A" e "B" com tais propriedadés. A matriz diagonal
Ak(S) = diag{ki(s) » i=1,...,m} deve ser tal que:

qi(s} 2 gi(s) . ki(s) ~ para __i: Tie-0,m (35)
para s = s_.

A qualidade dos resultados fornecidos por este método
dependera do grau de alinhamento entre as diregées .caracteristi
cas e os vetores candnicos. Além disso, o intervalo de fregfléncias
sobre o qual o "ajuste” dos autovalores sera valido, dependeri da
taxa de variacdo das direcoOes caracteristicas. Em geral, pode - se
esperar gque o controlador aproximadamente comutativo dé bons re
sultados em algum "entorno" da freguéncia "s" escolhida. Aconse
lha~se evitar a aplicacao do controlador aproximadamente comutati
vo nas proximidades dos pontos de famificagées, uma vez gue ai os

autovetores se apresentam bastante distorcidos.
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.mpprocedlmento-dé7allnhamento"ﬁaré“a substituicdo

' bases vetoriais complexas por bases vetorials reais

Suponha que a decomposicéo espectral de G(s) seja dada

por:
G(s) = W(s) . Ag(S) . Vis} (36)
onde )
v?(s}
VS(S)
W{s) =-Iw1(s) : wz(s) t S wm(s)} ;. Vis) = .
vt(S)
= m ™
e Wi(s) = V*1(S)T Sem perda de generalidade pode-se considerar gue
os vetores w; (s) estejam normalizados, isto &: ]|wi|l= T, i=1,...

.l'm.
Se xi(s) € um vetor qualquer de comprimento unitirio .

entao xi(s) sera exatamente equivalente a wi(s} se e somente se:

vis) . x;(s) = e, ' (37)
Observe que a medida que o0s vetores xi(s} e wi(s) Vao se desali
nhando, © i - ésimo componente de Vis).x,(s) vai diminuindo em fg
lagcao aos outros, que agora véo se tornando diferentes de zero .
Desta forma, pode-se tomar a relagao entre a magnitude do i-esimo
componente do vetor Vi{s).x;(s) e as magnitudes de todas as outras

componentes como uma medida do grau de alinhamento de um dado ve
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X, com o vetor w; (s) desejado. Isto nos leva a tomar como uma

medida do grau de alinhamento entre os vetores “ai" e “wi“ o quo

‘ciente ¢i dado por:

|<vi,ai>lz

_ ¢i - : (38)
m 2
P |<V.,a.>|
. 3771
J=1
j#éi
onde {VE : i=1,...,m} @€ o conjunto de vetores duais de {wi : i=1,

ee.,ml.

Observacoes:

(i) Os argumentos dos vetores wi(s) e vi(s) estao sendo omi

tidos para nao sobrecarregar a notacgio.

(1i) Uma vez que todos os vetores duais {vi disl,...,m} to
mam parte na expressao (38), entdo maximizar ¢ signifi
ca nao sd alinhar a; com w., mas ortogonalizar. tanto

quanto possivel o vetor a; com os vetores wj, J#i.

(iii) Os vetores {ai :i=1,...,m} que maximizam respectiva
mente as funcoes ¢i : i=1,...,m formam uma base veto
rial real que "mais se aproxima" da base vetorial com

plexa {wi;...,wm}.

Agora sera mostrado como escolher um vetor real “ai"que

maximize o gquociente ¢i dado pela expressiao (38).

Sabemos que:

<y 2 i
<yvr.,a, > = <V_.,a,> . <V.,,a.,> =
V3} i ! Jr i ]' i
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Separando as partes real e imaginaria de "vj", tem-se:

V = 0 -
j T %yt By
{40)
ot t
* = - . :
v a} J BJ
Substituindo (40) em (39), vem:
2 t . t . .t _
]<vj.ai>| = ai.(cxj + 3 Bj).(aj-J Bj}.ai =
.t 2 t 2t t t
= (ai.aj) +(ai.8j) "aif(aj'aj +Bj .Bj).ai
{41)
fazendo
t t _
Ci = Qg . oag o+ Bi . Bi {(42)
m
D. = ¥ C. (43)
i 5=1 3j
j#i
e a funcao ¢i fica:
a? .Ci . a
b, = ——= = (44)
i
t D a
&3 Y108y

O problema agora € encontrar um vetor real "ai" que maximize a fun
cao ¢i. Para tanto, derivemos a funcao $i em relaclo a "ai" e igua

lemos o resultado a zero:
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. L £ . £ -
2.Ci.ai.(ai.Di.ai)-vZ.Di.ai.{ai.C,.a )

1 i . 0:
(ai.:.D,a.)2 5
iTTiT4
de onde: ’ |
' t t
c..a..(ai.D..ai) =D .ai.(ai.c,.a )
aE.Ci.a.
ci.al = n . Di.al
a..D,.a
iTTiTTd
Cj-a; = ¢;.D;.a, (45)
assumindo que D, seja nao singular, temos:
o1 -
. 'Ci'ai = ¢i.ai (46) -
e o valor de o, sera:
max
o, = (07" L c.l (47)
i max i 1

Assim, o vetor real "ai“ que maximiza "¢i" & exatamente
-1 . . -1
o autovetor de Di .C associado ao autovalor maximo de Di 'Ci' Os
i

vetores "ai assim gerados serao sempre reais, uma vez gue as ma

trizes C; e D, sdo reais e simétricas. Ao passarmos da expressao
(45) para a (46) assumimos que D; fosse ndo-singular. Serd mostra
. do adiante como proceder quando Di for singular. Sera também apre

sentado um algoritmo para a obtencao da base vetorial real‘?V'qﬁe

substitua uma base complexa G(sg}
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O problema da determinacioc de vetores reais "bi" gue

substituam o0Os vetores reciprocos "v, & exatamente o roblema
_ P

i
dual deste gue acabamos de examinar. Observe que o vetor "bi"prg
curado deve ser tal que faga com gue bi.w seja tao proximo quan
to possivel do vetor canbnico "ez"; desta forma, uma simples trans
posicdao sera suficiente para que o problema se apresente exata

mente como no caso anterior.

III.5.3. Um procedimento de alinhamento multi-fregfléncias

O procedimento de alinhamento que apresentamos na sub-

secao anterior bhaseia-se em um unico valor de fregiléncia, s=juw,.

Deve-se esperar portanto gue a base vetorial real "A" gerada,subs
titua eficientemente a base vetorial complexa apenas em algum in

“mo". Este fato pode se agravar

bastante se, por exemplo, a taxa de variacao das bases vetoriais

tervalo de freqtiéencias contendo

" 1

complexas for alta nas imediacgoes de w6y

Em tais circunstancias, como ja dito, deve-se evitar

a escolha de fregliéncias "mo' proximas as criticas (fregtiéncias

correspondentes a pontos de ramificagoes). Por outro lado, ao e

vitar-se tais freglléencias, pode-se estar selecionando alguma fre

" Lig

0
nalmente escolhida. Assim, por exemplo, se o algoritmo de alinha

gliéncia "w" muito acima ou muito abaixo da fregliencia " origi

mento fosse utilizado para w, <<< W OU para  w, >>> Wiy s os

resultados poderiam deixar muito a desejar para w >> w, €/ou pa

0
ra w << wge respectivamente.
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Para suéérar esta dificuldade, o procedimento de alinhg
mento serd extendido, de modo que ele produza uma base vetorial
real que seja uma aproximagdo tao boa quanto possivel da base ve
torial complexa-em questao, para "t" valores distintos de freqdén
cias. Vejamos como conseguir isto:

Se "ai" fosse oxatamente iqual ao i-Csimo autoveotor
“wi(jw)“ nas fregléncias Wy Wopuesr @y , entao cada um dos veto
res V(jwk).ai para k=1,...,t seria igual ao i-ésimo vetor candni

co e; € portanto o vetor Ei definido por:

E. =

p, - Vijw, ) . a,
K k K

t
Z
_ i

1

L

seria paralelo a "e, {pk sac constantes reais de ponderagéb). Da
do que as componentes de Ei sac somas geométricas de quantidédés
complexas da forma pg. v;(jwk).ai , entiao a reciproca nao é verdg
deira, ou seja, se Ei & paralelo a "ei",'entéo nao podemos aﬁig
mar que "ai" seja igual a wi(jw) para Ww=uw, k=1,...,t. Por este
motivo consideraremos as somas dos quadrados dos mddulos dos ter

mos pk.vztjmk).ai e definiremos Ei como sendo o vetor que contém

estas somas como seus elementos, ou seja:

Lt 2]
L olpy - v ijn ) . a,
k=1 k 1 k i
€
| 2
Ei = pX ka. vz(ka) .ai|
k=1
t
t,. 2
Eolpy, - Vo (3w, ) . a,|
”k=1 k m k i |
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A proximidade de “Ei" em relagio a "ei" da uma medida
do grau de alinhamento entre os vetores "a;" e "w,(jw)" nas vizi

nhancas das fregliencias Wy s k=1,...,t.

Para encontrar o vetor "ai“ gque mais se ajusta ao vetor

wi{jw) nas fregliencias wy r COM k=1,...,t, deve-se resolver o se¢

guinte problema de maximizacao:

t 5
. oy Ok - levy G pay |
Max ¢, = _ (48)
a. t m
* z pi 5 |<v (Jwp ) ra >[2
k=1 Zz=1
z£1
Fazendo:
v, Qw ) = a; Gu ) + 3 By (3w)
C. (o) = a. (Juy) o Gu) + 8. Gu) o+ 85 Guy)
g Vw ) = oy 3ol wa 0wt + Py L 7o By Ly
m
D, {(jw.) = & C _(3uw.)
i k g=1 q k
g#i
dai
t
. k51 Py - @; .Ci(3mk) . a
(bi:
t 2
v opl.a; D, (Ju) .a,
k=1 k i k i
ou ainda £ =
- ai -Ci .ai
@i’“ - {49)
at D a
E A T |

onde:
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- 2 _ :f
Py Ci(Bwk)

2 .
. P Di(]wk)

@]

}-l

1l
ot et

k

As matrizes C; e Di agora aparecem como fungoes de "w", que de fa

to sao.

A fungao objetivo ¢, tem a mesma forma que ¢; e portanto
a solugao Otima "ai" pode ser obtida diretamente da eq.(46). desde

que C; € Di sejam respectivamente substituidas por C, e Di'

O procedimento de alinhamento extendido permite projetar
controladores para atuarem sobre um intervalo de freqléncias maior.
E claro que os controladores projetados sequndo o processo de ali-
nhamento multi-freqliéncia, embora apresentando um melhotr desempe-
nho global, tenderao a ser menos eficientes quando considerados 1o
calmente, ou seéja, no entorno de alguma freqliéencia especifica. Po
de-se dizer que existe um compromisso entre o desempenho global e
lécal. A ponderagdo dos intervalos de freqléncias para os guais de
sejamos ou necessitamos de um alinhamento mais acurado sera feita
mediante a escolha apropriada dos fatores de ponderagao "pk".. No
caso de ajustamento de autovetores de sistemas proprios, a escolha
de "pk" deve ser feita com cuidado, uma vez gque se pk:=1, para k=
1,...,t, entdo as baixas fregtiéncias tenderéo a dominar os calculos.
Os valores de pp devem portanto ser escolhidos de modo a compensar

as atenuacdes dos sistemas para as altas freqlléncias.
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FTI.5.4. Um método alternativo para o alinhamento

O problema de alinhamento, como mostrado nas duas élti
mas subsegOes, pode ser reduzido a um problema de autovalores/ au
tovetores generélizado. 0 método proposto para a maximizacéo das
funcgoes éi e ¢i depende da nao singularidade de Di e de Bi respec
tivamente, e 1isto pode trazer algumas dificuldades. Por esta ra
zég sera apresentado um método alternativo de alinhamento baseado

na técnica dos minimos gquadrados.

Vimos gue se a; = Wi, entao:

V(jm).ai = e,
Observe contudo que V{]juw) & uma matriz complexa, e portanto V{(jw).

aj sera um multiplo complexo de e, mais um erro e;, ou seja:

V.a, = exp(jdé;).e. + ¢, (50)

1
onde Si & um angulo. Novamente, para evitar uma notagao muito car
regada, os argumentos {(jw) serao omitidos. Na eq. (50) tarto a; s
quando & sio variaveis independentes, e devem ser escolhidas de
modo a minimizar O erro g, Ou alguma funcgao conveniente deste. Um

indice de performance adequado pode ser, por exemplo, a norma de

€40 ou seja:
vy = |3eiH = el - &g (51)
besta forma, de ({50} vem gue:

e, =V . a; - exp(jdi} . e (52)

i

e com (52) em (51), temos:
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t * _ o t - . -
,(ai .V exp ( jéi) .ei).(V -a, exp(]éi) .ei)

<
ol
i

t . £ . t
— * - -
wi = ay SVE LV .ai exp(jéi} .ei Y/ .ai exp(jéi) .ai .

V* . e, + 1
i

t

. t . .t
_ % -~ . e
vy o= ay VLV .al exg jGi) - V{-ay exp(jﬁi) . a

T S
i i+

{53}

Derivando-se ¢i em relacao a "ai" e "Gi", teremos seus

pontos singulares:

Wy . . ot .
= [V*¥ , V+ (V¥ . V)] .ai-exp(—jéi). v, =
da, _ o
exp(jé;) . ¥, =0 (54)
30 .
i . . t - . t 5
~gg"m-z j.expi(=38;) . v, . a;, =] .exp(]éi} saj v, = 0
i
{55}

Reutilizando a notagao empregada em (40}, (42) e (43) ,

tem—-se:

vk . V= (VF.V) = [v

g % Vg Tesed v 1 . l..5. =

i
<




e m ;
=a1.a.+{%i-8i + jET (qj-a.+fi’>3.6j) =C1+ Dl
J#1
de forma qgue:
(v . v+ (v*. )5 - 2. (C,+D) =D (56)
com {56) em (54} vem:
D .ai-exp(uqﬁi). vi-exp(}§i) PV, o= 0
dai _
-1 ) ) _ :
a; =D . [exp{-]@i) . vi+exp(36i) . V:E.] (537)

e com (57) em (55)

. t -1 L . —
. exp{«—joi} s Vi D (exp(-—jéi) -Vt exp(joi) . vi) -

. . - t . -1 —
- j.exp(jﬁi).(exp(wjoi).vi+exp(jc%i).\,§).D SV o= 0
. t - t o -1 = t -1 -
exp(—2j§i).vi-D -Vvy*tvy.D LV, -V D A
. -1 =
* —

exp(236i} .Vi.D vy =0

exp(-236.}) . Vt . D~1 v, —exp{2jd.) . v* D«1 v, =0
i i Ui i’ tic Vi
(58)
e fazendo v .D ' . v, = 0 exp{jy.,) em (58), tem-se:

i - vy i pPiJy, ’ :

Py - exp{-j(Z.(‘Si—yi)) - Py .exp_6+j'.(2.51-Yi}) = 0

exp(j(2.6;-v;)) —exp(J(2.8,-v4)) = O

e lembrando que
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exp(j8) - exp(-j8) -

2.5
entio:

exp(j(2.8;-v;)) —exp(~j(2.85-v,)) =2.3.sen(2.6;~v;) =0

e o valor Otimo & dado por:

Y.
i .

51 = {59)
2

Substituindo (59) de volta em ((57), teremos finalmente

o vetor “ai". Isto encerra o processo de alinhamento uma vez gue

as solugoes "ai“ minimizam o indice de performance b, e sao dadas
por:
A= [a, . a, & tal =0 .t expi=3.1/2.y) +
DL SN S - Ve expl=g . - Y
v* i expl(i 1/2 . 1)1 (60)
onde
y;idiag[yi} \ & o arqgumento dos elementos diagonais.

1

da matriz V.D .Vt, conforme (58}.

Como na subsecdo III.5.2, este método também pode resol
ver o problema dual de encontrar uma base vetorial real B que mais

se aproxima de V no sentido de minimizar a "matriz erro" E em:

B.W = exp(j.diag{éi})-rE (61)

E como podemos ver, uma simples transposiciao nos devol

ve um problema exatamente analogo aquele que acabamos de analisar.
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III.S.é; Algoritmo de Alinhamento

Para encerrar esta secdo serao apresentadas as linhas ge
rais de um algoritmo de alinhamento capaz de gerar uma base veto
rial real "A" a partir de uma base vetorial ecomplexa W(s), com a

sequinte propriedade:

A = W(s) para s = jw

Vale a pena ressaltar gue deste algoritmo dependera to

do o método de projeto a ser apresentado na proxima subsecao.

ALGORITMO 1:

-~ OBJETIVO : Obter uma base vetorial real "A" que subsﬁi

tua uma base vetorial complexa "W{jw}".

-~ ENTRADAS : - A base vetorial complexa "W(jw)".
- As fregflencias de operagoes w = Wy e k=1,
eee,t.

- 0s fatores de ponderacgao Py v k=1,...,t.

- SAIDA : A base vetorial real "A" tal que A =z W(ju).
PASS0O 1: Calcular W(jwk) , para k=1,...,t.
PASSO 2: Calcular V(jwk) = w“1{jwk) para k=1%1,...,t e escrever:
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para K=1,...,%t.

PASSO 3:

PASSO 4:

PASSO 5:

t e t,
v1(3 k) aj(J k)
£, . £,
Vz(jmk) az(JLﬁk)
V(3wy) = cee | = . g
1! T, )
v {juk) am(su-k)J
iF t=1 THEN GOTO 4
ELSE GOTO 9
Facga:
- t ' B a4 =
Ci = ui . ai + Bi . Li para i=1,...,m
m
Di = ‘E Cj para 1 =1,...,m
=1
j#L
t Resolucao dos problemas:
a: . Ci . ai
max ¢i = para i=1,...,m
a, t
i ai . Di . ai

Calcule det{Di}

IF det{Di] £ 0

THEN GOTO 7

ELSE GOTO 6
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t=1 THEN GOTO 11

ELSE altere convenientemente “pk"

GOTO 9

PASSO 73 Obter D;1.Ci para i=1,...,m

Calcule X il para i=1,...,m
max i i

~1 - .
Obter o autovetor "zi“ de (Di .Ci) associado ao autovalor

-1 . '
}\max[Di .Ci] para i=1,...,m.
PASSO 8: Facga a; = zi para i¥=1,..f,m
e
A = {aT - a, R am}
GOTO 17

PASSQO 9: Para k=1,...,t FACA:

]

C; Guy) = ag Guyd - af Guy) +8; Guy) - 85G0)

para i=1,...,m.

Di(jwk)

1
TR - |
3
£
)
=
-
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PASSO 10:

PASSO 11:

PASSO 12:

PASSO 13:

PASSO 14:

Faca ¢, = C,

Faca D = 2.

IF det([D] # O

Faga

pi. exp(jyi}

Y= dlag{Yi}

(C1+{)1

)

calcule o}

THEN
GOTO 13
ELSE Altere a fregiterncia de operacao "uw
GoTO 1 ;
t -1 .
= V. D -V para i=1,...,m
[ ]
Y, 0
0 Yo

H

Calcule as matrizes:

exp{-i Y/2)

’

exp(j v/2y ; V- e V*
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PASSO 15: Calcule a axpieéééo:w

vt .exp{-3j v/2} + V* [ exp(] v/2)

PASSO 16: A base real "A" & dada por:

. - - ""1 t .
A = {a1 DA, to... o am]==D LAV oiexp (=31 v/2) +

vx . expl(j v/2)]

PASSO 17: FIM ;

111.6. UM METODO DE PROJETO BASEADO NCS LUGARES CARACTERISTICOS

III.6.1. Introdugao

A andlise apresentada até aqui permite estudar a estabi
lidade e a performance de um sistema linear multivariavel com rea
limentacdo através dos lugares e direc¢des caracteristicas da ma
triz de transferéncia de malha aberta do sistema, dada por Q(s) =
G(s).K(s}. Dando continuidade a este tipo de abordagem, vamos a
presentar uma técnica de projeto baseada na escolha da matriz con
troladora K(s), que uma vez inserida no sistema promova uma alte
racio nos lugares e direcgdes caracteristicas do sistema de modo
que eles passem a apresentar um determinado conjunto de proprie
dades.

Antes de entrar em detalhes do método, vamos sumarizar
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revemente as propriedades que os lugares e diregdes caracteristi

cas de G(s).K(s) devem apresentar.

(i)

(ii)

(iii)

Os lugares caracteristicos devem satisfazer o crité

rio de estabilidade de Nyquist.

Os ganhos dé todos os lugares caracteristicos devem
ser convenientemente grandes para baixa interacao e
para gque © sinal de saida siga adeguadamente o si
nal de referéencia (tracking), em quaiquer fregtién

cia.

Em altas fregténcias os ganhos dos lugares caracte
risticos nao podem, em geral, ser grandes, uma vez
que isto levaria a violagda do criterio de estabili

dade de Nygquist.

Para reduzir a interacdo em altas freqgfiencias nao

se pode aumentar demasiadamente o ganho, deve-se ao
invés disso tentar o alinhamento das diregdes carac
teristicas de @(s) com o conjunto de vetores candni

COS.

Do exposto até aqui, vé-se que a idéia central do méto

do dos lugares caracteristicos deve basear-se em ferramentas que

possibilitem a manipulacdo:

(1)

(ii)

dos lugares caracteristicos de Q(s} ; e

das diregdes caracteristicas de Q{(s).

A sequir, sera mostrado como processar tais manipulacoes.
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- AR = B : :
‘rara a manipulacaoc dos lugares caracteris

A_éss%pcia do procedimento para a manipulacgdo dos luga
res caracteristicos esta, conforme veremos, no algoritmo de ali
nhamento que apresentamos na subéecéo ITT.5.5, Desta forma, o©s re
sultados obtidos aqui dependerac enormente da "qualidade” das ma

trizes geradas por aquele algoritmo.

ALGORITMO 2:

-~ OBJETIVO : Manipular os lugares caracteristicos de Q(s).

- ENTRADAS :-Matriz G(s)
—-Conjunto de especificagbes a serem  satis

feitas pelos lugares caracteristicos de Q(s}.

- SATDA : Controlador "Ka" .

PASSO 1: Selecionar a(s) freqlléncia(s) de operacio (des)

W =w . , para k=1,...,t

PASSO 2: Obter a expansdo diadica de G(jw) nas freqgliéncias sele

cionadas:

Giw) = Wim) - A lw) - V(Guy)

PASSO_3: Utilizando o algoritmo "1" encontrar uma base real "A"

tal que;
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PASSO 4:

PASSO 5:

PASS0O 6:

PASS0 7:

Utilizando novamente o algoritmo "1" encontrar a
real "B" tal que:

B = V(ka)

Especifique os elementos ki(jm}_de tal forma que os
res caracteristicos q, (jw), dadas por:

qi(jw) = gi(jw) . ki(jw} para Li=1,...,m

possuam as propriedades desejadas.

O controlador procurado e dado por:

Ka = A . P‘-k(s) - B
onde

Ak(s) = diaglk, (s), kz(s),...,km(s)]

FIM

-

base

luga

IIT.6.3. Procedimento para a manipulacdo das direcdes caracteris

ticas

Se fosse possivel projetar um controlador Kh(jw}tﬁl.éue_

Kh(jw) = G_q(jm) para todo "w", entdo:
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Khijm} moriam ealas: o

(ii) Todas as diregoes caracteristicas de G{jw).Kh(jw)wse

alinharam com ©os vetores candnicos.

E ¢laro que em geral nao podemos realizar um controlador
com estas caracteristicas, uma vez que além de requerer caracteris
ticas excessivas de avanco de fase, ele requereria ganhos caracte
risticos arbitrariamente grandes em altas freqiiencias. Felizmente,
do ponto de vista pratico & suficiente que K, (jw} seja aproximada
mente igual a G“1(jw) apenas em algum intervalo contendo a freqlen
cla w = wy escolhida. Esta & a estratégia a ser adotada, ou ;eja .
construiremos um controlador Ky independente de "p" gue seja apro
wimadamente igual ao controlador ijfjm} na fregfiencia de operacao.
Considerando—se gue o0s vetores da "base" Gm1(jm) sdo fungdes contl
nuas de "w", entldo é razcavel admitir que a base constante "Kh" es
colhida permancega aproximadamente igual a base Gpi(jw) em uma Vi

zinhanca de Wy e

Se for exigido gque Kh seja real, o controlador podera
ser obtido novamente pelo algoritmo de alinhamento, tomando-se : as

seguintes precaugdes:

. i< t ~ . ;
(i1} Os vatores al e Bi serae agora as partes reails e 1

maginarias da i-ésima linha da matriz G(s) na fre

gliéncia "s" escolhida.

{ii) Cada um dos vetores colunas gue compOem z base real
Kh’ devem ser precedidos por um sinal "+" ou "-" a

deguadamente escolhidos, a fim de obrigar as assinto
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tas dos lugares das raizes do sistema a se posicio
narem satisfatoriamente, e de modo a garantir que
os lugares caracteristicos satisfacam o critério de

estabilidade de Nyquist.

No caso do controlador aproximadamente comutativo, o a
juste de sinais para as colunas das "bases" "A" e "B" naoc foi ne
cessario porgque elas tendem a ser aproximadamente duais uma da ou

tra, uma vez que elas sdao aproximagOes individuais das bases W{(jw)

e V(jw).

Desta forma, o algoritmo de alinhamento alem de poder
ser usado para 0 ajustamento dos ganhos caracteristicos de G(s),
pode ser usado para a manipulagao das diregées caracteristicas de
G{s). Vale dizer gue em muitas situag¢des praticas, © alinhamento
em altas fregtiéncias das direcgdes caracteristicas de G(s) com os
vetores candnicos pode ser o Gnico meio aceitivel de se suprimir

as interacoOes em altas fregléncias.

I11.6.4. Procedinento basico de projeto

A analise desenvolvida até aqui nos permite concluir
que o controlador desejado a ser inserido no sistema deve atender
uma série de especificac¢es em todo o espectro de freqtiéncias.Mos
traremos a segulr como proéeder para que todas as especificagées

sejam levadas em consideracio.

Consideramos inicialmente o0 caso em gue as especificacdes

de desempenho em malha fechada naoc forcem a adocac de controladores
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"acurados" sobre uma faixa muito grande de freqliéncias. Neste caso
o projeto pode ser dividido em duas etapas distintas corresponden
do a condigdes de altas e baixas fregiléncias, respectivamente.é Ve

jamos as caracteristicas de comportamento do controlador em cada

uma destas regides de freqiiéncias.

(i} Comportamento do controlador em altas freqiencias:

Nestas freqﬂénciaé os angulos entre as direcdes car%ctg
risticas do sistema compensado e os vetores candnicos devem seﬁ re
duzidos. Isto sera consequido mediante O projeto de um control%dor
real "Kh“ que seja aproximadamente igual a G_E(jw) para algumaéfrg

qﬁéncia wy apropriadamente alta.

(ii) Comportamento do controlador em baixas freqgitlencias:

Em baixas freqlléncias os lugares caracteristicos devem

ser manipulados de tal forma que:

(a) O critério de estabilidade de Nyquist seja satisfei

to; e

(b} 0Os ganhos dos lugares caracteristicos sejam suficien

tes para assegurar um desempenho adequado.

Isto serid conseguido projetando-se um controlador aproxi'
madamente comutativo “Kb", que efetue as manipulac¢des desejadas so

bre os lugares caracteristicos de Qf{s).

Uma vez que o projeto do controlador foi dividido em duas

partes, sera necessario arranjar um meio de combinar os efeitos de
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de tal maneira que cada um deles opera em uma ga
ma de fregtiencias propria. Em particular, serda essencial asseqgu
rar que "Kh“-néo interfira nas caracteristicas de estabilidade im

postas via "Kb"r'e gque "Kb" por sua vez nao aumente as interacgodes

em altas fregfiéncias (entao reduzidas via "K_"). O desacoplamento

h
em freqgliencia dos dois controladores pode ser conseguido de uma
maneira bastante simples, fazendo-se, por exemplo, com gque o con
trolador de baixas freqléncias atue como um termo "integral". O

controlador global sera entao um controlador proporcional mais ‘in

tegral (controlador PI}, ou seja:

K(s) = = . K, + K (62)
h
s
onde a constante "a" & escolhida de modo gue © comportamento de

K(s) seja adequado na regiao de transigao das baixas para as al

tas freglléncias. A presenca do termo integral "1/s" nos assegura

que:
K({jw) = 2 . Kb em baixas freqilencias; e
Juw '
K(jo) = K, em altas fregdéncias.

Além disso, O erro em regime sera nulo, uma vez gue todos os luga
res caracterlisticos terao ganhos tendendo ao infinito quando . a

fregiiéncia "w" tender a zero.
g9

Na proximo subsecgao sera considerado o caso em gue o con
trolador necessita operar sobre uma regidaoc de fregfléncias maior,
obrigando~nos a dispensar um tratamento mais cuidadoso para as

fregtiéncias intermediarias.
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Procedimento extendido ds fregiéncias intermedidrias

Se for necessario uma éompensagéo dinamica nas freqﬁéﬂ
cias intermediérias, entao poderemos adicionar um novo fator c;g
t:olador Km(s);’de modo que a estrutura do controlador global fg
sultante seja da forma:

K(s) = —— . K, + K. K (s) - (63)

3 h m

O fator Km{s} € um compensador de avango de fase .cujo
ocbjetivo & compensar os lugares caracteristicos do sistenma (ja
compensado em altas freqléncias) agora nas fregfléncias intermedia
rias.

Para que isto seja conseguido, uma vez mais utilizare -~
mos a técnica de comutatividade aproximada, ou seja, geraremosuma
base vetorial real, através do algoritmo de alinhamento, que seja
aproximadamente igual as diregdes caracteristicas de G(s) em algu
ma fregiéncia intefmediéria adequadamente escolhida. As func¢oes
caracteristicas de Km(s) deveréo ser escolhidas de tal maneira
gue promovam os ajustes de avango e/ou atraso de fase necessarios

nos ganhos e fases dos lugares caracteristicos de G(s).K, na frg

gqiiéncia intermediaria em guestao.

Para que seja evitado o efeito de sobreposig¢ido dos con

troladores K, e Km(s) deveremos assegurar que:

iz

Km(jw) I para w 2 Wy ' {64}

Assim, o controlador global terd o seguinte comportamento:
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em baixas freglléncias -
s
Kis) = 4 K, - Km(s) em freqiéncias médias
Ky em altas fregliéncias
s

Alternativamente, o controlador K{s), dado em (63}, pode

ria ser colocado na forma:

K{s) = Kh . Km(s) el = . K" + I (65)

onde:

K* = K '(s) . K_ . K ._ (66)

£ Gtil lembrar que K_(s) tendera a uma matriz constante
em baixas freqidéncias, onde Kg sera computada, de sorte que K nao

sofreri nenhuma variacao dinamica sugnificante.

Para o projeto de K(s), segundo (65) devemos seguir as

seguintes etapas:

(i) Projete Kh como descrito anteriormente.

(ii) Forme o processo compensado G(s).Kp e projete um con
trolador aproximadamente comutativo Km(s) de modo a
consequir a compensacac de avango de fase necessaria

nas freqgtiéncias intermediarias.

{iii) Projete agora, para baixas fregliéncias, um controla

dor aproximadamente comutativo K" de modo que:

b
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numero de  envolvimentos do ponto critico ' pe

los lugares caracteristicos seja © necessario
para assegurar a estabilidade (critério de Ny

-~ quist); e

(b) Haja um balanceamento dos ganhos  caracteristi

cos em baixas freqgtiéncias.

{(iv) Forme o controlador global:

' o "
K(S}#Kh-Km(S}- -_SF.‘Kb*‘I

ITI.6.6. Conclusdes

A técnica de projeto que acabamos de apresentar € uma ge
neralizacao ao caso multivariavel das técnicas cliassicas de res -
posta em freqgliencia (Bode e Nyquist) de sistemas lineares monova

riaveis com realimentacido, e visa:

(i) A estabilizacgao do sistema em malha fechada:;
(ii) A reducgado da interacgao;

(iii) Uma melhoria do comportamento dinamico do sistema

em malha fechada.

A metodologia proposta € fundamentalmente baseada no
"Algoritmo de Alinhamento”, apresentado na subsegéo IXI.5.5,e des
ta forma os controladores resultantes serao formados por elemen
tos bastante simples, permitindo que o contreolador global seja fa

cilmente realizavel.

ITI.58



CAPITULO IV

- EXEMPLO DE PROJETO

1v.1. INTRODUCAQ

Neste capitulo, apresentamos a estrutura geral de -um
algoritmo para o projeto de controladores para sistemas linea
res multivariaveis, segundo a abordagem discutida no capitulo
anterior. A seguir, através de um exémplo classico [161], il&g

tramos a técnica e validamos ¢ algoritmo gue implementamos.

Iv.2. PROJETO AUXILIADO POR COMPUTADOR

A estrutura dada a seguir reflete as varias etapas de
andlise e decisio que fazem parte de uma sessido de projeto, pa
ra um sistema que nd3o exige compensacao nas frequéncias interme

diarias.

ALGORITMO:

OBJETIVO: Analise e projeto de controladores para
sistemas multivaridveis no dominio da fre

guéncia.
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Y

BLOCO DE ANALISE

tracar es l.c.
ql(jw) :i-:‘]r--'rm

obter as curvas '

[qi(jw)t X W

Si(jw) KW i=1,...,m

compensacao nao

em aitas
requéncias

ROTINA ALINHAMENTO
calcule -1

Ky = G (jwh)

(K}, real)

i

Qi{s) = G(s) . K

|

h

¥

FIM

P(W, ) = G(jw K

b’ ¥y

!

DECOMP .. ESPECTRAL DE P

P(wb) = W.AP.V

f

ROTINA ALINHAMENTO

W

el =
4l

CONTROLADOR

K:Kh(ﬂ/s }’{l:')+1)

onde XK' =2 A B
B

b
l
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ENTRADAS: — Matriz de transferéncia do processo
~ Conjunto de especificacao para o sistema

em malha fechada
saipa : Controlador K(s)
A implementacdo de um algoritmo desta natureza, de ma
neira interativa, pressupde a existéncia de terminais coem recur

sos graficos, para gque ¢ projetista possa tomar decisbes rapida

e sequras, com um esforcgo minimo (Rosenbrock,[20]).

Iv.3. UM EXEMPLO DE PROJETO

Considere o seguinte sistema (MacFarlane-Kouvaritakis,

[161):

r{s) + e (s)
?O . G(s) - y(s)
3
N
Figura 1 - Processo com realimentacdo unitaria

em malha aberta
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919 {s) ‘3_12(5_’

G(s) = ————— ,
p(s) | 921 (%) gy, (S)
‘COIH
4 3 2
p(s) = s + 11,67 s~ + 15,75 s“ - 88,31 s + 5,514

911(83 = 29,2 5 + 263,3

9,1(s) = =3,146 s> - 32,62 s* - 89,83 s - 31,81

a,5(s) = 5,679 s + 42,67 s - 68,84 s - 106,8

doo{s) = 9,43 s + 15,15

Os polos do processo G(s) sao {0,06318 ; 1,991 ; -5,057 ;
“8,666}-

Como existem dois polos alocados no semiplano direito, pe
lo critério (generalizado) de Nyquist, sabemos que o sistema sé se
rd estavel em malha fechada se a somatéria dos envolvimentos do
ponto critico pelos lugares caracteristicos no sentido antihoririo

for dois.

A funcao caracteristica de G(s) € dada por:

det[g . I, - G(s)] = 0

2
ou

P(S) . g% - (38,63 s +278,45) . g+ 17,866 (s> + 6,231 s +6,0006)=0

e os seus lugares caracteristicos estao esbocados nas Figs., 2 e 3

a seguir.
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20 +

104+

w LUGAR CARACTERIS
0.1 TICO N9 1

Figura

10

b
o

30 40

2 - Lugar caracteristico n9l do processo G(s)
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LUGAR CARACTERISTICO
N 1

LUGAR
CARACTERISTI
NO 2

(‘“

Figura 3 -~ Lugar caracteristico n? 2 do-processo G(s)
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Uma rapida inspegao na Fig.

3 nos mostra que o' ponto
critico (-1;0) nao & envolvido nenhuma vez pelos LC's, por conse

guinte este sitema nao serd estavel gquando em malha fechada.

Observe que se'aplicada uma réalimentagéo negativa com

um ganho de 1,5 , entac o ponto critico passa a ser venvolvido

duas vezes no sentido antihorario pelo LC ga(jm}. Isto, entretan-
to, nao &€ o melhor que se pode cdnseguir. Uma analise mais deta
lhada (root-loci multivariavel) mostra que, na melhdr das hipéﬁg
ses, a resposta do sistema ao degrau seria altaménte oscilatoria

para uma realimentacdao proporcional.

Por outro lado, as curvas das Figs. 4 e 5 mostram que
o sistema apresenta uma forte interacao em altas frequéncias

ilé peguenos e Bi's grandes para altas frequéncias}).

(la
Para w > 1 rad/s vé-se que o0s angulos ei(jm) sac - ina
ceitaveis. Nesse sentido, devemos projetar um controlador Kh para

reduzir os angulos 9, 's.

Tal controlador é dado, como ja visto, por uma matriz

real Kh tal que:

para algun & = Wy

Uma investigacgao para as frequéncias @ > 10 rad/s mos

tra gque os melhores resultados sao obtidos para w, = 30 rad/s gquan

h
do entdo, apds a escolha das direcoes dos vetores, obtemos:
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1gq1 @2

0,001 0,01 0,1 10 100w
-104
~204
(a)
s 99
10T
0,001 0,01 0,1 1 10 100 w

(b)

Figura 4 - a) curva do mddulo do l.c. n@ 1

b} 81 X w
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o1
' - ~10 T
0,001 0,01 0,1 10 100
420
+-30
{a)
6
10 )2
30 +
20
10+
0,001 0,01 0,1 10 100w
(b)

b} 82 ¥
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O processo compensado em altas“frequéncias Gis)

G(s).

K, apresentard os sequintes lugares caracteristicos (Figs. 6 e??}:

LUGAR CARACTERISTICO N© 1

wV

Figura 6 - l.c. n?l de GKh
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UGAR CARACTERISTICO N@-2

~12 -10 -8 -6 e 2

Figura 7 - l.c¢. n? 2 de GKh

A melhoria conseguida na estabilidade & visivel nestas
curvas. Por outro lado, a partir das Figs. 8 e 9, podemos verifi
car gue os dngulos ei sao aceitdveis para w >* 5 rad/s e tendem
a zero para fregquéncias maiores.Pcdemos entao esperar a supres-

¢3o de interacdc em altas frequéncias.
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L | )
“ilaqlds
14+ 10
0,001 0,01 g, 0 10 100
1 ~-10
4 ~20
T -30

(a)
6]
§ o,
10
8
6
0,001 0,01 0,1 1 10 100
{b)

Figura 8 - a) médulo do l.c. ne 1 de GKh

b} 8] X w d? GKh
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0:001 . G:‘O‘l 0!1 10 100

(a)

C ]
e
o

0,001 0,01 0,1 1 10 100
S _ (b)
Figura 9 ~ a) médulo do l.c. n? 2 de GK,
b} 82 X w de GKh
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Seguindo o fluxo de projeto, devemos verificar o compor
tamento de sistema em bailxas [regucncias, para enlao tomar as pro
vidéncias necessarias. A primeira c¢oisa a ser vista & a discrepan

cias entre ©s ganhos dos lugares caracteristicos.

Seria desejavel gque eles estivessem balanceados em bai
xas frequéncias, ja que isto faria com gque uma injecdo de ganho
glebal (para aumentar a velocidade da resposta e para manter as
rejeicdes de interagdes nas frequéncias para as quais as direcgdes
caracteristicas estejam desalinhadas'com 0s vetores canénicos)fog
se mais eficiente. Neste sentido, construiremos um controlador? a
proximadamente comutativo que devera duplicar o modulo do meﬁor

lugar caracteristico nas imediacdes de w = 1 rad/s.

Para a frequéncia de 1,12 rad/s temos:

(-0,816;- 50,169) (-0,528;+ 32,225)

G(31,12) .k, =

(0,105;~ 30,12) (0,877;- 31,29)
ou seja
("‘0189?’“1,1) 0
G(31,12)K, = W{j1,12) ' L V{31 ,12)
0 {-0,84;~30,36)
(1:0) (~11,55;-4,24
com W(j1,12) =
(~0,57;~0,64) (1,0}
(-0,028;0,094) (~0,723;0,965)
V(31 f12) =
E~0,076:0.036) (~0,028;0,094)

As bases W e V s3o substituidas por A e B, respecti

“vamente (Algoritmo de Alinhamento).
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-0,811 -0,076

_ J
e’ _
0,099 -1,8
B =
1,06 0,76
- _I
Observe que B foi escalada de tal forma que B.A = I.
O compensador de baixas frequéncias & dado por:
0,585 0,997 1 0 -0,089 -1,3
1 . .
KQ = AAB =
0,811 -0,076 0 2 1,06 0,76
2,06 0,76
LI
K£ =
-0,08 0,94

L

Uma vez que o controlador K! foi obtido para o sistema ja
compensado em altas frequéncias, entdo a expressao global do contro

lador resultante sera:

ou seja

Ki{s}) = AXsg — + >.
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o ] § 2,060+ 8 0,76x
5 s
-1 0 _ 0,08¢ 0,%4g + s
- 4 4 s s
_ 0,08¢ 0,9%4g + s
s S

_ _2,0620+s __0,76a
3 s s

Injetando-~se um ganho adicional de

remos um controlador final da seguinte forma:

_ 0,80
S
Kis} =
_ 20,60+10s
L s
Para g = 1, temos:
_ 6,8
s
Ki{s) =
_ 20,6+10s
s

9,44+10s |

a 7,00

s

10 em cada malha, te

Construindo-se os lugares caracteristicos para O sistema

compensado G(s} K(s}, conforme Figs. 10, 11 e 12, veremos Jue

sistema atende as especificacdes de

Iv.16
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F 60

[ 50

L 40
30
20

10

-50 =40 -30 -20 -10

10 20

Figura 10 - l,c. final
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100
0,001 0,01 0,1 -10¢

~-20 4

(b)

L o
-l
-

0,001 0,01 G,1 10

 Figura 11 - |q1|z<w de GK final

81 X w de GK
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0,001 0,01 0,1
)
: . [
¢,001 - o;;;_ﬂ 0,1 10 100
1 4

Figura 12 -~ l.c¢. ne 2 final

82 ¥ w final
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. Observe que a banda passante, SOpTe a duat bs Talims =
racteristicos sao grandes, 5 boa. Além do que, os ganhos emn baixas
frequéncias estdo bem balanceados e 0s dngulos 0, em altas frequén

cias sdo pequenos.

Desta forma, o projeto pede sex dado por encerrado, a me

nos que se deseje melhorar ainda mais o desempenho do sistema.
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