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T. INTRODUCAO CERAL

0 problema do Regulador Otimo Linear Quadratico de tem

po Infinito; Regulador Otimo L-Q, tem sido de uso muite difundido

em aplicagdes de controle devido ds facilidade oferecidas pela sua

spolucao que & uma lel de contrele na forma de realimentacio, 11
near, invariante no tempo e independente das condigoes intcials

do sistema.

Nas aplicagoes em sistemas de grande porte, caracteriza
dos por uma grande dispersioc geografica de seus estados e entra
das de controle, as principails dificuldades de implementacao da lei
de controle do Regulador Otimo L~ sdo a exigencia de medicao conm
pleta de estado e a caracteristica centralizada da sua estrutura

de informacao.

Ao se introduzir no Problema do Regulador Otimeo L-0Q, 11
mitacdo sobre a estrturuz de Informacgoes e a medicao de estado
perdemos as garantias da lei de controle ser na forma de realimen
tacdo, linear, invariante ¢ independente das condigoes inlviais.

Uma solugao de compromisso entre s otimalidade da  lei
de controle e as facilidade de sua implementagao, de uso nuito di
fundido atualmente, © a utilizacao do Problema do Regulador Ctimo
L-0Q acrescido das seguintes restrigoes de estrutura de controle:

~ Lei de controle na forma de realimentacdo de saida,li

near ¢ invariante no tempo
- Estrutura de informagdoc pré-detérminada

Especificacdes sobre a condicao inicial do sistema

Isto resulta em um problema de otimizagdo de parimetros
onde as variaveis independentes sao todos os elementos da matriz
de realimentacio admissiveils dentro da estrutura de informagoes
adotada.

As especificagbes sobre a condigao inicial do sistema
sao necessarias porque a solugdo do problema ainda depende das mes
mas.

0 "hom senso” restringe o uso deste tipo de abordagem a

problemas onde uma estrutura de controle conveniente possa ser ¢s




colhida sem afetar significativamente o de sempenho do sistema  em
relacac ac do Regulador Otimo L-Q sew as restricoes de estrutura

de controle.

O obhjetivo principal deste frabalho © apresentar contri
buicdes a formulacio ¢ com maior ¢nfase i solucio dos problemas do
otimizacdo de parametros relativos a sintese de Reguladores L -0
com Restrigoes de Istrutura. Trataremos da seguinte classe de pro
blemas:

-~ Problema de otimizacdo de parametros sem restrigoes
- Sistema Linear Discreto e Invariante no Tempo
- Indice de Desempenho Quadrdatico de Tempo Infinito

- Restrigoces de BEstrutura:; Controlador na forma de rean
limentacdo de saida, invariante no tempo ¢ com  ¢stru

tura de informacaoc predeterminado. .

A utilizacdo de modelos discretos no tempo € necessiria
em muitos Sistémas, que mesmo sendo continuos no tempo, DOSSUCH en

tradas que atuam de {orma discreta no tempo ou sao controlades pory

computadores digitais.

0s resultados agui apresentados sao extensces de  resul

tados similares obtidos ecm trabalhos anteriores para sistemas 11

neares continuos no tempo.

A matéria se distribui ao longe dos capitulos da seguin

te forma:

0 Capitule 11 trata da formulag¢io e soluga@o do problenma
de otimizagdo de parametros. Inicialmente € feita uma recapitula
gao de resultados anteriores seguida da definigao formal do pro
blema de otimizacdo. A seguir sao apresentadas expressoes para o
cdlculo do indice de desempenho, Vetor Gradiente, Matriz Hessiana
¢ uma aproximagdo definida positivae destn  Gltima. Qs mesmos e
sultados sdo posteriormente obtidos para um indice de desempenho
generalizado que permite tratar de forma aproximada, com eficien
cia, problemas considerando o caso mais desfavordavel de condicdo
inicial do sistema. Para finalizar € proposto um método de otimi
zacdo especializado, do tipo Newton Modificado para solugio dopro

blema de otimizacdo de parametros.




No Capitule 111 sdo apresentadas ¢ discutidas aplica
cHes do método de otimizacgdo, desenvolvido no capitulo anterior
a sistemas de dimensfes significativas. Em particular € apresenta
da uma aplicacdo ao controle de uma via expressa de trafego urba

no que € um vaso tipice de sistema de grande porte.

No Capitulo IV € feita uma recapitulagio dos principals
resultados obtidos. Esses resultados sdao discutidos em termos de
suas vantagens € extensoes para trabalbos futuros.

No Apéndice A sao apresentados conceitos basicos sobre
Sistemas lineares Invariantes no Tempo, Reguladores Otimos L-0 de
Tempo Infinito e Algebra linear, relevantes para o assunto  lrata

do neste trabalho.




O PROBLEMA DE OTIMIZACKO DE PARAMETROS

IT.1. INTRODUCAQ

Em trabalhos anteriores, Milanl [14] tratou do problems
de otimizacdo de parametros em Reguladores Linear-Quadraticos de

Tempo Infinito com Restrigoes de Estrutura para Sistemas Continuos.

Nesses trabalhos foi feita uma abordagem unificada do
calculo em forma fechada do Indice de Desempenho, vetor Gradiente
e Matriz Hessiana. Dos resultados obtidos foi desenvelvido um mg
todo de otimizacao do tipo Newton Modificado [13], baseado em uma
aproximagio definida positiva da Matriz Hesslana. O metodo se mos
trou bastante eficiente para solugao de problemas envolvendo sis
temas de grande porte com grande nimero de parimetros a serem oti
mizados. Comparade com ocutros métodes de uso geral como o de Flet
cher-Powell [41, Fletcher-Reeves [5}, Newton, Gradiente de passo
adaptado utilizade em Geromel [6], com a mesma finalidade, o méto
do proposto apresentou um desempenho computacional bastante supe
rior. Um resultado promissor sugerido em Milani {14], foi a utili
zacdo de um Indice generalizado para tratar problemas de otimiza
cio considerando o caso mais desfaravel de condicao inicial do sis
tema.

Neste capitule sdo apresentadas extensoes para sistemas

discretos no tempo, dos resultados acima mencionados.

11.2. FORMULACAO DO PROBLEMA DE OTIMIZACAOC DE PARAMETROS

0 problema de otimizagao de parametros em Reguladores Li
neares Quadraticos de Tempo Infinito, para sistemas discretos,nes

te trabalho, € ¢ seguinte:

Dado o sistema linear, invariante no tempo

Ky g = Aik + ng P Xy = Xy . (rr.z2.1m




Yy o= LEy (11.2.2)

onde xy, Yy Ek”sﬁo vetores de dimensoes n, v, m respectivamente.
A & de dimensic (nxn), B & de dimensdc (nxm), € & de dimensdo (rx

n} e posto [Cl=r.
Dada a lei de controle na forma de realimentacio de sai

da, com estrutura de informagdo pré-estabelecida,

vy = Glod.yy (11.2.3]

onde alguns elementos da matriz de realimentagao G(g) sdo fixados
iguais a zero e « € um vetor de parametros de dimensdo np, repre

sentando oS parametros nac nulos de G(ul;

Determinar o que minimiza o Indice de desempenho quadrd

tico,
J{al = trago{xoxﬂtw} (11.2.4)
onde W & dadn por:
ok e . ottt N v s e
W=f{A+BG (_{J},}L_] Tfr’[ﬁﬁvlﬂ{;a(_ﬁjbl +QTG+C76 T (o RO Lﬁ){,, {11.2.5)

onde R & uma matriz simétrica definida positiva, o par [A,0Q] € com
pletamente observdvel, a matriz (A+BG(n)C) € assintoticamente es

tavel.

Nas equagoes {(I11.2.4}, (11.2.5) podemos verificar que a
major parte do esforco computacional para obtencio de J{g)} & devi
do 3 solucaoc da eguacdo de Liapunov (I11.2.5) que & da ordem de 23
n3 operacdes aritméticas de soma e multiplicagao, ou seja, 25 pro

duto de matrizes {(nxnjy, [17].

1.3, CALCULO DO VETOR GRADIENTE DE J{o)

Derivando (I1.2.4) e (11.2.5) em relagao a o, Temos:

i
[
»
[
.
i

i = DTRG0 K0§0 e (1




e : a0 . . o . : b W “p .
e f&mw - {}5 Wm;éi;zngmw . L'J L gg.,g;iszjf,;.+{:q¢_g(;{{%J (1 voooAn Py B Legt il
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G -
L
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z’_? % 1 ! i i

| B e
AR el =2 ey« of 2O Rt (A BG (61 0] +RG (@) C)

1

1Cowp e ctotioy.ry 2220 ¢

¢ [[A+BG()C o
zzfli

(8243

noy " s

W a0 2N asBG@yC) » etz szt (11.3.2)
A - B, B

i3 i

onde :

7 = 28 (8 g tyiaLBC @) + RG@OC) (r1.3.3)
- * L
1

Seja

[A+BG(§}C}U[A+BG{EDC]tv%ﬁmﬁot -0 (11.3.4)

Aplicando o teorema (A.8.4) ds eqs.(71.3.23 ¢ (11.3.4)

temos:

ttago;_iaim‘ ___________ ol tragofcczt e ztoymy (1T.3.5)

Aplicando os teovemos (A.6.1) e (A.6.3) 4 (I1.3.5}, che
ga-se a:




. 1. P O
g [ I S T
trago KOKO = 2 o tragolUZ 7]
Jia . i} . .. . - "
DAY = 2 trago{CUth 1=1,2,...,0D FI1.3.6)
Bai

Substituindo (11.3.37 em (I[.3.6}, chega-se a

AL |y tragolcUfBTWIA+BG (0)CT + RG(a)CHE L LG g (11.3.7)
oy ! oy

5..::1,2,;‘,,1'113

A matriz 36(@)/3&1 tem todos os seus elementos nulos,ex
ceto na posigao (Ri’ci)’ determinado pela posigao de @; em Glal,

onde (ﬁi’cij correpondem respectivamente a linha ¢ a coluna e g -

Por inspencao em (I1I1.3.7), verifica-se gue:
’ i

8J(Z) . Uy e (11.3.8)
dorg it
onde qgi’ci e o elemento (ﬁi,ci} da matriz
0 = 2{BWIA+BG(a)C] + RG(aICIUCT (11.3.9)

11.4. cﬁLCULo DO HESSTANO DE J(®)

Derivando (11.3.71) e {(I1.3.2), em relagaoc a o5 @ fazen

do
A1 = [A+BG () C] (11.4.,13
temos
2.0 2
*imigzl_ = tragogiﬁggt “__ﬁ_ﬂﬂﬁm i (11.4.27
Baj‘aa d .aul ‘




g -
z + g ‘? o) It |
_a™W U S - S BGLY) C LAY
Go. a0 ! o0: & ! p e !
°%y 9% P! %
+ f MRS
ety BB e
Ao, ao
1
t 37 a7t )
+ 7 et P e (11.4.3)
ao. ELeaN
]
onde
tea ! N ELE
97 BG(3) Jpr W Ay o+ (stwpary 2942 ¢ (11.4.4)
ga, da, Foe. 2o
] 1 J ]

Substituindo (11.4.4) em (I1.4.3) e aplicando ¢ tecgrema
(A.8.4) ds eqs.(11.3.4) e (11.4.3}, e em seguida aplicando os teo
remos (A.6.13 e [(A.6.3) ao resultado, chega-se a

Zyro v e o NELO

3°3(%) . 2 traco C U A}rﬁ AW 86 AW, a6
g, ., 3a. ! Jo, da, du . A,

i i i i i i

gL -t g
o 2 trago | A0 ooy et LRG0T rptypapyl (r1L4s)
! Yo, Ly {

Definindo os elementos das matrizes H?{g) e H,{a) de di

mensao {(npxnp) como

: 5 YR
hycj 3y = 2 trago bou At oWy B6C2) (17.4.6)
o ’ Ao, da .
1 ]
¢ £ i
hy i iy = 2 traco b BCEY by ot LRSI by, !
{i,3) { Yo 3o 1
1 1
(11.4.7)
h . . = h - h - .
(1,3 TeiLd) 1(5.4) + h, (11.4.8)




Podemos verificar facilmente por inspensaoc nas eqs.(I1.
4,6 e (11.4.7) 2 chamando

5 = [BYWR«R) (17.4.10)
e h} (1,3 i ff{ij»(:jj [11.4.117
€ hz{i’j} - ﬁ{ci,ujé ) S(ii,ijﬁ (1%.4.12)
F o= 28° ““i“ \, uct (11.4.13)

)

F o= 2.B0 (A+BG ()€Y uet (11.4.14)
S :
e P = 2CUC (11¢4.15)
onde Sﬁzi’gi) ¢ o glemento {%i,aj) da matriz S
tﬁijscj) ¢ o elemento {%j,cjj da matriz F

(ii,ci) e (%i,cjj sao respectivamente as posigoes de &, e mj
na matriz Glg)

Convém cobservar que para a obtengac do par [J{a),V ()]
temos de resolver duas equacgdes de Liapunov de ordem n. ¢ esforgo
computacional na solugao de uma equagao de Liapunoy & de aproxima

damente ZSnS operages de soma e multiplicacces.

Observemos ainda que uma vez obtido o par [J(a),YJ(al}],

pouquissino esforco computacional & exigido na obtengio do Hessia




S0 -

no aproximado, que & obtido por simples soma e produto de matri

2G5 .

IT.5. PROPRIEDADES DA MATRIZ Hz (o)

Teorema (2.5.1): Hz(g} ¢ definida positiva se a matriz [A+BG{a) (]

é assintoticamente estavel e 0;&u¢{A+BG{g}C,KDt3
& completamente controlavel.

Prova: Da equacdo (11.4.7) & fdcil verificar que H,(a) € a matriz

Hessiana da funcio yuadratica;
. . t..t, . - o .
3,02 = tracolG(a)CUCTG" (@) . (R+B WE)] (I1.5.1)

se considerarmos as matrizes U o W constantes,

Por inspensao em (II.5.1), verifica-se que:

ot o )

3 = xSy (11.5.2)
sendo X = Glaycuct (11.5.3)
e Y = R.G(a) (11.5.4)

onde Xy e Yy sao vetores de dimensoes {m.r) contendo respectiva

mente o5 elementos dos matrizes X, Y de dimensdo (m.r) armazeng

dos por linha. Aplicando a (II.5.3) e (I1.5.4) o teorema (A.7.2)
temos: '
N _ e e
{Im x) CUC} hvig) = XV {(11.5.5]
o Ep- _ . i -
(Re37ERY QD LD - Gyled = Yy (11.5.6)

Substituindo (11.5.5) e {IY.5.6) em (IY1.5.2), temos:
Ity = 6, o[ Gocet Lt B (D16, 0]  (11.5.7)
'z b - -‘Vr . ) - adeba e 1L LA - T o--.L\!I‘— S LN S P

Aplicando o teorema {A.7.1) a (I1.5.7) temos:




J1(@) = 6,5 (@) [ BB R UCTIG, (w) (11.5.8)

Da definigao do problema de ctimizacao de parametros te

mos R € simétrico e definida positiva,e portanto GhBtWB)fﬁgapostoﬁﬁxr,

Por hipOtese o par [(A+BG{E)C};XOt} € completamente con
trolavel e consequentemente pelo teorema Dual (A.5.5) o par [ (A+
BG(E}CfEXOI & completamente observavel. Com isto mais a estabili
dade assintotica de [A+BG(a)C] o teorema (A.8.1) garante queU > 0,
Posto [Cl=r e Udefinido positivo, garantem que CUCt >0, Com CUCt
e (a+3tw3) definidas -posﬁ.tivas, o teorema (A.7.3) garante (R—thi*eB}@C,UCt) >{0.
Logo, a forma gquadratica (II.5.1) € definida positiva. Assim sen
do, H,(2) € definida positiva, pois € a matriz Hessiana de uma for
ma quadratica definida positiva.

Teorema (11.5.2): Se o par [A,Bl € estabilizavel e o par [A,Q0} ¢
detectavel, entdo H]{g) = 0 e consequentemente

H{a) = Hz{g), gquando
t -1 Lt
G(a).C =-(R+B"WB) " .B WA {I1.5.9)

onde »{R+BtWB}M1.Bt.W.A € a solugao do problema do regulador ©oti

mo L~ de tempo infinito.

Prova: Substituindo (IT1.5.9) em (II1.3.2) e (I1.3.3}, temos:

W ARt etw.a 1t 2 ramrentwEyT 'L BYW.AT -
20 . ’ Jo .
1 1
t gt (ay .t too -1 _t t,o -1 ot
Lot 28 ) hyra-srertwn) Bt w A -RReBTwEY LB WA +
Bai
B WA-BR+BWBY T B WAl -rreB By T ptyart 26 .
Bai
(11.5.10)
423
3 W , f -
Moo pasrestwny T aTwart 2 qaisrentwsy ! pTwAT o

ao, an .
i 1



-
Lot 85708 Rtaetwsar (ReB WR] T LB WAL
30
1
o
» (BYwa-[BTwRR) [R+BTWR) 1. RTwat 28I ¢
a6 -
3
Logo
W . pa-Br+3twe) " Btwalt Y A entweytetwal - 0
oy s (11.5.11)

Comoc o par [A,B] € estabilizavel e o par [A,Q] & detecté
vel, o teorema (A.9.7) garante que a matriz [A~B(R+BtWB)“?.BtWA]

assintoticamente estavel € portanto o teorema (A.8.1) garante que

-

a solucao de (II.5.11) € dado por

L 0 (11.5.12)
aai

Substituindo (II1.5.12) em (II.4.13), verifica - se - que
H}(g) = 0 e consequentemente de (I1.4.8) conclue-se que H(g):ﬁzig).

Concluindo, este teorema nos mostra que, proximo ao pon
to Otimo, Hz(ﬁj € uma aproximacdo muito boa para o Hessiano de J{a),
quando as restrigoes de estrutura, impostas, sao fracas, ou seja,a
solucae do regulador L-Q com restricdes de estrutura e a solucdo

do regulador L-0Q sem restricdes sdo prdoximas uma da outra.

11.6. INDICE DE DESEMPENHO GENERALIZADO

' n 1/n
Conforme detalhado em Milani [14], Jn(g}m{trago[w €13

aproxima-sSe superiormente de J (a) = A“(W) a medida que n, cresce

e

onde AM{WJ ¢ o maior autovalor da matriz W e Jm cerresponde J{a)

para o pior caso de condigao inicial Xp»

Devido a essa propriedade para n, suficientemente grande,

e
Jne(g) deve permitir tratar de forma aproximada o problema de oti

mizacao envolvendo o pior casc de condigdo inicial do sistema.



U

desenvolver-se-a o calculo em forma fechada do

vetor g

[5°(0) /2

heleds [v ()], e do Hessiano de T oo lads

1

3 L 110 do Gradiente de Jpef(®)
3T {a}
J o) o= ——RE T i=1 2,...,np
ne Aa.
i
Temos:
. Jie, 11 /ne
Jpe(®) = {trace[™ 71} (11.6.1)
S R - o _
J_(2) a ! tfacofwne] a ne}fne.tragesne WEC 1.
B, ne { 30,
i
aJ . (a) ne-1
82? S = traco W 3 W
i {traco wne}(ne~3)fne Bai
i=1,2,4..,np (I11.6.2}
Comparande (I1.6.2) com (I1.3.1), temos:
n_ -1
e
i
b al (11.6.3)

XOXD =
'{trago wne]{ne—?)fne

Agora, para calcularmos Jne{g} podemos usar a eq.{(I1.3.

5}, substituindo (II.6.3) em (II.3.4) para o calculo de U.

I1.6.2 - Calculo do Hessiano de Jpe(g)

Temos

2

d°T  (a)
H {a) = ne = i=
ne —

do, L0,
i i

(11.6.4}

o |




Z

973 (o) - ~
; ‘nz = trago%[trago Wne}(? He)/ne.&mﬁi).wne“z . BW 3l
% eag Yo B
3 1
> e l-ne -
%[ﬁne 7.v£u~ESl, [traco ij’](1 2nahh§ t:rag,o[newﬂe”T
B
3 w] 3 W }[ yhe-1 24w ] $
Saj Bai [traco wne](ne—1}/ne Baj.aai
rearranjando os termos chega-se a:
‘ BZJne(g) | yhe-2 3w 3 W
; 5 = {ne-1) .traco . "
aj. ai [traco Wne}(ne-1)/ne Gaj Bai
+ {1-ne){traco Wne}(?'2n)/n}trag;o[wnemT A 3 W ]
et
J
; nem?
ne-1 W W
trago W . + traco
Sui [traco wne}(ne«?j/ne
2z
3
u f (11.6.5)
a0, 0Q .
i3
Notando que hn. o= 2p1' . TPyt Py
1.3 i,) 1,3 1,3
1 -1
2
, W © 5w
onde P = Lragog
Ti,j [trago Wne](nemij/ne Baj'aai
(11.6.7)
| A !
W aw W
P = {ne-1)}.trago , .
Zi,j [traco wne}(neui}/ne Baj ch,i (
(I1.6.8)
Py = (1-ne)[traco whey (1-2nej/ne . traco wh1 _°W
1,3 . 3,
1 a W *
. T o
t o W .
rac . (11.6.9)

J



Comparando (I1.6.7) com (11.4.2) vemos que para calcu

lar Py , podemos usar (I1.4.8), substituindo {(11.6.3) em (II.3,
1,3
4) para o calculo de U.

Assim,

S :
Hy(ed = Hn}(ﬁ'ﬁj ¥ Hn}(_q) +Hn2(_q) + Hns{g) (I1.6.10)

onde os elementos de H, (o) e H {a} sao obtidos de (11.4.11) €

(11.4.12). ! 2
0Os elementos de H (o) sao dados por:
3
h = p +p (I1.6.11)
TP TS E 0

De acordo com a teovema (I11.5.2) para G(EB.C:~4RH§WHJ.
BtWA), temos:

oW oW

a0, a0
i

e de (I1.4.71}, (11.6.10), (I1.6.11) conclue-se que:

Hne(g) = an(gJ

Verifica-se também que Hp,(a) tem as mesmas  proprieda
des de Hg(EJ* Finalizando, para Jne(g), basta o par {A,;s]serccg
pletamente observavel e existir %g tal que {A+BG(&0).C1 seja .as
sintoticamente estavel para garantir que [A+BG(g}.C} é assintoti
camente estavel em todos oS passos intermedidrios de um  método
de otimizacao do tipo descida, comecando com oy As mesmas condi
¢cOes também garantem que a solucdo do problema de otimizacio de
pardmetros, com Jne(g}, resultara em um sistema controlado assin

toticamente estavel.



IT.7. UM METODO DO TIPQ NEWTON-MODIFICADO

As propriedades da matriz Hp,(a), item (I1.6.2) e teore
mas (II.5.1) e (I1.5.2), a credenciam para ser usada no seguinte
algoritmo de otimizacac do tipo Newton-Medificado {11}.

& w1 T8 - BY (I1.7.13

an(g).y:VJne(g} (11.7.2)

onde 8 € um escalar.

A recorréncia acima deve ser inicializada COm g, que  es
tabilize assintoticamente a matriz {A+BG(&G).C] ¢ Bdeve ser deter

minado de forma a garantir Jne(“k+?) < Jne(gk).

Foi usado o seguinte procedimento para cdlculo da recor
réncia (I1.7.1) e (I1.7.2):

19 Passo: Inicializacao

Fazer K=0; 8:80

Dado aq que estabiliza assintoticamente a -matriz fA+
BG(QG]C];

Calcular J_ (ag) ; VI (e)

29 Passo: Calcular Hn&(gk)

Resolver o sistema de eguacfes lineares

an (g’k} .X = VJne {gk}

3¢ Passo: Calcular Qp1 = By - B.

frg

49 Passo: Calcular Jne{§k+1}




O - ol
59 Passo: Testar se Jloy 47 = J(g)

Sim: B=8, e seguir para o passo 6
Nac: B=B/2 e voltar para o 39 passo
o )

69 Passo: Calcular VI (
ne —k+1

79 Passo: Testar se # VJHQEK+1)ﬂ’ % tolerancia

Sim: parar

Nao: fazer K=K+!1 e voltar para o passo 2

Cada iteragao do algoritmo proposto acima corresponde 2
solugao de duas equagoes de Liapunov de dimensio n e 3 solucido de

um sistema simétrico de equagdes lineares de dimensidoc np.

Neste trabalho foi utilizado o método de Smith [21] pa
ra a solucgao da equacao de Liapunov. Este método requer aproxima
damente 25113 somas e multiplicacoes na solugac de uma equacao de
Liapunov. A solucgio de um sistema de equagdes lineares, simétrico
exige np3/3 operacoes de soma e multiplicagdes, para n suficiente

mente grande (nz 10) [3]1.

0 método do gradiente de passo fixo, também iutilizado
neste trabalho e cujos resultados s@o comparados ao método Newton
-Modificado, resolve a cada iteracao, duas equacbes de Liapunov.
Portanto, a cada iteracao, o esforgo computacional a mais, do me
todo propesto, em relagdo ao método do gradiente de passo fixo, &
a solucao de um sistema simetrico de equacdes lineares. Conforme
veremos mais adiante, no proximo capitulo, em exemplos de pequeno
¢ grande porte, este esforgo a mais € altamente compensado pela

rapidez de convergencia que da ao método.

Ainda mais, dependendo dos valores de n e np este esfor
¢o a mais e praticamente desprezivel. Por exemplo, para n=30e np=
50, o esfor¢o computacional na solucao das duas equacdes de Liapu
nov € da ordem de 32 vezes o esforgo na solucao do sistema de e

quacOes lineares simétricos.



-

CAPITULD I17

EXEMPLOS ILUSTRATIVOS

FIT.1. INTRODUCAQ

Neste capitulo sZo mostrados e analisados os resultados
da aplicacao do Metodo Newton Modificado a um sistema de pegueno
porte, correspondente a regulacio de temperatura da secdo de uma
chapa metalica e¢ um tipico sistema de grande porte, qual seja a
regulacac de uma via expressa urbana. Para esses mesmos exemplos
sao mostrados o0s resultados da aplicacdo do Méetodo do Gradiente
do passo fixo. E feita uma comparacio do desempenho dos dois meto
dos, ressaltando~se ¢ esforco computacional a cada iteracdo e o

esforco global requerido, para obtencdo da solucdo.

I11.2. REGULACAC DE TEMPERATURA EM UMA SECCAO DE CHAPA METALICA

A equagao
3% (y,t) 3% (v, 1) |
x {y, _ X ?i uly,t) (111,2.1)
3t 3y

descreve a difusao de calor em uma chapa metdlica, com contrele

de temperatufa, onde:

x{y,t), o estado, € a temperatura numa seccido transver
sal da chapa no instante t, a uma distancia vy
de extremidade tomada como origem.

u{y,t} & a variavel de controle [18].

Discretizando (I1.2.1) no espago, chega-se a

x{t) = A.x{t) + Bu(t) ; x(0) = X (I11.2.2)

A € a matriz quadrada de ordem n, dada pela tabela III.

Z2.A, a seguir.



Tabela I17.2.A

|

;
e
i

fom- i oo e T e T o B 0 S

L T A% R = T o T e T o B

1

i S B = . T o S von SR o B

e T = R T o T . T e S e SR o’

o= oe B S TR e S e T o T v SN
e R e B e B v S e S e S S o SN

i

B € uma matriz identidade de ordem n.

Discretizando (I11.2.2) no tempo, chega-se a:

Xie1 = AXy + Bup Xpo = Xg (II1.2.3)

onde: ﬂ(nxn), E(nxn}, n=9

0s elementos de A estic na Tabela (1I1.2.C) e a2 matriz
B £ dada por (I1I.2.7).

Para o sistema acima vamos determinar a lei de controle

na forma:

u = Gl2).x, (111.2.4)

que minimiza o Indice de desempenho
J (@) = [trace w"®j'/ne (111.2.5)
[A+BG (@) ] "WIA+BG () 1-#+Q Q+6" () .R.G(a) = 0  (I11.2.6)

G(g)(nxr) & uma matriz banda dada pela tabela (I11.2.8},
onde as posigoes assinaladas por um X, correspondem a parametros
nao nulos de G(a), a € um vetor de dimensdao np=471, contendo os e

lementos de G(a) a serem otimizados, e r=9.

QtQ(an), R(nxn) sao matrizes diagonais dadas por (I11.
2.8) e (II1.2.9) respectivamente.



Tabela III1.2.B - Matriz G{a)

N1z i3 ta s el 7 |8 |9
T Xt x|y lx
2 ol x i x I xix
3l x !l x x| x| x
4 X {x i x ] x| x
5 X P x§ x| x| x
6 X | x ! x| x !x
7 XL X! xixtix
8 x| x x| x
9 X { X | X |

A € a matriz banda dada pela Tabela I11.2.C, abaixo.

Tabela I1I.2.C - Matriz A

b

.59 L0096 C. . 0.

0030 .98 .0098 0. 0.
0. L0068 .98 L0098 0.
0. 0. .0098 ag PR G.
0. 0 0. L0088 ... 0.
0. 0. 0. 0. L0088
0. 0. 0. 0 ... .98
0. 0 0. 0. .., .00%98

3 g. 0 0 0 0.

o S o N o S e S s

0.
.0098
.58
L0098

oo o o B s B v B o
L T

0.
L0086
.59

20 -



diag [.0099, .009S, .0099,

B =
t .
Q°Q = diag [.5, 1., 1.,..... 1., 5]
R = .5, 1., g e e 1., .51

Na Tabela I11.2.D, abaixo, estdo resumdios o3

dos obtidos pelo metodo Newton Modificado.

Tabela 111.2.D - Meétodo Newton Modificado

00991 (r111.2.7)

ne | X*| B8 Joe (@) HJne(g)H
1 1 322.9432 538 x 107
11 2 | 1. 1322.8967 | .240 x 1077
5 1. ]322.8066 | .784 x 1070
i 133.3504 | .482 x 107
2 | 2 135.2853 220 x 1072
3 133.2852 | .523 x 10°% |
1 91.0060 | .738 x 107
4 | 2 90.9099 | .145 x 10°°
3 90.9097 | .139 x 1075
1 90.1996 | .785 x 107
8 | 2 90.1003 | .209 x 1077
3 90.1002 | .183 x 107°
Tempo de CPU 19.0 segundos inde
PDP-10 UNICAMP pendentes do niz -

K* = numero da iteracao do metodo

(II1.2.8)

{(I11.2.9)

resultg

Nas Tabelas JI1.2.E e IIT.2.F estao resumidos os resul

tados cobtidos pelo método do gradiente de passo fixo.



Tabela I1I.2.E - Método do Gradiente

ne=i

K* 8 I () !|V§1{§)“
1 12 x 1072 | 322.9432 | .538 x 107!
2 12 x 1072 | 322.9034 | .243 x 107"
3 12 x 1072 | 322.9007 | .205 x 107
4 |2 x 1074 | 322.9000 | .144 x 107
5 | 2 x 1072 | 322.8998 | .190 x 107
6 | 2x 10°% | 322.8997 | .188 x 107
7 12 x 1072 | 322.8096 | .186 x 107
g | 2x 10°% |322.8996 | .480 x 107°

! o d PU

pgino UZIEAMP 217 see

K* = numero da iteragao do método

Tabela I1I.2.F - Método do Gradiente

ne=4

X B J, (@) | v3, @i
T 12 % 1072 | 98.8337 | .556 x 107
5 12 % 1072 | 98.7858 | .179 x 10”7
s 12 x 1072 | 98.7794 | .119 x 107"
L : L

20 12 x 10 98.7438 | .992 x 10
Tempo de CPU 316 seg.

PDP-10 UNICAMP

22 -

0s resultados da Tabela II1.2.D mostram que ométodo New

ton Modificado convergiu com muita rapidez para a solugao do
blema, praticamente nao se alterando com o aumento de ne de 1

pro
pa
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ra 8. Este comportamento neste caso € perfeitamente compreensivel,
porque as restrigCes impostas foram bastante fracas, sendo o ' va

lor do controle Otimo sem restricOes J*, bastante proximo de J1Qf).

J? = 322.5664

Comparando os tempos de CPU nas Tabelas I111.2.3; I11I.2.
E, e 111.2.F, vemos que o método Newton Modificado apresentou de
sempenho 2 a 15 vezes melhor que o Gradiente. A deteriorizacao do
desempenho do método do gradiente com o aumento de ne de 1 para 4
foi bastante acentuada, o que o desrecomenda fortemente, quando
uma boa aproximac¢do para o problema de sintese, considerando o ca
so mais desfavoravel de condi¢ao inicial do sistema, for necessa

ria.

IT1.3. REGULACAO DE UMA VIA EXPRESSA URBANA

A seguir, utilizaremos os método Newton Modificado e
Gradiente de passo fixo para a solucace do problema de otimizagao
de parametros resultantes da sintese de um regulador L-Q com ‘es
trutura de controle local' para um segmento de via expressa. 0
exemplo apresentado fol obtido através da discretizacao de um e

xemplo utilizado por Milani [14].

As equacoes do sistema dinamico e Indice de desempenho

sao dados ahaixo:

Xp.q = Ax, + Buy (I11.3.1)
w = Glay).yy (I11.3.2)
Yr = C.xp (111.3.3)
ne.1/ne q
J () = [traco W ] (111.3.47
ne- =
A estrutura de controle € dada pela matriz Gla) COmpos

ta de np =55 parametros. A posicao dos elementos do vetor de para
metros o na matriz G6{(g) e apresentado na Tabela IIT.3.A.



- 24 .

0 vetor de parametros iniciais Yy ¢ apresentado na Tabe
la I11.3.B. '

A matriz banda A (34,34), as matrizes diagonais Q (34,33},
R (11,11) e C (34,34), sao dadas pela Tabela I1I11.3.C.

A matriz B de dimensao (34x11) & dada pela Tabela II11.
3.0,

Os elementos do vetor de parametros Otimos {g*) para n,=

1 sdo apresentados na Tabela I1II.3.E.

Obhtivenmos:
J(ao) = 1627.557 {I1¥Y.3.58)
e J{a*) =

©1026.536 (II1.3.6)

0 valor do indice de desempenho Gtimo sem restricdes, pa

ra n_=1 €& J*.
e
J* = 1584.612
Comparando J(a*) com J*, obtivemos

By - A =I5 gy
J‘#

Para n,=2, os elementos de vetor de parametros Stimos

sao moStrados na Tabela IT11.3.H.

Tivemos:
J(ag) = 1091.824 ' (111.3.7)
£ J{ag*) = 1090.672 (111.3.8)

0 valor do indice de desempenho Otimo sem restricdes pa

ra nezz &
J* =  1084.176

Comparande J* com J{a*) obtivemos um erro percentual

E=0.14%.
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Para o método Newton Modificado, os resultados estdo a

presentados nas Tabelas (III.3.F}) e (IIl.3.5). Nessas tabelas ve
mos que para atingir || VJne(g)H = .BX:TO“B, foram necessarias 4

iteracOes para ne=1 e 19 iteracses para ne=2.

Para o método do Gradiente, os resultados estido apresen
tados nas Tabelas (III.3.1I) e (I111.3.J). Nessas tabelas,vemos. que
para atingir um critério de parada grosseiro; }|V3ne(a]” x 3x}071,
foram necessarias 53 iteracOes para ne=1 & 86 iteragsdes para ne=2.
0 custo computacional indicado nessas tabelas e a sensibilidade
do método, ao aumento de ne, evidenciam a sua pouce adequagaoc ,
principalmente quando o caso mais desfavoravel de condigdo ini

cial € testado.

Com o método de Newton, além do criterio de parada atin
gido ser bem menos grosseiro, o custo computacional foi mais que

10 vezes menos que o do método do Gradiente.

Com a variacao de ne=1 para ne=2, o numero de iteracdes
aumentou de 4 para 19, no método Newton Modificado. Este compor
tamento acentua-se a medida que ne cresce. A razao disto &€  que
para ¢ calculo de

T wne—T

x. b . _ (1171.3.9)
0 [traco wne](nen1)/ne

os erros de arrendodamento crescem com ne, afetando consequente

mente o Gradiente e o Hessiano aproximado.

Um outro ponto a considerar € que, como a matriz
| T
S = [R+ B WB]

nao € diagonal, perdeu-se aparentemente a'passibilidade(k&c010car
Hz(g) na forma bloco diagonal (Milani {141 ~ Teorema 2.2, p.2.12],
0 que certamente aumentaria a eficiéncia do método Newton Modifi
caso, pois facilitaria a solugao do sistema linear simétrico (2.
7.2).

Confrontando o esforgo computacional por passc entre 0s
dois métodos, vemos gque o método do Gradiente resolve duas equa

¢oes de Liapunov a cada passo, enguanto o método Newton Modifica
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do especializado resolve duas equacoes de Lipaunov mais um siste
ma linear simétrico, além da formacdo do Hessiano aproximado, ‘que
nada mais € do que um produto de matrizes. Os resultados obtidos
mostram que esse pequenc esforgo a mals por passc € altamente com

pensado pela aceleracao dada ao método.

Embora teoricamente J e la) tenda a Ay (W) quando ne ten
de a infinito, verificamos que ja para ne=2 estamos bastante pro

ximes de AMCW}, uma vez que

J{a*)

1

1090.672 (111.3.10)

e AM(w} = 1082.289 {(ITT1.3.11)
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- Tabela

Matrizes do sistema A,Q

C =
R -

diag(1

diagl[25.0,

»

1.0,

1.0
25.0,

1,0}

25.0

25.0]

2 R i R N TR LR N 3502 1%
1 915 1-0.773x107" 1.133x107% | 1.0
2 .246x107" 1,939 |-0.318x10"" |.152¢1072 | 1.929
3 892x107" | .766x10" |.885 | -0,851x10° " |.132%10-2 | 1.000
4 277x107% | .903x107" | 2021077 |.853 | -.276 x1077 |.715x10°3 |1 924
5 1.284x107 | 476x107% | 58ax107 | .423x1077 |1.087] 510 %10~ | 4180103 1,000
6_1.300x107% | 1381072 | .582¢10" 1 | 0.116x10- ' ].853 |-.149 210~ 3711077 | 1.929
7 1.0128x107% . 239x7072 | .438x10"" | 0. 426x10”" | 455 |- .463 x1077 | 416510 | 1.000
g8 |.138x1077 420107 | -.161x10"" 899 |- .165 x107 |.413x10~3 | 1. 900
9 213x10°% |.455x107" | 44551071 |.952 |- 468 x10-1 | .360%10-3 11 000
10 |.102x707° 435x107" | .119x107 1| .897 |- 141x10"] 1.929
11 1.775%107> | 156x107% 13271071 | .317x10° 1] 064 |- 545010 1.000
12 1.902x107 |.439x107° | 5731071 | 108x10~'1.903 |- .125x10-] 1.929
13 ].582x107> |.125x107° | .343x10°" | .325¢10° 11.965 |- .340%10"] 1.000
14 16671077 | .441x107 | 32361077 | 1350107 1].909 | - 147x10-' | .410010-3 |1 995
15_{.890x10™ | .172x107° | .500x107" | .478x10" 1] .94 |- .520x10-7 | 3900103 1.000
16 §.676x107> |.755x107> |.379x107 ) | 176x10°1|.908 |- .138¢10~F | 4320103 1.929
17 1.139x107% | .248x107% | 530x107 1 | 5271071 |.047 | - 58510-1 | a5010-3 1.000
18 1.989x10™ | .823x10™° | .472x1071 | .125%10" 1].805 |- 139010 ] 1,929
19 1.877x107° | .180x107% | 315x107 1 | .339%19" 1] 068 | . 377010] 1.000
20 |.9531077 | .455x107% | 3631071 | 119x10° 11,905 |- .132¢10°F | 2100103 1.029
21 {.7250107° |.185x107% | 4421071 | L507x1071].950 | -.503x10-T | 550103 1.000
22 |.719x107° | .567x107° | 358x7071 | .139x10°1|.905 | -.174x10-1 | 404n10"? 1,929
25 |.100x107% |.227x107% | 4491071 | 525107 1] .052 | - .552¢10-F | 2eea1o=3 1.000
24 |.895x107° | .638x107> | .452x10"" | 117x10"1| .894 | - 1560101 | 36m010- 1.929
25 [.770x107 | .183x107 | .527x10"" | .357x10- 1] .954 | -.440010-T | 415x10~3 1.000
26 [ 1130107 | .561x107> | .448x10 " | .150x10" 1].893 | ~ 471x10-T | .570m10°3 1.929 |
27 1.592x107 | 166107 | 345x10°T | 396x10- ] 050 | 40710~ | a5ee10" 1.000
28 1.109x107% | . 751x107> | .434x10~ " | 147x10~1] 896 | - 205010"] .754x107° | 1.929
29 |.131x107° |.305107% | 722x10°7 | .611x10"1|.926 |—.078c10-1 | 9300103 1.000
30 1.128x107° | 136x107% | .528x107F | .192x10~1| 885 | - 2500101 .824x107° |1.929
31 1. 227x107 | .355x107% | 585x107" | .512x10-1].921 | - 59610~} .981x107> | 1.000
32 1211107 | 1621072 | 7051071 | . 251x10- | 866 |~ 201510-] .945x10™° 11.929
33 1.240x107° |.448x107% | 7573107 | .549x101].920 | - 555010~ 1.000
34 12891072 | 100x107% | 7171071 | .247x10-2| 866 1.929
I11.3.C - Via expressa: Regulador L-Q com estrutura local
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Jabela JI1.3.F - Método Newton Modificado

ne =1
K B In (a) IHon () ]
1 1.0 1.g;7.557 0 9396;;3w
2 1.0 | .626.543 0.8411 x 107
3 1.0 1.626.536 0.5779 x 10°%
4 1.0 1.626.536 0.4539 x 1077

Tempo de CPU
PDP-10 UNICAMP

13:20.99

[#3]

[R]



Tabela I11.3.6 - Método Newton Modificade

ne = 2
X Jn_ (2] | ang (@]
i 0 1.091.824 0.6979
2 .0 1.090.976 0.7731 x 107
E 5 1.090.860 0.3560 x 107
.25 | 1.090.678 0.1764 x 107"
25 | 1.090.673 0.6819 x 1077
.25 | 1.090.672 0.4750 x 1072
.25 | 1.090.672 0.2335 x 1072
6 .25 | 1.090.672 0.8799 x 107

Tempo de CPU

PDP-10 UNICAMP

58:32.59

L

Lt
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Tabela III.3.1 - Metodo do Gradiente

nege = 1
X g J_ (o) Il J_ (@ i
1 1x10°% | 1.627.557 | 0.439
2 1x10°% | 1.627.315 | 0.772
3 1x10°% | 1.627.149 | 0.648
4 1x10°% 1 1.627.031 | 0.555
5 1x16°% 1 1.626.944 | 0.482
6 1x107% | 1.626.878 | 0.424
-4 ] : -1
50 1x10 1.626.544 1 0.387 x 10
51 1x107% | 1.626.544 | 0.370 x 107
52 1x107% | 1.626.543 | 0.358 x 107"
53 1x10"% 1 1.626.543 | 0.346 x 107!

Wi

e



Tabela 111.3.J - Método do Gradiente

ne = 2

1 0.1x10”3 1.091.824 0.697

2 " 1.091.682 0,639

3 " 1.091.564 0.587

4 ” 1.091.463 0.540

5 o 1.091.378 0.498

& " 1.091.306 4.459

7 " 1.091.245 0,424

8 o 1.0981.192 B.392
86 0.1x107° | 1.090.800 | 0.480 x 10°




CAPITULO 1V

CONCLUSAO GERAL

Foi apresentada uma formulacioc do problema :de otimiza
cao de parametros em reguladores L-Q, com restricdes de estrutura,
para sistemas discretos, proprio para tratamento aproximado quan
do o pior caso de condicdo inicial deve ser considerado., Foram a

presentados procedimentos para o cdlculo em forma fechada do ve

tor Gradiente e da matriz Hessiana.

Foi proposto um método de otimizacido do tipo Newton Mo
dificado que se mostrou muitc bem adaptado para tratar do proble
ma de sintese via otimizacdo de parimetros para a situa¢ao  mais
desfavoravel de condicdo inicial. Comparado com o método do Gra
diente, ele teve um.desempenho muitas vezes superior. Houve pro
blemas de erros de arrendondamento que afetaram o método, também
a perda da caracteristica bloco diagonal do Hessiano aproximado y

ocbtida para sistemas continuos.

Esses dois aspectos sdo importantes e serdo tratados o

portunamente em trabalhos futuros.



APENDICE A

A.%. INTRODUCAO

Este apendice apresenta definicdes e resultados relacio
nados a Sistemas Lineares Invariantes ne Tempo, Reguladores L -Q
de Tempo Infinito e Algebra Linear que sido usados neste trabalho.
Para maiores detalhes, veja Kwakernaak & Sivan [10], Barnett & 5to
rey [V}, Kirk {11}, Ogata [16]}, Zadeh & Desoer {23].

A.2. SOLUCAC DA EQUACAC DE ESTADO DE UM SISTEMA LINEAR, DISCRETO,

INVARIANTE NO TEMPO

Considerando a equagao

Kot = At By s Xy = X (A.2.1)

onde A e uma matriz nxn, B & de dimensdc nxm, invariantes no tenm

PO, xk::x{k} € Xyg € 0 estado inicial.

A solucdo da eq.(A.2.1) € dada por

k—ke k”k{)"J”1
X, = A . Xy o+ )3 . Bu. (A.2.2)
Xy ﬁkc L =3 _
=%
knko
onde A ¢ a matriz de transicac de estado, Podemos considerar

kaO ¢ entaoc teremos:

k

j :
Xp = Alxg e T A - Buy C(A.2.3)

onde Xg € o estado inicial.

A.3. DISCRETIZACAC DA REPRESENTACAC DE ESTADO CONTINUA

A discretizacao do sistema continuo X(t) = Ax (t) + Bu(t),
cuja solugao é dada por:

Alt_t.) t
x(t) = e 0 -Xp +‘§ e{t"T),Bu{T)dT {A.3.1)
0



utilizande o intervalo de amostragem T entre os instantes kT e
(k+1)Ty vom uma entrada constante durante o intervalo de amostra

gem € dada por:

T : .
AT At
Ek+1 = @ ‘X +[j~ e J.dT 'B‘Ek (A.3.2)
i
onde: _
eAt':I+At+ ! A2t2+-~—l-A5t3+.“—-l—— ﬁxk,tk%...
21! 31 ki
(A.3.3)

A. 4. ESTABILIDADE DE SISTEMAS LINEARES, DISCRETOS, INVARIANTES NO

TEMPO
Bef. 1: O sistema Xy = Agk (A.4.1)

¢ assintoticamente estivel se todos os autovalores da matriz A tem
modulo menor que a unidade. Neste caso, diremos também gue a ma

triz A € assintoticamente estivel.

Def, 2: Consideremos o sistema (A.4.1). Suponhamos que a matriz A
de dimensdo (nxn) tem n autovalores distintos. Definiremos entio
o sub-espaco estavel desses sistema, ao sub- ~es5pago real linear ge
rado pelos autovetores que correspondem autovalores com modulo me

ner que 1.

Analogamente, definimos o subespaco instavel desses sis
tema ao subespaco real linear, gerado peleos autovetores associa

dos a autovalores com modulo 21.

Se o0s autovalores de A ndo sido todos distintos, conside

i

remos o espaco nulo NJ de (A-x..I) mJ onde AJ € 0 autovalor de A e
mj € sua multiplicidade no polindmio caracteristico de A.

Def. 3: O subespaco estavel de (A.4.1) é o subespago real, linear,
soma direta dos espalo nulos Nj que correspondem a valores carac
teristicos de A com modulo menor que 1. Analogamente, o subespago
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instavel € o subespago real, soma direta dos espacos nulos Njiqua
torrespondem a autovalores de A com module 2 1.

A.S5. CONTROLABILIDADE, OBSERVABILIDADE E DETECTABILIDADE

Def. 4: 0 sistema linear, discreto, invariante no tempo

Xeoq ® Ax ¢ By, (A.5.1)
X}( = C"}Ek {A.S-z)

¢ completamente controlavel se qualquer estado pode ser alcanca
do partindo-se do estado zero com um nimero finito de passos.

Def. 5: 0 par [A,B] & completamente controiivel se 0 sistema cor

respondente for completamente controlavel,

Teorema (A.5.1): O sistema (A.5.1) (A.5.2) & completamente  con

trolavel se e semente se a matriz de controlabi

lidade P=[B,AB,A%B,A%B, ... A" 1 5} tep rank 7.

Def. 6: O sistema linear (A.2.7) € estabilizavel se ¢ seu  subes
Pa¢o instavel ests contido em seuy subespaco controlavel, Neste
caso diremos também que o par [A,B} € estabilizivel.

Def, 7: 0 sistema (A.5.1)(A.5.2) é observavel se Xg pode ser de
terminado do conjunto de medidas {XJ’Xz""’XN} para algum N fi
nito. Se isto & verdade, para qualquer instante inicial, o siste

ma € completamente observivel,

Teorema (A.5.2): 0 sistema (A.5.1)(A.5.2) & completamente obser

vavel se, e somente se, a matriz de observabili
dade,
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CA
- 2 (A.5.3)

ca

¢ de posto n.

Def. 8: O par [A,C] € completamente observavel se o sistema cor

respondente for completamente observivel.

Def, 9: O sistema (A.5.1)(A.5.2) € detectdvel se o seu subespaco

nao observavel esti contido no seu subespaco estavel.

Def. 10: O par [A,C] & detectavel se o sistema correspondente for

detectavel.

my

Def. 11: O subespacgo nao observavel do sistema (A.5.1)(A.5.2)
subespage linear formado pelos estados X, para os quais y{kT)

i
o

para k > kj-

Teorema (A.5.3): O subespaco nao observavel do sistema (A.5.1)(A.

5.2) € o espage nulo da matriz de observabilida
de N(QJ.

Teorema (A.5.4): SBe Xy pertence ao subespago nao observavel do 518

tema (A.5.1)(A.5.2) entdo x; e Axy também perten

cem ao subespaco nido observavel,

Def. 13: 0 sistema abaixo

* - t * t Y

XFoq = A Xg o+ C Jup [A.5.4)
% t’ *

i = B P _ : (A.5.5}

€ chamado o dual do sistema (A.5.13(A.5.2).
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Teorema (A.5.5): Dado o sistema (A.5.1)(A.5.2) e seu dual (A.5.4)
(A.5.5) temos: ‘

a) O sistema (A.5.1)(A.5.2) é completamente con
troldvel se o seu dual (A.5.4){A.5.5) for com

pletamente observavel,

b} O sistema (A.5.1)(A.5.2) & estgbilizavel se e
s6 se o seu dual (A.5.4)(A.5.5) for detectd
vel.

A.6. TRACO DE UMA MATRIZ QUADRADA

Def. 14: Seja A uma matriz quadrada {(nxn). Chama-se trago da  ma
triz A 4 soma de seus elementos da diagonal, isto &:

n _
tT{A)} = 3‘.51 a; {A.6.1)

Teorema {(A.6.1): trago de {A.B) = trace de {B.A)
e traco (A+B} = traco A + traco B

Teorema (A.6.2): traco A = 3.

Il
. 1

i=1

onde Ki $40 0s autovalores da matriz A

Teorema (A.6.3): Dadas a matriz simétrica A e a matriz B, temos:

traco(A.B) = traco(A.BY) (A.6.2)

A.7. PRODUTO DE XRONECKER DE MATRIZES

Def. 15: Dadas as matrizes A e B de dimensdes (mxn) e (¢xplrespec

tivamente, o produto do Kronecker [A x B] é dado por:

A@B:(%Jﬁ} (A.6.3)

onde A(:)B € uma matriz de dimensio {m2xnp)} parcionada em m.n blo

cos conforme indicado em (A.7.1}.
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Teorema {A.7.1): Dadas as matrizes A,B,C,D de dimensces (mxn),(ﬁxp)

(nxr) e (pxq) respectivamente temos:
(A® B - At ® Bt (A.7.2)

[ARBI.[C® D] = AC(X) BD | (A.7.3)

Teorema (A.7.2): Dadas as matrizes A,B,C de dimensdes (nxn), {(nxm),

{mxnl}, respectivamente, temos:

a) A.X = B &€ equivalente a
[AG) I 1.X, = By
b) XA = C € eguivalente a
t
A T.X, = C

onde I € a matriz unidade de dimensdo (mxm),

XV’BV’CV sao vetores de dimensdes {n.m) con
tendo respectivamente os elementos de X,B e C

armazenados por linha.

Teorema (A.7.3): Dadas as-matrizes A,B de dimensodes (nxn) e {mxm)

respectivamente, temos:
a) Os autovalores de (A(X)B) sdo os m.n nimerocs

- : . .;\, M ‘(: > ': £ A
Aij Ay (AD }(B), i=1 ate n, j=1 até m

b} Os autovalores de‘A<>12n+ %ﬁ()fﬁséo 0S5 . m,n
nimeros Aij = Ai(k}+lj(8) i=1 até n, j=1 até
m, onde A;(A) e Aj(B) representam respectiva
mente o i-€simo autovalor de A e j-€simo auto

valor de B.

A.8. EQUACAO DE LIAPUNOV E INDICE DE DESEMPENHO QUADRATICO

Teorema (A.8.1}: Sejam A, QtQ, X, matrizes de dimensoes (nxn}; A

& assintoticamente estavel (todos os autovalores

com modulo menor que 1). Temos:
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al A solucdo da equacaoc

X = A" X A+ oY (A.8.1)

€ dada por:

X = 1 (ah¥ gtqak (A.8.2)
k=0

b) Se Q'Q & uma matriz definida positiva ou o par
[A,Q} completamente observavel, entioc X é de

finida positiva

Prova: a) E facil verificar que a solugdo da eq.(A.8.13 é dada pe

b)

entao

la solucao de regime permanente da recorréncia linear
estavel, '

t t -
Xgo1 = AT X A+ QTQ (A.8.3)

A recorrencia acima € estavel porque por hipdtese A &

assintoticamente estavel.

Por inspensao em (A.8.3) €& facil verificar que

(atyE gTpa*

1 8

X =
k=0

Considerando QtQ >0 segue-se que:

X . kg (5K gtoak - otg . atQtqa + (a%y? qtoal .
=0
(A.8.4)

Seja x, ¢ R7 | Xg # 0

ot
X

t t t,.t. .t R SR A 2
20 X.J_{_() = {Eg QQE(J*EDAQQAXQ*}EO {A737Q QA Xg+oove

COmo QtQ:>D 5egue-se imediatamente que X > 0.

mindo novamente x

Se o par [A,Q] € completamente observavel, e QtQa 6 as

*Os:Rn, X # 0 e supondo por absurdo X g O,teremos:
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xo Q¢ xp AT ax  + x P ATy Betat 4 Ll s x, (AN 4 Ly s
(8.8.5)
" k
Seja y, = QA Xy (A.8.6)
logo {th'zg'*lgtY;'*th'Zg‘*""*Zkt'yk‘*"°} z 0 (A.8.7)

Como Zkt‘yk z § para qualquer vator no Rn, conclue- se
que X <0 & absurdo, X=0 também € absurdo, pois teriamos Vi Qf&ﬁ»@
para todo k »0, o que contradiz a hipbtese do par [A,Q] completa

mente observavel. Logo, X > 0.

Teorema (A.8.23): Dados o sistema linear, invariante no tempo e as

sintoticamente estavel

Xp,q1 ® (Aa—BGC}.Ek ; Eko = “}-{;0 (A.8.8)
e o indice de desempenho
- t t.t,
N %, [8,7.5, + €76 8,6C) .x, (A.8.9)
onde 82:>0, temos:
a¥Y J = x th = traco(x,.x tW) (A,B.10)
=0 =D ' 07 T
t t t,.T.. -
onde {A+RBGC)Y "W{A+BGCY-W = S,z 81‘FC G SZGL {A.8.11)

by W>0 se 8 tS >0 ou se § tS

1 Sy 1 Sy z 0 e o par [A,S,]

¢ completamente observavel.

c) Se X € uma variavel aleatdria com matriz de mo

mentos de segunda ordem }{x Ot} = X,, temos

G?
E{J} = trago{KOW} (A.8.12)
Prova: a) A solucdo de (A.8.8) € dada por

x, = (A+BGO*.x (A.8.13)

0
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Substituindo (A.8.13) em (A.8.9) temos

to t
Jx) = ¢ ox,"(AsBGO)" 18,55, + CT6"S,60] (A+BGO) N .x,  (A.8.14)
k=0 -
o t
- xﬂt T (A+BGC)® [S1t.81-»CthSZGC}{A+BGC)k % (A.8.15)
~Y k-0 =0
pelo teorema (A.8.1) temos
JX) = x, W (A.8.16
XPo= Xg #Xy .8.186)
onde W € a solucao de:
t - : t . .
{A+BGC) "W(A+RGC)-W = [S] .S}-+L & SEGC} {(A.8.,17)

Como 5GtW§0 = Lraco Eﬁtwiﬁ , ‘aplicando o teorema{A.6.1)
a (A.8.16) chega-se

t

Jx) = trago{xa h's W}
- 0

tS >0, temos:

b} Se 81 ]

ts?-fctcts 6C >0

5 2

i
¢ pelo teorema {A.8.1) segue-se que W > 0.

Se $.5.85.2 0 e o par [A,S,] completamente observivel,se

; 542
gue-se que:
Supondo por absurdo W2 0, como consequéncia deve exis
tir x; # 0 & R" tal que x "Wx, = 0 | (A.8.18)
Desta forma, de {A.8.15) temos:

{A.8.19)

1A

k

758
L

S1% 00

2
b

HEAS
8

GCx, 0 0 (A.8.20)

Substituindo esses resultados em {A.8.8), temos:
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@
~
i
th
"
i1
e
o
1A
b
A
8

0o que contradiz 3 hipGtese de que o par [A,S,] & completamente ob
q p q p : p b

servavel. Logo W 0.

c) De (A.8.10) temos

E{J} = E{tragolx, x," W]} (A.8.22)

Devido & linearidade dos operadores E(.) e traco{.)} se
gue:
E{J}

il

tTago (E(xy-x, ) W} | (A.8.23)

E{J}

trago{XOW} c.q.d. | (A.8.24}

Teorema (A.8.3): Dado o indice de desempenho quadrdtico

J = traco S°S b AtQtQAk
k=0

-

onde A ¢ uma matriz (nxn) e Q € uma matriz (rxn) e o par [A,Q] €
detectavel; S € de dimensdo (mxn) e o par (A,St} & completamente
controlavel.

Se J<ew (isto &, J € finito), entdo A & uma matriz as

sintoticamente estavel,

Temos

k

J = traco{S's At gtoaky < = (A.8.25)

[T e
o

Aplicando o teorema {A.6.1) a (A.8.25) temos

[
i

trago

QQa®.s" ¢ (A.8.26)

m @ k '
trago % L s, by At QtQAk 5. e @ {A.B.27)
i=1 7t k=0 =t

ou g

it

onde 55 e um vetor contendo a i-ésima linha da matriz S.



e (A.8.27) segue-se que:

J = trago{zkl.(zki)t} < o

i = - .
onde Yy~ € a saida do sistema

Para que se cumpra (A.8.28), devemos ter

lim Xkl = 0 1i=1,2,3,...,nm

e

observemos que

1lim X§+j = 0

Joroo
para todo j finito, isto €,
k+j 0

1im QA S. =
k—)ﬂn —1

para todo i finito, em particular

1imQA3Ak S5 i=0 até j=n-1

fres

- 48 =

(A.8.28}

{A.8.29)

{A.8.30}

{A.8.31)

(A.8.32)

{(A.8.33)

(A,8.34)

Como o par [A,St] & completamente controlavel, a matriz

t

P = {s" , Ast , a®st , ..., A

tem rank n. Logo,

im QAkx = 0
kow 0
para todo X5 € R? ou
Q
N k
iiﬁ Q§ A Xy o= 0
Qalt-T

2.t M-}

(A.B.35)

(A.B.36)

(A.8.37)



isto &,
Q
_jea
Lin |02 | xy = 0 (A.8.38)
QAQ«T

. n . n - . .
Seja x5 e RV, Como R” € a soma direta dos espacos obser
vavel e ndo observivel, temos:

a}l Se X pertence ao subespaco naoc observavel, Xy tam
bém pertence ac mesmo subespago., E como o par [A,Qlé
detectavel, Xy pertence ao subespaco estavel do sis

tema. Logo,

Iim x, = 0
k-—H‘n k
bl Xg pertence ac subespaco observavel do sistema, X5

nao pertence ao espaco nulo da matriz de observabili

dade e portanto

Tim x, = 0
k+m ——k

Portanto, para todo Xp E Rn, Iim X o= 0, ou seja, A

- ) ) . koo
e assintoticamente estivel.

Teorema (A.8.4): Sejam A,B,W,T,S matrizes de dimensdes (nxm). A

estavel e B,W,T,S matrizes simétricas. Entio,

trago(SW) = traco{B.T) ) {A.8.39)
onde W = ATWA + B (A.8.40)
e T = ATAY & g (A.8.41)

Prova: Aplicando o tercema (A.8.1) 4 eqg.(A.8.39), tem-se:

=l L)

tragco(SW) = tragce § T {At)k.B.Ak traco I S(At}kBAk =
k=

0 k=0

il
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- tracofa¥satHX.p (A.8.42)

Aplicande o teorema (A.6.1) e a seguir o teorema (A.S.
1} em (A.8.41), chega-se a

trago{AkS(ﬁp)k,B} = trago{BAkS{At)k} = tragoe{ BT}

poertanto traco{SW} = traco{RT}

c.q.d.

A.9. PROBLEMA DO REGULADOR LINEAR QUADRATICO DE TEMPO INFINITO

Def. (A.9.1): Dados o sistema linear, invariante no tempo

Xpar = A%+ Buy §k0 = X, (A.9.1)
e o funcional de desempenho quadratico
- tat t
Jiy 1 = z {x, Q Qxy +uy Ry (A.9.2)

k=0

onde X € Uy sao vetores de dimensGes n,m respectivamente; A,B,Q,
R sdo matrizes reals, constantes, dimensionadas consistentemente

e R & uma matriz simétrica definida positiva.

0 problema de achar Y que minimiza (A.9.2) € <chamado
de "Problema do Regulador Otimo Deterministico Linear Quadritico

de Tempo Infinito".

Teorema (A.S9.1}: Dados o sistema linear {A.9.1) e o funcional de

desempenho (A.9.2), temos:

a) Se o sistema & estabilizdvel e o par [A,Q] é
detectavel, a solugdo do problema do regula

dor otimo L-Q de tempo infinito & dada por:

u = - (ReBtwB) "B wax (A.9.3)

k

onde W & dada pela Onica solugao semidefinida positiva da equa

cd0 de Riccati:



W AtwA . 0 - AtwB(R+B B B WA - o (A.9.4)

b) Para up = Uy, o sistema em malha fechada

= (A+BGOIxy ;3 x(ky) = X (A.9.5)

ke 20

€ assintoticamente estdvel se e somente se o sistema (A.9.1) & es

tabilizavel e o par [A,Q] € detectdvel.

c) Se uy € dado por

u, = - (ReBTWB)TTBTWA x,

onde W € a solucdo da equacdo de Riccati (A.9.4), o valor do fun

cional de desempenho (A.9.2) € dado por J[gk] = thWxG.

-

d) A solugao W da equagao de Riccati (A.9.4) é definida po

sitiva se e somente se o par [A,Q] € completamente observavel.

Do teorema (A.8.1) & interessante salientar o seguinte:

a) Da equacao (A.9.3) verifica-se que a lei de controle
Gtima € linear, invariante no tempo, na forma de rea
limentacado de estado e independente da condigac ini

cial do sistema.

b) A invariancia e a linearidade da lei de controle,benm
como a sua independencia para com a condicdo inicial
do sistema, facilitam muitoc a implementagido da lei
de controle. Como o sistema controlado continua i1
near ¢ invariante no tempo, a sua andalise & tambem

muite facilitada,

¢} A lei de controle na forma de realimentacaoc esta in
timamente associada a uma série de propriedades ben
conhecidos, que alem dos resultados apresentados no

teorema {A.9 1), viabilizam sobremaneira o problema



do regulador Stime L-Q de tempo infinito como ferra

®

menta para projeto de sistemas de controle:

- Alocacgac assintotica de pSlos através da  escolha
apropriada do funcional de desempenho {(A.9.2) [ 1.

- Sistema controlado com excelente propriedades de
sensitividade e robusteza de acordo com varios cri
terios, incluindo o das clidssicas margens de ganho
e fase [20}, [19]7.

- A escolha adequada do funcional de desempenho (A.9.
2) permite maximizar a validade de modelos lineari
zacao em torno de uma posicdo de equilibrio estd
vel [371,127.

d) Do ponto de vista da implementacao da leil de contro
le (A.9.3), suas principais desvantagens sao:

- Exige medicao completa do estado do sistema. Isto
nem sempre € possivel ou economicamente interessan
te,

~ Na lei de controle {A.9.3), cada entrada uy pode
ser afetada por todas as saidas dos sensores Xy -
Em muitos sistemas, mais particularmente em siste
mas de grande porte, caracterizados por grande dis
persdao espacial entre suas entradas de controle e
seus estados, devido a problemas de custo e confia
bilidade do sistema de comunicacao exigido, nem
sempre & possivel ou economicamente vidvel imple
mentar todas as malhas de realimentacdo requeridas

pela lei de controle (A.9 . 3).

- Se aoc problema do regulador otimo L-Q de tempo in
finito (A.9.1)(A.9.2) forem acrescentadas restri
¢oes afetando a medicao completa do estado do 515
tema e a comunitagéo entre as saidas dos sensores
e as entradas .dos atuadores, nao ha mais garantia
de que a lei de controle Gtimo,caso possa ser obti
da, tenha as interessantes propriedades (a), (b) ,

{cl.
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