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Resumo

Grafos a Eventos Temporizados(GET) sdo uma subclasse de redes de Petri apropriada para a
descricao de Sistemas a Eventos Discretos sujeitos a fendmenos de sincronizagao. Embora esses
sistemas apresentem comportamento nao-linear na &algebra convencional, eles sdao descritos por
equacoes lineares na algebra de didides. Esta tese aborda os problemas de identificacao e de
controle de tais sistemas. Na abordagem de identificagdo, propoe-se um método de estimacao
paramétrica para modelos max-plus lineares mono-entrada e mono-saida. O algoritmo de estimagao
¢ desenvolvido a partir da funcéo de transferéncia entre a entrada e a saida do sistema. Na
abordagem de controle, trata-se do controle por modelo de referéncia num contexto Just-in-Time.
A estrutura de controle proposta é baseada na pré-compensacao e na retroalimentacao. Mostra-se
que essa abordagem sempre resulta em um comportamento étimo do sistema em malha fechada
e que a existéncia dos controladores étimos é independente da escolha do modelo de referéncia
(diferentemente das abordagens em malha fechada propostas em outros trabalhos). Esses resultados

sao aplicados na resolucao do problema de estabilizacao de GET.

Palavras Chave: Sistemas a Eventos Discretos, Grafos a Eventos Temporizados, Didides,

Identificacao, Controle, Just-in-Time, Algebra Max-Plus.

Abstract

Timed Event Graphs (TEG) are a subclass of Petri nets suitable to describe Discrete Event Sys-
tems subject to synchronization phenomena. Although these systems have nonlinear time behavior
in conventional algebra they are described by linear equations in dioid algebra. This thesis deals
with identification and control problems of such systems. The identification approach proposes
a parametric estimation method for SISO linear max-plus models. The estimation algorithm is
developed from the input-output transfer function of the system. The control approach deals with
the model-reference control stated in a Just-in-Time context. The proposed control structure is
based on a precompensator and a feedback controllers. It is shown that this approach always leads
to an optimal behavior of the closed-loop system and that the existence of optimal controllers is
independent of the model reference choice (unlike previous closed-loop approaches found in the

literature). These results are used to solve the TEG stabilization problem.

Keywords: Discrete Event Dynamic Systems, Timed Event Graphs, Dioids, Identification,
Control, Just-in-Time, Max-Plus Algebra.






Résumé étendu

Identification et Commande de Systemes a Fvénements
Discrets dans 1’Algebre (max,+)

La théorie des systemes est traditionnellement basée sur ’étude des systéemes a temps continu
qui obéissent essentiellement aux lois élémentaires de la physique comme les lois de conservation et
de mouvement. Les outils mathématiques basés sur les équations différentielles (ou aux différences)
ont été utilisés avec succes pour la modélisation de ces systemes appelés Systemes Dynamiques
a Variable Continue (SDVC). Néanmoins, dans le monde contemporain, de nombreux systemes,
comme les ordinateurs, les réseaux de communication, les systémes de production, le controle de
trafic aérien, etc.., se caractérisent par des espaces d’états discrets, c’est-a-dire, des systemes dont
I’état ne se modifie qu’en réponse & ’occurrence d’événements particuliers (Cassandras & Ramadge,
1990). Ces événements peuvent étre, par exemple, du type ”tache accomplie”, ”panne d’une ma-
chine”, ”"processus en cours”, etc... Ces systemes dynamiques liés a ’occurrence d’événements sont
généralement complexes et sont de conception essentiellement humaine. Ils sont appelés Systemes
Dynamiques & Evénements Discrets (SED) pour les distinguer des SDVC. De nombreux cadres
théoriques existent pour modéliser les SED, comme par exemple, les Processus de Markov, les

Réseaux de Petri, les Automates a état fini, I’Algebre des Dioides, et les Processus Semi-Markovien

Généralisés. Une introduction & ces techniques est présentée par Cassandras & Lafortune (1999).

L’un des modeles retenu pour décrire formellement les SED sont les Réseaux de Petri (Murata,
1989). Les Réseaux de Petri temporisés sont notamment utiles dans le cadre de 1’évaluation de per-
formances des SED. Les graphes d’événement temporisés (GET) sont une sous-classe des Réseaux
de Petri dont chaque place n’admet qu’une transition en amont et une transition en aval (Baccelli
et al., 1992; Cohen et al., 1989). Une transition unique en aval signifie que tous les conflits concer-
nant 'utilisation des ressources ont été résolus par une politique appropriée. Une transition unique

en amont signifie qu’il n’y pas concurrence a la consommation ou a la fourniture de ressources dans
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le réseau de Petri. Les GET correspondent aux systemes qui peuvent étre décrits linéairement
dans des structures algébriques de type (max,+) ou encore appelées dioide. Un dioide est un demi-
anneau idempotent (i.e., a ®a = a) qui permet la description & ’aide de modeéle linéaire présentant
de fortes analogies avec ceux obtenus dans ’algebre usuel pour décrire les SDVC. Cette propriété
a engendré le développement de structures de commande et d’identification équivalentes a celles

antérieurement obtenues pour les SDVC .

Dans ce contexte, la contribution de cette these porte sur deux problemes. Le premier concerne
une méthodologie pour l'identification parametrique de GET représentés dans les dioides (Maia
et al., 2003c). Le second concerne une nouvelle structure pour la commande en boucle fermée dans

un objectif de poursuite de modele (Maia et al., 2003a,b; Lhommeau et al., 2003).
Identification de GET

L’identification concerne le développement d’une méthode permettant I’estimation des parametres
de GET mono-entrée et mono-sortie (GET SISO). Il s’agit d’estimer les parametres temporels des
GET a partir des instants de tir des transitions de 'entrée (signal d’entrée) et de l'observation de
ceux de la sortie (signal de sortie). En supposant la structure du modele connue, il est montré qu’il

est possible de modéliser les GET SISO a I’aide du systeme d’équations suivant:

z2(k) = s®@z(k—r1)®u(k)
y(k) = poulk)®...@p_1u(k—v+1)®
Qpzlk—v)®..®q_12(k—v—r+1)

ou u(k) et y(k) sont respectivement ’entrée et la sortie du systeme, z(k) est une variable interne qui
caractérise sa périodicité. L’objectif de la méthodologie d’identification proposée est I’estimation des
parametres temporels py & p,_1, go & g-—1 et s en supposant connus les parametres structurels r et
v. A partir de ces conditions, la méthode d’identification est développée en s’appuyant sur le calcul
d’une borne supérieure pour le parametre s. Les propriétés du signal d’entrée (la séquence de tirs
de ’entrée) joue un role important pour assurer I'identification des parametres et la convergence de
I’algorithme d’estimation proposé. Nous terminons le chapitre en donnant une condition suffisante

garantissant la convergence de cet algorithme d’estimation.
Commande

L’approche classique pour la commande des GET (Baccelli et al., 1992) a pour but la maximi-
sation de l'entrée du systeme (dans le sens ou les dates des tirs des transitions d’entrée doivent
avoir lieu le plus tard possible) de fagon & garantir que la sortie ne soit pas plus grande qu’'une
consigne donnée (dans le sens ou les dates des tirs des transitions de sortie ne doivent pas avoir lieu

plus tard que ce qui est spécifié par le signal de consigne). Cette approche est une formalisation
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de la politique de gestion de production connue sous le vocable de juste a temps. La théorie de
la résiduation (Blyth & Janowitz, 1972), qui a pour but de trouver une solution extrémale & un
systeme d’inéquations défini sur des ensembles ordonnés, joue un role central lors du calcul de cette

commande.

Dans cette these, la commande de GET dans le contexte de poursuite d’un modele est abordée.
L’objectif est de synthétiser des correcteurs permettant au systeme corrigé de s’approcher au mieux
du comportement dynamique spécifié par un modele de référence. Ces travaux font suite aux
travaux de Cottenceau et al. (2001) et Liiders & Santos-Mendes (2002). La structure de commande
proposée utilise un précompensateur et un correcteur de type retour de sortie. On montre qu’il y a
toujours une solution optimale a ce probleme, c’est-a-dire que les restrictions relatives au choix du
modele de référence sont levées. Cette nouvelle structure de commande est utilisée pour résoudre

le probléeme de stabilisation d’un systeme.
Division de la theése

Le manuscrit de these est organisé de la maniere suivante :

1. Le chapitre 2 introduit les outils algébriques nécessaires pour le développement des méthodologies
proposées. Les principaux outils présentés sont la théorie des dioides et la théorie de la
résiduation. Ce chapitre introduit également quelques contributions théoriques sur la résiduation

de 'opérateur A.

2. Le chapitre 3 est une introduction a la modélisation de GET dans l'algebre des dioides. On

présente les concepts telles que la représentation d’état et les matrices de transfert.

3. Dans le chapitre 4, la méthodologie d’identification est proposée. La méthode est développée
pour les GET mono-entrée mono-sortie et la structure du modele est supposée connue. Elle
repose essentiellement sur la résiduation des opérateurs ® et @. Le chapitre se termine par

I’étude de la convergence de l'algorithme d’identification.

4. Le chapitre 5 présente le probleme de commande des GET dans un objectif de poursuite de
modele. Il débute par un survol des résultats de la littérature concernant la stabilité et la
commande de GET. Ensuite, la structure de commande proposée et les principaux résultats
théoriques obtenus sont présentés. Il est notamment montré qu’il est toujours possible de
trouver des lois de commande en boucle fermée équivalentes aux lois de commande obtenues
en boucle ouverte (par I'intermédiaire d’un précompensateur). C’est-a-dire, dans un contexte

de systéme manufacturier, qu’il est possible de calculer une commande maximale (une plus
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grande entrée) qui respecte les performances spécifiées par le modele de référence. En outre,
il est montré que la structure proposée favorise la stabilité du systéme en boucle fermée des
que le modele de référence est choisi de fagon approprié. On propose une condition suffisante

permettant le choix du modele de référence qui assure la stabilité.

. Finalement, on présente dans le chapitre 6 les conclusions du travail et quelques perspectives

de recherche pour les travaux a venir.
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Notacao

Zomaz ¢ didide (Z U {—o0, 400}, max, +), também chamado algebra (max,+).

Zonin + didide (Z U {—o0, +00}, min, +), também chamado &lgebra (min,+).

Lo [v] : didide das séries formais em -y com expoentes em Z e coeficientes em Domac-
Lomin, [0] : didide das séries formais em & com expoentes em Z e coeficientes em Loin.-

D[v]: didide v*Zmaz[7]-

B[y, 0] : didide das séries formais em « e 6 com expoentes em Z e coeficientes booleanos.

METIv, 6] = quociente do didide B[y, d] pela congruéncia R(,es-1):
51(7, 6)R(yps-1y52(7,0) <= (Y& ) s1(7,0) = (v ® 6~ ") s2(7, ).

M3=H [, 6] + didide dos elementos causais de M2 [y, d].

n
Mozt~ 5]« didide dos elementos racionais de M%[v, d].

Imf: imagem do mapeamento f: E — F,Imf ={y € F|3r € E,y = f(z)}.
B|f @ restri¢do de um mapeamento f ao contradominio B (com Imf C B).
f*: mapeamento residuo do mapeamento f: f#(y) = sup({z|f(x) < y}).

f*: mapeamento residuo dual do mapeamento f: f°(y) = inf({z|f(z) = y}).

L, : produto & esquerda por a, Ly(z) = a ® z.
R, : produto a direita por a, R,(z) =z ® a.
M, : infimo em relagao a a, My(z) =a A x.

T, : adigdo a a, To(z) = a ® x.

-Eb- = a}b : notagao utilizada para representar Lg(b).
%‘ = bfa : notagdo utilizada para representar Rﬁ(b).

b8 a: notacio utilizada para representar M (b).
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b e a: notacio utilizada para representar L, (b).
Pry : mapeamento residuo da injegao canonica Id) yaz+, 57 : MG [y, 6] — M3 [, 8]
0oo(h): inclinagao assintética de uma série periédica h.

Cn: Contador associado & série h, Cp(t) = inf{k € Z|y*6* < h}.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria de controle cldssica trata essencialmente do estudo de sistemas continuos no tempo cuja
modelagem é freqiientemente baseada em principios fisicos elementares, tais como leis de movimento
e de conservacao de energia. As ferramentas matemadticas baseadas em equagoes diferenciais (e
a diferencas) tém sido aplicadas com sucesso na modelagem e controle desses sistemas que sao
denominados Sistemas Dinamicos a Varidvel Continua (SDVC). Contudo, o mundo tecnoldgico
atual, na forma de computadores, processos de manufatura, redes de comunicagdo, controle de
trafego aéreo, entre outras formas, tem se caracterizado por sistemas descritos por espacos de
estados discretos e cuja dinamica é dirigida por eventos: sistemas nos quais o estado muda somente
em instantes discretos no tempo em resposta a ocorréncia de eventos (Cassandras & Ramadge,
1990). Esses eventos podem ser, por exemplo, num contexto de sistemas de manufatura, ”entrada
de matéria-prima’”, ”processamento de matéria prima”, ”"saida de produto final”, etc. Em geral,
pode-se dizer que os sistemas dinamicos dirigidos por eventos sao complexos e sao governados
por regras operacionais de concepcao essencialmente humana. Por essas caracteristicas, eles sao

denominados Sistemas dinamicos a Eventos Discretos (SED) como forma de distingui-los dos SDVC.

Existem muitas técnicas para modelagem de SED. Entre as quais podem-se citar: Processos de
Markov, Redes de Petri , Redes de Filas, Automatos e Maquinas de Estado finito, Processos Fini-
tamente Recursivos, Algebra de Didides e Processos Semi-Markovianos Generalizados (Cassandras
& Lafortune, 1999). Uma maneira formal de descrever Sistemas a Eventos Discretos é através de
Redes de Petri (Murata, 1989). As Redes de Petri temporizadas sdo particularmente tteis quando
hé interesse em avaliar o desempenho do SED. Grafos a Eventos Temporizados (GET) sao uma
subclasse de Redes de Petri na qual todos os lugares tém uma unica transicao de entrada e uma

unica transicdo de saida (Baccelli et al., 1992). Uma transicao de saida tnica significa que todos

17



18 CAPITULO 1. INTRODUCAO

os conflitos potenciais no uso dos recursos foram previamente resolvidos por alguma politica. Uma
transicao de entrada unica significa que nao ha concorréncia ao consumo ou ao fornecimento de
recursos no GET. A figura 1.1 mostra o inicio de um processo de montagem de duas pegas que
pode ser modelado como um GET. Observa-se que se uma pega esta disponivel no instante t; e a
outra esta disponivel no instante to entao a montagem se inicia em t4 = max(t1,t2). Se o tempo de
processamento € t3 entdo o instante em que a pega serd produzida é t§ = tq+t3 = max(ty,t2) + t3.

Considerando que o processo pode efetuar diversas montagens ao longo do tempo, mas uma por

=
) s
t,=2

Y
— - T\
=5 lo—o’
@ @

Figura 1.1 : Sistema de montagem simples

> @
@

vez, representa-se o sistema de maneira geral como o GET mostrado na figura 1.2. Como ¢é usual na
literatura, a mesma notacao serd utilizada para designar uma transicao de um GET e a varidvel a
ela associada. Esta varidvel poderd ser um instante de tempo (como é o caso do presente exemplo),
um contador do nimero de ocorréncias de um evento ou uma série formal cuja interpretacao sera
considerada nos capitulos seguintes. Na figura 1.2, u; e uo sdo as transicoes de entrada as quais
serao associados os instantes de admissao de matéria-prima no sistema; x; sao as transicoes internas
(doravante também chamados de estados) e y é a transicao de saida, que representa a conclusao

do processo de montagem. Dessa forma, o comportamento dinamico do sistema é descrito pelas



19

[

Figura 1.2 : Descrigdo de um processo de montagem simples através de GET

equacoes a seguir.

z1(k) = mazx(za(k —1),u1(k),uz(k))
zo(k) = 2+ z1(k)
y(k) = x2(k).

sendo que a varidvel inteira k& numera os disparos das transi¢des. No exemplo, z1(k) indica o

instante em que a k-ésima peca tem sua montagem iniciada.

O comportamento dinamico do sistema desse exemplo pode ser completamente descrito uti-
lizando os operadores "max”’e "+”. O operador "max”estd relacionado com a sincronizacao do
consumo de recursos e o operador ”+”, com o tempo de processamento das diversas tarefas do pro-
cesso. De uma maneiral geral, o comportamento dinamico de um GET pode ser descrito utilizando
a algebra (Max,+) na qual o operador "max”é definido como @ e o operador ”+”é definido como

®. Dessa forma, o sistema acima é reescrito como:

xl(k) = 1‘2(]47 — 1) D ul(k) ) Ug(k)
zo(k) = 2®ux1(k)
y(k) = xa(k).

A algebra (Max,+) pertence a uma estrutura algébrica mais geral denominada di6ide. Essa estru-
tura é na realidade um semi-anel idempotente (ndo possui elemento inverso aditivo e a®a = a, pois
max(a,a) = a) (Cohen et al., 1989). O exemplo acima ilustra o fato de que os didides permitem
que a descrigdo matematica de um GET, nao-linear na algebra convencional, seja linear e similar

aquela feita para os SDVC (Baccelli et al., 1992; Cohen et al., 1989).

Nesta tese sao estudados dois problemas em GET modelados através da algebra de didéides. O

primeiro problema aborda a identificacao paramétrica e o segundo, o controle.
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A identificacao trata do problema da estimacdo de parametros de GET mono-entrada mono-
saida (GET SISO). Nesse problema o objetivo é estimar os parametros temporais do GET a partir
da observacao dos instantes de disparo das transicoes de entrada e de saida, supondo que alguns
parametros estruturais sao conhecidos. Mostra-se nesta tese que as equagoes para um GET SISO

podem ser escritas de maneira geral como indicado a seguir.

z(k) = s®@z(k—r)®uk)
ylk) = poouk)®...®p1Quk—-v+1)®
@p@zk—v)®.. . Gg1Qzk—v—r+1)

sendo que u(k) e y(k) sdo respectivamente a entrada, a saida e z(k) uma varidvel interna associada
ao circuito critico do sistema. Assim, o objetivo da metodologia de identificagdo proposta é a
estimagao dos parametros temporais pg a py—1 , go a gr—1 € s (associados aos tempos de espera
nos lugares) supondo que os parametros estruturais v e r (associados ao transitério e a capacidade
de producao do sistema) sdo conhecidos. A partir dessas condigoes, o método de identificagao
proposto é desenvolvido tendo como base o calculo de um limitante superior para o parametro s.
Neste trabalho é feita uma discussao sobre as condigoes de excitagao (condigoes sobre a varidvel
de entrada) para que o algoritmo de identificagdo proposto convirja. Nesse sentido, é apresentada

uma condicao suficiente para a convergéncia do método.

O problema de controle de GET é classicamente proposto no contexto da politica de gestao de
recursos Just-in-Time. O objetivo do controle é retardar ao maximo a entrada de matéria-prima
na planta com a restricdo de que os instantes de saida dos produtos finais atendam a uma dada
especificacao de demanda. Dessa maneira, o controle possibilita a minimizacao dos estoques de
matéria-prima e portanto reduz os custos de producao. Em outras palavras, esta abordagem tem
como objetivo a maximizacao da entrada do sistema (no sentido em que os disparos das transigoes
de entrada devem ocorrer o mais tarde possivel) de modo que os tempos da saida nao sejam maiores
que uma dada referéncia (i.e. para que as datas dos disparos das transigoes de saida nao ocorram
depois daquelas especificadas pela referéncia). A Teoria de Residuacao (Blyth & Janowitz, 1972),
que trata do problema de se encontrar solucao extrema para uma inequagdo, é uma ferramenta
importante, como serd visto posteriormente, pois o que se procura é uma maior solugao para um

sistema de inequacoes num determinado didide.

O problema de controle de GET no contexto Just-in-Time pode ser abordado através da técnica
denominada Modelo de referéncia. Essa técnica consiste na utilizagdo de um modelo cujo compor-

tamento deverd ser aproximado pelo sistema controlado. Em sintese, a variavel de controle deve ser
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calculada de modo a ser maxima mas respeitando as restricoes definidas pelo modelo de referéncia.
Considere-se como exemplo o problema de controle da planta representada na figura 1.3(a) em que
se deseja que a produgao do sistema seja a maxima possivel. Essa situacao é certamente atingida
se toda a matéria-prima necessaria a producao estiver estocada na planta no instante inicial da
producgao. Isso corresponde a um ndmero infinito de disparos na transicao u do GET da figura
1.3(a). Considere-se agora uma nova variavel v associada a disponibilidade externa das matérias-
primas. O comportamento desejado para o sistema é tal que se a disponibilidade for total, ou seja,
se as matérias-prima estao sempre disponiveis para o sistema, entao a producao deve se comportar
como se o estoque fosse infinito. Porém a admissdo das matérias-primas na planta, representada
pela transicdo u, deve ser a mais tardia possivel. Para esta situacdo, o modelo de referéncia é
aquele proposto na figura 1.3(b), o que significa que se deseja preservar o modelo da planta (maior
taxa de produca@o possivel) .Uma solucao possivel é apresentada na figura 1.3(c). Observa-se que
o controlador C age como uma espécie de ”comprador”’de matérias-primas, pois determina a ad-
missao destas na planta em funcao de suas disponibilidades externas. Se a varidvel u for maxima,

ter-se-a necessariamente estoque minimo. Supondo que u = v, pode-se observar que os instantes de

3 3
> <Os <D
AR R
u y 1% z
(a) Planta (b) Modelo de referéncia

i3 3

O 3 (o
FOE G TG
y " . y

.......................... u

(c) Sistema controlado

Figura 1.3 : Ilustragao do controle por modelo de referéncia.
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disparo da entrada de controle u. para o sistema controlado sao maiores do que a entrada u para

o sistema nao controlado. De fato, considerando que no modelo de referéncia a entrada seja dada

por v =[000...] (disponibilidade infinita em ¢ = 0), esse comportamento de referéncia ¢ atingido
para a planta se a entrada é feita igual a u = [0 0 0...] (estoque infinito em ¢t = 0). No sistema
controlado, a entrada v = [0 0 0...] resulta em uma agao de controle igual a u, = [0 3 6...]. Assim

pode-se perceber que o sistema controlado permite a reducao de estoque ja que nao ha necessidade
de disponibilizacao imediata de toda matéria-prima em ¢ = 0. Nesse exemplo, utiliza-se um con-
trolador em malha aberta, mas outras abordagens sao possiveis. Neste trabalho, a estrutura de
controle proposta é em malha fechada. Como serd mostrado no capitulo 5, o projeto em malha

fechada favorece a estabilidade do sistema.

Esta tese estd dividida da seguinte maneira.

1. No capitulo 2 é feita uma introdugao as ferramentas algébricas necessarias para o desenvolvi-
mento das metodologias propostas. As duas ferramentas principais envolvidas sao a teoria de
didides e a teoria de residuacao. No capitulo, sdo apresentadas algumas contribuicoes tedricas

obtidas para a residuacao do operador infimo.

2. O capitulo 3 é uma introducao aos GET. No capitulo ¢é feita uma revisao de Redes de Petri
e da modelagem de GET utilizando a algebra de didides. Sao apresentados conceitos como

representacgao via espaco de estado e matriz de transferéncia para GET.

3. No capitulo 4, apresenta-se a metodologia de identificacao proposta. O método é desenvolvido
para GET SISO, a partir da obtencdao de um modelo apropriado, utilizando a teoria de
residuagao. Feito isso, s@o apresentadas condigoes suficientes para a convergéncia do algoritmo

de identificagdo proposto.

4. O capitulo 5 trata do problema de controle em GET via modelo de referéncia. E feita
uma revisao dos conceitos e resultados presentes na literatura sobre a estabilidade e controle
de GET. A seguir, apresenta-se a estrutura de controle proposta e os principais resultados
tedricos obtidos. No fim do capitulo, é apresentada uma aplicacao das idéias propostas a um
problema de estabilizagao. Sao fornecidas condigoes suficientes para a escolha do modelo de
referéncia de modo que a estrutura de controle proposta garanta a estabilidade do sistema

em malha fechada.

5. No capitulo 6 é apresentada a conclusao do trabalho bem como as perspectivas para trabalhos

futuros.



Capitulo 2

Ferramentas Algébricas

2.1 Introducao a Teoria de didides

Didide é uma estrutura algébrica que apresenta todas as propriedades de um anel exceto a de
elemento inverso aditivo. Além disso, a adicdo é idempotente, ou seja, a ® a = a para todos
elementos a pertencentes ao didide. Por essas razoes, os didides sao caracterizados algebricamente

como semi-anéis idempotentes (Baccelli et al., 1992).

2.1.1 Definigoes e exemplos

Definicao 2.1 (didide) ¢é uma estrutura algébrica representada por um conjunto D munido de

duas operagoes (B, ®) (soma e multiplicagdo) que obedece aos axiomas abaizo.

Axioma 2.2 (Associatividade da adigao).

Va,b,c € D,(a®b)®c=ad (b c).

Axioma 2.3 (Comutatividade da adigao).

Va,b € D,a®b=>b a.

Axioma 2.4 (Associatividade da multiplicagao).
Va,b,c € D,(a®@b)®@c=a® (b® c).

23
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Axioma 2.5 (Distributividade da multiplicacao em relagao a adigao).

VabeceD, a®(b®dc) = (a®b) D(a®ec)
bdc)®a = (b®a)® (c®a).

Axioma 2.6 (Existéncia do elemento neutro da adigao).

VYa € D,ade=a.

Axioma 2.7 (Absorcao pelo elemento neutro da adigao ).

VaeD,e®a=aRQ¢e==¢.

Axioma 2.8 (Existéncia do elemento identidade da multiplicacao).

VaeD,a®R®e=e®a=a.

Axioma 2.9 ( Idempoténcia da adigao).

Va € D,a® a = a.

Definicao 2.10 (Didide comutativo) (D,®,®) é um didide comutativo se a multiplicacio €

comutativa. .

Exemplo 2.11 Algebra (max,+) Ry = (RU {—0co}, max, +) € Zpae = (Z U {—00}, max, +)

sao didides comutativos nos quais € = —oo e e = 0. O

Exemplo 2.12 Algebra (min,+) Ryin = (RU {400}, min, +) € Zpin = (ZU {+oc}, min, +) sdo

diéides comutativos para os quais ¢ = +oo e e = 0. O

Esses didides sao comutativos. Um exemplo de didide nao-comutativo é dado a seguir.

Exemplo 2.13 (Didide matricial) O conjunto das matrizes de (Zqq)" "

é um didide no qual

a soma e o produto de duas matrizes A, B € (Zpmaz)" "

sao definidos por:

(A® B)ij = Aij @ Bij e (A® B)ij = D A © By,
k=1
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1 2 2 1 7 8
Por exemplo: ® = . %
3 4 5 6 9 10

Definigao 2.14 (Sub-diéide) Um sub-conjunto C C D é um sub-didide de D see,e €C e se C é

fechado ' em relagdo as operagoes ® e ®.
Exemplo 2.15 Z,, é um sub-diéide de R4z O

Definigao 2.16 (Diéide completo) Um didide é dito "completo”se ele é fechado em relagdo a
somas infinitas e se a operac¢do ® se distribui sobre somas infinitas, ou seja, para todo ¢ € D e

todo sub-conjunto A C D,

c®(®x):@c®m.

TEA z€A

Exemplo 2.17 O didide Z,ax completado pelo elemento +o0o é um didide completo, denotado por

Zmaz = (Z U {—00, 400}, max, +). O

Defini¢ao 2.18 (Homomorfismo) Um mapeamento f : D — C definido sobre didides é um

homomorfismo se

Va,beD  fla®b)= fla)® f(b) e f(e) =< (2.1)
fla@b) = fla)® f(b) e fle) =e (2.2)

Um mapeamento que verifica somente (2.1) é chamado @-morfismo e um mapeamento que verifica

somente (2.2) é chamado ®-morfismo.

Definicao 2.19 (Isomorfismo) Um mapeamento f : D — C definido sobre didides é um isomor-

fismo se f~1 € definido sobre f :C — D e f e f~! sdo homomorfismos.

Definicao 2.20 (Relagao) Uma relagao R sobre um conjunto D é um subconjunto de D x D.
Se (z,y) € D x D satisfaz a relagdo, nota-se xRy. Uma relagao € reflexiva se Vo € D,xRx; é
simétrica se Vr,y € D, xRy — yRzx; é anti-simétrica se TRy e yRx = x = y; € transitiva se

TRy e yRz = xRz.

Definigao 2.21 (Relagao de Equivaléncia) Uma relagao é chamada de relagao equivaléncia se

ela € reflexiva, transitiva e simétrica.

1C é fechado em relacio as operacdes @ e ® se Va,b € C,a®beCea®beC.
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Definigao 2.22 (Congruéncia) Uma congruéncia definida em um didide D € uma relagdo de
equivaléncia (representada por =) compativel com as operagoes do didide, isto €,

(a®ec)=(b®e)
(a®c)=(b®c)

Va,b,c € D,a=b=

Teorema 2.23 (Didide Quociente) Seja um didide D e = uma congruéncia em D. Utilizando
a notagdo [a] = {x € D]z = a} para a classe de equivaléncia de a € D, o subconjunto quociente
de D dado por essa congruéncia é um didide representado por D= para o qual a soma e o produto

sao definidos por

def (2.3)

Demonstracao:

A demonstragao consiste na verificagao dos ariomas para o didide D,= observando que e = €]

and € = [g]. A wverificagio dos axiomas 2.2 a 2.4 e 2.6 a 2.9 € direta. Para o azioma 2.5, tem-se

que
@ (&) = [a([(b®c)]) = [a)([b] & [c])
= [abBPa®c]=[a®b ®[la® ] =[a @[] D [a] ® [c].
A demonstracdo da distributividade o direita € feita de maneira andloga. ]

2.1.2 Propriedades dos didides: reticulado e relagao de ordem

Definig¢ao 2.24 (Relagao de ordem parcial) Dado um conjunto D, uma relagao é chamada de
relag¢do de ordem parcial (representada por <) em D, se ela for reflexiva, anti-simétrica e transitiva.
Se a = b entdo usualmente diz-se que “a € menor que ou igual a b”. Além disso, convenciona-se

que ¢ = d "c é maior que ou igual a d”’se d < c.

Conjuntos parcialmente ordenados finitos sao representados por diagramas de Hasse. O dia-
grama de Hasse é um grafo aciclico direcionado com a propriedade de que existe um caminho
direto de um vértice x a um vértice y se e somente se x < y. Por exemplo o conjunto parcialmente
ordenado D = {a,b,c,d,e, f},talquea =d < f,b=<d=<f,b<e=<fec=e=f,érepresentado

no diagrama da figura 2.1 .

A seguir seré feita uma introducéo a teoria de reticulados. Para maiores detalhes sobre conjuntos

ordenados e reticulados (Birkhoff, 1940).
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Figura 2.1 : Diagrama de Hasse

Defini¢do 2.25 (Infimo (Supremo) de um sub-conjunto) Dado um conjunto S e um subcon-
Junto R C S, define-se o infimo (supremo) de R como sendo o maior (menor) elemento de S que

é menor (maior) que todos elementos de R.

Convém observar que o infimo e o supremo de um subconjunto nao pertencem necessariamente

ao subconjunto.

Definigio 2.26 (Semi-reticulado inferior (superior)) E um conjunto ordenado tal que existe

um infimo(supremo) para cada par de elementos.

Definicao 2.27 (Reticulado) Eum conjunto ordenado que € ao mesmo tempo um semi-reticulado

inferior e superior.

Defini¢ao 2.28 (semi-reticulado inferior (superior) completo) E um conjunto ordenado tal

que existe um infimo (supremo) para qualquer sub-conjunto (finito ou infinito).

Definicao 2.29 (Reticulado completo) E um conjunto ordenado que € ao mesmo tempo um

semi-reticulado inferior e superior completo.

Definigao 2.30 (Reticulado distributivo) Seja aVb (respectivamente aNb) o supremo (infimo)
de a e b num reticulado. Um reticulado D € dito distributivo se as operacoes V e A se distribuem

uma em relagao a outra, ou seja, Va,b,c € D:
aV(bAec) = (aVvb)A(aVec) (2.4)
aN(bVe) = (anb)V(aAec). (2.5)
Defini¢ao 2.31 (Mapeamento isotonico) Um mapeamento f de um conjunto ordenado D em

um congunto ordenado C tal que

Va,b €D, a=b= f(a) = f(b)
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€ dito ser isotonico.

Num didide uma relacao de ordem é definida como a = b < b=a®b. Se um didide D tem uma
estrutura de semi-reticulado superior e é completo, ele possui um supremo que serd representado
por T'. O elemento T' corresponde a soma de todos elementos de D : T' = P, p v. Além disso, um
didide possui sempre € como infimo. Dessa forma, um diéide completo apresenta uma estrutura de

reticulado completo com relagao de ordem =.

Propriedade 2.32. Seja f um mapeamento isotonico de um didide D em um didide C, entdo

Va,b €D, fla®b) = f(a)® f(b) (2.6)

Demonstracao:

Va,b € D, a® b= a, como f € isotonico, f(a B b) = f(a) , do mesmo modo, f(a®b) > f(b).
Assim, f(a®b) = f(a) D f(b). [ |

Definicao 2.33 (Didide distributivo) Um didide D € distributivo se ele é completo e se para

todo sub-conjunto C de D,

Va € C, (Npece) @a= Neeelc®a) e (Boeec) Na= @ cclcha).

sendo que x Ay € o infimo de x e y.

Lema 2.34. Seja II um homomorfismo de D em C. Seja a relagdo K definida sobre D por
akb < Il(a) = II(b).

Entao:

e A imagem da funcao 11, denotada por II(D), é um sub-didide de C.

e 1(D) é um didide isomérfico ao didide quociente D /x.

Demonstracao:

Como o mapeamento II é um homomorfismo, pela definicio de homomorfismo dada em 2.18
tem-se que II(D) C C, Il(e) = ¢, II(e) = e e II(D) é fechado em relagao as operagoes & e ®. Dessa
forma, II(D) é um sub-didide de C segundo a definicao 2.14. A relacdo K satisfaz a definigao de
congruéncia dada em 2.22. Além disso, os mapeamentos f : II(y) — [y] e f~1 : [y] — I(y) sdo
homomorfismos e, portanto, segundo a definigao 2.19, f é um isomorfismo e dessa forma os didides

sao isomoérficos. [
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Definicao 2.35 (Séries formais em didides) Seja D um didide. Define-se uma série formal em
p variaveis (comutativas), representadas por z1 a zp, com coeficientes em D como um mapeamento
f de ZP em D. Yk = (k1,--- ,kp) € ZP, f(k) representa o coeficiente de 2 'z];p. Uma outra

representacdo equivalente da série f €

f= @ fka, - p) z zlgp-

kezr

Lema 2.36 (Didide de séries formais) O conjunto das séries formais nas varidveis z1 a 2,

munido das operacoes sequintes

feg: (feg)k)= f(k) &glk),
fog: (fegk = & f0

i+j=k
tendo como elemento neutro (k) = € para todo k e como elemento identidade e(k) = e para todo

k € um didide representado por D[z1,--- , 2p].
A demonstracao desse lema é a verificacdo simples dos axiomas dos didides.

Definigao 2.37 (Suporte, Valoragao e Grau) O suporte de uma série f é o conjunto

Supp(f) ={k € ZP|f(k) # }.

A waloracdo e o grau da série [ sdo definidos respectivamente como o infimo e o supremo de

Supp(f), ou seja

val(f) = Inf(Supp(f))
deg(f) = Sup(Supp(f)).

Uma série formal com suporte finito é denominada polinémio. O sub-conjunto dos polinémios é

um sub-didide de D[z, ..., 2] representado por D[z, ..., 2p).

2.1.3 Equacao implicita t = ax b

A equacao implicita x = ax @ b aparece com freqiiéncia em diversos problemas que envolvem

GET. Para maiores detalhes ver Baccelli et al. (1992, cap. 4).

Teorema 2.38 (Teorema da estrela) Seja D um didide completo, a equagao implicita

r=ar®b (2.7)
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em D tem x = a*b = @~ a"b como menor solucdo, sendo que a* = @ a’.
B 1€EN
O operador * € chamado usualmente de Estrela de Kleene.

Demonstracao:

Primeiramente, mostra-se que x = a*b € solugdo de (2.7). Observa-se que
a(@*d) @b=ale®a®a’®.)bdb=(e®a®a’®a’..)b=a"b.
Se x € solugdao de (2.7) entdo x = ax B b, ou seja
T =axr ex >=b.

Pela isotonia do produto,
k

xiaxﬁxiaxiazwi...ta xz,

Somando as parcelas, tem-se x = @kzo a*x = a*z. Finalmente, tem-se que
z>=a*'rex>=b=x>a'x > a’b.

Ou seja, toda solugdo de (2.7) € maior que a*b. [ |

Teorema 2.39 (Gaubert (1992); Cottenceau (1999)) Seja D um didide completo e at =
@ o', entdo Va,b € D:

i>1
at < a* (2.8)
a*a* = a* (2.9)
(") = a* (2.10)
(@)t = o (2.11)
(at)* = a* (2.12)
(aH)t = at (2.13)
a(ba)* = (ab)*a (2.14)
(a®b)* = (a*b)*a* = a*(ba*)* = b*(ab*)* = (b*a)*b* (2.15)
(ab*)" = ala@b)* (2.16)
(ab*) = e®ala®b)* (2.17)
(@®b)* = (a*®b)* = (a®b")* = (a*b")* = (a* ®b)* (2.18)
Além disso, se D é comutativo
(a®b)* = a*b*. (2.19)
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Demonstracgao:

(2.8) Advém do fato de que a* = @,~pa' =e®a™.
(2.9) Observar que Vi > 0,a’a* < a*. Somando todas as parcelas, obtém-se que Di-o adla* = a*a* <
a*. Como a* = e, resulta da isotonia do produto que a*a* = a*, o que assequra a igualdade.
(2.10) Segue de (2.9) utilizando a propriedade de isotonia do produto que a* = (a*)'. Logo
@izo(a*)i — (CL*)* — a*.
(2.11) Usa-se o mesmo raciocinio anterior.
(2.12) Da defini¢io de a™ e de tem-se que 2.8 a < a™ =< a*. Por isotonia da operacgdo estrela,
a* = (a)* < (a*)*, mas por 2.10, (a*)* = a*.
(2.13) Como a'a™ < a™ entio @5, a'a™ = ata® < at. Pela isotonia do produto, obtém-se que
(at)" 2 a* e, portanto, at X @5, (at)' = (a)T 2 at.
(2.14)a(ab)* = a ® aba ® ababa & ... = (e ® ba P baba @ ...)a= (ba)*a.

(2.15)Pelo teorema 2.38 as equagoes abairo apresentam a mesma solu¢do minima.

xr = (adb)*

r = arPbrde
x = abxrda*
x = (a*b)*a”

Além disso, (a*b)*a* = a*(ba*)* gragas a (2.14). O mesmo raciocinio € usado para se obter as duas
ultimas desigualdades partindo da equacdo x = b*ax @ b*.

(2.16)Observar que (ab*)™ = (ab*)(ab*)* = a(b*(ab*)*) e que b*(ab*)* = (a ® b)* por (2.15).

(2.17) Pois (ab*)* = e & (ab*)™.

(2.18) Resulta de 2.15 que (a* @ b)* = ((a*)*b)*(a*)* = (a*b)*a* = (a ® b)*, dado que por 2.10,
(@*)* = a*. Do mesmo modo, obtém-se (a & b)* = (a ® b*)* = (a* & b*)*. Resta mostrar que
(@* ®b*)* = (a*b*)*. Como (a* & b*)* = a*b*, entdo (a* & b*)* = ((a* & b*)*)* = (a*b*)*; por
outro lado, devido a idempoténcia do didide , a*b* = (a* @ a*)b* = a* @ b* o que implica em

Conforme observado no teorema 2.38, o cédlculo da Estrela de Kleene tem um papel importante
na resolucao de equagoes em didides. O teorema a seguir possibilita o cdlculo recursivo da estrela

de uma matriz a partir de sua decomposicao em quatro blocos.
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Teorema 2.40 (Baccelli et al. (1992)) Seja A € D™*™ particionada em quatro blocos

a1l a2
A=

a1 Q22

A matriz A* € obtida da sequinte maneira:

ai; ® ajjaiz(agiafiarz ® age)*asial, ajjaiz(agiaiaiz ® az)*

(a21a},a12 ® age)*azai, (a21a},a12 B a)*

Demonstracao:

X1 X
Sabe-se que A* € a menor solugao da equacio X = AX +e sendo que X = H 1. Dessa
Xo1 Xa2

forma, tem-se o sequinte sistema:

X1 = anXin ®anXande (2.20)
X2 = anXiz2® a12X2 (2.21)
Xo1 = anXn ®axpXa (2.22)
Xog = anXi2@anXnde (2.23)

Aplicando-se o teorema 2.38 as equacgoes 2.20 e 2.21 obtém-se que
Xi1 = aji(a12X21 @ e) e Xig = ajja12Xon.

Essas equacoes sao substituidas nas equacgoes 2.22 e 2.23 que sdo resolvidas para Xo1 € Xog. A

sequir essas varidveis sao substituidas na equacdo acima, o que resulta na solucao para X11 e Xqo

2.1.4 Elementos da Teoria da Residuagao: aplicacao aos didides

A equagao f(z) = b aparece em diversos problemas que envolvem GET modelados por didides.
Neste trabalho, assume-se que f é um mapeamento isotonico de um diéide D em um didide C.
Assume-se ainda que os didides D e C sdo completos de forma a garantir existéncia de infimos e
supremos. E claro que se f nao é sobrejetiva, a equagao nao terd solucao para alguns valores de b.
Além disso, se f nao é injetiva, a equagdo nao terd solugdo unica. Uma maneira de se lidar com
esse problema é considerar nao somente as solugoes possiveis, mas as subsolucoes, ou seja, valores

de z tais que f(z) = b. Analogamente, definem-se as supersolucoes f(x) = b como sendo os valores
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de z tais que f(z) = b. Essencialmente, a teoria da residuagdo busca a méxima subsolugao ou
a minima supersolucao para a inequacao . Maiores detalhes podem ser encontrados em Blyth &

Janowitz (1972). Aplicagoes da Residuagao aos didides sao dadas em Baccelli et al. (1992).

Definicao 2.41 (Residuo e mapeamento residuavel) Um mapeamento isotonico f : D — &,
no qual D e £ sao conjuntos ordenados, € um mapeamento residudvel se para todo y € & existe
a maior subsolu¢do para a equacdo f(x) =y . Essa maior subsolucio ¢ denotada por fi(y) e o

mapeamento f! é chamado residuo de f.

Teorema 2.42 (Residuagao) Seja f : D — £ um mapeamento isotonico no qual D e E sao
conjuntos ordenados, entio f é residudvel se e somente se ff é o inico mapeamento isoténico tal

que

foffly) =y e flof(x)=ua (2.24)

Ve € DeVy € &.

Demonstracao: (=) Se f € residudvel, Vx,y € D existe uma subsolu¢io mdzima para {z|f(z) <
y}. Seja fi(y) essa sub-solu¢io mdzima (observar que f* € isoténico). Logo fo fi(y) = vy. Além
disso, f¥o f(x) ¢ solugdo mdzima de {z|f(z) = f(x)}, Vo € D e, portanto, f*o f(z) = x jd que

x € também uma subsolucdo.

(<) Seja o sub-conjunto {x|f(x) < y} Va,y € D. Pela isotonia de f* tem-se que f*o f(z) <
fi(y), mas, por hipétese, fi(f(x)) = =z, logo v < fi(y) pois f(x) < y. Por hipdtese também,
fofi(y) =y o que implica que f¥(y) é a mazima solugio do sub-conjunto e, portanto, f € residudvel.

|
O teorema seguinte caracteriza os mapeamentos residuaveis para os didides completos.

Teorema 2.43. Considere os dicides completos D e C . O mapeamento f : D — C € residudvel,

se e somente se, para todo sub-conjunto X de D

(@2 = P r (2.25)

rzeX zeX

fle) = ¢ (2.26)

Demonstracao:

Para a demonstracao € importante lembrar que € € o menor elemento de um didide.
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(=) Se f ¢é residudvel, entdo fo fi(e) < e (ver inequagies 2.24), o que implica que fo fi(e) = .
Como fi(e) = e, tem-se por isotonia que f o fi(e) = f(e) = f(e) =e.

Seja X um sub-conjunto de D. Como f € isotonico, pode-se mostrar facilmente utilizando a

propriedade 2.32 que:

P f(x) = F(EP =) (2.27)

zeX zeX
Mostra-se agora que a inequacdo também wvale no outro sentido, ou seja, tem-se na realidade
uma igualdade. Seja y = f(x) para todo x € X, f¥(y) = x devido ds equagoes 2.24. Assim,
FE@P2) @B Fw) =2 fof Py =Pv=EP f),
zeX zeX reX zeX reX

pois a inequacdo (2.27) também vale para f(y) que € isoténico.

(<) Como f(e) =€, o conjunto {x|f(x) < y} € ndo-vazio para todo y € C. Entdo,

FE@Pr) =P f) <y

zeX rzeX

O que significa que existe sempre uma solu¢do mdzima dada por @@ = e, dessa forma, f € re-
zeX
stdudvel. ]

Resultados com demonstracoes absolutamente andlogas podem ser anunciados para os mapea-

mentos dualmente residuaveis.

Defini¢ao 2.44 (Residuo dual e mapeamento dualmente residuavel) Um mapeamento isoténico
f:D — &, no qual D e £ sdo conjuntos ordenados, € um mapeamento dualmente residudvel se
para todo y € & existe a menor supersolug¢do para a equagio f(x) =y. Essa menor supersolugao €

denotada por fb(y)) e 0 mapeamento f° é chamado residuo dual de f.

Teorema 2.45 (Residuagao Dual) Seja um mapeamento isoténico f : D — &, no qual D e &
s@o conjuntos ordenados, entio f é dualmente residudvel se e somente se f° € o dnico mapeamento
1sotonico tal que

fof'y)=y and f'of(x)=a (2.28)
Ve € DeVy € €.

Teorema 2.46. Considere os didides completos D e C . O mapeamento f : D — C é dualmente
residudvel se e somente se, para todo sub-conjunto X de D

N2 = A f@ (2.29)

zeX rzeX
f(m)y = T (2.30)
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Mapeamentos residuaveis e dualmente residuaveis nos diéides completos

Serao apresentados aqui alguns resultados derivados da Teoria da Residuagao sobre os mape-
amentos lineares (f(x) = a ®  ou = ® a), sobre o mapeamento infimo (f(z) = a A x) e sobre o

mapeamento afim f(z) =z @ a.

Sejam os mapeamentos® L,, Ry, M, e T, definidos em um diéide completo D

L, T a®x (2.31)
R, T Tr®a (2.32)
M, T alAx (2.33)
T, r—adw (2.34)

A partir da definicdo 2.16 para um didide completo, observa-se que a multiplicagdo se distribui
em relacao a somas infinitas tanto a esquerda como a direita para os mapeamentos L., R, ¢ M,.
Observa-se ainda que Ly(g) = Rq(e) = M,(e) = €. A aplicagao do teorema 2.43 garante que esses
mapeamentos sao residudveis . Além disso, se D é comutativo tem-se que L, = R, e, portanto,

Li = R

Considerando D completo e distributivo, observa-se que Ty, nao é sempre residudvel (nao satisfaz
o teorema 2.43, pois T,(¢) # ¢). Contudo T,(T) = T, e verifica-se que T, satisfaz o teorema 2.46

e é, por esse motivo, dualmente residuavel.

As notagoes e as formulas dadas abaixo para os mapeamentos L,, R, e T, sdo apresentadas em

Baccelli et al. (1992).

Notacao 2.47 (Residuos de L,, R, e M,)

Lt - ——
a(7) = ake = —
Ri(z) = afa = —
a

M!(z) =zBa

O residuo dual T}, seré representado por T2(z) = z  a.

Teorema 2.48 (Férmulas da Residuacgao) Os mapeamentos Lg e Rg apresentam as segquintes

propriedades:

2multiplicacdo & esquerda e a direita por a, infimo em relacio a a e translacdo por a respectivamente.
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a— = —a <z (2.35)
a a
a — e, > (2.36)
a a
a = ax a = za (2.37)
a a
a(ayz) _ oz (xda)a _ oz (2.38)
a a a a )
XAV AT T (2.39)
a a a a a
x xr x r x
' = —= A = —A 2.40
a®b a" v awb a"b (240)
T8y L Tg¥ IEY . T gY (2.41)
a a a a a  a
x r x x
. - Z - L 9.42
alNb T a © b anb T a © b ( )
x ayx x zda
il = 7 — = L5 2.43
ab b ba b ( )
Zb < 2 b 5 = (2.44)
a a a a

Para evitar desenvolvimentos repetitivos e tediosos a demonstracdo serd feita apenas para as
formulas da primeira coluna jd que as férmulas apresentadas na sequnda colunas sdo absolutamente
andlogas e podem ser obtidas utilizando o mesmo raciocinio. A base para todas as demonstragoes

€ o teorema 2.42.

Demonstracao:

(2.35) Pois sequndo o teorema 2.42, f o fi(x) < x , sendo que f(z) = ax.
(2.36) Também conseqiiéncia do teorema 2.42.

(2.87) Pelo teorema 2.42 a-%% = ax e % = x. Dessa tltima equagdo, obtém-se por isotonia que

a*h = ax o que assequra a igualdade.

(2.38)Pelo mesmo teorema, @. =2 ea(ayx) 2w como f(y) = % € isotonico, @ <<,

(2.39) A partir da defini¢ao de residuagdo, pode-se escrever que xT/\y € a maior subsolucao do
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8 fe

conjunto L = {az; = x Ay}. Logo az; =X = e az = y. Dessa forma, z; =< aﬁ e z; = e,

. z Y t ; Z Y i z Yy ¢ ;
portanto,z; X < A 2. Além disso, observa-se que a(n A 2) <X x Ay, ou seja, = A2 é a maior

solugao do conjunto L.

(2.40) ey € @ maior subsolucao de (a®b)y = x. O resultado é obtido a partir das equivaléncias

sequintes:
x

ay x
ay by 2 x & & Sy <= A
b a b

SEERRSIE

(2.41) Conseqiiéncia direta da isotonia de < e da propriedade 2.32 para os mapeamentos isotonicos.

(2.42) w35 € a mdzima subsolugdo do conjunto {(a Ab)y = x} e & @ 35 € uma subsolugdo. De
fato, (a ND)(5 @ F)=(aAb)E @ (aNb)y 2ah @ by 2 x, pois pela formula 2.35 25 < x.

(2.48) =5 € a mdzima solug¢do do conjunto {aby < x} e a equagdes sequintes sao equivalentes:

ajx

aby 2z by 2 akxr &y X 7.

(2.44) %bv ¢ a mdzima subsolugdo do conjunto {ay = xb} e ©2b ¢ uma subsolugdo desse conjunto
pois ahb X wb.

O teorema 2.49 mostra algumas equagoes tteis envolvendo a residuacao dos operadores & e A

nos diodides.

Teorema 2.49 (Férmulas da Residuagao e da Residuagao Dual) Os mapeamentos Tg e M(g

verificam as sequintes propriedades:

(rea)Pa=xda (xBa)Na=zNa (2.45)
(rda)ea=xea (xANa)Ba=zBa (2.46)
(rdy)ea=(rea)®(ye a) (xANy)Ba=(zHa) A (yBa) (2.47)

re (adb)=(rea)eb=(rebea zB(aANb)=@BHa)Bb=(xBbHa (2.48)
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rea=cSarw rHa=T&axx (2.49)

Demonstragcao: Convém observar que o mapeamento M, pode ser obtido a partir do mapeamento
L, se a ordem do didide € invertida. Sendo assim, a demonstracao feita para o residuo do operador

”®” na primeira coluna vale também para "N”.

(2.45) & a € a menor super-solu¢do do conjunto {y ® a = x}, ou seja, (r o a) Ba > x o que
implica que (x & a)®a = xda devido a idempoténcia. Mas x é uma super-solugao, logo v & a <X x
e, conseqiientemente, (r e a) B a < x D a.

(2.46) Segue da observagdo de que (x B a) e a € a menor super-solugao do conjunto {y®a = x®a}
que € equivalente a {y ® a = x}.

(2.47)As equagoes abaizo sao equivalentes:

zdarrx 2= Tea

z@arxdy <~ <— = zr-(rea)®(ye a).
zdarmy zrmyea

(2.48) Notar que: y®a®b > oz < ydb = xea <=y > (rea)e b Do mesmo modo,
obtém-se y®adbrz < y>(reb) e a.

(249) o a=¢c = (xe a)Da=¢e®a = a; contudo, pela formula 2.45, (re a) Da =1z a,
o que resulta em x @ a = a. Por outro lado, se a = x, o conjunto {y ® a = x} admite € como

super-solucdo. |

Outras féormulas podem ser obtidas a partir da composicdo dos mapeamentos descritos. O

teorema apresentado a seguir é bastante til nesse sentido.

Teorema 2.50. Se f : D — C e g : C — B sdo mapeamento residudveis, entdo f o g é também

residudvel e,
(fog)? = gloft (2.50)

O teorema dual é enunciado se f e g sdo mapeamento dualmente residudveis. A demonstragao

desse teorema resulta diretamente da aplicacao simples do teorema 2.42.

O residuo de uma aplicagao é dualmente residuavel e vice-versa (em Baccelli et al. (1992) mostra-
se que (f1)’ = f e que (f°)! = f). Dessa forma, como conseqiiéncia do teorema 2.50, podem-se

calcular os seguintes mapeamentos (Lq* 0 T},)?, (Lq o Ty, b)%, (M, o T,°)?, ete.
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Teorema 2.51 (Residuos de alguns mapeamentos)

(e a)Abf=(@Ba)Ab (@Ba)AbP =(zoa)Ab (2.51)
(zAb)eaf=(z®a)Bb [(2da)Bb = Ab)ea (2.52)
[b@(mea)]ﬁ:%@a [bﬁ@a]bzb@(me@ (2.53)
(b@®z)e af = %‘9“ [%‘”]b — (@) ea (2.54)
[b@(x/\a)]ﬁngla [%Ela]b:b@(a:/\a) (2.55)

Demonstracao:

A demonstracdo serd feita para os mapeamentos da primeira coluna jd que os da sequnda colunas

sdo mapeamentos duais.
(2.51) Basta observar que (My o T,*)t = T, o My¥, sendo que My(z) =z Ab e Ty(z) =z @ a.
(2.52) (Lyo T,°) =T, o Lyf.
(2.58) (T,° o M)t = My o T,.
(2.54) (Ly’ o Tp)f = Ty o L.

(2.55) (Ly o My)t = Myp¥ o L,*.

Residuagao do produto para o diéide matricial

Considere as matrizes escalares n X n com elementos pertencentes a um didide ”escalar”D. As
operacoes soma e produto de matrizes sao definidas de maneira natural a partir da soma e da
multiplicagdo no diéide D da mesma maneira que foi feito para o didide (Zyq.)" "™ no exemplo

2.13, ou seja:

(A D B)ij = Aij D Bz‘j e (A &® B)z‘j = @Azk (= Bkj~
k=1

Esse conjunto de matrizes com as operacoes definidas acima é um didéide que é representado por

D*™. Assim, o mapeamento L4 é definido sobre o didide matricial D™*™ como
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LA : DTLXTL N DTLXTL

X — AX

Teorema 2.52. Considere o didide D completo e D™"*" o didide das matrizes com elementos em D
e ainda as matrizes A e B € D"*™. O supremo da inequacdo AX =< B existe e € dado pela matriz
L%(B) € D™ também representada por Aﬁ. = ARB. Os elementos dessa matriz sao calculados

por:

(A3B);; = [\ AixBy;.
I=1

Demonstracao:

A inequagio AX = B ¢ equivalente a Vl,j < n, (A® X); = é(AliXij) = By;. Assim, pode-
se igualmente dizer que Vi,j,1 < n, (A;X;;) = By. Como o W;Z;)eamento L, definido em D ¢é
residudvel , AX =X B € equivalente as inequagoes Vl,j,1 < n, X;; =2 AyXBy;. Portanto, tem-se que
Vi, 3, Xij = 17\ Ay§Blj. Além disso, (A ® (AYB)) =2 B seque facilmente da equacao 2.35, o que

=1

significa que Z&B € a magor subsolucao de AX <X B. |

Esse resultado pode ser estendido facilmente para os mapeamentos L4 e R4 mostrados abaixo
nos quais as matrizes sao nao-quadradas®.
Ly: DP*1 — D"X4 Ry : DI*P — DI*™

X —AX (AeDv) X XA (A eDprrm

Assim, as inequagoes AX < B e XA’ < B’ admitem LQ(B) e R%,(B) respectivamente como
supremos. De maneira andloga ao caso anterior, os elementos dessas matrizes sao dados por

B e D, (AyB);; = [\ AikBy
1=1

B' e D", (B'{A");; = /"\ Bz/'lfA;‘l
I=1
Uma aplicacao interessante da residuacao diz respeito a solucao da equacdo AX = B. Pode-se
mostrar facilmente que essa equac@o tem solugao se e somente se A(AYB) = B. De fato, se X
é solugdo da equagao entdo X =< A{B. Por isotonia da multiplicacao, tem-se que AX = B =<
A(A§B) =% B. A demonstragao no outro sentido ¢ trivial.

3Na realidade, para que os diéides preservem suas propriedades de fechamento em relacio a multiplicacio as matriz
devem ser quadradas. No entanto na pratica isso ndo é um problema, ja que as matrizes podem ser completadas com

elementos iguais a € para que todas sejam quadradas e tenham a mesma dimensao.
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Teorema 2.53. Considere A € D™*™ entao AYA = (ARA)*.
Demonstracao:

Xmaz = ARA € a mazima solu¢do da inequacao AX = A e, portanto, AXpmaz = A. Assim,
pela isotonia do produto A = AXpaw = AX2 = ... = AXE = ... Somando todos os termos

max max

das desigualdades, obtém-se A(e ® Xpmaz ® X2y ® . ® XE . @ ..) = AX},,. = A. Dessa forma,

X oz € também solucdo da inequacao e, portanto, X} .. = Xmaz- Como para todo X sabe-se que
X* = X, a conclusao é que X} .. = Xmaz- ]

Seguindo o mesmo raciocinio, pode-se demonstrar resultado andlogo para A¢A, ou seja, A¢A =

(AfA)".

Residuacgao restrita

O problema de residuacao restrita aparece quando se faz uma restricdo no dominio ou no contra-
dominio de uma funcao. Nesse trabalho, o interesse é sobretudo na residuagéao com restrigao no

dominio. Os resultados seguinte foram obtidos de Cottenceau (1999).

Definicao 2.54 (Restrigao de um mapeamento a um dominio A) Seja f : E — F e A C

E. Utiliza-se a notagao fao para um mapeamento definido de A para F, e que verifica

fla=[folds

no qual Idj4 : A — E € tal que Vx € A, f(z) = =, e € chamada injecdo candnica de A em E. O

mapeamento fi4 serd chamado de restrigio de f ao dominio A.

De acordo com essa defini¢ao, tem-se o seguinte diagrama comutativo:

g .o

|d|A[ /

fla
A

Proposicao 2.55 (Injecao canédnica) Seja Idip,, : Dep — D a injecdo canonica de um sub-
didide completo em um didide completo. A injeg¢do Idip , € residudvel e seu residuo é notado

como

(ICI|'DSU|D)ﬁ = Prsub-
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Demonstracao:

Como Dsyp € completo e a injecdo candnica dp,, satisfaz ldip,, (€) = ¢, aplica-se o teorema

2.43. ]

Como conseqiiéncia dessa proposicao, o residuo de uma injecao canénica de um subdidide com-
pleto em um didide completo, representado por Prg,,, é uma projecao de D em Dg,p. Além disso,

todo elemento de z € Dy, é invariante pela aplicacao de Prgyp:

x € Dgyp <= Propp(z) = 2.

Vale lembrar que se f : D — D ¢ residudvel e a injegao Idp_, ¢ residudvel (na qual Dgyp é um
subdidide completo de D) entdo o mapeamento restrito fip_, € residudvel (ver teorema 2.50). O

residuo é simplemente Prgp, o ff. O que significa que o problema com restricio

flz) = b

T € Dsub

tem uma solucao otima no subdidide Dg,, para todo b de D.

2.2 Conclusao

Neste capitulo, apresentaram-se as ferramentas algébricas que sao fundamentais para o estudo
dos sistemas max-plus proposto nesta tese. As duas ferramentas principais envolvidas foram a
teoria de didides e a de residuacao. Sao contribuigoes deste capitulo, os resultados relativos a
residuagao do operador infimo (teoremas 2.49 e 2.51) e a simplificagdo de algumas demonstragoes
de resultados ja conhecidos na literatura (Baccelli et al., 1992; Gaubert, 1992; Cottenceau, 1999),

destacadamente o teorema 2.53.



Capitulo 3

Grafos a Eventos Temporizados

A §lgebra (max,+) tem como aplicagdo a modelagem de Sistemas a Eventos Discretos (SED)
que apresentam sincronia de tarefas e retardo de tempo. Esses sistemas pode ser representados por
Grafos a Eventos Temporizados (GET) que sdao uma subclasse de redes de Petri. Sabe-se que o
comportamento dinamico dos GET é usualmente descrito por equagoes nao-lineares que envolvem
os operadores "max”e "4”( ou "min”e ”+”) na &lgebra convencional. Um fato importante é que
esse comportamento nao-linear dos GET é linearizado quando se utiliza a dlgebra (max,+). Neste
capitulo é feita uma introdugao aos SED descritos via GET com o objetivo de se obter modelos
dindmicos em di6ides (outro nome bastante empregado na literatura para a algebra (max,+)) que
serao utilizados nos capitulos posteriores para o desenvolvimento dos métodos de identificacao e

controle.

3.1 Introducao as Redes de Petri

As Redes de Petri sdo basicamente uma linguagem gréfica para a descrigdo de fenémenos de
sincronizagao e de concorréncia. Sao utilizadas para a modelagem de uma ampla classe de Sistemas
a Eventos Discretos como, por exemplo, protocolos de comunicagao, sincronizacao de tarefas e
processamento paralelo. Elas permitem uma descri¢ao estrutural do sistema através de diagramas
que se modificam de acordo com a ocorréncia de eventos. Uma descricao ampla da bibliografia de

modelos de Redes de Petri e suas andlises é dada em Murata (1989).

43
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3.1.1 Notagao e definicoes

Uma Rede de Petri é um grafo com dois tipos de néds, os lugares e transi¢oes, conectados por
arcos. Constitui um grafo bi-partido no sentido em que os arcos nao conectam diretamente dois
nés do mesmo tipo, ou seja, lugares s6 podem se conectar diretamente a transicoes e vice-versa.
Nas redes de Petri, as transicoes sao associadas a eventos. Para que uma transicao ocorra algumas
condicoes devem ser satisfeitas. As informacoes sobre essas condigoes estao contidas nos lugares.
Transicoes, lugares e certas relagoes entre eles definem os componentes basicos de uma Rede de

Petri.

Definicao 3.1 (Rede de Petri) Uma Rede de Petri (ou Estrutura de Rede Petri) é um grafo
bi-partido ponderado

(P7 T? A? w)

no qual P é um conjunto finito de lugares; T é um conjunto finito de transi¢oes; A C (P x T) U
(T x P) é o conjunto de arcos de lugares para transi¢oes e de transi¢ées para lugares no grafo;

w:A—{0,1,2,3,...} € a fungdo de pondera¢ao dos arcos.

Exemplo 3.2 ( Rede de Petri) Considere uma Rede de Petri definida por

P ={p1,p2}, T = {t1,t2,t3}, A = {(t1,p1), (p1, t2), (t2,p2), (P2, t3)}

e com os seguintes pesos

w(ty,p1) = Lw(p1, t2) = 2,w(tz, p2) = 1, w(ps, t3) = 1.
A representacdo gréafica correspondente a essa Rede de Petri é dada pela figura 3.1.

P D>

4 2 t;

Figura 3.1 : Um exemplo de grafo de Rede de Petri.
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Vale ressaltar que numa Rede de Petri pode-se representar a conexao de dois nds através de
multiplos arcos como mostrado na figura 3.1, ou através de um tnico arco com um peso represen-

tando o numero de arcos.

3.1.2 Marcacao e Espaco de Estados

Partindo da idéia de que transicoes em uma Rede de Petri representam eventos, para a descricao
do comportamento da rede é necessério indicar quando esses eventos podem ocorrer. Essa indicacao
é feita por meio de fichas que sao introduzidas nos lugares e que determinam condigoes de disparo das

transicoes abaixo delas. O modo pelo qual as fichas sao dispostas numa rede definem a marca¢do.

Definicao 3.3 (Rede de Petri marcada) Uma Rede de Petri marcada é um conjunto (P, T, A,
w,z) no qual (P,T,A,w) é uma Rede de Petri e x é uma fun¢io x : P — N que define o nimero
de fichas em cada lugar. Usualmente a marca¢do de uma rede de Petri é representada pelo vetor

linha x = [x(p1),x(p2), ..., x(pn)] € N™.

Numa Rede de Petri, a marcagao é usualmente indicada por pontos escuros conforme mostrado

na figura 3.2.

1, Pry, 1
x=[3,2]

Figura 3.2 : Rede de Petri Marcada.

Para a descricao de uma rede de Petri é conveniente usar I(¢j) para representar o conjunto
de lugares conectados a entrada da transicao t; e O(t;) para representar o conjunto de lugares

conectados a saida da transicao t;, isto é,
I(t;) = {pi € P|(pi,; t;) € A} e O(t;) = {pi € P|(t;,p:) € A}
Define-se ainda que

w(pi,tj) =0 quando p; ¢ I(t;) e w(tj,p;) =0 quando p; ¢ O(t;).
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3.1.3 Dinamica das Redes de Petri

Definigao 3.4 (Transicao habilitada) Uma transiciot; € T em uma Rede de Petri é dita estar
habilitada se
2(03) > w(pisty) para todo p; € I(t;),

Em outras palavras, a transicao t; na Rede de Petri é habilitada quando o nimero de fichas em
p; ¢ maior ou igual ao peso do arco que conecta p; a t; para todos lugares p; que estao conectados
a entrada da transicao ¢;. Como exemplo, pode-se ver que a transicao to do exemplo 3.2 estd

habilitada.

A marcagao, isto é a disposicao de fichas, de uma Rede de Petri define o seu estado. Dessa
forma a sua dinamica, ou seja a evolucao dos estados de acordo com a ocorréncia de eventos, esta
relacionada ao fluxo das fichas no interior da rede. Essa dinamica depende obviamente dos disparos

das transigoes.

Defini¢ao 3.5 (Dinamica da Rede de Petri) A funcdo de transicao de estados f: N™ x T —
N™ de uma Rede de Petri (P, T, A,w,x) € definida para a transicdo t; € T se e somente se

x(pi) > w(pi, t;) para todo p; € I1(t;). (3.1)
Se f(x,t;) € definida, o prézimo estado € dado por x’' = f(x,t;) na qual

x'(pi) =x(pi) —w(pi, tj) +w(ty,pi), i=1,..,n. (3.2)

A condigao 3.1 assegura que a funcao de transicao de estados é definida somente para as
transicoes que estao habilitadas. Pela equacao 3.2, observa-se que o proximo estado depende do
peso do arco conectado na entrada do lugar p; (o lugar recebe fichas em nuimero igual ao peso do
arco) e também do arco que sai de p; para a transigao t; (o lugar perde fichas em nimero igual ao

peso do arco). A figura 3.3 ilustra a dinamica de um rede simples.

P p
P f Hot P t, 2

x=[1,1,0] x=[0,2, 2]

t; L

(@) (b)

Figura 3.3 : A figura (a) mostra a marcagao da rede com transi¢ao to habilitada. A figura (b)

mostra a marcacao da rede apés o disparo de to.
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3.2 Grafos a Eventos Temporizados

De uma forma geral, as Redes de Petri sao utilizadas para a modelagem de concorréncia a
recursos e a sincronizagao de tarefas. Essas situagoes sdo mostradas na figura 3.4.

e "
oA I

Figura 3.4 : Configuragoes possiveis para fluxo de fichas numa Rede de Petri

Essa figura mostra as situagbes possiveis para o fluxo de fichas numa Rede de Petri. A con-
corréncia é mostrada em (a) e (b) e a sincronizagao, em (c) e (d). A situagado (a) modela a con-
corréncia ao fornecimento de fichas para um lugar. Numa situacao real, isso pode representar pro-
cessadores que fornecem recursos assincronizadamente a um outro processador. Ja a concorréncia
ao consumo de fichas de um lugar é mostrada em (b), o que modela, por exemplo, a situagao em que
diversos processadores ”disputam” um recurso. Em (c) é ilustrada a sincronizagao ao consumo de
fichas de diversos lugares e a a sincronizacao ao fornecimento de fichas a diversos lugares é mostrada
em (d). Essas situagoes ocorrem respectivamente, por exemplo, quando um processador necessita
que diversas informagoes estejam disponiveis numa mesma data para iniciar o seu processamento

ou quando um processador fornece na mesma data recursos a outros processadores.

Os grafos a eventos sao uma subclasse de Redes de Petri na qual as situagoes mostradas na
figura 3.4 (a) e (b) ndo podem ocorrer. Isto significa que as situac¢oes de concorréncia a recursos
do SED nao existem ou foram resolvidas por alguma politica de sincronizacao. Do ponto de vista
estrutural os grafos a eventos apresentam para cada lugar somente um arco de entrada e somente

um arco de saida.

A temporizacdo de uma Rede de Petri é importante quando se deseja avaliar o desempenho
de um SED como, por exemplo, calcular a taxa de producao do sistema ou verificar se a data
em que cada produto é produzido estara de acordo com a especificacao. Em um Grafo a Eventos
Temporizado a temporizacgao é feita associando-se a cada lugar um tempo de espera para as fichas.
Esses grafos permitem modelar e analisar o desempenho de processos temporizados, como, por

exemplo, processos de montagens.

Definicao 3.6 (Grafo a Eventos Temporizado - GET) Um grafo a Eventos Temporizado é
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uma Rede de Petri na qual cada lugar tem um tempo de espera associado e somente uma transicao

de entrada e somente uma transicao de saida.
A temporizacao de um GET pode estar associada ao tempo de disparo da transicdo, no entanto

nao ha nenhuma perda de generalidade se colocarmos a temporizagao sobre o lugar. A figura 3.5

mostra a transformacao de uma transicao com atraso de disparo ¢ em duas transicoes instantaneas

|

£ pY

separadas por um lugar com tempo de espera t.

t

1

J

1
/ j
|

:
e O

:
1
(a) (b)

Figura 3.5 : Transformagao da temporizagao de um GET

3.2.1 Modelagem de GET através de Didides

Para os GET, cada transi¢ao representa uma determinada familia de eventos de mesma natureza
e um evento corresponde ao disparo de uma transicdo. Por exemplo uma familia de eventos pode
ser a ”Maquina M inicia operacao” e um evento associado pode ser a "Maquina M inicia operacao
em t = 12h”(ou seja, a transi¢do disparou em ¢t = 12h) ou "Mdquina M inicia operagao pela
quarta vez” (ou seja, a transicao disparou pela quarta vez). Usualmente, os GET sao descritos por

datadores ou contadores.

Na descrigao por datadores, associa-se a cada transi¢do « uma seqiiéncia de datas de disparos da

transicao, z(k), sendo que k é o nimero do disparo. De modo anélogo, na descrigao por contadores,
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associa-se a cada transigdo x uma seqiiéncia de contagem de disparos z(t) sendo que t é a data do
disparo. A andlise do comportamento dinamico de um GET modelado via datadores ou contadores

é feita a seguir.

1. Descrigao por meio de datadores.
Seja x;(k) a data do k-ésimo disparo da transi¢ao x; e sejam v e s o numero de fichas e o
tempo de espera de um lugar. A partir da figura 3.6, tem-se as seguintes equacoes:
zn(k) > max(zm,(k),zi1(k)), (3.3)
xzj(k) > wzi(k—v)+s. (3.4)

2. Descrigao por meio de contadores.
Considerando a mesma figura 3.6, seja x;(t) o nimero de disparos de x; ocorridos até a data

t, tem-se que:

T (t) min(zy, (t), z;(t)), (3.5)

zi(t) < zi(t—s)+v. (3.6)

N |\O
\|xn =) —]-

7
N |/Q N

IN

Figura 3.6 : Algumas configuragdes possiveis para para as transigoes de GET

Pode-se observar ainda utilizando a figura 3.6 que a descricao por datador dada pelas inequacao
3.3, significa que o k—ésimo disparo da transicao x, s6 pode ocorrer apds o k—ésimo disparo as
transicoes x,,, e ;. Ja a descricao por contadores, inequacao 3.5, significa que na data ¢ o nimero
de disparos da transi¢do x, é sempre menor ou igual ao nimero disparo as transi¢oes x,, e ;.
Além disso, as equagoes 3.4 e 3.6 mostram respectivamente que o numero de fichas em um dado
lugar ocasiona um avancgo nos disparos e que o tempo de espera ocasiona um retardo na data em

relacao as transicoes z; e ;.

Vale ressaltar que a descrigao via contador, dada por ¢ — ¢(t) nao pode ser definida de maneira
unica a partir da descricao via datador, dada por k +— d(k). Contudo, para se assegurar uma

representacao unica, adota-se a definicao seguinte:
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c(t) = sup{kld(k) < t} e d(k) = sup{t|c(t) < k}. (3.7)

Nessa defini¢ao, sup é o supremo do conjunto.

7

Observa-se que os operadores min, mazxr ¢ ” +”7 tem um papel fundamental na modelagem
dindmica de um GET. Esses operadores permitem, conforme ja foi dito, uma descri¢ao linear do
GET via algebra de didides. Dessa forma, o comportamento dindmico via contadores ou datado-
res pode ser descrito de maneira natural utilizando os didides Zaz € Zmin respectivamente (ver

definicao desses didide no capitulo 2 exemplo 2.11).

Uma maneira conveniente de se trabalhar com datadores é através da transformagao . A partir

desse ponto, d(7) denotard a transformacao v para um datador d que é dada por:

d(v) = P (k)"

kEZ

Os elementos resultantes das transformagcoes v sdo séries formais (definicdo 2.35, séries for-
mais em didides) com coeficientes em Zy,q.. Esse conjunto munido das operacdes de adicdo e
multiplicagao introduzidas no capitulo 2, com elemento nulo (), dado pela série em que todos
coeficientes sdo iguais a —oo, e elemento identidade e(y) = 7* =@y ® ' @ ---, é também um

diside (lema 2.36, diéide de séries formais). Esse diéide é denotado Zy,az[7]-

De modo andlogo, pode-se definir a transformacao d para os contadores:

c(6) = Pe(t)s

teZ

sendo que ¢(t) é um contador. O conjuntos da séries formais ¢(d) munido das operagoes definidas
de maneira analoga ao que foi feito anteriormente é também um didide que é representado por
Zonin[[9]-

Vale lembrar que os operadores v e § aqui tém papel similar ao do operador de retardo z~! em

teoria de sistemas dindmicos lineares a tempos discretos, ou seja,

yk) = z(k-1) <= yl) = yz2(v)
yit) = z(t—-1) <= y(6) = dz(9).
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3.2.2 Descricao bidimensional: didide M&*[[~,d]]

Nao é dificil ver que as fungoes d(k) e ¢(t), que representam respectivamente datadores e conta-
dores para uma transicao de um GET, sao monotonicas. Isso implica que as trajetorias correspon-

dentes devem ser tais que

Vk € Z, {d(k) > d(k — 1)} & {d(k) = d(k) ® d(k — 1)},

vVt € Z, {c(t+1) >c(t)} & {c(t) =c(t)®ec(t+1)}.

E importante observar que a ordem natural de didide é invertida entre Z, a0z € Zmin-

Conforme mostrado na se¢ao anterior, a partir das fungoes d(k) e ¢(t), podem-se construir as

séries d(7) = @ d(k)v* e ¢(0) = € c(t)d' pertencentes aos didides Zmpaz[Y] € Zmin[d] respectiva-
keZ teZ
mente.

Aplicando as transformagoes em 7 e §, obtém-se as seguintes relacoes:

d(7y) = d(7v) @ vd(v) & d(v) = v*d(7), (3.8)
c(8) = c(8) ® 5 1e(6) < () = (671) ¢(9). (3.9)

Ou seja, a caracteristica de monotonia das séries associadas a um GET implica na consideracao
dos subconjuntos v*Zmaz [] e (6™ Zonin [0] de Do ] e Zomin [0] respectivamente. Isso equivale
a uma filtragem das trajetorias de modo a torna-las monotonicas. Serd mostrado a seguir que esses

dois subconjuntos sao também didides.
Teorema 3.7 (Baccelli et al. (1992)) Considere o didide Zmaz[7]-

1. O subconjunto v*Zmaz[7y] dos elementos da forma ~v*d(vy) é um didide de elemento neutro

e(v) = @ ey* para a adigio e v* para a multiplicagdo. Esse didide serd representado por

kEZ
Dl
2. Seja a congruéncia = sequinte definida em Zmax[['y]] por
di(v) = da(y) == 7di(y) =7"d2(7).

Cada classe do didide quociente Zmam[[vﬂ/z contém um elemento supremo que pertence a

D[]
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3. Os didides D[] e Zmaz[7]/= sdo isomdrficos.

Demonstracao:

1. O conjunto D[] € fechado para a soma e para o produto de Zq.[Y] e tem () como elemento
neutro da adi¢cao e v* como elemento neutro da multiplicacao. FEsse subconjunto tem portanto

uma estrutura de didide completo.!

2. Os elementos x e y*x pertencem a uma mesma classe de equivaléncia e Y*x = x pois v* = e.
Seja y pertencente a mesma classe que x. Tem-se que v*'y = ~v*x. Como v*y = y logo

y X v*x. Portanto v*x € o maior representante da classe.

3. Hd uma correspondéncia biunivoca entre uma classe de equivaléncia (classe de elementos
de Zmaz[Y]) € seu representante em D[] (que pode se chamado representante candénico).
Além disso, essa correspondéncia € um isomorfismo pois adicionar e multiplicar duas classes
equivale a multiplicar os respectivos representantes candnicos (ver lema 2.23 sobre didide

quociente).

Pode-se mostrar utilizando o mesmo raciocinio que (6~1)*Zin[0] também é um didide. Além
disso, Zmin[0] /= ¢ um didide quociente isomérfico & D[y] sendo que a congruéncia = é definida

aqui por:

Regras de simplificagao para a operagao de elementos em Z,,q.[7] /=€ Zomin[0] )= Como
as trajetdrias de um GET sao representadas por séries de D[y] e como esse didide é isomérfico a

Zmaz[7] /=, pode-se manipular indiferentemente as séries de D[] ou as classes de Zmqe[7] /=

Como simplificagdo da notagao os colchetes [.|=, representativos de uma classe de elementos
de Zmag [v] segundo a relacao =, serao omitidos. Mas é importante ter sempre em mente que os

elementos manipulados serdao sempre as classes.

Lembrando que em Zjq:[7] tem-se que

* . min(n,n’)

Y ®A) ="y ,

'Entretanto, como D[] € Zmaz[y] ndo tem os mesmos elementos neutros, D[] ndo é um sub-diside de Zmaz [7].
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obtém-se a regra de simplificacio seguinte em Z,q.[7] /="

’

,Yn @ ,Yn _ ,Ymin(n,n’). (310)

Procedendo de maneira anéloga, e utilizando a simplificagdo da notagao (que consiste em nao
fazer distingao entre um elemento de uma classe e a prépria classe), obtém-se a regra de simplificagao

seguinte em Zyn [0] /=

5t ot = gmax(tt), (3.11)

Geometricamente, observa-se que, de fato, os diéides Z,q.[7] /= e Zmin[9] /= sdo isomdrficos e
podem ser representados através de séries em duas varidveis 7, § (Baccelli et al., 1992; Cohen et al.,
1989). Essa descrigao bidimensional permite unificar as descri¢coes em datadores e em contadores
a partir de séries formais com duas varidveis comutativas, v e §, com expoentes em Zpq, (que
representam respectivamente os disparos e as datas desses disparos) e com coeficientes booleanos.
O conjunto dessas séries formais nas variaveis v e § munidos das operagoes de soma e multiplicacao
com elemento nulo (v, ) (o que corresponde a uma série na qual todos os elementos sao iguais a
g) e elemento identidade e(y,d) = 76 é um diéide que é representado por B[[y,d]]. Um elemento
de B[y, 6]] é representado graficamente por uma colecio de pontos de Z2. Por exemplo, o elemento

X (7,6) = v6 © 7202 @ 35*@ 4463 @ v°5° é mostrado na Figura 3.7.

Tempo o
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Figura 3.7 : Um elemento do didide B[[yd]]

Conforme j4 foi dito, as descrigcoes em contadores e em datadores envolvem sempre trajetérias

monotonicas. A partir das equagoes 3.8 e 3.9, sabe-se que uma trajetéria monotonica em X (v, d)
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em B[[v, d]] deve satisfazer

X(v,0) = vX(v,9),
X(v,68) = 671X (v,9),

Isso equivale a dizer que X (v,8) = (y @ 1) X (7, 9).

Finalmente, utilizando o teorema 2.38, tem-se o resultado seguinte

X(y,0) = (y® s H*X(v,0). (3.12)

Ou seja, o subconjunto das trajetérias nao-decrescentes é dado por (v @ 6~ 1)*B[y,d]. Esse
subconjunto é um didide que é simbolizado por M$¥[v,d]. Dessa forma os elementos de M%¥[~,d]
sao descritos? como somas de séries na forma "3t (y*6~1)* = 475! Do 7H(6~H*. Cada parcela
A6ty (§71)* representa uma semi-reta paralela ao eixo das ordenadas com inicio em (n + i,t).
Assim, a trajetéria é representada por um conjunto de semi-retas com inicio em (n,t), (n + 1,t),
(n+2,t), etc. Graficamente, considera-se nao mais um ponto de coordenadas (n,?) mas um ”cone
Sudeste” de vértice (n,t) conforme mostrado na figura 3.8. Essa transformacao tem por objetivo de

preservar no didide somente as séries monotonicas nao-decrescentes. O procedimento descrito acima
Tempo o
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Figura 3.8 : Representagao no diside M%2[v, 6] do elemento 353.

ilustra apenas uma das maneira de se obter o didéide M%*[~, 0] partindo do diéide B[~, d] j4 que hé
outras maneiras de obter esse didide a partir de B[y, d]. A figura 3.9 ilustra as diversas maneiras

possiveis de se obter o diéide M%*[v, ] partindo do didide B[~,d]. Observa-se que o maior e o

2Notar que como o didide é comutativo tem-se que (v @ ™ 1)* = *(671)*.
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| | |
} SNDED G S l

| S N S—

Figura 3.9 : Maneiras de se obter o diéide M{*[~, d]

menor elemento de M%*[v, 6] sdo dados respectivamente por e = y7°6"® e T = 4~°°§"°°, Em um
contexto de modelagem de GET, ¢ é o elemento menos restritivo e significa que todos os disparos
uma dada transicao ocorreram em t = —o0; T € o mais restritivo e significa que nenhum disparo

ocorreu (nenhum disparo até t = +o0).

Do didide M%*[~, 0], podem-se deduzir algumas expressoes para o elemento neutro da multi-

plicagao, como

As operagoes de adicao e de multiplicac@o e de limite inferior em M$¥[v, ] podem ser interpre-

tadas graficamente conforme mostrado a seguir.
. ~ . / / ’ .~
1. A soma de dois mondémios 78! e 4 §* é representada graficamente pela unido dos ”cones a
sudeste” de vértices (n,t) e (n',t’') respectivamente.

2. O produto de dois monomios 7% e ’y”/ét/ é representado pelo cone de vértice (n+n',t +t)

(o que corresponde ao cone cujo vértice é a soma vetorial dos vértices (n,t) e (n,t').

7’ . A~ . / !/ 7 . ~
3. O fnfimo de dois monémios 76 e 4 §* é dado pela intersecdo dos ”cones a sudeste”de

vértices (n,t) e (n',t') respectivamente.
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Figura 3.10 : Representagao gréfica das operacoes do didide M2 [, d]

Finalmente, obtém-se as seguinte regras de simplificacao no diéide M%*[v, 6]

,yn(;t e ,yn’(st _ ,ymin(n,n/)(st
,Yn(st @ ,Yn(st’ _ ,Ynémax(t,t’)

'yn(;t A ’yn/(;t/ _ ,ymam(n,n/)émin(t,t’)'

3.2.3 Matriz de Transferéncia

Sabe-se das se¢oes precedentes que se pode associar a cada transicao de um GET uma sequiéncia
de datadores x = {x(k)},c;. Em um problema real é importante saber descrever dinamicamente
esses datadores através de equagOes para, por exemplo, fazer previsoes, avaliar desempenho ou

efetuar o controle de um sistema.

Considere o exemplo 3.11 que modela um sistema de manufatura com 3 maquinas (M; a Ms3)
no qual u;, ¢ = 1,2, sdo as datas de chegada das matérias-primas ao sistema e y é a data da saida
do produto final; ¢;; é a duracao do processamento da maquina i e ¢;;, @ # j, é o tempo que um

material gasta para se deslocar da maquina i até a maquina j. Os datadores x; (i = 1,...,6) nesse
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Figura 3.11 : Um sistema de manufatura com 3 maquinas.

GET podem ser modelados utilizando o didéide Z,x conforme mostrado na equacgao 3.13.

x1(k) = zo(k — 1) ® uy (k)

xza(k) = t11 ® z1(k)

xz3(k) = zq(k —1) ® ua(k)

zy(k) = too ® x3(k) (3.13)
z5(k) = tiz3@x2(k) ®tas @ x4(k) ® x6(k — 1)

ze(k) = tss @ x5(k)

y(k) = 6 (k)

Lembrando que a varidvel v do di6ide dos datadores, D[], pode ser interpretada como um operador

de retardo, ou seja y(v) = yz(vy) < Vk, y(k) = x(k — 1), o sistema de equagdes dadas em 3.13 é

descrito no diéide D[] como?

z1(y) = vz2(7) © ur ()

zo(y) = tizi(y)

z3(y) = Yaa(y) © u2(7)

z4(y) = tox3(7) (3.14)
z5(7) = tizza(y) @ taswa(y) © ywe(7)

z(y) = t3325(7)

y(v) = z6(7)-

Fazendo as substituigoes apropriadas e as simplificagoes usando o teorema 2.38, obtém-se as solugoes

3Para simplificar a notacdo o operador ® sers omitido nessa tese sempre que nao houver confusio.
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((2(7) = t11(t11y) ui ()
z4(7) = taa(t22y) ua(v)
z6(y) = t33(t337)" (t13m2(7) © tazwa(y))
= t33(ts37) {t1str1 (t11y) ur(y) © tastaa(tazy) uz(v)}
L y(n) = z6(7)-

Assim, a solucdo minima para a saida do sistema é dada por:

y(7) = tas(tszy)* [trstin (t117)* tastas(taey)*)][ur(y) ua(y)]”

Por exemplo, para t1; = 1, t9o = 2, t33 = 1 e t13 = tog = 1 e assumindo que u; = ug = e, a saida

do sistema é dada por 4
y(7) = 3(17)* @ 4(29)* = 4(27)* = 4(e D2y D 47> @ 67°...). (3.15)
Dessa forma, a anti-transformada para y(v) é dada por
y(k) =4+ 2k, (3.16)

sendo que y(k) = —oo se k < 0.

Observa-se, segundo a equagao 3.16, que a resposta impulsiva do sistema apresenta um compor-
tamento periddico, sendo que cada ciclo de produgao tem duragao de 2 unidades de tempo (sai um

produto do sistema a cada 2 unidades de tempo).

O resultado obtido para o GET da figura 3.11 pode ser generalizado a partir representacao

matricial seguinte usando o didide D[7]

X(v) = AWX() @ BMUH)

Y(v) = Cy)X M),
na qual X(v) € (D[y])™ U(v) € (D[y])? e Y(v) € (D[~])™ sa@o os vetores de estado, entrada e de
saida do sistema respectivamente; A(y) € (D[~])"*" ,B(y) € (D[y])"*P e C(v) € (D[y])™*™ sao

matrizes. Resolvendo as equagoes de estado (3.17) utilizando o teorema 2.38, obtém-se a relagao

(3.17)

entre a entrada e a saida do sistema

Y(v)=Cy)AM) BMYU(y) = HMU(v), (3.18)

sendo que H(y) = C(v)A(y)*B(y) € (D[y])"™*P é chamada de matriz de transferéncia do sistema.

Vale observar que ela é igual a resposta impulsiva do sistema, isto é, Y (y) = H(y) se U(y) =

4Num contexto de sistemas de manufatura, u = e significa que toda matéria prima do sistema est4 disponivel em

t = 0. Matematicamente, isso equivale a aplicar um impulso na entrada do sistema.
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3.2.4 Racionalidade, Realizabilidade e Periodicidade

Os resultados apresentados aqui sdo obtidos para o didide M¢7[~, ], mas sao estendidos natu-
ralmente ao didide D[v] pois esses didides sao isomoérficos. Para maiores detalhes consultar Baccelli
et al. (1992) e Gaubert (1992). O exemplo apresentado utilizando a figura 3.11 sugere que a funcao
de transferéncia (ou resposta impulsiva) de GET apresenta comportamento periédico. De fato, de
uma maneira geral, a matriz de transferéncia de um GET contém elementos que podem ser repre-
sentados através de séries periédicas (Baccelli et al., 1992). Esse fato estd relacionado a operagao

estrela da matriz A(7y) na expressao da funcao de transferéncia dada em 3.18.

Definicao 3.8 (Periodicidade) Uma série h(vy,d) € M%*[~,0] € dita ser periddica se existem
dois polinémios p(7y,9) e q(v,9) de M$*[v,d], dados por

o 8
p(y) = "6 e q(v) = P67,
=0 §=0

e um monoémio ¥ 6% com r,s > 0 tais que

h(7,6) = p(7,9) @ q(7,0)(v"6%)".

Uma matriz H(~y,d) € dita ser periddica se todos seus elementos sao periddicos.

Mostra-se em Baccelli et al. (1992) que uma série h(7) no didide D[v] pode ser representada
por

p(y) @ a(Y)"(s7")" (3.19)

sendo que p(y) = @y pi v\, pi € Neq(y) = @;é ¢ 7v?, ¢i € N sdo polinémios e os parametros

v, s e T sao respectivamente o comprimento do transitério, a duracdo e o comprimento do re-

gime permanente. Esses parametros pode ser interpretados num contexto de sistema de produgao,

considerando um estoque infinito de matéria-prima:

e : numero de itens produzidos até que o sistema atinja um comportamento ciclico;
e s: duracao do ciclo de produgao;

e 7: numero de itens produzidos por ciclo.

A figura 3.12 ilustra graficamente o comportamento de uma série peridédica. Vale ressaltar que

pode-se também representar a série h(vy) utilizando o didide M%*[~, 6] (que é isomérfico ao didide

DIv]) como:
p(7,0) ® q(7, )" (v"6°)", (3.20)
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sendo que p(y,0) = @y 76", pi € Ne q(v,0) = @)y 10% , ¢; € N.

4

q0

Transitorio Regime Periddico

Figura 3.12 : Série h(7y) no diéide D[~].

Definicao 3.9 (Causalidade) Uma série h(y,d) € M2 [v,6] € dita ser causal se h(vy,0) = (7, 6)
(a série é nula) ou se val,(h(7,8)) >0 e h(vy,d) = Vel (r(:0),

Dessa forma 762 @ 362 é um elemento nao-causal de M2y, 48], pois o termo v6~2 diz que
o disparo nuimero 1 ocorre em data negativa. Graficamente, pode-se dizer que um elemento de

ME[, 8] é causal se os seus vértices pertencem ao primeiro quadrante do plano Z2.

Notagao 3.10 (M [y,8]) O conjunto das séries causais de M%[v,d] € fechado para a soma
e para o produto em MS*[v,d]. Esse conjunto forma um sub-didide completo de M%*[~,d] simbo-
lizado por M3t [~,68]. Observar que o elemento mdzimo de M t[y,d] é §*.

m n

Definicao 3.11 (Racionalidade) Um elemento h(7y,d) € M [~,d] € dito racional se seu repre-
sentante minimo pertence ao fechamento racional do conjunto {~,d,e,c}, isto é, pode ser descrito
através de somas, produtos e de estrelas de elemento do conjunto {v,d,e,e}. Uma matriz € dita
ser racional se todos seus elementos sao racionais. O conjunto das séries racionais de MGy, d]
é um sub-didide de M3*[~,d] simbolizado por M& ™ [~,d].

Observa-se que por definicio um elemento racional é também causal pois todos seus vértices

pertencem ao primeiro quadrante do plano Z2.

Definicao 3.12 (Realizabilidade) Uma matriz H(vy,0) € M [y, 5[P*™ é dita ser realizdvel se
existem quatro matrizes A1, As, B e C de dimensdes respectivamente n X n, n Xn ,n X m epxn

com coeficientes no conjunto {e,e} tais que H(v,0) = C(vA1 ® 6A2)*B.
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Em outras palavras, essa definicdo diz que uma matriz H(y,d) € ME& [y, §]P*™ é realizavel se

se pode construir um GET tal que sua fungao de transferéncia seja igual a H(~,J).

Teorema 3.13 (Equivaléncia entre realizabilidade, racionalidade e periodicidade ) Seja

uma matriz H(vy,9) € M& [y, 6]P*™. As afirmagoes sequintes sao equivalentes.
(i) H(v,0) € realizavel
(i) H(v,d) é racional.

(#ii) H(~v,d) € periddica e causal.

A demonstracao desse teorema é dada em Baccelli et al. (1992).

No estudo de GET modelados através de didides, utilizam-se sempre séries causais. Os resultados

apresentados a seguir sao obtidos de Cottenceau (1999).

Propriedade 3.14. O conjunto das séries periddicas e causais de MET[~,0] € fechado para a

soma, o produto e a estrela de Kleene.

Proposicao 3.15. A aplicacdo candnica ® Idy : MEH[y, 8] — ME[y,0] € residudvel. Seu

resitduo serd simbolizado por Pr.

O célculo pratico de Pry para uma série h(v,6) € M%[v,d] pode ser obtido de modo imedi-
ato. Seja h(vy,d8) = @ s(ni, t;)y"6%. Pro(h(y,d)) é obtido simplesmente retirando de h(v,d) os
el
mondmios nao causais, ou seja, aqueles com expoentes negativos. Assim,

Pri(h(v,0)) = Pry (@D hini, ti)y"6") = @D hy (na, ti)y™ 6",
iel iel
na qual

h(n;, t;) se (n;, t;) > (0,0),
iyt = | 1010 50 () 2 (0,0
€ caso contrario.

Exemplo 3.16 (Célculo de Pr; para um elemento periédico) Pr, (v~ 1671(v8)*) = Pry (v~ 16 1@
e®t @...) = (y0)*. Graficamente, o representante de Pr(s) conserva somente os vértices do

representante de s contidos no primeiro quadrante do plano Z2. O

Finalmente, é importante notar que uma série h(vy,d) é causal se ela é invariante pela aplicagao
Pry, ou seja
h(v,8) € M [7.6] <= h(7,6) = Pro(h(y,9)).
°I:V—W,comVCWeVzeV I(z)=uz.
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3.2.5 Propriedades Assintéticas

Considerando um GET que modela um sistema de produgao, em que a saida é dada por y(v,d) =
h(7, ) no didide M%*[~, d], pode-se perguntar qual é a taxa de produgao do sistema considerando
que o tempo de operacao é muito grande. Matematicamente, deseja-se calcular o valor do limite
limg o0 ﬁ Como h(7,d) é periédico segundo o teorema 3.13, a definicao 3.8 permite escrever
que

h(k + 1) = h(k) + s para todo k > v.
Dessa forma,
LN e S P L
k—oo y(k) 1—oo h(a+1r) 1—coh(a)+1ls s
sendo que @ € [v v+r —1] el = [E=2] ¢ a funcio |z representa a parte inteira de z. Esse

resultado motiva a defini¢ao seguinte.

Defini¢ao 3.17 (Inclinacgao assintética) A inclinagdo assintdtica de uma série periddica h(vy, 0)
=p(7,9) B q(v,0)7v" (v"6%)* € simbolizada por o (h(v,9)) e € definida como a razao oo (h(7,0)) =
r/s.

Teorema 3.18. O conjunto das séries periodicas de M$¥[~,0] € fechado para a soma, o produto,
o infimo e para a residuagdo. Além disso, para duas séries hi(v,d) e ha(vy,0) periddicas nao

degeneradas (tais que r1,19 # 0 e 1,82 # 0), obtém-se os resultados sequintes:

Too(h1(7,0) © ha(y,0)) = min(oee(h1(7,9)), 0oc(h2(7,9))), (3.21)
0oo(h1(75,0) @ ha(y,0)) = min(oee(h1(7,9)), 0oo(h2(7,9))), (3.22)
Ooo(h1(7,6) Aha(7,0)) = max(oe(h1(7,9)), 0 (ha2(7,9))). (3.23)

Se 0oo(h1(7,0)) < 0oo(h2(v,0)) entao
Uoo(hZ (77 5)k{h1 (77 5)) = Uoo(hl (77 5))’ (324)

sendo , ha(vy,0)8h1(v,9) = &(,0).

A demonstracao desse teorema e de outros resultados envolvendo o estudo das séries periédicas
podem ser encontrados em Gaubert (1992) e Cottenceau (1999). Contudo é possivel interpretar
esses resultados do ponto de vista de um sistema de produgao composto de dois sub-sistemas com

funcoes de transferéncias hi(y,0) e ha(7y,9).
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e A funcao y(v,d) = hi(y,d)®ha(y, ) é interpretada como a sincronizagao da saida de dois GET
em paralelo feita pela transicao y conforme mostrado na figura 3.13(a). Dessa forma, a maior
taxa de produgao do sistema é igual a menor taxa dos dois GET, pois o sistema de menor taxa é

um limitante para a taxa global. Dessa forma, oo (y(7,0)) = min(oeo(h1(7,9)), 0o (h2(7,0)))

h,

h,

(a) (b)

Figura 3.13 : Composicao de dois GET.

e Interpreta-se a funcao y(v,d) = hi(v,9) ® ha(v,d) como resultante da composicao em série
de dois GET, como ilustrado na figura 3.13(b). Pelo mesmo motivo anterior, é claro que a

taxa de producao global é limitada pela menor taxa dos dois GET. Portanto, oo (y(7,9)) =
min(aoo(hl ('77 5))7 UOO(hQ (77 5)))

e A figura 3.14 ilustra o fato de que a taxa de produgao méaxima de y(y,0) = hi(vy,d) A ha(v,9)
¢é dada pela trajetéria de menor inclinagao em relacao ao eixo n. E importante observar que

quanto menor a inclinagdo no grafico n x t maior é a inclinacao assintética. Assim, obtém-se

que oo (y(7,0)) = max(oeo(h1(7,9)), 0oo(h2(7,0)))

t

Figura 3.14 : Infimo de duas séries périédicas.

e Sabe-se que y(7,d) = ha(vy,0)}h1(7,9) é a maior sub-solucao do subconjunto {ha(y,d)z(y,9)
= h1(v,9)}. Supondo que y(7v,d) # €, tem-se que oo (ha(7y,0)y(v,d)) > 0oc(h1(7,9)), pois a

inclinagao de ha (7, d)y(7, d) no grafico n x t deve ser menor que a de hi(v,d). Por outro lado,
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a equacao 3.22 assegura que oo (ho(7v,0)y(7,9)) < 0oo(ha(y,9)) e, portanto, oo (hi(7,0)) <
Too(h2(7,0)y(7,0)) < 0oo(h2(v,0)). Como y(v,d) é a maior sub-solugao, ela deve ter a menor
inclinagao assintética, ou seja, 0o (h1(7y,0)). Se 0oo(h2(7,0)) < 0so(hi1(7,0)) a tnica solugao

possivel é y(v,d) = &(,0).

3.3 Conclusao

Neste capitulo foi feita uma revisao de Redes de Petri e da modelagem de Grafos a Eventos Tem-
porizados (GET) utilizando a algebra de diéides. Mostrou-se que um GET pode ser modelado por
equacoes lineares quando se utilizam os didides e foram introduzidos os conceitos de representacao
via espaco de estado e de matriz de transferéncia. Esses conceitos serao utilizados nos capitulos

sobre identificagao e controle de GET.



Capitulo 4

Identificacao de Grafos a Eventos

Temporizados

4.1 Introducao

Um problema central no estudo de GET, bem como na teoria de de sistemas a tempo continuo,
é a obtencao do modelo do sistema. Nesse sentido, o estudo da identificacao de GET tem um
papel relevante. Em Boimond et al. (1995) é proposta a identificagdo paramétrica baseada na
resposta impulsiva do modelo. A abordagem considera a estimagao de dois modelos ARMA: um
para o regime transitério e outro para o comportamento periédico. Em Gallot et al. (1997, 1998)
considera-se a identificagao a partir da resposta impulsiva do sistema baseada na decomposicao do
sistema em uma soma de sub-sistemas de primeira ordem (a resposta impulsiva é decomposta em
uma soma de termos chamados elementos simples), ou seja, o0 método consiste na estimacao de
pardametros de diversos sistemas de primeira ordem. Em Menguy et al. (2000a) é desenvolvido um
algoritmo para a identificacdo nao-paramétrica (direta) baseado no refinamento da estimativa da

resposta impulsiva.

Esse trabalho propoe um novo método para a identificacao paramétrica de Grafos a Eventos
Temporizados com uma entrada e uma saida (GET SISO) baseado no conhecimento da estrutura
do modelo (Maia et al., 2003c), isto é, supdem-se conhecidos o numero de disparos durante o
periodo transitério (i.e. o comprimento do transitério) e o nimero de disparos ocorridos em cada
ciclo do regime permanente. Este ultimo parametro esta relacionado com o numero de fichas no
circuito critico do GET. Por outro lado, sao consideradas desconhecidas as duragoes temporais do

transitério e do ciclo do regime permanente. Estes parametros devem ser estimados juntamente

65
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com os parametros que definem completamente a resposta transitéria e o comportamento em regime
do sistema. Na secao 4.2, os parametros supostos conhecidos e os parametros a serem estimados

sao formalmente explicitados.

Para a obtencao do algoritmo de identificagao, primeiramente é obtido um modelo apropriado
a partir da funcao de transferéncia entre a entrada e a saida do GET. A seguir, o algoritmo é
desenvolvido utilizando a Teoria da Residuacao. E mostrado que o método nao é restrito a estimagao
a partir da resposta impulsiva, como ja abordado em trabalhos anteriores, e pode ser aplicado em
outras condigdes de excitacdo. A principal contribuicdo em relacdo aos métodos propostos é que,
conhecida a estrutura do modelo, o modelo estimado é mais préximo, segundo o ordenamento do

didide, do modelo real do sistema do que o obtido pelo calculo direto da maior resposta impulsiva.

4.2 Resultados preliminares

Primeiramente, recorda-se que, conforme visto no capitulo 3, um GET SISO pode ser represen-

tado no didide Znqsx [~] por:
y(v) = h(7)u(). (4.1)

na qual u(y) e y(v) sdo respectivamente a entrada e a saida do GET e h(y) é a resposta impulsiva

periddica, dada por:

h(v) = p(v) © ¢(7)7"(s7")7, (4.2)

sendo que p(y) = @, pi v, pi € Negy) = @;;é ¢j v, ¢; € N sdo polinémios e v € N,
s € N e r € N sao respectivamente o comprimento do transitério, a duracao e o comprimento do
regime permanente. Conforme discutido na segdo 4.1, sao considerados conhecidos os pardmetros
v (comprimento do transitério) e r (comprimento do regime permanente). Observa-se que os graus
dos polinomios p(7) e q(y) sao respectivamente v —1 e r — 1. O algoritmo de identificagdo proposto
neste capitulo deverd, portanto, estimar os coeficientes dos polindémios p(vy) e ¢(v) assim como o

parametro s (duracao do ciclo do regime permanente).

Em algumas situacoes pode ser interessante trabalhar no dominio dos datadores. Nesse dominio

a equacao 4.1 é escrita como
k

y(k) = P h(l) @ u(k —1). (4.3)

1=0
Em outras palavras, isso significa que a saida é o resultado da convolucao da entrada e da resposta

ao impulso do GET.
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Conforme mostrado no capitulo 3, o didide Zqz [y] é importante para a descrigao da dinAmica de
um GET. Algumas propriedades das séries descritas nesse didide, fundamentais para este capitulo,

sao deduzidas a seguir.

Propriedade 4.1. No didide Zma[Y], tem-se que y(v) o x(v) = (@ y(k)v*) e (P z(i)y!) =

keZ i€Z

D (y(k) & x(k)".
kEZ
Demonstracao:

Do capitulo 2, equacao 2.47, tem-se que:

y(v) e z(7) = D {y(k)* = (B x(i)r)}.

kEZ 1€EZ
De 2.48, y(k)v* = (@ z(i)y") = {y(k)y* o (D z(0)7)} = (D =(i)7")
i€Z i>k i<k
Observando-se que y(k)7* < (EBk z(i)y") = y(k)7* e quey(k)y" = {@k 2(i)v'} = (y(k) & x(k))V",
1> 1=

conclui-se a demonstracao. |

Propriedade 4.2. O datador associado (trajetéria nao decrescente) a série w(vy) = y(7y) e z(7)
é dado por w(k) = @(y(z) o x(i)). Como resultado, se' w(vy) # () entio w(val(w(y))) =
sl
Demonstracao:

Como a trajetoria deve ser nao-decrescente, entao tem-se que w(k) = @ (y(i) e x(i)). Fazendo

i<k
vy = val(w(7y)), tem-se que:

w(vw) = P i) e 2(0) = P i) e 2(0) @ (y(vw) & (vw)) = wvy = 1) B (y(vw) = 2(vy)).

1<V 1<y —1

Pela defini¢io de valoragdo dada em 2.37 w(vy, — 1) = €, logo? w(vy) = y(vy). [ |

Propriedade 4.3. Sejam duas séries periodicas y(v) e () e denote vy = val(y(7y)). Sey(y) e z(y) #
e(y) entio y(v) e z(y) = @ (y(k) & x(k))y*. Como consegiiéncia, tem-se que val(y(y) e x(7))

> val(y(7).

1O elemento nulo do didide Zaz[7] 6 e(7) = @ ev'.
i€z

a se b<a,

2Lembrando que para todos elementos a e b € Zmaz, ae b=
€ caso contririo.
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Demonstracao: Da propriedade 4.1, tem-se que:

y() e z(7) = P (k) = (k)" & P (y(k) o (k)"

k<vy k>vy

Pela defini¢ao de valoracdo 2.37, y(k) = € se k < vy e, portanto pela definicao de residuo
dual 2.44, y(k) e x(k) = ¢ para todo k < v,. Dessa forma, y(y) e z(7) = @ (y(k) & z(k))¥* e

k>vy
conseqiientemente val(y(y) e z(7v)) > val(y(y)). |

Outro ponto importante para este capitulo é a residuagdo de séries periddicas. O resultado

apresentado a seguir é devido a Baccelli et al. (1992).

Lema 4.4 (Residuacao de séries) Considere-se um didide completo D e o didide D[z] cons-
tituido pelas séries formais 3 na varidvel abstrata z e com coeficientes em D. Sejam u(z) e v(z)

duas séries do didide D[z], entao:

W) _ oy g wllHE)
v(z) 962/\ v(l) ' (44)

leZ
Demonstracao:
D u(j)?’ D u(4)?’
Pela definicao de séries formais 2.35 e pela formula 2.40: %5)2 = Jész. = s JEK(T'
leZ
A AL w(i) i u(z) w(i) it
Como = =P 2T tem-se que == = N\ P L2
v(l)z! v(l) ez o(l) v(z) lel jer v(l)

Entretanto, para séries formais, observa-se que, para todo a; e b; € D, com ki # ko, (alzkl (&3]

agzk2) A (b12F1 @ be2?2) = (a1 A by) 2R @ (ag A b2)2R2 . Assim, fazendo k = j — | obtém-se que:

u(z k l
v((z) @ /\ + .

keZ leZ

4.3 Método de Identificacao

Para o desenvolvimento do método proposto, assume-se que um modelo para o GET SISO existe

e é expresso pela equagao 4.1. A estrutura, i.e. pardmetros v e r (equagao 4.2 ), é também suposta

3No lema 2.36 mostra-se que D[z] é um didide.
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conhecida. O objetivo do método de identificacao €, entdo, estimar os polinémios desconhecidos

p(7), q() e a duragao do periodo s.

Expandindo a equagao (4.1) utilizando (4.2) e introduzindo uma nova variavel, z(v) = (s7")*u(y),

obtem-se que

y(y) = p(V)u(y) © ¢(v)7" 2 (7). (4.5)

Observando que a equacao z(7y) = (s7")*u(y) é a solugdo da equagao afim z(y) = (s7")z(y) B u(7),
tem-se o sistema:
z = (s7")z(v) D u
() (s7")z(7) ® u(v) (4.6)
y(v) = p(Muly) ®a(7)7"z(7)
Portanto, fazendo-se a transformacao inversa, o sistema pode ser representado pelas equacoes se-

guintes no didide Zyax,

z(k) = s®z(k—r)®uk)
yk) = pou(k) ®- .. @ py_rulk — v+ 1)@ (4.7)
qzlk—v)®..®q_1z2(k—v—r+1)

com condicoes iniciais tais que z(k) = u(k) = y(k) = € para k < 0.

Seguindo o mesmo raciocinio classico da teoria de identificagdo para sistemas dinamicos a variavel

continua (Ljung, 1987), y(k) pode ser reescrito como:
y(k) = ¢t ®8, (4.8)

sendo que ¢f = [u(k)...u(k — v+ 1)z(k —v)...2(k —v —r + 1)] é o vetor de regressio e § =

[po - Pv—1q0 - - qr,l]T é o vetor de parametros a ser estimado.

Dessa forma, a partir da observacao de N disparos das transi¢oes de saida e de entrada, obtém-se
a equacao matricial:

Y=0®0, (4.9)

na qual ® = [pg...¢n]T é amatriz de regressio e Y = [y(0) ... y(N)]T é o vetor de saida observado.

Para estimacgao do parametro #, é conveniente a definicdo de um critério de erro como

J(0) = P y(k) - 5(k)), (4.10)
sendo que a safda do modelo estimado (J(k) = ® ® 6) é tal que §(k) < y(k). Esse critério significa
que, para uma mesma entrada, o melhor modelo deve produzir a maior saida possivel que seja

menor que a saida observada, i.e., deve-se escolher o maior 0 tal que ¢ ® h<Y.
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Por enquanto, apenas para o desenvolvimento do algoritmo, assume-se que a variavel z é conhe-
cida. Assim, um estimador 6timo para o critério J (5) ¢é obtido diretamente através da Teoria da
Residuacao,

6= P 0=ayy. (4.11)

PRO<Y

Explicitamente, a solucao dessa equacao é dada por:

Pio= ANioulk —i)xy(k), ielov—1],

(4.12)
G = Neoz(k—v—jhyk), jelor—1].

Nota 4.5 p; > p; e gj > gj pois 9 ¢ a maior solucao de ¢ ® 6 <Y. Conseqiientemente, 9 ¢
uma solugao para a equagao (4.9), i.e., Y = ¢ ® 9. Esse resultado implica que p; e g; satisfazem
a equagao (4.7) para k = 1,..., N. Atribuindo u(k) = y(k) = T para k > N (isso significa que
nenhum evento ocorre para k > N), a equacao (4.7) é satisfeita para todo k € Z. Dessa maneira,

a aplicagao da transformacao v resulta em

y(v) = p(n)u(y) © g(v)7" (7). (4.13)

O

Nota 4.6 A condicao necessdria e suficiente para a convergéncia do estimador p apresentado nas

equacoes 4.12 é:
parai € [0 v —1],3k" € [0 N] tal que y(k') = p(i) + u(k’ — ).

Como p; = /\é\f:0 u(k —1i){y(k), a necessidade é obtida lembrando-se que para u(k — i) e y(k) finitos
tem-se u(k — i){y(k) = y(k) — u(k — ). A suficiéncia é obtida através do fato de que p é méximo
e de que y(k') = p(i) + w(k’ — i) implica em p; < p;, ou seja, esses dois fatos resultam em p; = p;.

Analogamente, para ¢ a condi¢do necessdria e suficiente é:
para j € [0 r —1],3k" € [0 N] tal que y(k') = q(j) + 2(k — v — 7).

O

Contudo esse resultado tem pouca utilidade prética ja que nao explicita qual deve ser a excitacao
do sistema para que a estimacao seja correta. Uma condigao de excitagao suficiente é apresentada

na proposicao abaixo.

Lema 4.7. Se a excitagio do GET é tal que 0 < u(k) < (%)(k) para 0 < k < N entdo
y(k) = h(k).
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Demonstracgao:

Pela formula 4.3, y(k) = @5:0 h(l) ® u(k —1). Dessa forma, y(k) > h(k) pois u(i) > 0 para
0<i<N. Por outro lado:

k k k
y<k>s@h<z><m k=0 =Pn /\ ”H <D l

= 1€ =0

Pois pelo lema 4.4, ( )))(k -1 = /\Z % Assim pela férmula 2.35, @y, h(l)% <
1€

@l:o h(k) = h(k) e, portanto, y(k) < h(k) para 0 < i < N. Como jd foi mostrado que y(k) > h(k),
conclui-se que y(k) = h(k). [ |
Como conseqiiéncia desse lema, se e < u(y) < % entao y(y) = h(y), em outras palavras -}%

é a maior entrada tal que a saida seja igual a resposta ao impulso.

Proposicao 4.8. Se o parametro s é conhecido e o sinal de entrada u € suficientemente "rico” (i.e.,
0 <u(k) < (%)(l@) para 0 < k < N sendo que N > v+r—1) entao os estimadores dados em 4.12
convergem para os pardmetros reais do sistema, precisamente p; =p; e ¢ = q; parai € [0 v—1] e

jeor—1].
Demonstracao:

As hipoteses desta proposicao para o sinal de entrada implicam, de acordo com o lema 4.7, que
y(k) = h(k) para 0 < k < N. Dessa forma, p; = /\é\[:0 u(k—i)}h(k) < u(0))h(i) < h(i) =p; (i <v)
pois u(0) > 0. Além disso, se s é conhecido, entdo z € também conhecido e os estimadores propostos
sempre assequram que D; > p; e @ > ¢j, pois eles sio as maiores solugoes para o problema.
Assim, conclui-se que p; = p; . O mesmo raciocinio € aplicado para a estimativa g; lembrando que
q¢j =h(v+j) para j <r. [ |
Nota 4.9 Se u(k) — u(0) < %%Y%(k) , 0 estimador também converge. De fato, fazendo u(k) =
u(k) + u(0) = u(k) @ u(0) , entao y(k) = y(k) ® u(0) sendo que F(k) = @f:o h(l) @ u(k —1).
Do mesmo modo, mostra-se que z(k) = Z(k) ® u(0). Dessa forma, a diferenca entre os datadores
(u,y,2) e (w,7y,%z) é o termo u(0). Como os residuos das equagoes 4.12 sao calculados a partir
de diferengas entre datadores, o resultado obtido utilizando (u,y,z) é mesmo que que se obtém

utilizando (@, 7, ). O

Nota 4.10 Se u(k1) >> u(ky—1) para k1 > 0, entao y(k1+7) = u(k1)®( {:O h(j—1)®u(l)) para

j >0, sendo que u(k; + j) = u(k1) + u(j) = u(k1) @ u(j). Esse resultado permite escrever a saida

como y(k1+7) = u(k1) ®y(j) sendo que y é saida do sistema para a entrada u, ou seja, a partir do
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k1-ésimo disparo, o sistema desconsidera a influéncia dos disparos anteriores. Do mesmo modo, a
variavel interna é escrita como z(k; + ) = u(k1) ® Z(j) sendo que z é a trajetéria obtida utilizando
a entrada u. Como conseqiiéncia dessa observacao, se u(i) < (%)(z) para 0 < i < v 471 —1,

entao os estimadores também convergem conforme observado na nota 4.9. De fato, sabe-se que:

k1—1 k1+j
y(kr+5) = @ (ks + j — i) @ u(i)) & @D (h(kr + j — i) ® ui)).
=0 i=ky

Como u é crescente e u(ky) >> u(k; —1) entao o segundo somatério é maior que o primeiro. Assim,

como u(k1 + j) = u(k1) ® u(j), tem-se que:
y(k1 +§) = u(kr) @ (EP h(ky +j — i) @ (i — k1)),

Fazendo | = i — ki, obtém-se que y(k1 + j) = u(ky)( ‘zj:o h(j — 1) ® u(l)). Seguindo o mesmo
argumento, mostra-se que z(k1 + j) = u(k1) ® Z(j) sendo que z é a trajetéria obtida utilizando a

entrada u. O
Uma interpretagao para a situacao apresentada na nota 4.10 é que ap6s o (k1 — 1)-ésimo disparo
da transicao de entrada espera-se um tempo tal que o sistema retorne a condi¢ao de ”relaxado” para

s6 assim disparar novamente essa transigao. Dessa forma, a menos da translagao temporal u(k;),

o sistema passa a responder a partir do ki-ésimo disparo como se estivesse no inicio do processo.

Propriedade 4.11. Para o estimador proposto tem-se sempre py = po, ou seja, Py Sempre converge

para o valor real independentemente das condi¢oes de excitacao do sistema.
Demonstracao:

Isso se deve o fato de que py = /\]kV:O u(k)yy(k) < uw(0)yy(0) = y(0) — u(0). Como y(0) =
po @ u(0) = po + u(0), entao py < p(0). Entretanto, pela nota 4.5 py > po, logo po = po. [ |

A estimacao dos parametros ¢; apresentada nas equacoes 4.12 requer o conhecimento da varidvel
z. Entretanto essa varidvel é desconhecida mas pode ser estimada. Se uma estimativa de s (repre-
sentada por §) é disponivel, entao uma estimativa de z (representada por z) é obtida iterativamente

segundo a equagao (4.7), ou seja,

2(k) = 50 2(k — ) ® u(k). (4.14)

Dessa forma, estima-se a variavel z a partir da estimativa de s. Para a estimativa da duragao do

periodo, s, deve-se recordar que as estimativas dadas na equacao 4.12 devem satisfazer a equacao
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4.13 conforme explicacao dada na nota 4.5. Introduzindo uma nova variavel w(7y), essa equagao é
reescrita como
w(y) = g7 (s7") u(y)

(4.15)
y(v) = p(y)u(y) @ w(y).

Como conseqiiéncia, um limitante inferior para w(vy) é dado pela residuacao dual (ver capitulo

2, subsecao 2.1.4):
winf(Y) = y(7) = P(y)u(v)- (4.16)
Nota 4.12 Como as séries u(7y) e y(vy) sao construidas de tal forma que u(k) = y(k) = € para

k< 0eu(k) =y(k) =T para k > N entao pelas propriedade 4.2, wis(k) = € para k < 0 e
Wint (k) = wing(IN) para k > N, pois, segundo a definicao de residuacao dual 2.44,a e a=¢. ¢

Dessa forma, obtém-se as desigualdade seguintes

wing(7) 2w(y) = (87") wing () 2 (7") w(v) 2y(y) (4.17)

pela isotonia do produto e observando na equagao 4.15 que (s7v")*w(y) = w(vy) = y(y). Portanto,
pela residuagao do produto obtém-se que (s7")* =< wi,r(7)Ry(7y). Assim, para se estimar s, é

conveniente considerar o conjunto

S={seN[(s7")" 2e(M} (4.18)

no qual ¢(y) = winf(7)8y(7y). Convém observar que como wi, () = y(7y) entdo c(y) = e, o que

implica que S é nao-vazio (s =0 € S).

Nota 4.13 Segundo a propriedade 4.4, tem-se que c¢(k) = A qj’(l—jﬁg Portanto, segundo a nota
le mn

4.12, escreve-se que:

/\yl—l—k /\yl+k/\yl+k /\yl+k

w w. w.
lez ing (1 1<0 1>0 ing (1 1>0 in (1

Como y(j) = T para j > N, entao para k < N, obtém-se que:

/\ y(k +1) K
) —N_ki1 wmf ; wznf

Para k > N, observa-se que c(k) = A\ ﬁ =T.
>0 inf
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Para a obtengao de uma estimativa para s, expande-se a inequagao (s7")* < ¢(7), dada em 4.18.

Mostra-se entao que

0 < c(0),
(st = e,

: (4.19)
(7)) = elir) ("),

Como resultado, s < gz—rz , Vi > 1, e um limitante superior para s em N é dado por sy, =

' 1}1in ng—rlj, na qual |z] é a parte inteira de z. Além disso, s, € S pois
i=1,...,00

() = ( min |D2]5),

Bio(,_min_ %)Y,

< o @ (YUY, (4.20)
= 6@@] e Y
= c(7)-

Nota 4.14 Segundo a nota 4.13, ¢(k) = T para k > N, entao a expressao para o limitante superior

de s é simplificada para:

if (4.21)

sendo que L = | ¥, O

Finalmente, a conclusao é que s,, ¢ o supremo do conjunto S. A proposta deste trabalho,
entao, é utilizar s = s,, como um estimador para s. Algumas propriedades desse estimador sao

apresentadas a seguir.

Lema 4.15. Se winf(y) # € entao v < val(wins(y)) < N.
Demonstracao:

Observa-se no sistema de equagoes 4.15 que val(w(y)) > v. Sabe-se que val(winf(y)) =

val{y(7) = p(y)u(v)} = val{(w(7) & p(v)u(v)) & p()u(y)} = val{w() & p(y)u(y)} pela formula
2.46, e que val{w(y) e p(y)u(y)} > val(w(y)) > v, de acordo com a propriedade 4.3). Por outro

lado, observando o comentdrio da nota 4.12, obtém-se que winr(y)) < N. [ |
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Uma condicao suficiente para a convergéncia do estimador proposto é apresentada a seguir.
Convém lembrar que para que os efeitos da periodicidade da fungao de transferéncia sejam per-
cebidos na saida é sempre necessario pelo menos v + r observagoes dos disparos da transicao de

saida.

Proposicao 4.16. Sejam wins(y) # €, vw = val(wi,f(7)) e o nimero de observacoes tal que

N >r+uv,. Se0<u(k) < (%)(lﬁ) para 0 < k < N, entdo 5 = s.
Demonstracao:

Se 0 < u(k) < (':(,7)) )(k) para 0 < k < N, entdo pelo lema 4.7, y(k) = h(k) para 0 < k < N.

Pelo lema 4.15, v < v, < N. Assim, pela propriedade 4.2, tem-se que Winf(vw) = Y(Vw) = h(Vw).

) Y(rtvw)
wznf(l)l S winf(vw) I

Dessa forma, c(r) = A\ = h(r + vy) — h(vy). Como h € periédica®, entdo
leZ

c(r) < s e, portanto, s = r?inLLgi—rlj < ¢(r) < s. Entretanto s > s, pois S é um limitante superior
i=1,...,

para s. Assim, conclui-se que 5 = s.

Nota 4.17 A situacdo em que w;,f(y) = € implica que y(v) = p(y)u(y), s =T e que q(y) = €.
Isso significa que p(y) é um modelo para o GET que minimiza o critério de erro proposto (o erro é

nulo). O

Finalizando esta se¢ao, o método de identificacao proposto é resumido nos algoritmos apresen-

tados a seguir.

Algoritmo 1
begin

Iniciar varidveis: z(k) = u(k) = y(k) = —oo para k < 0.
Coletar N > v + r pares de dados de entrada e saida (u(k),y(k));
Pi = Ao ulk —i)ky(k) i =0,....v —1;
for k=0,..,.N
(B u)) (k) = By (B © u(k —i));
wing (k) = @io{y(@) & B)u(1)()};

end

4De acordo com a equacio 4.2, h(k + 1) = h(k) + r para todo k > v.
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(k) = AXF win s (i)xy(k +0) for k=0,..., N;
§= min L@J sendo que L = | ¥ ];

=1,...,L
(k) =5®2(k —r) ®u(k) for k=0,...,N;

)

G = Mo 2(k — v — jRy(k) for j =0,..,7 — 1;
end

A condicao dada pela proposicao 4.16 é suficiente para a convergéncia dos estimador e, con-
seqiientemente, para a obtencao de J (5) = 0. Caso essa condicao nao seja respeitada, ainda assim
pode haver convergéncia (vide exemplo 4.19), mas pode também ocorrer a situacao em que J (5) #0.
Neste tltimo caso, conforme a nota 4.14, e considerando que as hipdteses relativas ao modelo sejam
verificadas, tem-se que o valor correto de s é majorado por s,,. Portanto uma maneira simples de
se garantir a anulacao do critério é utilizar um método de busca descendente para s. Isso pode
ser feito a partir da observacao de que s € N e que s € [0 s,;,]. Esse intervalo de busca pode
ainda ser reduzido. De fato, sabe-se pela teoria da residuagao que h(y) = p(y) & q(v)y" (s7y")*
= u(y)}y(y). Como q(y) = e(y) entao ¥v(s7")* = u(y)yy(y). Portanto s < sz, sendo que s
= min LMJ

n e g = u(y)}y(y). Dessa forma, utilizando as mesmas idéias do algoritmo 1,
m=1,...,00

inicia-se 5 = min{s,,, s5} e decrementa-se esse valor sempre que o erro J(f) for superior a uma
determinada tolerdancia. Vale dizer que esse procedimento assegura sempre a anulagao do critério,

pois a situacdo em que s = s (estimagao correta) é atingivel. Observada a nota 4.5, nessa situagao

o critério de erro J(6) é nulo. Esse procedimento é mostrado no algoritmo 2.

Algoritmo 2
begin

Iniciar varidveis: z(k) = u(k) = y(k) = —oo para k < 0.
Coletar N > v + r pares de dados de entrada e safda (u(k),y(k));
Pi = Ngulk —iXy(k) i =0,..,v—1;
for k=0,..,N
(B u()(k) = B (B © ulk —));
wing (k) = Bi_o{y(i) & (B(7)u()(@)};
end

(k) = AXoF win s (i)xy(k + 0) for k=0,..., N;
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(44

Syp = min Ldy—)J sendo que L = L%J

i=1,....L

g(k) = ANXFu(iky(k + ) for k=0, ..., N;

v+mr

55 = min Lg(—)J sendo que M = | ==~

m=1,....M m

5 =min{syp, sy}

Z(k)=5®z(k —r) @ u(k) for k=0,...,N;

IE

G = Ne_o 2(k — v — )Ry (k) for j = 0,...,7 —1;

Calcular J(0);

while (J(0) > Tol) and (s > 0)

s=5-1;

)

(k) =5®z(k—r)®u(k) for k=0,...,N;

G = Nelo 2(k — v — j)hy(k) for j = 0,....r —1;

Calcular J(60);
end

end

A terminacdo desse algoritmo é garantida pela existéncia da condi¢gdo § > 0 no comando

"while” e pelo fato de que a cada iteracdo s é decrementado.

4.4 Exemplos Ilustrativos

Considere a figura 4.1, que representa um GET que modela um sistema de montagem com 3

maquinas que sao representadas pelos simbolos My, My e Ms. Sejam u e y respectivamente os

datadores das transicoes de entrada e de saida e x1, x2 e x3 os datadores das transicoes internas

desse GET.

Utilizando a transformagao 7, obtém-se o sistema de equacoes (4.22) que relaciona essa varidveis

no didide Zq.[v] (Veja o capitulo 3 para maiores detalhes).

z1(7)
z2(7)

6vx1(7) © 3u(7)
3yxa(y) @ 10u(y)
dyx3(y) ® 621(y) ® 322(7)

(4.22)

dx3(7y)
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77777777777777777777

Figura 4.1 : Exemplo de Grafo a Eventos Temporizados SISO

Utilizando o teorema da estrela 2.38, obtém-se a equagao que relaciona a entrada e a saida do GET

y(7) = (17 ® 21y & (257°)(67)")u(7), (4.23)

sendo que h(y) = 17 @ 21y @ (2572)(67)* (h = [17 21 25 31 37 43...]) é a funcdo de transferéncia

do GET que apresenta parametros estruturais v =2 e r = 1.

A planta descrita pela equacao 4.23 sera utilizada a seguir em diversas condigoes de excitagao
para ilustrar a aplicabilidade do método de identificacao proposto. Nesse caso, a maxima entrada
que garante a ”excitagao rica”do sistema é up(y) = h(v)8h(y) (up, =[04 8 14 20 26...]). Em cada

exemplo, o par de entrada e saida (up, h) é mostrado nos gréficos em linhas pontilhadas.

Exemplo 4.18 Considere-se a seqiiéncia de disparos da transicao de entrada dada por u =
[02 5817 20]. Conseqlientemente, a seqiiéncia de disparos da transi¢ao de saida é y = [17 21 25 31 37 43].
A figura 4.2 mostra essas seqiiéncias e o comportamento do GET em linhas pontilhadas quando a
entrada é uy. Nesse caso, observa-se que u = uy e que a condicao de excitacao do sistema satisfaz a
hipétese da proposicao 4.16. Como conseqiiéncia, a aplicacao do método de identificacao proposto
resulta em py = 17, p1 = 21, qop = 25 e s = 6. Isto é, o método converge para os parametros reais

do sistema. O

Exemplo 4.19 Neste exemplo, supode-se que a seqiiéncia de disparos da transicao de entrada
seja dada por w = [0 5 9 15 19 21]. Assim, a seqiiéncia de disparos da transicdo de saida é
y = [17 22 26 32 37 43]. Esses dados sao mostrados na figura 4.3. A aplicagdo do método de
identificacao proposto resulta em pg = 17, p1 = 21, go = 25 ¢ s = 6. Isto é, o método converge
para os parametros reais do sistema embora a condigdo de excitacao nao satisfaga a hipdtese da
proposigao 4.16 (i.e. u ;ﬁ up). Esse exemplo mostra que a proposigao é suficiente para convergéncia

mas nao necessaria. O
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unidades de tempo

45

(k) :

30

25

20 I

151+

u(k)

Numero de disparos

Figura 4.2 : Comportamento do GET para o exemplo 4.18
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Figura 4.3 : Comportamento do GET para o exemplo 4.19
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45

40+ 1
y(k)

30+ : 4
25| R 7

e B 7

15

unidades de tempo

]

u(k)

Numero de disparos

Figura 4.4 : Comportamento do GET para o exemplo 4.20

Exemplo 4.20 Um outro exemplo de simulagao utiliza uma seqiiéncia de disparos da transicao
de entrada dada por u = [0 3 11 15 17 27| cuja seqiiéncia de disparos da transicao de saida é
y = [17 21 28 32 37 44]. Esses dados sao apresentados na figura 4.4. Neste exemplo a condigao
de excitagao é tal que u £ uy, e os resultados obtidos pelo método de identificagao sao: py = 17,
p1 =24, go =€ e s = T. Nesse caso, os parametros nao convergiram para os valores reais. Pode-se
fazer uma analogia dessa situacao com o caso de excitacao ”pobre” em sistemas dinamicos continuos.

O

Exemplo 4.21 A figura 4.5 mostra outra simulagao para uma seqiiéncia de disparos da transigao
de entrada dada por u = [0 7 15 22 30 37| cuja seqiiéncia de disparos da transicao de saida é
y = [17 24 32 39 47 54]. Nesse caso, novamente a condigao de excitagao nao é satisfeita (u = up).
Os resultados obtidos pelo método de identificacao sao: pg = 17, p1 =24, gqo = e s = T, isto €,

0s parametros nao convergiram para parametros reais da planta. O

Exemplo 4.22 Nesta simulagao a entrada é dada por v = [0 26 30 33 33 33] e a saida correspondente
éy=[17 43 47 51 57 63]. A figura 4.6 mostra essas seqiiéncias . Nesse caso, observar que u > uy,.

Outra vez, como aconteceu no exemplo 4.19, pg = 17, p1 = 21, go = 25 e s = 6, ou seja, mesmo
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55

50~ 7

45~ 7
y(k)

40+ 7

35[ 7

30 A

25 a

unidades de tempo

20 A

10 u(k) ]

Numero de disparos

Figura 4.5 : Comportamento do GET para o exemplo 4.21
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T (k)

451 ]

40F 7

u(k)

25} :

unidades de tempo

20l SR |

15+ :

Numero de disparos

Figura 4.6 : Comportamento do GET para o exemplo 4.22

nao satisfazendo a condigao suficiente de excitacao, os resultados obtidos mostram que estimadores

convergem para os parametros reais do modelo da planta. %

Os exemplos 4.21 e 4.22 ilustram o fato de que se a excitacao u; leva a uma estimagao nao-
convergente entao a excitacao ug > u; nao necessariamente leva a uma estimacao nao convergente.
A tabela 4.1 ilustra essas relagbes. O exemplo 4.21 ilustra particularmente o fato de que se in-
crementos na trajetoria de v sao muito grandes em relagao aos de h, ou seja, a inclinacao de u é
suficientemente maior que a de h, o algoritmo de estimacao sempre resultaem q; =e e s = T. Isso
se deve ao fato de que se u(k) — u(k — 1) é suficientemente grande para todo k& € N entao as desi-
gualdades h(0) @ u(k) = h(1) @ u(k — 1) > ... sdo verdadeiras. Como y(k) = @fzo h(l) @ u(k —1)

e pela equagao 4.2, p; = h(i) para i € [0 v — 1], entdo essas desigualdades permitem escrever
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Tabela 4.1 : Condigoes de convergéncia observadas para os exemplos

Exemplo | Condigao de excitagao | Comportamento observado
4.18 u =< up Param. convergentes
4.19 u A up, Param. convergentes
4.20 u A up, Param. nao-convergentes
4.21 u = up Param. nao-convergentes
4.22 u = up Param. convergentes

que y(k) = @y p(l) ® u(k — ). Dessa forma p é tal que y(k) = @), i @ u(k — 1), ou seja,
p é um modelo que assegura que o critério de erro é nulo. Intuitivamente, esse fato corresponde
a situacao em que a entrada de matéria-prima no sistema é lenta ao ponto de sé se observarem
fenémenos transitérios, isto é, a taxa de chegada de matéria-prima nao permite que o polinémio
q(y) influencie na solugao. Dessa forma, segundo o método de estimacao apresentado no algoritmo
L, winf(7)(k) = € e, conseqiientemente, c(y)(k) = T para todo k£ € N. Finalmente, isso resulta em

§=T e, para um nimero de observacoes N > 2r + v — 1, tem-se que ¢; = ¢ para j € [0 r — 1].

4.5 Conclusao

Neste capitulo, apresentou-se um método para a estimacao dos parametros temporais para
GET SISO. O método proposto baseia-se no conhecimento do comprimento do transitério e do
comprimento do ciclo em regime permanente (respectivamente, parametros v e r) e visa a estimagao
das duragoes do transitério e do ciclo em regime permanente (respectivamente, parametros g, e
s) assim como a estimagao dos demais coeficientes do polinémios p(y) e do polinémio ¢(). Uma
contribuicao deste trabalho é a utilizacdo de um modelo apropriado para a estimacao que utiliza
uma variavel interna desconhecida para modelar o comportamento do circuito critico. Deve-se
observar entretanto que a estimagao desta varidvel interna apresenta dificuldades e constitui uma
limitagdo para o método, devendo portanto ser objeto de atencao em trabalhos futuros. Outro
resultado obtido é a determinagdao de um majorante para a duracao do ciclo em regime permanente
(parametro s) mesmo que as condigdes suficientes de excitacao definidas pela proposigao 4.16 nao
sejam respeitadas. Este majorante é dado pela equacao 4.21. Além disso, foram apresentadas
diversas discussOes tedricas sobre o problema de excitacao do sistema e uma condicao suficiente

para a convergéncia do algoritmo de estimagao proposto.



Capitulo 5

Controle de Grafos a Eventos

Temporizados

5.1 Introducao

Conforme foi mostrado no capitulo 3, os Grafos a eventos temporizados (GET) sao descritos por
equacoes lineares quando se utiliza a algebra de didides. Esse fato tem permitido o desenvolvimento
de uma teoria de controle para GET que utiliza os sistemas de controle lineares a tempos discretos

como referéncia para as estratégias propostas.

Os problemas de controle para GET sdo usualmente propostos utilizando a politica de gestao
just-in-time na qual o objetivo é retardar ao maximo possivel a entrada de matéria-prima na planta
com a restricao de que os instantes de saida dos produtos finais atendam a uma dada especificacao
de demanda. Dessa forma, o controle possibilita a minimizacao dos estoques de matéria-prima e,
conseqiientemente, a reducao dos custos de produgao. Nesse contexto, Boimond & Ferrier (1996)
propoem o controle por modelo interno, cuja idéia central é utilizar a teoria da residuacao para
calcular o modelo inverso do sistema que é, entao, utilizado para o projeto do controlador. Em
Menguy (1997); Menguy et al. (2000a) e Maia & Santos-Mendes (2002) apresentam-se algumas
idéias na diregao de um controle adaptativo para GET baseado na estimacao de parametros tem-
porais do GET. O método considera um modelo que ¢é estimado a partir da observagao das datas
de disparo das transicoes de entrada e de saida considerando que o ciclo de producao e o nimero
de disparos do transitério sao conhecidos. O controlador é projetado a partir do modelo estimado
de forma que a saida do sistema atenda a uma dada referéncia de demanda. O problema de rastre-

amento quando a referéncia é atualizada é tratado em Menguy et al. (2000b). Nesse problema, a

85
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sintese de controle requer a solugdo de um sistema de inequagoes com restrigoes de igualdade que
é resolvido pela teoria da residuagao. Esse artigo também aborda o problema de controle quando
algumas transicoes de entrada do GET sao nao-controlaveis. Ja o problema de controle de GET

com parametros temporais variantes no tempo é abordado em Lahaye et al. (1999).

Uma outra estratégia possivel para o controle de GET é a abordagem através de modelo de
referéncia na qual o objetivo é fazer com que o sistema controlado se comporte de acordo com
um dado modelo de referéncia que descreve o desempenho desejado (Libeaut, 1996; Cottenceau,
1999; Liiders, 2001). Em Libeaut & Loiseau (1996) o problema é estudado para o caso em que as
condigoes iniciais sao nao-nulas. Em Cottenceau et al. (1999, 2001) o controle é abordado em termos
de funcoes de transferéncia. Duas abordagens sao propostas de modo geral na literatura: controle
em malha aberta, utilizando pré-compensacao, e em malha fechada, utilizando retroalimentacao.
Em Liiders (2001) e Liiders & Santos-Mendes (2002) as idéias de retroalimentagdo propostas por
Cottenceau et al. (2001) sao generalizadas considerando o problema em que somente parte das
transigoes de estado estdo disponiveis para observagao e controle (acesso parcial aos estados).
Dentre os resultados obtidos, sao apresentadas condi¢bes suficientes para a existéncia de solugao

para o problema proposto.

As estratégias baseadas em retroalimentacao, embora favorecam a estabilidade, sdo limitadas no
sentido em que o modelo de referéncia deve satisfazer certas condigoes restritivas. Ja as baseadas em
pré-compensacao garantem desempenho 6timo para qualquer modelo de referéncia mas nao garan-
tem estabilidade (o conceito de estabilidade é apresentado na se¢ao 5.2). A estratégia de controle
proposta nesta tese é baseada na utilizacdo simultanea da pré-compensacdo e retroalimentacao
(Maia et al., 2003a). A principal vantagem dessa abordagem é que ela garante otimalidade em
relagdo aos estoques que alimentam o GET para qualquer modelo de referéncia escolhido. Além
disso, sob determinadas condic¢bes, garante-se que sistema controlado é estavel. A secao seguinte
apresenta alguns resultados sobre estabilidade e, a seguir, na se¢ao 5.3, é desenvolvida a estratégia

de controle proposta.

5.2 Estabilidade de GET

A idéia de estabilidade de um GET est4 relacionada ao niimero de fichas de um lugar. Diz-se que
o GET é estavel se nimero de fichas é sempre limitado em todos lugares internos (que sao os lugares
que nao estao conectados diretamente a transigao de entrada) para qualquer entrada. O problema

de estabilidade de GET é estudado em Max Plus (1991), Baccelli et al. (1992) e Commault (1998).
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A figura 5.1 (a) mostra um GET instével pois o componente C produz uma ficha a cada 3 unidades
de tempo (taxa de producao igual a %) e o componente Cy sé pode processar no maximo 1 ficha a
cada 5 unidades (taxa de produgao igual a %), ou seja, pode haver acumulagao de fichas no lugar
localizado entre C e Cy. Ja a figura 5.1 (b) mostra um GET estével pois o lago incluido no sistema
impede que a taxa de producao de (' seja superior a taxa de producgao de Cs e, portanto, nao é
possivel haver acumulacao de fichas nos lugares internos do GET. Este exemplo simples indica um

resultado importante (que seré formalizado a seguir): a retroalimentacao favorece a estabilidade.
C, C, C, C,

N ) 4 /
‘ y

oN FoNJ{¥oN
SROSTR0 108 |~©<*)—»©~|

@ (b)

Figura 5.1 : Estabilidade: (a) GET instdvel (b) GET estavel

Definicao 5.1 (Subgrafo interno e lugar interno) Define-se como subgrafo interno de um GET
o grafo de eventos temporizados obtido através da supressao de todas as transicoes de entrada e de
saida assim como de todos os lugares e respectivos arcos conectados a essas transi¢oes. Os lugares

do subgrafo interno sao denominados lugares internos

Definigao 5.2 (Estabilidade Interna) Um GET € internamente estdvel se para qualquer en-

trada o numero de fichas de seus lugares internos permanece limitado.

Para o estudo de estabilidade, assume-se que o GET é representado por funcoes contadores.

Assim para um lugar p que possui uma transicdo de entrada w e uma transicdo de saida v, o

s

estoque de fichas no tempo t, representado por Sy, (t), é

Sw(t) = Swl0) + ult) — o) (5.1)
N —r ~—— ~— ~—~
estoque na data t estoque inicial  fichas de entrada  fichas de saida

na qual Sy, (0) é o estoque inicial, e u(t) e v(t) sdo fungoes contadores para as transigoes. A varidvel

Suv(t) = Syup(t) — Suu(0) descreve a evolugao do estoque do lugar situado entre u e v da data 0 até
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t. De uma maneira mais geral, para duas transigoes conectadas por um caminho, Sy, (t) representa
a variacao do numero total de fichas de todos os lugares ao longo do caminho. Dessa forma, a
estabilidade é assegurada se Sy, (t) é limitado para todo ¢ e para todo par de transigoes internas

(xi, ) (1,7 =1,...,q) para qualquer seqiiéncia de disparos das transi¢oes de entrada.

Conforme visto no capitulo 3 um GET SISO pode ser descrito através de contadores. Utilizando

o didide Zn[0], tem-se a seguinte equacdo (ver secdo 3.2.1):

y(0) = h(6)u(9), (5.2)
na qual u(d) = @ u(t)d’, h(6) = @ h(t)d' e y(0) = P y(t)d' sdo respectivamente a entrada, a
teZ teZ teZ

funcao de transferéncia e a saida do GET. Desenvolvendo essas séries, pode-se escrever que

y(t) = (hxu)(t)
- @re-nsur (=Mt )

TEZL
TEZL
Ou seja, a trajetoria de saida é obtida pela convolugao da trajetéria de entrada e a resposta

impulsiva do GET.

Assim, a partir do lema 4.4, cada coeficiente da série v(8){u(d) em Z,n[6] é escrito como

W@u@)®) = A () — o — 1) (=Ma><<u<r>—v<f—t>)

€7
TEL T

Teorema 5.3. Sejam u(d) e v(8) séries do didide Zmin[6]. Entdo

Vt, Sun(t) < (0(0)§u(6))(0).
Demonstragao: Utilizando a equagao 5.3, a expressao (v(9)§u(9))(0) € equivalente a

(v{u)(0) = Maz (u(T) — (7))

TEL

o que representa o valor mdzximo atingindo pelo estoque Sy, (t) para todo t. ]

Observa-se nesse caso que existe ¢t € Z tal que Sy, (t) = (v§u)(0). Ou seja, para duas trajetérias de
contadores dadas pelas séries u((4)) e v((9)), o limitante superior do estoque é dado por (viu)(0)

e é atingindo para alguma data .

Para a obtencao dos resultados seguintes, convém lembrar que um GET é descrito através didide

M§Z[v, ] pela equagao de estado abaixo.

X = AXeBU
Y = CX

com A € M%¥[~,6]"*", B € M[y,0]"*™ e C € M& [, 5]P*".
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Notacao 5.4 (Contador associado) Seja h uma série do didide M$*[vy,d]. O contador associ-

ado a essa série é uma série em Lpmin[0] simbolizado por Cp, cujos coeficientes sio dados por
Cu(t) = inf{k € Z|y*s* < h}. (5.3)

Além disso, convenciona-se que ! C.(t) = oo para todo t € 7.

Utilizando o resultado apresentado no teorema 5.3, sobre a evolucao temporal dos estoques de um
GET, e lembrando que os didides Zpi,[0] e M%%[v,d] sdo isomorfos (ver secio 3.2.1), o teorema

5.5 apresenta uma condigao necessaria e suficiente de estabilidade dos estados internos internos.

Teorema 5.5 (Max Plus (1991)) O GET descrito pelas matrizes (A, B, C) € internamente estdvel

se e somente se parai,7=1,....,n,
[G(A*ByfA*B)]ij (0) < 400. (54)

Para a demonstracao desse teorema é conveniente a utilizagao do lema abaixo.

Lema 5.6. Seja A € M{Z[v,6]79 e B € M [~,0]9*™. Para todo U € My, 6™,

(A*BU)$(A*BU) = (A*B)4(A*B).

Demonstracao:

A demonstracdo utiliza os resultados do teorema 2.48 do capitulo 2.

A*BU  (A*BUWU , .
TBU = AB (aplicagao de (2.43))

De 2.36, sabe-se que (A*BU)¢U = A*B. Portanto, gracas a isotonia do operador %‘, verifica-se

que
A'B(UJU)  A'B,

A*B  ~ A*B’

Demonstragao: (Teorema 5.5)

Suficiéncia. O vetor de estados X € (M&]v,d])" é dado pela relacao

X = A*BU.

!Essa convengio advém do fato de que z = ¢ = v°§~ > (x € M*[y, ] ) significa que um nimero infinitamente

grande de disparos da transicdo x ocorrem em ¢t = —oo.
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Pelo lema 5.6, X¢X = %. Como a ordem no didide Z,i,[d] é invertida em relagdao a ordem

usual,
Cixyx) = Clarpyj(a-p):
E, portanto,

Cixyx)(0) = Cla=pyg(a+m) (0).

Dessa, forma o nimero de fichas para cada estado do GET ¢ limitado por € 4+p)y(a+B) (0).

Necessidade. Suponha-se que [G(A*B;KA*B)]U (0) = +oo. Utilizando o teorema 2.52, obtém-se

que [(A*B)¢(A*B)lij = N\(A*B)u¢(A*B)j. Portanto, existe k tal que C(a+p), 4(4*B),,) = +0°-

ik)
Assim, para uma entrada U tal que ux = e e u; = €,Vl # k o sistema é tal que para as transigoes

internas x; e x; existe um lugar entre elas cujo o nimero de fichas ¢ ilimitado. |

Conforme foi visto no exemplo dado na figura 5.1, as taxas de producao dos diversos componentes
do GET tém um papel importante na avaliacdao da estabilidade. Nesse sentido, a proposicao abaixo
apresenta condigoes necessdria e suficiente para a estabilidade de GET em relagao as taxas de

producao (inclinacao assintética) do sistema.

Proposigao 5.7 (Cottenceau (1999)) A condi¢ao dada pela expressao 5.4 € verificada se e so-

axrat

mente se todos elementos da matriz A*B € MZT™ [y, §]7*™ sao ndo nulos e tem mesma inclinagdo

assintotica nao nula.

Demonstracao: Vale lembrar que os polindmios causais sao séries racionais com inclinacao

infinita.

Suficiéncia. Se todos elementos (A*B);j sdo séries racionais ndo nulas de mesma inclinacdio
assintotica finita 000((A*B)ij) = X # 0, entdo a partir do teorema 2.52 e do teorema 3.18, a matriz
A*B¢$A*B € periddica e todos seus elementos sao nao-nulos e tém a mesma inclina¢ao assintdtica

A. Consegiientemente , G(A*B%A*B)ij (0) < +00 para todo par (i, j) 2.

Necessidade. Se dois elementos de A*B sao tais que 0o ((A*B)ij) > 000 ((A*B)kj), entao pelo
teorema 3.18, (A*B)j(A*B)y; = € e, portanto, C(a+pya~p),;,(0) = +00 e a condi¢do (5.4) nao é
verificada. Se todos elementos de A* B tém inclinagao assintédtica infinita, a funcdo de transferéncia
do GET € polinomial, o que corresponde a um sistema sem circuitos e, portanto, sem restri¢ao para

o numero de fichas nos seus lugares. |

20 caso degenerado, no qual a inclinacio é nula, corresponde a um GET estdvel que apresenta circuitos sem
fichas. Trata-se portanto de uma rede nao-viva cujas transi¢oes s6 podem disparar um nimero finito de vezes e nao

apresentam interesse do ponto de vista pratico.
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Em outras palavras, esse resultado diz que a estabilidade s6 pode ser assegurada se todas compo-
nentes do GET funcionam a uma mesma taxa de producao; caso contrario, havera acumulacao de
fichas em algum lugar interno do sistema. Uma outra maneira de avaliar a estabilidade de GET ¢é
observar suas propriedades estruturais. O resultado apresentado a seguir, no teorema 5.8, é devido
a Commault (1998). Antes da apresentagao do resultado, algumas hipdteses estruturais baseadas
na teoria de grafo sdo necessarias. Maiores detalhes sobre a teoria de grafos podem ser encontrados

em Gondran & Minoux (1985).

A partir da definicao de grafo a eventos temporizados dada em 3.6, observa-se que um GET ¢
equivalente a um grafo cujos nds sao as transigoes e cujos arcos sao as seqiiéncias arco-lugar-arco
entre essas transicoes. Dessa forma, um né ¢ é dito predecessor de um né j se existe um arco com
inicio em ¢ final em j. A definigdo para né sucessor é analoga. Um caminho em um grafo é uma
seqiiéncia orientada (x1,x2,...,2,) sendo que ;41 € sucessor de z; para j =1,2,...,p—1. Um
grafo orientado é conexo se para dois nds i e j quaisquer do grafo existe uma seqiiéncia de nos
(x1,x2,...,2p) (nd0 necessariamente um caminho) tal que para todo j =1,2,...,p — 1 existe um
arco entre z;, xj4+1. O grafo é fortemente conexo se existe um caminho entre dois nés quaisquer
do grafo. Quando um grafo nao é fortemente conexo ele pode ser decomposto em componentes
fortemente conexas. Uma componente fortemente conexa sem arcos de entrada é denominada

componente de entrada fortemente conexa (CEFC), segundo a definigao dada em Commault (1998).

O teorema de estabilidade 5.8, que apresenta duas condigOes necessarias e suficientes para a

estabilidade GET, é uma adaptagao dos resultados apresentados em Commault (1998).

Teorema 5.8 (CondigGes de estabilidade para GET) Um GET conexo ¢ estdvel se e so-

mente se pelo menos uma das duas condigoes sequintes é verdadeira.

1. O seu subgrafo interno € fortemente conexo.

2. Todas componentes de entrada fortemente conexas (CEFC’s) possuem a mesma taxa de
producao Ao < A\;j sendo que \;j € a tava de produgao de qualquer outro componente for-

temente conexo C; do GET.

A demonstragao desse teorema é referenciada em Commault (1998) a partir de resultados obtidos

por Chrétienne (1983) e Carlier & Chrétienne (1988). A explicagao dessas condigoes é dada a seguir.

1) Se o subgrafo interno do GET é fortemente conexo entao todas transi¢oes internas do GET

”funcionam” com a mesma taxa de producao assim, pela proposicao 5.7, o GET é estavel.
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2) Essa condigao também assegura que todas componentes do GET ”funcionem” com a mesma

taxa e, portanto, segundo a proposi¢ao 5.7, o GET é estavel.

Em outras palavras, esse teorema diz que a estabilidade é assegurada se os componentes sao
fortemente conexos ou se as taxas de producao dos componentes de entrada entrada sao inferiores
ou iguais a capacidade de processamento de cada componente do GET. Intuitivamente, caso a taxa
de entrada seja maior que a capacidade de processamento podera haver acumulagao de produtos em
algum lugar do sistema. Observa-se por um lado que a segunda condicao de estabilidade pode ser
facilmente violada se houver uma variacao dos parametros temporais do GET, conforme mostrado
na figura 5.2. Nesse caso, observa-se que a variagdo de um parametro no sub-sistema M leva
o sistema a instabilidade. Por outro lado, a primeira condicao sé é violada se houver perda de
conexao no sistema. Ou seja, a primeira condicao é mais robusta no que diz respeito a variacao
temporal dos parametros. Dessa forma, o projeto dos controladores neste trabalho sera feito com
base na primeira condicao de estabilidade. Vale dizer que a estabilizacdo de um GET no contexto
de controle por modelo de referéncia requer uma escolha apropriada do modelo de referéncia de

modo que o sistema em malha fechada seja fortemente conexo.

Figura 5.2 : GET com estabilidade dependente dos parametros temporais.

Uma condigao suficiente de estabilizagdo via retroalimentagao é apresentada no teorema 5.11
supondo que o GET seja, segundo as defini¢oes abaixo, estruturalmente controldvel e observéavel

(ver Baccelli et al. (1992)).

Definicao 5.9 (Controlabilidade Estrutural) Um grafo a eventos € estruturalmente controldvel

se existe um caminho para toda transicdo interna a partir de pelo menos uma transicdo de entrada.

Defini¢ao 5.10 (Observabilidade Estrutural) Um grafo a eventos é estruturalmente observdvel

se existe um caminho de toda transicao interna até pelo menos uma transicao de saida.

Teorema 5.11 (Estabilizagao via retroalimentagao (Baccelli et al., 1992)) Todo grafo a even-

tos estruturalmente controldvel e observavel pode ser estabilizado por através de retroalimentacao



5.3. Controle por modelo de referéncia 93

de saida

A demonstragdo desse teorema é baseada no fato de que todo grafo a eventos estruturalmente
controlavel e observavel pode ser estabilizado se uma conexao efetiva via retroalimentacao for
estabelecida a partir de todas as saidas para todas as entradas. Esse procedimento assegura que o

GET em malha fechada ¢é fortemente conexo.

Na secao seguinte serd apresentada a estrutura de controle proposta neste trabalho e a seguir

essa estrutura serd utilizada para solucionar problemas de estabilizagao de GET.

5.3 Controle por modelo de referéncia

O método de controle descrito aqui é baseado na politica de gestao Just-in-Time. Formal-
mente, essa politica é definida da seguinte maneira: dada uma referéncia de disparo para as datas
da transigoes de saida (também chamada de trajetéria de referéncia), calcular as maiores datas
possiveis para os disparos da transigoes de entrada tais que as datas dos disparos da transicao de
saida ocorram antes da referéncia. Em um sistema de produgao, o que se procura é satisfazer a
demanda dos consumidores minimizando o estoque. Dessa forma, pode-se perceber que a Teoria
da Residuacao tem um papel importante para o desenvolvimento do método, ja que o problema

em questao é o calculo da maior solugao de uma inequagao.

No contexto de modelo de referéncia, o objetivo é retardar o maximo possivel os disparos da
transicao de entrada do GET assegurando que a funcao de transferéncia do sistema controlado seja
sempre inferior ou igual ao modelo de referéncia (que representa a restrigdo imposta pela demanda
num contexto de sistema de producao). Essa idéia é ilustrada na figura 5.3. Nessa figura, U, Y e
H representam respectivamente a entrada, a saida e a fungado de transferéncia do sistema; o modelo
de referéncia é dado por G,.; e a entrada externa ¢ dada por V. A varidvel V representa em
um contexto Just-in-Time, a disponibilidade para o fornecimento de matéria prima e a variavel
U representa a permissao para a entrada de matéria prima dentro do sistema. Dessa forma, o
problema de controle é definido formalmente a seguir. Sejam H € (Zpa:[7])™*P a matriz de
transferéncia de uma planta, Gyy € (Zmaz[7])™*P a funcdo de transferéncia do sistema controlado
e Gref € (Zmax[7])™P um modelo de referéncia, i.e., a matriz de transferéncia desejada para o

sistema controlado. O objetivo do controle por modelo de referéncia é, entao, maximizar U tal que

Gvy = Gref-

Um abordagem possivel para o controle por modelo de referéncia € a utilizacao de pré-compensagao
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U Y oy U I z
s H *> Controlador H — G,y
Modelo do GET = ' Modelo de
" L Referéncia

GET controlado

Figura 5.3 : Controle por modelo de referéncia

que ¢ ilustrada na figura 5.4 (Cottenceau, 1999). Nesse caso o problema de controle é encontrar
o maior pré-compensador P tal que HP =< G,¢y. A solucao 6tima dessa inequacao, denotada por

P,,, é dada pela teoria da residuacao:

Pop - H§G7‘ef- (55)
GO
v ! Vo oy 7 Z
— H - ’—‘>3 P H ﬁ—) s Gref L s
777777777777777777777 Model
Modelo do GET GET controlado oder qe
Referéncia

Figura 5.4 : Controle por pré-compensacao

Essa estratégia de controle em malha aberta resulta na acao de controle U = F,,V que asse-
gura sempre desempenho étimo do sistema. Contudo, nao se assegura a estabilidade robusta do
sistema em relacao a variacOes paramétricas, conforme mostrado no exemplo 5.12, i.e. variagOes

dos parametros temporais da planta podem comprometer a estabilidade do sistema.

Exemplo 5.12 Neste exemplo, H = 1(7v)* e modelo de referéncia é tal que G,.r = H, ou seja, o
objetivo é preservar a funcao de transferéncia em malha aberta maximizando a entrada do sistema.
A solugao para o problema é P = % = (7vy)*. Pode ser visto na figura 5.12 que o GET é sensivel
a variacoes paramétricas o que pode ocasionar problemas de instabilidade. No presente exemplo,
se a temporizacao do ciclo aumentar, o pré-compensador se torna mais rapido do que o sistema e

o ndmero de fichas no lugar situado entre P e H cresce ilimitadamente. O

Para se contornar o problema de instabilidade, assegurando um sistema mais robusto (menos
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Figura 5.5 : Problema de estabilidade na pré-compensacao.

sensivel a variagoes paramétricas) pode-se considerar o controle por modelo de referéncia utilizando

a estratégia de retroalimentacao conforme mostrado na figura 5.6.

G,
U Y Vi u Y v z
— H — *ﬁ*) H ]——) — Gref >
Modelo do GET 1 il i Modelo de
R EICEE RS o Referéncia
GET controlado
Figura 5.6 : Controle por retroalimentacao
Dessa figura, obtém-se as seguinte equacoes:
U = VarFy, (5.6)
Y = HU=HFY@®HV. (5.7)

A solugao da equagao 5.7 através da aplicagao teorema da estrela (2.38) é dada por:
Y =(HF)*HV. (5.8)

Dessa forma, U = (e ® F(HF)*"H)V. A equagao 2.14 garante que (HF)*H = H(FH)*. Portanto
U=(ed FH(FH)")V =(e® FH & (FH)?®...)V = (FH)*V e conseqiientemente:

U= (FH)V. (5.9)

O problema de controle para a estratégia de retroalimentacao é entao maximizar U = (FH)*V

tal que a fungao de transferéncia em malha fechada H(FH)* seja menor ou igual ao modelo de
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referéncia G,.r. Devido a isotonia dos operadores de adicao e de multiplicacao do didide, esse
problema equivale a encontrar a maior retroalimentacao F tal que H(F H)* seja menor ou igual a
referéncia G,.¢. Formalmente, o que se procura é a maior solu¢do de H(FH)* = G na algebra
de didides. Esse problema pode ser resolvido via teoria da Residuagao se algumas restrigcoes sao

impostas no modelo de referéncia. O resultado seguinte é apresentado em Cottenceau et al. (2001).

Proposicao 5.13. Seja H € D™*P uma funcdo de transferéncia de um GET escrita num didide
apropriado ID. Se o modelo de referéncia Grey € tal que Grep = R*H ou Grey = HS* (R € D™*™
e S € DPXP) entao eziste o maior controlador por retroalimentacdo F € DP*™ tal que a funcdo de

transferéncia do sistema em malha fechada € menor ou igual a G,cy. Esse controlador ¢ dado por

Fop = HYG,cr¢H.

Para a demonstragao da proposicao 5.13 é necessaria a introducao de alguns resultados prelimi-

nares.
Lema 5.14. Seja um dicide completo D no qual a,b € D. Entdo %' = %-
Demonstracao:

Para a demonstragao, é suficiente mostrar a equivaléncia: xa = ab® < xzab* X ab*. De fato:

(=) za <X ab* = xzab* < ab*b* = ab* pela isotonia do operador de multiplicacao e utilizado o

fato que b*b* = b* dado pela formula 2.9;

(<) zab* < ab* = xa © vab @ zab®... < ab* o que resulta em xa < ab*. [ ]

Lema 5.15. Seja S, = {z | * < a*} um subconjunto do didide completo D no qual a € D. Entao

Se ={z | z < a*} e, como conseqiiéncia, o maior elemento de S, é a*.
Demonstracao:

E suficiente mostrar a equivaléncia z* < a* < x < a*. Sex* < a* entdo z* = ePrPr2d®... < a*
e, conseqiientemente, © = a*. Por outro lado, se x < a*, entdo x> < a* por causa da isotonia do

*

operador da multiplicacdo e 2.9. Por inducdio, obtém-se Vi > 1 z' < a*, o que resultam em

r=edrdaid..<a*. [ |

Com esses resultados preliminares, pode se demonstrar a preposicao 5.13 conforme é feito a

seguir.
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Demonstragao: (proposi¢do 5.13)

Para a demonstracao, considera-se que G,y = HS*. A demonstracao para o caso em que
Grep = HS™ é andloga.

O problema equivale a encontrar o méximo F tal que H(FH)* < HS*. Pela teoria da residuagao,
essa equacgao ¢ equivalente a (FH)* < % Utilizando o lema 5.14, tem-se que % = % (0]

teorema 2.53 permite entao escrever que:

HS' _ (HS" .,
= Vs

Dessa forma, utilizando o lema 5.15, o problema é equivalente a:

HS*
FH X ——.
- H

Finalmente, a teoria da residuacao assegura que o controlador maximo é dado por:
Fo, = HYHS"¢H.
|

E importante observar que nessa estratégia, a fungao de transferéncia entre U e V' é (FH)*.
Proposicao 5.16. Se H(FH)* < Gycf, para H e Gycy dados, entio (FH)* < P,,.

A demonstragao segue diretamente do fato que ax <X b < = < ayb. Essa propriedade permite
concluir que a funcao de transferéncia entre U e V para o controle 6timo em malha aberta é
sempre maior que a obtida por qualquer controle 6timo por retroalimentagdo. Isso significa que
a estratégia de controle via retroalimentacao apresenta sempre desempenho inferior ou igual ao

desempenho obtido pela pré-compensacao.

Em contrapartida, sob determinadas condigoes a retroalimentacao garante a estabilidade do
sistema para qualquer variacao dos parametros temporais do GET. Esse caso é ilustrado no exemplo

5.17.

Exemplo 5.17 Neste exemplo, H = 1(7y)* e o modelo de referéncia é G,.y = H. Dessa forma,
F = HYH¢H = 6v(7v)*. Observa-se neste exemplo que a estabilidade é independente das variacoes

paramétricas temporais.

O

As estratégias de controle por modelo de referéncia via pré-compensacio e retroalimentagao
apresentam portanto um compromisso entre desempenho versus estabilidade robusta. A estrutura

proposta neste trabalho visa combinar as vantagens das duas abordagens.
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Figura 5.7 : Estabilidade robusta da retroalimentacao

5.3.1 Controle por modelo de referéncia: estrutura proposta

A abordagem de controle proposta nesta tese é uma generalizacao das duas estratégias descritas
anteriormente, ou seja, utiliza-se na estrutura de controle simultaneamente pré-compensacao e
retroalimentacéo. As duas principais vantagens dessa abordagem em relagdo a retroalimentagao
de saida, como proposto em Cottenceau et al. (2001) e Liiders & Santos-Mendes (2002), é que a
acao de controle 6tima é sempre maxima (igual a P,,V') e, além disso, ndo hd nenhuma restri¢ao

na escolha do modelo de referéncia. A figura 5.8 ilustra a abordagem proposta.

G,
U Y V ‘) U * 4 Z
Modelo do GET F Modelo de
. Referéncia
GET controlado

Figura 5.8 : Estratégia de controle proposta

A partir da figura 5.8, escrevem-se as seguintes equagoes:

U = PV & PFY, (5.10)
Y = (HPF)V @& HPV. (5.11)
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Usando o teorema 2.38 e a equagao 2.14, obtém-se as equacoes que relacionam U e Y a V'

Y =G¢V = (HPF)*HPV = HP(FHP)'V, (5.12)
U=GyyV = P(FHP)*V, (5.13)

sendo que G¢ e Gyy representam as fungoes de transferéncia em malha fechada entre Y e V e

entre U e V respectivamente.

O problema de controle pode ser enunciado da seguinte maneira. Dado um GET com funcdo
de transferéncia H, quais sdo as matrizes do controlador P e F' que asseqguram a maior funcdo de
transferéncia entre U e V, i.e. Gyy, tal que Go =X G,er? Num contexto de sistema de produgao,
conforme j& discutido anteriormente, considerando a politica Just-in-Time, o que se busca é um
controlador que satisfaca a especificagao da demanda, G¢ = Gy, atrasando o maximo possivel a

entrada de matéria prima a ser processada. Formalmente, esse problema pode ser enunciado como:

&y Guv = P(FHP)* (5.14)
P F
t. ¢. Go = HP(FHP)*ijf.

O problema proposto em 5.14 tem sempre P = [¢],x, como uma subsolugao independentemente
da escolha de F', o que significa que o conjunto de subsolucoes é ndo-vazio. Além disso, é facil ver
que as estratégias que usam exclusivamente pré-compensacao (fazendo com que F' = [g]pxm) ou
exclusivamente retroalimentacgao (fazendo-se P = I,,»;, sendo que Iy, é uma matriz identidade em

didide) sao caso particulares do problema proposto.

Proposicao 5.18. Para o esquema de controle proposto mostrado na figura 5.8, as inequacgoes

sequintes sao equivalentes:

HP(FHP)* X Gyof < P(FHP)* < H\Goy < HP(FHP)* < H(HXG\y). (5.15)

Demonstracao:

A primeira relagao, HP(FHP)* 2 Gy = P(FHP)* 2 HXG,ef € conseqiiéncia direta da
defini¢io de residuacao 2.41. A relagdo P(FHP)* = HXG,ey = HP(FHP)* < H(HXG,.y), seque
pela isotonia de ®. Além disso, HP(FHP)* <= H(HG,cf) = HP(FHP)* < G,¢f pela equagdo

2.85. Essas relagoes tém como conseqiiéncia a expressao 5.15. |

Lema 5.19. Toda solucio para o problema (5.14) deve satisfazer P =< Gyy = H§Ghes.
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Demonstracao:

Diretamente da defini¢ao do problema defini¢cdo e da observacao de que Gyy = P(FHP)* =
P o @2, P(FHP)" que implica em P < Gy . ]

Proposicao 5.20. Uma solugdo para o problema de otimizagdo proposto em (5.14) é dada por:

Py = HXGhres. (5.16)
Fop = (HPop)X(HPop)¢(HPop). (5.17)

Demonstracao:

A partir do lema 5.19, observa-se que Gyy € maximo (€ igual ao seu limitante superior) se
P = HXG,cf e F = €. Dessa forma, o maior F' para esse valor de P € dado pela maior subsolu¢ao da
inequacao Poy(FHDP,,)* < HYG,cf. Essa inequagdo € por sua vez (pela proposi¢io 5.18) equivalente
a HP,,(FHP,,)* < H(HXG,cf) = HP,p, 0 que, a partir da definicao de residuacdo, é equivalente a
(FHPyp)* = gTIZ";’. O teorema 2.53 assequra que ((HPyp)X(HPyp))* = (HPop)8(H Pyp). Gragas ao
lema 5.15, tem-se que FHP,, < (HP,,)X(HP,p). Finalmente, resolvendo essa iltima inequagao,

obtém-se que Fop, = (HPyp)X(H Pop)¢ (H Pyp). |

E importante observar que diferentemente da proposicao 5.13 para estrutura com retroali-
mentagao, a abordagem aqui proposta nao impoe nenhuma restricao na escolha do modelo de

referéncia.

Propriedade 5.21. A solugdo dada pela proposicio 5.20 assequra que Guy, = H{Ghref e Go =
HP,,.

Essa propriedade é resultado direto da proposicao 5.20, lema 5.19 de da observacao de que
Go = HGy, dada pelas equacoes 5.12 e 5.13. Ela significa que a solugao proposta sempre garante
que as funcgoes de transferéncia em malha fechada G, e G¢ s@o iguais aos seus limitantes superiores,

ou seja, I, e HP,, respectivamente.

Propriedade 5.22. Se existir uma matriz D tal que G,y = HD entdo a solugdo dtima para a
estrutura de controle proposta garante que G. = Gy . Essa condigdo significa que o sistema em

malha fechada € efetivamente igual ao modelo de referéncia (total matching).
Demonstracao:

De acordo coma proposicao 5.21, € suficiente mostrar que HP,, = G,y para as condigoes
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apresentadas . A equagdo 5.16 resulta em P,, = HY(HD). Portanto HP,, = H(HX(HD)) que por
sua vez, pela equacao 2.37, € igual a HD. |

Se o objetivo é preservar a resposta impulsiva do sistema, isto é, G,y = H, a solucao 6tima
é obtida se P,, = HYH e F,, = HYH¢H. De novo, usa-se o fato de que a(aka) = a dado pela
equacao 2.37.

Um ponto importante a ser observado é que a abordagem proposta para o controle nao garante
que as solugoes apresentadas na proposicao 5.20 sejam sempre causais (ver definicdo de causalidade
em 3.9). Entretanto, sabe-se que a injegao canonica® do conjunto de elementos causais de ZLomaz [~]
(representado por Z;M [V]) em Zpax[y] é também residudvel como mostrado no capitulo 3, pro-
posicao 3.15. Na prética esse resultado significa que os coeficientes negativos da série podem ser
descartados, conforme visto em 3.15, resultando em controladores causais. Dessa forma pode-se
mostrar que (Pry(P,,), Pri(F,,)) é uma solucao étima para o problema apresentado na equagao
5.14 quando P e F sao restritos ao conjunto dos elementos causais. De fato, em Cottenceau (1999)
é demonstrado, num contexto de retroalimentacao de saida, que a aplicacao do operador Pri a
solucao do problema proposto preserva a otimalidade. Para o problema aqui proposto, resultados
analogos podem ser obtidos. Dessa forma, como Gy, = H{Gey, um limitante superior causal para
Guv € dado por Pry(H{G,er). Como conseqiiéncia, se P = Pri(H{G,cf) € F' = € entdao Gy, é
méaximo. Usando um argumento similar aquele apresentado na proposigao 5.20, demonstra-se que
a maior retroalimentacao causal é de fato dada por Pro ((H Pyp)&(H P,p)¢(H P,p)). Uma sinopse da

demonstracao formal desses resultados é apresentada abaixo.

Dentro do contexto discutido anteriormente, o problema proposto é reformulado da seguinte

forma:

@ Guv+(P+7 F+) (518)
Py, Fy

t. q. Gc = HGUU+(P+,F+) j Gref.

sendo que a notagao x4 é utilizada para representar um elemento pertencente ao didide de séries
causais Zmaz[7] € Guvt(Py, Fy) = Py (FyHPy)*.
Assim, seguindo o mesmo raciocinio apresentado anteriormente para a obtencdo dos resultados

da proposigao 5.20, tem-se a equivaléncia:

HGuv+ = G'r’ef ~ Guv+ = Hk{Gref (519)

3Injecdo canonica é definida no capftulo 3 como: I:V — W, com VC W e z +— z.
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Portanto , existe um limitante superior causal para G,+ 0 que resulta em:
Gt = Py (HYGrey) (5.20)
Como Gyt = Py (FyHPy)*, obtém-se usando o lema 5.19 que:
PL < Gupt = Pri(HYGref). (5.21)

Portanto, Gy,+ € méximo se Py é méximo, i.e. se Py = Pri(HYG,ef) € Fy = €. Para calcular

F} maximo, utiliza-se a equivaléncia:
Guovt 2 Popy & HGypy = HP,p, (5.22)
que por sua vez é equivalente a:
HPopt (Fy HPopy )" 2 HPopy < Fyp X (HPopy )}(H Pop )¢ (H Popy.). (5.23)
Finalmente, a maior retroalimentacao causal para P = F,,, ¢ obtida por:

Fop = Pry.((H Pop+ )} (H Popt )¢ (H Popy.))- (5.24)

Uma aplicacao da estratégia de controle proposta em problemas de estabilizagao de GET é apre-

sentada a seguir.

5.3.2 Estabilizacao de GET

Considere o GET mostrado na figura 5.9 como exemplo ilustrativo de aplicacao das idéias
propostas neste capitulo. Esse GET representa um sistema de manufatura com 3 maquinas(Mj,

Ms e M3) sendo que a equagao entrada-saida é dada por
y=[7(37)" 9(47)"]u. (5.25)

Uma caracteristica desse sistema é que ele é instavel pois as taxas de producao das maquinas M;
e M> sao diferentes o que significa que o nimero de produtos no lugar entre M7 e M3 pode crescer
ilimitadamente . Contudo, sabe-se que sob determinadas condi¢coes um GET pode ser estabilizado
desde que o sistema em malha fechada seja fortemente conexo conforme visto no teorema 5.8.
A proposicao seguinte apresenta condi¢oes suficientes que garantem a estabilidade do sistema de

controle em malha fechada.
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Figura 5.9 : Sistema de manufatura com 3 maquinas.

Proposicao 5.23 (Estabilizacao de GET ) Seja H uma fungdo de transferéncia de um GET
estruturalmente controldvel e observdvel tal que oo(H) = Min(os(H;j)) Vi € [1, m] eVj € [1, p].
Se Gref € escolhida tal que 0oo([Greflij) = A < 0oo(H), V(i,7) € {1,...,m} x {1,...,p}, entdo
as equacoes 5.16 e 5.17 do controlador por modelo de referéncia conduzem a controladores dtimos,

P,y e Fyp, que assequram a estabilidade do sistema em malha fechada.
Demonstracao:

Se o GET ¢ estruturalmente controldvel e observdvel, em toda linha e em toda coluna da
matriz H existe wm elemento nao-nulo. De acordo com a residuacdo de matrizes, [Poplij =
Aoy He®Greflii, Vi,5 € {1,...,p}. Como 0o([Greflii) = A < 0(H) entio pelo teorema
3.18, 0oo([Poplij) = A, Vi,j € {1,...,p} , o que significa que a matriz P,, € cheia e que todos
seus elementos tém a mesma inclinac¢io assintotica. Além disso, 0oo([HPoplij) = X < 0oo(H),
V(i,j3) € {1,...,m} x {1,...,p}. Dessa forma, o GET resultante da composi¢io de P e H ¢
também conexo e estruturalmente controldvel e observdvel. Usando o mesmo raciocinio para a
equacdo 5.17, obtém-se oo ([Foplij) = A, Y(i,7) € {1,...,p} x {1,...,m}. Assim todo elemento
[Fop]ij # € e tem a mesma inclinacdo assintotica. Conseqiientemente, como o sistema € estrutu-
ralmente controldvel e observdvel, o sistema em malha fechada € fortemente conexo e, portanto,

segundo o teorema 5.8, estdvel. ]

Para o exemplo apresentado, tem-se que oo (H) = }1, entao se o modelo de referencia é escolhido
como Gyres = [10(47)*10(47)*] todas as condicoes do teorema 5.23 sdo satisfeitas. Vale observar
que esse modelo de referéncia nao satisfaz as condigoes da proposicao 5.13 (de fato, Grey # R*H

e Grer # HS™). Dessa forma as solugoes 6timas, dadas pelas equagoes 5.16 e 5.17, sdo respectiva-
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mente: 4

3 3
Pop = (47)" . e F,=(4y)" (—10 —10).

A matriz de retroalimentacao nao é causal pois possui elementos com coeficientes negativos
o que significa que ocorrem datas negativas para disparos das transi¢cées. Dessa forma, a maior

retroalimentacao causal para o exemplo da figura 5.9 é F,,. = Pr(F;,) = 2v3(47)* (e o).

Finalmente, o sistema controlado é mostrado na figura 5.10. Além disso, pode-se ver que o
sistema em malha fechada é fortemente conexo e, portanto, estavel. A Figura 5.10 mostra uma

realizagao do sistema controlado.
P
v, @ 1 3
[~ Hﬁ@&H oy,
O Km/ 1

Figura 5.10 : Sistema de manufatura controlado

Esta condicao de estabilizacao é suficiente. Conclui-se portanto que um importante tema a ser

pesquisado diz respeito as condigOes necessarias para a estabilizacao de GET.

5.4 Conclusao

Neste capitulo, abordou-se o controle por modelo de referéncia para Grafos a Eventos Temporiza-
dos (GET) utilizando a politica de gestao de recursos Just-in-Time. Foi mostrado que as estratégias
baseadas em retroalimentacgao favorecem a estabilidade mas sao limitadas no sentido em que o mo-

delo de referéncia deve satisfazer certas condigOes restritivas; as baseadas em pré-compensacao

4Programas para a manipulacio da dlgebra de diéide usando o pacote computacional Scilab podem ser encontrados

nos sitios dados em SW2001 (2001).
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garantem desempenho étimo para qualquer modelo de referéncia mas nao garantem estabilidade.
A principal contribuigdo apresentada é uma nova estratégia de controle por modelo de referéncia
para GET que utiliza simultaneamente a pré-compensacao e a retroalimentacao. Esse resultado
generaliza as abordagens propostas anteriormente na literatura baseadas na pré-compensagao ou
na retroalimentagdo. Como outro aspecto tedrico relevante, foi demonstrado que é sempre possivel
encontrar controladores que asseguram o comportamento 6timo do sistema dentro de um contexto
Just-in-Time; além disso, se o modelo de referéncia é escolhido de forma adequada, também se

assegura que o sistema em malha fechada seja sempre estavel.
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Capitulo 6

Conclusoes e perspectivas

Grafos a eventos temporizados (GET) sao uma ferramenta grafica apropriada para a descrigao
de sistemas a eventos discretos que apresentam fenémenos de sincronizacao de tarefas, tais como
sistemas de montagem ou de fluxo de dados. Apesar de serem descritos por equagoes nao-lineares
na algebra convencional, esses sistemas tém como caracteristica o fato de poderem ser descritos por
equagoes lineares quando se utiliza uma &lgebra nao-convencional chamada de algebra de didides.
Essa dlgebra permite que se defina para um GET, assim como para os sistemas lineares a tempo

continuo, conceitos como equacoes de estado, matriz de transferéncia e resposta impulsiva.

Dentro desse contexto, este trabalho resulta em contribuicoes para a solugao de dois problemas,
tratados de maneira independente: a identificacao e o controle de GET modelados via algebra de
didides.

A contribuicao em identificacdo é um algoritmo para a estimacao dos parametros temporais para
GET com uma entrada e uma saida (GET SISO). No trabalho é obtido um modelo entrada-saida
apropriado para a identificacao de GET. Em seguida, a partir de algumas hipdteses estruturais, o
método de identificacao é desenvolvido. Sao discutidas as condicoes de excitagao para o sistema que
asseguram a convergéncia do método proposto e é apresentada uma condicao de excitacao suficiente
para a convergéncia. Os resultados de simulagdo mostram que hé outras condigoes de excitagao que
também asseguram a convergéncia. Dessa forma, como perspectiva, ha a possibilidade de se obter
condigOes de excitagao mais gerais do que as apresentadas e que sejam necessdrias a convergéncia.
Outro aspecto a ser abordado, de forma a tornar o método mais geral, é a identificacao da estrutura
de GET dada pelos parametros (v, r). Dessa maneira, pode-se tratar o sistema como uma ”caixa
preta”. Além disso, hé a possibilidade de se estudar a identificacdo de GET com multiplas entradas

e multiplas saidas (GET MIMO). Finalmente, vale citar que outro problema que pode ser estudado
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¢é a identificacdo de parametros temporais quando a topologia dos GET, isto é, a disposi¢ao das
transigoes, dos arcos e dos lugares, é conhecida. Do ponto de vista de sistema de manufatura, por
exemplo, isto significaria que se conhecem as maquinas do sistema bem como todas as conexoes

entre elas e o objetivo é estimar a duragao das diversas tarefas envolvidas no processo.

A contribuicdo em controle de GET proposta neste trabalho é o desenvolvimento de uma nova
estrutura de controle dentro do contexto de modelo de referéncia e da politica de gestao Just-in-
Time utilizando simultaneamente a pré-compensacao e a retroalimentacao. Os resultados tedricos
obtidos mostram que é sempre possivel projetar para a estrutura proposta um sistema de controle
tal que a entrada do sistema seja maxima. Isso significa, dentro do contexto da politica Just-in-
Time, que é possivel retardar ao maximo a entrada de matéria-prima no sistema respeitando as
restrigoes dindmicas impostas pelo modelo de referéncia. Além disso, essa estrutura de controle
favorece a estabilidade do sistema em malha fechada desde que o modelo de referéncia seja escolhido
de forma adequada. No trabalho é apresentada uma condigao suficiente para a escolha do modelo
de referéncia que assegura a estabilidade. Algumas perspectivas para a extensao deste trabalho sao

listadas a seguir.

e Obtencao de outras condigoes para a escolha do modelo de referéncia pois a condigao apresen-
tada na proposicao 5.23 é muito geral ja que ha diversos modelos de referéncia que atendem
a especificacdo. Assim, deve-se introduzir algum critério que possibilite encontrar o melhor

modelo estabilizante.

e Anadlise de robustez do desempenho do sistema em malha fechada quando se consideram
variagoes paramétricas como iniciado em Lhommeau et al. (2001, 2003). Estudo da robustez

da estabilidade do sistema em caso de perdas de conexao entre os elementos do sistema.

e Projeto de sistema de controle na presenca de incertezas paramétricas considerando que as
temporizagoes sao varidveis aleatérias (ambiente estocastico) ou que pertencam a um dado

intervalo (anélise por intervalos).

Finalizando, vale dizer que outra abordagem que pode ser factivel é o desenvolvimento de siste-

mas adaptativos que integrariam as idéias de identificagdo e controle propostas neste trabalho.
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