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Abstract

This work is concerned with the application of the linear prediction
on the discrete signals analysis, aiming the frequency estimation at low
signal to noise ratios. The linear prediction is optimized using least
squares criterion and each of the following forms: forward, backward,
forward-backward. For each one of this cases, a minimum norm solution
is obtained through singular value decomposition and a polynomial is
formed using the optimized coefficients. The study of the behavior of
their zeroes led to new insight into the minimum norm based frequency
detection methods, allowing the proposal of a new method, based on the
Modified FBLP. The simulation results have shown that this new method
is able to detect frequencies at lower signal to noise ratios, even when
compared with the Maximum Likelihood method.

Sumadrio

Este trabalho aborda a aplicacio da predicdo linear na analise de
sinais discretos. Ixaminaremos a sua utilizagdo no problema de es-
timacao de freqiiéncias de um sinal sujeito a ruido. O critério baseado
nos minimos-quadrados sera utilizado para a obtencdo do preditor 6timo
nas formas forward, backward e forward-backward. A ferramenta de de-
composigao em valores singulares (DVS) sera utilizada para a obtencao
da solugdo de norma-minima para esses preditores. Tal solugio particu-
lar serd detalhadamente estudada, para investigar o comportamento dos
zeros do polindémio associado ao filtro de erro de predicao. A andlise de-
senvolvida trouxe contribuicdes ao conhecimento dos meétodos baseados
na norma-minima, as quais propiciaram a, elaboragao de uma proposta de
um novo método para deteccio de freqiiéncias baseado no método F BLP
Modificado. Os resultados de simulagoes obtidos para o método proposto
mostram uma SNR de limiar inferior quela obtida para o método FBLP
Modificado. Os resultados também indicam que o novo método ¢ capaz
de estimar freqiéncias em SNR’s inferiores aquelas obtidas mesmo para
o método da Méxima Verossimilhanca.



Capitulo 1

Introducao

1.1 Deteccao de Freqiiéncias

A estimagdo de freqliéncias de um sinal composto pela soma de sendides pode ser obtida de
forma simples e precisa por uma infinidade de métodos, quando dispomos de uma quantidade
ilimitada de amostras do mesmo. Porém, tal cendrio quase sempre nao corresponde a sitnacio
pratica.

O problema pratico consiste, portanto, em estimar as freqiiéncias e, eventualmente, as
amplitudes e fases das sendides, utilizando um mimero limitado de amostras do sinal.

A limitagao do nimero de amostras disponiveis por si sé constitui um obsticulo para a
obtencdo de estimativas confidveis. Quando esta limitacio est4 associada a uma baixa qualidade
das amostras disponiveis, provocada pela presenca de uma quantidade significativa de ruido
aditivo, poucos métodos se mostram satisfatdérios.

Iim situagdes em que o espagamento entre as freqiiéncias das sendides é major que o reciproco
do intervalo de observagdo do sinal, determinado pelo nimero de amostras disponiveis, e a
relagao sinal-ruido {(SNR') é elevada, os métodos baseados na transformada de Fourier, tal como
o periodograma, e os métodos paramétricos de anélise espectral [6], estimam as freqiiéncias de
forma precisa [15].

Para os casos em que o espagamento entre as freqiiéncias é inferior ao reciproco do inter-
valo de observacio do sinal e, ainda, em relacdes sinal-ruido inferiores a 10dB, é necessario a
utilizagdo de métodos poderosos de deteccio. Dentre estes destacamos aqueles baseados em
predicao linear.

A predicao linear, otimizada segundo o critério dos minimos-quadrados (LS?), pode ser
utilizada para estimar freqiiéncias de sendides sujeitas a ruido branco, através dos zeros do
polinémio formado pelos coeficientes do filtro de erro de predicio étimo. Visto que as amostras
do sinal se relacionam de forma néo-linear com as freqiiéncias das senéides, teremos um pro-
blema de otimizagao nio-linear a ser resolvido [36].

Dentre tais métodos, destacamos o método de Norma-Minima, proposto por Tufts e Ku-
maresan [40]. Este consiste no uso da predicio linear em sua forma progressiva-regressiva
(forward-backward) para estimar as freqiiéncias, desprezando os autovalores-autovetores da

tdo inglés Signal Noise Ratio.
*do inglés Least Squares.
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matriz de correlacdo estimada associados ao ruido. Tal método, denominado de método
FBLP*Modificado, mostra-se bastante eficiente para um cenario onde desejamos estimar senéi-
des com fregiiéncias bem préximas entre si, em relagdes sinal-ruido até cerca de 10dB. Seu
desempenho é préximo ao do método da maxima-verossimilhanga (ML*), enquanto que sua
complexidade computacional é menor.

Porém, uma das maiores limitagées do uso do método FBLP Modificado encontra-se no seu
desempenho insatisfatério para valores de relacio sinal-ruido (SNR) abaixo de um determinado
limiar. Esse efeito de limiar também é observado no método ML, porém para valores menores
de SNR.

Devido as suas caracteristicas, o método FBLP Modificado é classificado como uma técnica
de alta resolugdo, altamente competitiva, e por esse motivo dedicaremos grande parte deste
trabalho ao seu estudo.

1.2 Objetivos do Trabalho

O objetivo inicial deste trabalho foi o estudo da ferramenta de decomposicio em valores
singulares (SVD®} aplicada ao problema de detectar freqiiéncias de sinais ruidosos. Tal objetivo
foi realizado em uma primeira fase do trabalho. FEm uma segunda fase, nos concentramos no
problema especifico de detectar freqiiéncias bem préximas para valores de SNR extremamente
criticos.

Procuramos apresentar a teoria dos preditores lincares, j& explorada exaustivamente em
trabalhos anteriores, de uma forma mais abrangente e resumida, tendo em vista nio s a
formagdo de uma base teérica para o acompanhamento do trabalho, como também estabelecer
uma ponte entre as técnicas mais cldssicas e mais modernas de predicio.

Nesse estudo mais abrangente, propiciado pelo uso da SVD, procuramos caracterizar melhor
a solucao para o filtro preditor de norma-~minima, sob o ponto de vista do polindmio a ele
associado e dos subespagos determinados pela matriz de autocorrelacio estimada do sinal.

Destacamos especialmente o método FBLP Modificado, que consideramos ser a CONSaEracio
do uso da ferramenta de decomposigio em valores singulares aplicada na deteccio de freqiién-
cias.

Através do estudo detalhado desse método procuramos identificar as principais causas das
limitagOes existentes para os métodos baseados na SVD. Através desse conhecimento procu-
ramos criar uma base para novos avancos, propiciando meios para contornar tais limitacdes.

Como produto final desse estudo procuramos explicitar, em func¢éo dos pardmetros do sinal
(freqiiéncia, amplitude e fase), os coeficientes do polinémio obtidos da solucao de norma-minima
para alguns sinais particulares.

Os conhecimentos acumulados na fase de estudo e caracterizacdo do método da Norma-
Minima, bem como os resultados de simulacées exaustivas, propiciaram a elaboracio da pro-
posta de um novo método para deteccio de freqiiéncias, baseado no método FBLP Modificado,
com o objetivo de reduzir a SNR de limiar.

3do inglés Forward-Backward Linear Prediction.
*do inglés Maximum Likelyhood.
®do inglés Singular Value Decomposition.
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Nesse novo método proposto, as duas fases do trabalho se encontram e se completam,
reforcando assim o sucesso da estratégia estabelecida no inicio.

1.3 Organizacao dos Capitulos

Capitulo 2

Realizamos uma revisio na teoria de predigio linear segundo o critério dos minimos-quadra-
dos, através de suas formas deterministicas, nao-deterministicas, estaciondria e nao-estacionaria.
As predigoes serdo realizadas nos contextos forward (progressivo), backward (regressivo) e
forward-backward (progressivo-regressivo).

Dentre as solugdes para o filtro preditor étimo, é dado destaque & solugao de norma-minima,
obtida através da operacio de decomposicio em valores singulares (SVD) da matriz de dados
associada ao sinal.

Capitulo 3

Destacamos aqui a utilizagao da predicio linear na detec¢do de freqiiéncias de sendides
na presenga de ruido branco. O método FBLP para deteccao de freqiiéncias, bem como sua
variagao, denominada de FBLP Modificado, sio apresentados e seus desempenhos comparados
através de simulagoes.

Os efeitos do ruido sobre a solucio encontrada sao discutidos tanto sob o ponto de vista
do posicionamento dos zeros do preditor, onde conceituaremos zeros de sinal e zeros estranhos,
como nos aspectos relacionados aos subespacos da matriz de dados, quando definimos subespaco
de sinal e subespacgo de ruido.

Capitulo 4

Aprofundamos o conhecimento da solucio de norma-minima, obtida no Capitulo 2. Abor-
damos essa solucdo, aplicada na deteccio de freqiiéncias, de uma forma analftica, no intuito de
explicitar os coeficientes do filtro preditor em funcio dos parametros do sinal observado (fase,
amplitude, freqiiéncia).

Destacamos a obtencio das estimativas da matriz de autocorrelagao para sinais compostos
pela soma de exponenciais complexas nio-amortecidas na auséncia de ruido.

Capitulo 5

Estabelecemos relagdes entre os zeros do filtro preditor, os coeficientes do filiro de norma-
minima e os parametros desconhecidos do sinal observado. Estudamos, também, algumas
aproximacoes para solucao de norma-minima.

Capitulo 6

Apresentamos um novo método de deteccao de freqiiéncias, baseado no método FBLP Mo-
dificado, aplicado a2 um sinal néo-amortecido com freqiiéncias bem proximas entre si e em SNR's
préximas de zero dB.
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Através de resultados obtidos por simulacées constatamos a eficiéncia e robustez do método

proposto, o qual permite reduzir a SNR de limiar tipica do método FBLP Modificado.

Capitulo 7

Apresentamos as conclusoes e as principais contribui¢des deste trabalho. Pesquisas futuras,
sugeridas no decorrer do trabalho, também sio destacadas.



Capitulo 2

Métodos em Predicao Linear

2.1 Introducao

Este capitulo tem por ohjetivo realizar uma revisio na teoria de predigdo linear, mostrando
todo o formalismo matemaético basico, suficiente para o acompanhamento dos capitulos seguin-
tes. Também apresentaremos a notacio e resultados a serem utilizados nos demais capitulos.

A forma de abordagem escolhida pretende retomar conceitos classicos, sem contudo afastar-
se de aplicagoes modernas em processamento digital de sinais. Sera dada maior énfase & predicao
linear em sua forma deterministica. Posteriormente, esse desenvolvimento serd estendido para
forma nao deterministica estacionéria, através da consideracio de algumas hipéteses adequadas.

O critério de otimizacio adotado para obtencio do filtro preditor étimo sera baseado na
minimizagao do erro quadrético. Tal critério permitira a obtencio de uma equagao que relaciona
os coeficientes do filiro étimo com as amostras conhecidas do sinal observado, denominada
Fquacdao Normal.

O Filtro de Erro de Predicao (FEP), derivado do filtro preditor através da diferenca entre as
amostras originais do sinal observado e a amostra predita a cada instante, serd ob jeto freqliente
de analise, bem como o desenvolvimento das solucdes da equacao normal referentes a esse filtro
nos casos forward, backward e forward-backward.

Dentre as solu¢des para a equagdo normal, serd dado destague aquela obtida através da
minimizagao da norma do vetor formado pelos coeficientes do filtro preditor (Solugcdo de Norma-
Minima). Essa solugéo serd obtida através da operacio de decomposi¢io em valores singulares
(5VD) da matriz de dados associada ao sinal observado.

2.2 Predicao Linear

Inicialmente analisaremos a predicdo linear em sua forma deterministica. A predicdo é
denominada deterministica quando o sinal a ser analisado na entrada do sistema pode ser
completamente determinado. Posteriormente, estenderemos os resultados para sinais aleatérios
com estatisticas conhecidas. Os termos sinais e sisternas serio utilizados indistintamente, onde
a utiliza¢do de um ou outro ocorrerd de acordo com o contexto.
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2.2.1 Predicao linear deterministica

Abordaremos, agora, o problema classico de se obter a estimativa de um sinal supostamente
conhecido, representado por uma seqiiéncia finita de amostras.

Deve ficar clare que uma vez que obtivermos sucesso em desenvolver urm modelo paramétrico
para o comportamento de um determinado sinal, entéo esse modelo podera ser usado para varias
aplicagbes, como no nosso caso, a predi¢io do préprio sinal.

Um dos modelos mais poderosos atualmente para a sintese de um sinal, é aquele em que o
sinal ou sua seqiiencia de amostras, representadas por s, é dado como a saida de um determi-
nado sisterna excitado por uma entrada u,, obedecendo a seguinte relagio:

P g
8y = — Z kSn—i + G Z bitin—1, com b, == 1, (2.1)
k=1 {=0

onde ag, 1 < k < p, b, 0 <! < ¢, e G sio os parametros desse sistema. Desta forma, s, sera
uma combinagao linear de seus valores passados e dos valores, passados e atual, da entrada do
sisterna. Podemos demonstrar que o sistema em questdo apresenta nma fun¢ao de transferéncia
composta por pdlos e zeros. Tal modelo paramétrico é denominado ARMA! de ordem (p.q)
isto €, com p polos e g zeros.

Tomando-se o modelo dado em (2.1) como um filtro, podemos notar que o sinal s, podera,
ser predito pela combinacio linear das entradas e saidas passadas desse filtro. Por esses motivos
temos uma predi¢io linear.

Como veremos em seguida, para obtermos a predicio de um sinal dado por suas amostras
34, O problema se restringe em determinar os coeficientes do modelo para o filtro, representados
por aj e by, e o ganho do sistema, dado por (, para uma determinada entrada w,,.

No caso particular de um modelo 36 com pélos, com b = 0, para 1 < [ < g em (2.1), s,
sera dado por uma combinagdo linear apenas dos seus valores passados e da entrada atual do
modelo, como a seguir:

H

P
Sp = — Z pSp_p + G,. (2.2)
k=1

O modelo dado em (2.2), derivado do modelo ARMA, é denominado de AR? de ordem p.
Apesar de ndo ser adequado para qualquer tipo de sinal, esse modelo apresenta uma extrema
simplicidade na obtengdo do seu preditor associado. A escolha de um ou outro modelo depen-
dera das caracteristicas especificas do sinal observado, bem como da complexidade permitida
para representa-los [6].

Baseado em modelos de sintese para um sinal deterministico, podemos descrever os respec-
tivos modelos para a andlise do sinal. Tomando-se, portanto, as amostras do sinal 8p, COTAO a
entrada de um sistema cuja fungio de transferéncia é dada pelo reciproco da funcio de trans-
feréncia do seu modelo de sintese, teremos como saida desse sistema uma seqiiéncia de amostras,
dadas por u,. Podemos esperar que a funcio de transferéncia desse sisterna, tomado como filtro
de analise do sinal, apresentard seus pélos e zeros em posigdes reciprocas dquelas apresentadas
por seu modelo de sintese.

'do inglés Autoregressive Moving Average.
*denominagao estatistica dada a sistemas s6 com pélos.
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Consideraremos inicialmente a andlise de um sinal deterministico representado por uma
sequéncia de amosiras s,, as quais satisfazem um modelo AR de ordem p, dado por (2.2).
Consideraremos ainda que o sinal de entrada wu, bem como a ordem do modelo utilizado para a
sua sintese sao desconhecidos, como é o caso de muitas aplicacdes praticas nas quais disporos
apenas das amostras do sinal a ser analisado. Neste caso s, poderd ser aproximado por um
outro sinal a menos de um erro. Denominando essa aproximacio de s,, podemos escolher entao:

L
é:,h: - Z ApSn_k- (23)
k=1

O erro dessa aproximagio se deve aos erros na determinacao dos coeficientes @k, €IrTOS Na,
escolha da ordem p e erros devido ao desconhecimento da entrada u,, utilizada na sintese do
sinal analisado.

Sendo assim, a expressdo para o sinal de erro ¢, entre o valor predito 3, e o verdadeiro
valor s,, podera ser escrita como:

P
€r = Sp— Sy= S,+ Z Cp8p—r- (2.4)
k1
Utilizando o método de otimizagao denominado de Minimos Quadrados, estimativas dos
parametros a; poderao ser obtidas como o resultado da minimizacio da energia do sinal de erro
dado em (2.4). Tratando-se do caso deterministico, o erro quadratico total sera dado por:

2
P
2
E=Y ¢ =% (m 3 aksn_k) . (2.5)
i T k=1
Desconsiderando, no momento, os limites do somatério na varidgvel n em (2.5), temos sim-
plesmente que K sera minimizado, para os coeficientes aj, quando:

oOF
e = ) 1<k <np 2.
3ak ’ - =P (6)

Aplicando a condigao dada em (2.6) na Expressao (2.5), obtemos:

r

Z (133 z Sp—b8p—i = — Z SnSn—i, 1 $ 3 S P (27)
k=1 n n
A equagao (2.7) € conhecida como Equagdo Normal Deterministica. Essa equacio nos fornece
um conjunto de p equagdes com p incégnitas, que podem ser resolvidas para os coeficientes do
preditor que minimizam £ em (2.5),

O erro quadratico total minimo, para uma ordem p do preditor, pode ser obtido através
da substitui¢ao do resultado da minimizagdo dado por (2.7) na expressio original do erro total
dada por (2.5), de onde obtemos:

P
Emjn mZ Si-i— Z ar Z SnSn_k- (28)
T k=1 n

(Quanto aos limites do somatério, podemos distinguir dois casos de especial interesse, que
dao origem aos seguintes métodos:
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a) Método da Autocorrelagio:

Neste caso o erro K sera minimizado em todo intervalo —oo < n < oo e as Equacdes {2.T) e
(2.8) poderdo ser substituidas, respectivamente, por:

g axr(k — 1) = —r(3) (2.9)

e
i
Erin = r(0)+ Z apr(k), (2.10)
k=1
onde, sem perda de generalidade, foi assumido que os sinais sio reais e, portanto, teremos:
r(E) = D $pspys = r{-1). (2.11)

A Expressao (2.11) é conhecida como Seqiéncia de Autocorrelagio do sinal s,. A Expressio
(2.9) pode ser escrita em uma forma matricial. Neste caso os termos r(k—1) formam a Matriz de
Autocorrelacdo do sinal que, para a definicio dada em (2.11), possui forma simétrica e Toeplitz
*[9]8].

Na pratica, o sinal s, sempre serd observado em um intervalo finito. Portanto, é comum o
uso de fungdes janelas f,, onde o produto dessa funcio com o sinal original dard origem a um
outro sinal s;, com valores nulos fora de um determinado intervalo:

o = { snoj‘;w, 0 < nfii\f -1 (2.12)
Nesses casos, a funcio de autocorrelacio em (2.11) serd entdo substituida por:
| Mol
r(z) = N RZ:;} SrSni (2.13)

Conforme (2.13) e de acordo com o tipo de funcio janela utilizada poderemos obter, ainda,
duas variagoes para o método acima: método do pré-janelamento e pds-janelamento [1][8][23].

b) Método da Covarincia:

Diferente do método anterior, neste o erro E serd minimizado em um intervalo finito, por
exemplo 0 < n < NV — 1. Nesse método sdo considerados conhecidos os valores do sinal s, no
intervalo —p < n < N — 1. Desta forma seriao analisadas apenas as situagbes em que o filtro
preditor encontra-se totalmente preenchido pelas amostras disponiveis do sinal. As Equacées
(2.7) e (2.8) serdo, portanto, substituidas por:

o
3 rpr = —a, 1<i<p (2.14)
k=1

Jtodos os elementos de cada uma das diagonais sdo idénticos entre si.
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»
Emin = $oot Y, @rtpor, {2.15)
k=1
onde fol considerado:
1 N--1
Pk = N ,;) SnmiSm—f- (2.16)

Em uma forma matricial, os coeficientes de @y; formam a Matriz de Covaridncia do sinal
que, diferente da matriz de autocorrelagao, ndo possui forma Toeplitz [23].

2.2.2 Predicao linear nao-deterministica

Esse tipo de predicao se aplica quando o sinal s, é resultado de um processo aleatério.
Neste caso, os sornatdrios obtidos para as equagdes anteriores serdo substituidos por esperancas
estatisticas, dando origem ao erro quadritico médio. Assim, o valor esperado para o erro
quadratico, derivado na Equagdo (2.5) para o caso deterministico, sera:

E=E)=¢ ([S,ﬁ- i aksn_kJ 2) : (2.17)

k=1

Tomando-se a forma ampliada da Equagio (2.17) e aplicando a mesma condi¢ido de mini-
mizagao dada por (2.6), obtemos a equacao normal em sua forma nao-deterministicas:

14
> k€ (8t Sn—i) = —E(8n8ns). (2.18)
k=1
Conseqiientemente, o erro minimo médio sera dado por:
14
Ein = E(52)+ 37 akE(8n8nyp). (2.19)
k=1

O procedimento para obtencio das esperancas nas equacdes anteriores dependera da carac-
teristica do processo s,. Para um processo estacionario, teremos:

E(snkSn—i) =1(k — 1), (2.20)

onde r(7} é, agora, a seqiiéncia de autocorrelacio estatistica do processo s,. Desta forma,
podemos observar que as Equagdes (2.18) e (2.19) apresentam formas semelhantes &s Equacées
(2.7) e (2.8) do caso deterministico. Se ainda o processo estacionério for ergddico, as médias
estatisticas poderdo ser substituidas por médias temporais, e as equacdes para os dois casos
serdo idénticas [9][23].

Caso o processo ndo seja estacionario, teremos:

E(spSn_i) =r({n—k,n—1), (2.21)

onde r(z, k) € a seqiéncia de autocorrelagio estatistica do processo nio-estacionsrio 8,. Neste
caso a substituigdo por médias temporais ndo serd mais possivel.
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Concluimos, portanto, que as virias formas de predicio (deterministica, nio-deterministica
estacionaria e nao-estacionaria) podem ser escritas de modo semelhante, sendo necessirio ape-
nas a substitui¢do apropriada da seqiiéncia de autocorrelacio associada ao sinal. Logo, a partir
de entdo, todas as analises e resultados obtidos para uma determinada forma poderio ser facil-
mente estendidos para qualquer outra.

2.2.3 Determihagéo dos parametros do modelo

Voltaremos agora ac problema da determinacao dos parametros desconhecidos do modelo
para o filtro preditor. Embora nédo tenhamos feito nenhuma consideracio com relagio ao sinal
Un, supondo o conhecimento exato dos coeficientes a; do modelo AR de sintese do sinal para
uma ordem p, podemos observar que o ganho G do sistema poders ser obtido reescrevendo a
Equacio (2.4) como:

P
8y = — Z ApSn_k + €n, (2.22}
k=1

que comparada com {2.2) nos fornece:

Gu,, = e,. (2.23)

A equagdo em (2.23) significa que o sinal de entrada do modelo de sintese é proporcional ao
sinal de erro de predigdo. Deve ser enfatizado que, desconsiderando-se o erro devido & escolha
da ordem do preditor, para qualquer outra entrada u, que nio satisfaz (2.23), a saida do filtro
de sintese sera diferente do sinal original s,. Para o filtro otimizado, a energia total do sinal de
entrada u, multiplicado pelo ganho do sistema G serd igual a energia total do sinal de erro na
saida do preditor, dada por Epni, em (2.8).

Tomando-se novamente um modelo AR para a sintese de um sinal e aplicando-se a mini-
mizacao da energia do erro através do método da Autocorrelacio, podernos destacar dois casos
para u, de especial interesse,

1) Impulso:

Consideremos um impulso no instante n = 0 como sinal de entrada para um filtro dado como
modelo para um sinal s,. Isto é, u,, = 6,9, onde 6,,, é denominada de funcdo Delta de Kronecker,
ou funcéo impulso unitario, no instante n = m, e definida por:

0, n#m.
Para o modelo AR dado em (2.2), sua saida, ou seja, sua resposta impulsiva k., sera:
o
b = = > aphoi + Géno. (2.24)
k=1

Multiplicando (2.24) por h,_; e aplicando o somatério em n para obtermos 7y, {t), teremos:
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o0 = B
Z hnhﬂ«-i = Z - Z akhn—k + G(SHO hn—i

n=—o0 n=—co k=1

e, consequentemente:

P o]
Prli) == axth (b—i)+ S Gouohnos,
k=]

T — OO0

onde, para o sistema considerado causal, podemos notar que a resposta impulsiva no instante

n — ¢ = ( serd dada por h,_; = hy = (. Portanto, teremos finalmente:
P
M) == axts(k—i), 1<i|<oo (2.25)
k=1
e
A Gl A 2
Ty (0) = — E ap Ty (]C) + G=. (2.26)
k=1

Considerando um sistema fixo, podemos impor a condigdo de igualdade entre a energia
contida em %, e a energia total do sinal s,. Sabendo, ainda, que o coeficiente centrado na
origem da seqiiéncia de autocorrelacio é igual a energia total do sinal, teremos nessa condigio:

P (0) = r(0). (2.27)
Observando (2.27), e a semelhanga entre (2.25) e (2.9), poderemos relacionar a autocor-

relacio da resposta ao impulso 7, (¢) com a autocorrelagdo r(z) do sinal s,, e concluir que
[24]:

(i) = r(5). (2.28)

Esse resultado significa que os coeficientes da seqiéncia de autocorrelacio da resposta im-
pulsiva do filtro de sintese, para um determinado sinal, sio idénticos aos correspondentes coe-
ficientes da seqtiéncia de autocorrelagao desse sinal. Portanto, podemos estabelecer a predicio
linear como a busca de um filtro de ordem p tal que os valores da autocorrelagio de sua resposta
impulsiva sejam iguais aos correspondentes valores da autocorrelacio do sinal a ser predito.

Para determinar o ganho do sistema podemos estabelecer, através de (2.23), a igualdade
entre a energia total de e, e Gu,, onde para u, = 8,4 teremos:

Zefl = (*.

Para um preditor otimizado, podemos concluir através de (2.26) e (2.8), que o ganho & do
sistema sera dado por:

G* = Eqin = r{0)+ i apr(k), (2.29)
fr=]

onde r(k) é a autocorrelagio do sinal s,, e G? é a energia total do sinal de entrada multiplicado
pelo ganho Géy,p.
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2) Ruido Branco:

Su@onha que o sinal aplicado & entrada do modelo AR para sintese de um sinal, agora aleatério,
seja uma seqiiéncia de amostras néo-correlacionadas (ruido branco), com média zero e variancia
unitaria, denominadas de w,,. Essas consideragdes implicam que £(w,) = 0, para todo n, e

E{wywy) = b,m. Portanto, o sinal S na saida do sistema, considerado fixo, sera um processo
estacionario da forma:

F A
n= - Z ak Sk +Gw,. (2.30)

=1

."\

Para esse caso particular de sinal de entrada também podemos relacionar os sinais 3 € Sn,
onde 8, € considerado, agora, como amostras de um processo aleatério. Multiplicando (2.30)

por Sp— € calculando o valor esperado em ambos os lados da equacio resultante, teremos os
seguintes resultados:

p
g(gﬂgn—z) =& {_ Z Gy /S\n_kgn—i} + £ {Gwn ‘{S\nmi} B

e, consequentemente:

E(BnSni) =1 (1) = = S a7 (k=1);  i>1 (2.31)
k=1
e
p A
Z ap 7 (k) + G2, (2.32)
=1

onde mais um vez, sem perda de generalidade, foi assumido que os sinais sdo reais e, portanto,
teremos:

A . A
r (_3) =T (3)a
. : . . A . -
onde foi considerado o fato que a correlagio dos sinais w, e 5,-; obedece as seguintes condicdes:

S(f‘s\ﬂ..t- w,) =0, para ¢ > @

A
E(s, wy) = &
A Expressao (2.31) é conhecida, na literatura estatistica, como Equacées de Yule- Walker.
Estabelecendo uma condigao equivalente ao caso deterministico, podemos impor a igualdade

. s g . . A
entre as energias médias {varidncias) de s, e s, fazendo:

7 (0) = r(0). (2.33)
Teremos entao, através da comparagio de (2.31) com (2.9), que 7 (¢) = r(2). Também nesse
caso, para a determinagdo do ganho do sistema, podemos notar facilmente, através de (2.32) e
(2.8), que Eyin = G2,
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Concluimos, portanto, que os valores da seqgiiéncia de autocorrelacio do sinal na saida de
um filtro de sintese s6 com pélos sao os mesmos quando o sinal de entrada é um simples impulso
ou um ruido branco. Esse resultado poderia ser previsto, j4 que ambos os tipos de sinal de
entrada possuem autocorrelacdes idénticas.

Esse dualismo entre o sinal deterministico, representado pelo impulso, e o sinal aleatorio,
representado pelo ruido branco, tem sido de grande utilidade na modelagem de um processo de
fala, na qual ambos os sinais sio utilizados em sua sintese.

Sabemos que o sinal na saida de um filtro preditor otimizado estd relacionado ao erro de
predigiio que, por sua vez, estd associado ao sinal na entrada do filtro de sintese do sinal obser-
vado. Portanto, podemos esperar que o sinal de erro apresentard caracteristicas sermelhantes
aos dois tipos de sinais apresentados, impulso e rufdo branco, ou mesmo combinacoes de ambos.

Quanto ao célculo dos coeficientes ay, varios métodos podem ser utilizados. Contudo,
destacam-se por apresentarem menor esfor¢o computacional, aqueles que melhor aproveitam
a caracteristica de simetria da matriz de autocorrelagio, seja através de métodos diretos ou
iterativos [10][42]. A escolha de um ou outro método dependera das necessidades e caracteristica
da aplicacio em questio [8][26].

2.2.4 Predicao linear no dominio da freqgiiéncia

Até entao analisamos a predigio linear no dominio do tempo. Analisando a predicdo linear
no dominio da freqiéncia, poderemos constatar que a mesma é basicamente uma anslise ade-
quada de correlagoes que se aplica em ambos os domfnios. No dominio da freqiiéncia encontra-
se uma série de aplicagdes interessantes, dentre as quais destacaremos a Fstimagdo FEspectral
voltada para deteccio de freqiiéncias. Poderemos também, através dessa analise, interpretar o
erro de predi¢do quanto a escolha do modelo utilizado.

Considerando mais uma vez um modelo AR, temos que sua fungao de transferéncia podera
ser obtida aplicando a transformada-Z em ambos os lados da Equacio (2.2). Portanto, deno-
minando H(z) como a fungdo de transferéncia do modelo de sintese, teremos:

G

H(z) = —5—. (2.34)
I+ 3 apz—*
k=1
Fazendo A(z) = 1+ ‘E axz™*, podemos observar que:
k=1

1

H(z) ~ G (2.35)

Assim, teremos A(z) como o filtro inverso ao filtro de sintese do sinal, ou seja, A(z} caracteriza
o filtro de analise e, em particular, o preditor.

Considerando, agora, a expressio para o erro de predicio no dominio da frequéncia, se
aplicarmos a transformada-7 em ambos os lados da equagio dada por (2.4}, teremos:

FElz}= [H— Zp: akz_k;] S(z) = A(z)S(z), (2.36)

k==l

onde E(z) e S(z) sdo, respectivamente, a transformada-Z dos sinais e, e s,,.
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Definindo P(w) como o espectro de densidade de energia do sinal s,, teremos:

P{w) = [S(e”)[%, (2.37)
e aplicando o teorema de Parseval na expressdo do erro total a ser minimizado, obtemos:

n

= i e = —é]";i f LE(e/)|*dw. (2.38)

n=—0co ‘r

Usando (2.36), escrita para o caso em que z = ¢/, e supondo que todos os coeficientes do filtro
sao reais, obtemos:

E = % j P(w)A(e™) Ale ™) dw. (2.39)

Seguindo o mesmo procedimento de minimizagio do erro £, como em (2.6), obteremos um
resultado idéntico ao obtido em (2.9) para a equagéo normal [25]. A autocorrelacio poderd ser
obtida afraves da transformada-Z inversa do espectro de densidade de energia do sinal, como
a seguir:

r{i) = —2-17—1: m/ P(w) cos(iw)dw, (2.40)

onde P{w) foi considerado uma fungao real e par.
Utilizando (2.39), bem como o resultado de (2.40) e a Expressio (2.9), pode ser demonstrado
que o erro minimo Fr,, serda dado por (2.10).

2.3 Filtro de Erro de Predicio (FEP)

Analisaremos aqui o filtro de predigao ou, mais precisamente, o Filtro de Erro de Predicao
(FEP) sob um aspecto mais pratico, voltado ao problema de deteccio de fregiiéncias. Res-
tringiremos o estudo ao caso de um modelo de aproximagdo Autoregressivo (AR) com ordemn
finita.

Considere um conjunto de N amostras, uniformemente espagadas, de um sinal complexo
u{n), dado pela seqiiéncia {u(1),u(2),u(3),...,u{N)}, como a entrada de um filtro transversal
(FIR*) com (L + 1) fatores de ganho, conforme mostra a Figura 2.1.

Pela estrutura do filtro dado na Figura 2.1, podemos observar que o sinal na sua saida sera

dado por:

L
fU@)] =~ > uln —d)w}, (2.41)

=0
onde U(n) = {u(n),u(n —1),...,u(n — L)}. Para que o filtro transversal genérico da Figura 2.1
funcione como um preditor e o sinal na sua saida seja o erro da predicio, devemos adicionar
uma condigdo aos coeficientes do filtro. Esta é, em geral, dada por w; = —1, para que sua

*do inglés Finite Impulse Response.
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ufn] — ufn-1] T ufn-2] u[n-L+1] = uln-L]
7 7 ce e z
W W W, W, W
5 ST SR S 0]
(E B F) N

Figura 2.1: Filtro Linear (enérico.

saida seja proporcional ao erro entre a amostra presente no i’ésimo fator de ganho w; e sua
aproximacdo obtida através do produto das amostras restantes e seus respectivos fatores de
ganho. Dessa forma obteremos o filtro de erro de predigio.

A energia do sinal na saida do filtro de erro de predicio que devemos minimizar serd dada
por:

Er{wo, w1, W, ..., wr) =9 _ | FU(n)}|% Wi = —1 (2.42)

Como a omissdo dos limites do somatdrio na Equacao (2.42) nio interfere no objetivo do filtro,
podemos utilizar os varios métodos de janelamento descritos na secio anterior.

Veremos a seguir que variagdes da condi¢do wi = —1, também nos permite estabelecer alguns
métodos de predicao ja consagrados, a saber: Predi¢do Linear Progressiva (FLP?®), Predicio
Linear Regressiva (BLP?) ¢ Predi¢ao Linear Progressiva-Regressiva (FBLP7).

2.3.1 Predicao linear forward

No caso da predigéo forward teremos wi = —1. Portanto, estaremos realizando uma predicio
linear de u(n) através de suas amostras anteriores. A estrutura do filtro de erro de predicio
forward é dada na Figura 2.2.

A expressao do sinal na saida do filtro, denominado de fy,{n), sera dada por:

L
fr(n) = uln)— Y whu(n — k), n=L+1,.,N, (2.43)
k1

onde optamos por nao fazer qualquer suposicdo acerca do sinal u(n) fora do intervalo 1,2,...,
N, visto que dispomos apenas das amostras nesse intervalo. Assim, consideraremos apenas as
situagdes em que o filtro estd totalmente preenchido por amostras de u(n), de acordo com o
método da covariancia descrito anteriormente. O subscrito L em {2.43) denota a ordem do
filtro, o subscrito f o tipo de predigdo realizada e “+” simboliza a operacio de conjugado.

5do inglés Forward Linear Prediction.
Sdo inglés Backward Linear Prediction.
“do inglés Forward Backward Linear Prediction.
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uln} — uln-1] uln-2] ufn-L+1] ufn-L]

(+,

W, )

Figura 2.2: Filtro de Erro de Predi¢do Linear Forward.

Os coeficientes w3, do filtro sio obtidos mais uma vez através da minimizacio do erro
quadratico total, definido como:

N

Er(we, wyigy o wpr) = > | f(n)®,  com Wi = —1. (2.44)
nz=L41

Para simplificar e permitir uma notagéo mais concisa, definiremos a seguir alguns vetores e
matrizes:

1)Vetor de ganhos do filtro transversal (w;): dimensdes Lx1.

Wj-: [Wfl Wiz .o Wf]_,]. (245)

2)Vetor de entrada (u): dimensdes Lx1.

u'(n—1)=[u(n—1) u(n ~2) ... u(n — L)]. (2.46)

3)Vetor do erro de estimagéo forward (F): dimensdes (N-L)x1.

FH=1f(L+1) full+2) ... fu(N)]. (2.47)
4)Vetor da resposta desejada forward (b;): dimensdes (N-L)x1.

b = [u(L + 1) u(L +2) ... u(N)]. (2.48)
5)Matriz de dados forward (A;): dimensdes (N-L)xL.

AV =[u(@)u(L+1) ... uN 1) (2.49)
Na sua forma ampliada temos:
u(L)  w(L+1) -+ u(N-=1)

w(l —-1)  w(l) - u(N-2)

Al = (2.50)
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Nas defini¢oes acima, o sobre-escrito ¢ denota o transposto e o sobre-escrito H, o transposto
conjugado (Hermitiano).

Reescrevendo (2.43) e (2.44) em notagio matricial, teremos, respectivamente, as seguintes
equagoes:

fuin) =u(n) —wla(n-1), n=L+1,..N, (2.51)
e
Ei(wy) = FIF, (2.52)
onde
FH =b¥ - wi Al (2.53)
Expandindo (2.52) e diferenciando em relagio a wy, obtemos [§]:
—‘%%gf—) ~2A7b, + 207 A w,. (2.54)

Igualando esse resultado a zero, conforme o critério de minimizacéo, teremos:

AYAw, = Alb,. (2.55)

A Equagao {2.55) ¢, portanto, a equagdo normal escrita em forma matricial. O erro minimo
pode ser obtido substituindo a solugio de w; dada por (2.55) na Equacio (2.52) em sua forma
ampliada, de onde obtemos:

gfmjn(Wf) = b?bf - beAfo. (2.56)

Podemos reescrever a equagdo normal em (2.53) como:

A Pay -
Ry wy=ry, (2.57)
onde T ; é composto pelos elementos 7 (2}, aqui definidos como:
)m——w__z (k74 u*(k+1), —L<i<~1, (2.58)
k=L,

e ﬁ ; € a matriz de correlagdo estimada do sinal, composta pelos elementos r (¢,7), definidos
como:
A 1 N-1
r(é,j)z—Nm_ >oulk+iut(k+j);  (—L+1)<4,j<0. (2.59)
[y

Para um processo ergddico, teremos:

r (2) = r(i) quando N — oo

r (2,7) = r(,7) quando N — oo,
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onde r{i) e r(z, j) sdo, respectivamente, as verdadeiras seqiiéncias de correlagéo de u(n) para um
deslocamento (z) e (i — j). Considerando um sinal ergédico, teremos portanto 7 (¢,7) =r{i—7).

Podemos notar, pela definicio em (2.58), que para um processo estacionario (1} sera uma
fungao par. Logo, teremos:

A

(=) =7 (3). (2.60)

O fator =7 foi incorporado em (2.58) e (2.59) para dar o cardter de correlagdo segundo o

estimador polarizado, onde N — [ representa o nimero de parcelas do somatério.

2.3.2 Predigao linear backward

Para o caso da predicao backward teremos wy = —1. Portanto, estaremos realizando uma
predigdo através das amostras posteriores a u(n — L). A estrutura do filtro de erro de predigio
backward ¢ dada na Figura 2.3, onde mais uma vez o subscrito b denota o tipo de predicio
utilizada.

uln] 71 uln-1] T uln-2] ufn-L+1} 77 uln-L]
z 7 cos 7
W, W, W, Wy
e o (D) (. bn]
(F F b "

Figura 2.3: Filiro de Erro de Predi¢io Linear Backward.

Através de uma analise da estrutura do filtro, apresentada na F igura 2.3, podemos concluir
que erro de predigdo backward serd dado por:

L-1
br(n) =u(n ~ L)= > whu(n — k), n=L+1,..,N. {2.61)
k=0

Os coeficientes wy; sdo obtidos da mesma forma que no caso forward,
O erro quadrdtico total, representado por &,, serd:

N

gb(Wbo,Wm., ---awb(L—i}) = Z ]bL(n)fz, COIm WZL = —1. (2.62)
nem [l

Definindo os vetores e matrizes de forma andloga ac caso forward, teremos:

1)Vetor de ganhos do filtro transversal (w;): dimensées Lx1.

Wi= [Wi(po1y Wigoa) - Who| - (2.63)



CAP{TULO 2. METODOS EM PREDICAO LINEAR 19

2)Vetor de entrada (u): dimensoées Lx1.

ulln—L4+1)=[un—L+1)un—L+2) .. u(n})]. {2.64)
3)Vetor do erro de estimacdo backward (B): dimensées (N-L)x1.
_ BY = [b3(L+1) 65(L+2) ... b(N)]. (2.65)
4)Vetor da resposta desejada backward (b;): dimensdes (N-L)x1.
by = [u*(1) u*(2) ... w* (N = L)]. (2.66)
5)Matriz de dados backward (A;): dimensdes (N-L)xL.
A =[u(2) u(3) ... u(N — L +1)]. (2.67)
Na sua forma ampliada:
u™(2) w(3) - w(N-L+1)
u*(3 u*(4 e UM N — L+ 2
w(L+1) w{l+2) -- u*(N)

Reescrevendo (2.61) e (2.62) teremos, respectivamente, as seguintes equagdes:

bi(n) = u*(n— L)~ wfa(n — L +1), n=L+1,. N, (2.69)
e
E(wy) = BB, (2.70)
onde
B = bl — wilAF, (2.71)

Aplicando em &(w;) o mesmo critério de minimizagio adotado no item anterior, teremos:

AFA w, = Allb,. (2.72)
Analogamente ao caso forward, a Equacao (2.72) é a equagéo normal para o caso backward
escrita em forma matricial. O erro minimo de predigdo backward sera portanto:

Evmin(Ws) = bfb, — b A, w,. (2.73)

A equagdo normal (2.72), para um sinal ergédico, também podera ser escrita como:

A A
Ry Wi =Ty , {(2.74)

onde ?b e ]?{g, sao definidos como no caso forward.

Podemos observar, através de (2.43) e (2.61), que apesar da semelhanca entre os dois tipos
de predi¢do, os métodos FLP e BLP fornecem filtros diferentes para um mesmo conjunto de
dados {u{1),u(2),...,u(N)}, por utilizarem esses dados de forma distinta. Também pode ser
demonstrado facilmente, através de uma substituicao de varidveis em (2.51) e (2.69}, que para
um processo estacionario o erro quadratico médio de ambos os métodos é o mesmo [9].
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2.3.3 Predigao linear forward-backward

Na predi¢ao forward-backward temos um meio termo entre as duas predicdes anteriores.
Neste tipo de predi¢io as amostras do sinal sio utilizadas tanto na forma forward como na
forma backward. Portanto, o resultado do filtro étimo é obtido minimizando a soma da energia
do erro de predigdo dos dois casos, como dado a seguir:

N

En(wp) = > [If(k)P+ oo (k)] (2.75)

k=41

ou seja:

En(Wro) = Ex(wr) 4 Ep(ws). (2.76)

Tal procedimento de predicdo é baseado na hipdtese de ergodicidade do sinal. Nessa
condig@o, quando o nimero de amostras N tende a infinito, observamos que:

A
I}f—> R rf}m—> r (2.77)
Rb—"’ R I/'\b‘_’ r.

Como ambas as estimativas da correlagéo do sinal devem convergir para o seu verdadeiro valor,
teremos:

A A A A
Rsy=Ry e Iy =Ty, quando N — oc (2.78)
e, consequentemente:
Wf = Wbs (2.79)
ou seja:
[Wpn Wyo - oowyr] = [WZ(L—I) Wg(L-—?) T Wil

Considerando a Equagao {2.78) vélida mesmo para N finito, a solugio do filtro forward-
backward é obtida minimizando (2.76) sujeita & condigio w; = w;, o que significa obter:

88f(wf) . 8&,(W5)

=0 2.
Ow dwy ’ (2.80)
isto é:
—2AYb; +2AY A w, — 2Afb, + 247 A, w, = 0. (2.81)
Fazendo w; = w, = wp na Equagéo {2.81), teremos:
ATA wpy+ A A, w = Alb, + AT, (2.82)

ou ainda em notacao matricial:
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(A% Al [%ﬂ wyy = [AF [ Aff] fz_ﬂ. (2.83)

Denominaremos de Ay a matriz de dados forward-backward de dimensées 2(N-L) x L,
definida como:

A% = [AF]A], (2.84)
ou, em sua forma ampliada:
w(l) w(L+1) - w(N-1) (2 w(3) - u(N-~L+1)
[ MDD V=) ) ) e e (V=14
u(1) u(2) - w(N—L) u(L+1) w(L+2) - u*(N)
e de by o vetor resposta desejada forward-backward, definido como:
b = [bf |b], (2.85)

ou seja:

by = (L +1) w(L+2) .. w(N) w (1) w(2) ... u"(N - L)].
Reescrevendo (2.83) em fungio de Ay, e by, acima definidos, teremos:

Conseqiientemente, a energia minima do erro de predicéo forward-backward sera:

gfbmjn(w-fb) == b?;bﬂ, — b?;Abefb. (2.87)
Acreditamos que outras possibilidades para a condigio wi = —1,comi =1,..., L~1, podem

ser utilizadas, dando origem a outros métodos, nos quais terfamos casos intermediarios entre
a predigdo forward e backward. Porém, tais métodos ainda nido foram explorados, ficando,
portanto, para pesquisas futuras.

A utilizacao de um ou outro método dependera da aplicacao considerada. Dentre os métodos
classicos, o FBLP se destaca por oferecer uma possibilidade de utilizacdo das amostras do sinal
de forma mais completa, permitindo assim um melhor desempenho.

As solugbes da equagdo normal dadas por (2.55), (2.72) e (2.86) serdo abordadas a seguir,
onde a decomposicao em valores singulares serd utilizada como a principal ferramenta de anélise.

2.4 Solucao de Norma-minima

A solugao para a equagdo normal serd abordada, aqui, da forma mais geral possivel, com
énfase no estudo das caracteristicas da matriz de dados do sinal observado, por meio da sua
decomposicdo em valores singulares.
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De acordo com o teorema da decomposicao em valores singulares [1][9][39][42], se A é uma
matriz de dimensées m x n com posto® k, entdo é possivel escrever:

S 0 "
AmU{O Ong (2.88)
onde S € matriz diagonal de dimensdes k x k composta pelos elementos (a1,09,...,04) deno-
minados valores singulares de A, com oy > oy > ... > 0o}, U é matriz unitéria® de dimensdes

m X m, cujas colunas sdo os autovetores de AA¥ ¢ V é também matriz unitéria de dimensoes
n X 1, cujas colunas sao os autovetores de A# A. Conseqiientemente, temos que os autovalores
ndo nulos de A¥ A sio dados por \; = 0%, i =1,2,...,k.

Consideremos o caso geral de um sistema de n equagdes com n incdgnitas, descritas da
forma (B — AI)x = d, onde B é uma matriz normal'® n x n, A é um escalar dado e d é um
vetor de dimensoes n x 1. Este sisterna genérico de equacdes lineares estd sujeito s seguintes
alternativas [1]:

a)Sistema com solucdo tinica: quando A # A;,j = 1,2,...,n, onde \; sdo os autovalores
da matriz B.

b)Sistema com infinitas solugées: quando A = Apyi,i =0,1,...,s— 1 e se o vetor d for
perpendicular a todos os autovetores x4, de B associados a A;. Isto é, o produto interno entre
Xk4i € d, representado por (Xg4s,d), serd nulo para i =0,1,...,5 — 1, onde s é a multiplicidade
de um autovalor de B.

c)Sistema sem solucéo: quando A = Xpy,i = 0,1,...,s — 1 e (Xg4i,d) # 0 para i =
0,1,...,5—1.

No desenvolvimento das solu¢les para a equagdo normal, consideraremos sua forma dada
por:

A" Aw = AfD. (2.89)

Portanto, sendo no caso A¥ A uma matriz Hermitiana e quadrada de dimensdes n x n, logo
normal, poderemos estabelecer uma equivaléncia ao sistema genérico acima, de onde surgirao
duas situagoes particulares para a solugio de (2.89):

1) A¥A é nao-singular(}; # A = 0, = 1,2, ..., n.): Neste caso, AT A possui inversa.
Logo, a solugao unica sera:

w=(ATA)TA D, (2.90)

2) A7A é singular: Neste caso A7 A nio possui inversa e teremos infinitas solugoes.

Através da decomposicio da matriz A em (2.88) podemos definir u; e v; como, respecti-
vamente, os vetores colunas das matrizes U e V, que representam os autovetores de AA ¥ ¢
autovetores de A¥A. Sendo assim, os autovetores de A7 A associados ao autovalor nulo, sio

Sdefine ¢ nimero de linhas ou colunas linearmente independentes de uma matriz.
®uma matriz A é unitaria quando satisfaz AHFA = AAT =T .
Vyma matriz A é normal quando satisfaz AYA = AAY |



CAPITULO 2. METODOS EM PREDICAO LINEAR 23

vj, para j = k+ 1,k +2,...,n. Conseqiientemente, vi/(A”b) =0, para i =k +1,k+2,...,n,
isto é, Afb sempre serd ortogonal aos autovetores v; de A" A associados ao autovalor nulo e
nao teremos umna equivaléncia ao caso (c).

Podemos concluir, portanto, que o sistema dado por (2.89) sempre terd solucio. Esse
resultado é conhecido como teorema da unicidade.

Dentre as infinitas solucbes possiveis para a situacdo (2), a solucio que minimiza a norma
Euclidiana do vetor w serd sempre escolhida em detrimento das outras. Os motivos para
essa escolha estdo relacionados a aplicagdo em detecgio de freqiiéncias e serdo justificados
posteriormente. Esta solugio é conhecida como Solugdo de Norma-Minima e sera dada por:

w = (ATA)*AFD, (2.91)

O sobre-escrito # em (2.91), indica a operagio de pseudo-inversa de Moore-Penrose da matriz
(1]{39], onde a pseudo-inversa de uma matriz A, dada por (2.88), pode ser escrita como:

A¥ =V { (5)0—1 : } U, (2.92)

Utilizando algumas relacbes entre os valores singulares e vetores singulares de A” com os
respectivos autovalores e autovetores de A7 A, teremos:

(AHA) = v { (53_2 0 ]VH. (2.93)

A partir de entéo é facil constatar que (AF A)¥AH = A#. Logo, teremos:

w = A¥b. (2.94)

Pode ser constatado que quando A7 A é quadrada e nio-singular, teremos:

(AFA) L = (ATAY*, (2.95)

Portanto, na situagido (1), a solugao tdnica também poderd ser dada por w = A#b.

Com o objetivo de minimizar o esforgo computacional, podem ser obtidas expressdes alterna-
tivas equivalentes para a solugdo de norma minima em (2.94). Essas expressdes, obtidas através
da decomposi¢ao da matriz ATA e AAY em seus autovalores e autovetores, sio apresentadas
a seguir:

k .
w =3 %vf]AHb (2.96)
iml M
ko
W=y fquHb. {2.97)
=k 7

definida como a raiz quadrada da soma dos quadrados de cada elemento.
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A obtengao dos autovalores e autovetores em (2.96) e (2.97) poderd ser realizada, de uma
forma numericamente estavel, através de algoritmos haseados na decomposicio em valores
singulares [17].

Dentre as vantagens da escolha da solugdo de norma-minima temos que o filtro preditor,
obtido por um modelo s6 com pélos, sempre serd estével e de fase minima [9][1]. Esse fato estd
relacionado & caracteristica positiva definida da fungio de correlacio do sinal observado.

2.5 Conclusao

Neste capitulo foram expostos os principais aspectos e conceitos da teoria de predicio linear
sem a pretensao de ser um tutorial, apenas servindo como referéncia para os desenvolvimentos
dos capitulos seguintes.

A predigao linear foi abordada nas formas deterministica e nio-deterministica considerando
processos estacionarios e nio-estaciondrios, tanto no dominio do tempo como no dominio da
freqiiéncia.

A forma deterministica do preditor foi a mais utilizada nos desenvolvimentos, por apresen-
tar uma facil manipulacio matemaética e permitir a extensio de seus resultados para outras
formas. Para a forma ndo-deterministica do preditor, por tratarmos de sinais representados
por um ndmero finito de amostras com estatistica desconhecida, as médias estatisticas foram
substituidas por médias temporais através da hipétese de ergodicidade do sinal.

A predicao aqui desenvolvida foi baseada em um modelo simples de aproximacio sé com
polos (AR), por se mostrar a mais adequada para a aplicacdo em deteccio de freqiiéncias.
Contudo, o modelo mais geral com pélos e zeros (ARMA) também foi apresentado.

Os métodos de janelamento mais comuns foram enunciados quando apresentamos, no domi-
nio do tempo, a forma deterministica do preditor. Dentre esses, o método da Covaridncia serd
o escolhido para o desenvolvimento da aplicacio em deteccio de fregiiéncias apresentada no
proximo capitulo.

Os métodos de predigao FLP e BLP foram apresentados destacando-se a forma da Equagio
Normal, a esirutura do filtro de erro de predicao ¢ a matriz de dados associada ao sinal
observado. O meétodo FBLP foi posteriormente derivado como uma combinacéo dos métodos
FLP e BLP.

As possiveis solugoes para a Equagéo Normal foram apresentadas e posteriormente parti-
cularizadas para um caso pratico onde a matriz do sistema é formada por amostras do sinal
observado. A solugdo de norma-minima também foi destacada e obtida, tanto através da
operacdo de pseudo-inversa como em suas formas alternativas, baseadas na decomposicio em
valores singulares da matriz de dados.



Capitulo 3

. A »

Deteccao de Frequéncias

3.1 Introducao

Destacaremos aqui um caso particular da teoria da Estimacdo Espectral como aplicacio da
predicdo linear, na qual o espectro aproximado de um sinal sera utilizado para determinacio
das frequéncias contidas no mesmo. O estudo da situagiao em que o sinal observado no esté
contaminado por ruido permitird relacionar os parametros do sinal aos coeficientes do filtro
preditor otimizado. Tal equacionamento nos levard a distincio dos Zeros de Sinal e Zeros
FEstranhos de um polindmio associado ao filtro preditor.

O método FBLP para detecgdo de freqiiéncias serd apresentado, bem como sua variacio de
malor sucesso, denominada de FBLP Modificado.

Serdo discutidos os efeitos da aplicacido do preditor em sinais ruidosos, tanto sob o ponto
de vista do posicionamento dos zeros do filtro como também os aspectos relacionados aos
subespagos definidos pelo sinal, determinados a partir dos valores e vetores singulares da matriz
de dados associada ao filtro preditor.

Apresentaremos também uma estratégla alternativa para obtencio das estimativas dos
pardmetros do sinal observado, baseada na obtencido dos picos de uma funcio espectral as-
sociada ao sinal.

Ao final do capitulo serdo discutidos aspectos computacionais dos algoritmos de deteccao,
bem como algumas técnicas mais eficientes utilizadas em métodos de alta resolugio.

3.2 Predigcao Linear na Detecgao de Freqiiéncias

A aplicagio da predigao linear de nosso interesse encontra-se no dominio da freqiiéncia. Tal
aplicagdo pode ser interpretada como um caso particular de estimacio de espectros, na qual
estamos interessados em uma aproximacio adequada do espectro original de um sinal, com o
objetivo unico de estimar as freqiiéncias contidas nesse sinal. Com essa finalidade, o espectro
aproximado nio tera o compromisso de representar fielmente o espectro do sinal em todos os
pontos, porém deverd se mostrar o mais adequado para a determinacio dos picos espectrais do
espectro original.

Apresentaremos agora alguns resultados interessantes da aplicacio dos filtros FLP, BLP e
FBLP na detecgao de freqiiéncias de um sinal paramétrico em duas situacoes distintas. Na
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primeira situagdo analisaremos a predi¢do de um sinal sem interferéncia ruidosa. Na segunda,
o caso de um sinal corrompido por ruido serd tratado.

3.2.1 Deteccao sem ruido

Consideremos um sinal genérico composto pela soma de M exponenciais complexas, repre-
sentado pelo conjunto de N amostras do sinal {u(n)}, contaminadas pela sequéncia de ruido
{w(n)}, como dado a seguir:

M .
u(n) =y \f Pre(nostios) o w(n); com S = [ + jws, (3.1)
k=1
onde consideraremos inicialmente w(n) = 0, para n = 1,2,...,N. Em (3.1), wi representa

a freqliéncia angular de cada exponencial, £ a poténcia, 8 o fator de amortecimento e B a
variavel aleatéria da fase, com distribuigao uniforme no intervalo [0, 2x].

Consideremos agora um polindémio cujos coeficientes sio os fatores de ganho de um filtro
preditor forward de ordem L:

L
Welz) = 1+ kz (—whe)z" (3.2)
=1
Pode ser demonstrado que, se L satisfaz a desigualdade M < L < (N — M) e se wy satisfaz
Aswy = by, entao o polinémio Wy(z) terd M de seus L zeros em e, k= 1,2, ..., M [1][401.
A restricao para L tem como objetivo garantir que o sistema A jw ¢ = by sempre apresente
solugio.
Para o preditor backward, teremos o polinémio:

L
Wy(z) = 1+ ?_: (“W;(L—k))z—k (3.3)

e um resultado equivalente ao caso forward, sé que neste caso Wy(z) terd M de seus I zeros
em e %,k =1,2,..., M, mantendo as mesmas restri¢oes impostas a L para o caso forward. As
demonstragoes desses fatos podem ser encontradas em [1].

Podemos observar que tanto os M zeros de W;(z) como os de Wy(z) podem ser usados
para determinar os parametros desconhecidos s do sinal observado. Por esse motivo sio
denominados de Zeros de Sinal.

Como podemos notar, os zeros de sinal de Wy(z) e Wy(2) sdo reciprocos conjugados com
relagdo a circunferéncia de raio unitdrio centrada na origem do plano complexo Z. Portanto,
se a seqliéncia u(n) for composta apenas por exponenciais nio-amortecidas, entio os zeros de
sinal dos dois casos serdo iguais.

Esses resultados nos permitem tratar o caso forward-backward como a combinacio dos dois
casos anteriores, onde a solugio serd obtida para wy = wy.

Para o caso forward-backward, consideraremos s;, & = 1,2, ..., M, puramente imaginario,
fazendo B = 0, k = 1,2,..., M, em (3.1). Portanto, se L satisfaz a desigualdade M < [, <
(N — %) e se Wpp satisflaz Apwy, = bp, entdo o polindmio formado pelos ganhos do filtro
terd M de seus zeros em e* = e”%, para k = 1,2,..., M. Caso —E{ nao seja inteiro, este sera
arredondado para o maior inteiro mais préximo.
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A restrigido para L no caso forward-backward ocorre pelos mesmos motivos dos casos ante-
riores, tendo em conta que, agora, a matriz A tera dimensdes 2(N-L) x L e o vetor b, 2(N-L)
x 1.

Nos polinémios formados em cada caso, M de seus zeros foram caracterizados como Zeros de
Sinal e apresentaram posigdes bem definidas. Por outro lado, os outros (L — M) zeros restantes,
denominados de Zeros Estranhos [1], ndo possuem posicoes definidas por estarem relacionados
as possiveis soluges para a equagdo normal, quando L > M.

Na aplicagao em deteccdo de freqtiéncias é de extrema importancia a distincdo entre os zeros
de sinal e zeros estranhos, a fim de estimar com precisio os pardmetros do sinal. Portanto,
dentre as possiveis solucoes, devemos privilegiar aquelas em que os zeros estranhos néo possam
ser confundidos com os zeros de sinal, o que levaria a um erro nas estimativas.

Pode ser demonstrado que, na solucio de norma-minima, os (L — M) zeros estranhos dos
meétodos FLP, BLP e FBLP estardo localizados no interior da circunferéncia de raio unitirio e
distribuidos de forma aproximadamente uniforme [1].

Embora esse comportamento dos zeros estranhos, devido & caracterfstica de fase minima do
filtro obtido, seja observado para o sinal dado em (3.1), é no caso da utilizagio do método FBLP,
em um sinal composto por exponenciais nio-amortecidas, que tal caracteristica demonstra uma
distincao mais adequada entre os dois conjuntos de zeros. Nessas condicdes, os zeros de sinal
estardo posicionados sobre a circunferéncia de raio unitdrio, enquanto que os zeros estranhos
permanecerao no seu interior.

Fica, portanto, justificada a escolha da solugdo de norma-minima, bem como a utilizacéo
do método de predigao forward-backward na estimacdo das freqiiéncias de exponenciais nao-
amortecidas.

3.3 Meétodo FBLP para Detecciao de Freqiiéncias
3.3.1 Método FBLP sem ruido

O método FBLP para detecgio de freqliéncias consiste dos seguintes passos:

1) Formar a matriz de dados A e o vetor de respostas desejadas b, a partir de N amostras
disponiveis do sinal, para o filtro de erro de predi¢ao forward-backward apresentado no Capitulo
2.

2) Obter a solugdo de norma-minima, w = A¥b, através da decomposicio em valores
singulares da matriz A, por meio de uma das formas a seguir:

k i k .

=1 t=] M

L
3) Encontrar os zeros do polinémio W (z), dado por W(z) = 1— 3" wiz*, onde L é a ordem
i3

k=
do filtro utilizado.
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4) Tomar os M zeros mais préximos da circunferéncia de raio unitério (CRU) como os zeros
de sinal e deles extrair estimativas do parametro wy do sinal, para k = 1,2, ..., M.

Para o método FBLP, quanto maior a ordem do filtro (L), maior o ndmero de zeros e majs
perfeita serd a tarefa de “branquear” o sinal de erro na safda do filtro, através do posicionamento
dos zeros mais proximos entre si. O aumento da ordem também propicia uma maior resolugao do
estimador através do maior grau de liberdade dado ao conjunto de zeros. Entretanto, o niimero
de produtos, dado por 2-(N-L), que formam os elementos da matriz de autocorrelacio estimada

f{ diminui & medida que L cresce, tornando mais instével a obtencdo dos seus autovetores e
autovalores. Lang e Mclellan (1880) sugeriram, para uma melhor performance do algoritmo
FBLP, o valor L:"%{ [8].

Na Figura 3.1 podemos observar, como exemplo, o diagrama dos zeros de um filtro preditor
de ordem L=24, otimizado para um sinal sem ruido, como em (3.1) com w{n) = 0, composto
por duas exponenciais complexas nao-amortecidas, do qual dispomos de 25 amostras com os
seguintes parametros:

A =10, w=1,00r e 0 =~1,00x.

Py =1,0; wy=-0,97r e 0, =-0,79r.

Podemos identificar facilmente os zeros de sinal posicionados sobre a CRU nas posices
dadas pelas frequéncias das exponenciais, e os zeros restantes posicionados dentro da CRU e
distribuidos de forma uniforme. Verificamos, assim, que na auséncia de ruido (w(n) = 0), o
método FBLP permite detectar com precisio as freqiiéncias das exponenciais de um sinal dado
por (3.1).

3.4 O Efeito do Ruido

Nos resultados apresentados até entao foi considerado um sinal isento de ruido. Se conside-
rarmos a contaminagao das amostras de u(n) por ruido, todo o comportamento descrito para os
zeros se modificard, aumentando a dificuldade de distingio entre zeros de sinais e zeros estra-
nhos na propor¢ao da intensidade do ruido presente. Diante dessa dificuldade, alguns algoritmos
foram propostos baseados no comportamento aproximado do caso sem ruido. Problemas de
resolucdo e estabilidade, como veremos a seguir, também serdo agravados com a presenca do
ruido.

Para situagbes onde o rufdo é branco e de média nula, poderemos escrever a matriz de
correlagéo tedrica do sinal como [34]:

AFA =VvPVE 4 5, (3.5)

onde V representa a matriz composta pelos autovetores de A A e P é a matriz de correlacio
das amplitudes das exponenciais do sinal. A variincia do ruido é dada por o e I representa a
matriz identidade com dimensdes L x L.

A Expressao (3.5) pode ser reescrita de modo a explicitar os autovalores e autovetores
associados ao sinal e ao ruido, da seguinte forma [34]:
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Figura 3.1: Zeros da funcdo de transferéncia FBLP, N = 25 amostras, L = 24, SNR = co.

L
AHA :Z )\z‘Vz‘Vf{ = EAEH _— EsAsEf —E_ 012117 (36)
gl
onde
E ] [Sl 8q ... SL],
E;, = [s;sy ... suly
A = diag(A, Ag, .0, AL)
A, = diag(A], A3, .., AYy),

com Ay = M 402 > =X +02> > Ay = A, 402> Ay =00 = A = ol
Os autovetores ortonormais de A¥ A referentes ao sinal sio dados pelas colunas de E, e seus
respectivos autovalores dados pelos elementos da diagonal de A,. A matriz E compreende tanto
os autovetores de sinal como os de ruido, o mesmo ocorrendo com a matriz A em relacio aos
autovalores.

Devemos ressaltar que, em métodos de predigdao baseados em subespagos, a estimacio dos
pardmetros do sinal pode ser obtida tanto pelo subespago definido por E, {subespaco de sinal),
como pelo seu complemento ortogonal En, com Exy = [Syy1, Sarsa, ..., 51], denominado de
subespago de ruido ou espago nulo. Diferentemente dos métodos de estimacio baseados na
Norma-Minima, os quais fazem uso do subespaco de sinal, o algoritmo MUSIC! é um exemplo

de utilizagdo do subespago de ruido para fins de estimagao espectral [3].

'do inglés MUltiple SIgnal Classification.
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3.4.1 Distincao entre subespacos

Para uma situagiao sem ruido, pode ser constatado que a matriz de dados de um sinal
composto pela soma de M exponenciais complexas possui posto M. Os M valores singulares nao
nulos da matriz de dados estao associados a M autovalores da sua matriz de autocorrelacdo
estimada, na qual os autovalores serdo dados pelos valores singulares ao quadrado. Esses M
autovalores, por.sua. vez, estdo associados aos M autovetores da matriz de autocorrelagio,
enquanto que os outros (L-M) autovetores restantes estario associados aos autovalores nulos.

No caso de um sinal contaminado por ruido branco aditivo, a independéncia entre as
amostras de ruido faz com que o posto da matriz de dados se torne cheio? e, consequentemente,
igual ao menor valor entre o mimero de linhas ou colunas (min[2(N-L},L]) da matriz de da-
dos. Esse valor geralmente é maior que o nimero de exponenciais que compdem o sinal {(M).
Desta forma, os valores singulares da matriz de dados anteriormente nulos para a situacio sem
ruido, tornam-se positivos. Observa-se que na medida em que a relacio sinal-ruido decresce, a
magnitude de tais valores singulares cresce, aproximando-se assim da magnitude dos M valores
singulares anteriormente nao nulos. Teoricamente, na presenca de ruido aditivo, a poténcia
do sinal composto torna-se maior, aumentado assim a magnitude de todos os valores singu-
lares. Além disto, para rufdo branco, teremos contribuicdes iguais, para cada valor singular, e
proporcionais a poténcia do ruido.

Através dessas constatagdes podemos relacionar os M maiores valores singulares da matriz
de dados, e seus respectivos vetores singulares, & porcao de sinal referente is exponenciais com-
plexas. Conseqlientemente, os valores e vetores singulares restantes poderio ser relacionados &
parte ruidosa do sinal composto.

Podemos, entao, dividir o espago do sinal observado em dois subespacos distintos:

Subespago de Sinal: Associado aos M maiores valores singulares e vetores singulares
correspondentes da matriz de dados A.

Subespago de Ruido: Associado aos (min{2(N — L), L] — M) menores valores singulares
e vetores singulares correspondentes de A.

Através dessa classificagio poderemos distinguir os dois subespacos para o caso em que os
valores singulares de sinal apresentam magnitude superior aos demais, em uma dada relacio
sinal-ruido.

Devemos notar que os valores singulares associados ao rufdo também participam da solucio
do filtro preditor de norma-minima, reapresentada em (3.4), através de seus valores reciprocos.
Como conseqiiéncia, teremos a instabilidade do estimador amplificada devido & pequena mag-
nitude dos mesmos.

Quando a poténcia do sinal observado é da mesma ordem da poténcia do ruido, os valores
singulares ruidosos apresentario magnitudes compariveis com aquelas dos valores singulares
associados ao sinal. Nessa condicio critica para a relagao sinal-ruido, a distin¢io entre os
subespagos torna-se ambigua e em alguns casos impossivel.

2todos os valores singulares sao diferentes de zero.
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3.4.2 Influéncia na distribuicao dos zeros

Podemos observar através da Figura 3.2 que as distribuicdes dos zeros do filtro de erro de
predigdo, na presenga de ruido, ndo mais correspondem A situacdo de distingdo apresentada no
caso sem ruido. Apenas quando a relagio sinal-ruido é elevada, os zeros obtidos através da
solugdo de norma-minima fornecerdo boas estimativas para os parametros do sinal.
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Figura 3.2: Zeros da funcdo de transferéncia FBLP, N = 25 amostras, L = 24, SNR = 10dB.
Superposi¢io de 50 experimentos.

Para um ruido branco de média nula, observa-se flutuacdes nos zeros em torno das suas
posicoes exatas, obtidas na situacdo sem ruido. Essas flutuacdes, quando observadas através
de um grande nimero de experimentos, formam um aglomerado de zeros denominados de
“clusters”. Cada “cluster” formado tem como centro geométrico aproximado o posiclonamento
exato de seu zero correspondente. Como era de se esperar, o didmetro dos “clusters” formados
estao diretamente relacionados com a poténcia do ruido presente no sinal original. Observa-se
que quanto menor a relacdo sinal-tuido mais intensas serdo as flutuacoes dos zeros e, con-
seqienternente, maior serd o didmetro do “cluster” formado.

Para ordens elevadas do filtro, devido & participagio do ruido, podem ocorrer superposicao
entre “clusters” vizinhos. Quando tal efeito ocorre torna-se dificil a distincdo dos zeros, dificul-
tando a deteccdo de freqiiéncias muito préximas entre si, comprometendo, assim, a resolucio
do método, bem como sua aplicagio pratica.

Essa instabilidade também é refletida no posicionamento dos zeros estranhos, os quais se
tornam mais proximos da CRU. Tal efeito faz com que o critério de proximidade em relacio
a CRU falhe na busca de estimativas dos zeros de sinal, uma vez que os zeros estranhos estao
mais proximos da CRU que os préprios zeros de sinal. Quando tal falha ocorre diz-se que o
método FBLP atingiu seu limiar, e a relacio sinal-ruido (SNR)} a partir da qual o desempenho
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do método deteriora-se mais rapidamente é denominada de SNR de limiar. Serd mostrado
posteriormente, ao compararmos os desempenhos de alguns métodos, que o método FBLP
torna-se invidvel quando usado para estimar freqiiéncias separadas por uma distincia angular
menor que o reciproco do intervalo de observacio do sinal e valores baixos de relagdo sinal-ruido
[1]{40].

O comportamento descrito anteriormente nio se aplica para o caso de um ruido colorido.
Neste caso, teremos um total desconhecimento do seu efeito sobre o posicionamento dos zeros
do preditor.

3.4.3 Método FBLP Modificado

Um dos motivos do fraco desempenho do método FBLP é o efeito produzido pelos valores
singulares e vetores associados ao subespaco de ruido, presentes na solugéo do filtro étimo.

Baseado no comportamento dos valores e vetores singulares na auséncia do ruido, foi pro-
posta por Tufts e Kumaresan [40] uma modificagio no método FBLP original, onde se obtém
uma versao de posto reduzido da matriz de dados, através da supressio dos valores singulares e
respectivos vetores do subespaco de ruido. Esta proposta é conhecida como FBLP Modificado.

Esse procedimento produz um efeito semelhante a um aumento de SNR, fazendo com que
o método modificado apresente melhor desempenho que o método original.

A solugio de norma-minima para o método FBLP Modificado ¢ dada por:

A

onde tal solugdo, embora semelhante aquela do caso FBLP, envolve apenas os M valores e
vetores singulares associados ao subespaco de sinal.

Devido a maior robustez apresentada pelo subespaco de sinal, observa-se que, em SNR
moderada, seus autovalores possuem magnitudes maiores, facilitando assim sua identificacao.

Pode ser observado que, para um preditor de ordem I > M, o valor de w dado por {3.7),
apesar de mais préximo de sua versdo sem ruido, nao mais minimiza a energia do erro de
predicdo progressivo-regressivo (forward-backward), como ocorre no método FBLP.

Uma outra vantagem desse método estd no fato de fornecer estimativas estaveis, mesmo
para valores elevados de L. Tufts e Kumaresan definiram experimentalmente que I = %Y. é
o valor mais adequado para a ordem do preditor [40]. Lemos e Lopes mostraram que o valor
6timo para L é aquele que torna a matriz de dados A mais préxima possivel da forma quadrada
[22].

Apos a obtengao do vetor solugio w por uma das formulagdes em (3.7), o método de deteccao
prossegue como no caso FBLP,

Dessa forma, os M zeros de W(z) mais préximos da circunferéncia de raio unitério (CRU)
determinarao as estimativas do parametro wy do sinal observado, para k = 1,2...M. Observa-se
também que os L-M zeros restantes estarido localizados no interior da CRU e distribuidos de
forma aproximadamente uniforme [40]. Assim, esse comportamento diferenciado entre os dois
conjuntos de zeros (zeros de sinal e zeros restantes) permite obter estimativas confidveis para
niveis moderados de ruido.

Concluimeos, portanto, que o método da Norma-minima proposto por Tufts e Kumaresan
(1982) possui trés caracteristicas destacdveis. Primeiro, o método aplica a decomposigio em

w —f YigH A ou W —f Liuf AT (3.7)
- t "“‘. /\ i ? .
=1 7t

[£=3]
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valores singulares na matriz resultante do uso combinado dos preditores lineares Progressivo
(forward) e regressivo (backward). Segundo, os menores valores singulares dessa matriz, asso-
ciados ao subespago de ruido, sio ignorados. Esse procedimento constitui numa aproximagao
de posto reduzido da matriz original. Terceiro, o método utiliza uma ordem de predicao mais
elevada que o necessario, aumentando o grau de liberdade para o posicionamento dos zeros do
preditor.

A aproximacao de posto reduzido, bem como o aumento da ordem do preditor, podem
justificar a redugdo de sensibilidade dos parametros estimados e o aumento de resolugio obtidos
por esse procedimento [31].

3.5 Simulacoes e Comparacoes

As simulagbes e comparagdes apresentadas nesta secdo, e no decorrer deste trabalho, uti-
lizarao um sinal ruidoso e complexo, composto pela soma de duas exponenciais comn freqiiéncias
angulares proximas entre si, cujo espacamento é menor que o reciproco do intervalo de ob-
servagao do proprio sinal, dado pelo nimero de amostras disponiveis. Tal exemplo tem sido
utilizado freqiientemente em outros trabalhos, possibilitando assim comparagoes diretas.

EXEMPLO: u(n) = ¢/(m1+01} 4 cilrnws+62) o win),n=1,2,..., N,

onde: wy = 7, we = —0,967; 6 = —m; 0, = —0,797 e w(n) sdo amostras de ruido
branco Gaussiano complexo de média nula e varincia total o2, tendo tanto a parte real como
a imaginaria uma variancia o?/2.

Para o exemplo em questao foi utilizado um conjunto de 25 amostras de um sinal composto
por duas exponenciais complexas. Portanto, teremos N=25 e M=2 na expressao para o sinal
genérico dado por (3.1). Para efeito de comparacio com outros resultados, a ordem do filtro
foi escolhida como o valor mais préximo de & (1L=18).

~ . . . - . A A
A expressao para a varidncia do estimador para as estimativas &; sers dada por:

1 num 2

onde o valor da variavel num representa o nimero de experimentos utilizados e w; é o verdadeiro
valor do parametro a ser estimado.

A Figura 3.3 apresenta o valor 10- Iog(l/var(tﬁl)) em fungao da SNR em dB, com o objetivo
de comparar os desempenhos dos métodos FBLP e FBLP Modificado, juntamente com os do
método ML. O limite de Cramér-Rao (CR), que representa a menor variancia tedrica para o
estimador das freqiéncias, também é apresentado na Figura 3.3 para efeito de comparacao.
Os resultados da Figura 3.3 foram construidos a partir da realizacio de 500 experimentos, nos
quais foram considerados apenas a estimativa de wy. Tais resultados foram reproduzidos a
partir de {1][40].

Podemos observar na Figura 3.3 a degradacio do desempenho dos métodos 4 medida em
que a SNR decresce. A mudanga brusca da inclinagio da curva de desempenho indica a SNR
de limiar. Podemos observar que o menor valor de limiar para o FBLP ocorre a uma SNR de
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Figura 3.3: Comparagdo de desempenho entre os métodos FBLP, FBLP Mod. ¢ ML.

aproximadamente 14 dB, para L=24. J4 o limiar do FBLP Modificado encontra-se em torno
de 7dB, contra aproximadamente 3dB para o método ML.

Como podemos constatar, o limite de Cramér-Rao ndo apresenta o efeito de limiar. Nota-
mos ainda que, acima do limiar, o desempenho do método FBLP Modificado encontra-se bem
proximo do limite CR.

Deve ser salientado que, embora o método FBLP Modificado apresente um limiar levemente
maior que o do método ML, o primeiro oferece uma maior simplicidade computacional.

Na Figura 3.4 temos o diagrama de posicionamento no plano Z dos zeros do filtro obtidos
pelo método FBLP Modificado, para SNR=10 dB e L=18. A figura mostra o diagrama de
50 experimentos sobrepostos, onde foram mantidas as mesmas amostras de sinal, mudando
apenas o conjunto das 25 amostras do ruido w(n) a cada experimento. Comparando as Figuras
3.2 e 3.4, constatamos que a utilizacdo da matriz de dados com posto reduzido, utilizada pelo
método FBLP Modificado, reduz sensivelmente as flutuagdes dos zeros em relacdo as suas
posi¢es ideais, dadas pela situagdo sem ruido.

Na Figura 3.5 também temos o diagrama de posicionamento dos zeros produzidos pelo
método FBLP Modificado com L=18, agora para SNR=5 dB. Podemos observar que, mesmo
abaixo do limiar, as freqiiéncias podern eventualmente ser estimadas corretamente, através do
critério de distingao entre os zeros baseado na proximidade da CRU. Porém, na medida em
que aumentamos o nimero de experimentos, cresce a chance de uma distribuicio de zeros com
um ou mais zeros estranhos mais préximos da CRU que os zeros de sinal. Neste caso surge o
fenomeno de limiar.

3.6 O Espectro de Norma-minima

Até entao, nos restringimos a obter as freqiiéncias do sinal observado através da localizacio
dos zeros do filtro de erro de predicdo. Na solu¢ao de norma-minima, as fregiiéncias angulares
podem também ser obtidas através de uma funcio espectral S{(w), definida por:
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Figura 3.4: Zeros da fungdo de transferéncia FBLP Mod., N = 25 amostras, [, = 18, SNR =
10dB. Superposigdo de 50 experimentos.

1
S(w) = ——3, .
)= o (3.9)
com W{w} dado por:
W(w) = == W) e (3.10)

VI

onde W(z)|,..;.. representa a resposta de amplitude do filtro, aqui denominada de espectro
nulo do sinal. Podemos observar que os M zeros de sinal, localizados sobre a circuferéncia
de raio unitario, resultam em picos na funcio S(w). Desta forma, as localizacdes dos M picos
mais altos em S(w) podem ser tomadas como estimativas das freqiiéncias do sinal observado.
Assim, ao invés de examinar os zeros de sinal, uma alternativa consiste em encontrar os picos
de S{w). A primeira abordagem é denominada de método da norma-minima pelas raizes (“root
minimum-norm”), enquanto que a tltima é geralmente conhecida como método da norma-
minima espectral (“spectral minimum-norm”) [34].

Demonstra-se que os erros na determinacio da posicio dos zeros de sinal sio menores que
os erros cometidos na obtencio dos picos de S(w) [9][34]. Por esse motivo escolheremos sempre
a obtengao dos parametros do sinal através das posicoes dos zeros de W (z), quando o objetivo
for a deteccao de freqliéncias.
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Figura 3.5: Zeros da fungdo de transferéncia FBLP Mod., N = 25 amostras, [ = 18, SNR =
5dB. Superposigdo de 50 experimentos.

3.7 'Técnicas de Estimacao Baseadas em LS e SVD

Como foi mencionado anteriormente, o primeiro pardmetro a ser estimado para um dado
sinal sdo as freqiiéncias. Uma vez estimada as freqiiéncias, podemos usi-las para estimar o
restante dos pardmetros desconhecidos (amplitude e fase).

Estimagao de freqiéncias utilizando técnicas de predigio linear envolve geralmente trés
etapas distintas. A primeira consiste em identificar um modelo de preditor linear, utilizando
os dados disponiveis. Na segunda etapa, as raizes do polindmio formado sio computadas. Na
etapa final ¢ realizada a selegao de um subconjunto destas raizes que constitue o estimador das
freqiiéncias desejadas.

Na primeira etapa, para a obtencdo do polinémio associado ao modelo linear de predicao,
devemos obter a solugdo de um sistema linear de L equagdes convencional que requer O(L?)
operagoes. Levando-se em consideragao eventuais estruturas particulares do problema, como
no caso de matrizes Toeplitz, que possibilitam o desenvolvimento de algoritmos recursivos como
o de Levinson, podemos reduzir o nimero de operagdes para O(L?) [28].

A segunda etapa ¢ a mais pesada computacionalmente. Qualquer informacio que facilite
a determinacdo das rafzes pode levar a uma diminuigio da complexidade total do método.
Em geral, os procedimentos para obten¢io das raizes de um polinémio de ordem L possuem
complexidade O(L%) [28].

Alguns esquemas foram desenvolvidos no sentido de facilitar essa segunda etapa, dentre os
quais podemos destacar dois tipos: (1) algoritmos de procura por zero sobre a circunferéncia de
raio unitario, com complexidade O(L?); {2) esquemas envolvendo transformacoes polinomiais
para forma real, também com complexidade O(L?) [28].
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Existem varios algoritmos possiveis para a terceira etapa. Serdo importantes neste trabalho
os algoritmos combinados em dois passos, no qual o primeiro consiste em obter estimativas
fracas para as raizes do polinédmio através de um procedimento mais simples. Estas serdo
utilizadas como pontos de partida em algoritmos mais precisos na obtengio das estimativas
finais.

3.8 Conclusao

A aplicagao da predigao linear em detecgao de freqiiéncias foi abordada para os métodos
FLP, BLP e FBLP, onde foi utilizado um modelo genérico de um sinal composto pela soma de
M exponenciais complexas com freqtiéncias distintas. Através dessa aplicacio ficou justificada
a escolha da solugdo de norma-minima, bem como o uso do método FBLP na detecgdo de
sinais, cujas componentes exponenciais ndo apresentam amortecimento.

Destacamos ainda a importéncia da distingdo entre zeros de sinais e zeros estranhos na
estimagao precisa das freqiiéncias contidas no sinal observado. Motivo pelo qual dedicaremos
um capitulo ao estudo do posicionamento dos zeros do preditor.

Foram feitas algumas consideragdes com relagdo a estabilidade, resolucio e limitacdo dos
métodos de predicao linear aplicados a sinais ruidosos. A estabilidade do método foi observada,
em situagbes com presenca de ruido moderado. Nestas situacdes, a utilizacao de métodos de
deteccao baseados em predigio linear apresentaram resolucio compardvel ao do método ML,
Para situagdes com ruido excessivo tais métodos apresentaram um efeito de limiar, implicando
em um baixo desempenho quando comparados com o método ML. Conclufmos, ainda, que
o comportamento das estimativas para o caso sem ruido s6 poderd ser tomado de um forma
aproximada em situagdes ruidosas.

O efeito do ruido foi analisado sob o ponto de vista do posicionamento dos zeros do pre-
ditor. Foi constatado a existéncia de flutuacées dos zeros em relacio a suas posicoes origi-
nais. Constatamos, também, que a intensidade dessas flutuacoes é inversamente proporcional
a relagdo sinal-ruido. Tal comportamento se mostra bastante prejudicial na estimacdo precisa
dos parametros do sinal observado na presenca de ruido excessivo.

No caso de detecgao de sinais ruidosos, a andlise de subespacos, através dos valores e ve-
tores singulares, apresenta-se como uma ferramenta poderosa ao possibilitar a divisio do sinal
observado em dois subespagos: o de sinal propriamente dito e o de ruido, onde o tltimo é o
grande responsivel pelo desempenho insatisfatério dos métodos de deteccao. Baseado nesta
ferramenta de analise, apresentamos o método FBLP Modificado que produz uma solugdo para
o filtro de erro de predigao utilizando apenas o subespaco de sinal.

Apresentamos as trés etapas de um processo de estimacio moderna, baseado em LS e SVD,
a saber: identificacdo do modelo, cdlculo das raizes e obtencio das estimativas. Dentre essas,
a segunda etapa fol considerada a mais pesada computacionalmente.



Capitulo 4

Caracterizando a Solucao de
Norma-minima

4.1 Introdugao

Neste capftulo pretendemos aprofundar o conhecimento da solucdo de norma-minima para
a equagdo normal, obtida no Capftulo 2. Abordaremos essa solucdo aplicada na deteccao de
frequéncias de uma forma analitica, no intuito de explicitar os coeficientes do filtro preditor em
fungao dos pardmetros do sinal observado (fase, amplitude e freqiéncia).

Tomaremos como base um preditor do tipo forward e estenderemos os resultados para o
preditor forward-backward.

Destacaremos a obtengdo das estimativas da matriz de autocorrelacio de sinais compostos
pela soma de exponenciais complexas nio-amortecidas e na auséncia de rufdo.

No decorrer do capitulo, serdo enfatizadas as dificuldades de se obter uma solugdo de forma
analitica para um sinal composto por um mimero qualquer de exponenciais complexas, bem
como a influéncia do nimero de amostras disponiveis na obtencio de estimativas confidveis.

Para obter uma generalizacdo da matriz de autocorrelacio do sinal e, conseqiientemente,
uma generalizagao da solugdo de norma-minima, a ferramenta de decomposicio em valores
singulares serd aplicada a um caso idealizado.

Ao final do capitulo serd apresentada uma outra forma para a solugio de norma-minima,
baseada no espago nulo da matriz de autocorrelacio estimada.

4.2 Abordagem Polinomial

Consideremos um filtro de erro de predigio forward de ordem I, com funcao de transferéncia
Wr(z), e facamos passar por esse filtro o sinal u{n) dado em (3.1), com w(n) = 0.
Escreveremos Wi.(2) em sua forma fatorada:

L
Wi(z) =] (1 — 2271, (4.1)
k=1
onde zg, 1 <k < L, sdo os L zeros de Wi (z).
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De acordo com a segdo 3.2.1, sabemos que para o preditor operar em condi¢des étimas, no
caso de um sinal como em (3.1), poderemos obter um conjunto de solucées fixando M de seus
L zeros na posigio dada pelos pardmetros de freqiiéncia (wy) e amortecimento (;) do sinal.

Podemos, entdo, expressar W (z) na forma fatorada:

M
o Wilz) = Clz) TT (1 — 227, (4.2)
k=1
onde zx, 1 < k£ < M, sdo os M zeros de sinal de Wy(2) e C(z) é o polinémio de ordem L-M
responsavel pelas infinitas combinagdes que determinam as posicdes dos L-M zeros restantes da
solucdo 6tima. <

Escolheremos C'(2} correspondente & solucio de menor norma para o vetor formado pelos
coeficientes de W(z), conforme estabelecido no Capitulo 2.

Apresentaremos inicialmente a solugdo de norma-minima para um filtro preditor de segunda
ordem aplicado a um sinal composto por apenas uma exponencial complexa. Neste caso,
podemos escrever u(n) = /Pre™:+3%) com s, = 8, + jw;. Para um filtro otimizado, podemos,
entdo, escolher como zero de sinal z; = e% = pye™1, onde py = || = b1,

O polindémio de segunda ordem W,(z), formado pelos ganhos do filtro (wy,w32), poderd ser
€XPTesso como:

Walz) =1 —wiz7t —wyz™2 (4.3)
Tomaremos, como solugdo particular para esse filtro, o par de coeficientes (wy,w2) que mi-

nimizam a norma Euclidiana de w, definida aqui como:

Hwl| = VwHw, (4.4)

Com wil = [w? w3], teremos:

wl? = WIW1 + Wy wa. (4.5)

Reescrevendo Wy{z) através de seus zeros (21, 23), teremos:

Walz) = (1 — 2027 )1 — 2327 1), (4.6)

Expandindo os termos em parénteses de (4.6) e comparando o resultado com (4.3), obtemos:

Wy o= oz (4.7)
Wo == —Z1Z3.
Substituindo as relagdes em (4.7) na Expressdo (4.5}, teremos:
Iwil* = (21 + 22)"(21 + 22) + (—2122) " (—2122) (4.8)

= 121{2 + !Zg|2 + |21|2|2212 -+ ZTZQ + Z;Zl.

Tomando-se z; = p;e’ como o zero associado ao sinal e z, = p;e/®2, como o zero restante,
feremos:

w112 = p1® + p2® + p17p2? + (1671 Y (p267™) + (pae?® ) prei™n), (4.9)
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Agora, obter a solucdo de norma-minima seré equivalente a obter os valores dos parametros
desconhecidos py = |23] e ¢, = arg[z;], que determinam a posicio do zero restante, para a
situacao em que a Expressido (4.9) atinge seu menor valor.

Adotando a hipétese de independéncia entre os pardmetros p; e ¢, poderemos minimizar
[lw]|* separadamente. Diferenciando primeiramente (4.9) em relagio a ¢, e igualando a zero,
teremos:

oliw]|?
‘u = —2p1p2sen(dz —wi) = 0, (4.10)
02
Considerando ainda que p; e p; sdo diferentes de zero, temos como condicio de minimizacio:
sen(gs —wy) =0, {4.11)
de onde obtemos:
pr—wi =0 ou dy—w =m. (4.12)

Analisando a derivada segunda para determinar o ponto de minimo, temos:

9wl

<{0sedy—wy =10 Axim
—_32¢2 = —2p1pz cos( ¢y — wy) { P2 (méximo)

. 4.13
> 0 se ¢ —wy = 7 (minimo). ( )

Podemos, entao, concluir que o valor de ¢, que minimiza a norma do filtro, estd relacionado
com a freqiiéncia presente no sinal de entrada w; da seguinte forma:

qﬁg =w + 7. (414)
Minimizando agora (4.9) em relagio a p; , teremos:
allwl*
!{i?p I 2p2 + 2pipa + 2p1 cos(¢y — wy) = 0, (4.15)
2

de onde oblemos:

p1¢08(d2 — wy)
= — ) 4.16
P2 1+ 2 ( )
Supondo, mals uma vez, que a minimizacao em relacio a ¢, independe de p;, podemos

substituir o resultado ¢ = w; + 7 de (4.14) em (4.16) para obter:

P1
=T (4.17)
Podemos observar que p; e (4.17) atinge seu valor maximo para p, = 1. Portanto, teremos
sempre p; < 3. Esse resultado ilustra a caracteristica de fase minima do filtro preditor para
exponenciais nao-amortecidas, visto que teremos M zeros posicionado sobre a circunferéncia de
raio unitario (21| = 1) e os L-M zeros restantes no seu interior (]z,] < ).
Podemos, agora, determinar completamente a posicdo do zero restante substituindo em 29

os valores de ¢y e ps, dados, respectivamente, por (4.14) e (4.17), obtendo:
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Assim, em termos de localizagio dos zeros do preditor, o zero restante z, estars posicionado
no interior da CRU, a uma distancia p, do centro do plano 7 e na direcdo oposta ao zero de
sinal. - :
Para obtermos os coeficientes do filtro otimizado em funcio dos pardmetros do sinal (B1,w1),
basta substituirmos z; e z; na Expressdo (4.7). Assim, para p; = 1 teremos:

38
e ‘
Wy = { J el

(4.19)
Wo = {—1*%} g%
e, reescrevendo o polindmio Ws(z), obtemos finalmente:
e ; e 2P ;
Wy(2) =1~ [m:{ ezt {W} el 72, (4.20)

Temos, portanto, em (4.20), o filtro preditor étimo de norma-minima para ordem 2, escrito
em funcao dos parametros do sinal observado, com M=1.

Para o caso de uma exponencial complexa nac-amortecida, teremos p; = 1, py = —% e,
consequentemente:
1 juy L, —1 1 j 2wy —2
Wy(z) =1-— 5 ez 3 el* T, (4.21)

Seria interessante estender o procedimento utilizado aqui para uma ordem L qualquer. No
entanto, tal andlise torna-se complexa a medida que L cresce. Por isso, para a obtencéo de um
generalizagao explicita da solugio de norma-minima para uma ordem qualquer, sob o ponto de
vista dos zeros do preditor, utilizaremos uma outra abordagem, que serd apresentada na secio
seguinte.

Para um sinal composto por mais de uma exponencial complexa, a determinacéo explicita da
localizagdo dos zeros restantes também torna-se muito complexa, mesmo para pequenas ordens
do filtro. Por essas limitaces restringiremos os resultados explicitos aos casos onde o sinal é
composto por no méximo duas exponenciais complexas, ficando outros casos para pesquisas
futuras.

4.2.1 Generalizacao

Considere novamente o sinal u{n), como em (3.1), e um preditor otimizado de ordem L
representado pelo polinémio Wr(z), com M de seus zeros de sinal posicionados em e para
k=1,2,....,M.

Podemos propor uma fatoracdo adequada para Wi(z), como a seguir [18]:
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I’VL(Z) = WM(Z)WL—M(Z), (422)

onde
Wir(z) = 1+biz™ f bz + o+ by 4.23
Wimlz) = 14 azt 4oz + 4 epopyzE-M), (4.23)

Neste caso os b;s sdo conhecidos, pois os zeros de Wyr(z) sio conhecidos. Logo, poderemos
calcular os ¢s em funcio dos bis de tal forma que o vetor formado pelos coeficientes de Wi(z)
seja de norma-minima.

Aplicando a transformada-Z inversa em (4.22), teremos:

wr(n) = Wﬁn)*wL“M(n)
wiln) = E o, 424)

onde

ngCQZVVemI
b; = 0, i>Mei<0 (4.25)
¢ = 0, i > (L—M)ei<.

Observe que podemos analisar a convolucio em (4.24) como uma filtragem através de um
preditor, onde os ¢}.s representam os coeficientes do filtro, os bj.s formam a seqiiéncia de entrada
e wr(n) é a seqiéncia de erro de predicio obtida na saida de tal filtro. Portanto, para os bs
dados, existe um filtro (dado pelos ¢;s) que minimiza o erro quadrético médio em sua saida
wy(n). Assim, minimizar ||w|| sujeito a wps(n) fixo é equivalente a um problema de predicao
linear. De acordo com o Capitulo 2, a equacdo normal serd do $ipo:

Rc =r, (4.26}

onde R € a matriz de autocorrelagio da seqiiéncia de entrada {b;}, ¢ é o vetor dos coeficientes
do filtro preditor e r € um vetor formado pelos elementos r{i), dados por:

. 1o,
r(i) = ) g:; Bebisi - (4.27)

A solugao desta equacio define, portanto, o polinémio Wi_a(2) que, conseqiientemente,
para Wys(z) conhecido, define completamente Wy (2).

Essa solugao também garante a fase minima do filtro Wi (z), visto que o filtro preditor,
obtido através da solugdo em (4.26), serd sempre de fase minima [9].

Apesar de elucidativo, esse procedimento de generalizacio nio permite explicitar, de forma
facil, os zeros de Wi {z) em funcio dos pardmetros do sinal de entrada.

Até entao, nao levamos em consideracdo as limitacdes praticas no processo de predigao.
Dentre essas hmitagoes destaca-se o nimero de amostras disponiveis do sinal para obtencio das
estimativas de sua matriz de autocorrelagdo. Para permitir um melhor esclarecimento a respeito
da solucao de norma-minima, estudaremos a seguir os aspectos praticos relativos obtencio
de estimativas confidveis, utilizando a ferramenta de decomposicio em valores singulares.

% wEa . o TITAE, §

o
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4.3 Abordagem Através da Autocorrelacio Estimada

4.3.1 Matriz e vetor de autocorrelacio

Nesta abordagem, faremos uso de um preditor do tipo forward para obtenc¢ao dos resultados
desejados, porém tais resultados poderao ser estendidos facilmente para outros tipos de filtro,
utilizando as relagbes apresentadas no Capitulo 2.

Considere o conjunto de N amostras de um sinal, dado por u(r) em (3.1}, com w(n) = 0,
como a entrada de um filtro preditor tipo forward de ordem L.

Considerando M < L <N - M, a solugdo de norma-minima para esse filtro serd dada por
{2.91), reapresentada a seguir por questio de clareza:

w=(ATA* AT,

ou seja:
/\#,\
w=R r, (4.28)
com:
R = 1-A%A
LT wnt (4.29)
r = WA b,

A
onde R é a matriz de autocorrelagio estimada do sinal, composta pelos elemento 7 {1,7), dados
em (2.59):

i N1
Soulb—du(k—1), 0<ii<l~1. (4.30)
k=1l

(L) =

O vetor T seré composto pelos elementos 7 (2), dados em (2.58):

‘ 1 = )
r (i) = S ulk—i+Du(k+1), 1<i<L. (4.31)
N_L k=L,

Observando (4.28), podermos constatar que a solucio de norma-minima depende diretamente
da estimativa da matriz de autocorrelagio do sinal. Podemos notar ainda que tais estimativas
sao obtidas através de um niimero limitado de amostras, comprometendo assim sua represen-
tatividade quando comparada com a matriz exata, obtida para N—+ oo,

Analisaremos a seguir as estimativas da autocorrelagio do sinal, dadas pelas matrizes IA{ e
?, de acordo com o ntimero de exponenciais que compéem o sinal u(n).

4.3.2 Sinal composto por uma tinica exponencial complexa (M=1)

Considere u(n) = /Pret™1+i%) onde s; = 8, + jw,. Para esse sinal, a estimativa da matriz
~ - A . .
de autocorrelagao serd composta pelos elementos 7, (,1), como a seguir:
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N-—-1
r, (5,0) = 5 3 Pelt-datitigle-ei—io 0<il<L~1
k=L
N_l . - .
— _Nf_z_L_ e(’ﬁ«-:)(ﬁlﬂwa)e(k—f)(ﬁlﬁwz) (4.32)
k=1,

N-1
k=1

Fazendo:
1 N-1 1 82.611: _ 62Nﬁ1
N, L = W6 o, .
q(N, L, B) N_nge T A T (4.33)

A
teremos para os elementos da matriz R.:

Pu (4,1) = Prertisn) ~la-ie g (N T 8.3, (4.34)
Da mesma forma, o vetor t seré composto pelos elementos 7, (), dados como:
N-1

A, : ) . )
(i) = g o el <y
=1

bl

N-1
= Fff_zt D7 etk D (Brtivn) b+ —jen) (4.35)
k=1,

N-1
— —t{Br+jw1) 26, _1 2k,
= Pe e Z e P,
k=L
Logo, teremos:

Pu (i) = Pre”iPitie) (N, 1, By), (4.36)

onde ¢3(N, L, ;) = e*P1q(N, L, B).

Destacamos os termos ¢1(N, L, 81) e ¢a(N, L, B1) por representarem a participacio do fa-
tor de amortecimento juntamente com o nimero de amostras disponiveis e a ordem do filtro
utilizado.

Podemos observar por esses resultados que, quando o sinal é composto por apenas uma
exponencial complexa, as estimativas de autocorrelagio independem da fase.

Quando o sinal ndo apresenta amortecimento (4, = 0), teremos ¢ (N, L,p1) = q(N,L,3) =
1 e, consequentemente, as ExpressGes (4.34) e (4.36) poderio ser substituidas, respectivamente,
por:

Pu (i, 1) = Pe~ili=0a (4.37)
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Py (3) = Pre~ (e (4.38)

Note que esses resultados independem de N ou de L. Portanto, podemos concluir que as esti-
mativas obtidas para um sinal composto por apenas uma exponencial complexa nio-amortecida
nao serao sensiveis as variagbes do ndmero de amostras disponiveis ou da ordem do filtro uti-
lizado.

4.3.3 Sinal composto por duas exponenciais complexas (M=2)

Consideremos, agora, que o sinal observado é composto pela soma de dois subsinais. Desta
forma, teremos o sinal u(n) = Si(n) + S3(n), onde S;(n) = /Ple* H% ¢ §y(n) = v Pyersatita
com 81 = fy + jw;i € 83 = B + Jws.

Aproveitando o contexto de definigdes apresentado para uma exponencial complexa, teremos

a matriz de autocorrelagio estimada do sinal u(n) formada pelos elementos 7, (2,1}, para
0 <2,{<L~1, como a seguir:

i N-1

- )3 [ [P elk=idartits | fpze(k—i)sgwezj [ /P elk-Dst—6s /Pze(k—!)s;mjﬁg].
- k=L

. . ;on A .
Desenvolvendo os produtos cruzados no interior do somatério, poderemos reescrever ry (2,1)
COITO:

P (5, 0) =

P (5,0) =ay (iy D) Toysy (1, 1)+ Pagss (L0+ oy (i) 0< i I<L—1, (4.39)

onde a primeira parcela corresponde a estimativa de autocorrelagio referente a S;(n), a segunda
refere-se a correlagao cruzada de Si{n) com relacido a 5,5(n), a terceira refere-se a correlacao
cruzada de S3(n) com relagdo a 5i(n) e a iltima parcela corresponde a estimativa de autocor-
relacio de Sy(n}, explicitadas a seguir:

1 N1

o (i 1) = Prell= ——— 57 cfabicii (4.40)
N~L =
, 1 = Vi s e
Parss (3,1) = T [ [P elb=dBritinition [p (k=D (Ba+iws) ~182] (4.41)
k=L
N-1
?\3231 (1,{) = N—lmf [ Ppelk=i)l2+iws)+02 /Ple(kwl)(,ﬁl-{-jwl)'_jﬂl] (4.42)
- k=1,
p (3,1) = Pyeli=Divs 1 NZ_:I (2hmini)z (4.43)
2 b _[V-—L =

Note que os resultados obtidos para as correlacdes cruzadas em (4.41) e (4.42) dependem
das relagbes entre as freqliéncias wy e wy e das fases iniciais 0, e #,.

Uma preocupagdo bdsica nos problemas de estimacio de freqiiéncia é a capacidade de re-
solugao do método utilizado. No dominio do tempo, para comparar a capacidade de diferentes
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algoritmos de estimacao em resolver freqiiéncias préximas de duas componentes senoidais, é con-
veniente considerar o caso em que as duas componentes senoidais possuemn a mesma poténcia
média e um espacamento maximo, no qual as duas componentes podem ser resolvidas. Es-
tabelecendo wq % % Awp como a freqiiéncia angular de cada uma das componentes, a relacio
Awp/wo determinard a capacidade de resolugéo do algoritmo de estimacdo [8]. Por esse motivo
seré util adotar algumas convengoes, dadas a seguir:

Aw:w1~wg
wr + wxy

2

(4.44)

o=

A =0, - 8,.

. A , A ,
Assim, para 75,4, {,{) e 75, (¢,1), teremos:

. w - . o = N-1 R ,
Poss (,1) = \/PiPge-f(**"”%*efﬂ%ﬂfﬂ)wﬁ [Z =08 (k=118 {ejm‘“” (4.45)
- k=L

PN @ . . e~ N-1 . .
Paae: (z,1) = \,/PleeJ(”'”"%“e‘J’AeeJ”’”}mel_—L {Z lb=DB1 (k=)0 {e"ika“’” . (4.46)
k=L

Considerando apenas o caso de sinals ndo-amortecidos (3, = f, = 0), teremos apés algumas
manipulagoes:

Pu (i,01) = Pell=ion 4 p oli=iljer | 2/ BN, L, A, Aw), (4.47)

onde destacamos o termo Fy(V, L, A, Aw) como:

B N-~1
Ey(N, L, A0, Aw) = VNPI 2 cos [kAw— (i 4 z)%i"- +40]. (4.48)
- k=L

Podemos observar em (4.48) que a fungio £; depende dos valores de N, L, Af e Aw.
Conseqiientemente, a estimativa da autocorrelagio de u(n) também dependerd desses fatores,
mesmo para exponenciais ndo-amortecidas, diferente do caso anterior {M=1). Essa dependéncia
levara, portanto, a uma maior instabilidade dos estimadores obtidos para M=2.

Da mesma forma, temos que o vetor I serd composto pelos elementos 7% (i), paral < i < L,
dados como:

N~

T (1) = w55 2. { /P elk-itl)sititn | f“pze(k—i+1)sz+jag] { [Pk H)si—i6: p’_Pze(k'i-i)s;ijQ}
=L

e

bl

A oA WA A,
= Toy (1 Tos (D)4 Tos (947, (7).

Apos as substituicdes dadas por (4.44), teremos:
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) o ) 1 N-1
Poy (4) = et eG-0h e ,;, e (4.49)
n ; ./ (5 i(2-04e a1 g k—i+1)8 (k+1 EA
Toysy (1) =) Py Pye 09 i(2-052 o T Z k=it D)8 (k+1)5, {83 w] (4.50)
* ke,

e e A 1 N1 . .
?-9281 (Z) — /Plpge—g(a)we—g(‘.?w—z %—C—JAGN_—ZWZ [Z e(k—t+1)52€(k+l),81 {ewjkAw}} (451)
k=L

) » ] 1 N}
7oy (i) = ng-f(*}wze@“*)ﬁzw—-N — 2 (4.52)
k=L

Considerando exponenciais néo-amortecidas (# = ff; = 0), teremos ap6s algumas mani-
pulagdes:

Fu (i) = Pre™/ 0 4 Pyemilden 1 9e=i02 (N T AD, Auws) (4.53)
onde, mais uma vez, destacamos o termo Ey(N, L, A8, Aw) como:
VP P, il LAw
Ex(N, 1, 20, Aw) = Y17 3 cos [kAw =050 Ae] . (4.54)

As mesmas consideragdes levantadas para funcio Ej, em (4.48), valem para a funcio F,, em
(4.54).

Podemos concluir que a anélise das correlagdes envolvendo os termos cruzados torna-se mais
complexa na medida em que o nimero de exponenciais complexas cresce. Observe que nao
estabelecemos nenhuma hipétese referente a interdependéncia entre os subsinais S1(n) e Sa(n),
a fim de simplificarmos os resultados obtidos até agora. Para cada situagao distinta envolvendo
os subsinais S1{n) e S2(n), teremos um comportamento diferenciado das correlagdes, dada pela
soma dos cossenos em (4.48) e (4.54). A influéncia do pardmetro Aw nas estimativas obtidas
serd alvo de discussao em capitulos seguintes.

Também podemos concluir que a obtencio da estimativa de autocorrelagao de um sinal com-
posto pela soma de exponenciais complexas mostra uma dependéncia com relacio ao nimero de
amostras utilizado. Tal dependéncia se apresenta em funcio da ordem do filtro, das diferencas de
fase, de freqiiéncia e do fator de amortecimento de cada exponencial. Constatamos, ainda, que
para uma unica exponencial ndo-amortecida, as estimativas nio sio influenciadas por variacdes
no numero de amostras, ficando relacionadas apenas aos pardmetros do sinal.

A seguir, apresentaremos uma generalizacio da autocorrelacdo estimada para um sinal com-
posto por M exponenciais complexas, considerando um caso teérico idealizado.
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4.4 Sinal Composto por M Exponenciais Complexas
Ortogonais

Na tentativa de se obter expressées mais simples para as estimativas das correlagdes de u(n)
e, consequentemente, para a solucao de norma-minima, consideraremos a analise de um caso
teorico idealizado. :

Caso tedrico idealizado:

Para o caso tedrico aqui idealizado, consideraremos a obtencao das estimativas das cor-
relagbes através de um nimero suficientemente grande de amostras, bem como a hipdtese de
ergodicidade para o sinal estaciondrio u(n). Desta forma, poderemos tratar essas estimativas
como as proprias correlagdes estatisticas do sinal.

Essas consideracdes, aliadas A hipétese de fases aleatérias independentes e uniformemente
distribuidas no intervalo [0, 2], para cada um dos subsinais que compoem o sinal u(n), nos
permite estabelecer a ortogonalidade para os subsinais. Desta forma, teremos tais componentes
assintoticamente nao-correlacionadas com o aumento do nimero de amostras que participam
do calculo das estimativas das correlagdes. Conseqiientemente, as parcelas correspondentes as
correlagbes cruzadas entre subsinais distintos serdo nulas [30].

Nestas condi¢des podemos escrever:

M
P GO =3P, (00),  0<iI<L—1,
k]
onde, de (4.32), temos:

A

o (4,0) = Pke{l“i)jw’*e"("“mkm—-—N — S et (4.55)

, . ~ A
Da mesma forma, apés algumas manipulagdes, teremos para os elementos de £

M
FE) YN, (), 1<i<I,
k=1
onde Vet
. : : 1 -
?3k (7) = Pk€°"{ﬁ"“w")em‘“—-—N .y > efmhe, {4.56)
=1

Comparando esses resultados com aqueles da secio anterior para M=2, podemos notar que
as fungoes £y e [y, obtidas em (4.48) e (4.54) respectivamente, por representarem uma soma
de cossenos, poderdo assumir valores no intervalo [-vV/ P P2,\/P, P}, dependendo dos valores de
N,L, Al eAw. Estes valores, adicionados as estimativas através do terceiro termo em (447) e
(4.53), representardo um desvio com relacio ao valor da autocorrelacdo do sinal obtido para o
caso teorico idealizado, no qual E (N, M, Aw, Af) = E,(N, M, Aw, Af) = 0. Portanto, para
valores da funcao E, e F, diferentes de zero, as estimativas em (4.55} e (4.56) serdo apenas
aproximagoes das verdadeiras correlacoes do sinal, obtidas na pratica.
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A

Explicitando, através de (4.55) e (4.56), as matrizes A A = (N —L) ﬁ, eAfb = (N-L)¢
para 0 caso nao-amortecido (f; = 0, para k = 1,2, .oy M), teremos:

r M A . M ‘ -
> By 5N Predws c 3 Ped(Tel)w
Mk:l kle ffﬁl
Ppedw P . P, e(L~2)uw,
AHA:(NWL) k‘S;:l F kg % k§1 k (457)
Af P e i(L=1)wg AZ/I Py emilL=2)w :‘YJJ P,
- k=1 k=1 k=1 J
e
[ k%l Pre-iton) |
g PLe#2wk)
€
Alb=(N-p)| & * , (4.58)
% Pke_j(ka)
L k=1 J
respectivamente.

Note que a matriz A7 A e o vetor A#b, obtidos em {4.57) e (4.58), definem completamente
a solugdo de norma-minima, reapresentada em (4.28).

A consideragao de algumas hipéteses, para um caso tedrico idealizado, permitiu obter ex-
pressGes mals simples em (4.57) e (4.58) para as estimativas da matriz de autocorrelacao do
sinal. Estas sdo particularmente adequadas para um tratamento via autovalores e autovetores,
conforme veremos a seguir.

4.4.1 Autovalores e autovetores da matriz de autocorrelacao

Através de transformagées matriciais de similaridade, temos que qualquer matriz Hermitiana
corposta por exponenciais complexas pode ser escrita como o produto de trés outras matrizes,

conforme a seguir [9][1][40][37]{7]:

R=VPVH, (4.59)

onde V é uma matriz unitaria de dimensio L x M, cujas colunas sio os autovetores de R, eP,
para um caso genérico, é uma matriz Gramiana! das correlacao das amplitudes das exponenciais,
com dimensdo M x M [9][1][40].

I

Para a matriz R, obtida na secéio anterior, as correlagbes cruzadas sio nulas, e con-
seqilentemente P sera diagonal.

Considerando a forma Toeplitz da matriz f{, dada por (4.57) a menos do termo (N — 1),
pode ser demonstrado que a matriz V, apés sua normalizacio, teré a forma a seguir [34][32]:

lyma matriz Gramiana é formada pelo produto interno entre dois vetores.
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V = [ Vi Vg - Vi ]
ou seja:
i 1 e 1
) emilen) e~ilwr) L. omilwm)
V= 7 : 5 5 (4.60)
eIl pmilL=r . =i(L-lupy

onde, com a hipétese de ortogonalidade, devemos ter:

{VH;C\H] =0, para k £ {
(4.61)
[VH;CVI} =1, para k = [,

A
Através da inspe¢io de R em (4.57) e, por conseqiiéncia de (4.60) e (4.61), temos que a
matriz P diagonal, por sua vez, serd composta pelos elementos:

pe=LP, k=1,2,....M.

onde P, é o quadrado da amplitude da k’esima exponencial do sinal.

Observando (4.59) temos, de acordo com o Teorema de Mercer [9], que se os vetores coluna
Vi, para k = 1,2, ..., M, sdo os autovetores ortonormais de R, entao os M elementos da, diagonal
de P serdo seus autovalores. Portanto, teremos:

Rvy = Ayvg,

onde Ay é autovalor de R. Como R = VPV¥ | teremos:

RVk:VPVHVk=VP[O---1---O]§W2V[O-~-pk---0]§v,mvkpk

Conseqiientemente, teremos:

M=p=LP, k=12 M (4.62)

A
Desta forma podemos reescrever a matriz R como:

A M
R%’Z AkaVf. (463)

k=1

A forma de ﬁ dada por (4.63) serd 1itil quando abordarmos, na secao seguinte, a solucdo
de norma-minima em sua forma explicita.

Considerando a situagdo pratica, na qual utilizamos uma versio estimada da matriz de
autocorrelacio tedrica R, obtida através da média temporal de N amostras independentes,
teremos:

M, H
ﬁ:Z)\k{\’k{\’k . (4.64)

k=1
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) A .
Assim, podemos definir M\ e vV, como a seguir:

A
A = A+,

N (4.65)
Ve = Vit e,

onde A; e v sdo, respectivamente, os autovalores e autovetores da matriz de correlacao tedrica
R. O fator escalar u; juntamente com o vetor e representam os erros obtidos nas estimativas
para um conjunto de N amostras independentes. Demonstra-se que assintoticamente, quando
N— 00, os er105 7)), € €} tornam-se variaveis aleatérias Gaussianas conjuntas, com os erros nos
autovalores independente dos erros nos autovetores [34].

4.4.2 Explicitando a solucio de norma-minima

Estamos agora em condigbes de explicitar a solugao de norma-minima em funcio dos
pardmetros do sinal, composto pela soma de M exponenciais complexas nao-amortecidas, para
o caso tedrico 1dealizado.

Segundo (4.63), a matriz A7 A pode ser escrita por:

M
ATA2(N-L)Y hvivH (4.66)
k=1
onde (N — L)A;, com A; dado por (4.62), serdo tomados como os autovalores de AFA e Vi
seus respectivos autovetores, para k = 1,2, ..., M.

A mesma aproximagdo pode ser utilizada para um filtro do tipo backward ou forward-
backward, respeitando-se as dimensdes e definicdes da matriz de dados A. No caso do fltro
Jorward-backward, devido & alteracio na dimensio da matriz de dados AH( L x 2(N - L)), os
autovalores ndo nulos da matriz AHA serio dados por 2(N — L)\, para k = 1,2,... M.

Substituindo os resultados obtidos para as matrizes A7 A e A#b, dadas por (4.66) e (4.58),
na solugao de norma-minima dada em (4.28), obtemos:

[ %J: Pre~i{wx)
k=1

M
M P ——;(ka)
w o= ((N -L)y ¥ /\kvkvkﬂ) #(N ~ L) k§1 ke (4.67)
L2 .

P~ (Luws)
1 J

=

L k&

If

onde o subscrito # denota pseudo-inversa.
Usando a definigdo em (2.93) teremos:

M * 1 Mg
((N - L) Z /\kvkvf) = (N 7 Z ":\m;Vkvii) .

k=1 k=1

Substituindo Ax e v obtidos, respectivamente, em (4.62) e (4.60), teremos, apés algumas
manipulagdes, a solugio de norma-minima em sua forma, explicita:
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- M . -
3 Prenit)
Wa | 1 (v g\ | X Pei)
A Ta— —z- (z:; Iﬁ;vk) =1 : . (468)
W :
k % P.e—3(Lwi)
L g1 A

Expandindo os termos em (4.68) e rearranjando os somatdrios, teremos:

fL-1M M 7
A o—ilws) gil{wr—wi)
fg}g—;ﬁ; A
Lz—:l % % z_j%e_jz(w,-)ej(l—l)(wg—wi)
1 f,:{ikAzzfliffl *
W= | g i o =i3(wr) gill=2)(wi—wi) (4.69)
e e
L 1=o;§1i§1 LBy
L1 M M
By —il{w;)  j{I-L W —lwy
L I—Okgnmz 7o weTE _
ou, de outra forma:
- . -
1 Lff:f: e-:k it it
W om— g~ AWk L) pal{wr—wi) (4_70)
L 1=0 k=] ] LPk
e_(Lwl)jwk

Podemos observar através de (4.70) que a solugio de norma-minima depende da diferenca
entre as freqiéncias angulares das exponenciais do sinal e da relacio entre suas poténcias.

Para um sinal composto por uma tnica exponencial complexa nao-amortecida, com freqiién-
cia angular wy, poderemos simplificar a solugio obtida em (4.70) fazendo M=1, obtendo:

[ e—dw1
) 8—2jw1
i
W= | eI (4.71)
L .
e«ijwl

Podemos notar que o resultado em (4.71), quando calculado para I = 2, é idéntico ao dado
pela Fxpressao (4.21), obtida diretamente da minimizacio da norma do vetor w, supondo uma
solugao Stima. Essa equivaléncia de resultados nos leva a validar a solugio dada por (4.71)
como solugdo de norma-minima para um filtro preditor de ordem I, otimizado para urm sinal
composto por uma unica exponencial complexa nio-amortecida.

Para um sinal composto por duas exponenciais complexas nao-amortecidas, com freqiiéncias
angulares w; e wy, fazendo M=2 em (4.69), teremos:
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fay

1 &=

l'%e“‘“j(wl) + %e‘j(wﬂ)e_jl{w2_wl) +

Th

2

de=2len) p B2 omi{wetwr) ,—il(wr—w;) B -d{witen) -5l
[Le +ihe Jemilles + | pAe il el
1

53

_ELe"i(wl)e"ﬁ(wr*w) + %e"j(wz}}

Wy —wg ) + %e—zj(wz)}

—35 P -3 2 - fl{wg— | P —i(wi 432 —§l(ey — w3
N {Ee i) 4. Freilatan) gillwa=an)] 4 | Demilat ) o=l —u) +1e 33(:«&)]

]

[==

Considerando poténcias iguais para as exponenciais complexas, isto é, P, = P,, teremos:

i [iewwm) + fpreilertlotiin) e=ilfwa—un)| 4

2

r

+ emilertRa) g —illua—wn)] 4 [gmilwrtaun) gmillwr-w) e-Sj(wz)]

Utilizando as convengdes apresentadas em (4.44), teremos:

-

2L cos(Aw/2) + f’f 2 cos((2 + 1)Aw/2)
=0

L-1
2L cos(Aw)+ ¥ 2cos(lAw)
{=0

2L cos(30w/2)+ 5 2 cos((2 — 1)Aw/2)

[E1y

2L cos(LAw/2)+ Lil 2cos((20 — (L — 2))Aw/2)

=0

[e—j(wl) + e i) gmittwr—wn)] o fo—ilen) gmiilws—un) | e-‘i(wz)}

{e—zj(%} + e-'j{w'yi“m)e—ﬂ(wz—wl). + -6“3'(w1+wz)e"*ﬂ(wl'-w2) + e 27 (wz)

W=t 3 [t

{e%LJ"(wz) + emilvat b1} p=jllwr—w1)| 4 [o=ilwr+(I=1)wr) g=sl{wn ~w; ) 4 ewLi(wz)]

%e“j(cﬂ+(L—1)wz)€~jl(w1—w2) + %e—Lj(wg}}

(4.72)

Através da suposicao de freqiiéncias angulares bem préximas entre s1, poderemos simplificar
a solugao de norma-minima para um sinal composto por M exponenciais complexas, dada em
(4.70). Neste caso particular, consideraremos (wp —w;) — 0, para 1,k = 1,2,..., M, e poténcias
iguais para as exponenciais. Conseqiientemente, o resultado obtido em {4.70) sera dado por:

A situagdo considerada para obtencio de

P M . —
Wy fﬂ;i
Wo A_/I. Z 6”j2(wi)
W = = L 1=1
w M .
L M § o —ilfw)
L i=1 r

praticas que exigem alta resolucio.
As solugdes para o filtro preditor de norma-minima obtidas em (4.70), (4.71), {4.72) e (4.73),
apesar de baseadas em um caso tedrico idealizado, permitem uma formulacdo mais simples e

(4.73)

(4.73) se aplica perfeitamente em aplicacdes
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bastante adequada para a andlise das caracteristicas dos zeros do polinémio associado. Note
que essas solugdes apresentam uma relacio relativamente simples entre os coeficientes do filtro
preditor ¢ os parametros do sinal observado.

4.5 Outra Formulac¢ido para Soluc¢io de Norma-minima

Considere a forma aumentada de uma matriz de dados genérica A como:

A’ = [b : A} (4.74)
e a resposta impulsiva do filtro de erro de predicio, dada pelo vetor Ww’, como:

w' = [l,wf]t = [ 1wy wy oo wy t. {4.75)
Utilizando (4.75) e (4.74), poderemos reescrever a equagéo normal, dada pela Expressao (2.55),
como [3]:

Aw’ =0, (4.76)

Multiplicando ambos os lados de (4.76) por (A" e definindo a matriz de autocorrelacao
aumentada R’, de dimensées (L + 1) x (L + 1), como R’= (AM¥ A’ teremos:

R'w’ = 0, (4.77)

Desde que A’ tenha posto M, R’ terd M autovalores nio nulos e [, — M + 1 autovalores
nulos. Portanto, reescrevendo R’ em (4.77) através de seus autovalores Ax e autovetores vy,
teremos:

M
3 Mveviw’ =0, (4.78)
k=1

Desta forma, observando (4.78), temos que a Equacio (4.77) 56 sera verdadeira se o vetor w’
for ortogonal aos autovetores vy de R’ associados aos autovalores nio nulos, os quais definem
o subespaco de sinal.

Portanto, sabendo que os autovetores associados ao subespaco de sinal sdo ortogonais aos
autovetores associados aos autovalores nulos de R’, podemos concluir que o vetor soluciao do
filtro de erro de predigéio w”’ deverd pertencer ao subespaco definido pelos autovetores associados
aos autovalores nulos de R’, denominado de espago nulo de R’ [1][40].

Pode ser demonstrado que o subespaco de sinal de R’ é definido pelos M vetores coluna
dados da forma a seguir [34]:

1 . : T
8= —=1 1 e Wi .. plie 1T oy = 1,2,..., M. 4.7H
Portanto, o produto interno (w’,s;} serd nulo para ¢ = 1, 2,..., M. Logo, teremos:

L .
(w’s) = 1— Z wre IR = . para =1,2,... M. (4.80)
k=1
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A Expressdo (4.80) pode ser reconhecida como a funcio de transferéncia do filtro de erro
de predigio obtida sobre a circunferéncia de raio unitdrio em » = e, para i =1,2,..., M.
Portanto, a fungao W (z) terd M de seus zeros localizados sobre a circunferéncia de rajo unitario,
como ja haviamos mencionado anteriormente.

Vamos definir agora E, como:

o N

ES—[Sl 8g .- SM}W{E} (481)
onde e; é o vetor que representa a primeira linha de E, e E, é a matriz, de dimensdes (L-1)
x M, formada pelas linhas restantes de E,. Considerando a solugao de norma-minima, onde
[1,w']" é o vetor ortogonal ao subespago de sinal que apresenta a menor norma Euclidiana,
podemnos reescrever {4.80) como:

H] | €1 _ '
[1,w"] [ﬁ] - 0. (4.82)
Apds algumas manipulagdes matriciais, obtemos:
Efw = —e¥. (4.83)
Logo, a solucao de norma-minima serd dada por [12][13]:
_ v m# g~ (Egef
W—[Wl, Wo, - WL} —W(EZ) €y _W (4:84)

A dltima igualdade em (4.84) pode ser obtida usando a ortogonalidade das colunas de E.eo
lema da inversao de matriz [19].

Pode ser verificado que, apesar da formulacio diferente, o resultado em (4.84) leva ao mesmo
filtro obtido em (4.67), para um mesmo conjunto de autovalores e autovetores. Portanto, o
conhecimento dos autovalores e autovetores da matriz de autocorrelacao estimada sao suficientes
para a deferminagao da solugdo de norma-minima em ambas as formulacdes.

Assim como a solugdo obtida em (4.67) para um sinal dado por (3.1), a solucio obtida em
(4.84) ¢ 6tima e apresenta norma-minima, tendo os zeros de sinal z = e para i=1,2,... M,
como raizes do polindmio W(z) [34].

Através do estudo da solucéo de norma-minima, explicitada por (4.67) ou (4.84), poderemos
obter algumas caracteristicas interessantes sobre o comportamento dos zeros do filtro de erro
de predi¢ao associado ao sinal, conforme veremos no capitulo seguinte.

4.6 Conclusao

A teoria desenvolvida neste capitulo permitiu explicitar a solugdo de norma-minima para
preditores lineares com relagio aos parametros do sinal, para um sinal composto pela soma de
exponenciais complexas.

Observamos que, quando o mimero de amostras disponiveis do sinal é limitado, ocorre uma
degradacio na qualidade dos estimadores de correlagdo do sinal e, conseqiientemente, um desvio
na solucdo de norma-minima em relacéo a solucio teérica obtida em condigbes ideais.
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As expressoes para os desvios dos estimadores da correlacao do sinal, com refacao a cor-
relagao tedrica, foram obtidas para um sinal composto por duas exponenciais complexas e
permitiram constatar a sua dependéncia com a diferenga entre as freqiiéncias e as fases de cada
exponencial, bem como em relagio a ordem do filtro utilizado.

A solugao de norma-minima também foi obtida para um caso idealizado, através da decom-
posigio em autovalores e autovetores da matriz de autocorrelacio teérica do sinal.

Os coeficientes do filtro preditor, obtidos pela solucio de norma-minima para o caso ide-
alizado, mostraram uma relagio relativamente simples com os pardmetros do sinal. Tais re-
sultados serdo uteis em capitulos seguintes quando faremos uso dessas caracteristicas para a
obtencao de melhores resultados na deteccéo de freqiiéncias de um sinal sujeito a ruido.

Os conceitos de subespago e espaco nulo de um sinal também foram apresentados através de
uma outra formulagao para solugdo de norma-minima. Pudemos constatar que a determinacao
do subespago de um sinal ou seu complemento ortogonal, denominado de espago nulo, definem
unicamente e completamente o filtro preditor de norma-minima a ele associado.



Capitulo 5

Caracterizando os Zeros da Solucao de
Norma-minima

5.1 Introducao

Como foi enfatizado no Capitulo 3, os zeros do preditor forward-backward possibilita a
estimacao das freqliéncias do sinal observado.

O conhecimento do comportamento desses zeros torna-se mais importante para o caso de
sinais ruidosos. Neste caso, a distingdo entre os zeros de sinal e estranhos nio é tio simples,
mesmo para sinais ndo-amortecidos.

Este capitulo tem como objetivo estabelecer relages simples entre os zeros do filtro pre-
ditor, os coeficientes do filtro de norma-minima e os parametros desconhecidos do sinal obser-
vado. Para tanto, estudaremos algumas aproximacdes para solucio de norma-minima obtida
no capitulo anterior.

Os resultados obtidos também poderao ser iteis em outros tipos de problemas onde a
obtengao dos zeros relativos a um determinado processo é colocada como ponto de partida para
a estimativa de seus parametros.

Ao final do capitulo sera discutido o efeito da aplicagdo do preditor em sinais ruidosos, sob
o ponto de vista da proximidade dos zeros do filtro 3 CRU.

5.2 Relacionando os Coeficientes do Filtro e Seus Zeros

Através dos resultados obtidos no capitulo anterior pudemos concluir que, para um sinal
composto por M exponenciais complexas nio-amortecidas, com fregiiéncias angulares proximas,
a solugao de norma-minima para o filtro preditor estara diretamente relacionada com as freqiién-
cias contidas no sinal e a ordem desse filtro, conforme a Equacio (4.73).

Reescrevendo a solucdo em (4.73), teremos:

M
=— Z eI [cos(twy) — jsen(iwg)}, (5.1)
=1 k=1

de onde obtemos para o mdédulo dos coeficientes:
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2

g = (f Sen(m))z n (f cosi) | (52)

e para a fase:

M=

sen(iwy)

E
i
Ll

¢; = arctan

(5.3)

=

cos(wy )

E
il
ot

Particularmente, quando M = 2, podemos simplificar as Expressoes {5.2) e (5.3) utilizando
a identidade:

e P [emj(f}(f;&z) AFGICE )J _ (5.4)

Levando em conta na expressdo acima que Aw = w; — ws e W= (ﬂ?’l), e substituindo o
resultado em (5.1) para M = 2, teremos:

4 .
de onde obtemos:
Jw;| = %cos (Z%{) (5.6)
e para fase:
by = —1 @0 . {5.7)

Demonstraremos, no decorrer do capitulo, que urmn polinémio formado por coeficientes como
aqueles da Expressdo (5.5) possui uma distribuicéo de seus zeros aproximadamente uniforme e
simétrica conjugada em relacio ao eixo determinado por &.

A distribuicdo aproximadamente uniforme dos zeros do filtro preditor é uma caracteristica
j& conhecida da solucao otimizada, visto que o filtro preditor funciona como um filtro “bran-
queador” do sinal de entrada, minimizando a poténcia do erro de predicio. Veremos que tal
uniformidade depende também do espagamento entre as freqiiéncias contidas no sinal observado.

Quanto a simetria apresentada pela distribuigao, apesar de facilmente constatada, nao tem
sido caracterizada ou mesmo explorada devidamente.

A seguir, apresentaremos algumas caracteristicas do polinémio associado ao filtro dado pela
solucdo de norma-minima, denominado daqui em diante como filito de norma-minima. Tais
caracteristicas serao tteis quando abordarmos a distribuicio dos zeros do preditor.

5.2.1 Efeito de uma rotacio sobre os zeros do preditor

Considere um polinémio W{(z) de ordem L com raizes 2y, z, ..., z,. Se deslocarmos todas as
rafzes desse polinémio de um angulo ¢ qualquer, poderemos relaciona-las a um novo polinémio
W’(z), também de ordem L, com raizes zj, 23, ..., z}.
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Escrevendo o polindomio W{(z) através de suas raizes, teremos:

Wiz) = (1—212_1)(1““222—}')"'(1—ZLZ~1)

L 3.8
= J1(1—zz"1). (5.8)
=i
Desenvolvendo o produto em (5.8), poderemos escrever os coeficientes de W (z) como:
Wg = 1
L
Wy = nntntctzp=3 oy
i=1
I
W2 = Zizg-tzifact mzZa oo+ zpozn = 2l 2
3, 5=1
iy
L (5.9)
W3 = 3z
£,3,k=1
ik
L
WL = ZZzz -z =]] z.

=1
Apos um deslocamento angular no plano Z, dado por 8, aplicado as raizes de W(z), teremos

7} = 219, 23 = 2,69 e assim sucessivamente para todos os zeros de W(z}. Logo, os coeficientes
de W’(z) estardo relacionados aos coeficientes de W(z), conforme a seguir:

wy = 1
L L i@ 6 L L
wy = oz =3 el =l Y oz = ety
=1 =1 =1
L 20 & 20
wy o= 3 oz = Y iz = elHw,
f,7=1 £,1=1
1€ [EF]
L g L 0 (5.10)
Wy o= ) zziz,=¢ Y Zizizp = e7%wy
1,3,k=1 1,7,k=1
ik itik
L oL .
wy, = [l zi=eM [] 2 = elfw,,.
(=3} =1

Podemos concluir, entdo, que uma rotagio no plano Z de um angulo @ na posicio das
raizes de um polinémio W(z), poderd ser representada por um novo polindmio W’(z), cujos
coeficientes serao dados por:

wi = /0y, para?t=1,2,...,L. (5.11)
Note que {w}| = |w;| para ¢ qualquer. Conseqiientemente, teremos:
[[wi| = |iwl, (5.12)

onde w* e W representam o vetor composto pelos coeficientes do polindmio W'(z) e W(z),
respectivamente. O resultado em (5.12) mostra que a norma do vetor associado a um polinémio
é invariante a rotacdo de suas raizes no plano Z.
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Através de (5.5), podemos observar que a solugdo de norma-minima para duas exponen-
ciais complexas nao-amortecidas pode ser escrita na forma apresentada em {5.11). Con-
seqiientemente, tal solugdo poderd ser interpretada por um outro polindmio que sofreu uma
rotagao em seus zeros, dada por . Um polinémio com essas caracteristicas possul uma sime-
tria no posicionamento de seus zeros, pois sempre poderemos escolher um valor adequado para
f em (5.11), tal que o novo polinémio de norma-minima formado possua apenas coeficientes
reals e, conseqientemente, apresente seus zeros posicionados sobre o eixo real ou em pares com-
plexos conjugados, tendo, assim, uma distribuicio simétrica em relacao ao eixo real. Podemos
concluir, portanto, que a solu¢do de norma-minima possui uma simetria no posicionamento de
seus zeros com relacao a um eixo determinado por @.

Visto que uma rotagéo dos zeros nao afeta a norma da solucio encontrada, poderemos ge-
neralizar a solugdo de norma-minima para o filtro preditor, a partir de uma solugao simétrica
em relagao ao eixo real, e posteriormente estendé-la para outras situacoes, com outros eixos
de simetria, através de uma rotagio adequada em seus coeficientes. Esse angulo de rotacio
seré dado por § =w e dependerd das freqiiéncias envolvidas no sinal observado. Desta, forma, a
solucao encontrada para exponenciais complexas conjugadas poders ser estendida para expo-
nenciais com freqiiéncias quaisquer, através de uma rotacio de todo conjunto de zeros do plano
Z, mantendo-se constante as relagOes entre os espacamentos de todos os zeros.

A partir de agora, a solu¢io de norma-minima, obtida para duas exponenciais complexas
nio-amortecidas, sera interpretada como uma solucio simétrica conjugada em relagdo ao eixo
real do plano Z, com seus coeficientes deslocados por um angulo 8 =@, que representa a média
aritmética das frequéncias angulares do sinal.

Portanto, se a solugio de norma-minima para um sinal composto por duas exponenciais
complexas conjugadas é dada por W(z), teremos como solugao de norma-minima para este sinal,
com freqiiéncias angulares w; e wy, o filtro dado pelo polinémio W(z), com 6 = (#1—‘2"—“’1) =,

Para um sinal composto por uma exponencial complexa (M = 1), teremos uma distribuico
dos zeros simétrica conjugada em relacdo ao eixo determinado pela dnica freqiiéncia angular
presente no sinal e, neste caso, ¢ = w;.

Para um sinal composto por mais de duas exponenciais complexas, acreditamos que a solugio
de norma-minima ainda apresente uma simetria dada por uma média ponderada das freqiiéncias
angulares do sinal, porém essa constatacio nio é tio simples como para os casos apresentados
e sera deixada para pesquisas futuras.

Tais concluses a respeito da solu¢do de norma-minima para um sinal composto por duas
exponenciais complexas nao-amortecidas nos permite afirmar que tal solucio nio depende dos
valores das freqiiéncias do sinal, mas sim da sua diferenca.

Esse procedimento de generalizacao da solucio de norma-minima para uma forma simétrica
permite, também, reduzir o esfor¢o computacional na obtencio dos zeros do fltro preditor,
através do uso de polinémios com coeficientes reais.

5.2.2 Efeito do espacamento entre as freqiiéncias do sinal

De acordo com os resultados do capitulo anterior, desconsiderando a diferenca de fase entre
cada exponencial complexa, podemos dizer que a influéncia do espagamento entre as {reqiiéncias
na solugdo de norma-minima se deve, principalmente, & sensibilidade das estimativas da au-
tocorrelagio do sinal em relagdo as correlacdes cruzadas entre as componentes de freqiiéncias
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distintas. Esta influéncia pode ser constatada através das funcées F e Fly apresentadas no
capitulo anterior. Componentes com freqiiéncias muito préximas apresentam, naturalmente,
forte correlacao, enquanto que o contrrio ocorre para componentes com freqiiéncias mais afas-
tadas.

Observa-se que a diferenca entre as fases iniciais das exponenciais também leva a um efeito
semelhante na alteragio da magnitude das correlacoes cruzadas, para um mesmo conjunto de
freqiiéncias {41].

Analisarernos a seguir, sem perda de generalidade, conforme visto na secao anterior, a
solugdo de norma-minima para duas exponenciais nio-amortecidas e complexas conjugadas
com frequéncias angulares w; e w;, onde wy = ~wy = wy,.

Tomando o polindmio W(z) otimizado para esse sinal de entrada, a solugio de norma-
minima podera ser obtida fixando-se dois zeros de W (2) associados ao sinal, em z; = =0 ¢
7y = €/*°_ conforme a seguir:

W(z) = (1-227")(1 — 2227 1)G_a(2)
(5.13)
= {1l —2cos (%“—‘i) 27+ 27 DG a(2),
onde Aw = w; — wy = 2wy e Groz(z) é um polinémio de ordem L — 2, cujos coeficientes
serdo escolhidos de tal forma que a norma do vetor w seja minimizada. Manteremos Aw nas
expressoes por questao de conveniéncia para conclusdes futuras.
Tomando como ilustracio o caso em que L = 3, teremos:

Gr(z) = (1 = p=), (5.14)

onde p corresponde ao iinico zero restante da distribuicio que nio esta diretamente associado ao
sinal. Note que, para um polinémio simétrico em relacio ao eixo real, devemos ter p posicionado
sobre o eixo real do plano Z. Para que o vetor associado aos coeficientes de W (z) apresente
norma-minima, devemos obter o valor de p adequadamente.

Substituindo {5.14) em (5.13) e explicitando os coeficientes de W (z), teremos:

Wi(z)=1- (2 cos (%ﬁﬁ) + p> 271 4 (2,0 cos <~A2—w) + 1) 278 gz, (5.15)

Logo, a norma ao quadrado do vetor w, formado pelos coeficientes de W(z) em (5.15), sera:

[lWi|* = 1 + 2p* + 8pcos (%) + 4(1 + p*) cos (%u_)) . (5.16)
Agora, para obter p que minimiza [|w]||?, devemos ter:
d 2 A
—IS%U— = 4p + 8 cos <-§(~'~d-> + 8pcos? (%) = (, (5.17)
de onde obtemos:
2 cos [ Aw
p=— (%) (5.18)

(14 2cos2 (A2))
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Podemos notar que para cada espacamento entre as freqiiéncias, dado por Aw, teremos um
valor diferente para p que minimiza a norma do vetor w e, conseqiientemente, um posiciona-
mento diferente para o conjunto de zeros do filtro preditor assim obtido.

Para ordens mais elevadas do filtro (L > 3), acreditamos que dependéncias semelhantes
deverdo ser observadas para os [.-M zeros restantes, porém a relacao explicita para esses casos
torna-se de dificil obtengéo, principalmente para um espacamento Aw qualquer. Por esse
motivo, achamos conveniente separar a anélise em duas situagdes distintas, na qual a primeira
trata de casos em que as freqiiéncias do sinal se encontram proximas entre si e a outra dos casos
el que as mesma se encontram bem espagadas.

Analisaremos neste trabalho, de forma aproximada, a solu¢do de norma-minima apenas para
a situagdo em que as freqliéncias apresentam um espacamento significativamente pequeno. Essa
situacao € a mais adequada para o estudo de métodos de deteccio de alta resolucio.

5.3 Solugao de Norma-minima Aproximada

A solugao de norma-minima genérica, apresentada em (4.68), foi obtida através da hipétese
de independéncia entre as exponenciais que compoem o sinal. Para o caso de freqiiéncias
proximas entre si, frente ao nimero limitado de amostras do sinal, essa hipétese falha e o
resultado assim obtido ndo mais corresponders a situacio verdadeira. O limite para a validade
de tal hipotese sera discutido na secio seguinte, tomando-se como referéncia a aproximacao
aqui obtida.

Pretendemos obter a solugéo de norma-minima para o caso de duas exponencias complexas,
com freqiiéncias proximas, através de uma aproximacdo linear da solucdo 4tima obtida em
(4.73).

A aproximagdo proposta aqui consiste na obtencio de uma aproximacao linear da funcio
cosseno, presente em (5.5), vilida para o intervalo [0, #]. Neste intervalo a funcao cosseno é
monotonamente decrescente e poderd ser aproximada por uma reta. Tal reta serd quantizada
em L niveis neste intervalo, dando origem a uma funcio discreta em forma de escada, a qual
fornecera a aproximacio desejada para a funcao discreta do cosseno. A Figura 5.1 mostra
graficamente um esboco da aproximacio considerada.

Portanto, os coeficientes do filtro preditor de ordem L serio dados, agora, da seguinte forma:

wi=a+(k—1)b  1<k<IL (5.19)

onde a e b sao variaveis reais a serem determinadas de acordo com o espagamento angular entre
as freqliéncias do sinal na entrada do filtro.
Logo, para cada valor de Aw, teremos uma reta distinta do ponto 4 - cos{(Aw/2)/L ao ponto
4-cos(LAw/2}/L para aproximar os valores da funcio 4-cos(iAw/2)/L, parai=2,3,..., [ —1.
Através da igura 5.1, temos que as varidveis a e b serdo dadas, respectivamente, por:

a = %cos (-‘;—“’)
(5.20)
b = —WE%)— [% cos (%ﬁ) — %cos (L%)} .

Devido ao processo de linearizacio, tais escolhas para a e b nio garantem mais a minimizacao
do erro quadratico médio da solugio original. Para contornar esse problema faremos uma outra
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Figura 5.1: Aprozimacdo linear para a funcdo cosseno no intervalo [Aw/2,LAw/2).

escolha para os pardmetros da aproximacio (a, ), que garanta tal minimizagio e ofereca uma
solugdo otimizada. Por questdo de simplicidade, a nova escolha para a e b serd obtida a seguir
para um caso assintotico, em que Aw — 0. A validade dos resultados obtidos para este caso
sera considerada na segio seguinte.

No caso de um filtro otimizado para um sinal composto por duas exponenciais complexas
nac-amortecidas, podemos escolher z; = e/ e z; = ¢*2 como os dois zeros de sinal do filiro.
Considerando ainda exponenciais complexas conjugadas, teremos z; = zy. Conseqlientemente,
para o caso assintético (Aw — 0), teremos os dois zeros de sinal coincidentes, com z; = 25 = 1.
Neste caso, o polinémio relativo ao filtro preditor, formado pelos coeficientes dados por (5.19),
poderd ser escrito como:

Wi(z) = (1 -1 -2"HG(2), (5.21)

onde G(z) é um polinémio de ordem L ~ 2 que determina a posicio dos zeros restantes.

A solugdo de norma-minima podera ser entdio obtida através da escolha de a e b, tal que
Wy (z) seja divisivel por (1 —27%)(1 — z7') e apresente a menor norma possivel,

Dividindo, inicialmente, W,(z) por (1 — 271), com W{z) formado pelos coeficientes dados
em (5.19), teremos:

Wi(z) - l—az —(a+b)z72 — -~ (a+ (L —1)b)z"t
== ==

Tomando H{z) = L+ h1z™! 4 hoz™? + -+« + hp_127E7 1 e como H(z)(1 — z71) = Wi(z),
obtemos:

= H{z). (5.22)

(1—}-}212"“1-{—}122“2-5“ . “i‘hL_lZ_(L-i))—(2_1+h12_2+h22_3+' . ‘+hL_1Z~L) = WL(Z), (523)

que expandindo nos fornece:

L= (1= k)2 = (b1 — k)2 — (hy — ha)z™® = -+ — (hy_y)2~F = Wi(z). (5.24)
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Comparando os coeficientes de ambos os lados de (5.24), temos que:

WL = hL-—l - a+(LW 1)5
Wit = hp_o—hr1 = a+ (L e 2)5
Wiy = hL_g st Jlbmg = a4 (L - 3)6
: : : : . (5'25)
Wa = h} - hz = a—+ b
Wi = 1 - h1 = a.

Podemos concluir, através das relagdes em (5.25), que os coeficientes de H(z) obedecem a
seguinte lei de formagao:

L—k
hy = (L —k)a+ > (L —1i)b, 1<k<L-1, (5.26)
=1
com hy = 1 — a, conforme (5.25).
Para uma divisao exata, devemos ter o resto da divisdo em (5.22) igual a zero e, con-
seqiientemente, ; = 1 — a conforme (5.25). Portanto, teremos uma primeira equacio relacio-
nando a e b dada por:

L1
hy=(L—1)a+ Y (L—-ib=1—gq, (5.27)
=1
ou seja:
L1
La+ > (L—1)b=1. (5.28)

=1
Dividindo agora H(z), dado pelos coeficientes h;, em (5.26), por (1 — z71), teremos como
resultado um outro polinémio G(z) de ordem L — 2, como a seguir:

1+ —a)zt + (L —2)a+ Liz (L—=2)b)z2+ -+ (a+ (L —1)b)z—E-D

H(Z) — iml
(1-z1) (1— 1) = Glz).
Tomando G(z) = 1= 127" —goz™% —--- —gp_»27 =2, e como G(z)(1 —2~1) = H(z), obtemos:
(Lmgiz™ =gz g0z B D) (7 e gye™S g =) (), (5.29)
que expandindo nos fornece:
L+ (=l=g)e 4 (g —g2)z 7 + (2 —ga)e ™ 4o+ (gro2)e @D = H(2). (5.30)

Comparando os coeficientes de ambos os lados de (5.30), termos que:
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b1 = Gr-2 = a+{L—1}b
2
Rp—s = gpes—gn_y = 2a+ 2_:1 (L —72)b
E
Y — 4 — rn = 3 L—1)b
L-3 9Le4 — gL-3 a+ 1;( 7} (5.31)
' L2 ,
o= gimg = (L-2at & (L-i)b
hl = —_ -, 5] = 1~- a,

de onde concluimos que os coeficientes de G(z) serdo dados por:

Lk—1 Lek—1 j
gp= D, ta+ 3. S (L-i)h, 1<k<L-2 (5.32)
i=1 =1 i=1
com g, = a — 2, conforme (5.31).
Mais uma vez, para uma divisao exata, devemos ter o resto da divisio H{z}/(1—271) igual
a zero e, consequentemente, g; = ¢ — 2 conforme (5.31). Portanto, fazendo ¢; = a — 2 em
(5.32), teremos, apds algumas manipulacdes nos indices dos somatorios, uma segunda equacio
relacionando a e b, dada por:

-1 L1

dodat > (L-ib=—1, (5.33)

=1 j=1le=1
onde, para simplificar, fizemos uso da equagio em (5.28).

As Equactes (5.28) e (5.33) formam um sistema suficiente para determinar os valores de q
e b. Apds o desenvolvimento dos somatérios em (5.28) e (5.33), teremos o seguinte sistema de
equagoes:

(5.34)

L{L-1) L(L=1}(2L-1)

T+ 16(2 Up = —1.
Resolvendo o sistema em (5.34) para a e b, obtemos:
4 6
Substituindo estes valores nos coeficientes do filtro em (5.19), obtemos finalmente:

w, = & (k—1) 6 1<k<L 5.36
*T 1 -0 =R (5:36)

Verificaremos, agora, a norma do filtro dado pelos coeficientes em (5.36).
Calculando o quadrado da norma do filtro, teremos:
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[a+ (k —1)8)°

)t

wil* =

k=1

L—-1

= ¥ (a+ib)?
=0 (5.37)
L-1 L—1 L-1

= ¥ &+ T i+ S %iab

=0 1=0 =0
= La®+ HEUNCEN g2 4 fop ()b,
Para que essa norma seja minima, devemos ter:

ollwil* , Bliwl? _

% En 0. (5.38)
Portanto, calculando as derivadas parciais, obtemos:
9 2
I o pat 2z - 1) (5.39)
da
e
dwl? L(L—1)(2L — 1)
5 = L{L—1)a + 3 b. (5.40)
Note que podemos reescrever a Equagéo (5.38) como:
allwl*| _ |allw]?
5e 1=~ @ | = K, (5.41}

onde A é um nimero real positivo qualquer.

Substituindo (5.39) e (5.40) em (5.41), podemos notar que, dentre as infinitas possibilidades
para K que satisfazem a condi¢io de nerma-minima em (5.41), a escolha particular para a e
b quando fazemos K = 2 fornece uma solugio idéntica aquela em (5.35), obtida através das
divisdes sucessivas do polinémio W(z).

A aproximacao da solucio de norma-minima, com a e b dados por (5.35), se refere a duas ex-
ponenciais complexas ndo-amortecidas com freqiiéncias angulares bem préximas uma da outra.
A validade da aproximagao obtida, com relacio ao espacamento entre as frequéncias do sinal,
sera discutida na segio seguinte.

Acreditamos que a condi¢io para norma-minima do filtro preditor, dada em (5.41), permite
associar os valores de K as vérias situagdes de espacamento entre as freqiiéncias contidas no
sinal observado. Assim sendo, outras solucées para a e b, relacionadas a um espacamento Aw
qualquer, poderdo ser obtidas alterando-se o valor de K adequadamente. A constatacio desses
fatos foi deixada para pesquisas futuras.

Embora nao se encontre vantagens na utilizacio da aproximagao desenvolvida nesta secéo
para a obtengdo das estimativas das freqiiéncias do sinal, a mesma permite um melhor co-
nhecimento do comportamento dos coeficientes do filtro de norma-minima com relacdo a sua
ordem, numero de exponenciais do sinal e espacamento entre as freqliéncias das exponenciais
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do sinal. Foi desenvolvido apenas o caso de duas exponenciais complexas nio-amortecidas com
um espagamento bem pequeno entre suas freqiiéncias angulares. Porém, acreditamos que a
estratégia de aproximacao apresentada permite a obtencio de resultados aproximados para um
numero M qualquer de exponencias complexas.

5.3.1 Consideracoes sobre a validade da aproximacao

A aproximagdo obtida para a solucio de norma-minima com a linearizacdo da funcéo
cosseno, desenvolvida na se¢io anterior, foi baseada na solucio obtida para uma situacao
assintGtica para o espagamento entre as fregiiéncias (Aw — 0), dada por (4.73). Neste caso, a
aproximagcao da funcdo cosseno por uma reta ¢é realizada em um pequeno intervalo [%‘i, L%]
e, portanto, o erro cometido com a linearizacio também é bastante reduzido.

Como a aproximagao foi considerada valida para o intervalo [0, ], devemos ter:

A
—55"- >0 e Lf;—w < 7. (5.42)

Se considerarmos, ainda, o nimero de amostras disponiveis do sinal como o maior valor
para a ordem do filtro (L=N) em (5.42), entéo teremos:

2
Aw < Yvﬁ (5.43)

Podemos, entdo, considerar a aproximacao obtida para caso assintético, aceitavel para os
casos sob a condigao em (5.43). Estes casos estdo relacionados as situacdes nas quais os métodos
mais tradicionais falham e um método de alta resolugio é necessirio para realizar a distincdo en-
tre as freqiéncias do sinal. Teoricamente, quando Aw < %T, meétodos baseados na transformada
de Fourier ndo permitem tal distingdo [21].

A seguir, analisaremos outros aspectos relacionados & solucio de norma-minirma, como a
proximidade dos zeros em relagio a circunferéncia de raio unitério e a magnitude da norma das
solugoes e aproximagdes obtidas, que auxiliardo na sua melhor caracterizacio.

5.3.2 Raio médio da distribuicao dos zeros

Seja z;, com 1 < ¢ < L, os zeros de um filtro preditor de norma-minima aplicado a um
sinal composto por M exponenciais complexas nio-amortecidas com frequéncias dadas por w;,
para i = 1,2,..., M. Considerando um preditor otimizado para esse sinal, poderemos tomar
2 = e/, para i = 1,2,..., M, como os zeros de sinal e 27 = p;e’® para i = 1,2,.., L — M,
como os zeros restantes desse preditor.

Utilizando o coeficiente de maior ordem do polinémio associado a esses zeros, dado por wp,

teremos, através de (5.9):

L
IWLl = .]:[1 Z4
M LM 5.44
= il T 1 (544

t=1 i=

= pP1p2 PL-M.
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Se considerarmos um raio médio equivalente para a distribuicdo dos zeros restantes dado

L-m  JTm
POT Preds COM Preq = | [] |p¢[} ; teremos através de (5.44}:
i=1

Prmea = [[wr|] T . (5.45)

onde pmes em (3.45) pode ser reconhecido como a média geométrica dos médulos dos zeros

restantes.
Para M = 1, temos através de (4.71) que |w;| = 1 e, portanto:

1

P = (%)“ . (5.46)

Para uma distribuigao perfeitamente uniforme, ainda para M = 1, devemos ter py = p, =
st E PL.l = poe portanto, phes = p.

O valor obtido para p.q pode ser utilizado como medida de proximidade dos zeros restantes
a circunferéncia de raio unitario. Essa informagao pode auxiliar na escolha da ordem mais
adequada para o filtro preditor em métodos de deteccio de freqiéncias nao-amortecidas, que
utilizam a proximidade dos zeros com relagéo a circunferéncia de raio unitirio como critério de
determinacao das estimativas dos zeros de sinal, conforme apresentado no Capitulo 3.

Para M = 2, utilizando a aproximagio obtida em (5.36), para k& = L, teremos:

wel = 2 (5.47)

e, consequentemente, para o raio médio:

Pmea = [[wp|]7F = (%)w (5.48)

Utilizando a solugao de norma-minima genérica, obtida no capitulo anterior em {4.73) para

M .

o caso assintético, com wy = %‘w > e7il« poderemos ampliar esse resultado para um sinal
=1

composto por M exponenciais complexas. Neste caso, teremos:

£

wi| = |3 2 et
< %{ % ;e_jLwil (549)
- 531
Af2
s T
e para o raio médio:
1
M2\T=H
Pmed < ("E“) . (5.50)

Podemos concluir, através de (5.49), que na medida em que as freqiiéncias das exponen-
cials tornam-se mals préximas entre si, o valor do somatério aproxima-se do valor de M e,
conseqilentemente, a expressio para o valor de p,.q, dada em (5.50), aproxima-se mais da
igualdade.
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Considerando-se ainda as freqiiéncias das exponenciais préximas entre si, notamos, em
(5.50}, que para L— oo teremos para peq:
1
L \ #®-T
AN
oG

M\ T
Prried == (‘”""E“‘)

Esse resultado nos mostra que para filtros com ordens elevadas os zeros restantes tornam-se
bem préximos da circunferéncia de raio unitério, dificultando a distingio entre esses e os zeros
de sinal, no caso de um sinal composto por exponenciais complexas nio-amortecidas.

Na aplicacao em detec¢do de freqiliéncias, vista no Capitulo 3, a limitagao para a ordem
do filtro utilizado ¢ dada pela instabilidade do estimador, provocada pela reducio do nimero
de produtos cruzados com o aumento da ordem, levando a uma menor representatividade da
autocorrelagao do sinal. Agora, podemos constatar uma outra limitacio, nio prevista anteri-
ormente, para ordem do filtro, dada por pp...

Também podemos notar, através da inspecio de (5.50), que quanto maior o nimero de
exponenciais (M) que compdem o sinal, maior o raio médio da distribuicio dos zeros restantes.
Portanto, o aumento do nimero de freqiiéncias distintas do sinal, também agrava o problema
de distincao entre os zeros.

Podemos concluir que a solugio de norma-minima aproximada, obtida na secao 5.3, apre-
senta coeréncia com os resultados obtidos para o raio médio da distribuicio, pois o valor para
wr, nao é alterado na aproximacao considerada.

= 1.

L—+oo

5.3.3 A norma do filtro preditor

Para M = 1, conforme a solugio apresentada no capitulo anterior em (4.71), teremos os
elementos do vetor associado ao filtro preditor étimo de norma-minima dados por w; = e il
Logo, a norma do filtro serd dada por:

it =2 (1) =L 651

Para M = 2, tomando a solucio simplificada apresentada em (5.5), teremos:

L ) L 4 A 2

Wil =) lwil® =37 |+ cos (z-——) eI (5.52)

gzl =1

Portanto, a norma do filtro sera dada por:

L 2
4 A 16

[lw[? ———; [-f: cos (wf)] ST (5.53)
Podemos notar que para um caso assintético (Aw — 0), teremos cos (z%‘—“) = 1, para

qualquer ¢, e portanto a expressio em (5.53) atingird a igualdade.

Para M = 2, tomando-se agora a solu¢io aproximada pela linearizagio da funcgdo cosseno,
dada em (3.36), teremos, apés a substituigio dos valores para a e b, dados em (5.35), na
expressao para norma obtida em (5.37), o seguinte resultado:
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_62L-1) 8

2 _ 8 .
[[wi| -1 I (5.54)
Podemos notar, em (5.54), que para ordens elevadas (L >> 1), teremos:
6(2L —1) 8 6(2L) 8 _ 4
2 T | e e—. D o _— L
Mwllzssr = [L(L 5 L}L>>1 20 "I31 (5.55)

O resultado em (5.55) serd sempre menor que aquele em (5.53), pois néo foi obtido para
um caso assintotico (Aw — 0), no qual os médulos dos coeficientes, dados pela soma das
exponenciais, atinge magnitude méaxima.

Estendendo esse resultado para um valor de M qualquer, utilizando a solucdo obtida em

(4.73), obtemos:

L 2

Iwlf* = >

M
M —ik{ws
L5 e {wi)
k=1

i=}

= 3 (2)° |5 e $E ke
L =1

=1

(5.56)

I 2 M M .
- M —jk{witw)
£ EE

imil=1

L M M i
< (%)2%,42 et
< T

Podemos notar que o resultado em (5.56) tenderd a igualdade na medida em que o espacamento
entre as freqiiéncias presentes no sinal diminui.

5.4 Polindmios com Distribuicao Uniforme

Estudaremos, agora, algumas configuracdes de polinémios com distribuigdo uniforme, os
quais serdo utilizados como base para o estudo da distribuicio dos zeros do filtro preditor de
acordo com as caracteristicas do sinal de entrada.

(a) Hy(z)=(1-(pel?)"5Ly:

Podemos constatar facilmente que esse tipo de funcdo possui um espectro de amplitude cujo
o médulo oscila regularmente entre 1 + p* e 1 — p%. Para valores suficientemente grandes de L
e considerando p < I, a resposta de freqliéncia desse filtro serd praticamente plana.

Os zeros desse polindmio estao localizados a uma distancia p do centro da circunferéncia de
raio unitirio e espagados por um angulo dado por 2. Logo, teremos como zeros de Hy(=):

z; = pej(g"i”%g(i_l)), para I <1 < L, - (5.57)
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onde ¢ representa o deslocamento angular inicial da distribuicdo, podendo assumir qualquer
valor no intervalo [0,27].

Sabemos de resultados anteriores que o filtro preditor 6timo, voltado para deteccio de
fregiéncia, possui parte de seus zeros localizados sobre a CRU na posi¢io angular dada pelas
freqiiéncias do sinal e o restante distribuido uniformemente dentro da CRU. Desta forma,
poderemos utilizar o polinémio H(z) como modelo para um preditor genérico, o qual seré
modificado para obter uma aproximacio de um preditor otimizado para um sinal de entrada
composto por M exponencias complexas, adicionadas ou ndo a ruido branco.

(b) Ha(z)=H (z)- 4= .

{1—per=1z-1)"

Esse polindmio pode ser visto como um caso “degenerado” do polinémio Hj(z), descrito
anteriormente, onde um de seus L zeros, supostamente na diregdo de w,, é substituido por um
outro na mesma direcdo, porem com médulo unitério.

Poderemos utilizar o polindmio Hy(z) como uma aproximacdo para um filtro preditor
otimizado para um sinal composto por uma tnica exponencial complexa nio-amortecida com
freqgiiéncia angular wy, adicionada ou nao a ruido branco.

Para que essa aproximagao seja coerente, devemos ter um dos zeros de Hi(z), em (5.57), na
dire¢do de wy. Isso implica em que:

2

9+mf(zw1) = wq, para algum ¢,1 <7 < L. (5.58)

Para simplificar, sem perda de generalizagao, escolheremos § = wy, com z; = pei™!,
Para obter explicitamente os coeficientes de Hy(z), podemos notar que:

:Z (pejwl)kz"k, D<pxl (5.59)

e para uma soma finita em (5.59) teremos:

. L-1 ) k
(1 - pejwlz”l) > (pe”’l) *=1-R (5.60)
k=0
onde R ¢ o testo que falta para a igualdade em (5.59), considerando L finito.
Dividindo ambos os lados da Equacéo (5.60) por (1 — R) (1 — pe/1z7"), teremos:

-1 .
T pe)tt
k=0 .

1—-R 1= peiwizl (5:61)

Substituindo R = (pei)" 2=k em (5.61), teremos:

1 14 pel¥izml 4t (pejwl )L_l L~ {L—1)

T pefori = PO s (5.62)

Substituindo, agora, (5.62) em H,(z), teremos:
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. 1 Jerz=l L1 (peden Yl —(L-1)
Halz) = Hy(2)(1 - erazty | LELERE A () (563
1 —{pern)” z-L
e como H{z) = (1 — (pe’®)!z~L), escolhendo § = wy em (5.58), resulta:
Hi(e) = (1= 27) (1 gt 4o (porm) i) ()

Expandindo os termos em (5.64), obtemos:

H2(Z) =14+ (p.._ 1)€jw12—1 “f'p(P— I)eE,iwlz——z 4 _+pL—2(p_ 1)8(L—1}jw;z-—(1’;-——1} NpL-——Ee_jLwlz,—L’

de onde podemos concluir que os coeficientes de H 2(z) serao dados por: (5.65)
ho = 1
hi = p N p—~1)ef@a, 1 <5< 1 (5.66)
hy = —pl-lgilen

Desta forma, H3(z) possuird um de seus zeros com médulo unitario na, direcio de wy e L-1
zeros com modulo p, distribuidos de forma aproximadamente uniforme no interior da circun-
feréncia de raio unitdrio, como em Hi(z). Quanto 4 uniformidade da distribuigéo, podemos
constatar que para L suficientemente grande, o polinémio Hy(z) tende a uma distribuicao tio
uniforme quanto a apresentada pelo polinémio original H; {z). Esse fato pode ser mostrado
utilizando o conceito de raio médio de uma distribuicdo, apresentado anteriormente na secao
5.3.2.

Para o caso de um sinal composto por apenas uma exponencial complexa, o raio médio da

1
distribuicao dos zeros restantes é dado teoricamente por poeq = (1/L)%=7 | conforme (5.46).
Como neste caso p = ppeq , temos que para L grande p & 1 e, conseqientemente, h; = 0 em
(5.66), para 1< i < L — 1. Logo, teremos:

LEL% Hy(z) =1 — ptteilw ;=L = Hi(z) . (5.67)
(p=1,0m=ws )

Através de (5.66) podemos comparar o resultado obtido aqui com aquele do capitulo an-
terior, para a solugdo do filtro preditor de norma-minima para uma exponencial complexa
nac-amortecida. Note que a solucio de norma-minima dada em (4.71) apresenta coeficientes
com moédulos iguais, enquanto que o polinémio Hy(z) possui médulos decrescentes com o fndice
do coeficiente. Essa diferenca entre os médulos de h; propicia uma distribui¢ido mais uniforme
dos zeros, porém ndo minimiza a norma do filtro. Para valores da ordem do fltro suficiente-
mente grandes, a distribuigdo dos zeros do preditor de norma-minima torna-se mais uniforme,
e neste caso podemos tomar Hy(z) como uma boa aproximagcio para esse preditor.
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(1-2 cos( 2ipee )Z‘l-i-z”‘z] .
1—2,ocos(£%‘i%)z—l+pzz—2) ’

(¢) Ha(z)=Ha(z);

Como no caso anterior, esse polindémio pode ser interpretado como um outro caso “degene-
rado” do polindmio H;(z}, em que dois de seus zeros possuem médulo unitirio corm posiciona-
mento complexo conjugado. Como foi mostrado anteriormente, podemos estender o caso de
freqiiéncias complexas conjugadas para freqiiéncias complexas quaisquer através de uma simples
rotagao das raizes do polindmio no plano Z. Assim sendo, podemos utilizar este polinémio como
uma aproximacao para o preditor aplicado a duas exponencials complexas, com freqiiéncias an-
gulares w; e w;, contaminadas ou ndo por ruido branco aditivo.

Para que a aproximacdo seja coerente, devemos escolher dois zeros de Hj (z), em (5.57),
relacionados as duas freqliéncias angulares do sinal. Desta forma, devemos ter:

+2ZG—1) = w

(5.68)
0+ F(G-1) = w,
para algum 7,7 = 1,2, ..., L, com i # ;.
Consequientemente, teremos:
2
—L—l = (W —wy), paraalgumi, 1<[<[ —1. (5.69)

Podemos observar através de (5.69) que quanto maior a ordem do filtro maiores serio as
possibilidades de escolha para w; e w,. Essa liberdade nos permite escolher wy € wy t30 préximos
quanto possivel para L suficientemente grande, confirmando assim a influéncia da ordem do
filtro na sua capacidade de resolucéo.

Podemos também concluir que para L grande o polinémio do tipo H3(z) tende a uma
distribuigdo tao uniforme quanto a apresentada por H(z), pois:

Jim =i prus =1 (510
e portanto:
giﬂolo Hg(Z) mH3(Z): H] (Z) (571)

p=1
O procedimento de analise, descrito aqui, pode ser estendido para o caso de preditores
aplicados a sinais compostos por uma soma de M exponencials complexas sujeitas a ruido
branco aditivo.
A validade das aproximacdes apresentadas dependerio do tipo de aplicacdo envolvida, da
informagao de interesse, bem como da ordem do filtro utilizado.

5.5 Conclusao

O conhecimento das caracteristicas das distribuicées dos zeros do preditor se mostra de
grande utilidade quando utilizamos um método de deteccdo de freqiiéncias baseado nas rajzes
do polindmio de norma-minima, associado ao filtro étimo. Com esse objetivo, obtivemos neste
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capitulo uma relacdo simples entre os coeficientes do filtro preditor e seus zeros. Esse desenvolvi-
mento mostrou que, para um sinal composto por duas exponenciais complexas nac-amortecidas,
o I’esimo coeficiente complexo do filtro otimizado possui magnitude dada por 4-cos(iAw/2)/L e
fase dada por 1 (— @), onde @ é a média aritmética das freqiéncias contidas no sinal e Aw repre-
senta a diferenga entre suas freqgiiéncias angulares. Através desse resultado foi possivel constatar
que a norma de tal solugio ¢ invariante a uma rotacio de seus zeros. Através dessa invaridncia,
concluimos que a solugdo de norma-minima possui uma simetria no posicionamento de seus
zeros. Para um sinal composto por duas exponenciais complexas nao-amortecidas, pudemos
identificar essa simetria através de um eixo determinado pela média aritmética das fregiiéncias
angulares contidas no sinal.

Ainda para um sinal composto por duas exponenciais complexas nao-amortecidas, pude-
mos caracterizar o efeito do espacamento entre as freqiiéncias e concluir que sua influéncia
esta relacionada as estimativas das correlacdes cruzadas das exponenciais. Para freqiiéncias
proximas pudemos explicitar os coeficientes do filtro em fungéo da ordem do filtro, do nimero
de freqiiéncias e das freqiiéncias angulares do sinal. Para um espacamento qualquer entre as
freqiiéncias, onde nenhuma hipétese é estabelecida para as estimativas das correlagdes cruzadas,
os coeficientes também foram explicitados, porém apenas para um filtro de segunda ordem, de-
vido & complexidade do desenvolvimento.

Foi também desenvolvida uma solucio aproximada para o filtro preditor de norma-minima,
baseada na linearizagio de uma funcéo cosseno. Através dessa aproximacio foi possivel ca-
racterizar melhor o polindémio associado ao filtro de norma-minima, permitindo, assim, extrair
informacoes a respeito da capacidade de resolu¢io dos preditores. Tal aproximacao foi conside-
rada valida para sinais cormn freqiiéncias angulares cujo espagamento angular obedece a condigio:
Aw < 27/N.

Na tentativa de melhor caracterizar as distribuicdes dos zeros encontradas para os preditores,
apresentamos um grupo de polindmios com caracteristicas particulares de uniformidade na
distribui¢do de suas raizes complexas.

O conceito de raio médio de uma distribuicio foi apresentado e pudemos estabelecer uma
limitacao para a ordem do filtro que, apesar de observada na aplicagdo em detecgio de freqiién-
cias, até entao nao tinha sido caracterizada. Ficou evidente o aumento da proximidade dos
zeros em relagao & CRU com o aumento da ordem do filtro utilizado. Tal comportamento é
bastante indesejivel na detecgio de freqgiiéncias nao-amortecidas, principalmente na presenca,
de ruido, tornando o critério de deteccio baseado na proximidade da CRU inadequado em casos
de ruido excessivo. No préximo capitulo iremos propor um novo procedimento de detecgio de
freqliéncias que permitira uma melhor distingio dos zeros de sinal, contornando assim as falhas
do critério baseado na proximidade da CRU.



Capitulo 6

Novo Método de Alta Resolucio

6.1 Introducao

Inicialmente, neste capitulo, apresentaremos algumas medidas de desempenho utilizadas
na andlise de métodos de estimacdo. A apresentacio dessas medidas sers justificada quando
apresentarmos um novo metodo de detecgdo de freqiiéncias, que ird romper com algumas das
limitagoes encontradas no método FBLP Modificado [4].

Esse novo método, baseado no método FBLP Modificado, propde uma deteccio robusta,
mesmo em casos de excessiva contaminacio por ruido.

Através de resultados obtidos por simulacdes, serd possivel realizar comparacées com o
método FBLP Modificado e constatar a eficiéncia do método proposto. O limite inferior de
Cramér-Rao (CR) e o método ML serdo utilizados mais uma vez como referéncias quando
analisarmos o desempenho do novo método proposto.

6.2 Medidas de Desempenho e Limitacdes

Em geral ¢ muito dificil computar analiticamente o desempenho de estimadores para mais de
uma freqiiéncia para um nimero finito de amostras. Para possibilitar a obtencao de resultados
semi-analiticos e por nao ser possivel obter solucées fechadas para estimadores de fregiiéncias,
exceto para pequenas ordens, serd considerada apenas a situacio na qual dispomos de um
ndmero ilimitado de amostras. Esse procedimento foi utilizado em capitulos anteriores para
obtencao da solu¢ao de norma-minima.

Em geral sao utilizadas duas medidas estatisticas para a andlise de desempenho dos esti-
madores: a média e a variancia do estimador. Pode ser demonstrado que a variacio da média
do estimador depende apenas da diferenca das freqiiéncias [28]. Ja a obtencdo de expressdes
analiticas para a varidncia do erro do estimador ¢ dif{cil mesmo para ¢ caso assintético. De-
vido as limitacoes deste trabalho, a obtengio de expressies analiticas para o desempenho dos
estimadores estudados foram deixadas para trabalhos futuros.

Uma outra medida de compara¢io de desempenho muito utilizada é o limiar da relacao
sinal-ruido em que o desempenho do método, dado pela variincia do estimador, deteriora-se
mais rapidamente. As causas para tal limiar estio, em geral, relacionadas & capacidade de
deteccao e estabilidade de cada método.

75
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Apresentaremos a seguir alguns conceitos relevantes ao problema de deteccio de freqliéncias
proximas frente ao nimero de amostras disponiveis do sinal,

6.2.1 Critério de Rayleigh

A idéia de um critério de resolucio foi introduzida por Lord Rayleigh (1879), quando uti-
tizando um prisma e um espectroscopio para medir a distribuicio de intensidade de uma fonte
de luz monocromatica. Rayleigh propos que duas componentes de igual intensidade poderiam
ser distinguidas apenas para espacamentos entre as freqiiéncias maiores ou iguais aquele em que
o primeiro maximo de uma componente atingisse o primeiro minimo da outra, como ilustrado
na Figura 6.1. Esse critério é conhecido como critério de resolucdo de Rayleigh.

H

[ maxt

4]

Figura 6.1: [Ilustragde do critério de resolugido de Rayleigh (I=Intensidade luminosa e
é=Comprimento de onda).

Esse critério estabelece uma divisio entre os métodos de deteccdo. De um lado estio os
métodos de baixa resolugdo, como por exemplo, aqueles baseados na Transformada de Fourier,
Do outro lado estdo os algoritmos de alta-resolucdo que superam o limite estabelecido pelo
critério de Rayleigh, dentre os quais podemos citar: Méxima-entropia (ME) [20], Varidncia-
minima (MVDR), MUSIC, e Norma-minima [9]. Mesmo para muito desses algoritmos, superar
o limite de Rayleigh exige um controle cuidadoso das condigdes do problema. Isso significa que
o modelo fisico responséavel pela geracio dos dados obtidos deve aproximar-se ao méaximo do
modelo matematico utilizado no desenvolvimento do algoritmo, do contrario, poderemos obter
um erro de estimagcéo significante, ou uma, perda de resolucao.

6.3 O Método Proposto

6.3.1 Motivacao

Historicamente, tem-se dispensado uma grande atengao no sentido de aumentar a capaci-
dade de aplicagdo dos métodos de estimacio existentes. Fssa capacidade esta estreitamente
relacionada & relagio sinal-ruido para o limiar de deteccdo de cada método.



CAP{TULO 6. NOVO METODO DE ALTA RESOLUCAO 77

Acreditamos que uma forte motivacio para esse esforco é o fato do limite de Cramér-Rao
nao apresentar tal efeito de limiar, induzindo a uma crenca na factibilidade de imiti-lo.

Existem intimeras estratégias voltadas para a redu¢do da relagdo sinal-ruido de limiar de
métodos de detecgio de freqiiéncias de alta resolucdo. Algumas dessas estratégias pao al-
cancaram exito, mas permitiram o surgimento de outras de sucesso, conforme apresentaremos
a seguir. T

Uma estratégia de reduzir tal limiar, baseada nas caracteristicas dos zeros do preditor, foi
aplicada no método FLP Modificado. Tentou-se a escolha mais eficiente de um subconjunto de
rafzes para estimativas das freqiiéncias do sinal observado [1j[2].

Nessa estratégia, aplicada na estimacio de freqiiéncias de exponenciais complexas nao-
amortecidas, foi introduzido um fator de amortecimento ficticio no sinal observado, com o
objetivo de propiciar uma melhor distingdo entre zeros de sinal e zeros estranhos do filtro
preditor. Infelizmente, tal procedimento nio se mostrou confidvel em propiciar uma reducio
da SNR de limiar, levando a definicio de subconjuntos equivocados que deterioravam bastante
o desempenho do método. O completo desenvolvimento dessa estratégia pode ser encontrado
em [1].

Algumas causas apontadas para o insucesso desse procedimento sio: (1) o desempenho do
método FLP Modificado é sempre inferior a0 método FLPB Modificado; (2) o ruido, como parte
do sinal observado, ndo possui mais espectro plano apds a aplicacio do fator de amortecimento
ficticio, comprometendo totalmente a aplicabilidade do método e (3) a tentativa de se aumentar
o fator de amortecimento incorporado artificialmente ao sinal leva a uma malor correlacio entre
as amostras do ruido, deteriorando bastante o desempenho do método.

Tentativas equivalentes para o método BLP Modificado também nio apresentaram a ro-
bustez necessaria pelos mesmos motivos anteriores [1].

Para o caso particular de sendides reais, também foi utilizada uma estratégia no sentido
de melhor distinguir zeros de sinal dos demais zeros, a fim de reduzir a SNR, de limiar [2].
Nesse caso, foi utilizado 0 método FBLP Modificado e uma estratégia de distincao baseada na
geometria complexa conjugada dos zeros de sinal e na proximidade dos mesmos em relacio &
circunferéncia de raio unitdrio, visto que os zeros estranhos também OCOTTEm €In pares com-
plexos conjugados. Os resultados alcancados apresentaram um limiar inferior aquele do método

FBLP Modificado.

6.3.2 [Estratégia proposta

O método aqui proposto também é baseado em uma estratégia mais eficiente de distingéo
entre os zeros de sinal e os zeros restantes do Filtro de Erro de Predicdo (FEP). Justifica-
se assim todo o destaque dado as caracteristicas do zeros do fltro preditor, apresentadas no
capitulo anterior.

A estratégia, semelhante aquela apresentada em [1], é baseada no método FBLP Modificado
e consiste em um procedimento adicional com a finalidade de introduzir, artificialmente, um
fator de amortecimento positivo nas exponenciais complexas que compdem o sinal. Como
resultado obtemos um subconjunto de zeros candidatos a zeros de sinal, mais reduzido que o
universo existente inicialmente. Apds esse procedimento, serd aplicada a estratégia de estimacio
baseada na proximidade da circunferéncia de raio unitario, tendo, porém, o conhecimento da
localizagao aproximada dos zeros de sinal. Esse procedimento possibilitard obter melhores
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resultados para as estimativas, levando a um aumento da capacidade de resolucio para o método
FBLP Modificado.

Baseado nas estreitas relagdes entre os coeficientes de um polindmio e suas raizes, abordadas
no capitulo anterior para o polinémio de norma-minima, iremos propor uma alteracdo nos
coeficientes do filtro preditor para obtermos uma alteragdo no posicionamento dos zeros de
sinal, equivalente a um amortecimento positivo.

Uma andlise de sensibilidade detathada dos efeitos de uma alteracdo nos parimetros do
filtro é geralmente complexa e sé se aplica a casos especificos. Por outro lado, podemos obter
uma grande quantidade de informacées em uma andlise simples de como os zeros e pélos de
um filtro sdo afetados através das alteragoes dos coeficientes da fun¢io de transferéncia a ele
associada.

A funcdo de transferéncia, para um fltro de ordem L, utilizada nos desenvolvimentos a
seguir, sera dada por:

Wiz)=1- i wez (6.1}
k=1

na qual wi, para k= 1,2, ..., L, sio dados pelos elementos do vetor w em (2.91).
Propomos, portanto, uma alteracdo nos coeficientes wy, da forma a seguir:

V/\\sz WL + AW;C. (62)

Agora, considerando o efeito de uma alteracdo dos coeficientes sobre a posicao dos zeros,
temos que o fator Awy adicionado a um dado coeficiente afeta todos os zeros da funcio de
transferéncia W{z). Para quantizar este efeito, iremos supor que todos os zeros sio de primeira
ordem e dados por z;, para i = 1,2,..., L. Desta forma, poderemos reescrever Wi(z) como a
seguir:

L
Wiz) =[] (1 - zz71. (6.3)
=1
Definiremos i//’i} (z) como o polinémio formado pelos novos coeficientes wy, dados em (6.2), e

A . ~ . .
S€Uus Zeros como z;= z; + Az, para ¢ = 1,2, .... . O deslocamento em relagio a posicio original
para o i’ésimo zero pode ser expresso em termos das alteracdes nos coeficientes comor

y oy Lo (6.4)

Utilizando as duas formas para W(z), dadas em (6.1) e (6.3), juntamente com a relagdo a

seguir:
(8W(z)) 9z (3W(z)) (6.5)

dz; - _BM\;; T Bwy

teremos:



CAPITULO 6. NOVO METODO DE ALTA RESOLUCAO 79

Oz; Z;-L_k . 1.2 I (6 6)
= T y Parat,R = 1,2,..., L. .
LI s S
i=1,77#4

A Equacao (6.6) pode, entdo, ser substituida em (6.4).

A Equagao (6.6) também pode ser vista como uma medida da sensibilidade do 1'ésimo zero
a uma alteragao no k’ésimo coeficiente de W(z).

Cada fator (z;—z2;) em (6.6) pode ser representado por um vetor no plano Z, como mostrado
na Figura 6.2 para 1=1. A magnitude do denominador da Equagdo (6.6) sera, portanto, o
produto das distancias de todos os zeros restantes para a posigao do zero z;. Logo, se os zeros
forem muito proximos uns dos outros, teremos o denominador de (6.6) com menor magnitude
e, consequientemente, uma maior sensibilidade dos zeros as alteragbes nos coeficientes do filtro.
Além desta constatagdo, podemos notar que quanto maior o nimero de Zeros proximos maior
sera essa sensibilidade.

PLANO Z

CRU

3
I
2
Z&
746 B2

Figura 6.2: Representagio vetorial das distdncias entre os zeros no planoe Z em relagdo ¢ z.

Iremos propor uma alteragio apenas no coeficiente wo do polinémio normalizado em (6.1),
tentando com isto ndo alterar completamente as caracteristicas da solugdo de norma-minima
obtida pelos coeficientes wy, para k = 1,2, ..., L.

Considerando, inicialmente, wo = 1 e uma perturbacio o < 1, poderemos estabelecer uma
variagio do coeficiente wy da seguinte formas:

Awp = (o — 1)wy, (6.7)

onde, através de (6.2), podemos notar que aw, representa o novo valor para o coeficiente wy.
Desta forma, para @ < 1, estaremos diminuindo a magnitude do coeficiente wy.
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Utilizaremos, agora, o fato do novo polinémio formado apos a perturbagio em wy ser equi-
valente, em termos de suas raizes, ao polinémio obtido através de uma variagdo inversamente
proporcional aplicada aos coeficientes restantes, mantendo wq inalterado. Assim sendo, as
alteracoes, equivalentes a (6.7), para os demais coeficientes do filtro serio dadas por:

i
R Awp = (3 — Dwy, para k =1,2,..., L. (6.8)

Desta forma, utilizando (6.8) em (6.4), teremos uma variacio Az em cada raiz dada pela soma
das variagbes individuals proporcionada por cada coeficiente.

O sinal considerado, aqui, serd o mesmo utilizado nos capitulos anteriores, dado por (3.1),
com B = 0 para k=1,2,..., M, para uma situacio sem ruido (w(n) = 0). O polinédmio W(z)
obtido da solugao de norma-minima tera M de seus zeros associados aos parametros do sinal
de entrada, dados por z; = €™, para i = 1,2,..., M.

Para facilitar o desenvolvimento a seguir, estabeleceremos a hipétese de que a distribuicio
dos zeros € perfeitamente uniforme. Especificamente, teremos um espagamento igual entre
todos os zeros do filtro. Essa hipdtese é bastante plausivel para a solucdo de norma-minima,
conforme foi apresentado no Capitulo 5, Secio 5.4.

Devido as diferentes caracteristicas apresentadas pelos zeros de sinal e zeros restantes da
solugao de norma-minima, analisaremos separadamente o comportamento para cada conjunto
de zeros.

Zero de Sinal

Vamos considerar o caso de uma tinica exponencial complexa com o zero de sinal zZy = el*1,
Os demais L. — 1 zeros, denominados de zeros restantes, serao posicionados no interior da CRU.
Neste caso, com base nas Expressoes (6.6) e (6.4) podemos escrever:

Az :Z e —, (6.9)

L ejwl)L—-k
F=UIT (21— 25)

s Lo Y

It

1=2

L
Analisando o denominador, [] (z; — z;), como o produto de vetores de distincias entre
=2

0 zero z; e os demais zeros, podemos constatar que, devido 3 uniformidade da distribuicao
dos zeros, seu resultado terd argumento igual ao de z,. A F igura 6.3 ilustra a situacio aqui
considerada.

Neste caso, poderemos escrever:

L
IT (1 — 2;) = Ber, (6.10)
=2
onde 3 é um valor positivo dado pelo produto da magnitude dos vetores distincia.
A solugao de norma-minima para uma exponencial complexa é dada por (4.71). Assim, os
coeficientes do polinémio W(z) considerado aqui sdo dados por:

1.
Wi = el " (6.11)

L
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PLANO Z

i i 1 1

Figura 6.3: Representagio dos fatores do denominador da Eg. (6.16) para uwm vinico zero de
sinal (z1) e L=9.

onde observamos a mudanca do sinal do expoente em relacdo a (4.71) devido & utilizacdo da
forma (6.1) para W{(z).
Substituindo (6.10) em (6.9) com Aw,;, = (1 — 1)ws, obtemos:

I Lk
I | (ef) 1 &
A = E el et (R [ P> At . .
“ im L Pemn ((.}f Je (6.12)

Simplificando (6.12), teremos:

1.1 :
Azy = “5(2; — 1)elllter (6.13)
Considerando apenas uma variacio em médulo, teremos para 0 < o < 1:
1.1
Az = B(E — 1), (6.14)

onde % representa o fator de sensibilidade do zero de sinal em relacio a uma alteracio nos

coeficientes dada por Aw. Como % > 0, teremos um aumento do mdédulo do zero de sinal,

pois 0s novos zeros sdo dados por ,/z\im z; + Az;. Este aumento é inversamente proporcional a
a, provocando um efeito semelhante a um amortecimento positivo.

A generalizagdo desse comportamento para mais de um zero de sinal sera posteriormente
comentada.
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Zeros Restantes

Na solugao de norma-minima os zeros restantes estio distribuidos uniformemente no interior
da CRU e de forma simétrica em relacio ao zero de sinal (Capitulo 5, Segao 5.2). Consideremos,
mais uma vez, a existéncia de apenas um zero de sinal dado por z; = €1, Desta forma, os L
zeros do filtro serao dados por z; = p;e’%  onde:

2 . ,
9, = %(z ~1) 4w, parai=12 1L (6.15)

pi = P, parat=23,..., L
(6.16)
pi=1, para: =1,

com p < 1. Os zeros do filtro dados dessa forma também garantem a simetria da distribuicio
em relagao ao eixo determinado por wy, que € uma caracteristica da solucdo de norma-minima
dada por (4.71), comprovada no Capitulo 5.

A variagdo para os zeros restantes, de acordo com (6.4} e (6.6), serd:

L ( pej&) Lk

Az =Y — Awe,  i=23, .0 (6.17)
=M (mi—2)
J=1,54

Devido a hipétese de distribuicio perfeitamente uniforme dos zeros e para ordens elevadas
do filtro, o resultado do produto no denominador de (6.17) podera ser considerado equivalente
aquele obtido em (6.10) para o zero de sinal, tendo a resultante, neste caso, o mesmo argumento
de z;, para ¢t =2,3,..., L. Logo, poderemos escrever:

L
IT (5= z)=yei®, (6.18)
J=1,)#4
onde v possul as mesmas caracteristicas de A em (6.10).
Substituindo (6.18) em (6.17), juntamente com Aw, obtido através de {6.8) com wy dado
por (6.11), obtemos:

Lol (pejg‘)L_k 1
Agpm=) = |l (D {)eiken = ey L, .
z g_—:l 7 o (a Je , 1=2,3,...,L (6.19)

Simplificando (6.19), teremos:

_ 1,1 L j{L~1)8, SEp (w1 —0,)] % :
Az= (o= 1)pte é il M S (6.20)

L . k
Analisando o somatério $° [p”lef (w1 -85 )] em (6.20), ainda para uma distribuicio perfeita-
k=1
mente uniforme, segundo (6.15), teremos:
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L

> [p—lgj{wi—ﬁé)Jk *i [pmkej(%’ik(l-i))} S el . (6.21)

k=1 k=1 pej[le(i"l)] —1

Substituindo (6.21) em (6.20) com Z(G—1)= (6 - wi ), teremos apds algumas manipulagdes

algébricas:

Considerando apenas um variacio em moédulo, teremos:
3 (PL _ I) 1 ej((Lwl)B.'-{-w;)

Portanto, devemos considerar o termo (—’”i—;—l), em (6.23), como o fator de sensibilidade para
08 zeros restantes.

Através de (6.23), podemos constatar que quanto mais proximos da CRU menor a sensibi-
lidade dos zeros restantes em relacio & variagao Awg. Assim, para p — 1 teremos [Azp| — 0 e,
consequentemente, observaremos a permanéncia dos zeros no interior da CRU e bem préximos
da mesma. Este comportamento contrasta com aquele observado para os zeros de sinal, cujas
magnitudes crescem sem restricdes na medida em que « decresce.

Comparando (6.23) com (6.14), podemos observar a presenga do fator I no denominador
para a variagao dos zeros restantes. Portanto, temos uma maior sensibilidade para o zero de
sinal que para os zeros restantes. Também observamos uma diminui¢éo da sensibilidade dos
zeros restantes as variagbes dos coeficientes com o aumento da ordem do filtro.

Analisando, agora, uma situagéo onde um dos zeros restantes encontra-se bem préximo
ao zero de sinal, teremos z; = 21, para algum ¢ = 2,3,.... L. Neste caso, devemos tomar as
situagdes #; — wy e p — 1 em (6.23).

Inicialmente, fazendo #; — w;, teremos para [Az:

(PL _ 1) 1 . ej((L—1]9g+w1) 1 1 (pL _ ].)
Azp| = ———Z2(° ] e | = (e o 1320 TS .
i 2k! L’y (CY ) 9}%1 (peigi — e]wl) L'}’((},’ 1) (,0 _ i) (6 24)

Agora, fazendo p — 1 em (6.24), teremos:

11 . oph—1 11
Az = (= - Dlim 2 —— = (2 1)

¥ —1 p—1 - ;
Podemos notar, ainda, comparando (6.18) com (6.10), que para 0; — wy e p — 1, teremos:

8.

v =B
Consegilientemente, teremos [Az;| para os zeros restantes, considerados em (6.24), igual a
variagao para o zero de sinal, dada em (6.14). Isso significa que se existir um zero estranho
proximo a um zero de sinal, esse apresentars comportamento equivalente a um zero de sinal,
para uma alteracdo nos coeficientes do filtro preditor.
Concluimos, portanto, que os dois conjuntos de zeros se comportam de forma diferente em
relagao & variacio dos coeficientes dada pelo fator o. Os zeros de sinal se mostram bastante
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sensivels as variagdes, favorecidos pela simetria apresentada pela distribuicio dos zeros. Os zeros
restantes, por sua vez, mostram pouca sensibilidade e uma forte tendéncia de convergéncia para
a CRU, para os mesmo valores de o. A €Xce¢ao ocorre para um eventual zero restante muito
préximo de um zero de sinal.

Para mais de um zero de sinal préximos entre si, 0 comportamento ser equivalente ao
observado para o zero restante préximo a um zero de sinal. J& para zeros fora dessa condigdo,
apesar de nao ser o objetivo de nossa aplicagao, observamos a projecao destes para alguns valores
de «, conforme serd discutido adiante, quando abordarmos a escolha adequada para o valor de
a. Concluimos, portanto, que a variacao no comportamento dos zeros se deve principalmente
a simetria da distribuicéo, estudada no Capitulo 5.

6.3.3 O método

Baseado na diferenca de comportamento dos dojs conjunto de zeros analisada na secio
anterior, propomos um procedimento de detecgdo de freqiiéncias em duas etapas, descritas a
seguir.

A primeira etapa consiste na solucio do filtro preditor pelo método FBLP Medificado,
seguida da obtencdo das raizes do polindmio alterado pelo fator a, escolhido adequadamente.
O valor para o fator o deve ser escolhido com o ob jetivo de se obter uma melhor distingdo entre
os dois conjuntos de zeros. Fssa distin¢ao servira, portanto, para definir uma regido do plano Z
com maior probabilidade de encontrarmos um zero de sinal, restringindo assim o subconjunto
de zeros candidatos a zero de sinal. Essa regiao podera conter zeros estranhos, sendo o objetivo
dessa primeira etapa apenas reduzir o conjunto de zeros candidatos a zero de sinal.

A segunda etapa, por sua vez, consiste na aplicacdo do critério de proximnidade da CRU
para a escolha das estimativas dos zeros de sinal. Essa escolha serd realizada sobre os zeros
do filtro original contidos na regiao definida na etapa anterior. Desta forma, os zeros que nao
estiverem dentro dessa regiio de observacio, mesmo préximos da CRU, serdo rejeitados. Qs
zeros escolhidos como estimativas deverdo estar na regiao definida na primeira etapa e, dentre
esses, apreseniar maior proximidade da CRU que os demais. O nimero de estimativas escolhido
esta relacionado ao mimero de exponenciais presentes no sinal e sera discutido posteriormente.

A utilizagdo dos zeros do filtro original na segunda etapa é necessaria, pois os zeros de
sinal do filtro alterado também sofrem variagées angulares, que degradam a qualidade das
estimativas. Essas variagdes angulares estio relacionadas ao argumento de Az, em (6.13) e
serao abordadas a seguir.

O esforgo computacional adicional da estratégia em relagio ao método FBLP Modificado
consiste, principalmente, na obtencio das raizes do polindmio alterado na primeira, etapa.

Deslocamento angular dos zeros de sinal

Como podemos observar na Expressdo (6.13), os zeros de sinal sofrem ndo somente uma
variacao em médulo como também em seus argumentos. Conseqiientemente, teremos um deslo-
camento radial, dado por (6.14), e um deslocamento angular dado pelo argumento de Az, em
(6.13).
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Conforme podemos constatar em (6.9), o argumento de Az, esta fortemente relacionado ao
argumento de Awg, que por sua vez ¢ fungdo das freqiiéncias angulares do sinal.

Para um tinico zero de sinal, teremos o argumento de Az, dado por (L — 1)w,, conforme
(6.13). Podemos notar que para valores de w, proximo de zero, teremos uma menor variacao
angular dos zeros.

Para mais de um fregiiéncia contida no sinal, a solu¢do de norma-minima nio serd mais
dada por (4.71). Para o caso particular de um sinal com duas freqiiéncias préximas entre si,
a solugdo de norma-minima poderd ser dada por (5.5). Neste caso, o argumento de Aw sera
dado por k w. Conseqiientemente, o argumento de Az; estarsd em uma fungio de @.

Ficou constatado, no Capitulo 5, Se¢éo 5.2, que a distribuicdo dos zeros do filtro de norma-
minima, para sinais com até duas freqiiéncias, é simétrica em relagao ao eixo dado pela média
aritmética das freqliéncias angulares. Para mais de duas freqiiéncia a existéncia de simetria
também foi comprovada, apesar de nio ter sido determinada. A alteracio proposta para os
coeficientes do filtro, por sua vez, ficou restrita aos médulos dos coeficientes, nao alterando assim
a caracteristica de simetria do filtro original. Portanto, o filtro com os coeficientes alterados
também devera apresentar a mesma simetria do filtro original. Podemos entdo concluir que se
existir projecao de alguns dos zeros do filtro apés a alteragio, essa projecio nio podera romper
com a simetria da distribuicao.

Portanto, para os zeros de sinal, uma perturbagdo nos coeficientes do filtro podera apresentar
as seguintes possibilidades: (1) os zeros serdo projetados para fora da CRU sem deslocamento
angular; (2) os zeros serdo projetados para fora da CRU com um deslocarmento angular simétrico
convergente para o eixo de simetria e (3) os zeros serdo projetados para fora da CRU com um
deslocamento angular divergente do eixo de simetria. As trés possibilidades de distribuicio
esperada atendem a caracteristica de simetria. A ocorréncia de uma ou outra dependera dos
seguintes fatores: afastamento entre os zeros, nimero de zeros de sinal e magnitude do fator
de alteragao a.

Concluimos que o deslocamento angular sofrido pelos zeros de sinal nédo interfere na de-
terminagao da regido de observacdo, porém inviabiliza qualquer tentativa de se estimar as
freqiiéncias do sinal sobre os zeros deslocados.

Uma andlise mais detalhada dos deslocamentos angulares dos zeros do filtro serd deixada
para pesquisas futuras.

6.3.4 Regiao de observacao

A regigo no plano 7 a ser determinada na primeira etapa do método é crucial para o sucesso
da estratégia proposta.

Essa regido, denominada de regiio de observacio, deve possuir as seguintes caracteristicas
desejaveis: (1} deve abranger pelo menos um zero do filtro, e neste caso esse zero deve ser um
zero de sinal e (2} deve conter uma pequena fragéo do plano Z, abrangendo assim uma pequena
quantidade de zeros candidatos a zero de sinal.

Podemos notar a necessidade de um compromisso entre as duas caracteristicas desejaveis,
sendo, portanto, necessario a realizacio de um procedimento cuidadoso para uma melhor
defini¢do dessa regido e, conseqiientemente, um melhor desempenho do método proposto.

O procedimento sugerido para a obtencio da regiao de observagio serd baseado na definicio
de um angulo de abertura 0, denominado de angulo de observacio.
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Angulo de observagio

O éangulo de observacao ©, com vértice no centro da CRU, serd definido por sua mediatriz
e um valor de abertura.

A mediatriz do dngulo de observacdo deveré coincidir com o argumento do zero do filtro
que apresentar deslocamento para fora da CRU, apés aplicada uma perturbac¢do adequada nos
coeficientes desse filtro. No caso de mais de um zero apresentar tal comportamento, a mediatriz
sera dada pelo eixo médio entre esses zeros. Desta forma, a mediatriz podera ser interpretada
COmMO Uma aproximagio para o eixo de simetria da distribuicio dos zeros original.

Essa determinagio tem como objetivo garantir a presenga. do zero de sinal dentro da regido
de observacao.

O valor para a abertura do angulo de observacio podera ser obtido por uma forma direta
ou iterativa.

Forma Direta

O valor para o dngulo de observacio ser4 escolhido da seguinte forma;

O = 3(¢1 — 42),

onde ¢ e ¢y, com ¢; > ¢, sdo os argumentos dos dois zeros do filtro original mais préximos da
mediatriz dos zeros que apresentaram deslocamento para fora da CRU, sendo escolhido apenas
um para cada por¢ao do plano definida pela mediatriz. O termo {¢1— ¢2) representa a distancia
angular entre os dois zeros escolhidos.

Desta forma, a regido de observacio deverd abranger pelo menos dois zeros do filtro e
possiveis zeros proximos destes,

O fator 3 na definicdo do angulo foi baseado no fato dos dois zeros mais proximos da
mediatriz serem os candidatos mais provéveis para zeros de sinal. Estes zeros estio afastados
por uma distancia angular (¢; — ¢;). Considerando que as freqiiéncias do sinal encontram-se
préximas entre si e devido a uniformidade da distribuigio dos zeros, nio devera existir outros
zeros proximos a cada um desses com um afastamento angular menor do que (¢; ~ ¢4). A
excegdo devera ocorrer para O €aso em os zeros préximos também sio zeros de sinal e nesse
caso deverao pertencer a regido de observacio.

A forma direta defini implicitamente um &ngulo de observacio contendo, de forma aproxi-
mada, circulos centrados em cada um dos dois zeros com argumentos ¢, e ¢s.

Cada circulo representara, portanto, a 4rea reservada para a variacdo do zero de sinal e
determinara o limite para a distingao de cada zero de sinal dos demais zeros. Deve ficar claro
que 0s zeros com argumentos ¢; € ¢, utilizados para derivar o angulo de observagio, sempre
serao candidatos a zero de sinal, mas nao serdo necessariamente escolhidos como estimativas
na segunda etapa do método.

Forma Indireta

O angulo de observagao seré definido tomando-se a mediatriz dos zeros que apresentaram
deslocamento para fora da CRU como ponto de partida para sua abertura e um critério de
parada adequado.
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O valor para o dngulo de observacio serd aumentado até englobar pelo menos um zero do
filtro original. Esse primeiro zero encontrado serd, entio, torado como um primeiro candidato
a zero de sinal. Com o aumento sister4tico do angulo de abertura mais zeros serio englobados
pela regido de observagio e ordenadamente classificados como candidatos.

O angulo deverd ser ampliado até abranger uma quantidade de zeros major ou igual ao
numero de zeros de sinal esperados. Uma estimativa para o nimero de zeros de sinal esperado
podera ser obtida pelo nimero de zeros que sofreram um deslocamento para fora da CRU apés
a perturbagdo imposta nos coeficientes do filtro.

Né&o existe a necessidade de determinar precisamente o nimero de zeros de sinal na etapa
de defini¢io do angulo de observacdo. Na verdade, esse mimero devers ser superestimado para
garantir que a regido de observacio contenha todos os verdadeiros zeros de sinal.

Devemos esclarecer que o erro na determinacio do nimero de zeros de sinal na segunda
etapa do método propiciard uma degradagio no desempenho do método proposto, conforme
ocorre para o método FBLP Modificado. Portanto, serd considerado conhecido o nimero de
freqiiéncias presentes no sinal observado, ficando a anslise de um erro na sua estimacio para
trabalhos futuros.

6.4 Simulacoes

Mantendo os mesmos pardmetros do sinal utilizado no exemplo apresentado no Capitulo 3,
Segdo 3.5, temos na Figura 6.4 o diagrama da superposicio dos zeros obtidos do polinémio com
os coeficientes alterados, para o = 0,45 e SNR=5dB. O valor para « foi obtido empiricamente
como a mais favordvel. A escolha do fator « serd discutida posteriormente. Podemos observar,
facilmente, que um dos zeros apresenta um efeito equivalente a um amortecimento positivo,
destacando-se dos demais zeros que permanecem no interior da CRU. Apesar de ser esperada
a projecao de dois zeros para fora da CRU, essa distribuicio foi obtida devido ao grande valor
escolhido para o e a proximidade dos dois zeros. Nessa situacdo, um tinico zero de sinal se
deslocou para fora da CRU na direcio da média aritmética das duas freqiiéncias angulares,
enquanto que o outro zero de sinal permaneceu no interior da CRU na mesma posi¢do angular
do primeiro.

A Figura 6.5 mostra, para efeito de comparagao, o posicionamento dos zeros do método
FBLP Modificado para SNR=5 dB. Observe que, nesta circunstancia critica de SN R, o critério
de proximidade da CRU para estimar as freqliéneias angulares fatha em alguns experimentos,
uma vez que zeros estranhos podem ser tomados equivocamente como zeros de sinal, por estarem
mais proximos da CRU.,

Comparando as Figuras 6.4 ¢ 6.5, podemos constatar a sensivel diferenca de comportamento
dos zeros. Na regido onde se encontram os zeros de sinal observamos a projecdo de um zero
para fora da CRU, aumentando, assim, a possibilidade de distin¢ao da regido que os contém.

O grifico da Figura 6.6 é equivalente ao grafico da Figura 3.3 acrescido dos resultados
obtidos com o método proposto, para SNR=0, 1, 2, 3, 4, 9, 6, 7, 10, 15, 20, 25 e 30dB com
a = (0,45,

Para a obtencio dos resultados para o novo método proposto utilizamos o argumento do zero
projetado para fora da CRU como mediatriz do angulo de observacio. Para obtencao do angulo
de abertura foi utilizada a forma indireta, tendo-se o conhecimento, a priori, do nimero de
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Figura 6.4: Zeros da funcio de transferéncia FBLP Mod., N = 25 amostras, L = 18 o =
0.45, SNR = 5dB. Superposi¢do de 50 experimentos.

freqiiéncias presentes no sinal. O limiar encontrado para o método proposto, aproximadamente
1dB, foi notadamente abaixo do limiar de 3dB apresentado pelo método ML,

Apesar da Figura 6.6 apresentar apenas a variancia do estimador para a freqiiéncia w;,
espera-se resultados semelhantes para w,, como ocorre no caso da aplicacdo do método FBLP
Modificado tradicional.

O método proposto sugere uma perturbacdo apenas no coeficiente w, do filtro, porém algu-
mas simulagoes ja realizadas mostram que a técnica pode ser estendida, com vantagens, para o
coeficiente w;.

Os resultados apresentados nas simulagdes servem apenas para ilustrar a capacidade da
estratégia proposta. Simulacées exaustivas e com variagbes de alguns pardmetros ainda nio
foram concluidas, mas ja apontam para um desempenho bastante satisfatério quanto & robustez
da proposta.

6.4.1 Limiar do método ML

O resultado obtido para o limiar do método proposto ¢ surpreendente, pois o método ML é
considerado o melhor estimador. No entanto, podemos observar que, considerando a varidncia
do estimador acima de sua SNR de limiar, o método ML continua superior ao novo método
proposto. A ocorréncia de um limiar inferior encontrado para o método proposto se explica,
portanto, pelo limite de Cramér-Rao, o qual ndo apresenta limiar. Desta forma, podemos
concluir que o limiar est4 diretamente relacionado is caracteristicas do método utilizado.

Acreditamos que o limiar para o método ML poderd ser estendido como foi realizado para
o método FBLP Modificado. Para esse fim, poderfamos aplicar o método ML na segunda
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Figura 6.5: Zeros da fungdo de transferéncia FBLP Mod., N = 25 amostras, [, = 18, SNR =
5dB. Superposicdo de 50 experimentos.

etapa do método proposto. No método ML a informacéo obtida na primeira etapa poderia ser
utilizada para restringir a escolha do estimador ML. Essa restri¢ao poderia ser realizada, por
exemplo, através de uma filtragem do sinal através de um filtro passa-faixa, na qual essa faixa
seria definida pela regido de observacio, para posterior avaliacdo do sinal filtrado pelo método
ML.

O sucesso do método proposto atesta, por fim, uma ma utilizagdo da capacidade dos método
de norma-minima aplicado na deteccio de freqiiéncias. Mostramos, entio, ser possivel, através
de estratégias adicionais, obter estimativas mais adequadas.

6.4.2 Determinacgao do fator o

A determinacio para um valor do fator de perturbagdo dos coeficientes do filtro, dado
por « em (6.7), é importante principalmente para a determinagdo da mediatriz do angulo de
observagao.

Portando, devemos escolher o com o menor valor suficiente para obtermos uma distincio
nao equivocada da regido onde se encontram os supostos zeros de sinal.

Foi demonstrado que, para um dnico zero de sinal, a perturbagdo sugerida para os coe-
ficientes do filtro faz com que esse zero se desloque para fora da CRU, podendo assim ser
facilmente identificado dos demais zeros.

Para mais de um zero de sinal, préximos entre si, também ficou evidente que esses zeros
apresentarao comportamento equivalente ao caso de um dnico zero, sendo, portanto, projetados
para fora da CRU, para valores adequados de «.

Valores elevados para o (préximos a 1) implicam em uma pequena altera¢do nos coeficientes
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Figura 6.6: Andlise de desempenho dos métodos FBLP, FBLP Mod., ML e do método proposto.

que pode nao ser suficiente para propiciar uma, perfeita distincio entre os dois conjuntos de
ZEeros.

Valores muito pequenos para o (préximos a 0), por sua vez, implicam em uma grande
alteragao do coeficientes que pode provocar distorgoes indesejdveis na posicio dos zeros de
sinal. Fssas distor¢des podem fazer com que apenas um tdnico zero de sinal seja projetado para
fora da CRU, mesmo na existéncia de mais zeros de sinal.

Tais efeitos ocorrem devido as limitacdes impostas para o lugar das raizes de um polinémio
com distribuicdo simétrica de seus zeros e pode ser melhor compreendido através do tracado
do diagrama do lugar das raizes para o polinémio alterado. A ocorréncia desses efeitos s6
prejudicard a estimativa do nimero de freqiiéncias do sinal, ja que a determinacio da mediatriz
estara garantida através da projecio de um inico zero,

Devemos enfatizar que na anélise do efeito das perturbacoes dos coeficientes do polinémio,
tratada aqui, utilizamos um modelo para pequenas perturbagées. Qutros modelos deverio ser
utilizados para analisar o efeito provocado por grandes perturbacoes.

6.4.3 Robustez e desempenho do método proposto

A estratégia proposta é bastante robusta, pois, conforme foi demonstrado, mesmo se algum
zero estranho apresentar um deslocamento para fora da CRU, equivalente ao esperado por
um zero de sinal, isso sé deverd ocorrer se esse estiver bem préximo ao zero de sinal, nao
interferindo assim na determinacio da regiao do plano Z realizada na primeira etapa do método.
A proximidade a que nos referimos, compreende uma distancia angular entre os zeros menor que
2w /L, pois esta é a distancia angular entre os zeros esperada para uma distribuicio uniforme.

Da mesma forma, para mais de um zero de sinal proximos entre si, como em uma situagao
que exige alta resolucdo do método de deteccdo, poderemos garantir o comportamento adequado
para ambos os zeros de sinal e uma determinagao adequada da regido de observacao.
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Para zeros de sinal afastados os resultados continuam validos, porém, a determinacio da
regiao de observacio no plano 7 sera mais abrangente para conter todos os zeros candidatos a
zero de sinal. Conseqiientemente, tal situagédo poderd tornar sem efeito a estratégia proposta.

Eissa estratégia evita claramente a escolha equivocada de um zero de sinal, quando apenas o
critério de proximidade da CRU ¢ utilizado, o qual é o maior responsivel pelo fraco desernpenho
do método FBLP. Modificado.abaixe da SNR. de limiar: I

O método tem como principal vantagem uma reducdo do limiar para o método FBLP
Modificado, ampliando assim sua aplicabilidade. Podemos notar que seu desempenho é igual
ao do método FBLP Modificado tradicional para relacdes sinal-ruido acima do limiar deste.

Os melhores resultados de desempenho para o método proposto sio obtidos quando utilizado
em sinais composto por freqliéncias préximas entre si em baixa relacdo sinal-ruido. Nessa
situagdo, considerando os métodos existentes para deteccao de freqiiéncias, obtemos um ganho
significativo com a sua utilizacio,

6.5 Conclusao

Neste capitulo foram apresentadas algumas medidas de desempenho utilizadas em métodos
de estimagdo de alta resolucio,

Apresentamos uma proposta para um novo método de deteccéo de freqiiéncias, que possi-
bilitou estender a utilizagio do método FBLP Modificado além do limiar existente.

Nesse novo método, foi sugerida como estratégia uma perturbacio nos coeficientes do filtro
de norma-minima, proporcionando um efeito equivalente a um amortecimento positivo nas
exponenciais que compdem o sinal, com o objetivo de melhor distinguir os zeros de sinal frente
aos demais. Foi demonstrado que a estratégia funciona devido ao comportamento diferenciado
para os dois conjuntos de zeros, permitindo a projegao dos zeros de sinal para fora da CRU.
Os resultados apresentados pelas simulacdes serviram para ilustrar a capacidade da estratégia
proposta e comprovaram sua eficiéncia e robustez. O limiar encontrado para o método proposto
foi de 1dB, notadamente inferior ao do método FBLP Modificado que apresentou um limiar de
7dB para as mesmas condicdes.

Podemos destacar no método proposto o uso da caracteristicas de simetria apresentada
pela solucdo de norma-minima, constatada no capitulo anterior, como uma fonte de informacao
adicional ndo utilizada até entio em métodos de detecgao.

O sucesso do método proposto atestou, por fim, a possibilidade de reducdo do limiar abaixo
daquele apresentado pelo método ML,



Capitulo 7

Conclusao

7.1 Resumo

Foram desenvolvidos neste trabalho aspectos tedricos e praticos da predicio linear nos con-
textos forward, backward e forward-backward. Utilizamos o critério de minimos-quadrados para
derivar a equacdo normal em suas formas deterministica e nao-determinfstica.

Foi dado destaque & solugio da equacio normal que apresenta a menor norma FEuclidiana
para os coeficientes do filtro étimo, denominada de solugdo de norma-minima. Essa solugao
foi obtida através do estudo do teorema da decomposicdo em valores singulares, objetivando
o célculo da pseuda-inversa da matriz dos dados disponiveis. A solucdo de norma-minima foi
obtida em sua forma explicita, possibilitando um melhor conhecimento de suas caracteristicas,
tanto sob o ponto de vista do polinémio associado ao filtro, como em relacdo aos subespacos
{(subespago de sinal e subespacgo de ruido) definidos pela matriz de dados do sinal.

A deteccdo de fregiiéncias através de métodos de predigdo linear no contexto forward-
backward foi a aplicagao pritica escolhida. Ficoun demonstrado que os zeros do polindmio
formado pelos coeficientes do filtro de erro de predigdo, dados pelo método FBLP, podem ser
utilizados para estimar as freqiiéncias presentes em um sinal.

Apresentamos o método FBLP convencional e FBLP Modificado aplicado na deteccio de
freqiiéncias préximas de um sinal composto por uma soma de exponenciais nio-amortecidas
sujeitas a ruido branco aditivo. Na oportunidade, seus desempenhos e limitacdes foram anali-
sados.

O comportamento da distribuicio dos zeros da solugao de norma-minima foi amplamente
estudado e caracterizado, permitindo assim um melhor conhecimento dos efeitos provocados
por perturbacoes ruidosas. Os zeros do filtro foram, entdo, classificados em dois conjuntos:
zeros de sinal e zeros estranhos.

No dltimo capitulo, apresentamos uma novo método para detecgao de freqiiéncias, baseado
no método FBLP Modificado, que propicia uma diminuicdo da SNR de limiar deste método.

Através de simulagdes pudemos realizar anilises e comparagoes do método proposto com os
métodos convencionals, que confirmaram a eficiéncia e robustez da proposta.

92
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7.2 Conclusées e Contribuicoes por Capitulo

Capitulo 2

Foram expostos os principais aspectos e conceitos da teoria de predi¢io linear.

A forma deterministica do preditor foi a mais utilizada nos desenvolvimentos por apresentar
uma facil manipulagdo matemaética e permitir a extensio de seus resultados para a forma nao-
deterministica estaciondria. Para a forma nao-deterministica do preditor, as médias estatisticas
foram substituidas por médias temporais através da hipétese de ergodicidade do sinal.

A predigdo desenvolvida foi baseada em um modelo de aproximacio s6 com pdlos (AR), por
se mostrar a mais adequada para a aplicacio em detecgio de freqiiéncias.

Como uma contribuicéo deste capitulo, podemos citar a forma de apresentacao da teoria
de predigdo linear, que realiza uma ponte entre os conceitos clissicos apresentados em [23] e a
abordagem moderna de [8].

Contribuimos, também, com a apresentacao de uma outra formulacio para solucdo de
norma-minima, baseada no conceito de espaco nulo, a qual se mostrou bastante elegante e
compacta.

Capitulo 3

A aplicacao da predicio linear em deteccio de freqiiéncias foi abordada para os métodos
FLP, BLP e FBLP. Através dessa aplicacio, ficou justificada a escolha da solucio de norma-
minima, bem como o uso do método FBLP na detecgdo de sinais, onde suas componentes
exponenciais nao apresentam amortecimento.

Destacamos ainda, nesse capitulo, a importancia da distin¢io entre zeros de sinal e Zeros
estranhos na estimacdo precisa das freqiiéncias contidas no sinal observado.

Foi constatado a existéncia de flutuacoes dos zeros em relagdo a suas posigdes originais em
situagoes ruidosas. Tal comportamento se mostra bastante prejudicial na estimacdo precisa dos
parametros do sinal na presenca de ruido excessivo.

No caso de deteccao de sinais ruidosos, a analise de subespagos, através dos valores e vetores
singulares, torna-se uma ferramenta poderosa ao possibilitar a divisdo do sinal em dois sub-
espagos: o de sinal propriamente dito e o de ruido, onde o 1iltimo se apresenta como o grande
responsavel pelo desempenho insatisfatério dos métodos de deteccdo. Baseado nesta ferramenta
de anélise, apresentamos o método FBLP Modificado que produz uma solugdo para o filtro de
erro de predigdo utilizando apenas o subespago de sinal.

Na comparacio entre técnicas de estimacao baseadas em LS e SVD, pudemos concluir que
essa dltima é superior A primeira, principalmente em situacbes onde a SNR é baixa.

Capitulo 4

A teoria desenvolvida nesse capitulo permitiu a obtencdo da solucéo de norma-minima para
preditores lineares em uma forma generica e explicita, quando aplicada a um sinal composto
pela soma de exponenciais complexas.

Através da obtengao das estimativas das correlagbes para um sinal composto pela soma de
exponenciais complexas, foi possivel analisar as dependéncias da solugéo de norma-minima em
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relagdo ao nitmero de amostras disponiveis, ordem do filtro, nimero de exponenciais complexas
e seus parametros, como freqiiéncias, amplitudes e fases.

A obtencdo desses resultados também possibilitou explicitar os coeficientes do filtro preditor
de ordem L, bem como o posicionamento de seus zeros para sinais compostos por uma ou duas
exponenciais complexas ndo-amortecidas. Para sinais amortecidos tal abordagem limitou-se a
um preditor de segunda ordem, devido & complexidade envolvida em ordens maiores.

Capitulo 5

O conhecimento das caracteristicas das distribui¢des dos zeros do preditor se mostrou de
grande utilidade quando utilizamos um método de detecgio de freqiiéncias baseado nas raizes
do polinémio de norma-minima, associado ao filtro Gtimo (“root minimum-norm”). Com esse
objetivo, obtivemos nesse capitulo uma relacdo simples entre os coeficientes do filtro preditor e
seus zeros. Esse desenvolvimento mostrou que, para um sinal composto por duas exponenciais
complexas nao-amortecidas, o i’esimo coeficiente complexo do filtro otimizado possui magnitude
dada por 4 - cos(iAw/2)/L e fase dada por (~ @), onde @ é a média aritmética das freqliéncias
contidas no sinal e Aw representa a diferenca entre suas freqiéncias angulares.

Como uma contribuicdo importante, temos a constatacao de que a norma de tal solucio ¢
invariante 2 uma rotacao de seus zeros. Através dessa invariéncia, concluimos que a solucio de
norma-minima possui uma simetria no posicionamento de seus zeros. Para um sinal composto
por duas exponenciais complexas nao-amortecidas, pudemos identificar essa simetria através
de um eixo determinado pela média aritmética das freqiéncias angulares contidas no sinal.

A defini¢do do conceito de raio médio de uma distribuicdo dos zeros do preditor de norma-
minima, assim como sua quantizacio, permitiu equacionar a ordem do filtro e o niimero de expo-
nenciais do sinal com a proximidade dos zeros estranhos 3 CRU. Fsse equacionamento contribui
para um melhor entendimento dos efeitos indesejiveis observados na estimacao de freqiiéncias
nao-amortecidas através do uso de um preditor forward-backward, baseada no critério de pro-
ximidade 4 CRU.

‘Também integram as contribuices desse capitulo o desenvolvimento de uma solugdo de
norma-minima aproximada, através de uma linearizacao dos resultados reals, bem como a a-
presentacao de polindmios com distribuicdes de zeros uniformes,

Capitulo 6

Como contribuicio final deste trabalho, foi apresentada a proposta de wm novo método para
detecgao de freqiiéncias bem préximas entre si em valores extremamente baixos para SNR. O
novo métode proposto, baseado no método FBLP Modificado, amplia a utilizacio desse método
para valores de SNR abaixo dos limiares existentes. O limiar encontrado para o método proposto
foi de 1dB, notadamente inferior ao do método FBLP Modificado, que apresentou um limiar de
7dB para as mesmas condicdes. A caracteristica de alta resolugio do método FBLP Modificado,
aliada & ampliagdo de sua aplicabilidade, credencia o novo método proposto como uma técnica
competitiva com o método ML.
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7.3 Sugestoes para Trabalhos Futuros

No decorrer da apresentacio deste trabalho sempre procuramos destacar a possibilidade de
pesquisas futuras.

No Capitulo 2 apresentamos as formas de predicio forward, backward e forward-backward,
através da variacdo da condicdo wi = —1. Acreditamos que outras possibilidades para a
condigao podem ser utilizadas, dando origem a outras formas de predicdo, nas quais terfamos
casos intermediérios entre a predicio forward e backward.

No Capitulo 3 discutimos a influéncia do ruido na distribuicio dos zeros do preditor. Acredi-
tamos que o estudo mais detalhado do comportamento dos zeros propiciara, avangos ern técnicas
de deteccdo de freqliéncias baseadas nas raizes. Como sugestao, podemos citar uma melhor
caracterizagao dos “clusters” formados pelos zeros sobrepostos para um grande numero de
experimentos. Acreditamos que a forma geométrica de tais “clusters” estd estreitamente rela-
cionada ao ruido presente no sinal, servindo, portanto, como fonte de informacio adicional dos
efeitos provocados pelo ruido, mesmo no caso de ruido colorido. Essas informacdes, por sua
vez, possibilitardo alteragdes nas técnicas de detecgio com o objetivo de diminuir os efeitos
indese)aveis.

No Capitulo 5 procuramos caracterizar a solucio de norma-minima através dos coeficientes
do polinémio associado. Observamos que tais coeficientes apresentam uma estreita relagdo com
os parametros do sinal (freqiiéncia, amplitude e fase) . Em alguns casos pudemos explicitar tais
coeficientes e concluir que seus médulos estdo relacionados ao nimero de freqiiéncias distintas
presentes no sinal e seus argumentos relacionados ao espagamento angular entre as freqiiéncias.

Baseado nas estreitas relagdes entre os coeficientes do filtro preditor e os pardmetros do sinal
observado, acreditamos que a utilizacio dos coeficientes obtidos da solugdo de norma-minima
como uma seqiiéncia de entrada para um novo filtro preditor possibilitara a obtencio de in-
formacdes adicionais com respeito ao sinal observado. Através das estimativas da amplitude
dessa seqiiéncia poderiamos obter o nidmero de freqiiéncias distintas presentes no sinal obser-
vado. Além disso, também poderfamos obter o espacamento angular entre as freqiiéncias do
sinal observado através das estimativas das freqiiéncias dessa seqiéncia.

Ainda no Capitulo 5, explicitamos as correlacdes estimadas para um sinal genérico com-
posto pela soma de M exponenciais complexas. Pudemos constatar uma forte dependéncia
dessas estimativas com a ordem do filtro, niimero de amostras disponiveis do sinal, diferenca
de fase e de [reqiiéncias das exponenciais. Acreditamos que uma analise mais cuidadosa dessas
estimativas permitira explicar resultados de desempenho superior para os estimadores, quando
esses fatores forem escolhidos adequadamente. Visto que tais estimativas sio resultado de uma
soma finita, uma condi¢do favoravel serd dada pela soma de periodos inteiros das freqiiéncias
presentes no sinal, considerando suas fases iniciais.

No Capitulo 6, quando apresentamos a proposta de um nove método para deteccao de
freqiiéncias, destacamos apenas uma estratégia de perturbagido do coeficiente. Acreditamos
que outras possibilidades de perturbagio propiciem resultados satisfatérios. Como sugestao,
destacamos a perturbac¢do apenas no coeficiente w, do filtro, por ter seu argumento diretamente
relacionado ao eixo de simetria da distribuicio dos zeros.

Outros procedimentos voltados para uma melhor estimacao dos pardmetros do sinal estio
em estudo. Dentre eles, destacamos a manipulacio dos subespacos definidos pelos autovetores
e autovalores da matriz de dados associada ao sinal [5][35]. Acreditamos ser possivel obter um
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melhor desempenho dos métodos de deteccdo de freqiiéncias baseados em predicdo linear no
contexto forward-backward, nio através da completa extragio dos autovalores e autovetores do
subespaco de ruido, como no método FBLP Modificado, mas sim através de outras combinagdes,
com o objetivo de escolher um subespaco mais adequado para representar o sinal observado.
Esse procedimento deve se tornar mais atrativo com o aumento da intensidade do ruido presente
no sinal. Para ruido com poténcia comparada a do sinal, a distingdo entre o subespago de sinal
e de ruido, realizada pelo método FBLP Modificado, pode se tornar impossivel.

A influéncia da fase inicial das exponenciais no desempenho dos métodos de estimacao é
um assunto importante na andlise da performance de métodos de alta resolucdo [33][11]. Tal
influéncia merece um destaque maior.

Apds a realizacio deste trabalho, torna-se um desafio a utilizagao dos resultados aqui obti-
dos para fins de explicitar a performance estatistica dos métodos de deteccéo de freqiiéncias
baseados na ferramenta de decomposicio em valores singulares. Até o presente momento temos
o conhecimento de resultados referentes a obtencio do erro médio quadrado das estimativas
de tais métodos apenas assintoticamente. Essas analises sio nao-lineares, tornando qualquer
tratamento tedrico de sua performance muito dificil. Por iss0, a utilizagio de procedimentos
semi-analiticos, baseados nos resultados obtidos neste trabalho, pode ser bastante ttil.

O estudo do posicionamento dos zeros apds uma perturbagio foi abordado de uma forma
simples no Capitulo 6, para permitir o desenvolvimento do método proposto. Sugerimos uma
analise mais detalhada desse comportamento através da técnica do lugar das raizes, onde um
tracado detalhado da posicdo dos zeros no plano 7 podera ser obtido para cada valor da per-
turbagdo a proposta [16].

Com o aumento da capacidade de resolucido dos métodos estudados, Surge a preocupagao,
antes em segundo plano, da aplicabilidade desses métodos em tempo real. A utilizagio de pro-
cedimentos numéricos mais eficientes computacionalmente tem sido abordado com freqiiéncia e
por uma infinidade de dreas. Como sugestdo, temos as transformacdes polinomiais adequadas
que levam a uma redugdo do esfor¢o computacional requerido para a obtencio de suas raizes
[27]. O uso de modelos de predicio linear simétrica [38] é um exemplo desse tipo de trans-
formagao. Nesse sentido, os estudos desenvolvidos neste trabalho fornecem uma boa base para
o conhecimento das caracteristicas do polinémio resultante da solugdo de norma-minima, fa-
cilitando, assim, a andlise de tais transformacoes. Os algoritmos adaptativos também poderio
ser uma alternativa de estudos para aplicacio em tempo real [29]{14].
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