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Resumo

Esta tese apresenta contribuicoes para a solugao de problemas de analise de estabili-
dade e sintese de controladores por realimentacao de estados de sistemas dinamicos
que possuem elementos nao-lineares, por meio de condigoes na forma de desigualda-
des matriciais lineares e fungoes de Lyapunov. Para sistemas chaveados sujeitos a
saturacao nos atuadores, sao fornecidas condi¢oes convexas para o cdlculo de ganhos
chaveados e robustos. A saturacao é modelada como uma nao-linearidade de setor
e uma estimativa do dominio de estabilidade ¢ determinada. Para sistemas lineares
com incertezas politopicas e nao-linearidades pertencentes a setores, sao fornecidas
condicoes convexas de dimensao finita para construir funcoes de Lur’e com depen-
déncia polinomial homogénea nos parametros. Se satisfeitas, as condi¢oes garantem
a estabilidade para todo o dominio de incertezas e para todas as nao-linearidades
pertencentes ao setor e permitem o computo de controladores estabilizantes robustos
por realimentacao linear e nao-linear. Para sistemas bilineares instaveis, continuos
e discretos no tempo, é proposto um procedimento para calcular um ganho esta-
bilizante de controle por realimentacao de estados. O método baseia-se na solucao
alternada de dois problemas de otimizacao convexa descritos por desigualdades ma-
triciais lineares, fornecendo uma estimativa do dominio de estabilidade. Extensoes
para tratar controladores robustos e lineares variantes com parametros sao também
apresentadas.

Palavras-chave: Sistemas bilineares. Sistemas chaveados. Saturacao de atuadores.
Funcoes de Lyapunov. Desigualdades matriciais lineares. Nao-linearidade de setor.
Dominio de estabilidade.
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Résumé

Cette these présente des contributions aux problemes d’analyse de stabilité et
de synthese de controleurs par retour d’état pour des systemes dynamiques qui ont
des éléments non-linéaires, a partir de conditions sous la forme d’inégalités matri-
cielles linéaires et de fonctions de Lyapunov. Pour les systemes a commutations
soumis a saturation sur les actionneurs, sont fournies des conditions convexes pour
le calcul des gains commutés et robustes. La saturation est modélisée comme une
non-linéarité de secteur et une estimation du domaine de la stabilité est déterminée.
Pour les systemes linéaires avec des incertitudes polytopiques et des non-linéarités
de secteurs, sont fournies des conditions convexes de dimension finie pour construire
des fonctions de Lur’e avec dépendance polynomiale homogene en les parametres.
Si elles sont satisfaites, les conditions garantissent la stabilité pour tout le domaine
d’incertitudes et pour toutes les non-linéarités dans le secteur, et permettent le cal-
cul de controleurs stabilisants robustes par retour linéaire et non-linéaire. Pour les
systemes bilinéaires instables, continus et en temps discret, est fournie une procé-
dure pour calculer un gain stabilisant de commande par retour d’état. La méthode
est basée sur la solution alternée de deux problemes d’optimisation convexe décrits
par des inégalités matricielles linéaires, et caractérise une estimation du domaine de
la stabilité. Des extensions pour traiter les controleurs robustes et linéaires variants
avec des parametres sont aussi présentées.

Mots-clés : Systemes bilinéaires. Systémes a commutations. Saturation sur les

actionneurs. Fonctions de Lyapunov. Inégalités matricielles linéaires. Non-linéarité
de secteur. Domaine de stabilité.
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Abstract

This thesis presents contributions to the solution of the problems of stability analy-
sis and synthesis of state feedback controllers for dynamic systems with non-linear
elements, by means of conditions based on linear matrix inequalities and Lyapunov
functions. For switched systems subject to saturation in the actuators, convex con-
ditions to design switched and robust controllers are presented. The saturation is
modeled as a sector non-linearity and an estimate of the domain of stability is de-
termined. For linear systems with polytopic uncertainties and sector non-linearities,
convex conditions of finite dimension to build Lur’e functions with homogeneous
polynomially parameter dependence are provided. If satisfied, the conditions gua-
rantee the stability of the entire domain of uncertainty for all sector non-linearities,
allowing the design of linear and non-linear robust state feedback stabilizing con-
trollers. For continuous and discrete-time unstable bilinear systems, a procedure to
design a state feedback stabilizing control gain is proposed. The method is based
on the alternate solution of two convex optimization problems described by linear
matrix inequalities, providing an estimate of the domain of stability. Extensions to
handle robust and linear parameter varying controllers are also presented.

Key-words: Bilinear systems. Switching systems. Saturation of actuators. Lyapunov
functions. Linear matrix inequalities. Sector non-linearities. Stability domain.
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Introducao

Um dos primeiros sistemas de controle importantes foi o regulador centrifugo desenvolvido
por James Watts para o controle de velocidade de uma méaquina a vapor, no inicio da revolucao
industrial. Tao logo esse sistema foi aperfeicoado de modo a melhorar seu desempenho, foram
encontrados alguns problemas que hoje sao denominados de instabilidade. Assim, ainda que
de forma incipiente, surgiram os dois problemas basicos da teoria de controle: a anédlise de
estabilidade do sistema de controle e o projeto do controlador.

As exigéncias de controle, desempenho e operacao dos sistemas fisicos téem aumentado sig-
nificativamente, tornando essencial o uso de ferramentas de andlise e sintese cada vez mais
sofisticadas e também mais eficientes do ponto de vista da complexidade computacional associ-
ada aos algoritmos [BEFB94, Kha02].

O modelo que representa um fenomeno fisico é, na maioria das vezes, um sistema dinamico
nao-linear. Devido a escassez de ferramentas numéricas para tratar essa classe de sistemas, é
comum recorrer a linearizagao em pontos de interesse, que descreve o comportamento da dina-
mica na vizinhanca do ponto. Os modelos lineares tém incorporado cada vez mais informagoes
sobre dinamicas nao-modeladas como nao-linearidades, ruidos, etc. Essas informagoes sao na
maioria das vezes consideradas na forma de incertezas, que podem ser modeladas de diversas
maneiras, como transformagao linear fracionéria (do inglés, Linear Fractional Transformation
— LFT), representacoes nas formas afim e politépica [Bar94, BB91, FAG96].

O estudo de técnicas que asseguram a estabilidade de um sistema em malha fechada,
mesmo na presenca de elementos nao-lineares como, por exemplo, restrigoes estruturais e nao-
linearidades limitadas em setor, tornou-se um importante campo da teoria de controle. Além
disso, garantir certas caracteristicas de desempenho para o sistema sujeito a nao-linearidades
tem implicagoes imediatas nos aspectos de seguranca, qualidade do produto e economia do pro-
cesso. Nesse sentido, especificagoes comuns sao: localizacao dos poélos de malha fechada do
sistema em determinadas regioes do plano complexo e garantia de estabilidade do sistema em
uma determinada regiao do espaco de estados.

Um dos resultados mais importantes e amplamente usado para tratar a estabilidade e sintese
de controladores de um sistema dinamico é o “método direto” ou “segundo método” de Lyapunov,

que fornece uma condicdo suficiente para a estabilidade de um ponto de equilibrio [Kha02].



2 Introdugao geral

Para isso supoe-se a existéncia de uma funcao escalar auxiliar definida positiva que possui
a propriedade de ser decrescente ao longo das trajetorias do sistema, chamada de funcao de
Lyapunov. Essa propriedade é verificada sem o conhecimento explicito das trajetérias do sistema
por meio da derivada no tempo da fungao de Lyapunov [BMOS|.

O problema de analise de estabilidade e sintese de controladores utilizando o método de
Lyapunov consiste, em geral, na escolha de uma funcao de Lyapunov. Assim, grande parte
das pesquisas realizadas nas ultimas décadas procuram verificar a existéncia de uma funcao de
Lyapunov do tipo quadrética [Bar85], isto é, uma mesma fungao de Lyapunov independente dos
parametros incertos, que garante a estabilidade do sistema para todo o dominio de incertezas. A
partir da estabilidade quadratica, foram desenvolvidos varios resultados para andlise, controle e
filtragem robusta, com critérios de desempenho tais como as normas Hsy e Ho, (veja, por exem-
plo, [BEFB94] e referéncias internas). Uma caracteristica comum na obtengao de condigdes de
analise e sintese é a transformacao do problema de controle em um problema convexo de oti-
mizagao, na maioria das vezes descrito por meio de desigualdades matriciais lineares (do inglés,
Linear Matriz Inequalities — LMIs), que podem ser resolvidas de maneira eficiente por algorit-
mos baseados em pontos interiores [NN94]. Atualmente, existem varios resolvedores de LMIs
(SeDuMi [Stu99], LMI Control Toolbox [GNLC95], etc.), e interfaces de programagao (LMILab
[GNLCO95], YALMIP [Lo6f04], etc.) que permitem uma programacao simples e consistente de
problemas gerais envolvendo LMIs.

No contexto de sintese de controladores, o controle robusto por realimentacao de estados
aplicado a sistemas dinamicos lineares incertos é baseado em fungoes de Lyapunov quadraticas
[BPG89]. Esse resultado permite estabilizar o sistema em malha fechada com ganhos fixos, a
partir da solucao de um conjunto de LMIs descritas nos vértices do politopo de incertezas. A
principal desvantagem em utilizar ganhos fixos é que os resultados podem ser conservadores, pois
usa-se uma mesma matriz de Lyapunov. Estratégias de ganhos escalonados podem reduzir o
conservadorismo na solugao do problema de estabilizacao de sistemas dinamicos com incertezas
variantes no tempo (do inglés, Linear Parameter Varying - LPV') [RS00, BP94, AA98].

O objetivo deste trabalho é tratar o problema de analise de estabilidade, calcular um ganho
de controle estabilizante e definir uma estimativa da regiao de estabilidade, para uma classe
de sistemas dinamicos que possuem elementos nao-lineares em termos do estado e do controle.
Esses termos nao-lineares podem aparecer, por exemplo, de forma aditiva na equagao dinamica.

Além disso, a parte linear do sistema pode ser afetada por incertezas politdpicas.

Estrutura da tese

e Capitulo 1: é apresentada uma breve revisao dos conceitos de estabilidade considerando o
método direto de Lyapunov. Sao também apresentadas uma descrigao geral dos sistemas
que serao estudados nos proximos capitulos, condicoes do tipo LMI da literatura para a

analise de estabilidade e para o calculo de ganhos de leis de controle por realimentagao de
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estados que estabilizam o sistema.

e Capitulo 2: a proposta do capitulo é fornecer uma condi¢ao convexa de computo de ganhos
chaveados de realimentacao de estados que estabilizam um sistema chaveado continuo no
tempo com subsistemas lineares sujeito a chaveamentos arbitrarios e a saturacao nos atua-
dores. A condigao é descrita na forma de LMIs que utilizam como informacao as matrizes
do modelo do sistema, os valores de saturagao em amplitude dos atuadores e parametros
de alocacao de polos para cada subsistema linear. A factibilidade da condi¢ao proposta
fornece um conjunto de ganhos para o controlador e uma regiao de estabilidade para o
sistema sujeito a qualquer funcao de chaveamento arbitraria. O conjunto de ganhos ob-
tidos garante ainda a alocacao dos pélos de cada subsistema linear em regioes circulares
no semi-plano esquerdo, fornecendo limitantes para a resposta transitoria sempre que o
sistema opera na regiao linear. Sao também apresentadas extensoes do resultado princi-
pal para tratar problemas de controle robusto e descentralizado, problemas de falhas de
atuadores, para maximizar a estimativa da regiao de atragao da origem e para investigar
o compromisso (tradeoff) entre a aloca¢ao de pdlos e o tamanho da estimativa do dominio
de estabilidade. Ao final do capitulo, exemplos ilustrativos da eficiéncia das condigoes pro-
postas sao apresentados. Os resultados apresentados no capitulo podem ser encontrados
em parte em [MCP*06].

e Capitulo 3: sao apresentadas condig¢oes convexas de dimensao finita para construir funcoes
de Lur’e com dependéncia polinomial homogénea nos parametros. O objetivo é verificar
a estabilidade de sistemas nao-lineares sujeitos a parametros incertos pertencentes ao
simplex unitario, com nao-linearidades dependentes do estado, pertencentes a setores.
As condicoes propostas sao escritas como LMIs parametrizadas em termos do grau g
da funcao de Lyapunov dependente de parametros e em termos do nivel de relaxagao d
das restrigoes LMIs, baseadas em uma extensao do Teorema de Pdlya. A medida que
g e d crescem, as condigoes tornam-se cada vez menos conservadoras. Os resultados
contém algumas condicoes existentes na literatura como casos especiais para analise de
estabilidade robusta e para estabilidade absoluta. Além disso, uma solucao convexa para o
projeto de controladores por realimentacao de estados e exemplos numéricos que ilustram
a eficiencia das condigoes propostas sao também apresentados. O capitulo é baseado no
artigo [MOCT09].

e Capitulo 4: trata o problema de estabilizacao de sistemas bilineares instaveis em malha
aberta por meio de controle de realimentacao de estado. O objetivo implicito é fornecer
uma estimativa da regiao de estabilidade para o sistema em malha fechada. A metodologia
proposta pode ser decomposta em dois problemas de otimizacao descritos em termos de
LMIs: i) Dado um politopo contendo a origem, no qual os valores das varidveis de estado

sao limitadas, encontrar uma lei de controle e uma regiao de estabilidade associada tao
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grande quanto possivel dentro do politopo. ii) Para a solugdo do primeiro problema,
encontrar o maior politopo que contém o elipséide que satisfaz as condigoes de estabilidade.
Pela iteracao desses dois passos, sao construidas condicoes para computar um controle
de realimentacao de estado que maximiza a estimativa da regiao de estabilidade. Os
resultados sao ilustrados por meio de exemplos. Os resultados apresentados no capitulo

sao parcialmente encontrados em [TQCP09].

Capitulo 5: Apresenta as conclusoes finais da tese e algumas perspectivas de trabalhos

futuros.



Capitulo

Definicoes e resultados preliminares

Este capitulo apresenta resultados classicos da literatura que servem de base para o desenvol-
vimento dos resultados no decorrer do manuscrito, como o Lema de Finsler, o complemento de
Schur, a S-procedure e algumas definicoes para o estudo de estabilidade de sistemas dinamicos
autonomos por meio do segundo método de Lyapunov. As definigdes de conjunto positivamente
invariante e dominio de estabilidade sao apresentadas na sequéncia. Para maiores detalhes,
veja [Kha02, BM08|. Em seguida é apresentada a descrigao geral dos sistemas estudados nos
proximos capitulos, juntamente com algumas condicoes da literatura baseadas em escolhas par-

ticulares da funcao de Lyapunov para andlise de estabilidade e sintese de controladores.

1.1 Fundamentos e conceitos basicos

1.1.1 Resultados auxiliares

Algumas desigualdades matriciais nao-lineares podem ser transformadas em LMIs por meio

do complemento de Schur, conforme descrito abaixo [BEFB94].
Lema 1.1 O conjunto de desigualdades matriciais nao-lineares
{AH > 0, Agy > AllefllAlg}

em que Aj; = Ay e Ay = Al,, € equivalente a

AH A12
, 0 1.1

Permutando linhas e colunas na matriz acima, tem-se ainda que (1.1) € equivalente ao conjunto
{A >0, Ay > ApAy AL}

A S-procedure permite concatenar varias restrigoes escalares de desigualdade em uma tnica
[BEFB94]. Para reduzir o conservadorismo, este procedimento introduz multiplicadores como

fatores de ponderacao a serem determinados.
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Lema 1.2 (S-procedure) Sejam Ty, ..., T, € R™*"™ matrizes simétricas dadas e & € R". Con-

sidere a sequinte condi¢ao em To, ..., T,:
EToE >0, VEA0:ETE>0, i=1,...,p. (1.2)
Se existem escalares 7; > 0, i =1,...,p tais que
p
Ty - 7T >0, (1.3)

i=1

entio (1.2) € satisfeita.

O lema de Finsler, apresentado em seguida, pode ser utilizado para escrever novas condi¢oes
de estabilidade, introduzindo varidveis matriciais em problemas de otimizacao, ou ainda para

eliminar variaveis.

Lema 1.3 Sejam ¢ € R", £ € R™" simétrica e B € R™" com rank(B) < n. As sequintes
condicoes sao equivalentes:

i) C'LC <0, VY tal que BC =0, ¢#0.

i) BYLB* <0, em que BY denota uma base para o espaco nulo de B.

W) 3 p e R:L—uBB<0.

w) 3 R €eR™": L+ RB+ B'R <0.

A prova do Lema 1.3 pode ser encontrada em [dOS01].

1.1.2 Segundo método de Lyapunov

Considere o sistema autonomo descrito pela seguinte equacao:

#(t) = fz(t)) (1.4)

na qual f: D — IR" é uma fungao localmente Lipschitz no dominio D C IR".

A idéia basica do método direto de Lyapunov é a descricao matematica da observacao de
um fendémeno fisico: se a energia total de um sistema elétrico (ou mecanico) é continuamente
dissipada, entao o sistema, seja linear ou nao-linear, deve finalmente parar em um ponto de
equilibrio. Assim, pode-se concluir sobre a estabilidade do sistema sem calcular suas trajetorias,

como mostra o seguinte teorema [Kha02].

Teorema 1.1 Seja x = 0 wm ponto de equilibrio de (1.4), D C IR"™ wm dominio contendo

r=0eV:D — IR uma funcao continuamente diferencidvel tal que

V(0)=0 e V() >0 em D—{0} (1.5)

V(z)<0 em D (1.6)
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entao, x = 0 € estdvel. Além disso, se
V(r)<0 em D-—{0} (1.7)
entdo, x = 0 € assintoticamente estdvel.

Definicao 1.1 Uma funcdo V(z) definida positiva que satisfaz a condi¢ao (1.6) ou (1.7) do

Teorema 1.1 ¢ chamada de fun¢ao de Lyapunov.

Definicao 1.2 Seja V() uma funcgdo de Lyapunov. A superficie no espago de estados
S={zeR":V(z)=c}

¢ chamada de superficie de Lyapunov ou superficie de nivel.

1.1.3 Dominio de atracao e de estabilidade

Se a origem do sistema é assintoticamente estavel, é interessante investigar se existe uma
vizinhanca ao redor da origem na qual as trajetérias do sistema convergem para a origem quando
t — oo. Na busca da solucao desse problema, é necessario definir invariancia positiva de um

conjunto, dominio de atragao e de estabilidade.

Definicao 1.3 Um conjunto D C IR", contendo a origem, € positivamente invariante em
relagio ao sistema (1.4), se toda trajetoria ¢(t,zo) do sistema (1.4) com z(0) = zo € D

permanece em D, ¥V t > 0.

Definicao 1.4 Um conjunto D C IR" € contrativo em relagao ao sistema (1.4) se toda tra-
jetdria do sistema (1.4), com condi¢ao inicial pertencente a D, evolui sempre em dire¢io ao

interior deste conjunto.

Observe que um conjunto contrativo é sempre positivamente invariante, mas a reciproca nao

é verdadeira.

Definicao 1.5 Seja ¢(t,z) uma solugao de (1.4) com condi¢ao inicial xo no instante t = 0.

Entao, a regiao de atragao € o conjunto dos pontos xq tais que limy_ ., ¢(t, o) = 0.

Determinar analiticamente a regiao de atracao de um sistema ¢ uma tarefa, em geral, dificil
ou, em alguns casos, impossivel. Contudo, pode-se determinar uma estimativa da regiao de
atracao, ou seja, determinar regioes no espaco de estados nos quais a convergeéncia assintética

das trajetorias do sistema ¢ garantida.

Definigao 1.6 Se para toda condigdo inicial xg € D tem-se que lim;_., ¢(t,x9) =0, entao D

¢ uma regiao (ou dominio) de estabilidade assintdtica para o sistema (1.4).
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E sempre possivel determinar uma estimativa da regiao de estabilidade assintética a partir
da existéncia de uma fungao de Lyapunov. Supondo uma fungao de Lyapunov candidata V' (x)

para o sistema (1.4), entdo o dominio
Se={xeR";V(zx) <c,c>0}

é uma estimativa da regiao de estabilidade se V(z) < 0 para Vz € S,. Neste caso, S, é um

conjunto contrativo.

1.2 Sistemas lineares com termos nao-lineares

1.2.1 Descrigao dos sistemas

No decorrer dos proximos capitulos serao estudados sistemas que podem ser escritos, de

maneira geral, como

0 [a] = Al)x(t) + Ble)u(t) + g(x(t), u(t)) (1.8)

em que x € IR" é o estado e u € IR™ é a entrada de controle. As matrizes A(a) € IR™",
B(a) € R™™ pertencem ao conjunto convexo P e ¢(-) ¢ uma fun¢ao nao-linear. O simbolo J[:]
representa a derivada em relagao ao tempo para sistemas continuos e o operador avango para

sistemas discretos no tempo. O conjunto P é dado por

N
P = {(A,B)(a) (AB)a) =Y aiA B i 20, i=1,...,N; Y ;= 1} (1.9)
i=1 ‘
sendo que os vértices A;, B;, i =1,..., N, sao conhecidos.

1.2.2 Estabilidade
O problema de estabilidade do sistema
(t) = Ala)z(t) (1.10)

em que A(a) € P pode ser estudado por meio de uma fungao Lyapunov, pois o sistema (1.10)
é uma classe particular do sistema (1.4) com B(a) = 0 e g(-) = 0. Entao, uma candidata a

funcao de Lyapunov para o sistema (1.10) é
v(z(t)) = x(t) Px(t) (1.11)

com

o(x(t)) = 2(t) (A(a)' P + PA(a))z(t) < 0 (1.12)

Uma condicao suficiente para a estabilidade é dada pela estabilidade quadratica [Bar85]. O

lema a seguir apresenta esse resultado.
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Lema 1.4 Se existir uma matriz simétrica definida positiva P € IR™™" tal que
AlP+PA; <0, i=1,...,N (1.13)
entao o sistema (1.10) é estavel, com uma fun¢ao de Lyapunov quadrdtica dada por (1.11).

Observagao 1.1 Pelo fato da desigualdade (1.12) ser convexa, é suficiente testar a desigual-
dade de Lyapunov (1.13) apenas nos vértices do politopo de incertezas para verificar a esta-
bilidade do sistema. Embora, o Lema 1.4 tenha sido apresentado como uma condicao apenas
suficiente, esse lema caracteriza de maneira necessaria e suficiente a estabilidade quadratica e,
para o caso precisamente conhecido (A(a) = A) é uma condigao necessaria e suficiente para a

estabilidade do sistema.
Para o caso em que o sistema (1.10) é discreto e variante no tempo,
z(t+1) = A(a(t))z(t) (1.14)
em que a(t) € RY é o vetor dos pardmetros incertos variantes no tempo que pertencem ao
simplex unitario para todo t > 0
N
Uy = {a(t) eRY:Y ailt) =1, au(t) 20, i=1,... ,N} (1.15)
i=1

e matriz A(a(t)) € R™™" pertencente ao politopo

P = {4a(®) : Aat) = Y ailt)Ai, o Uy} (1.16)

a estabilidade do sistema pode ser investigada por meio da funcao de Lyapunov dependente de

parametros
v(a(t)) = 2(t) Pla(t))x(t) (1.17)
Note que
v(z(t+1)) =2+ 1) Pla(t+1)z(t+1) (1.18)

entdo, a fungao diferenca Av(z(t)) = v(z(t + 1)) — v(x(t)) é dada por
Av(z(t)) £ 2(t) (Ala) P(a(t + 1)) A(a) — P(a(t)))x(t) (1.19)

Uma condigao suficiente para a estabilidade do sistema (1.14) é dada pela existéncia de
matrizes simétricas definidas positivas P(a(t + 1)) € IR™" e P(«(t)) € R™ " tais que

Aa) P(a(t +1)A(a) — P(a(t)) < 0 (1.20)

A estabilidade quadrética é baseada na escolha particular P(a(t + 1)) = P(a(t)) = P. O
lema a seguir apresenta uma condi¢ao necessaria e suficiente para a estabilidade quadratica

[GPB91], que é apenas suficiente para a estabilidade do sistema.
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Lema 1.5 Se ezistir uma matriz simétrica definida positiva P € IR™™" tal que
APA,~P<0, i=1,...,N (1.21)
entao o sistema (1.14) é estavel, com uma fun¢ao de Lyapunov dada por (1.17).

Comentario analogo ao da Observagao 1.1 também ¢ valido.
Uma condigao menos conservadora do que a do Lema 1.5 foi apresentada em [DBO01], utili-

zando a funcao de Lyapunov (1.18) com uma matriz P(a(t)) na forma afim

N
P(a(t) =Y ()P, =P >0, i=1,...,N; aft) €Uy (1.22)

i=1
Uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia de uma matriz de Lyapunov depen-

dente de parametro na forma afim dada por (1.22) é ilustrada pelo seguinte lema [DBO01].

Lema 1.6 As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

i) Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P, € R™ ", i =1,..., N tais que

APA—P <0, i=1,...,N, j=1,...N (1.23)

*

o sistema (1.14) € estavel, com P(«(t)) dada por (1.22) a matriz da fungdo de Lyapunov (1.18);

it) Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P, € R™ ", i =1,..., N tais que
P, AP . :
? > g —
[* P, ]_0, i=1,....,.N, j=1,....N (1.24)
o sistema (1.14) € estavel, com P(«(t)) dada por (1.22) a matriz da fungdo de Lyapunov (1.18);
iii) Se existirem matrizes simétricas definidas positivas S; € R™", i =1,..., N tais que
S; S;A.
L =1,... =1,... .
[* &]_O,Z'L,N,jl,,N (1.25)

o sistema (1.14) € estdvel, com P(a(t)) = S(a(t))™' a matriz da fungdio de Lyapunov (1.18)

N
S(a(t) =Y ()8, Si=8/>0, i=1...,N; aft) €Uy (1.26)

i=1
iv) Se ezistirem matrizes siméltricas definidas positivas S; € R™", i = 1,...,N e matriz

G € R™" tais que

[ Gi+G— S, GA

> , =1,... ) =1,... .
N S, ]_0, 1=1,....,.N, 7=1,...,N (1.27)

o sistema (1.14) € estdvel, com P(a(t)) = S(a(t))™!, em que S(a(t)) é dada por (1.26), a
matriz da fungdo de Lyapunov (1.18).
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Prova: Para mostrar a equivaléncia de i) e ii) aplica-se o complemento de Schur na desigualdade

(1.23) que resulta diretamente em (1.24). Para obter iii) a partir de ii) basta pré e pés-multiplicar

(1.24) por
P0
0 P!
e fazer a transformagio de varidveis S; = P, ', S; = Pj_l, e vice-versa. Equivaléncia iii) e iv):
se (1.25) tem solucao S;, i =1,..., N, entao (1.27) também sera factivel com G; = G}, = S;. Se

(1.27) é factivel, entdo multiplicando (1.27) a esquerda por
T—[ A I]
e a direita por 7", tem-se S; — A;S; A, > 0 que é o complemento de Schur de (1.25). .

Observacao 1.2 A condicao de estabilidade quadrdtica dada pelo Lema 1.5 estd contida no
Lema 1.6, basta fazer P, =P; =P, i=1,...,N em (1.23).

1.2.3 Estabilizabilidade

Considere o sistema
x(t) = A(a(t))z(t) + B(a(t))u(t) (1.28)

em que (A, B)(«a(t)) € P. Suponha uma lei de controle por realimentagao de estados com ganho
fixo K € R™"

u(t) = Kx(t) (1.29)
O sistema em malha fechada é dado por
i(t) = (Aa(t)) + Bla(t))) K)x(t) (1.30)

Uma condigao suficiente para a estabilidade do sistema (1.30) é obtida pela existéncia de uma
fungao de Lyapunov (1.11), conhecida como estabilizabilidade quadrética, apresentada no se-
guinte lema [BPG89].

Lema 1.7 Se existir uma matriz simétrica definida positiva W € IR™™ e uma matriz Y €
R™" tais que

entao o sistema (1.28) é estavel com a lei de controle (1.29), cujo ganho é dado por
K=7zw (1.32)

sendo P =W~ a matriz da func¢io de Lyapunov (1.11).
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Prova: Considere a fungao de Lyapunov quadrética (1.11), com P = P’ > 0, entao
(A(a(t)) + B(a(t))K) P+ P(A(a(t)) + B(a(t))K) <0 (1.33)

Pré e pés-multiplicando (1.33) por P! e fazendo as substituicoes de varidveis W = P! e
Z = KW, tem-se

A(a®)W + WA(®)) + Blalt)Z + Z'Bla(t)) <0 (1.34)

Como (A, B)(a(t)) € P, a desigualdade (1.34) é convexa, portanto, a existéncia de solucgao
para (1.31) é necesséria e suficiente para garantir a factibilidade de (1.34). o

Os resultados da condi¢ao do Lema 1.7 podem ser conservadores, pois em alguns casos o
sistema (1.28) nao admite um ganho fixo estabilizante ou esse ganho nao ¢é calculavel por meio da
condicao (1.31). Nos préximos capitulos sdo apresentadas estratégias de sintese de controladores
por realimentacao de estados baseadas em ganhos dependentes de parametros que podem gerar
resultados menos conservadores.

Considera-se agora, o problema de estabilizabilidade para o sistema discreto no tempo
z(t+1) = A(a(t))z(t) + Bla(t))u(t) (1.35)

em que (A, B)(a(t)) € P. Suponha uma lei de controle por realimentacao de estados com ganho
fixo K € R™*" como em (1.29).

O sistema em malha fechada é dado por
z(t+1)=(A(a(t)) + Bla(t))K)x(t) (1.36)

De forma analoga ao problema de andlise de estabilidade, uma condicao suficiente para a
estabilidade do sistema (1.36) ¢ a condigao resultante da substituigdo de A(«) em (1.20) por
A(a) + B(a)K.

Um condigao suficiente para a estabilizacao do sistema (1.35) sujeito a lei de controle (1.29),

¢ dada pela chamada estabilizabilidade quadratica, reproduzida no lema a seguir.

Lema 1.8 Se existir uma matriz simétrica definida positiva S € R™"™ e uma matriz Y €

R™*™ tais que

S SA,+YB;
* S

}>o, i=1,...,N (1.37)

entao o sistema (1.35) é estdvel com a lei de controle (1.29), cujo ganho é K =Y S, sendo
P =S1 a matriz da fungao de Lyapunov (1.17).

Prova: Suponha que existe uma matriz simétrica definida positiva P € IR™*" tal que

(A(a(t)) + B(a(t))K)'P(A(a(t)) + B(a(t))K) — P < 0 (1.38)
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Aplicando o complemento de Schur em (1.38), obtém-se

>0

[ P (Alat) + Blat)K)P

Multiplicando a esquerda e a direita por
P10
* P!

e fazendo a troca de variaveis P! = S e Y = KS tem-se

/ /
{ S SA(a(t)) +YB(«a(t)) ] >0 (1.39)
* S
Gragas a convexidade, é suficiente testar (1.39) apenas nos vértices (4, B);, i =1,..., N, como
em (1.37). .

Resultado menos conservador do que o apresentado no Lema 1.8 pode ser obtido utilizando

uma estratégia com varidveis de folga [DBO1].

Lema 1.9 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas S; € R"*", i = 1,..., N, ma-
trizes G € R™" e Y € R™" tais que

G+G —S; G'A+YB

N 5 >0, i=1,...,N, j=1,...,N (1.40)

entio a estabilidade do sistema (1.35) é assequrada pela lei de controle (1.29), com ganho

K=YG"

Prova: Substituindo A; na expressao da estabilidade do sistema auténomo (1.27) por A; + B; K
e fazendo a troca de varidveis Y = K'G obtém-se a condigao (1.40). ]

Observe que a condigao (1.40) contém a estabilizabilidade quadratica (1.37) como um caso
particular, bastando fazer G = G' = 5; = 5; = S em (1.40). Além disso, a matriz da fungéo de
Lyapunov estd desacoplada da matriz dinamica do sistema, permitindo que a matriz do ganho
seja recuperada a partir da variavel extra, tratando por exemplo restricoes de estrutura sobre o

ganho K sem impor restri¢oes na fungao de Lyapunov.



Capitulo

Controle de sistemas chaveados

2.1 Introducao

Sistemas chaveados sao uma classe de sistemas hibridos, definidos por véarios modos de ope-
ragao (subsistemas) e uma regra que determina qual modo ¢é ativado a cada instante de tempo
[DBPLO0]. Por exemplo, dindmicas chaveadas podem ser encontradas em circuitos elétricos com
chaves eletronicas (conversores de poténcia) e em sistemas sujeitos a leis de controle chaveadas
(por exemplo [KSV91, LM99, Kha02]). Para o caso de sistemas chaveados com subsistemas
lineares sujeitos a func¢oes de chaveamento arbitrarias, é importante mencionar que o computo
de um controlador para cada subsistema de modo a assegurar a estabilidade de cada subsistema
isoladamente nao ¢é condicao suficiente para garantir a estabilidade do sistema sob chaveamentos
arbitrarios [LM99, LSL*03]. Um ganho robusto (fixo) de realimentagao de estado que garante
a estabilidade do sistema em malha fechada sujeito a chaveamentos arbitrarios pode ser com-
putado por meio da condigao de estabilizabilidade quadrética [Bar85, BPG89]. Entretanto, um
ganho robusto quadraticamente estabilizante muitas vezes nao pode ser computado ou, quando
computavel, frequentemente nao é capaz de garantir um bom desempenho ao sistema, sendo
interessante a determinag¢ao de um conjunto de ganhos (um ganho para cada subsistema linear)
de modo que o sistema em malha fechada seja estavel para funcoes de chaveamento arbitrérias.

Além disso, sistemas dinamicos sao frequentemente afetados por algumas nao-linearidades,
como por exemplo saturagao [HLO1, TGGO07]. Para sistemas sujeitos a saturagao dos atuadores,
diferentes técnicas de controle podem ser utilizadas, conforme a representagao escolhida para

a saturagao: técnicas de inclusdes diferenciais e representacao politépica do sistema [GTO1,
TGGO02, HLC02, HTZ06], ou ainda condi¢ao modificada de setor [GT05, TPGO06].

Do ponto de vista da modelagem, sistemas lineares afetados por elementos nao-lineares
como blocos do tipo liga-desliga (chaves ideais), saturagoes, zonas mortas, etc. podem ser
representados utilizando modelos lineares por partes [Joh03], em que o modelo que determina
a dinamica do sistema é selecionado por regras no espaco de estados ou por fungoes do tempo.

A estabilidade de sistemas lineares por partes pode ser investigada utilizando a abordagem

15
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baseada em funcgoes de Lyapunov, sendo importantes nesse contexto as fungoes de Lyapunov
multiplas [LM99] e as fungoes de Lyapunov lineares por partes [RJ00, Joh03]. A abordagem
de Lyapunov também é importante para a sintese de controladores e um problema que merece
investigacao mais aprofundada é a obtencao de condigoes de projeto de controladores baseadas
em desigualdades matriciais lineares (LMIs) [BEFB94] no contexto de sistemas chaveados com
subsistemas lineares sujeitos a fungoes de chaveamento arbitrarias no tempo e com atuadores
saturantes.

O objetivo deste capitulo é propor uma condi¢ao convexa de projeto de ganhos chaveados
de realimentacao de estados para sistemas chaveados continuos no tempo sujeitos a funcoes de
chaveamento arbitrarias e, simultaneamente, com saturagao nos atuadores. A condi¢ao pro-
posta é descrita por um conjunto de LMIs, estendendo o uso da condicao de [GT05] para o caso
de sistemas chaveados, incluindo requisitos de desempenho em termos de alocacao de pdlos e
maximizando o dominio de estabilidade do sistema para fun¢des de chaveamento arbitrérias.
Os tradeoffs entre o tamanho da regiao de alocagao de pdlos e o tamanho da regiao de esta-
bilidade local sao também investigados. As condigoes propostas podem também ser aplicadas
a problemas de controle robusto e descentralizado, e para problemas de controle com falha de

atuadores.

2.2 Definicao do problema

Counsidere o sistema
&(t) = Ayyx(t) + Bowyu(t) (2.1)

em que x(t) € R™ é o vetor de estados, u(t) € R™ é o vetor de controle e
ot):R" - 7, J={1,2,...,N} (2.2)

é uma fungao de chaveamento que seleciona arbitrariamente as matrizes (A, B);, j =1,..., N
do sistema (2.1) que estao ativas em cada instante de tempo.
Assuma que o(t) e z(t) estao disponiveis em tempo real para realimenta¢ao. Suponha uma

lei de controle por realimentacao de estados com ganhos chaveados sujeita a saturagao
u(t) = sat (Kg(t)x(t)) , Koy e R™ " o(t) e T (2.3)

em que cada elemento do vetor u(t) é definido como

pu),  Se UGy > L)
ug)(t) = sat(vey) = 4 vy,  se —pu < ve < pg) (2.4)
—P), Se€ V() < —P()

com vy = K)o (t). Defina a fungao zona morta como

V() = v — sat(vg) (2.5)
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em que cada elemento é dado por

V(i) — Py, S€ COREZ0!
U(ve) = 0, se —pg) < Ve < PG
V@)t PaE), se VE) < —PG)
i=1,...,m; o(t)eJ (2.6)

Considerando (2.3) e (2.5), o sistema em malha fechada pode ser reescrito como

l‘(t) = Acla(t)x(t) - Ba(t)l/J (Kg(t)a,’(t))

2.7
Auoty = Aoy + Boiy Koy (2.7)
O objetivo principal deste capitulo é fornecer uma solugao para o seguinte problema.
Problema 2.1 Determine os ganhos K;, j = 1,...,N para a lei de controle chaveado com

saturagao (2.3) e uma regiao € no espaco de estado tais que:

i) o sistema saturado (2.7) € estavel para qualquer func¢ao de chaveamento arbitrdria quando
icializado dentro da regiao &;

1) para o sistema (2.7) operando na regido linear (isto €, Y(Kypa(t)) = 0), os autovalores de
cada subsistema linear em malha fechada (A; + BjK;), j=1,...,N pertencem a um circulo
C;, mostrado na Figura 2.1, de raio r; e centro (—(d; +r;),0) contido no semi-plano esquerdo

do plano complexo, sendo d; e r; escalares reais estritamente positivos.

Observagao 2.1 Note que a propriedade i) descrita no Problema 2.1 estd relacionada a esta-
bilidade do sistema saturado em malha fechada (2.7) para fungées de chaveamento arbitrdrias.
Lembre que a escolha de ganhos K;, j = 1,..., N que garantem que os autovalores de cada
subsistema linear (A; + B;K;), j = 1,...,N estejam no semi-plano esquerdo do plano com-
plexo € uma condicdo apenas necessaria para a estabilidade do sistema no caso de funcoes de

chaveamento arbitrdrias [LM99].

Observacao 2.2 A propriedade ii) descrita no Problema 2.1 estd relacionada ao comporta-
mento do sistema na regido linear de opera¢io (Y(K,ux(t)) = 0). Neste caso, os autovalores
de cada subsistema (A; + BjK;), j=1,...,N estdo contidos em um circulo C;. Observe que,
a cada chaveamento, um novo transitorio ocorre e os limitantes de tempo de acomodagao e so-
bressinal desse transitorio dependem dos valores de d; e ;. Além disso, os autovalores de cada

subsistema linear podem ser alocados em circulos independentes.

2.3 Preliminares

Lema 2.1 Considere o sistema (2.7) sem saturagdo (isto é, 1 (Kyx(t)) =0). Para escalares
reats estritamente positivos dados d;,rj, 7 = 1,..., N, se existir uma matriz simétrica definida
positiva W € R™"™ e matrizes Z; € R™" 5 =1,..., N tais que

AW + WA, 4 B Z; + ZB) + 24, AW + B; Z; + d;W

. et <0,j=1,....,N (28)
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Imag

‘ d Real

Figura 2.1: Regiao circular para alocacao dos autovalores de (A; + B;K;), com raio r;, centro
(—(d; +1;),0) localizada no semi-plano esquerdo do plano complexo.

entao o sistema em malha fechada com ganhos chaveados dados por
Ki=2ZW™" j=1,...,N (2.9)

¢ estdvel para qualquer fun¢ao de chaveamento arbitrdria o(t) € J e os autovalores de cada

subsistema linear (A; + B;K;) pertencem a C;.

Prova: A factibilidade de (2.8) garante a estabilidade quadratica do sistema em malha fechada,

visto que, com Z; = K;W, tem-se
(Aj + BiKj) W + W (A; + BjK;) < —2d;W <0, j=1,...,N

e entao o sistema em malha fechada é estavel para qualquer funcao de chaveamento arbitraria

o(t) € J. Além disso, pré e pés-multiplicando (2.8) por
w=t 0
0o w-t
com W~! = P e usando o complemento de Schur, observa-se que (2.8) é equivalente a

I'PT;—P <0

. Aj +BjKj + (dj +7‘j)I
Tj

T

J

o que garante que os autovalores de (A; + B, K;) pertencem ao circulo de centro (—(d; +7;),0)
e raio 7;. ]

Definindo o conjunto
S = {x(t) e R": |K(i)g(t) — G(i)g(t)‘ x(t) < Py, 1= 1,...,m; U(Zf) S j} (2.10)

o seguinte lema pode ser enunciado. Este resultado pode ser visto como uma extensao da

condigao de setor generalizada apresentada em [GT05].
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Lema 2.2 Sez(t) € S, a ndo-linearidade ¢ (K,@)xz(t)) dada por (2.5) satisfaz
¥ (Ko (1) Too [¢ (Kawa(t) = Gop(t)] <0 (2.11)
para qualquer matriz T, € R™*™ diagonal definida positiva.

Prova: Considere os trés casos a seguir.
a) —pu) < Kuow(t) < pu). Neste caso, pela definicao, tem-se que

V(Koo ®(t) T [V(Kwowm®(t) = Gaowmz(t)] =0

b) Kowew > pu)- Neste caso, tem-se que zb( @ot)T(t )) = Kupowx(t) — pu). Se z(t) € S,
segue que K(i)o(t) ( ) — G(Z Yo ( t)a:( ) < P entao 1 ( ig(t)l’@)) — G(i)g(t)x(t) = K(i)o—(t)l’(t) —
piy — Gaewma(t) <0 e, como 1 (K(i)g(t)x(t)) > 0, tem-se que

V(K oo () T [V(Knewz(t) = Guowma(t)] <0, V Tijew > 0

¢) Ko@) < —pu)- Neste caso, tem-se que v ( (@Yo (t) T (t)) = Kuowx(t) + puy. Se z(t) € S,
segue que K(Z)U x(t) — (i) U(t)l’( ) > —p), entao ¢ ( (i) J(t)l’(t)) — G(i)g(t)x(t) = K(i)g(t)x(t) +
pi) — Goewx(t) = 0 e, como ¢ (Kuemz(t)) < 0, tem-se que

V(Koo () Tinow [V(Kaewmz(t) = Gaowmzt)] <0, VY Tipew >0

Em decorréncia desses trés casos, tem-se que, para todo z(t) € S com 1 definido por (2.5),

a desigualdade
D(Kyoy2(t) Tt [V (Kaewmz(t) = Gaoma(t)] <0
é verificada V T; j)o(ry > 0, Vi =1,...,m, o(t) € J e portanto tem-se (2.11). .

2.4 Resultados principais

Uma solucao convexa para o Problema 2.1 é dada no teorema a seguir.

Teorema 2.1 Dados escalares reais estritamente positivos d; e 5, j = 1,..., N, se existir
uma matriz simétrica definida positiva W € R™", matrizes Y; € R™*", Z; € R™*" e matrizes

diagonais definidas positivas S; € R™*™, j=1,..., N tais que

Y/

Wz
(l)J] > () (2.12)

()7

A
Qi = {* p(i)

0,2« —-mW 0 | <0,j=1,...,N (2.13)



20 Capitulo 2. Controle de sistemas chaveados

N - A]W + Bij + dJW
E - —Bij + Y;'/

entio a lei de controle (2.3) com ganhos chaveados dados por K; = Z;W=', j = 1,...,N

garante:

i) a estabilidade do sistema (2.7) na regido elipsoidal
E=A{x(t) e R": x(t)' Px(t) < 1} (2.14)

com P =W, para qualquer funcao de chaveamento o(t) € J ;
1) a inclusio dos autovalores de (A; + B;K;), j = 1,....,N no circulo C; com centro em

(—(d;j +1;),0) e raio rj, dado na Figura 2.1, sempre que o sistema opera na regiao linear (isto

é, Qﬁ (Kg(t)x(t)) = 0)

Prova: Primeiramente, observe que ;; > 0, ¢ = 1,...,m; j = 1,..., N, nas condigoes do
Teorema 2.1 garante que £ C S, com £ dado por (2.14) e S dado por (2.10) [BEFB94]. Seja

V(xz(t)) = z(t)Px(t), P=P >0, PeR™™ (2.15)

uma candidata a fun¢do de Lyapunov. A derivada temporal de (2.15) ao longo das trajetérias

do sistema (2.7) é dada por
V(2(1) = 2(t) (Ao P + PAao()2(t) — 22(t) PBy (Ko(nyz(t)) (2.16)
Se x € 8, entao pelo Lema 2.2 tem-se que
V(a(t) < V(z(t) = 20(Kqa () To ¥ (Koz (1) + 20Kz (1)) TonGa(t)  (2.17)

O lado direito da expressao (2.17) pode ser reescrito da seguinte forma

[2(t) D (Kow)'] Aoy [w(%?(tﬂ}

Ay = [Aaoy? T PAaoty =P Bow + Goy Lo
o(t) ) Yor s

Pré e pés multiplicando A, por
o )
-1
0 Ta(t)

e considerando W = P~ Sy = TO__&) e Ya’(t) = WG;(t), segue que

o+ AaeW =BowSow + Yo
* =25, 1)

clo(

—_
—
—

WA
o(t) —
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Note que a factibilidade de ©; <0, j =1,..., N, garante que

Mowy  Nowy  Low
@a(t) = * —1reyW 0 <0,Volt)e J (2.18)
* * —QSU(t)
Moy = AeyW + WAL + BowyZotry + ZywyBowy + 2doy W
Now = AeiyW + Bowy Zowy + doyW
Loy = =BowySoy + Yy
Aplicando o complemento de Schur em (2.18) obtém-se
Moty —BowSer) + Yy

<0
* —QSU(t)

I, = {

Moy = AeyW + WALy + Botty Zow) + Ziy Bogey + 2oy W

-1

W
+ (AW + BatoZot + doV ) -
o(t

(WA;.(t) + Z(/r(t)B(/)'(t) ‘|‘ da’(t) W)
Note que o termo (1, 1) de Il < 0 é equivalente a condi¢ao do Lema 2.1. Finalmente, conclui-
se que I, ;) < 0 ¢ uma condicao suficiente para =, < 0. n
O resultado do Teorema 2.1 permite a sintese de ganhos distintos (um para cada modo
linear) por meio das matrizes Z;, j = 1,..., N. A estabilidade é garantida para chaveamento

arbitrario pela existéncia de uma matriz de Lyapunov P = W~! comum a todos os subsistemas.

2.5 Extensoes

Trata-se o problema de controle robusto por meio das condigoes do Teorema 2.1, como

descrito no seguinte corolario.

Coroléario 2.1 Se existe uma solugao para o Teorema 2.1 com Z; = Z, j=1,...,N, entdao
o ganho robusto de realimentagdio de estado K = ZW ™! satisfaz as propriedades i) e ii) do

Teorema 2.1.

O seguinte corolario fornece um problema de otimizagao convexa para maximizar a estimativa

do dominio de atragao da origem.

Corolario 2.2 Se ezistir uma matriz simétrica definida positiva W € IR™ ", matrizes Y; €
R™", Z; € R™™, matrizes diagonais definidas positivas S; € R™™, j = 1,...,N e um

escalar real positivo (3 resolvendo

B* & min g3

S.a
pL o1 (2.19)
1 w | =Y

LMIs (2.12)— (2.13)
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entao o menor eizo da regiao elipsoidal de estabilidade robusta do sistema chaveado £ é mai-
mizado [BEFB94].

Outro critério para a maximizacao do conjunto £ pode ser usado, como por exemplo, a
inclusao de um conjunto poliedral, definido como a combinagao convexa de vetores pertencentes
ao R™, em uma regiao elipsoidal. O procedimento de otimizagao é definido como a maximizacao
do parametro de escala do conjunto poliedral, como em [GT05].

Os préximos dois corolarios fornecem condicoes baseadas em problemas de otimizagao con-
vexa para investigar tradeoffs entre os parametros da regiao obtida pela alocagao de pdlos e o

tamanho da estimativa do dominio de atracao da origem, £.

Corolario 2.3 Considere d; = d er; = r, j = 1,...,N e um escalar real estritamente
positivo d. Uma solucao do Coroldrio 2.2 para valores de r pertencentes ao intervalo para o
qual o Teorema 2.1 € satisfeito permite obter um compromisso entre 3* (pardametro relacionado
com o tamanho do dominio de atragcao da origem) e r (parametro do circulo para a alocagdo

dos pdlos de malha fechada de cada subsistema linear).

Coroléario 2.4 Considere dj = d er; = r, j = 1,...,N e um escalar real estritamente
positivo r. Uma solugao do Corolario 2.2 para valores de d pertencentes ao intervalo para o
qual o Teorema 2.1 € satisfeito permite obter um compromisso entre 3* (pardametro relacionado
com o tamanho do dominio de atragdo da origem) e d (parametro do circulo para a alocagdo

dos pdlos de malha fechada de cada subsistema linear).

Considerando estruturas especiais as matrizes We Z;, j=1,..., N do Corolario 2.2 é pos-
sivel tratar o problema de controle descentralizado de sistemas chaveados em estudo, conforme

o seguinte corolario.

Corolario 2.5 Se existe uma solugao para o Coroldrio 2.2 com Z; € R™"™ e W com estrutura
bloco-diagonal, entao i) eii) do Teorema 2.1 sao garantidas para ganhos chaveados de realimen-
tagdo de estado K; = Z;W=, j=1,...,N, com estrutura bloco-diagonal, que pode ser usada

para tratar problemas de controle descentralizado.

Para o problema de controle sujeito a falhas de atuadores, os quais estao também sujeitos a

saturacao de amplitude, enuncia-se o seguinte corolario.
Corolario 2.6 Considere o sistema
i(t) = Ax(t) + BDyyul(t) (2.20)

sujeito a saturagao de atuadores (2.6) e uma fungdo de chaveamento arbitrdria (2.2). Cada

matriz D;, j = 1,...,N € diagonal com m elementos, sendo que o i-ésimo elemento, i =



2.6. Exemplos 23

1,...,m representa o grau da falha do atuador p; (0 para falha total e 1 para sem falha). Esse

sistema pode ser reescrito como um sistema chaveado com saturacao nos atuadores
JZ(t) = A:L‘(t) + Ba(t)u(t), Ba(t) = BDU(t) (2.21)

Usa-se o Coroldrio 2.2 diretamente para computar um conjunto de ganhos estabilizantes (um
ganho K; para cada matriz B;), resolvendo assim, o problema de controle sujeito a saturagdo e

a falhas de atuadores.

2.6 Exemplos

Exemplo 2.1 Considere o sistema chaveado (2.1) com N = 6 subsistemas lineares dados por

(15 3 76 4 913 68 6
A =183 58 4| :A=1326|,B,=1976];
_301 3910 392 938
[7 92 128 110 2 9 4 6
A;=1199| ,B3=1]102 2 6 4| ,B,=13108] ;
486 836 9 4 6 2 7 5]
212 269 3510 719
A5: 588 ,B5: 378 7A6— 46 4 ,B6— 4 310
50 2 853 56 3 66 0

Este sistema tem n = 3 estados e m = 3 atuadores, cujos valores de saturagao em amplitude
sao dados por p; = py = p3 = 10. Escolhendo os parametros de alocacao de pélos dos subsiste-
mas lineares em d; = 1, r; = 3, j = 1,...,6, tem-se que Coroldrio 2.1 nao se aplica para este
sistema, ou seja, nao € possivel computar um ganho robusto quadraticamente estabilizante. Por

outro lado, as condi¢oes do Corolario 2.2 tém como solucao
£ =minf = 0.4170

15.1686  6.2250 —9.6943
W= 62250 64931 —6.4038 (2.22)
—9.6943 —6.4038 12.4123

sendo a regiao elipsoidal

= {z(t) e R" : x(t) W a(t) < 1}

com W dado por (2.22) uma estimativa para o dominio de atra¢do da origem para qualquer
funcao de chaveamento arbitraria.
E possivel restringir a alocacao de pélos para este sistema. Assim, mantendo d; = 1, e

reduzindo r; para r; = 0.1, 7 = 1,...,6 tem-se como solu¢ao do Coroldrio 2.2

3 =min 3 = 1.4612
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24747 27781 —2.5364
W = 27781 53199 —4.3179 (2.23)
—2.5364 —4.3179 4.7274

sendo a regiao elipsoidal

E={z(t) eR" 1 x(t) W 'z(t) < 1}

com W dado por (2.23) uma estimativa para o dominio de atra¢ao da origem para qualquer
funcao de chaveamento arbitraria neste caso.

A Figura 2.2 mostra a comparacao entre as duas regioes de estabilidade local garantidas pelo
Corolério 2.2 para cada uma das alocagoes de polos. E possivel observar que escolhas de d; e 7;
que impoem alocagoes de pdélos mais restritivas ao sistema levam a redugoes nas estimativas do

dominio de atragao da origem (i.e. aumento de 5*).

Eo

Figura 2.2: Estimativas de dominios de atracao da origem para o sistema do Exemplo 2.1
fornecidas pelas condigoes do Corolario 2.2: dominio &, obtido parad; = 1,7, =3,7=1,...,6
e dominio &, obtido parad; =1,7;, =0.1, j =1,...,6.

Investigam-se sistematicamente tradeoffs entre os parametros d e r, os quais determinam a
regiao para a alocacao de polos, e o parametro %, relacionado com o tamanho do dominio de
atragao da origem, por meio dos Coraldrios 2.3 e 2.4, como mostram as figuras 2.3 e 2.4. Note
que na Figura 2.3, os valores de 3* decrescem (isto é, a estimativa do dominio de atragao da
origem torna-se menos conservadora) quando o valor de r cresce, entdo aumentando 7 tem-se
condigoes LMIs em (2.13) menos conservadoras. Na Figura 2.4, tem-se que [3* cresce com o

crescimento de d, logo, valores grandes para d fornecem mais restrigoes para as LMIs em (2.13).

Exemplo 2.2 Este exemplo tem como objetivo a aplicagao das condigoes fornecidas anterior-
mente a um sistema fisico que apresenta chaveamento e saturagao. O sistema em questao é um
circuito elétrico com um indutor L, um capacitor C' e um resistor R conectado em série com
uma chave S, que ¢ ligada e desligada arbitrariamente no tempo, sendo a entrada do circuito o
sinal de tensao u, conforme mostra a Figura 2.5. Circuitos como este podem ser encontrados,
por exemplo, em estagios finais de conversores estaticos de poténcia em que a carga é suposta
chaveada [KSV91]. Os valores dos parametros sao L = ImH, C' = 100uF e R = 121} e supoe-se
que a entrada u é gerada pela realimentagao das varidveis de estado ve (tensdo no capacitor)

e iy, (corrente no indutor) e que |u| < 100V. A estabilizagao robusta pode ser utilizada como
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0.2 L ! 1 1 1 | |

Figura 2.3: Curvas para * em funcao de r, para d = 1 e d = 3, obtidas aplicando o Corolario 2.3
para o sistema do Exemplo 2.1.

2.4

Figura 2.4: Curvas para * em funcao de d, parar = 1 e r = 3, obtidas aplicando o Corolario 2.4
para o sistema do Exemplo 2.1.
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uma das etapas da acao de controle, deixando por exemplo a tarefa de seguir uma referéncia

para outro tipo de controlador, a ser acrescentado em um estégio posterior.

L
(000~

u _-—C R

Figura 2.5: Circuito elétrico chaveado com entrada saturante em amplitude.

Considerando o vetor de estados z = [ vo 1 }’, este circuito pode ser modelado por dois

subsistemas lineares dados por

A1=={__iqun 169} ,<31::[1?L} S ligada

B 0o 1/C |1 0 :
AQ—{_l/L 0 } ,BQ—|:1/L:| , S desligada

Substituindo os valores dos parametros do circuito, tem-se

A — [——833.3333 10000} B, = [ 0 }

—1000 0 1000
0 10000 0
142::[-—1000 0 } s [1000}

Aplicando as condicoes do Corolario 2.1 para p; = 100 e d; = 1000, r; = 500, j = 1,2, nao
foi encontrado um ganho robusto quadraticamente estabilizante. Entretanto, para um conjunto

de Y}, S;, 7 = 1,2, as condigoes do Coroldrio 2.2 tém como solugao
G =minfg = 0.1916

| 6911.4471 —748.7401

W= —748.7401  86.3931 (2.24)
estabilizando o circuito para qualquer chaveamento arbitrario por meio dos ganhos
K = [0.8750 —3.0000] , K, = [0.8405 —2.5494 |
Uma estimativa do dominio de atracao da origem é descrita pela regiao
E={z(t) eR" : x(t) W 'a(t) < 1} (2.25)

com W dada por (2.24), mostrada na Figura 2.6.
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i

\ \ \ \ \ \ \ \ \
oo 80 60 40 20 0 20 40 60 80 100
Ve

Figura 2.6: Dominio de estabilidade (2.25) do circuito chaveado da Figura 2.5 para chaveamentos

arbitrarios obtido pelas condi¢oes do Corolario 2.1 para parametros de alocacao de pélos d; =
1000, r; = 500, 7 = 1,2.

Exemplo 2.3 Considere o problema de controle sujeito a falha de atuadores e saturacao,

descrito no Corolério 2.6. As matrizes do sistema sao dadas por

0 0 1.132 0 —1
0 —0.0538 —0.1712 0 0.0705
A=10 0 0 1 0
0 0.0485 0 —0.8556 —1.013
0 —02909 0 1.0532  —0.6859
0 0 0 0 0 0
0121 0 —0.12 05 0
Bi=| 0 0 0 . B,=| 0 0 0
4.419 0 —1.665 4419 0 —1.665
1.575 0 —0.0732 1.575 0 —0.0732

Estas matrizes foram retiradas do modelo do aviao AC1 em [LLO03]. O par (A, B) representa o
sistema sujeito a falha parcial do atuador us, isto é, o elemento (2,2) em B pode variar entre 1
(atuador operando 100%) e 0.5 (atuador com 50% de sua forga).

Para dy = dy =1 e r; = ry = 1, utilizando o Corolario 2.2 tem-se que * = 31.0202 com o

seguintes ganhos de controle

1.1544  0.1840  1.5188 —0.0581 —1.0552
K, =| —0.2135 —-1.7376 —-0.3102 —-0.1941 0.2590
1.8391  0.5610 4.8911  1.1982 —2.8743

para o sistema operando sem falha nos atuadores e

1.1538 0.1649  1.5117 —0.0662 —1.0545
Ky =] 0.0804 —2.0545 —0.5826 —0.2282 0.4336
1.8166 0.5168  4.9112  1.2002 —2.8801
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para o sistema operando com falha de 50% em uy. O Corolério 2.1 também fornece uma solucao
para este sistema, para d; = ds =1 e r; = ry = 1, a solucao é * = 31.9244 e o ganho robusto

de realimentacao de estado é

1.0956 0.1244  1.5326 —0.0480 —1.0455
K= 01619 -2.4676 —-0.1246 —-0.1745 0.1511
1.8342  0.4193  4.9722  1.2006 —2.9199

A Figura 2.7 mostra o compromisso entre 3* e r para d = 1, encontrados pelos corolérios 2.1
e 2.3. Para ambos corolarios, é evidente que o aumento de r (relaxagao das restrigoes de alocagao
de polos) contribui para estimativas menos conservadoras do dominio de atragdo da origem.

Além disso, o Corolario 2.3 fornece sempre condi¢oes menos conservadoras que o Corolario 2.1,

visto que o Corolario 2.1 é um caso particular.

32
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Figura 2.7: Curvas de * em fungao de r, para d = 1, obtidas por meio do Corolério 2.1 (rob)
e Corolério 2.3 (sw) para o sistema do Exemplo 2.3.

2.7 Conclusao

Este capitulo apresentou um problema convexo de otimizacao com restrigoes do tipo LMI
cuja solucao permite calcular um conjunto de ganhos de realimentacao de estados e uma regiao
de estabilidade no espago de estados para um sistema chaveado com subsistemas lineares su-
jeito a funcoes de chaveamento arbitrarias e a saturacao de atuadores. As condigbes propostas
incluem especificacoes de alocagao de polos dos subsistemas lineares do sistema chaveado, im-
pondo limitantes para as respostas transitorias do sistema sempre que o sistema opera na regiao
linear. A condicao de projeto proposta permite computar controladores para sistemas dinami-
cos sujeitos a nao-linearidades muito comuns na pratica (chaveamento e saturagao) por meio de

procedimentos de otimizacao convexa. Os tradeoffs entre especificacoes de limite para a resposta
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transitoria e o tamanho da regiao de estabilidade podem também ser investigados. Além disso,
as condicoes propostas podem ser usadas para tratar problemas de falhas de atuadores bem

como problemas de controle robusto.



Capitulo

Estabilidade absoluta baseada em funcoes de
Lur’e polinomiais

3.1 Introducao

Utiliza-se a metodologia baseada em fungoes de Lyapunov para investigar a estabilidade de
sistemas dinamicos sujeitos a nao-linearidades pertencentes a um setor, pelo fato desta produ-
zir condig¢oes na forma de desigualdades matriciais lineares (LMIs), que podem ser resolvidas
em tempo polinomial com convergéncia global [BEFB94, GNLC95, Stu99]. Por exemplo, a
estabilidade de sistemas nao-lineares com nao-linearidades dependentes do estado pertencen-
tes a setores, pode ser investigada por uma fun¢ao de Lyapunov integral (chamada fungao de
Persidskii [Per69]), implicando que a existéncia de uma solugao diagonal definida positiva da
desigualdade de Lyapunov ¢ suficiente para garantir a estabilidade para todas as fun¢oes nao-
lineares pertencentes ao setor. Para essa classe de sistemas nao-lineares, a S-procedure e as
fungoes Lyapunov quadraticas podem ser usadas para verificar a estabilidade absoluta, o que
estabelece uma relagdo com o critério do circulo [BEFB94]. Fungoes de Lyapunov quadréticas
nos estados e integrais com relagao as nao-linearidades (conhecidas como fungdes de Lur’e) sao
associadas ao critério de Popov, interpretado no dominio da freqiiéncia como a positividade
estrita da fun¢do de transferéncia [BEFB94, Pop61, Wil71]. No contexto de sintese de con-
trole, o critério de Popov e do circulo tém sido investigados para prover condicoes de projeto de
realimentagao nao-linear baseadas em LMIs [AK01, ALK03, CTQOS].

Entretanto, quando tratam-se de nao-linearidades de setor, a maioria das abordagens nao
leva em conta que as matrizes do sistema podem estar sujeitas a incertezas paramétricas. Nesse
caso, abordagens baseadas em matrizes independentes de parametro na funcao de Lyapunov le-
vam a resultados conservadores. No contexto de estabilidade robusta de sistemas lineares sujeito
a incertezas,o conservadorismo dos resultados obtidos por meio de fungoes de Lyapunov constan-
tes é reduzido ao utilizarem-se funcoes de Lyapunov dependentes de parametros de forma afim
[GAC96, GAOH98, PABB00, RP02]. Mais recentemente, mostrou-se que se existe uma solugao

para uma LMI dependente de parametro com parametros em um conjunto compacto entao, sem
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perda de generalidade, existe uma solugao dependente de parametros polinomial [Bli04]. Con-
digdes para construir tais solugoes sao dadas em [CGTV05, OP06, HAPL04, SH06]. O estudo
de estabilidade absoluta de sistemas incertos baseado em fungoes de Lyapunov dependentes de
parametros é um problema que merece investigacao.

O principal objetivo deste capitulo é a andlise de estabilidade de sistemas com matrizes
incertas invariantes no tempo pertencentes a um politopo e que sao sujeitas a nao-linearidades
dependentes do estado pertencentes a uma classe geral de setores. As condicOes propostas
baseiam-se na factibilidade de LMIs dependentes de parametros obtidas por meio de uma func¢ao
de Lur’e dependente de parametros cuja a solugao garante a estabilidade para todo o dominio de
incertezas e para todas as nao-linearidades pertencentes ao setor. E mostrado que, sem perda de
generalidade, a solucao de tais LMIs dependentes de parametros é dada por matrizes polinomiais
homogéneas dependentes de parametros. Sao apresentadas condigoes necessarias e suficientes
para construir essas matrizes com grau arbitrario nos parametros, usando relaxacoes LMIs
(de precisao crescente) menos conservadoras baseadas no Teorema de Pélya [HLP52, OP05].
As condigoes propostas contém como caso particular as condigoes de [dOGHO02|, que visam
computar a estabilidade absoluta de sistemas precisamente conhecidos, e as condigoes de [OP06],
para estabilidade robusta de sistemas politépicos incertos. E também provada uma condicao
convexa para a sintese de controladores estabilizantes robustos por realimentacao de estados
linear e nao-linear para sistemas com fungoes nao-lineares no estado. Os resultados, nesse caso,

sao validos também para parametros arbitrariamente variantes no tempo.

3.2 Definicao do problema

Considere o sistema nao-linear continuo no tempo

= Ala)r + A(a) f(z) + Bla)u (3.1)

em que x € R™ é o estado, u € IR™ é entrada de controle, as matrizes A(a) € R™", A(a) €

R™™"™ e B(a) € IR™™ s@o incertas, invariantes no tempo e pertencem ao politopo P dado por

N
P= {(A,A, B)(a): (A AB)) = ai(A,A,B);, ac u} (3.2)
i=1
com vértices A;, A;, Bi,i=1,...,N. O vetor a € R" é o vetor de incertezas paramétricas

invariantes no tempo pertencente ao simplex unitario

N
L{:{QERN:Z%:L aizo,izl,...,N} (3.3)

i=1
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O vetor f(x) é o vetor de fungdes nao-lineares no estado, radialmente ilimitadas, pertencentes
a classe geral de fungoes de setor dadas por [BEFB94, dAOGH02, Kha02]

F(v,0) = {fE — f(x) = [fi(z1) . "fn(xn)]/ : %72 < filr)r < &’ , 0<y <1 <6,
H0)=0,i=1,....n} (34)

Note que cada componente f;(-) atua de forma independente no i-ésimo elemento do vetor de
estados z, ou seja, fi(z;). Observe que F(7,d) pode também representar todo o primeiro e
o terceiro quadrante, escolhendo-se v; = 3, ; = 1/5 e lim3 — 0F. Devido a interpretagao
geométrica da defini¢ao (3.4) diz-se que uma fungao pertencente a F(,d) encontra-se no setor
F(v,9).

O objetivo deste capitulo é tratar os seguintes problemas.

Problema 3.1 Determinar se o sistema nao-linear (3.1), com u = 0, é globalmente assintd-
ticamente estavel (GAS) para x = 0, Vf € F(v,9), Ya € U. Em outras palavras, determinar
se o sistema autonomo € robustamente (em relagao a «) absolutamente (em relag¢io a f(x))

globalmente assintoticamente estavel para x = 0.

Problema 3.2 Considerando que x e f(x) sdo disponiveis para a realimentacao por meio da
let de controle

u= Kz + K f(x) (3.5)

determinar K € R™" ¢ K € R™™ tal que o sistema em malha fechada

i = Ag(a)z + Ag(a)f(z) , Aa(a) = A(a) + B(a)K , Ay(a) = A(a) + B(a)K (3.6)
¢ GAS para x =0, Vf € F(v,0), Va € U.

3.3 Preliminares

Teorema 3.1 Considere uma LMI dependente de parametros escrita como
G(g, Oé) = Go(Oé) + §1G1(Oz) + ...+ gMGM(Oé) >0 (37)

em que o« € U. Suponha que Gi(a), i =0,..., M sdao fungoes continuas. Se Vo € U existe uma
solucdo dependente de parametros &(a) € RM tal que G(£(a), o) > 0, entdo existe uma solugdo
polinomial homogénea £*(a) : U — RM tal que, Yo € U, G(£*(a), o) > 0.

Prova: Em [Bli04], prova-se que, com a hipdtese de continuidade de G;(«), se existir uma
solucao &(a) € RM para a LMI dependente de parametros (3.7), entdo existe, sem perda de
generalidade, uma solugao polinomial £**(«) tal que, Yoo € U, G(§**(a), ) > 0. Sendo g o

maior grau possivel dentre os monémios de £ («), tem-se

§(a) = Z BBy - QN
0<B1+-+BNn<yg, B:i>0
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Considere agora o seguinte polinémio homogéneo de grau g denotado por £*(«):

N
6*(01) = Z Cp,..., gNafl o Oz]ﬁVN(Z ai)g—Eiﬂi
i=1

0<B1++Bn<g, Bi>0

Note que £*(a) coincide com {**(a) em U. Portanto, o polinomio homogéneo £*(a) é uma
solugao para a LMI dependente de parametros (3.7) para qualquer valor de oo € U. .
Mais detalhes sobre o resultado apresentado no Teorema 3.1 podem ser encontrados em
[BOMPOG].
Combinando o Teorema 3.1 e os resultados de [dOGHO02], uma condi¢do suficiente para

resolver o Problema 3.1 é apresentada no préximo teorema.

Teorema 3.2 Dada uma matriz diagonal I' = diag{~;}, A = diag{d;}, com 0 < ~; <1 < ¢;,
t=1,...,n, se Va € U, se existe uma matriz diagonal definida positiva polinomial homogénea
Py(a) € R™™", Qq(a) € R™"™ e uma matriz simétrica polinomial homogénea Wy(a) € R™™

tais que

Wy(a) + Py(a)l' >0 (3.8)
Tiu(a) Ta(e)
[ Y T } <0 (3.9)

com

Too(a) £ Ala)Wy(a) + Wy(a)A(a) — TAQ, ()
entao o sistema (3.1), com u =0, é GAS para x =0, Vf € F(v,0), Va € U.

Prova: Seja a funcao de Lur’e dependente de parametros uma candidata a funcao de Lyapunov
v(z) = 2'W(a)z +2 th(a) / fi(T)dr (3.10)
i=1 0

De (3.4), tem-se que , ,
/ Tdr < / fi(r)dr (3.11)
0 0

implicando que a existéncia de uma matriz simétrica W («) e uma matriz diagonal definida
positiva P(«) tais que
W(a)+ Pla)' >0, YVaeld (3.12)

com I' = diag{~,}, é suficiente para garantir que v(z) > 0, Yoo € U, Yo # 0. A derivada

temporal de (3.10) ao longo de qualquer trajetéria do sistema (3.1) com u = 0 resulta em

o) =1 { S”*@ 228 } n
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comn = [ f(z) 2/ ]e

Si1(a) £ A(a)' P(a) + P(a)A(a)

Sia(a) £ A(a)W(a) + P(a)A(a)

Saa(a) & A(a) W (a) + W(a)A(a)
Para toda f(x) € F(v,0), tem-se que

n

Z (fiw) = viws) qua) (filwi) — diw;) <0

i=1
é valido Yg;; () > 0, Voo € U. Logo,
o [Q@) —H0+2)Q@) ] _
@—”{ x rAQ()  |1=VY
para qualquer Q(«) = diag{q;;(a)}, para I' = diag{~;} e A = diag{d;}, com 0 < 7; <1 < ;.
Visto que o(z) < v(z) — ©, entao, se v(x) — O < 0, tem-se que, Vn # 0, a existéncia de uma
matriz W («) simétrica, e matrizes P(«) e Q(«) diagonais definidas positivas tais que

l Si(a) = Q) Siz(a) + 3(I' + A)Q(a)

N Snla) - TAQ(a) <0, Yael (3.13)

garante que 0(z) < 0 Va € U, Vf € F(v,0). Portanto, se as LMIs dependentes de parametros
(3.12) e (3.13) possuem uma solugao dada por P(a), Q(«) e W(a), entdao v(z) em (3.10) é uma
funcao de Lur’e que assegura a estabilidade absoluta robusta para o sistema. Finalmente, o
Teorema 3.1 garante que se existem P(a), Q(a) e W(a) solugbes para (3.13), entao existem
matrizes polinomiais homogéneas P,(«), Q,(cv) e Wy(a) que também solucionam (3.13). n

Na sequéncia, algumas notagoes e defini¢oes sao introduzidas para construir matrizes poli-

nomiais homogéneas de grau arbitrario que resolvem o Teorema 3.2.

Notacoes e definicoes

Uma matriz polinomial homogeénea P,(«) de grau arbitrario g pode ser escrita como

(9)
by k k
P,(a) :Za11a22---aNNP;C , k=Fkiky---ky (3.14)
j=1
em que a’fla’§2 .- -a?VN, a €U, k; € Z, (inteiros nao negativos), i = 1,..., N sdo 0s monomios,

e Pc € R™", k € K(g) sdo matrizes simétricas a ser determinadas. Por definigao, K(g) é o
conjunto das N-uplas obtidas como todas as possiveis combinacoes de inteiros nao-negativos
ki, © =1,..., N, tais que ky + ko ...ky = g. Sendo N o nuimero de vértices do politopo P, o
nimero de elementos em K(g) ¢ dado por
19 =S
g (N —1)!
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Por exemplo, seja um polinomio homogéneo de grau g = 3 com N = 2 varidveis, tem-
se que K(3) = {03,12,21,30} (assim J(3) = 4), que corresponde a forma genérica Ps(a) =
a3 Pos + 12 Py + adasPoy + o P3g. Note que, para g = 0 em (3.14), Py(a) = Py que é uma
matriz constante.

Define-se, para N-uplas k, k', que k = k' se k; > ki, i = 1,...,N. As operagdes de soma
(k + k') e subtracdo (k — k') s@o realizadas componente a componente. Considere também a

seguinte definigdo para N-uplas e; e o coeficiente (k)

e;=0...0 (1 0...0, (k) = (k")(k) ... (kn!)

3.4 Resultados principais

Uma condicao convexa de dimensao finita necessaria e suficiente, solugao para o Teorema 3.2,

¢é apresentada no teorema seguinte.

Teorema 3.3 Dadas matrizes diagonais I' = diag{~v;}, A = diag{d;}, com 0 < v < 1 <
0;, i = 1,...,n, existirem matrizes polinomiais homogéneas de grau arbitrario g solu¢do do
Teorema 3.2 se, e somente se, existir matrizes diagonais P, € IR™", Q. € R™*", matrizes

simétricas Wy, € R"™", k € K(g), e d € Z, suficientemente grande tais que

d!
A
Nig 2 Z ) (Peew) >0, VkeK(g+d) (3.15)
k' eK(d)
k=K'
Noi, £ d VkeK(g+d 1
2% = Z W(Qk‘*k/) >0, € K(g +d) (3.16)
k' eK(d)
k=K'
My 2 ) Z Wk e+ TPii_e,) > 0VEk € K(g+d+ 1) (3.17)
keKx(d) ie{1,-
k=K' k; >k’
d!
= Z d [X“ Yol g Vk e K(g+d+1) (3.18)
* XQQ
k' eKx(d) ie{1,-
k=K' k; >k’

com

Xy & AP e+ P A — Qror—e

- 1
Xip & AWi poi + Pop—e;Ai + §(F + A)Qi—r—e;
Xog = AW e, + Wi o, Ai —=TAQk 1,
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Prova: Se existe, para um dado grau g, uma matriz simétrica polinomial homogénea P, () > 0

para todo a € U, entao para qualquer d € Z

N
(Y a)'Pa)= Y afak . oNw,  k=kike. . ky (3.19)
=1

ke (g+d)

em que N7y, dado por (3.15) é uma matriz de grau g+ d definida positiva. Usando a extensao do
Teorema de Pélya para o caso matricial [OP05, Sch03, Sch05], existe um d € Z, suficientemente
grande tal que (3.19) possui todos os termos Ny > 0, k € K(g+d). Por outro lado, se Ny > 0,
entdo Py(ar) > 0 Va € U. Aplica-se o mesmo procedimento para demonstrar que (3.16), (3.17)
e (3.18) s@o necessarias e suficientes (para d € Z, suficientemente grande) para garantir que
Qg() > 0, e que (3.8) e (3.9) sa@o factiveis Voo € U. n

Observe que no Teorema 3.3, o incremento de d permite reduzir o conservadorismo dos
resultados devido as relaxagdes das LMIs (sem aumentar o niimero de variaveis de decisao para
um dado grau g). Além disso, se as LMIs do Teorema 3.3 s@o factiveis para d € Zy, entao
essas LMIs sao factiveis para qualquer d > d, pois as LMIs para d+1 podem ser escritas
como combinacoes positivas das LMIs para d. O uso de graus maiores de g para as variaveis
matriciais do Teorema 3.3 introduz mais variaveis escalares ao problema, o que pode também
reduzir o conservadorismo dos resultados (ver [OP07]). O numero de varidveis escalares para
solucionar o Teorema 3.3 ¢ V = (2n + n(n + 1)/2)J(g) e o nimero de linhas de LMI é R =
2nJ(g+d)+3nJ(g+d+1). Usando algoritmos baseados em pontos interiores como o LMI Control
Toolboz do Matlab [GNLC95], soluciona-se este problema em tempo polinomial, proporcional &
V3R.

As condicoes do Teorema 3.3 podem ser especializadas para a andlise de estabilidade robusta
de sistemas lineares definindo a matriz fli e a matriz de coeficientes Py iguais a zero. Nesse caso,
a condigao (3.17) garante que W, () > 0 e a condigao (3.18), com a escolha I' = A =1, torna-se
necessaria e suficiente para solucionar A(a)'Wy(a) +Wy(a)A(er) <0 V o € U. Recuperam-se
dessa forma os resultados de [OP06] para analise de estabilidade robusta.

Com o Teorema 3.3 é possivel estudar a estabilidade robusta absoluta do sistema (3.1) com
A(a) =0 e u=0. Definindo as matrizes A; iguais a zero e A; = A, e escolhendo g = 0 (isto é,
varidveis matriciais constantes), as condi¢oes do Teorema 3.3 tornam-se as mesmas de [dOGHO02].
Entretanto, o uso de matrizes independentes de parametros no Teorema 3.3 para tratar a analise
de estabilidade para matrizes incertas A(a) podem levar a resultados conservadores. Por outro
lado, resultados progressivamente menos conservadores sao obtidos pelo incremento de g e d,
gragas a formulagao geral das condigoes do Teorema 3.3.

Suponha que (3.15)-(3.18) sao factiveis para A; = 0, obtendo como solu¢ao matrizes que
permitem construir Py(«), Q,(e) e Wy(a). A interpretacdo no dominio da frequéncia dada
em [dOGHO2] para o caso de sistema com matrizes precisamente conhecidas é diretamente

aplicavel para o caso de matrizes sujeitas a incertezas abordadas neste capitulo. Por exemplo,
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a factibilidade do Teorema 3.3 é equivalente ao fato de a fungao de transferéncia

1 ~ ~ 1 -
M(s, @) = (5Q(@)(T = &) = () A(@)T) (s1 - A(a))  A(a) + (5Q(0) = Py(a)A(a))
ser estritamente positiva real (ver [{OGHO02, Theorem 3]). Além disso, seguindo [dOGHO02,

Lemma 9], se o critério do circulo ou de Popov sao satisfeitos, entao o Teorema 3.3 sera factivel.

E também interessante mencionar que ao assumir A; = 0 e a matriz de coeficientes W;, = 0
no Teorema 3.3 é possivel realizar a analise de estabilidade de sistemas nao-lineares incertos
autonomos (3.1) por meio de uma fungdo de Lur’e dependente de parametros, a qual, nesse
caso, é uma fungao puramente integral (também chamada de funcao de Persidskii). Portanto,
0 Teorema 3.3 reduz-se a um teste de estabilidade robusta diagonal de A(«). Adicionalmente,
usando o Teorema 3.3 com matriz de coeficientes P, = 0, ou seja, com a fungao de Lur’e reduzida
a uma funcao puramente quadratica, tem-se, de [dOGHO02, Lemma 11}, que a factibilidade de

(3.16)-(3.18) ¢é equivalente ao fato de que a norma H., da func¢ao de transferéncia
! 12— pA)(sT— LA A A —1/2
M(s,0) = 2Qy(0) (1 = &) (5T~ L A(@)(T +4)) " A(0)Qy(n)

é menor que um, Yo € Y.

Como uma observagao final, considera-se o caso em que os parametros do setor F (v, d) nao
sao conhecidos. Nesse caso, utilizam-se as condicoes do Teorema 3.3 também para otimizar os
parametros do setor, ou seja, determinar o maior setor para o qual o Teorema 3.3 garante a
estabilidade do sistema. Consequentemente, o sistema suportard uma classe maior de pertur-
bagoes f(-), apresentando uma maior robustez em relagao as nao-linearidades limitadas pelo
setor. Como por exemplo, o problema de estabilidade local de um sistema sujeito a saturacao
de amplitude nas variaveis de estado pode ser representado escolhendo A =T e I' = 41 em
(3.4). Neste caso, os melhores parametros do setor dados pelas condigoes do Teorema 3.3 para
representar a saturacao sao obtidos solucionando o problema de otimizacao

v* £ min vy
s.a (3.20)
LMIs (3.15)-(3.18)

Uma solucao convexa para o Problema 3.2 é dada no proximo teorema.
Teorema 3.4 Dadas matrizes diagonais T' = diag{~;}, A = diag{0;}, com 0 < v; < 1 < §;,

i = 1,...,n, se existirem matrizes diagonais definidas positiva S € IR™", R; € R™", i =
1,...,N, matrizes Z € R™" ¢ Z € R™" tais que

M; & {V*“ 5;2}<0,¢=1,...,N (3.21)
Vi & SA 4+ 7'B/+AS+BZ—-R;

Vip 2 SA;+Z’B;+AZ-S+BZ-Z+%(F+A)R,-

Voo 2 SA+Z'B+ AS+ BiZ —TAR;
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entao os ganhos de controle
K=27S"',6 K=275"! (3.22)

garantem que o sistema em malha fechada (3.6) € globalmente assintoticamente estdvel para
r=0,Vaecl,VfeF(y,9).

Prova: Se o Teorema 3.4 é factivel, tem-se que M(a) = SN oM, < 0, Va € U, com

Vi(a) Vis(a) }

M) = | V) Jete)

Vii(e) = SAu(a) + Au(a)S — R(a)
Vis(a) = SAy(a) + Ag(a)S + %(r + A)R(a)
Vao(a) = SAq(a) + Ay(a)S — TAR(a)
e Ag(a) e Ag(a) dados por (3.6). Pré e pés-multiplicando M («) by diag{S~", S~} e aplicando

a tranformacao de varidvel S~ = P, tem-se (3.9), com A(a) = Ag(a) e A(a) = Ag(a) e com
P,(a) = P, W,(a) = P e Q (o) = ST*R(a)S™!. Logo, a factibilidade do Teorema 3.4 garante

a existéncia de uma funcao de Lur’e

o) = 2'Pr 423 / " (P (3.23)
i=1 0

que assegura a estabilidade robusta absoluta do sistema em malha fechada. u

As condigoes do Teorema 3.4 sao também validas para o caso de parametros incertos variantes
no tempo com taxas de variagdo desconhecidas (mesmo ilimitadas), pertencentes ao simplex
unitario, desde que essas condigoes sejam baseadas em uma fungao de Lur’e com uma matriz P
fixa. Observe também que é possivel tratar o problema de controle descentralizado diretamente
por meio do Teorema 3.4 usando uma estrutura bloco diagonal para as matrizes Z e Z. Como
um comentario final, note que os resultados do Teorema 3.4 aplicam-se ao caso de estabilizacao
por realimentagao de estados puramente linear (i.e. u = Kz), escolhendo-se Z = 0, ou para
o caso de estabilizagdo por realimentacao de estado puramente nao-linear (i.e. u = Kf (x)),

fazendo-se Z = 0.

3.5 Exemplos

Os exemplos apresentados abaixo foram gerados aleatoriamente para ilustrar a potenciali-
dade das condigoes propostas. A precisao dos resultados obtidos melhora a medida que os graus
de relaxacgoes d e g aumentam. O primeiro exemplo trata o problema de GAS utilizando as
condicoes propostas no Teorema 3.3, enquanto o segundo aborda o projeto de controle robusto
por meio do Teorema 3.4. Em ambos os casos, é utilizado o LMI Control Toolbox do Matlab
[GNLC95| para verificar a factibilidade das LMIs relacionadas.
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Exemplo 3.1 Considere o sistema (3.1) com A(a) =0, u =0 e os sequintes vértices

[ 194 025 063 0.38
- 0.81 —1.57 0.77 0.80
A= 0.60 0.33 —1.49 0.69 (3.24)

0.24 033 076 —146

[ —1.59 024 044 0.86
. 0.22 —1.27 0.76 0.59
Az = 0.80 057 —1.84 0.39 (3.25)

042 052 096 —2.16 |

[ —2.03 0.85 0.19 0.72
~ | 087 =210 087 0.80
023 079 —-194 0.95
098 044 039 —1.96 |

O objetivo deste exemplo é determinar o maior setor para o qual a estabilidade do sistema

(3.26)

sujeito a saturacao nas variaveis de estado dadas por

p o se x;>p

foy(x;) =sat(x;) =< 2 se —p<a;<p (3.27)

—p se x; < —p
comi=1,...,4ep=14¢égarantida. O setor definido em (3.4) pode ser usado para representar
localmente a saturacao (3.27), escolhendo os parametros do setor como A =T eT' =~I. Assim,
para determinar o maior setor para esse sistema nao-linear, dados g e d basta resolver o problema
(3.20). A regiao do espaco de estados para a qual as condi¢oes do Teorema 3.3 sao vialidas é
dada por

S={reR": |z §%, i=1,...,4}

caracterizando assim uma condicao de estabilidade local. A Tabela 3.1 mostra os resultados ob-
tidos. Da Tabela 3.1, observa-se que o Teorema 3.3 aplicado ao caso de matrizes independentes
de parametros (i.e. g = 0) nao fornece solugao para a estimativa do dominio de estabilidade
robusta para esse sistema, mesmo com o incremento de d. Por outro lado, as condigoes do
Teorema 3.3 com matrizes polinomiais homogéneas fornecem condicoes de setor menos conser-
vadoras, a medida que g e d crescem. Para um dado g, o conservadorismo dos resultados é
reduzido a medida que d cresce, por forca das relaxacoes das restricoes LMI do problema. Por
outro lado, para um dado d, o incremento de g permite obter melhores resultados pelo fato de
serem usadas mais varidveis escalares no problema. Observa-se uma grande melhoria em termos

de v*, de 0.72 para 0.06, com o incremento de g e d.

Exemplo 3.2 Como um exemplo para tratar o problema de controle, considere o sistema (3.1)

com vértices dados por

A [ 030 019 A, [ 050 0.82
71019 068 | 2 27 | 090 0.64
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Tabela 3.1: Valores obtidos por meio das condigoes do Teorema 3.3 para o sistema do Exem-
plo 3.1 com v* 2 min~y s.a. (3.15)-(3.18) A=I, I =~I, 4;,=0e A;, i = 1,...,3, dados em
(3.24)-(3.26).

g| d gl
0 | any | infactivel

0 0.72

1] 1 0.62

2 0.57

0 0.29

21 1 0.24

2 0.20

0 0.20

3] 1 0.16

2 0.14

0 0.14

41 1 0.11

2 0.08

0 0.09

5| 1 0.07

2 0.06
A - [ 0.30 0.15 | A [0.82 0.34 ]
| 0.54 0.70 | | 0.66 0.29 |

0.38 0.85 0.34 0.73

B = | 0.86 0.59 | ° By = | 0.53 0.31 |

O setor € definido com I' = 1071 e A = 10™1, com 1, e 1y assumindo valores no conjunto
dos numeros naturais. O objetivo deste exemplo € estabilizar o sistema para mdximo 1, + ns,
para todo o € U. Para a lei de controle de realimentacao de estado puramente linear v = Kz,
o Teorema 8.4 garante a estabilidade para T' = 107121 e A = 10%1, isto €, para n; + 1no = 15.
No caso de ler de controle de realimentacao de estado puramente nao-linear u = f(f(x), 0
Teorema 3.4 garante a estabilidade para T' = 10731 e A = 10'21, resultando em 1, + ny = 15.
Quando ambos os vetores de estado, linear e nao-linear, sao usados para calcular a lei de controle
u= Kz + f(f(x), o Teorema 3.4 garante a estabilidade do sistema em malha fechada para
[ = 10721, A = 10'21, ou seja, paran,+n, = 24, ilustrando assim que ao usar simultaneamente
realimentacao linear e nao-linear pode-se aumentar o setor no qual o sistema em malha fechada
¢ estdavel. ParaT = 10721 e A = 1021, o0s ganhos de estabilizacao fornecidos pelo Teorema 3.4

sa0 0s sequintes

8.86  0.74 - 841  1.58
k= { —6.05 —5.11 1 K= { ~5.68 —5.31 }
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e a matriz S ¢

17846.43 0.00

5= 0.00  22091.81

sendo P = S™' a matriz da fungdo de Lur’e (3.23) que garante a estabilidade robusta absoluta
do sistema em malha fechada para qualquer parametro incerto o variante no tempo com tazxas

de variacao arbitrarias.

3.6 Conclusao

Este capitulo apresentou condi¢oes LMIs cuja solugao permite construir fungoes de Lur’e
dependentes de parametros polinomiais homogeéneas. A existéncia de tais fungoes garante a
estabilidade absoluta robusta de sistemas politépicos perturbados por nao-linearidades de setor
no vetor de estado que pertencem a uma classe geral de setores. Dado um grau para a fun-
¢ao candidata de Lur’e, uma extensao do Teorema de Poélya é usada para fornecer relaxacoes
LMIs progressivamente menos conservadoras que avaliam a estabilidade absoluta robusta do
sistema. Condicoes existentes na literatura para a estabilidade robusta de sistemas lineares e
para a estabilidade absoluta de sistemas nao-lineares sao recuperadas como casos particulares
das condicoes propostas. Foi também apresentada uma extensao para o projeto de controlador
robusto aplicado a classe de sistemas nao-lineares em estudo, que se mostrou 1til como uma
ferramenta convexa para computar o controlador estabilizante usando separadamente somente

uma realimentagao de estados linear ou nao-linear, ou ainda usando ambas as leis de controle.



Capitulo

Controle de sistemas bilineares

4.1 Introducao

Sistemas bilineares sao uma classe especial de sistemas nao-lineares que representam varios
processos fisicos, como por exemplo, aplicacoes em engenharia nuclear, processos quimicos,
aplicacoes em biologia e imunologia [Moh91]. Além disso, muitos problemas praticos podem ser

aproximados por um modelo bilinear [MK80].

Na literatura, muitos trabalhos tratam o problema de estabilizacao de sistemas bilineares
continuos no tempo [Lon80, Gut81, KN83, RB83, GT88, LN89, CYM9I1, CT00, SU03|, alguns
consideram restri¢oes na lei de controle [Che98, BCKO03] e sistemas bilineares discretos no tempo
[SY96, YCB89]. Um problema estreitamente relacionado é o célculo de uma estimativa da re-
giao de atragao de um sistema nao linear, em particular para o caso de sistemas nao lineares
quadréticos [Fra7h, CHWS88, CT89, ACMO07a] ou polinomiais [TVG96, Tib00, TH00]. Na mai-
oria dos casos, a lei de controle e a regiao de estabilidade sao obtidas por meio da existéncia
de uma funcao de Lyapunov, e o problema ¢é fornecer condigoes construtivas para computar o
controlador de realimentagao e a matriz de Lyapunov associada. Por exemplo, em [DN80], o
projeto de uma lei de controle por realimentagao de estados linear e a regiao de estabilidade
correspondente sao reduzidos ao problema de encontrar uma solucao definida positiva de uma
equacao algébrica de Riccati parametrizada. Por outro lado, o problema de estimativa da regiao
de atragao de um sistema bilinear discreto no tempo tem recebido menos atencao na literatura.

Mais recentemente, o problema de controle de realimentagao de estados de sistemas nao-
lineares quadraticos tem sido abordado como um problema de otimizacao por meio de LMIs
[ACMO07a, ACMOT7b], sendo também computada uma estimativa do dominio de atragdo. Na
verdade, o problema é investigado da seguinte forma: Dado um politopo, encontrar um ganho
de realimentacao de estados tal que o politopo esteja inteiramente contido no dominio de atragao
do sistema em malha fechada. A parte linear do modelo é considerada precisamente conhecida
e o termo quadratico nao-linear é majorado de forma que a derivada temporal da funcao de

Lyapunov seja negativa dentro da regiao de interesse para o sistema de malha fechada estabili-

43
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zado por um ganho de realimentagao de estados constante. Nao é fornecido um procedimento
sisteméatico para maximizar a estimativa da regiao de estabilidade. Em relacao a sistemas dis-
cretos no tempo, [GT06] propoe condi¢oes LMIs para resolver o problema de estabilizagao e
estimativa da regiao de atracao de sistemas nao-lineares por meio da existéncia de uma funcgao

de Lyapunov.

Neste capitulo é investigado o problema de controle de realimentacao de estados de um
sistema nao-linear. A parte linear do modelo representa a matriz dinamica do sistema, precisa-
mente conhecida, e a matriz de entrada, enquanto que o termo nao-linear é decorrente de um
produto entre as entradas de controle e os estados (isto é, um sistema bilinear). Essa mesma
classe de sistemas bilineares foi estudada em [ACMO07b, ACMO07al, que tratam um modelo li-
geiramente diferente do modelo objeto de estudo neste capitulo. O sistema em malha aberta é,
por hipétese, instavel e o termo bilinear ¢ modelado como um envelope convexo de um conjunto
de vetores lineares por inclusées diferenciais lineares [BEFB94]. Estratégia similar foi usada em
[MTGO2] para tratar o problema de controle robusto de um sistema bilinear com as matrizes

dinamicas afetadas por incertezas limitadas em norma.

O principal objetivo deste capitulo é computar uma lei de controle estabilizante e uma es-
timativa, tao grande quanto possivel, da regiao de estabilidade do sistema em malha-fechada,
garantindo a estabilidade assintética da origem. O procedimento para computar um ganho de
controle por realimentagao de estados é descrito como dois problemas de otimizacao convexa
sujeito a restricoes LMIs, que podem ser resolvidas por meio de algoritmos especializados de
pontos interiores [BEFB94]|. No primeiro passo, dado um politopo que delimita uma regiao na
qual os estados estao contidos, é computado um ganho de realimentacao estabilizante e uma
estimativa da regiao de estabilidade (tao grande quanto possivel). No segundo passo, é usado
um problema de otimizacao para encontrar o maior politopo associado a solucao encontrada no
passo anterior. Uma discussao sobre a iteracao dos dois passos e o critério de parada ¢ também
apresentada. Sao apresentadas também extensoes para tratar taxas de convergéncia exponencial
e limitacoes de energia ou limitacoes de amplitude nas entradas. Apesar de basear-se na esta-
bilidade quadratica, uma estratégia para buscar resultados menos conservadores é apresentada
por meio do Lema de Finsler. Além disso, condicoes suficientes LMIs para a existéncia de um
ganho de realimentacao de estados robusto e de um ganho de controle linear dependente de pa-
rametros sao apresentadas para o caso em que a parte linear do sistema é afetada por incertezas
que pertencem a um dominio politépico. Em relagao aos sistemas bilineares incertos discretos
no tempo, sao propostas condicoes que estabilizam o sistema por controle robusto e fornecem
uma estimativa da regiao de estabilidade, por meio de uma condicao estendida de estabilidade

apresentada para sistemas lineares discretos no tempo em [dOBG99].
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4.2 Formulacao do problema

Considere o seguinte sistema bilinear invariante no tempo

m
Sla(t)] = Ax(t) + Bu(t) + Y Nyw(t)ug(t) (4.1)

q=1
em que x € IR" é o estado e u € IR™ é a entrada de controle. As matrizes A € IR"*", B € R™™
e N, € R™" ¢ =1,...,m sao constantes, por hipétese. O simbolo J[-] representa a derivada
em relagao ao tempo para sistemas continuos e o operador avanco para sistemas discretos no
tempo. O objetivo ¢ estabilizar o sistema (4.1) por meio de uma lei de controle de realimentagao

de estados

u(t) = Kx(t), K € R™" (4.2)

A regiao de atracao do sistema (4.1)-(4.2), denotada por B,, é definida como o conjunto de
todos os x € IR" tais que para x(0) € B,, a trajetéria correspondente converge assintoticamente
para a origem. Em particular, quando a estabilidade global do sistema pode ser assegurada, a
regiao de atragao corresponde a todo o espacgo de estados IR". Porém, no caso geral, assegurar
a estabilidade global e assim obter IR" como a regiao de atracao é tarefa dificil, diretamente
relacionada com a estabilidade do sistema em malha aberta. Portanto, é importante obter uma
estimativa da regiao de atracao. Nesse sentido, regioes de estabilidade assintética podem ser
usadas para estimar a regiao de atragao. Por outro lado, em algumas aplicacoes praticas pode
ser interessante assegurar a estabilidade para um conjunto dado de condigoes iniciais possiveis.
Do ponto de vista pratico esse conjunto pode ser visto como uma regiao de operacao para o
sistema, ou uma regiao na qual os estados do sistemas podem permanecer devido a uma acgao
de perturbagoes temporarias [Kha02, ACMO07a].

O objetivo deste capitulo é propor uma metodologia para solucionar o seguinte problema.

Problema 4.1 Encontrar um ganho de realimenta¢ao K e uma regiao de estabilidade Sy, tao

grande quanto possivel, tais que o sistema em malha fechada
Sz(t)] = (A+ (B+ [Niz(t) ... Npx(t)]) K)x(t) (4.3)
seja assintoticamente estdvel para qualquer condi¢ao inicial x(0) pertencente a Sp.

Para resolver o Problema 4.1, exploram-se algumas propriedades de politopos e fungoes de

Lyapunov quadraticas.

4.3 Caso continuo no tempo

Um resultado classico para resolver o Problema 4.1 é a teoria de Lyapunov, que consiste em
determinar uma fungao definida positiva V' (x), uma matriz de ganho K e um conjunto Sy tais
que [Kha02]:
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(i) V(z) >0,V z #0;

(i) V(x) = Z—de <0,V z(0) € Sp.

ao longo das trajetérias do sistema (4.3).

Dado um politopo x(z) C IR™ descrito por

X(x)={z € R": Qz < q} (4.4)

ou, equivalentemente,
x(z) =co{v;, j=1,...,s} (4.5)

em que @ € R, n < g, rank(Q) =n; g€ R e qy >0,Vi=1,...,g, e os vetores v; € R"
sao os vértices que permitem descrever o envelope convexo que contém os pontos de y(z). Note
que a positividade do vetor ¢ significa que a origem pertence ao interior de x(x). Logo, para

qualquer = € x(z), tem-se
[Niz(t) -+ Npaz(t)] =Y 8;(t) [Niv; -+ Ny
j=1
= Bi(t)B; = B(B(t)) (4.6)
j=1
com [3(t) € IR* pertencendo ao simplex unitédrio
L{S:{ﬂeIRS:Z@:L ﬁjzo,j:L...,s} (4.7)
j=1

para todo t > 0.

Teorema 4.1 Considere o conjunto poliedral x(x) definido em (4.4) (ou, equivalentemente,
em (4.5)). Se existe uma fun¢dao definida positiva V(x), um ganho de realimentacao de estados
K € R™", uma matriz Q € RY*", vetores v;, j = 1,...,s, um vetor positivo ¢ € RY. e um

escalar positivo vy satisfazendo

V(z) = g—‘; [(A+ (B+B(3(1) K)z] <0, (4.8)
para todo x € I'(x), = # 0, com
I(z) ={z e R, V(z) <y '} C x(x) (4.9)

entao o ganho K e o conjunto I'(x) sao solugoes para o Problema 4.1.

Prova: Se (4.9) é verificada entdo o conjunto I'(x), definido em termos da fungao positiva

V(z) e pelo escalar positivo v, esta incluso no conjunto poliedral x(z). Para todo z(t) € I'(x),
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YVt > 0, segue que se existe 5(t) € Us o sistema (4.3) pode ser representado usando (4.6).
Além disso, se (4.8) é satisfeita, a derivada no tempo de V() é estritamente negativa ao longo
das trajetérias de (4.3)-(4.6). Note que o modelo (4.3) é representado localmente pelo sistema
(4.3)-(4.6) somente dentro de x(z). Visto que I'(z) esta incluso em x(z), a fun¢ao V(z) é uma
funcao localmente decrescente para o sistema em malha fechada no conjunto I'(z). Portanto,
['(xz) é um conjunto contrativo com respeito as trajetérias do sistema (4.3)-(4.6) e assim I'(x) é
um dominio de estabilidade para o sistema em malha fechada. u

O Teorema 4.1 fornece uma condicao suficiente para resolver o Problema 4.1, mas nao
apresenta um método construtivo para procurar uma fun¢ao V(z) adequada e um ganho K.
Com o objetivo de desenvolver condigoes trataveis numericamente, exploram-se as propriedades
de fungoes de Lyapunov quadraticas, considerando V' (z) = 2’ Px com P = P’ > (0. Além disso,

o conjunto poliedral y(z) é escolhido como
xX@)={zeR": —p 2z =< pu} (4.10)

com pt € IR" e py >0,V i =1,...,n. Logo, a definicio dos vértices v; de um conjunto x(x),
dada por (4.10), é construida a partir de 2" combinagoes formadas com as entradas dos vetores

p e —p. De fato, os vetores v; sao obtidos em fungao de p por combinacoes lineares

em que D;, j =1,...,2", sao matrizes diagonais em R™*" constituidas de todas as combinacgoes
formadas com 1 e —1.
Considerando um politopo x(z) como definido em (4.10), estabelece-se a seguinte proposi¢ao

procedente do Teorema 4.1.

Proposicao 4.1 Se existirem uma matriz definida positiva W € R™", uma matriz Y €

IR™* ™ um vetor positivo p € IR"™ e um escalar positivo v satisfazendo

+Y'(B+ [N\Dju --- NpDju]) <0, j=1,...,2" (4.12)
AW WI. ,
{“" ﬂzo, Vi=1,...,n (4.13)
* YD)

entdo o ganho de controle K =YW= e o conjunto
I(z)={z e R, 2/W 'z <47} (4.14)
sao solucoes para o Problema 4.1.

Prova: Considere uma fungao de Lyapunov quadrética V (z) = 2/ Px, com P = W~! > (0. Dado

um politopo x(x) como em (4.10), a condigao (4.13) assegura que o conjunto I'(z) definido em
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(4.14) estd incluso no politopo x(z) e, para qualquer = € I'(z) C x(x), a defini¢ao (4.6) é valida.
Levando em conta o fato que Y = KW, a derivada no tempo de V(x) ao longo das trajetérias
do sistema (4.3), ¥V x € I(z) C x(z), é dada por V(z) = 2’ Z?; B,V com

Vi=(A+ B+ [NiDjp -+ NpDju])K) W™
+W YA+ (B+ [N\Djpn -+ NDjp])K)=w'1r,w!

Portanto, V(z) = /W~ ( 232; B;Y;)W 'z e conclui-se que se a condicao (4.12) é satisfeita, a
derivada no tempo de V' (z) é estritamente negativa para qualquer x € I'(x). Logo, conforme o
Teorema 4.1, I'(x) é um conjunto contrativo com relacao as trajetérias do sistema (4.3)-(4.6) e

['(x) é um dominio de estabilidade para o sistema em malha fechada. .

Observacao 4.1 As principais diferencas entre a metodologia proposta neste capitulo e as
existentes na literatura sdo as seguintes. Em [DN80], o procedimento baseia-se na existéncia
de uma equacao de Riccati parametrizada, a qual é utilizada para determinar um ganho de
realimentacao de estado estabilizante e um conjunto em que a estabilidade do sistema em malha
fechada é garantida, mas o método é altamente dependente da escolha dos parametros. Em
[ACMO7b, AAAT07], os autores fornecem, para um dado politopo, condigdes LMI suficientes
para a existéncia de um ganho de realimentacao de estados estabilizante que garante que o
politopo dado é uma regiao de estabilidade para o sistema em malha fechada. O método
consiste em enquadrar o politopo dentro de uma elipse que é contida em outro politopo, obtido
pelo escalonamento do politopo original por meio de uma busca linear. Nao é fornecido um
procedimento para aumentar a estimativa do dominio de estabilidade. Além disso, o método

possui uma grande dependéncia da escolha do politopo inicial.

Observacao 4.2 Do ponto de vista de projeto, pode ser interessante requerer uma certa taxa
de convergéncia exponencial § para o sistema [BEFB94]. Nesse caso, é suficiente adicionar ao

lado esquerdo da relacao (4.12) o termo 26W.

Observacao 4.3 No contexto de desempenho, um critério a ser considerado é a minimizacao
da energia do sinal de entrada, ou que esta seja ao menos limitada. Em outras palavras,

minimiza-se um escalar positivo o tal que
T
/ wudt <o, VT >0 (4.15)
0

Nesse caso, a derivada no tempo da funcao de Lyapunov deve ser tal que V + (oy)'w'u <0 ao
longo das trajetérias do sistema em malha fechada. Entao, basta substituir a condigao (4.12)

por

Tij Y/
*  —nl

}<Qi—LHWN;j—LHWT (4.16)

em que 7 é uma variavel de decisao extra. Portanto, se (4.16) e (4.13) sao satisfeitas, a condi¢ao

(4.15) é verificada com o = ny~L.
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Observacao 4.4 Para limitar a amplitude do controle, adiciona-se a seguinte restri¢ao
/
[W Y

N W20(')}>0,z':1,...,m (4.17)

em que g ¢ o limite exigido em wu. Se (4.17) ¢ satisfeita, a regiao de estabilidade I'(x), definida
em (4.14), estd inclusa no conjunto poliedral {x € IR"; —ug < Kz < ug} e assim, para qualquer
r € ['(x), tem-se |u = Kz| =< up. Além disso, do ponto de vista pratico pode ser interessante
especificar o valor de uy que melhor atende os objetivos de desempenho para o sistema. A
estratégia é entao considerar uy também como variavel de decisao. Isso pode ser realizado na
mesma LMI substituindo ug(i) pelas novas variaveis (), ¢ = 1,...,m em (4.17) e considerando

um critério de custo linear em ().

As relagoes de equivaléncia do Lema 1.3 (Lema de Finsler) podem ser utilizadas para escrever
novas condigoes de estabilidade para o sistema (4.1).

Definem-se o vetor aumentado & e as matrizes £ e B como
_|x® |0 P s g
c_{ﬂﬂ]7£_{P O],B_[A+BK+&K I]
Entao, a condigao de estabilidade (4.8) do Teorema 4.1, pode ser escrita na forma &'L£& < 0,

para todo & tal que B¢ = 0, que é a condicio (i) do Lema 1.3. Utilizando a equivaléncia entre

as condigoes (i) e (ii) desse Lema e definindo

- [:]

obtém-se uma condigao de estabilidade equivalente & condigao (4.12) da Proposigao 4.1

M —F+P+AP+KRF+KBW’

P+ GA+GBK + GB;K — F' G- <0 (4.18)

com
M £ FA+ FBK + FB;K + AF' + K'B'F' + K'B}F'

escolhendo FF = G, Y = KG7', S = G7', V = SPS pré e pés multiplicando (4.18) por

matrizes diag{S,S} e diag{S’, S'}, respectivamente, obtém-se

Fw+BY+&Y+§A+VE+YR;V—$+SA+VE+YR3

V +AS' + BY +BY — S S8 ]<0 (4.19)

Entao, pode-se estabelecer o resultado a seguir.
Proposicao 4.2 Se existirem uma matriz definida positiva V- € IR™", matrizes Y € IR™*" e

S € R™"™ um vetor positivo u € IR™ e um escalar positivo v satisfazendo

Fw+BY+&Y+§A+VR+Y%;V—S+SA+VE+Y%;

V +AS' + BY +BY — S S8 ]<0 (420)
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{ poV SL;
x o THG)

entao o ganho de controle K =Y S e o conjunto

]zo, Vi=1,...,n (4.21)

(z)={zeR":2/'S7'VS 'z <471} (4.22)
sao solucoes para o Problema 4.1.

Note que o problema de maximizagao do conjunto I'(x) torna-se mais complexo neste caso,

pois envolve as matrizes S e V.

4.4 Caso discreto no tempo
Uma solucao para o Problema 4.1 pode ser obtida por meio da existéncia de uma funcao de
Lyapunov, ou seja, se existe V(z(t)) tal que
(i) V(z(t)) >0,V x #0;
(ii)) AV(z(t)) =V(z(t+1)) — V(x(t)) <0,V x(0) € Sp.

ao longo das trajetérias do sistema (4.3).
A definicao de Sy e as consideracoes para o politopo x(z) C IR" sdo as mesmas do caso

continuo no tempo.

Teorema 4.2 Considere o conjunto poliedral x(x) definido em (4.4) (ou, equivalentemente,
em (4.5)). Se existirem uma funcgdo definida positiva V(z(t)), um ganho de realimentacio de
estados K € R™*", uma matriz Q € RY*", vetores vj, j = 1,...,s, um vetor positivo ¢ € IRY.

e um escalar positivo v satisfazendo
AV(z(t) =V [(A+ (B+B(5(t)) K)x] — V(z(t)) <0, (4.23)
para todo x € T'(x), = #0, com
I(z) ={z e R, V(z) <y '} C x(x) (4.24)
entao o ganho K e o conjunto I'(x) sao solugoes para o Problema 4.1.

Uma condicao descrita em termos de LMIs, considerando uma funcao de Lyapunov quadra-

tica (Lema 1.5), para resolver o Problema 4.1 é dada pela proposic¢ao a seguir.

Proposicao 4.3 Se existirem uma matriz definida positiva S € IR™*", uma matrizY € R™*",

um vetor positivo € R"™ e um escalar positivo v satisfazendo

S AS + BY +B;Y

9= |sa+ v+ Y'B; S

>0, j=1,...,2" (4.25)
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{ paS ST
* o YHG)

entdo o ganho de controle K =Y S™! e o conjunto

}zo, Vi=1,...,n (4.26)

F(z)={zeR":2/S e <~7'} (4.27)
sao solucoes para o Problema 4.1.

Prova: Segue passos similares aos da prova da Proposicao 4.1. Considere uma funcao de
Lyapunov quadratica V (z(t)) = x(t)' Px(t) com P = S~! > 0. Levando em conta que Y = K S,
pré e pés multiplicando ©; por diag{S~', S~'}, aplicando a transformagao de varidvel P = S~!

e o complemento de Schur na expressao resultante tem-se
(A+Y'B +Y'B,))P(A+YB+YB;) - P <0

e assim conclui-se que a condicao (4.25) é satisfeita. n

4.5 Extensoes

Considera-se agora o caso em que as matrizes A e B do sistema (4.1) dependem de parametros

variantes no tempo

m

ola(t)] = Ala(t))(t) + Bla(t))ult) + Y Now(t)ug(t) (4.28)

q=1

em que a € IRY é o vetor dos parametros variantes no tempo que pertencem ao simplex unitario
N
Uy = {a(t) ERY: Y ailt) =1, ailt) 20, i=1,... ,N} (4.29)
i=1
e matrizes A(«a(t)) € R™", B(a(t)) € R™™ pertencentes ao politopo

P = {(4B)(a(®) : (A B){a(t) = Y ai(t)(4, B)is a €Uy} (4.30)

com vértices A;, B;, i = 1,...,N. O simbolo J[-] representa a derivada em relagdo ao tempo
para sistemas continuos e o operador avango para sistemas discretos no tempo.

Nesse caso, tém-se duas estratégias possiveis para obter uma estimativa da regiao de estabi-
lidade com « e (3 parametros variantes no tempo (os quais implicitamente dependem de z(t)),
por meio de ganho de controle robusto, independente de o« € Uy e de 3 € Uy, ou por meio de

um controle de realimentacao de estados LPV

K(a, ) = Zzaiﬂj[{ij (4.31)

i=1 j=1
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Assume-se que «a(t) estd disponivel para leitura em tempo real e que () é obtido de (4.6) a
partir do conhecimento de xz(t).

Considerando o sistema (4.28) continuo no tempo, uma condicao suficiente para a existéncia
de ganhos K;; € IR™*" solugoes para o Problema 4.1 com incertezas politépicas ¢ dada pelo

seguinte corolario.

Corolario 4.1 Se existirem wma matriz definida positiva W € IR"™", matrizes Y;; € R™*",

um vetor positivo u € IR"™ e um escalar positivo v satisfazendo a relagao (4.13) tais que

Oujr = 2(AW + WA)) + (B; + B;)Yir + (Bi + By) Yy + Vi (Bi + B;)' + Y/;(Bi + By)" <0,
i=1,... N; j=1,...,2"—1; k=j+1,...,2" (4.33)

O = (Ai + AW + W(A; + Ap) + (B + B;)Yy; + (B, + B;)Yy; + Y. (B; + B;)

Oujr = 2(Ai + AW + 2W (A; + Ap) + (B; + B;) Yo, + (B; + By) Yy + (Be + B;) Yig
+ (B + By) Yy + Yy (Bi + B) + Y/ (B + By)' + Yy (Be + B;) + Y);(B + Bi) <0,
i=1,... . N—1 0=i+1,...,N; j=1,....2" 1, k=j+1,...,2" (4.35)

entao o controle LPV K(«, ) dado por

N 2
K(o,8) =Y > Ky , Kij =Y; W™ a €Uy, €Uy

i=1 j=1

e o conjunto I'(z) definido em (4.14) sao solugoes para o Problema 4.1.

Prova: A demonstracao deste corolario pode ser construida multiplicando as LMIs acima por
a; e 3; e somando-as, seguindo os passos descritos em [MOP07]. .

Note que fixando Y;; =Y e considerando somente (4.32), recupera-se a Proposicao 4.1 para
tratar o problema de controle robusto de realimentacao de estado. Além disso, pode-se usar as
condi¢oes do Corolério 4.1 para o caso de controle LPV dependendo somente de «, fazendo Y;; =
Y1 e considerando as condigoes (4.32) e (4.34), ou somente de 3, fixando Y;; = Y;; e considerando
somente (4.32) e (4.33). As varidveis Y;; das condi¢oes Coroldrio 4.1 fornecem graus de liberdade
adicionais ao projeto do controlador, permitindo estabilizar quadraticamente por meio de ganhos
do tipo LPV sistemas que nao admitem um ganho de realimentacao robusto, mas é preciso
implementar uma estratégia mais complexa de realimentacao baseada na disponibilidade dos
parametros variantes no tempo « e 3.

Para o caso em que o sistema (4.28) é discreto no tempo uma condigao menos conservadora

do que a da Proposicao 4.3 é dada pelo corolario a seguir.
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Corolario 4.2 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas S; € R", i = 1,..., N,

matrizes G € IR™", Z € R™", um vetor positivo u € IR™ e um escalar positivo v tais que

S; AG+ B,Z + B2

Aijk:[G’A;—{—Z/BZ(—{—Z/B;C G+ G — S, }>0, 1=1,...,N;

NSRS 3
|:M(Z)SJ S] (z)}zo7 V4 i=1,...,n; j:lj__,7N; (437)
* YH )

entao a lei de controle u = Kx com

K=27G"
garante a estabilidade assintdtica robusta para o sistema (4.28) em malha fechada e o conjunto
I(z) ={z e R":2'P(a)r <~ '}

com

P(a) = S(a)™ e S(a) = Z%Si; Vael

¢ uma estimativa da regiao de estabilidade. :
Prova: Considerando Z = K G, se a expressao
S(a(t +1)) (Ala(t) + (Bla(t) + BEOVKIC] Lo (455
G'(A(a(t) + (B(a(t) + B(3(1))) K)’ G+G = 5(at)) '

é factivel entdo, pré e pés multiplicando (4.38) por R = [-I  A(«a(t)) + (B(a(t)) + B(5(t))) K]

e por R, respectivamente, tem-se

Sla(t+1)) = (Ala(t)) + (B(a(t) + B(5(t))) K)S(a(t))

x (Ala(t) + (B(a(t)) + B(5(t)))K) >0
que é uma condicao suficiente para a estabilidade assintotica do sistema em malha fechada.
Reescrevendo (4.38) com (A, B)(a(t)) conforme em (4.30), B(5(t)) dado por (4.6), S(a(t)) =
SN ai(t)Ss, a(t) € Uy, S(alt+1)) = SN as(t + 1)S; = S0, v5()S;, ~(t) € Uy, e mul-
tiplicando a expressao resultante por S~ | a;(t), Zjvzl vi(t), > r_y Bk(t) é possivel reescrever
(4.38) como

Zai(t)Z%(t)Zﬁk(t)Aijk (4.39)
i=1 j=1 k=1

com A;j, dada por (4.36). A factibilidade de (4.36) é suficiente para que a expressao (4.39) seja
definida positiva, o que garante (4.38). .

Observacao 4.5 E interessante comentar que, para o caso do sistema precisamente conhecido
A=A, i=1,...,n, fazendo G=G = 5; =5, =5 eY = Z na condi¢io (4.36), esta contém

a condi¢ao (4.25) de estabilidade quadrdtica como um caso particular.
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Observacao 4.6 A matriz G da condi¢ao (4.56) fornece um grau de liberdade adicional ao
projeto de um controlador, permitindo tratar com menos conservadorismo problemas de con-
trole com ganhos com restricoes de estrutura. Para isso, impoem-se estruturas particulares as

matrizes G e Z, sem necessidade de particularizacoes das matrizes de Lyapunov S;.

4.6 Aspectos numéricos

E importante notar que as variaveis de decisao da Proposicao 4.1 sao W, Y, u e ~y, sendo
que v;, j =1,...,2" depende linearmente de p como descrito em (4.11). Devido a presenca de
termos que envolvem a multiplicagao entre algumas dessas variaveis, as desigualdades de (4.12)
sao nao-lineares. Este fato torna dificil e em alguns casos impossivel resolver as desigualdades
simultaneamente. Uma forma de superar este problema consiste em fixar, a priori, o valor de
uma variavel de decisao enquanto buscam-se outras.

O objetivo de sintese considerado neste capitulo é determinar um controlador que conduz
a uma regiao de estabilidade, que é uma estimativa da regiao de atracao, tao grande quanto
possivel, entre as solugoes possiveis para as desigualdades da Proposicao 4.1. Um maneira de
maximizar indiretamente o volume do conjunto I'(z) definido em (4.14) é minimizar o traco de
W1 e/ou v [KG02, TGGOT7]. Para computar um controle capaz de aumentar a estimativa da

regiao de atracao do sistema em malha fechada, utiliza-se o algoritmo seguinte.

Algoritmo 4.1
Passo 1: Inicializagdao. Escolha pgy,i=1,...,n.

Passo 2: Compute W, Y e, solugoes para:

min{w; Traco(T) + way}
sujeito as condigcoes da Proposicao 4.1

T 1,
{* W}ZO

(4.40)

em que Wi e wy Sao parametros de ponderac¢ao.

Passo 3: Fize W, Y and . Compute ji,t=1,...,n solugoes para:

max{) i} (4.41)
i=1
sujeito as relacoes do Proposicao 4.1

Passo 4: Retorne para o passo 1 até que mudangas significalivas nao ocorram nos valores

desejados de critério.

O primeiro problema de otimizagao (4.40) maximiza o tamanho de I'(x) considerando um
critério baseado no Trago (W™!) e no escalar . O objetivo do segundo problema de otimizagao

(4.41) é maximizar o vetor y, para tentar aumentar o tamanho de x(z).
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Observa-se que as condigoes da Proposicao 4.1, bem como as do Algoritmo 1, foram sim-
plificadas com respeito as condigdes em [MTGO02], em particular em termos de complexidade
numérica. Além disso, usando o fato de a regiao de estabilidade obtida com o procedimento
proposto ser simétrica, o Passo 3 produz melhores resultados que os apresentados em [MTG02]

em termos do aumento do politopo e do elipséide.

4.7 Exemplos

Exemplo 4.1 O sistema utilizado para este exemplo foi retirado de [ACMO07b], com uma
pequena modificagdo na representacao do termo bilinear. Para o sistema (4.1) continuo no

tempo, tem-se

—05 15 4 -0.7 —1.3
A=| 43 60 50 |;B= 0 —43
3.2 6.8 7.2 0.8 =15

-1 0 0 010

N, = 0 00 |;Na=1(10200

0 0 O 000

Aplicando o Algoritmo 4.1 com u = [2 2 2|, depois de 6 iteracdes, obtém-se o ganho de

controle

~ | 0.0016 0.0035 0.0034

K= 2.2404 3.2676 5.9199

A Figura 4.1 mostra a estimativa do dominio de estabilidade para o sistema, fornecida pelo
Algoritmo 4.1 (regiao I') e a estimativa fornecida por [ACMOT7b] (regiao €), em que I'(z) é dado

por (4.14) com
63.1224 —1.6258 —15.6454
v=1.0890, W = —1.6258  4.3546 —0.3996
—15.6454 —0.3996 5.3342

O cubo é o politopo inicial P conforme a metodologia proposta em [ACMO7b]. Note que o pro-
blema estudado em [ACMO07b] é: dado um politopo (ndo necessariamente simétrico em relagao
a origem), encontre um elipséide inscrito que, mediante escalonamento, resulta em um dominio
de estabilidade que contém o politopo inicial. Apesar dos objetivos nao serem exatamente os
mesmos, o método proposto neste capitulo pode também encontrar uma solucao factivel para o
sistema estudado em [ACMOT7b] e, além disso, fornece uma estimativa da regiao de estabilidade

menos conservadora.

Exemplo 4.2 Considere o sistema (4.1) continuo no tempo descrito pelos seguintes dados

<[ o[ 2]

5 2 45
sz e 0
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N
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m
I

0
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.

X2 T

Figura 4.1: Regides de estabilidade obtidas pelo Algoritmo 4.1 (I') e por [ACMOT7b] (¢) para o
Exemplo 4.1 (com P o politopo inicial).

e o Algoritmo 4.1 com uma restricao adicional no problema de otimizacao do Passo 2, para
limitar a norma do ganho. Com a condigao inicial p = [1 1]/, obtém-se, depois de 10 iteragoes,

o ganho de realimentacao de estados

K =

0.5437 23.8399
—0.6428 —9.5656

com elipséide associado descrito por I'(z) como em (4.14) e

Y= 0.7008 , W = { 55.144 —0.1004}

—0.1004  1.4488

mostrados na Figura 4.2, de volume proporcional \/W = 12.7526. A verdadeira regiao
de atracao (obtida por simulagao) do sistema em malha fechada, também mostrada na figura,
permite avaliar o conservadorismo do método proposto.

A evolugao no tempo do sistema com condigoes iniciais [0 3]/ e entrada de controle u = Kz
sao mostradas na Figura 4.3 e 4.4, respectivamente.

Da Figura 4.4, é possivel ver que o esforco do controle é importante no inicio da simulacao
uma vez que a amplitude do controle atinge valores elevados. Nesse caso, as estratégias para
limitar as entradas de controle, discutidas nas Observacoes 4.3 e 4.4, podem ser aplicadas.
Além disso, pode ser interessante considerar uma limitacao de amplitude durante a sintese do

controlador, por meio de fungoes de saturacao.



4.7. Exemplos 57

T2
o
T

Figura 4.2: Regiao de atragao e conjunto elipsoidal obtidos com a condigao inicial do Exem-
plo 4.2.

L L L L L L L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
time

Figura 4.3: Evolugao no tempo para (0) = [0 3]’ para o Exemplo 4.2.

Exemplo 4.3 Considere agora o sistema continuo com parametros variantes no tempo (4.28),

pertencentes ao politopo descrito pelos seguintes vértices:

—-0.48 044 —-0.42

A=A, =] —0.02 —-0.66 091
—0.85 —0.45 0.12

—3.70  1.00 5.75 —0.40

By = 290 =030 |; By=| 065 1.10

—-3.40 —-3.90 2.65 —1.70
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80

u=Kzx

L L L L L L L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
time

Figura 4.4: Entrada de controle para o Exemplo 4.2.

e os termos bilineares descritos pelas seguintes matrizes:

—-2.55 0 0 —-1.10 0 0
N, = 0 005 0 |;Ny= 0 3.60 0
0 0 045 0 0 4.10

Conforme a Observacao 4.2, considera-se um termo adicional, +20W, ao lado esquerdo da
equagao (4.32), o que corresponde a fixar a taxa de convergéncia exponencial 6 = 0.75. Em tal
caso, para a condicdo inicial 1 = [0.25 0.25 0.25], ndo é possivel computar um ganho robusto
de realimentagao de estados por meio do Corolério 4.1. Por outro lado, o Corolario 4.1 fornece
uma solucao factivel, para um ganho LPV que depende de a e 3, o que ilustra o interesse por essa
classe de controladores para tratar multiplas especificacoes de desempenho de malha-fechada,

ao pre¢o de implementar-se uma lei de controle mais complexa.

Exemplo 4.4 Considere o sistema com incertezas (4.28) discreto no tempo gerado aleatoria-

mente ~ _ _ _
A — 0.7582  0.6802 B, — 0.6234

| —0.6919 —1.0725 |’ | 0.5859 |

A, — | 0.8998  0.2847 | B, — | 0.6773 |
—2.1231 —0.7333 |’ 0.8768

Ay — [ —0.7734 —0.3368 ] B, — " 0.0129

| 0.1518  0.9708 |’ | 0.3104 |

e o termo bilinear descrito pela seguinte matriz:

0.005 0.015
N= {0.010 0 }

Aplicando o Algoritmo 4.1 com p = [1 1]’ ndo é possivel encontrar um ganho de realimen-

tagao de estados estabilizante por meio da condic¢ao (4.25) da Proposigao 4.3. Por outro lado,
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a condicao (4.36) do Corolario 4.2 fornece o seguinte ganho robusto estabilizante
K =1[0.2946 —0.1373]
A Figura 4.5 mostra a estimativa do dominio de estabilidade I'(«v) para o sistema, descrita por
Fa)={zeR*:2'S(a) 'z <y '} (4.42)
com S(a) = a1S1 + @Sy + a3Ss3, a €Uy e

1.078  —0.9078
7= 29087 5= 9078 2.3520
0.8154 —0.8362} s _{ 0.8696 —0.8177}
) 3 —

52 = —0.8362  2.5087 —0.8177 2.3844

0.5

Figura 4.5: Estimativa do dominio de estabilidade obtida com a condic¢ao inicial do Exemplo 4.4,
representada pela intersecao das elipses.

4.8 Conclusao

Foi apresentado neste capitulo um método iterativo decomposto em dois passos convexos para
o projeto de um controlador estabilizante por realimentacao de estados associado a uma regiao
de estabilidade para sistemas bilineares. Os resultados principais sao dados como condigoes
construidas em termos de LMIs explorando algumas propriedades de politopos e fungoes de

Lyapunov quadraticas.



Conclusoes e perspectivas

Foram apresentadas contribuigoes para a solucao de problemas de andlise de estabilidade
e sintese de controladores por realimentacao de estados de sistemas dinamicos que possuem
elementos nao-lineares. Mais especificamente, buscou-se a caracterizacao de uma regiao na qual
a estabilidade assintotica da origem é garantida.

Para o problema de controle de sistemas chaveados continuos no tempo sujeitos a fungoes
de chaveamento arbitrarias e com saturacao nos atuadores, foram fornecidas condigoes sufici-
entes na forma de LMIs para a determinacao de ganhos chaveados que estabilizam o sistema
e uma estimativa da regiao de estabilidade. As condigoes propostas incluem especificagoes de
alocacao de pélos aos subsistemas lineares do sistema chaveado, impondo limitantes para as
respostas transitérias do sistema sempre que o sistema opera na regiao linear. Considerando
que a alocacao de polos em uma regiao especifica do plano complexo representa uma alteragao
do comportamento dinamico e, portanto, uma especificacao de desempenho, foi investigado o
compromisso entre a exigéncia de desempenho e o tamanho da estimativa da regiao de estabi-
lidade. As condicoes propostas foram também aplicadas nos problemas de controle robusto e
falha de atuadores.

Com respeito a sistemas nao-lineares incertos sujeitos a nao-linearidades de setor, a principal
contribuicao foi a construcao de condigoes convexas de dimensao finita cuja solucao permite pro-
ver fungoes de Lur’e com dependéncia polinomial homogénea nos parametros, as quais sao menos
conservadoras do que as fungoes de Lur’e que nao levam em conta as incertezas. Dado um grau
para a funcao candidata de Lur’e, uma extensao do Teorema de Pdlya foi usada para fornecer
relaxagoes LMIs progressivamente menos conservadoras, que asseguram a estabilidade absoluta
robusta do sistema. Para sintese de controladores foi apresentada uma condicao convexa para
a determinacao de um ganho robusto estabilizante por realimentagao linear e nao-linear.

Em relacao a sistemas bilineares instaveis em malha aberta foi proposto um procedimento
para determinar um ganho estabilizante por realimentacao de estados e uma estimativa da re-
giao de estabilidade assintética. O termo bilinear foi modelado como um envelope convexo de
um conjunto de vetores lineares por inclusoes diferenciais lineares. O procedimento proposto
foi descrito como dois problemas de otimizacao convexa sujeito a restricoes LMIs. Para o caso

de sistemas bilineares continuos no tempo as condicoes obtidas basearam-se em uma funcao de
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Lyapunov quadratica. Condigoes para tratar especificagoes de desempenho do sistema em malha
fechada, controle robusto e controle linear dependente de parametros foram também apresen-
tadas. Para o caso discreto incerto variante no tempo foram propostas condigoes baseadas em
funcao de Lyapunov afim, com variaveis de folga, para tratar o mesmo problema de sintese por

realimentacao de estados e de estimativa da regiao de atragao.

Perspectivas

A pesquisa realizada neste trabalho aponta alguns temas de interesse que podem ser explo-

rados em novas investigagoes. A seguir sao listados alguns desses temas:

e cxtensao dos resultados da tese considerando restrigoes de estrutura no controlador, como

por exemplo realimentacao de saida e controladores dinamicos.

e utilizagao de fungoes de Lyapunov v(x(t)) = x(t) P(a(t))x(t), cujas matrizes P(«(t)) apre-
sentam dependéncia polinomial nos parametros, para reduzir o conservadorismo das con-
dicoes de andlise e sintese apresentadas para sistemas bilineares continuos variantes no
tempo com parametros pertencentes a um politopo sujeitos a taxas de variacao limitadas.
Conforme mostrado no Capitulo 3, o uso de funcoes polinomiais homogéneas para o caso
de sistemas nao-lineares incertos invariantes no tempo mostra que o conservadorismo dos

resultados diminui a medida que se aumenta o grau da funcao de Lyapunov.

e a busca de diferentes estruturas para a lei de controle, particularmente quando nao existe

matriz de entrada na parte linear do modelo considerado no Capitulo 4.
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Un des premiers systemes de controle important a été le régulateur centrifuge développé par
James Watts pour le controle de vitesse d'une machine a vapeur, au début de la révolution
industrielle. Tout de suite ce systeme a été amélioré de facon a optimiser sa performance, mais
a du faire face a des problemes liés a son instabilité. Ainsi, sont apparus les deux problemes
basiques de la théorie de la commande : l'analyse de stabilité du systeme de controle et la
synthese du controleur.

Les exigences de controle, de performance et d’opérations des systemes physiques augmen-
tent significativement, rendant essentiel 1'usage d’outils d’analyse et synthese chaque fois plus
sophistiqués et aussi plus efficaces du point de vue de la complexité de calcul des ordinateurs
associés aux algorithmes [BEFB94, Kha(2].

Le modele qui représente un phénomene physique est, le plus souvent, un systeme dynamique
non-linéaire. A cause de 'insuffisance d’outils numériques pour traiter cette classe de systemes,
il est usuel de recourir a la linéarisation en des points d’intérét, qui permet de décrire le compor-
tement de la dynamique autour du voisinage d'un point. Les modeles linéaires incorporent de
plus en plus d’informations sur les dynamiques non-modélisées comme certaines non-linéarités,
bruits, etc . .. Ces informations sont la plupart du temps considérées sous la forme d’incertitudes,
qui peuvent étre modélisées de plusieurs manieres, via une transformation linéaire fractionnaire
(en anglais, Linear Fractional Transformation — LFT), des représentations sous la forme affine
et polytopique [Bar94, BB91, FAG96].

L’étude de techniques qui assurent la stabilité d'un systeme en boucle fermée, méme en
présence d’éléments non-linéaires comme, par exemple, des restrictions structurales et des non-
linéarités inscrites dans un secteur, est devenu un important domaine de la théorie de la com-
mande. De plus, garantir certaines caractéristiques de performance pour le systeme soumis a
des non-linéarités a des implications immédiates au niveau des aspects de sécurité, de qualité
du produit et d’économie du processus. Dans ce sens, des spécifications communes sont : la
localisation des poles de la boucle fermée dans des régions du plan complexe et la garantie de
stabilité du systeme bouclé dans une région déterminée de 'espace d’état.

Un des résultats le plus important, et amplement utilisé pour traiter la stabilité et la synthese

de controleurs d’un systeme dynamique, est la “seconde méthode” ou “méthode directe” de
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Lyapunov, qui fournit une condition suffisante, pour la stabilité d’'un point d’équilibre [Kha02].
Pour cela on suppose 'existence d'une fonction scalaire auxiliaire définie positive qui possede la
propriété d’etre décroissante au long des trajectoires du systeme, appelée fonction de Lyapunov.
Cette propriété est vérifiée sans nécessiter la connaissance explicite des trajectoires du systeme

grace au signe de la dérivée dans le temps de la fonction de Lyapunov [BMOS].

Les problemes d’analyse de stabilité et de synthese de controleurs utilisant le méthode de
Lyapunov consistent, en général, a choisir une fonction de Lyapunov adéquate. Ainsi, la plupart
des recherches réalisées dans les dernieres décennies cherchent a vérifier ’existence d’une fonc-
tion de Lyapunov du type quadratique [Bar85], c’est-a-dire, une méme fonction de Lyapunov
indépendante des parametres incertains, qui garantit la stabilité du systeme pour le domaine
d’incertitudes. A partir de la stabilité quadratique, ont été développés plusieurs résultats pour
I’analyse, la commande et le filtrage robuste, avec des criteres de performance tels que les
normes Hs et Hoo (voir, par exemple, [BEFB94] et les références internes). Une caractéristi-
que commune sur l'obtention de conditions d’analyse et de synthese est la transformation du
probleme de commande en un probléeme d’optimisation convexe, avec des contraintes du type
inégalités matricielles linéaires (en anglais, Linear Matriz Inequalities — LMIs), qui peuvent
étre résolues de maniere efficace par des algorithmes basés sur la méthode des points intérieurs,
par exemple [NN94|. Actuellement, il existe plusieurs programmes pour résoudre des LMIs
(SeDuMi [Stu99], LMI Control Toolboxr [GNLC95], etc.), et différentes interfaces de program-
mation (LMILab [GNLC95], YALMIP [L5f04], etc.) qui permettent une programmation simple

et consistante de problemes généraux.

Dans le contexte de synthese de controleurs, la commande robuste par retour d’état ap-
pliquée a des systemes dynamiques linéaires incertains est basée sur 'utilisation de fonctions de
Lyapunov quadratiques [BPG89]. Ce résultat permet de stabiliser le systéme en boucle fermée
avec des gains fixes, a partir de la solution d’un ensemble de LMIs décrites en chacun des som-
mets du polytope d’incertitudes. Le principal inconvénient lorsque I'on utilise des gains fixes est
que les résultats peuvent étre conservateurs, car ils utilisent une méme matrice de Lyapunov.
Des stratégies de gains échelonnés peuvent réduire le conservatisme de la solution du probleme

de stabilisation de systemes dynamiques avec incertitudes variantes dans le temps (en anglais,

Linear Parameter Varying - LPV') [RS00, BP94, AA9S].

Le but de ce travail est de traiter le probleme de stabilité, calculer un gain de commande
stabilisant et définir une estimation de la région de stabilité, pour une classe de systemes dy-
namiques qui possedent des éléments non-linéaires sur I’état et la commande. Ces termes non-
linéaires peuvent apparaitre de fagon additive sur I’équation dynamique du systeme. Par ailleurs,

la partie linéaire du systeme peut étre soumise a des incertitudes polytopiques.
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Structure de la these

e Chapitre 1 : on présente une étude bibliographie. Le probleme général de la stabilité pour
mettre en place les fondements nécessaires a la compréhension des chapitres suivants est
abordé. Ensuite, sont aussi présentées, une description générale des systemes étudiés et
des conditions du type LMI issues de la littérature pour 'analyse de la stabilité et pour

le calcul de gains de retour d’état qui stabilisent le systeme.

e Chapitre 2 : le but du chapitre est de fournir une condition convexe pour le calcul des
gains commutés de retour d’état qui stabilisent un systeme a commutation continu dans
le temps avec des sous-systemes linéaires soumis a des commutations arbitraires et a des
actionneurs saturés. La condition est formulée en terme de LMIs qui utilisent comme
information les matrices du modele du systeme, les valeurs de 'amplitude de la saturation
des actionneurs et les parametres de placement de poles pour chaque sous-systeme linéaire.
La faisabilité de la condition proposée fournit un ensemble de gains pour le controleur et
une région de stabilité pour le systeme soumis a des commutations arbitraires. L’ensemble
de gains obtenus garantit encore le placement des poles de chaque sous-systeme linéaire
sur des régions circulaires dans le demi-plan gauche, en fournissant des bornes pour la
réponse transitoire tant que le systeme opere dans la région linéaire. Sont aussi présentées
des extensions du résultat principal pour traiter des problemes de commande robuste et
décentralisée, des problemes de fautes des actionneurs, et pour maximiser ’estimation
de la région d’attraction de l'origine. Le compromis entre le placement de poles et la
taille de 'estimation du domaine de stabilité est également étudié. A la fin du chapitre,
des exemples illustrant 'efficacité des conditions proposées sont présentés. Les résultats

présentés dans ce chapitre peuvent étre trouvés en partie dans [MCP*06].

e Chapitre 3 : sont présentées des conditions convexes de dimension finie pour construire
des fonctions de Lur’e avec dépendance polynomiale homogene en les parametres. Le but
est de vérifier la stabilité des systemes non-linéaires soumis a des parametres incertains
appartenant au simplex unitaire et a des non-linéarités dépendantes de 1’état, appartenant
a des secteurs. Les conditions proposées sont écrites comme des LMIs paramétrisées dans
des termes de degré g de la fonction de Lyapunov dépendant de parametres et dans
des termes du niveau de relaxation d des restrictions LMIs, basées sur une extension du
Théoreme de Pélya. A mesure que g et d grandissent, les conditions deviennent a chaque
fois moins conservatives. Les résultats contiennent certaines conditions existantes dans
la littérature comme des cas particuliers pour 'analyse de stabilité robuste et pour la
stabilité absolue. Une solution convexe pour la synthese de controleurs par retour d’état
et des exemples numériques qui illustrent 'efficacité des conditions proposées sont aussi

présentés. Le chapitre est basé sur I'article [MOCT09].

e Chapitre 4 : ce chapitre traite le probleme de stabilisation de systemes bilinéaires instables
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en boucle ouverte via une commande par retour d’état. Le but implicite est de fournir une
estimation de la région de stabilité pour le systeme en boucle fermée. La méthodologie
proposée peut étre décomposée en deux problemes d’optimisation décrits en termes de
LMIs : i) Soit un polytope contenant ’origine, dans lequel les valeurs des variables d’état
sont bornées, trouver une loi de commande et une région de stabilité associée aussi grande
que possible a l'intérieur du polytope. ii) Pour la solution du premier probleéme, trouver
le plus grand polytope qui contient I'ellipsoide qui satisfait les conditions de stabilité. Par
I'itération de ces deux étapes, des conditions sont construites pour calculer une commande
par retour d’état qui maximise I'estimation de la région de stabilité. Les résultats sont
illustrés sur des exemples. Les résultats présentés dans ce chapitre sont partiellement issus

de [TQCP09).

Chapitre 5 : on présente les conclusions finales de la these et quelques perspectives de

recherche pour les travaux futurs.



Chapitre

Définitions et résultats préliminaires

Ce chapitre présente des résultats classiques de la littérature qui servent de base pour le dé-
veloppement des résultats du manuscrit, comme le Lemme de Finsler, le complément de Schur,
la S-procédure et quelques définitions pour ’étude de la stabilité de systemes dynamiques auto-
nomes via la seconde méthode de Lyapunov. Les définitions d’ensemble invariant et de domaine
de stabilité sont présentées. Pour plus détails, voir [Kha02, BM08]. Ensuite est présentée la
description générale des systemes étudiés dans les chapitres suivants, conjointement avec quel-
ques conditions de la littérature basées sur des choix particuliers de la fonction de Lyapunov

pour l'analyse de la stabilité et la synthese de controleurs.

5.1 Fondements et concepts basiques

5.1.1 Résultats auxiliaires

Quelques inégalités matricielles non-linéaires peuvent étre transformées en LMIs grace a

l'utilisation du complément de Schur, comme décrit ci-dessous [BEFB94].

Lemme 5.1 L’ensemble dinégalités matricielles non-linéaires
{A11 > 0, A22 > AIIQAI_IIAH}

ou Apn = A}y et Ay = Al est équivalent a

All Al?
/ 0 5.1
{ Aly Az } - (5:1)

En échangeant des lignes et des colonnes dans la matrice ci-dessus, on obtient encore que (1.1)

est équivalent a l’ensemble

{AQQ >0, A > A12A2_21A/12}

La S-procédure permet de concaténer plusieurs inégalités en une seule. Pour réduire le
conservatisme, cette procédure introduit des multiplicateurs comme des facteurs de pondération,

qui doivent étre déterminés.
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Lemme 5.2 (S-procédure) Soient Ty, ..., T, € R™™ matrices symétriques données et & € IR™.
Considérons la condition suivante en Ty, ..., T, :
ETHe >0, VE£0:ETE>0, i=1,...,p. (5.2)
S’il existe des scalaires 7, > 0, 1 =1,...,p, tels que
p
Ty —> =T >0, (5.3)
i=1

alors (5.2) est satisfait.

Le lemme de Finsler, présenté ensuite, peut étre utilisé pour écrire de nouvelles conditions de
stabilité, en introduisant de nouvelles variables matricielles dans des problemes d’optimisation,

ou encore pour éliminer certaines variables.

Lemme 5.3 Soient ( € R", £ € R™" symétrique et B € R™" avec rank(B) < n. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

i) C'LC <0, YV tel que BC=0, ¢#0.

i) BYLB* <0, ot B+ dénote une base pour Uespace nul de B.

i) 3 p € R:L—puB'B<0.

w) 3 R eR™": L+ RB+ BR <0.

La démonstration du Lemme 5.3 peut étre trouvée en [dOSO01].

5.1.2 Seconde méthode de Lyapunov

Considérons le systeme autonome décrit par ’équation suivante :

#(t) = fz(t)) (5.4)

ou f: D — IR" est une fonction localement Lipschitz dans le domaine D C IR".

L’idée basique de la méthode directe de Lyapunov est la description mathématique de
I'observation d’un phénomeéne physique : si I’énergie totale d’un systeme électrique (ou mécani-
cien) est dissipée continuellement, alors le systéme, soit linéaire ou non-linéaire, doit finalement
s’arréter dans en un point d’équilibre. Ainsi, on peut conclure sur la stabilité du systeéme sans

calculer ses trajectoires, comme, le montre le théoreme suivant.

Théoreme 5.1 Soit x =0 un point d’équilibre de (5.4), D C IR" un domaine contenant x =0

et V : D — IR une fonction continuellement différentiable tels que

V(0)=0 et V() >0 sur D—{0} (5.5)

V(z)<0 sur D (5.6)
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alors, x = 0 est stable. Si de plus
V(r) <0 sur D—{0} (5.7)
alors, x = 0 est asymptotiquement stable.

Définition 5.1 Une fonction V(z) définie positive qui satisfait la condition (5.6) ou (5.7) du

Théoreme 5.1 est appelée fonction de Lyapunow.

Définition 5.2 Soit V() une fonction de Lyapunov. La surface dans l’espace d’état
S={zeR":V(z)=c}

est appelée surface de Lyapunov ou surface de niveau.

5.1.3 Domaine d’attraction et de stabilité

Si 'origine du systeme est asymptotiquement stable, il est intéressant d’étudier s’il existe un
voisinage autour de 1’origine dans lequel les trajectoires du systeme convergent a 1’origine quand
t — oo. Dans la recherche de la solution de ce probleme, il faut définir les notions d’invariance

positive d'un ensemble, de domaine d’attraction et de stabilité.

Définition 5.3 Un ensemble D C IR", contenant ['origine, est positivement invariant pour le
systéme (5.4), si toute trajectoire ¢(t, xg) du systéme (5.4) avec x(0) = xy € D reste dans D
Vit>D0.

Définition 5.4 Un ensemble D C IR" est contractif par rapport au systéme (5.4) si toute
trajectoire du systéme (5.4), issue d’une condition initiale appartenant a D, évolue toujours

vers lintérieur de cet ensemble.

Notons qu'un ensemble contractif est toujours positivement, mais la réciproque n’est pas

vérifiée.

Définition 5.5 Soit ¢(t,z0) une solution de (5.4) avec une condition initiale xo a l'instant

t =0. Alors, la région d’attraction est l’ensemble des points xq tels que limy o ¢(t, z9) = 0.

Déterminer analytiquement la région d’attraction d'un systeme est une tache, en général,
difficile voire, impossible. Néanmoins, une estimation de la région d’attraction peut étre déter-
minée. Dans ce cas, il s’agit de caractériser des régions dans 'espace d’état dans lesquelles la

convergence asymptotique des trajectoires du systeme a l'origine est garantie.

Définition 5.6 Si pour toute condition initiale xo € D on a limy_o, ¢(t,x9) = 0, alors D est

une région (ou un domaine) de stabilité asymptotique pour le systéme (5.4).
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Il est toujours possible de déterminer une estimation de la région de stabilité asymptotique
a partir de I'existence d’une fonction de Lyapunov. En considérant une fonction de Lyapunov

candidate V' (z) pour le systeme (5.4), alors le domaine

Se={reR":V(z) <ec,c>0}

est une région de stabilité si V(x) <0, Vz e S, Dans ce cas, S. est un ensemble contractif.

5.2 Systemes linéaires avec termes non-linéaires

5.2.1 Description des systemes
Dans les chapitres suivantes seront étudiés les systemes qui peuvent étre écrits, de fagon
générale, comme
0 [r] = A()z(t) + B(a)u(t) + g(x(t), u(t)) (5.8)

ou z € IR" est I'état et u € IR™ est l'entrée de commande. Les matrices A(a) € IR™",
B(a) € R™™ appartiennent a l’ensemble convexe P et g(-) est une fonction non-linéaire. Le
symbole 4[] représente la dérivée par rapport au temps pour les systemes continus et 'opérateur

avance pour les systemes discrets dans le temps. L’ensemble P est donné par

N N
P = {(A, B)(a): (A, B)(@) = Y (A, B)s; ;2 0, i=1,...,N; > oy = 1} (5.9)
i=1 i=1
ou les sommets A;, B;, 1 =1,..., N, sont supposés connus.

5.2.2 Stabilité
Le probleme de stabilité du systeme
z(t) = Ala)z(t) (5.10)

ou A(a) € P peut étre étudié via 'utilisation d’une fonction de Lyapunov, car le systeme (5.10)
est une classe particuliere du systeme (5.4) avec B(a) = 0 et g(-) = 0. Alors, fonction de

Lyapunov candidate pour le systeme (5.10) est
v(z(t)) = x(t) Px(t) (5.11)

avec sa dérivée

0(z(t)) = 2(t)'(A(a)' P+ PA(«))x(t) (5.12)

Une condition suffisante pour la stabilité est donnée par la stabilité quadratique [Bar85]. Le

lemme qui suit présente ce résultat.
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Lemme 5.4 S’il existe une matrice symétrique définie positive P € IR"*" telle que
AP+ PA <0, i=1,...,N (5.13)
alors le systéme (5.10) est stable, avec une fonction de Lyapunov quadratique donnée par (5.11).

Remarque 5.1 Etant donné que l'inégalité (5.12) est convexe en P, il est suffisant de tester
I'inégalité de Lyapunov (5.13) seulement aux sommets du polytope d’incertitudes pour vérifier
la stabilité du systeme. Bien que le Lemme 5.4 présente une condition suffisante seulement,
ce lemme caractérise de maniere nécessaire et suffisante la stabilité quadratique. Dans le cas
précisément connu (A(a) = A et donc A; = A), la condition (5.13) est une condition nécessaire

et suffisante pour la stabilité du systeme.
Pour le cas ou le systeme (5.10) est discret et variant dans le temps,
z(t+1) = A(a(t))z(t) (5.14)
ot a(t) € RY est le vecteur de parametres incertains variants dans le temps qui appartient au
simplex unitaire pour tout ¢ > 0
N
Uy = {a(t) eRY:Y ailt) =1, a(t) 20, i=1,... ,N} (5.15)
i=1

avec la matrice A(a(t)) € IR™*" appartenant au polytope

P = {Aa(®) : Aalt) = > ailt)Ai, o Uy} (5.16)

la stabilité du systeme peut étre étudiée avec de la fonction de Lyapunov dépendante de pa-

rametres

v(z(t)) = 2(t) Pla(t))(t) (5.17)

Notons que
v(z(t+1)) =x(t+1)Pla(t+1)z(t+1) (5.18)

Alors, la fonction différence Av(z(t)) = v(z(t + 1)) — v(x(t)) est donnée par
Av(z(t)) £ 2(t) (Ala) P(a(t + 1)) A(a) — P(a(t)))x(t) (5.19)

Une condition suffisante pour la stabilité du systeme (5.14) est donnée par l'existence de
matrices symétriques définies positives P(a(t + 1)) € R™" et P(a(t)) € R™" telles que

Aa) P(a(t +1)A(a) — P(a(t)) < 0 (5.20)

La stabilité quadratique est basée sur le choix particulier P(a(t + 1)) = P(a(t)) = P.
Le lemme qui suit présente une condition nécessaire et suffisante pour la stabilité quadratique

[GPBI1], qui est seulement suffisante pour la stabilité du systeme.



72 Chapitre 5. Définitions et résultats préliminaires

Lemme 5.5 S’il existe une matrice symétrique définie positive P € IR"*" telle que
AlPA,—P<0, i=1,...,N (5.21)
alors le systéme (5.14) est stable, avec une fonction de Lyapunov donnée par (5.17).

Une remarque analogue a la Remarque 5.1 pourrait étre formulée.
Une condition moins conservative que celle du Lemme 5.5 a été présentée dans [DBO01], en

utilisant la fonction de Lyapunov (5.18) avec une matrice P(a(t)) dans la forme affine
N
P(a(t) =Y ()P, P,=P >0, i=1,...,N; aft) €Uy (5.22)
i=1
Une condition nécessaire et suffisante pour I'existence d'une matrice de Lyapunov dépendante

de parametres dans la forme affine donnée par (5.22) est illustrée par le lemme suivant [DBO01].

Lemme 5.6 Les affirmations suivantes sont équivalentes :

i) S’il existe des matrices symétriques définies positives P; € R™", i =1,..., N, telles que
APA—P <0, i=1,...N, j=1,...,N (5.23)

le systéeme (5.14) est stable, avec P(«a(t)) donnée par (5.22) la matrice de la fonction de Lya-
punov (5.18) ;

ii) S’il existe des matrices symétriques définies positives P; € R™ ", i =1,..., N, telles que
P, AlP; , .
? > = .. =1,... .
{* P, ]_O, i=1,....N, j=1,....N (5.24)

le systéme (5.14) est stable, avec P(«a(t)) donnée par (5.22) la matrice de la fonction de Lya-
punov (5.18) ;

iii) S’il existe des matrices syméltriques définies positives S; € R™ ", i =1,... N, telles que
S SiA. . .
? > — g
[* 5 }_0, i=1,....N, j=1,....N (5.25)

le systeme (5.14) est stable, avec P(a(t)) = S(a(t))™" la matrice de la fonction de Lyapunov
(5.18) et

N
S(at) =Y a(t)S;, Si=8>0, i=1....N; at) €Uy (5.26)

i=1
iv) Sl existe des matrices symélriques définies positives S; € R™", i = 1,..., N, et une

matrice G € IR™™ telles que

[ Gi+G —S; GA

> L =1,... ) =1,... .
* Sj :|_0a ? 17 7N7 .] ]-7 7N (527)

le systeme (5.14) est stable, avec P(a(t)) = S(a(t))™, ou S(a(t)) est donnée par (5.26) et

correspond a la matrice de la fonction de Lyapunov (5.18).
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Preuve: Pour montrer 1'équivalence de i) et ii) on applique le complément de Schur dans
I'inégalité (5.23) qui nous donne directement (5.24). Pour obtenir iii) a partir de ii) il est

suffisant de post et pré-multiplier (5.24) par

P 0
0o P!

J

et d’utiliser la transformation de variables S; = P, 1, S; = Pj_l. Equivalence iii) et iv) : si (5.25)

a une solution S;, i =1,..., N, alors (5.27) est faisable aussi avec G; = G} = S;. Si (5.27) est

faisable, alors en multipliant (5.27) & gauche par
T=[-4 1]
et a droite par 7", on obtient S; — A;S; AL > 0 qui est le complément de Schur de (5.25). .

Remarque 5.2 La condition de stabilité quadratique donnée par le Lemme 5.5 est contenu
dans le Lemme 5.6, il suffit de choisir P, = P; = P, i =1,..., N, dans (5.23).

5.2.3 Stabilisation

Considérons le systeme
(t) = Ala(t))x(t) + B(a(t))u(t) (5.28)

ou (A, B)(«(t)) € P. Supposons comme une loi de commande par retour d’état avec gain fixe
K E Rmxn
u(t) = Kx(t) (5.29)

Le systeme en boucle fermée est donné par
x(t) = (Ala(t)) + Bla(t))K)x(t) (5.30)

Une condition suffisante pour la stabilité du systeme (5.30) est obtenue s’il existe une fonction
de Lyapunov (5.11), permettant de vérifier la stabilisation quadratique. Ceci est présenté dans
le lemme suivant [BPG89].

Lemme 5.7 S’il existe une matrice symétrique définie positive W € IR™"™ et une matrice
Y € R™" telles que

AW+ WA +BY +Y'B.<0, i=1,....N (5.31)
alors le systéme (5.28) est stable avec la loi de commande (5.29), dont le gain est donné par
K=2w"! (5.32)

ou P =W~ est la matrice de la fonction de Lyapunov (5.11).
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Preuve: Considérons la fonction de Lyapunov quadratique (5.11), avec P = P’ > 0, alors
(A(a(t)) + Bla(t))K)'P + P(A(a(t)) + B(a(t))K) <0 (5.33)

En pré et post-en multipliant (5.33) par P~! et en faisant les substitutions de variables
W =P ltet Z =KW, on obtient

A((®))W + WA()) + B(alt)Z + Z'Bla(t)) <0 (5.34)

Comme (A, B)(a(t)) € P, I'inégalité (5.34) est convexe en P et Z, donc, l'existence de
solution pour (5.31) est nécessaire et suffisante pour assurer la faisabilité de (5.34). .

Les résultats de la condition du Lemme 5.7 peuvent étre conservatifs, parce que dans quelques
cas le systeme (5.28) n’admet pas un gain fixe stabilisant ou ce gain n’est pas calculable avec
la condition (5.31). Dans les chapitres suivants sont présentées des stratégies de synthese de
controleurs par retour d’état basés sur des gains dépendants de parametres qui peuvent produire
des résultats moins conservatifs.

Considérons maintenant, le probleme de stabilisation pour le systeme discret dans le temps
z(t+ 1) = A(a(t))x(t) + Bla(t))u(t) (5.35)

ou (A, B)(a(t)) € P. Supposons une loi de commande par retour d’état avec gain fixe K € R™*"
comme dans (5.29).

Le systeme en boucle fermée est donné par
z(t+1) = (A(a(t)) + Bla(t))K)x(t) (5.36)

De facon analogue au probleme d’analyse de stabilité, une condition suffisante pour la sta-
bilité du systeme (5.36) est la condition résultant de la substitution de A(«) dans (5.20) par
A(a) + B(o)K.

Une condition suffisante pour la stabilisation du systeme (5.35) soumis a loi de commande
(5.29), est donnée par I'utilisation de la stabilisation quadratique, reproduite dans le lemme qui

suit.

Lemme 5.8 S’il existe une matrice symétrique définie positive S € IR™" et une matrice
Y € R™" telles que
{ S SA.+YB
* S
alors le systeme (5.35) est stable avec la loi de commande (5.29), dont le gain est K =Y S™!,
ou P = S~ est la matrice de la fonction de Lyapunov (5.17).

}>o, i=1,...,N (5.37)

Preuve: Supposons qu'il existe une matrice symétrique définie positive P € IR™*" telle que

(A(a(t)) + B(a(t))K)' P(A(a(t)) + B(a(t))K) — P < 0 (5.38)
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En appliquant le complément de Schur a l'inégalité (5.38), on obtient

{ P (A(a(t)) + B(a(t))K)'P
>0
* P
En multipliant a gauche et a droite par
P10
* P!
et en faisant le changement de variables P~! = S et Y = K S, on obtient
/ !/
{ :S: SA(a(t)) —gYB(a(t)) ] -0 (5.39)

Grace a la convexité, il est suffisant de tester (5.39) seulement dans les sommets (A, B);, i =
1,..., N, ce qui donne la condition (5.37).
Un résultat moins conservatif que celui présenté dans le Lemme 5.8 peut étre obtenu en

utilisant une stratégie de gain robuste [DBO01].

Lemme 5.9 Sl existe des matrices symétriques définies positives S; € R™",i = 1,..., N,
des matrices G € IR™" et Y € R™" telles que

G+G' —S; G'A+YB

N S, >0, i¢=1,...,N, j=1,....N (5.40)

alors la stabilité du systéme (5.35) est assurée par le loi de commande (5.29), avec le gain

K=YG"

Preuve: En substituant A; dans l'expression de la stabilité du systeme autonome (5.27) par
A; + B;K et en faisant le changement de variables Y = KG on obtient la condition (5.40). =

Remarquons que la condition (5.40) contient la stabilisation quadratique (5.37) comme un
cas particulier, il suffit de faire G = G' = S; = §; = S dans (5.40).



Chapitre

Synthese pour les systemes a commutation

6.1 Introduction

Les systemes a commutation sont une classe de systemes hybrides, définis par plusieurs modes
d’opération (sous-systemes) et une regle qui détermine quel mode est activé a chaque instant
du temps [DBPL00]. Par exemple, des dynamiques commutées peuvent étre trouvées dans les
circuits électriques avec clés électronique (convertisseurs de puissance) et dans des systemes
soumis a des lois de commande commutées (par exemple [KSV91, LM99, Kha02]). Pour le cas
de systemes a commutation avec sous-systemes linéaires soumis a des fonctions de commutation
arbitraires, il est important de mentionner que le calcul d’'un contréleur pour chaque sous-
systemes de facon a assurer la stabilité de chaque sous-systeéme isolément n’est pas une condition
suffisante pour assurer la stabilité du systéme sous commutations arbitraires [LM99, LSL*03].
Un gain robuste (fixe) de retour d’état qui assure la stabilité du systeme en boucle fermée soumis
aux commutations arbitraires peut étre calculé via la condition de stabilisation quadratique
[Bar85, BPG89]. Cependant, un gain robuste quadratiquement stabilisant souvent ne peut pas
étre calculé ou, quand c’est possible, n’est pas toujours capable d’assurer une bonne performance
au systeme. Il est alors intéressant de déterminer un ensemble de gains (un gain pour chaque
sous-systéme linéaire) afin que le systeme en boucle fermée soit stable pour des fonctions de
commutation arbitraires.

De plus, les systemes dynamiques sont fréquemment soumis a des non-linéarités, comme
par exemple des saturations [HLO1, TGGO7]. Pour des systémes soumis & saturation dans les
actionneurs, différentes techniques de commande peuvent étre utilisées, selon la représentation
choisie pour la saturation: techniques d’inclusions différentielles et représentation polytopique
du systeme [GT01, TGG02, HLC02, HTZ06], ou encore condition modifiée de secteur [GT05,
TPGO6].

Du point de vue de la modélisation, les systemes linéaires affectés par des éléments non-
linéaires comme un bloc de type on-off (clés idéales), saturations, zones mortes, ..., peuvent étre

représentés en utilisant des modeles linéaires par morceaux [Joh03], ou le modele qui détermine

7
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la dynamique du systeme est sélectionné par des regles dans I'espace d’état ou par des fonctions
du temps. La stabilité des systemes linéaires par morceaux peut étre recherchée en utilisant
I’approche basée sur la recherche de fonctions de Lyapunov, comme par exemple les fonctions de
Lyapunov multiples [LM99] et les fonctions de Lyapunov linéaires par morceaux [RJ00, Joh03].
L’approche de Lyapunov est aussi importante pour la synthese de controleurs. Un probleme qui
mérite une étude plus approfondie est I'obtention de conditions de synthese de controleurs basées
sur des inégalités matricielles linéaires (LMIs) dans le contexte de systémes & commutation avec
des sous-systemes linéaires soumis a des fonctions de commutation arbitraires dans le temps et
avec des actionneurs saturants.

Le but de ce chapitre est de proposer une condition convexe de synthese de gains commutés
par retour d’état pour des systemes a commutation continus dans le temps soumis a des fonc-
tions de commutation arbitraires et, simultanément, a des saturations dans les actionneurs. La
condition proposée est décrite par un ensemble de LMIs, étendant 'usage de la condition de
[GTO05] pour le cas de systemes a commutation. Des contraintes sur la performance en termes
de placement de poles et sur la maximisation du domaine de stabilité du systéeme pour des
fonctions de commutation arbitraires sont également considérées. Les compromis entre la taille
de la région de placement des poles et la taille de la région de stabilité locale sont aussi étudiés.
Les conditions proposées peuvent aussi étre appliquées aux problemes de commande robuste et

décentralisée, ou de commande avec faute des actionneurs.

6.2 Définition du probleme

Considérons le systeme
(ﬂ(t) = Ag(t)x(t) + Bg(t)u(t) (61)

ou z(t) € R™ est le vecteur d’état, u(t) € R™ est le vecteur de commande et
ot):R" - 7, J={1,2,...,N} (6.2)

est une fonction de commutation qui sélectionne arbitrairement les matrices (A, B);, j =
1,..., N du systeme (6.1) qui sont actives dans chaque instant de temps.

Supposons que o(t) et z(t) sont disponibles dans le temps réel pour étre utilisés par la loi
de commande. Supposons une loi de commande par retour d’état avec gains commutés soumis

a la saturation :
u(t) = sat (Kg(t)x(t)) , Ko(t) e R™*", O'(t) eJ (6.3)

ou chaque composante du vecteur u(t) est définie comme

PGy, s V(i) > PG)
U(4) (t) = sat(v(i)) = V(i) S% —P) < V(4) < P) (64)
—P(), Sl V() < —P)
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avec v(;) = K)o)x(t). Définissons la fonction zone morte comme

@D(U@) = U(i) - sat(v(i)) (65)
ou chaque composante est donnée par

V(i) = PGy, S V) > PG)

Y(vey) = 0, S% —p@) < V) < P
V@)t Py, St V(i) < —P)
i=1,...,m; o(t) e J (6.6)

Considérons (6.3) et (6.5), le systeme en boucle fermée peut étre rééerit comme

[L’(Zf) = Aclg(t)aﬁ(t) — Bg(t)@b (Kg(t)x(t)) (6 7)
A .
Aoty = Aoy + Bo) Ko

Le but principal de ce chapitre est de fournir une solution pour le probleme suivant.

Probleme 6.1 Déterminer les gains K;, j = 1,..., N, pour la loi de commande commutée
avec saturation (6.3) et une région £ dans l'espace d’état tels que:

i) le systéme saturé (6.7) est stable pour toute fonction de commutation arbitraire quand initi-
alisé dans la région &;

1) pour le systéme (6.7), opérant dans la région linéaire (c’est-a-dire, Y(K,qx(t)) = 0), les
valeurs propres de chaque sous-systéme linéaire en boucle fermée (A; + B;K;), j =1,...,N,
appartiennent a un cercle Cj, montré sur la Figure 6.1, de rayon r; et de centre (—(d; +1;),0)
contenu dans le demi-plan gauche du plan complexe, d; et r; étant des scalaires réels strictement

positifs.

Remarque 6.1 Notons que la propriété i) décrite dans le Probleme 6.1 est liée a la stabilité
du systeme saturé en boucle fermée (6.7) soumis a des fonctions de commutation arbitraires.
Le choix de gains Kj, j = 1,..., N qui garantit que les valeurs propres de chaque sous-systeme
linéaire (A; + B;K;), j = 1,...,N, soient dans le demi-plan gauche du plan complexe, n’est
qu’une condition nécessaire pour la stabilité du systeme dans le cas de fonctions de commutation
arbitraires [LM99].

Remarque 6.2 La propriété ii) décrite dans le Probleme 6.1 est liée au comportement du
systeme dans la région linéaire d’opération (1) (K (t)) = 0). Dans ce cas, les valeurs propres de
chaque sous-systeme (A; + B;K;), j =1,..., N, sont contenues dans un cercle C;. Remarquons
qu’a chaque commutation, un nouveau transitoire se produit et les limitations du temps de
réponse et du dépassement de ce transitoire dépendent des valeurs de d; et r;. De plus, les valeurs

propres de chaque sous-systeme linéaire peuvent étre placées dans des cercles indépendants.
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Imag

‘ ) Réel

Figure 6.1: Région circulaire pour placement des valeurs propres de (A; + B;Kj), avec rayon
r;, centre (—(d; +1;),0), localisée dans le demi-plan gauche du plan complexe.

6.3 Préliminaires

Avant de présenter les résultats principaux de ce chapitre, nous donnons quelques résultats

préliminaires.

Lemme 6.1 Considérons le systéme (6.7) sans saturation (c’est-d-dire, 1 (Kymz(t)) = 0).
Pour des scalaires réels strictement positifs données dj,r;,5 =1,..., N, sl existe une matrice

symétrique définie positive W € R™" et des matrices Z; € R™*",j =1,..., N, telles que

AW+ WA, 4+ B Z; + Z)B), + 2, AW + B, Z; + d;W

. N <0,j=1,....,N (68)

alors le systeme en boucle fermée avec gains commutés donnés pour
K,=ZW™" j=1,...,N (6.9)

est stable pour toute fonction de commutation arbitraire o(t) € J, et les valeurs propres de

chaque sous-systéme linéaire (A; + B;K;) appartiennent a C;.

Preuve: La faisabilité de (6.8) garantit la stabilité quadratique du systeme en boucle fermée,

puisque, avec Z; = K;W, on obtient
(AJ+BJKJ)W+W(AJ+BJKJ>, < —2dJW < O, j: 1,...,N

Ainsi le systeme en boucle fermée est stable pour toute fonction de commutation arbitraire

o(t) € J. De plus, en multipliant (6.8) a gauche et a droite par
w=t 0
0o wt
avec W1 = P et en utilisant le complément de Schur, on observe que (6.8) est équivalent &

['PT;—P <0
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A; + B,K; + (dj + ;)1
Tj

T, =

J

ce qui garantit que les valeurs propres de (A; + B, K;) appartiennent au cercle de rayon r; et
de centre (—(d; +r;),0). n
Définissons ’ensemble

S = {x(t) e R": |K(i)g(t) — G(i)g(t)‘ a:(t) < P 1=1,...,m; U(Zf) S j} (6.10)

Le lemme suivant peut étre énoncé. Ce résultat peut étre vu comme une extension de la

condition de secteur generalisée présentée dans [GTO05].
Lemme 6.2 Siz(t) € S, la non-linéarité ¢ (K,x(t)) donnée par (6.5) satisfait

b (Kowyz (1)) Tow [¢ (Kowa(t) — Gopma(t)] <0 (6.11)
pour toute matrice T,y € R™*™ diagonale définie positive.

Preuve: Considérons les trois cas qui suivent.

a) —pu) < Kiyowyx(t) < pu). Dans ce cas, par définition, on obtient
V(Ko@) T o [V Koo (t) — Guewa(t)] =0

b) K@)o)zt) > pu)- Dans ce cas, on obtient 1 (K(i (t)x(t)) = Kuowx(t) — puy. Siz(t) € S, il
suit que Koo 2(t) = Gaoma(t) < pay, done v (Ko (1)) = Gonr(t) = Ko z(t) = pa) —
Gaowz(t) <0 et, comme o) ( (0)o(®)T ( )) > 0, on obtient

V(Ko z(t) Tt [V (Kwpoemz(t) = Guome(t)] <0, ¥ Tiiew >0
C) K(i)a(t)x(t) < —P3)- Dans ce cas, Q/) (K(i U(t)x( )) = K(i)g(t)$(t) + P(i)- Si l‘(t) S S, il suit
que Kona(t) = Gaomz(t) = —pa), done ¥ (Kaiona(t)) = Gaowmz(t) = Kaowz(t) + p) —
G(i)g(t)x(t) > 0 et, comime 1/) (K(Z-)J ()T ( )) < 0, on obtient

V(K @ow () Tipew [V (Kwewmz(t) = Gaema(t)] <0, ¥ Thnew >0

Ainsi, on obtient que, pour tout z(t) € S, avec 1) définie par (6.5), I'inégalité

V(K omx(t)) Tinoew [V Ewoemz(t) — Gaemz(t)] <0

est vérifiée V T(; o) > 0, Vi=1,...,m, o(t) € J, et donc on obtient (6.11). .
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6.4 Reésultats principaux

Une solution convexe pour le Probleme 6.1 est donnée dans le théoreme suivant.

Théoréme 6.1 Soient les scalaires réels positifs d; et rj, 7 =1,...,N. 57l existe une matrice
symétrique définie positive W € R" ", des matrices Y; € R™", Z; € R™ " et des matrices

diagonales définies positives S; € R™™ 7 =1,..., N, telles que

/ /
W Zws — Yo

0, & [* n ] >0 (6.12)

M N L
0,2 |« —-mW 0 |<0,j=1,...,N (6.13)
* * —285;

N — A]W + Bij + dJW
£ - —Bij ‘l’ Yj,

alors la loi de commande (6.3) avec gains commutés donnés par K; = Z;W=', j=1,...,N,

garantit :
i) la stabilité du systéme (6.7) dans la région ellipsoidale

E={x(t) e R": z(t) Pz(t) < 1} (6.14)

avec P =W ™1, pour toute fonction de commutation o(t) € J;
1) linclusion des valeurs propres de (A; + B;jK;), j = 1,...,N, dans le cercle C; de rayon

r; et de centre (—(d; +r;),0), quand le systéme opére dans la région linéaire (c’est-a-dire,

¥ (Kowa(t)) =0).

Preuve: D’abord, observons que €;; > 0, ¢ = 1,...,m, j = 1,..., N, garantit que £ C S,
avec la région € donnée par (6.14) et 'ensemble S donné par (6.10) [BEFB94]. Soit

V(z(t)) = 2(t) Px(t), P=P >0, PeRY™ (6.15)

une fonction de Lyapunov candidate. La dérivée temporelle de (6.15) le long des trajectoires du

systeme (6.7) est donnée par

V(x(t) = x(t)/(A'dg(t)P + PAuowy)x(t) — 22(t) PByiy b (Ko x(t)) (6.16)
Siz € &, en utilisant le Lemme 6.2 puisque £ C §, on obtient

V(a(t) < V(a(t) = 20(Kqa () To ¥ (Koz (1) + 20(Koz (1)) TopnGa(t)  (6.17)
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L’expression du coté droit de (6.17) peut étre rééerite comme

[2(8) ¥ (Kow)'] Ao Lz)&?@)}

A = |AaeP + PAdowy —PBow + GopTow
" * —2T5 )

En multipliant A, a gauche et a droite par
=
-1
0 T

et en considérant que W = P, S,y = TU_(%) et Yg’(t) = WG;(t), on obtient

WAL+ AdoyW  —BowySow) + Y,y

=olt) — |: * —QSg(t)
Notons que la faisabilité de ©; < 0, j =1,..., N, garantit que

Mow  Nowy  Low
Os 1) = * —1reiyW 0 <0,Volt)e J (6.18)
* * =25, (1)
Moy = AeyW + WALy + BoyZo) + Zowy By + 2doy W

Now = AeiyW + Bowy Zowy + doyW
Loy = =BoySo) + Y

En appliquant le complément de Schur dans (6.18) on a

Moty =BowSaw + Y,
IIU _ o o o o(t) <0
®) |: * —2Sg(t)

avec

Moy = AeyW + WALy + BowyZo(r) + ZowyBow) + 2doy W

-1

%74
+ (Ao(t)W + Bot) Zo(t) + do) W)

To(t) (WA;(U + ZiIT(t)Bclf(t) + dy(t) W)

Notons que I'élément (1,1) de Il,4) < 0 est équivalent a la condition (6.8) du Lemme 6.1.

Finalement, on conclut que II,) < 0 est une condition suffisante pour satisfaire Z,;) < 0. n

6.5 Extensions

Maintenant nous abordons le probleme de commande robuste en utilisant les conditions du

Théoreme 6.1, comme cela est décrit dans le corollaire suivant.
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Corollaire 6.1 S"il existe une solution pour le Théoréme 6.1 avec Z; = Z, j=1,...,N, alors

le gain robuste de retour d’état K = ZW ™" satisfait les propriétés i) et ii) du Théoréme 6.1.

Le corollaire suivant fournit un probleme d’optimisation convexe pour maximiser I’estimation

du domaine d’attraction de l'origine.

Corollaire 6.2 S'il existe une matrice symétrique définie positive W € IR™", des matrices
Y; € R™", Z; € R™™, des matrices diagonales définies positives S; € R™™, j =1,...,N,

et un scalaire réel positif B qui sont solutions de :

B* & min g3

S.a
pr 1 (6.19)
1w | =Y

LMIs (6.12)— (6.13)

alors Uaze mineur de la région ellipsoidale € de stabilité robuste du systéme a commutation est
mazimisé [BEFBI4].

D’autres criteres pour la maximisation de I’ensemble £ peuvent étre utilisés, comme par
exemple, I'inclusion dans £ d’un ensemble polyédral, défini comme la combinaison convexe de
vecteurs appartenant a R"™. La procédure d’optimisation est définie comme la maximisation du
parametre d’échelle de 'ensemble polyédral, comme dans [GTO05].

Les deux prochains corollaires fournissent des conditions basées sur des problemes d’optimisation
convexe pour rechercher les compromis entre les parametres de la région obtenue par placement

de poles et la dimension de l'estimation du domaine d’attraction de l'origine £.

Corollaire 6.3 Considérons d; = d, r; = r, 5 = 1,...,N, et un scalaire réel strictement
positif d. Une solution du Corollaire 6.2 pour des valeurs de r appartenant a [’intervalle pour
lequel le Théoréme 6.1 est satisfait, permet obtenir un compromis entre 3* (paramétre lié a la
dimension du domaine d’attraction de l'origine) et v (paramétre du cercle pour le placement de

poles en boucle fermée de chaque sous-systeme linéaire).

Corollaire 6.4 Considérons d; = d, r; = r, j = 1,...,N, et un scalaire réel strictement
positif r. Une solution du Corollaire 6.2 pour des valeurs de d appartenant a l'intervalle pour
lequel le Théoréme 6.1 est satisfait, permet obtenir un compromis entre 3* (parametre lié a la
dimension du domaine d’attraction de l'origine) et d (parametre du cercle pour le placement de

poles en boucle fermée de chaque sous-systéme linéaire).

Le résultat présenté dans le Corollaire 6.2 peut aussi étre utilisé pour le probleme de com-
mande décentralisée de systemes a commutation, en imposant une structure spéciale aux ma-

trices Wet Z;, j=1,...,N, comme cela est décrit dans le corollaire suivant.
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Corollaire 6.5 S'il existe une solution pour le Corollaire 6.2 avec Z; € R™*™ et W avec une
structure bloc-diagonale, alors les propriétés i) et ii) du Théoréeme 6.1 sont garanties par des

gains commutés de retour d’état K; = Z;W=, j=1,..., N, avec structure bloc-diagonale.

Pour le probleme de commande soumis a des fautes des actionneurs, qui sont aussi soumis

a des saturations en amplitude, le corollaire suivant peut étre énoncé.
Corollaire 6.6 Considérons le systéme
:lj'(t) = Ax(t) + BDU(t)SCLt (Ko(t)l'(t)) (6.20)

soumis a saturation des actionneurs (6.6) et une fonction de commutation arbitraire (6.2).
Chagque matrice Dj, j =1,...,N, est diagonale avec m éléments, ot le i-ieme élément, 1 =
1,...,m, représente le degré de fautes de l'actionneur u; (0 pour faute totale et 1 sans faute). Ce

systeme peut étre réecrit comme un systeme a commutation avec saturation dans les actionneurs
(t) = Ax(t) + Ba(t)sat (Kg(t)x(t)) , Bg(t) = BDU(t) (6.21)

On utilise le Corollaire 6.2 directement pour calculer un ensemble de gains stabilisants (un
gain K; pour chaque matrice B;), en résolvant ainsi, le probléme de commande soumis a des

saturation et a des fautes d’actionneurs.

6.6 Exemples

Exemple 6.1 Considérons le systeme a commutation (6.1) avec N = 6 sous-systeme linéaires

donnés par

15 3 76 4 913 68 6|
A;=183 2 58 4 Ay=1326| ,B,=1976] ;
|30 10 39 10 392 9 38|
[7 9 2 128 110 2 9 4 6]
A;=1199| ,B;=[102]| ; A4,=|26 4| ,B,=|31028] :
| 486 836 9 4 6 2 7 5]
212 269 3510 71 9
A5: 588 ,B5: 378 ;A6: 46 4 ,BG— 4 3 10
50 2 853 56 3 66 0

Ce systeme a n = 3 états et m = 3 actionneurs, dont les valeurs des seuils de saturation
en amplitude sont données par p; = py = p3 = 10. En choisissant les parametres de placement
de poles des sous-systemes linéaires comme d; = 1, r; = 3, j = 1,...,6, il apparait que le
Corollaire 6.1 ne permet pas de résoudre cet exemple, c’est-a-dire, il n’est pas possible de calculer
un gain robuste quadratiquement stabilisant. D’autre part, les conditions du Corollaire 6.2
donnent comme solution

G =min g = 0.4170
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15.1686  6.2250 —9.6943
W= 62250 64931 —6.4038 (6.22)
—9.6943 —6.4038 12.4123

ol la région ellipsoidale

= {z(t) e R" : x(t) W 'z(t) < 1}

avec W donnée par (6.22) est une estimation du domaine d’attraction de l'origine pour toute
fonction de commutation arbitraire.
I1 est possible restreindre le placement de poles pour ce systéme. Ainsi, en choisissant d; = 1,

et en réduisant r; pour r; = 0.1, 7 = 1,...,6 on a comme solution du Corollaire 6.2

£ = min = 1.4612

24747 27781 —2.5364
W =1 27781 53199 —-4.3179 (6.23)
—2.5364 —4.3179 4.7274
ol la région ellipsoidale
= {z(t) e R" : x(t) W 'z(t) < 1}

avec W donnée par (6.23) est une estimation du domaine d’attraction de I'origine pour toute
fonction de commutation arbitraire dans ce cas.

La Figure 6.2 montre la comparaison entre les deux régions de stabilité locale garanties par le
Corollaire 6.2 pour chacun des placements de poles. Il est possible d’observer que les choix plus
contraignants de d; et r; pour les placements de poles impliquent de plus petites estimations du

domaine d’attraction de l'origine (c’est-a-dire, 'augmentation de (5*).

Ea

T2 o T

Figure 6.2: Estimations du domaine d’attraction de 1’origine pour le systeme de I’'Exemple 6.1
fournies par les conditions du Corollaire 6.2 : le domaine &;, obtenu pour d; = 1, r; = 3,
j=1,...,6, et le domaine &, obtenu pour d; =1, r; =0.1, j =1,...,6.

Les compromis entre les parametres d et r, qui déterminent la région pour le placement des
poles, et le parametre (5%, lié a la taille du domaine d’attraction de I'origine, (Corollaires 6.3 et
6.4) sont étudiées systématiquement et reportés dans les Figures 6.3 et 6.4. Notons que dans
le Figure 6.3, les valeurs de * décroissent (c’est-a-dire, I’estimation du domaine d’attraction
de P'origine devient moins conservative) quand la valeur de r grandit : en augmentant r les

conditions LMIs en (6.13) deviennent moins conservatives. Sur la Figure 6.4, on peut observer
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que (* grandit avec de d, donc, les valeurs grandes pour d fournissent plus de restrictions pour
les LMIs dans (6.13).

0.2

Figure 6.3: Courbes de 3* en fonctions de r, pour d = 1 et d = 3, obtenues en appliquant le
Corollaire 6.3 pour le systeme de 'Exemple 6.1.

24

22

Figure 6.4: Courbes de 3* en fonctions de d, pour r = 1 et r = 3, obtenues en appliquant le
Corollaire 6.4 pour le systeme de 'Exemple 6.1.

Exemple 6.2 Le but de cet exemple est I'application des conditions fournies précédemment
a un systeme physique qui présente des commutations et des saturations. Le systéeme est un
circuit électrique avec un inducteur L, un condensateur C' et une résistance électrique R reliée
en série avec un interrupteur S, qui est ‘on’ et ‘off” arbitrairement dans le temps. L’entrée du
circuit est la tension u, comme montrée la Figure 6.5. Ces circuits peuvent étre trouvés, par

exemple, dans des convertisseurs statiques de puissance ou la charge est supposée a commutation
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[KSVO91]. Les valeurs des parametres sont L = lmH, C' = 100uF et R = 12Q) et on suppose que
I'entrée u est produite par la réalimentation des variables d’état v (tension du condensateur)

et iy, (courant sur I'inducteur) et que |u| < 100V.

L
(000~

u —0) R

Figure 6.5: Circuit électrique commuté avec ’entrée limitée en amplitude.

12 , . / . . ~ 110~
Considérons le vecteur d’état x = [ ve 1 ] . Ce circuit peut étre modélisé par deux sous-

systeme linéaires donnés par

Alz{—u(}z(}) 1/01 ’Blz{ 0 ] Son

~1/L 0 1/L
Ay = [—10/L 1601 » B2 = {1?L] , 5 off

En remplacant les valeurs des parametres du circuit, on a

A — {—833.3333 100001 B, = { 0 ]

—1000 0 1000
0 10000 0
Az = {—1000 0 ] B = {1000}

En appliquant les conditions du Corollaire 6.1 pour p; = 100 et d; = 1000, ; = 500, 7 = 1,2,
on ne peut pas trouver de gain robuste quadratiquement stabilisant dans ce cas. Cependant,

pour un ensemble de Yj, Sj, j = 1,2, les conditions du Corollaire 6.2 ont comme solution

£ =minf = 0.1916

~ | 6911.4471 —748.7401

W=1 787401  86.3931 (6:24)
stabilisant le circuit pour toute commutation arbitraire avec les gains
Ky = [0.8750 —3.0000] , K= [0.8405 —2.5494 |
Une estimation du domaine d’attraction de l'origine décrite par la région
E={z(t) eR" : x(t)W'2(t) < 1} (6.25)

avec W donnée par (6.24), est montrée sur la Figure 6.6.
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i

\ \ \ \ \ \ \ \ \
oo 80 60 40 20 0 20 40 60 80 100
Ve

Figure 6.6: Domaine de stabilité (6.25) du circuit commuté de la Figure 6.5 avec des commuta-
tions arbitraires, obtenu par les conditions du Corollaire 6.1 avec les parametres de placement
de poles d; = 1000, r; = 500, j = 1,2.

Exemple 6.3 Considérons le probleme de commande sujet a des fautes d’actionneurs et des

saturation, décrit dans le Corollaire 6.6. Les matrices du systeme sont données par

0 0 1.132 0 -1
0 —0.0538 —0.1712 0 0.0705
A=10 0 0 1 0
0 0.0485 0 —0.8556 —1.013
0 —0.2909 0 1.0532 —0.6859
0 0 0 0 0 0
—-0.12 1 0 —0.12 0.5 0
By = 0 0 0 , By = 0 0 0
4.419 0 —1.665 4419 0 —1.665
1.575 0 —0.0732 1.575 0 —0.0732

La paire (A, By) représente le modele pour le systéme opérant sans fautes des actionneurs. Ces
matrices ont été retirées du modele de I'avion AC1 en [LLO03]. La paire (A, By) représente le
systeme opérant avec 50% d’échelle de I'actionneur us. Les niveaux de saturation en amplitude
des actionneurs sont p; =1, j = 1,2, 3.

Pour diy =dy =1 et 1y =1y = 1, en utilisant le Corollaire 6.2, on obtient 5* = 31.0202 avec

les gains de commande suivants

1.1544  0.1840  1.5188 —0.0581 —1.0552
Ky = | —0.2135 —-1.7376 —0.3102 —-0.1941 0.2590
1.8391  0.5610  4.8911  1.1982 —2.8743

pour le systéeme opérant sans fautes dans les actionneurs et
1.1538 0.1649  1.5117 —0.0662 —1.0545

Ky =] 0.0804 —2.0545 —0.5826 —0.2282 0.4336
1.8166 0.5168  4.9112  1.2002 —2.8801
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pour le systeme opérant avec des fautes de 50% sur u,. Le Corollaire 6.1 fournit aussi une
solution pour ce systeme, pour d; = ds = 1 et r; = ro = 1 : la solution est " = 31.9244 et le

gain robuste de retour d’état est

1.0956 0.1244  1.5326 —0.0480 —1.0455
K= 01619 -2.4676 —-0.1246 —-0.1745 0.1511
1.8342  0.4193  4.9722  1.2006 —2.9199

La Figure 6.7 montre les compromis entre $* et r pour d = 1, trouvés par les Corollai-
res 6.1 et 6.3. Pour les deux corollaires, il est évident que 'augmentation de r (relaxation des
restriction de placement de poles) contribue a réduire le conservatisme des estimations du do-
maine d’attraction de l'origine. En plus, le Corollaire 6.3 fournit toujours des conditions moins

conservatives que le Corollaire 6.1, étant donné que le Corollaire 6.1 est un cas particulier.

32

31

30

291

ﬂ*

28 -

27+

26 -

25

I I I I
22 24 26 2.8 3

=

Figure 6.7: Courbe de 3* en fonction de r, pour d = 1, obtenues par le Corollaire 6.1 (rob) et
le Corollaire 6.3 (sw) pour le systéme de I’'Exemple 6.3.

6.7 Conclusion

Cet chapitre a présenté un probleme d’optimisation convexe avec contraintes du type LMI
dont la solution permet de calculer un ensemble de gains de retour d’état et une région de
stabilité dans l’espace d’état pour un systeme a commutation avec des sous-systemes linéaires
soumis a des fonctions de commutation arbitraires et a des saturation des actionneurs. Les
conditions proposées incluent des spécifications de placement de poles des sous-systeme linéaires
du systeme a commutation, imposant des bornes pour les réponses transitoires du systeme
lorsque le systeme opere dans la région linéaire (sans saturation). La condition de synthese
proposée permet de calculer des controleurs pour des systemes dynamiques soumis a des non-

linéarités tres usuelles dans le pratique (commutation et saturation) grace a des procédures
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d’optimisation convexe. Les compromis entre spécifications de borne pour la réponse transitoire
et la taille de la région de stabilité peuvent aussi étre étudiés. En plus, les conditions proposées
peuvent étre utilisées pour traiter des problemes de fautes des actionneurs ainsi que les problemes

de commande robuste.



Chapitre

Stabilité absolue basée sur des fonctions de Lur’e
polynomiales

7.1 Introduction

On utilise la méthodologie basée sur des fonctions de Lyapunov pour étudier la stabilité
de systemes dynamiques soumis a des non-linéarités appartenant a un secteur, car cela peut
permettre d’obtenir des conditions sous la forme de LMIs, qui peuvent étre résolues en temps
polynomial avec convergence globale [BEFB94, GNLC95, Stu99]. Par exemple, la stabilité de
systemes non-linéaires avec des non-linéarités dépendantes de 1’état appartenant a des secteurs,
peut étre abordée en utilisant une fonction de Lyapunov intégrale (appelée fonction de Persids-
kii [Per69]), impliquant que I'existence d’une solution diagonale définie positive de I'inégalité de
Lyapunov est suffisante pour garantir la stabilité pour toutes les fonctions non-linéaires appar-
tenant au secteur. Pour cette classe de systemes non-linéaires, la S-procédure et les fonctions
de Lyapunov quadratiques peuvent étre utilisées pour vérifier la stabilité absolue, ce qui établit
une relation avec le critere du cercle [BEFB94]. Des fonctions de Lyapunov quadratiques sur
les états et intégrales par rapport aux non-linéarités (connues comme des fonctions de Lur’e)
sont associées au critere de Popov, interprété dans le domaine de la fréquence comme la positi-
vité stricte de la fonction de transfert [BEFB94, Pop61, Wil71]. Dans le contexte de synthese
de commande, le critere de Popov et du cercle ont été étudiés pour donner des conditions de
synthese par retour non-linéaire basées sur des LMIs [AK01, ALK03, CTQO8].

Cependant, quand il s’agit de non-linéarités de secteur, la plupart des méthodologies ne tien-
nent pas compte du fait que les matrices du systeme peuvent étre affectées par des incertitudes
paramétriques. Dans ce cas, des méthodologies basées sur des matrices indépendants des pa-
rametres dans la fonction de Lyapunov menent a des résultats conservatifs. Dans le contexte de
stabilité robuste de systemes linéaires soumis a des incertitudes, le conservatisme des résultats
obtenus avec des fonctions de Lyapunov constantes est réduit quand on utilise des fonctions de
Lyapunov dépendantes de parametres de forme affine [GAC96, GAOH98, PABB00, RP02]. Plus

récemment, il a été montré que s’il existe une solution pour une LMI dépendante de parametres

93
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avec les parametres dans un ensemble compact alors, sans perte de généralité, il existe une so-
lution dépendante de parametres polynomiale [Bli04]. Des conditions pour construire de telles
solutions sont données dans [CGTV05, OP06, HAPL04, SH06]. L’étude de stabilité absolue de
systemes incertains basées sur des fonctions de Lyapunov dépendantes de parametres est un
probleme qui mérite d’étre étudié.

Le principal but de ce chapitre est 'analyse de stabilité de systemes avec des matrices
incertaines invariantes dans le temps appartenant a un polytope et qui sont soumis a des non-
linéarités dépendantes de 1’état appartenant a une classe de secteurs. Les conditions proposées
se basent sur la faisabilité de LMIs dépendantes de parametres obtenues avec une fonction
de Lur’e dépendant de parametres dont la solution assure la stabilité pour tout le domaine
d’incertitudes et pour toutes les non-linéarités appartenant au secteur. Il est montré que, sans
perte de généralité, la solution de telles LMIs dépendantes de parametres est donnée par des
matrices polynomiales homogenes dépendantes de parametres. Sont présentées des conditions
nécessaires et suffisantes pour construire ces matrices avec degré arbitraire sur les parametres,
en utilisant des relaxations LMIs (de précision croissante) moins conservatives et basées sur le
Théoreme de Pélya [HLP52, OP05]. Les conditions proposées contiennent comme cas particulier
les conditions de [dOGHO02], qui testent la stabilité absolue de systémes précisément connues,
et les conditions de [OP06], pour la stabilité robuste de systémes polytopiques incertains. Une
condition convexe pour la synthese de controleurs stabilisants robustes par retour linéaire et non-
linéaire pour des systemes avec des fonctions non-linéaires dans ’état est également proposée.
Les résultats, dans ce cas, sont aussi valables pour des parametres arbitrairement variants dans

le temps.

7.2 Formulation du probleme
Considérons le systeme non-linéaire en temps continu
i = A(a)z + A(a) f(z) + B(a)u (7.1)

ou z € IR" représente le vecteur d’état, u € IR™ l'entrée de commande. Les matrices A(«a) €
R™™, A(a) € R™" et B(a) € R™™ sont incertaines, invariantes dans le temps et appartien-

nent au polytope P donné par

N
P = {(A,A, B)(a): (A AB)) = ai(A,A,B):, ac u} (7.2)

i=1
avec sommets A;, A;, B;, i = 1,....N. Le vecteur & € IRY est le vecteur d’incertitudes

paramétriques invariantes dans le temps appartenant au simplex unitaire

N
L{:{QERN:Z%:L aizo,izl,...,N} (7.3)
=1
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Le vecteur f(x) est le vecteur des fonctions non-linéaire dans 1’état, radialement non-bornées,

qui appartiennent a la classe des fonctions de secteur données par [BEFB94, dOGHO02, Kha02]

F3.0) = {o = f(&) = [A0) .. fuloa)] 37 < FE)7 <0 0 < <1<,
£0)=0, i= 1n} (7.4)

Observons que F(v,d) peut aussi représenter un secteur infini, en choisissant v; = 3, 6; = 1/
et lim3 — 0*. A cause de I'interprétation géométrique de la définition (7.4) on dit qu'une
fonction appartenant a F(v,d) se trouve dans le secteur F(v,0).

Le but de ce chapitre est de traiter les problemes suivants.

Probleme 7.1 Déterminer si le systéeme non-linéaire (7.1), avec u = 0, est globalement
asymptotiquement stable (GAS) pour x = 0, Vf € F(v,0), YVa € U. En d’autres termes,
déterminer si le systéme autonome est robustement (par rapport a o) absolument (par rapport

a f(x)) globalement asymptotiquement stable pour x = 0.

Probleme 7.2 Considérant que x et f(z) sont disponibles pour la loi de commande
u=Kz+ K f(x) (7.5)

déterminer K € R™™ et K € R™ " tel que le systéme en boucle fermée

i = Agla)z + Ag(a)f(z) , Ag(a) = A(a) + B(a)K , Ag(a) = A(a) + B(a)K (7.6)

est GAS pour x =0, Vf € F(v,9), Va € U.

7.3 Préliminaires
Théoreme 7.1 Considérons une LMI dépendant de parametres écrite comme suit
G(§ a) = Go(a) + &Gi(a) +... + EuGu(a) >0 (7.7)

ot o« € U. Supposons que Gi(«), i =0,..., M sont des fonctions continues. Si Vo € U il existe
une solution dépendant de parameétres £(o)) € RM telle que G(&(a),a) > 0, alors il existe une
solution polynomiale homogéne () : U — RM telle que, Yo € U, G(£*(a),a) > 0.

Preuve: Dans [Bli04], il est prouvé que, avec I'hypothese de continuité de G;(«), s'il existe une
solution £(a) € RM pour la LMI dépendant de parametres (7.7), alors il existe, sans perte de
généralité, une solution polynomiale () telle que, Voo € U, G(£** (), ) > 0. Etant donné ¢

le plus grand degré possible parmi les monomes de £**(«), on obtient

§(a) = Z BB - QN
0<B1+-+BNn<g, B:i>0
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Considérons maintenant le polynéme homogene de degré g dénoté par £*(«) :

N
)= ) Coriy @1 R (D ag) =
0<B1++Bn<g, B;i>0 =1
On note que £*(a) coincide avec ™ (a) sur Y. Donc, le polynome homogene £*(«) est une
solution pour la LMI dépendant de parametres (7.7) pour toute valeur de a € U. u
Plus de détails sur le résultat présenté dans le Théoreme 7.1 peuvent étre trouvés dans
[BOMPOG].
Combinant le Théoreme 7.1 et les résultats de [dOGHO02|, une condition suffisante pour

résoudre le Probleme 7.1 est présentée dans le théoreme suivant.

Théoreme 7.2 Soit une matrice diagonale I' = diag{~;}, A = diag{d;}, avec 0 < ~; <1 < ¢;,
i=1,...,n. Sl existe une matrice diagonale définie positive polynomiale homogéne P,(c) €

R™", Qq(a) € R"™™ et une matrice symétrique polynomiale homogéne Wy(a) € R™ " telles

que
W,(a) + Py(a)l >0 (7.8)

Ti(o) Tiz(a)
{ N Too(a) } <0 (7.9)

o

(]

2
I

= A(a)Wy(a) + Wy(a)A(a) — TAQy(a)
alors le systéme (7.1), avec u =0, est GAS pour x =0, Vf € F(~,9), Va € U.

Preuve: Soit la fonction de Lur’e dépendant de parametres une fonction de Lyapunov candidate
o) = ' W(a)r +2 pala) / fi(r)dr (7.10)
i=1 0
A partir de la définition (7.4), on obtient

/xi ~viTdr < /Iz fi(r)dr (7.11)
0 0

impliquant que l'existence d’une matrice symétrique W («a) et d’une matrice diagonale définie
positive P(«a) telles que
W(a)+ Pla)' >0, YVa el (7.12)

avec I' = diag{~;}, est suffisante pour garantir que v(z) > 0, Voo € U, Vo # 0. La dérivée

temporelle de (7.10) le long des trajectoires du systeme (7.1) avec u = 0 s’écrit :

sy = | 2L 3 o
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avec )’ = | f(z) '] et

Pour toute fonction f(z) € F(v,d), on obtient

n

Z (fiw) = viws) qua) (filwi) — diw;) <0

i=1
qui est valable Vg;;(a) > 0, Vao € U. Donc,
e [Q@) —H0+2)Q@) ], _
@—”{ x rAQ()  |1=VY
pour toute Q(«) = diag{q;;(c)}, pour I' = diag{~;} et A = diag{d;}, avec 0 < v; < 1 < §;.
Puisque v(z) < 9(z) — O, donc, si 0(z) — O < 0, on obtient que, Vn # 0, l'existence d'une
matrice W (a)) symétrique, et des matrices P(«) et QQ(«) diagonales définies positives telles que

l Si(a) = Q) Siz(a) + 3(I' + A)Q(a)

N Snla) - TAQ(a) <0, Yael (7.13)

garantit que 0(z) < 0, Va € U, Vf € F(v,d). Donc, si les LMIs dépendantes de parametres
(7.12) et (7.13) possedent une solution donnée par P(«), Q(«a) et W(«), alors v(x) en (7.10)
est une fonction de Lur’e qui assure la stabilité absolue robuste pour le systeme. Finalement, le
Théoréme 7.1 garantit que s’il existe P(«), Q(«) et W («) solutions pour (7.13), alors il existe
aussi des matrices polynomiales homogenes P, (), Q4(a) et W, () solutions de (7.13). n

Quelques notations et définitions sont maintenant introduites pour construire des matrices

polynomiales homogenes de degré arbitraire qui résolvent le Théoreme 7.2.

Notations et définitions

Une matrice polynomiale homogene P, () de degré arbitraire g peut étre écrite comme

(9)
P)(a) = Za’flagz---aﬁ}vﬂc , k=Fkiky---ky (7.14)
j=1
ol alfl&]§2 . --o/fVN, a € U, k; € Zy (entiers non négatifs), i« = 1,..., N sont les monomes, et

Pc € R™", k € K(g) sont des matrices symétriques a déterminer. Par définition, K(g) est
I’ensemble des N-uplets obtenus comme toutes les combinaisons possibles d’entiers non négatifs
ki, i =1,...,N, tels que k; + ko ... kxy = g. Soit N le nombre de sommets du polytope P, le
nombre d’éléments en K(g) est donné par
19 =S
g (N —1)!
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Par exemple, soit un polynome homogene de degré g = 3 avec N = 2 variables, on obtient
K(3) = {03,12,21,30} (ainsi J(3) = 4), qui correspond a la forme générique P3(a) = a3 Py3 +
102 Py + a2ay Py + a3 Py. On note que, pour g = 0 dans (3.14), on a Py(a) = Py qui est une
matrice constante.

On définit, pour N-uplets k, k', que k = k' sik; > ki, i =1,..., N. Les opérations d’addition
(k + k') et soustraction (k — k') sont réalisées composante par composante. Considérons aussi

la définition suivante pour N-uplets e; et le coefficient 7 (k):

ei::O...O

7

L 00 w(k) £ (kY. (k)

7.4 Résultats principaux

Une condition convexe de dimension finie nécessaire et suffisante, solution pour le Théoreme 7.2,

est présentée dans le théoreme suivant.

Théoréme 7.3 Soient des matrices diagonales I' = diag{~;}, A = diag{d;}, avec 0 < ~; <1<
0;, 1 = 1,...,n. Il existe des matrices polynomiales homogénes de degré arbitraire g solutions
du Théoréme 7.2 si, et seulement si, il existe des matrices diagonales P, € R™", Q. € R™*",

matrices symétriques Wy, € R™", k € K(g), et d € Zy suffisamment grand tels que

d!
A
N 2 Z ) (Peew) >0, VkeK(g+d) (7.15)
k' eK(d)
k=K'
Noi, £ d VkeK(g+d 1
2% = Z W(Qk‘*k/) >0, € K(g +d) (7.16)
k' eK(d)
k=K'
My 2 ) Z Wk e+ TPii_e,) > 0VEk € K(g+d+ 1) (7.17)
keKx(d) ie{1,-
k=K' k:>M
d!
= Z d [X“ Yol g Vk e K(g+d+1) (7.18)
* A&Q
k' eKx(d) ie{1,-
k=K' k:>M

avec

Xy & AP e+ P A — Qror—e

- 1
Xip & AWi poi + Pop—e;Ai + §(F + A)Qi—r—e;
Xog = AW e, + Wi o, Ai —=TAQk 1,
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Preuve: S’il existe, pour un donné degré g, une matrice symétrique polynomiale homogene

P,(a) > 0 pour tout o € U, alors pour tout d € Z; on a :

N
(Y a)'Pa)= Y afak . dNw,  k=kike. . ky (7.19)
=1

kel (g+d)

ot Nj, donnée par (7.15) est une matrice de degré g+d définie positive. En utilisant I’extension
du Théoreme de Pélya pour le cas matricielle [OP05, Sch03, Sch05], il existe un d € Z, suffi-
samment grand tel que (7.19) posséde tous les termes Nj; > 0, k € K(g + d). D’autre part, si
N > 0, alors Py(a) > 0, Yao € Y. On applique la méme procédure pour démontrer que (7.16),
(7.17) et (7.18) sont nécessaires et suffisantes (pour d € Z, suffisamment grand) pour garantir
que Q4(a) > 0, et que (7.8) et (7.9) sont faisables Vo € U. n

Remarquons que dans le Théoreme 7.3, 'incrément de d permet de réduire le conservatisme
des résultats grace aux relaxation des LMIs (sans augmenter le nombre de variables de décision
pour un degré g donné). De plus, si les LMIs du Théoreme 7.3 sont faisables pour de Z., alors
ces LMIs sont faisables pour tout d > az, car les LMIs pour d+1 peuvent étre écrites comme
des combinaisons positives des LMIs pour d. L’utilisation de degrés plus grand de g pour les
variables matricielles du Théoreme 7.3 introduit plus de variables scalaires au probleme, ce qui
peut aussi réduire le conservatisme des résultats (voir [OP07]). Le nombre de variables scalaires
pour solutionner le Théoreme 7.3 est V = (2n+n(n+1)/2)J(g) et le nombre de lignes de LMI
est R = 2nJ(g+d)+3nJ(g+d+1). En utilisant des algorithmes basés sur la méthode des points
intérieurs comme le LMI Control Toolbox du Matlab [GNLC95], on solutionne ce probleme en
temps polynomial, proportionnel a V3R.

Les conditions du Théoreme 7.3 peuvent étre spécialisées pour 1’analyse de stabilité robuste
de systémes linéaires définissant la matrice A; et la matrice de coefficients Py égales & zéro. Dans
ce cas, la condition (7.17) garantit que W,(a) > 0 et la condition (7.18), avec le choix I' = A =1,
devient nécessaire et suffisante pour résoudre A(a)'W, (o) + Wy(a)A(er) <0, V o€ U. On
récupere ainsi les résultats de [OP06] pour I'analyse de stabilité robuste.

Avec le Théoreme 7.3 il est possible d’étudier la stabilité robuste absolue du systeme (7.1)
avec A(a) = 0 et u = 0. Définissant les matrices A; égales & zéro et A; = A, et choisissant g = 0
(c’est-a-dire, variables matricielles constantes), les conditions du Théoréme 7.3 deviennent les
mémes que celles de [dAOGHO02]. Cependant, I'usage de matrices indépendantes de parametres
dans le Théoreme 7.3 pour traiter I'analyse de stabilité pour des matrices incertaines A(a)
peut mener a des résultats conservatifs. D’autre part, des résultats progressivement moins
conservatifs sont obtenus par l'incrément de g et de d, grace a la formulation générale des
conditions du Théoreme 7.3.

Supposons que (7.15)-(7.18) sont faisables pour A; = 0, obtenant comme solution des ma-
trices qui permettent construire Py(a), Qq(c) et Wy(a). L’interprétation dans le domaine
fréquentiel donnée en [dOGHO02| pour le cas de systéme avec matrices précisément connues est

directement applicable pour le cas de matrices affectées par des incertitudes abordées dans ce
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chapitre. Par exemple, la faisabilité du Théoreme 7.3 est équivalente au fait que la fonction de

transfert

M(s,0) = (5Qo(@)(T — &) — () Aa)T) (T~ A(a)) " A(a)

+ (5Qu(@) ~ Pyfa)A(0)

est strictement positive réelle (voir [dOGHO02, Theorem 3]). De plus, conformément le [dOGHO02,

Lemma 9], si le critere du cercle ou de Popov sont satisfaits, alors le Théoreme 7.3 est faisable.

Il est intéressant de mentionner qui on choisit A; = 0 et la matrice de coefficients W, = 0 dans
le Théoreme 7.3, il est possible de faire ’analyse de stabilité de systemes non-linéaires incertains
autonomes (7.1) avec une fonction de Lur’e dépendant de parametres, qui est, dans ce cas, une
fonction puremente intégrale (appelé aussi fonction de Persidskii). Donc, le Théoreme 7.3 se
réduit & un test de stabilité robuste diagonal de A(a). De plus, en utilisant le Théoréme 7.3 avec
P, = 0, c’est-a-dire, avec la fonction de Lur’e réduite a une fonction purement quadratique, en
utilisant [dOGHO02, Lemma 11], on peut montrer que la faisabilité de (7.16)-(7.18) est équivalente
au fait que la norme H,, de la fonction de transfert

M(s,0) = 3Qy(0) (T~ A) (5T~ SA@)(T +4)) " A(a)Qy(a)

N | —

est plus petite que 1, Va € U.

Comme une remarque finale, on consideére le cas ou les parametres du secteur F(v,d) ne
sont pas connus. Dans ce cas, on utilise les conditions du Théoréme 7.3 pour optimiser aussi
les parametres du secteur, ce qui permet, par exemple, d’estimer le domaine de stabilité d'un
systeme soumis a saturation. Observons que la saturation en amplitude sur les variables d’état
peut étre représentée en choisissant A = I et I' = 4I dans (7.4). La solution du probleme
d’optimisation

v* £ min -~y
s.a (7.20)
LMIs (7.15)-(7.18)

permet alors d’obtenir la meilleure estimation du domaine de stabilité utilisant le secteur (7.4)

pour représenter la saturation et les conditions du Théoreme 7.3 pour la stabilité.

Une solution convexe pour le Probleme 7.2 est donnée dans le théoreme suivant.

Théoréme 7.4 Soient les matrices diagonales I = diag{~;}, A = diag{d;}, avec 0 < v; <1 <
0;, 1 = 1,...,n. S’il existe des matrices diagonales définies positives S € R™", R, € R™",
i=1,...,N, des matrices Z € R™" et Z € R™" telles que
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M, = [V*“ 5;z]<0,i:1,...,]\7 (7.21)
Viu & SA +7Z'B/+AS+B;Z—-R;

Vi, 2 SA§+Z’B§+AZ-S+BZ-Z+%(F+A)Ri

Voo & SA+Z'Bl+ AS+ B,Z —TAR;

alors les gains de commande

K=278"', 6 K=28"! (7.22)

garantissent que le systeme en boucle fermée (7.6) est globalement asymptotiquement stable pour
r=0,Vael,Vf e F(y,0).

Preuve: Si le Théoréme 7.4 est faisable, on obtient que M(a) = SN oy M; < 0, Vo € U, avec

_ VH(Oé) Vm(()é)

M(a) * ng(Oé)

Vi(a) = SAg(a) + Ay(a)S — R(a)

Vis(a) = SAa(0) + Au(0)S + 5 (T + A)R(a)

VQQ(O./) = SACZ(CY), + Acl(Oé)S — FAR(Q)

et Agy(a) et Ay(a) donnés par (7.6). En multipliant M («) & gauche et & droite par diag{S—", S~'}
et en appliquant le changement de variables S™' = P, on obtient (7.9), avec A(a) = Ay(a),
Aa) = Ag(a) et avec Py(a) = P, Wy(a) = P et Q,(a) = S™'R(a)S~". Donc, la faisabilité du

Théoreme 7.4 garantit I'existence d’une fonctions de Lur’e

o(x) = ' Pa +2 i P / " (7.23)
i=1 0

que assure la stabilité robuste absolue du systeme en boucle fermée. .

Les conditions du Théoreme 7.4 sont aussi valables dans le cas de parametres incertains
variants dans le temps avec taux de variation inconnues (méme sans borne), appartenant au
simplex unitaire, tant que ces conditions sont basées sur I'utilisation d’une fonctions de Lur’e
avec une matrice P fixe. On remarque aussi qu’il est possible de traiter le probleme de commande
décentralisée directement avec le Théoreme 7.4 en utilisant une structure bloc diagonale pour
les matrices Z et Z. Comme un remarque finale, on note que les résultats du Théoréme 7.4
peuvent étre appliqués au cas de stabilisation par retour d’état purement linéaire (c’est-a-dire,
u = Kx), en choisissant Z = 0, ou pour le cas de stabilisation pour retour d’état purement

non-linéaire (c’est-a-dire u = K f(z)), on fait Z = 0.
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7.5 Exemples

Les résultats présentés ci-dessous ont été construits aléatoirement pour illustrer I’applicabilité
des conditions proposées. La précision des résultats obtenus s’améliorer au fur et a mesure que
les degrés de relaxations d et g augmentent. Le premier exemple traite le probleme de GAS en
utilisant les conditions proposées dans le Théoreme 7.3, tandis que le deuxieme traite la synthese
de commande robuste en utilisant le Théoreme 7.4. Dans les deux cas, on utilisé le LMI Control
Toolbox de Matlab [GNLC95] pour vérifier la faisabilité des LMIs.

Exemple 7.1 Considérons le systeme (7.1) avec A(a) = 0, u = 0 et les sommets suivants

[ 194 025 063 038
- 081 —1.57 0.77 0.80
A1 = 0.60 0.33 —1.49 0.69 (7.24)

0.24 033 076 —146

[ 159 024 044 0.86
. 0.22 —1.27 0.76  0.59
Ay = 0.80 0.57 —1.84 0.39 (7.25)

042 052 096 —2.16 |

—2.03 085 0.19 0.72
. 0.87 —2.10 0.87 0.80
Az = 023 079 —1.94 0.95 (7.26)

098 044 039 —1.96 |

Le but de cet exemple est d’évaluer le domaine de stabilité robuste du systeme soumis a des

saturation sur les variables d’état données par

P se x; > p
fiy (@) =sat(z;) =4 & se —p<x;<p (7.27)
—p se x; < —p

avec i = 1,...,4 et p = 1. Le secteur défini en (7.4) peut étre utilisé pour représenter (locale-
ment) la saturation (7.27), en choisissant les parametres du secteur comme A = T et I' = 41
Ainsi, pour évaluer le domaine de stabilité robuste pour ce systeme non-linéaire, étant donnés
g et d il suffit de résoudre le probleme (7.20). L’estimation du domaine de stabilité robuste

obtenue avec la procédure proposée est

1
S={zcR: |z <—,i=1,...,4}
fy*

La Table 7.1 montre les résultats obtenus. Sur la Table 7.1, on remarque que le Théoreme 7.3
appliqué dans le cas des matrices indépendantes des parametres (c’est-a-dire ¢ = 0) ne fournit
pas de solution pour I'estimation du domaine de stabilité robuste pour ce systeme, méme avec
I'incrément de d. D’autre part, les conditions du Théoreme 7.3 avec des matrices polynomiales

homogenes fournissent des estimations du domaine de stabilité robuste moins conservatives
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progressivement, a mesure que g et d croissent. Pour un g donné, le conservatisme des résultats
est réduit au fur et a mesure que d croit, grace aux relaxations des contraintes LMIs du probleme.
D’autre part, pour d donné, 'incrément de g permet d’obtenir des meilleurs résultats car plus
de variables scalaires sont utilisées dans le probleme. On remarque une grand amélioration en

termes de 7* (qui passe de 0.72 & 0.06), avec I'incrément de g e d.

Table 7.1: Estimations du domaine de stabilité robuste pour le systeme de I’Exemple 7.1,
données par la région S, avec v* = miny s.a. (7.15)-(7.18), A = I, T' = 71, A; = 0 et A;,
i=1,...,3, donnés en (7.24)-(7.26).

g| d v
0 | tout | infaisables
0 0.72
1 1 0.62
2 0.57
0 0.29
2 1 0.24
2 0.20
0 0.20
3 1 0.16
2 0.14
0 0.14
4 1 0.11
2 0.08
0 0.09
5 1 0.07
2 0.06

Exemple 7.2 Pour traiter le probleme de commande, considérons le systeme (7.1) avec les

sommets donnés par

A — [ 0.30 0.19 ] A — [ 0.50 0.82 ]
PT1019 068 ] 77T ] 0.90 0.64 |
i [0.30 0.15 ] i [ 0.82 0.34 ]
"7l 054 070 | 0 77T 0.66 0.29 |
[0.38 0.85 ] [0.34 0.73 ]
Bi= | 0.86 0.59 | ° B2 = | 0.53 0.31 |
Le secteur est défini avec I' = 1071 et A = 10™I, avec 7, et 7, prenant des valeurs

dans l’ensemble des entiers naturels. Le but de cet exemple est de stabiliser le systeme en
maximisant 7; + 7, pour tout o € U. Pour la loi de commande par retour d’état purement
linéaire u = Kz, le Théoréme 7.4 garantit la stabilité pour I' = 1072I et A = 10%I, c’est-

a-dire, pour n; + 7o = 15. Dans le cas de la loi de commande par retour d’état purement
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non-linéaire u = K f(z), le Théoréme 7.4 garantit la stabilité pour I' = 10T et A = 101, avec
m +n2 = 15. Quand les deux vecteurs d’état, linéaire et non-linéaire, sont utilisés pour calculer
la loi de commande u = Kz + K f (x), le Théoreme 7.4 garantit la stabilité du systeme en boucle
fermée pour I' = 107121, A = 10?1, c’est-a-dire, pour 7, +ny = 24. Ceci illustre ainsi qu’utiliser
simultanément un retour linéaire et non-linéaire permet augmenter le domaine de stabilité du
systéme en boucle fermée. Pour I' = 107*2I et A = 10'?I, les gains de stabilisation donnés par
le Théoreme 7.4 sont les suivants

8.86  0.74 - 841 158
k= { —6.05 —5.11 } K= { ~5.68 —5.31 }

et la matrice S est
g { 17846.43  0.00 }

0.00 22091.81
avec P = S~1 la matrice de la fonction de Lur’e (7.23) qui garantit la stabilité robuste absolue
du systeme en boucle fermée pour tout parametre incertain « variant dans le temps avec un

taux de variation arbitraire.

7.6 Conclusion

Ce chapitre a présenté des conditions LMIs dont la solution permet de construire des foncti-
ons de Lur’e dépendantes de parametres polynomiales homogenes. L’existence de telles fonctions
garantit la stabilité absolue robuste de systemes polytopiques perturbés par des non-linéarités
de secteur sur le vecteur d’état. En considérant un degré pour la fonction candidate de Lur’e,
une extension du Théoreme de Pélya est utilisé pour fournir des relaxations LMIs progressive-
ment moins conservatismes qui testent la stabilité absolue robuste du systeme. Des conditions
existantes dans la littérature pour la stabilité robuste de systemes linéaires et pour la stabilité
absolue de systemes non-linéaires sont montrées comme étant des cas particuliers des conditions
proposées. A été aussi présentée une extension pour la synthese de controleur robuste appliqué
a la classe de systemes non-linéaires étudiées ici. Cette extension a permis de développer un
outil convexe utile pour calculer le controleur stabilisant en utilisant séparément seulement un

retour d’état linéaire ou non-linéaire, ou encore combinant les deux lois de commande.



Chapitre

Commande de systemes bilinéaires

8.1 Introduction

Les systemes bilinéaires sont une classe particuliere de systémes non-linéaires qui peuvent
représenter plusieurs processus physiques, comme par exemple, des applications en ingénierie
nucléaire, des processus chimiques, des applications en biologie et en immunologie [Moh91]. De

plus, beaucoup de problémes pratiques peuvent étre approchés par un modele bilinéaire [MK80].

Dans la littérature, beaucoup de travaux traitent le probleme de stabilisation de systemes
bilinéaires continus dans le temps [Lon80, Gut81, KN83, RB83, GT88, LN89, CYM91, CT00,
SU03], quelques travaux considerent des restrictions sur la loi de commande [Che98, BCKO03] et
étudient les systemes bilinéaires discrets dans le temps [SY96, YCB89]. Un probleme convexe
intéressant est la caractérisation de la région d’attraction de l'origine pour un systeme non-
linéaire. Des resultats dans ce contexte ont émergés dans le cas des systemes non-linéaires
quadratiques [Fra75, CHW88, CT89, ACM07a, VTG09] ou polynomiaux [TVG96, Tib00, THOO].
Dans la plupart des cas, la loi de commande et la région de stabilité associée sont obtenues a
partir de 'existence d’une fonctions de Lyapunov. Le probleme est alors de fournir des conditions
constructives pour calculer le controleur de retour et la matrice de Lyapunov associée. Par
exemple, dans [DN80], la synthese d'une loi de commande par retour d’état linéaire et la région
de stabilité correspondante sont réduits au probleme de trouver une solution définie positive
d’une équation algébrique de Riccati paramétrisée. Par ailleurs, le probleme d’estimation de la
région d’attraction d'un systeme bilinéaire discret dans le temps a recu moins d’attention dans

la littérature.

Plus récemment, le probleme de commande par retour d’état de systemes non-linéaires qua-
dratiques a été abordé comme un probleme d’optimisation via I'utilisation d’inégalités matrici-
elles linéaires (LMIs) [ACMOT7a, ACMOT7b], permettant également de calculer une estimation du
domaine de attraction. Le probleme est étudié de la fagon suivante : étant donné un polytope,
trouver un gain de retour d’état tel que le polytope soit entierement contenu dans le domaine

d’attraction du systeme en boucle fermée. La partie linéaire du modele est considérée précisé-
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ment connue et le terme quadratique non-linéaire est majoré afin que la dérivée temporelle de
la fonction de Lyapunov soit négative dans de la région d’intérét. Il n’est cependant pas fourni

une procédure systématique pour maximiser I'estimative de la région de stabilité.

Dans ce chapitre est étudié le probleme de commande par retour d’état d’un systeme bili-
néaire. La partie linéaire du modele représente la matrice dynamique du systeme, précisément
connue, et la matrice d’entrée est constituée d’'un terme linéaire et d’un terme dépendant de
I’état, impliquant la présence de produits entre les entrées de commande et les états. Cette méme
classe de systémes bilinéaires a été étudiée dans [ACMO07b, ACMO07al, qui traitent un modele
légerement différent du modele étudié dans ce chapitre. Le systéme en boucle ouverte est, par
hypothese, instable et le terme bilinéaire est modélisé comme une enveloppe convexe d'un en-
semble de vecteurs linéaires grace a 'utilisation des inclusions différentielles linéaires [BEFB94].
Une stratégie similaire a été utilisée dans [MTGO02] pour traiter le probleme de commande ro-
buste d’'un systeme bilinéaire avec les matrices dynamiques affectées par des incertitudes bornées
en norme. Le principal but de ce chapitre est de calculer une loi de commande stabilisante et
une estimation, aussi grande que possible, de la région de stabilité du systeme en boucle fermée,
en garantissant la stabilité asymptotique de l'origine. La procédure pour calculer un gain de
commande par retour d’état est décrite comme deux problemes d’optimisation convexe avec
des contraintes LMIs, qui peuvent étre résolues par des algorithmes spécialisés de points inté-
rieurs [BEFB94]. Tout d’abord, étant donné un polytope qui borne les valeurs de I’état et qui
contient l'origine, il s’agit de trouver une loi de commande par retour d’état et une région de
stabilité associée, aussi large que possible, contenue dans ce polytope. A partir d'une solution
de la premiere étape, il s’agit de déterminer le plus grand polytope contenant un ellipsoide dans
lequel les conditions de stabilité asymptotique sont satisfaites. Une procédure itérative combi-
nant ces deux étapes permet de décrire des conditions constructives afin de calculer le gain de
retour d’état qui maximise l'estimation bassin d’attraction de 'origine du systeme bouclé. Les
résultats développés dans ce chapitre simplifient la procédure utilisée dans [MTGO02] et peuvent
étre considérés comme complémentaires aux travaux dans [ACMO07a, ACM07b, VTG09]. Une
discussion sur l'itération des deux étapes et le critere d’arrét est aussi présentée. Sont aussi pré-
sentées quelques extensions pour traiter des taux de convergence exponentielle et des limitations
d’énergie ou limitations de I'amplitude sur les entrées. Bien que basée sur la stabilité quadra-
tique, une stratégie pour obtenir des résultats moins conservatifs est présentée via 'utilisation
du Lemme de Finsler. De plus, des conditions suffisantes LMIs pour I'existence d’un gain de
retour d’état robuste et d'un gain de commande linéaire dépendant de parametres sont présentés
dans le cas ou la partie linéaire du systeme est affectée par des incertitudes qui appartiennent
a un domaine polytopique. Dans le contexte des systemes bilinéaires incertains discrets dans le
temps, sont proposées des conditions qui stabilisent le systeme par commande robuste et four-
nissent une estimation de la région de stabilité, grace a ’extensions d'une condition de stabilité

présentée pour systemes linéaires discrets dans le temps en [dOBG99].
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8.2 Formulation du probleme

Considérons le systeme bilinéaire invariant dans le temps suivant

m
S[x(t)] = Ax(t) + Bu(t) + Y Nyw(t)u,(t) (8.1)

q=1
ot z € IR" est I’état et u € IR™ est 'entrée de commande. Les matrices A € R™*", B € IR™"™,
et N, € R™", ¢ = 1,...,m, sont constantes, par hypothese. Le symbole ¢[-] représente la
dérivée par rapport au temps pour les systemes continus et l'opérateur d’avancement pour
les systémes discrets dans le temps. Le but est de stabiliser le systeme (8.1) avec une loi de

commande par retour d’état
u(t) = Kz(t), K € R™" (8.2)

La région d’attraction du systeme (8.1)-(8.2), dénotée par B,, est définie comme 'ensemble
de tous les z € IR™ tels que pour z(0) € B,, la trajectoire correspondante converge asymptoti-
quement vers l'origine. En particulier, quand la stabilité globale du systeme peut étre assurée,
la région d’attraction correspond a tout l'espace d’état IR". Néanmoins, dans le cas général,
garantir la stabilité globale, et ainsi obtenir IR" comme la région d’attraction, est une tache
difficile, directement liée a la stabilité du systeme en boucle ouverte. Il est donc important
d’obtenir une estimation de la région d’attraction. Dans ce sens, des régions de stabilité asymp-
totique peuvent étre utilisées pour estimer la région d’attraction. D’autre part, dans certaines
applications pratiques il peut étre intéressant d’assurer la stabilité pour un ensemble donné de
conditions initiales. D’un point de vue pratique, cet ensemble peut étre vu comme une région
d’opération pour le systeme, ou une région dans laquelle les états du systeme peuvent aller du a
une action de perturbation temporaire [Kha02, ACMO07al. Le but de ce chapitre est de proposer

une méthodologie pour résoudre le probleme suivant.

Probleme 8.1 Trouver un gain de retour K et une région de stabilité Sy, aussi grande que

possible, tels que le systeme de boucle fermée
Sz(t)] = (A+ (B+ [Niz(t) ... Npa(t)]) K)x(t) (8.3)
est asymtotiquement stable pour toute condition initiale x(0) appartenant a Sp.

Pour résoudre le Probleme 8.1, on exploite quelques propriétés des polytopes et des fonctions

de Lyapunov quadratiques.

8.3 Cas continu dans le temps

Un résultat classique pour résoudre le Probleme 8.1 est la théorie de Lyapunov, qui consiste
a déterminer une fonction définie positive V(x), une matrice de gain K et un ensemble Sy tels
que [Kha02] :
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(i) V(z) >0,V z #0;

(ii) V(x) = z—‘;z <0,V z(0) € S,.

le long des trajectoires du systeme (8.3).

Soit un polytope x(z) C IR™ décrit par
x(x)={z € R": Qz < q} (8.4)

ou, de maniere équivalente
x(z) =cofv;, j=1,...,s} (8.5)

ot Q € R n < g, rank(Q) =n,qg € R et g4 >0,Vi=1,...,9. Les vecteurs v; € R"
sont les sommets qui permettent décrire ’enveloppe convexe qui contient les points de x(x). On
note que la positivité du vecteur ¢ signifie que 'origine appartient a lintérieur de x(z). Donc,

pour tout = € x(x), on obtient
[le(t) ce NmCL’(tH = Zﬂ](t) |:N1’Uj Tt vaj]
j=1
= Bi(1)B; = B(B(t)) (8.6)
j=1
avec ((t) € IR® appartenant au simplex unitaire
U ={Bem >3 =1, 520 j=1,..5 (8.7)
j=1

pour tout ¢ > 0.

Théoreme 8.1 Considérons l'ensemble polyédral x(x) défini dans (8.4) (ou, dans (8.5)). S’il

existe une fonction définie positive V(x), un gain de retour d’état K € R™ ", une matrice

Q € RY", des vecteurs v;, j = 1,...,s, un vecteur positif ¢ € IRY. et un scalaire positif ~
satisfaisant

: ov

Viz) = - [(A+ (B +B(5(t) K) 2] <0, (8.8)

pour tout x € T'(z), = # 0, avec
D(e) = {o € R V(@) <77} € x(a) (8.9)
alors le gain K et l'ensemble I'(x) sont des solutions pour le Probléme 8.1.

Preuve: Si (8.9) est vérifiée alors I'ensemble I'(z), défini en fonction de la fonction positive
V(z) et du scalaire positif 7, est inclus dans I’ensemble polyédral x(x). Pour tout z(t) € I'(x),
YVt >0, il suit que 8’1l existe G(t) € Uy le systeme (8.3) peut étre représenté en utilisant (8.6).
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De plus, si (8.8) est satisfaite, la dérivée temporelle de V' (z) est strictement négative le long
des trajectoires de (8.3)-(8.6). On remarque que le modele (8.3) est représenté localement par
le systeme (8.3)-(8.6), ¢’ést-a-dire, seulement dans y(z). Puisque I'(z) est inclus dans x(z), la
fonction V' (z) est une fonction localement décroissante pour le systeme en boucle fermée sur
I'ensemble I'(x). Donc, I'(x) est un ensemble contractif par rapport aux trajectoires du systeme
(8.3)-(8.6) et ainsi I'(x) est un domaine de stabilité pour le systeme en boucle fermée. n

Le Théoreme 8.1 fournit une condition suffisante pour résoudre le Probleme 8.1, mais il ne
présente pas une méthode constructive pour déterminer une fonction V'(z) adéquate et un gain
K. Dans le but de développer des conditions traitables numériquement, on exploite les propriétés
des fonctions de Lyapunov quadratiques, en considérant V(z) = 2/Px avec P = P’ > 0. De

plus, I'ensemble polyédral x(x) est choisi comme
xX@)={zeR": —p 2z =< pu} (8.10)

avec € IR" et p) >0,V i=1,...,n. Les sommets v; d'un ensemble x(x), donné par (8.10),
sont construits a partir des 2" combinaisons formées avec les entrées des vecteurs et —p. En

fait, les vecteurs v; sont obtenus en fonction de p par combinaisons linéaires

ou Dj, j =1,...,2" sont des matrices diagonales dans R"*" constituées de toutes les combi-
naisons formées avec 1 et —1.
En considérant un polytope x(x) comme défini en (8.10), on établit la proposition suivante

provenant du Théoreme 8.1.

Proposition 8.1 S’il existe une matrice définie positive W € IR™*", une matrice Y € R™*",

un vecteur positif ;n € R" et un scalaire positif v satisfaisant
T; =AW + WA + (B+ [NiDjp -+ NpDju)Y
+Y'(B+ [MiDjp -+ NpDju]) <0,j=1,...,2" (8.12)

{ paW WI

}20, Vi=1,...,n (8.13)
* 0]

alors le gain de commande K = YW= et l’ensemble
Fz)={zeR":aW 'z <y} (8.14)
sont solutions pour le Probleme 8.1.

Preuve: Considérons une fonction de Lyapunov quadratique V (z) = 2/ Px, avec P = W~! > 0.
Donné un polytope y(z) comme en (8.10), la condition (8.13) assure que I'ensemble I'(z) défini

en (8.14) est inclus dans le polytope x(x) et, pour tout = € I'(x) C x(x), la définition (8.6) est
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valable. En considérant que Y = KW la dérivée temporelle de V' (x) le long des trajectoires du
systeme (8.3), V z € T'(z) C x(x), est donnée par V(z) = 2 2]211 3,V;x, avec

V= (A+ B+ [NiDju - NuDyu)K) W™
+W YA+ (B+ [N\Djpn -++ NDjp])K)=w'r,w!

Donc, V(z) = 2/W~}( 2311 B;Y;)W 'z et on conclut que si la condition (8.12) est satisfaisante,
la dérivée temporelle de V() est strictement négative pour tout = € I'(x). Par conséquent,
selon le Théoréme 8.1, I'(z) est un ensemble contractif par rapport aux trajectoires du systeme

(8.3)-(8.6) et I'(x) est un domaine de stabilité pour le systéme en boucle fermée. n

Remarque 8.1 Les principales différences entre 'approche proposée dans ce chapitre et celles
que l'on trouve dans la littérature sont les suivants. Dans [DN80], une procédure basée sur une
équation de Riccati paramétrée est utilisée pour déterminer un gain stabilisant et une région de
stabilité associée. Cependant, la méthode est extrémement dépendante du choix de plusieurs
parametres sans aucun critére permettant de guider ce choix. Dans [ACMO07b, AAAT07], les au-
teurs présentent, pour un polytope donné, des conditions LMI suffisantes garantissant I’existence
d’un gain de retour d’état stabilisant assurant que le polytope est une région de stabilité pour
le systeme bouclé. La méthode consiste alors a obtenir un ellipsoide qui contient le polytope
original. L’ellipsoide doit étre également contenu dans un autre polytope directement obtenu du
précédent par un facteur d’échelle. Aucun algorithme n’est proposé pour augmenter I’estimation
du bassin d’attraction obtenu. Par ailleurs, la méthode dépend fortement du polytope initial

choisi. Notre approche est aussi tributaire de cet inconvénient.

Remarque 8.2 Du point de vue de la synthese, il peut étre intéressant d’imposer un taux de
convergence exponentielle 0 pour le systeme [BEFB94]. Dans ce cas, il suffit de rajouter dans
le coté gauche de I'inégalité (8.12) le terme 251V

Remarque 8.3 Dans un contexte de performance, un critere lié a la minimisation de I’énergie
du signal d’entrée, ou imposant une borne a celle-ci, peut étre considéré. Autrement dit, on

minimise un scalaire positif o tel que
T
/ wudt <o, VT >0 (8.15)
0

Dans ce cas, la dérivée temporelle de la fonction de Lyapunov doit étre telle que V + (o) Y/u <
0 le long des trajectoires du systeme en boucle fermée. Il alors suffit de remplacer la condition
(8.12) par

{T” Y' <o iz1,. . .N: j=1,...,2" (8.16)

* —nl

ou 7 est une variable de décision supplémentaire. Donc, si (8.16) et (8.13) sont satisfaites, la

condition (8.15) est vérifiée avec o = iy~
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Remarque 8.4 Pour limiter I'amplitude du signal de commande, on ajoute la contrainte sui-

vante )
WY/
{ g)}>ai:Luwm (8.17)
T

ou ug est la borne exigée en u. Si (8.17) est satisfaite, la région de stabilité I'(x), définie en
(8.14), est incluse dans l’ensemble polyédral {x € IR" : —ug < Kz < up} et ainsi, pour tout
x € I'(x), on obtient |u = Kz| < ug. De plus, d'un point de vue pratique il peut étre intéressant
de spécifier la valeur de uy qui permet d’atteindre le meilleur niveau de performance pour le
systeme. La stratégie est donc de considérer uy comme une variable de décision. Cela peut étre
réalisé sur la meéeme LMI en remplacant ug(i) par les nouvelles variables (), i = 1,...,m en (8.17)

et en considérant un critere de cotit linéaire en ().

Les relations d’équivalence du Lemme 5.3 (Lemme de Finsler) peuvent étre utilisées pour
écrire de nouvelles conditions de stabilité pour le systeme (8.1).

On définit le vecteur augmenté & et les matrices £ et B comme
O |0 P s e
C_[ﬂﬂ]’ﬁ_lP 0}7B_[A+BK+&K I]
Alors, la condition de stabilité (8.8) du Théoreme 8.1, peut étre réécrite sous la forme

€'LE < 0, pour tout & tel que BE = 0, qui est la condition (i) du Lemme 5.3. En utilisant

I'équivalence entre les conditions (i) et (ii) de ce Lemme et en définissant

F
n={g]
on obtient une condition de stabilité
M —F+P+A’F'+K’B’F’+K’B}F’ <0 (8.18)
P+GA+GBK + GB;K — F' -G-G '

avec
M £ FA+FBK + FB;K + AF' + K'B'F' + K'B}F'

En choisissant F = G, Y = KG™', S = G, V = SPS’, en multipliant & gauche et & droite
(8.18) par les matrices diag{S, S} et diag{S’, S'}, respectivement, on obtient

FM+BY+&Y+SA+WB+Y%;V—S+SA+VE+Y%;

AS"+ BY +B;Y —S+V _5— ]<0 (8.19)

Alors, on peut établir le résultat qui suit.

Proposition 8.2 S’il existe une matrice définie positive V- € IR™™", des matrices Y € R™*"
et S € R™", un vecteur positif u € R"™ et un scalaire positif v satisfaisant

FM+BY+&Y+QA+WR+YB;V—S+SA+VB+Y%;

AS'+BY +BY —S+V " ]<0 (8:20)
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. !
{““)V ST } >0, Vi=1,...,n (8.21)
* Y G)

alors le gain de commande K =Y S et l’ensemble
Mz)={zeR":2/S7'VS e <y} (8.22)

sont solutions pour le Probleme 8.1.

8.4 Systemes discrets dans le temps

Une solution pour le Probleme 8.1 dans le cas discret peut étre obtenue via I'existence d’une

fonction de Lyapunov, c’est-a-dire, sil existe V(x(t)) tel que
(i) V(z(t)) >0,V x #0;

(i) AV (z(t)) =V(z(t+1)) —V(z(t)) <0,V z(0) € Sp.

le long des trajectoires du systeme (8.3).

Les considérations pour le polytope x(z) C IR" sont les mémes que dans le cas continu dans

le temps.

Théoréme 8.2 Considérons l'ensemble polyédral x(z) défini en (8.4) (ou, en (8.5)). S’i
existe une fonction définie positive V(z(t)), un gain de retour d’état K € R™*", une matrice
Q € RY*", des vecteurs v;, j = 1,...,s, un vecteur positif ¢ € IRY. et un scalaire positif ~

satisfaisant
AV(z(t) =V [(A+ (B+B(B(t)) K)z] —V(z(t)) <0, (8.23)

pour tout x € I'(z), = # 0, avec
F(z)={zeR":V(z) <7y '} Cx(x) (8.24)
alors le gain K et l'ensemble I'(x) sont solutions pour le Probléme 8.1.

Une condition décrite en termes de LMIs, considérant une fonction de Lyapunov quadratique

(Lemme 5.5), pour résoudre le Probleme 8.1, est donnée par la proposition suivante.

Proposition 8.3 Sil existe une matrice définie positive S € IR"™*"™, une matrice Y € R™*",

un vecteur positif ;1 € R" et un scalaire positif v satisfaisant

B S AS + BY +B;Y o .
@j_[SA/—I—Y/B/—i‘Y/]B; S :|>07 ]_17"'72 (825)
. !
[“(’)S ST 1 >0, Yi=1,...,n (8.26)
* YH()

alors le gain de commande K =Y S™! et I’ensemble
F(z)={zeR":2/S'a <~7'} (8.27)

sont solutions pour le Probleme 8.1.
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Preuve: Elle est similaire a la preuve de la Proposition 8.1. On considere une fonction de
Lyapunov quadratique V (z(t)) = z(t)' Pz(t) avec P = P’ = S7! > 0. En posant Y = KS~!
multipliant ©; & gauche et a droite par diag{S~!, S~'}, appliquant le changement de variable

P = S~ et le complément de Schur sur I'expression résultante on obtient
(A+Y'B' +Y'B,))P(A+YB+YB;) - P <0

et ainsi on conclut que la condition (8.25) est satisfaite. ]

8.5 Extensions

Considérons maintenant le cas ou les matrices A et B du systéme (8.1) dépendent de pa-
rametres variants dans le temps

m

ol (t)] = Ala(t)z(t) + Bla(t))u(t) + Y New(t)uy(t) (8.28)

q=1

ot @ € RY est le vecteur des parametres variants dans le temps qui appartient au simplex

unitaire

Uy = {a(t) eRY:Y ait) =1, a(t) 20, i=1,... ,N} (8.29)

Les matrices A(a(t)) € R™" et B(a(t)) € R™™ appartiennent au polytope

P ={(A4,B)a() : (4, Zozz J(A, B)i, o €Uy} (8.30)

avec les sommets A;, B;, i = 1,...,N. Le symbole d[-] représente la dérivée par rapport au
temps pour les systemes continus et 'opérateur avance pour les systemes discrets dans le temps.

Dans ce cas, on a deux stratégies possibles pour obtenir une estimative de la région de
stabilité avec « et § parametres variants dans le temps (lesquels implicitement dépendent de
z(t)), avec le gain de commande robuste, indépendant de o € Uy et de 5 € U, ou avec de une

commande par retour d’état de type LPV définie par :

271

Zzazﬁj y (8.31)

i=1 j=1
Considérant le systeme (8.28) continu dans le temps, une condition suffisante pour 'existence

de gains K;; € R™*" solutions pour le Probleme 8.1 est donnée par le corollaire suivant.

Corollaire 8.1 S’il existe une matrice définie positive W € IR™™", des matrices Y;; € R™*",
un vecteur positif € R"™ et un scalaire positif vy satisfaisant la relation (8.13) et les relations

sutvantes :
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O = 2(AW + WA + (B; + B;)Yir + (B; + By)Yy; + Y (Bi + B;) + Y, (B; + By) <0,
i=1,...,N; j=1,...,2"—-1; k=j+1,...,2" (8.33)

Ouj = (Ai + AW + W(A; + Ag)' + (B + B))Yy; + (By + By)Yi; + Yy (Bi + B;)
+Y/(Bi+B;) <0,i=1,....N—1; {=i+1,....N; j=1,...,2" (834)

Oujk = 2(Ai + A)W + 2W (A; + Ap) + (B; + B;) Yo + (B + By) Yy + (Be + B;) Yig
+ (Be + By) Y + Y (Bi +B;) + Y/(Bi + By) + Yy (Be + By) + Y/ (B +Bi) <0,
i=1,.. N1 =i+l .. N;j=1,..2"“1; k=j+1,...,2" (835

alors la commande LPV K(«a, 3) donnée par

N on
K(o, ) :Zzazﬂjf(ij . Kij ZYijW_l; acUy, BE€Un

i=1 j=1
et l’ensemble I'(x) défini en (8.14) sont solutions pour le Probléme 8.1.

Preuve: La démonstration de ce corollaire peut étre construite en multipliant les LMIs au-
dessus par «; et 3;, et en les additionnant. Il suffit ensuite de suivre les étapes décrites dans
[MOP*07]. .

On note qu’en fixant Y;; = Y et en considérant seulement (8.32), on récupere la Proposi-
tion 8.1 pour traiter le probleme de commande robuste par retour d’état. De plus, on peut
utiliser les conditions du Corollaire 8.1 pour le cas de la commande LPV dépendant seulement
de a, en faisant Y;; = Y;; et en considérant les conditions (8.32) et (8.34), ou dépendant seule-
ment de (3, en fixant Y;; = Y3, et en considérant (8.32) et (8.33). Les variables Y;; des conditions
du Corollaire 8.1 fournissent des degrés de liberté additionnelles pour la synthese du contro-
leur, permettant de stabiliser quadratiquement avec des gains de type LPV des systemes qui
n’admettent pas un gain de retour robuste. Mais il faut implanter une stratégie plus complexe
de retour d’état basée sur la disponibilité des parametres variants dans le temps « et .

Dans le cas ou le systéme (8.28) est discret dans le temps une condition moins conservative

que celle de la Proposition 8.3 est donnée par le corollaire qui suit.

Corollaire 8.2 S'il existe des matrices symétriques définies positives S; € R", i =1,..., N,
des matrices G € IR™", Z € R™ ", un vecteur positif € IR" et un scalaire positif v tels que

S AG+ B,Z + B2

AUk:|:G’A;+Z’B;+Z’B;€ G+G/—SZ :|>0, Z:]_,...7N;

. . . I
|:M(Z)S] S]I(Z):|ZO, YV 1= RN % j:lj,,_,N; (837)
* V(i)
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alors la loi de commande v = Kz avec
K =27G"1

assure la stabilité asymptotique robuste pour le systéeme (8.28), cas discret, en boucle fermée et

[’ensemble
I(z) ={z e R":2'P(a)r <~7'}

avec

N
P(a) = S(a)™ et S(a)= Z%Si; Vaoel
i=1
est une estimation de la région de stabilité.

Preuve: En considérant Z = K G, si I'expression

S(a(t+1)) (A(a(®)) + (Bla(t)) +B(5(1))) K)G

G'(A(a(t)) + (B(a(t) + B(3(t)K) G+ G - S(a(t)) >0 (8.38)

est faisable alors, en multipliant (8.38) a gauche et a droite par R = [-1  A(a(t)) + (B(«a(t)) +
B(5(t)))K] et par R, respectivement, on obtient

Sla(t +1)) = (Ala(t)) + (Ba(t) + B(5()) ) S(a(t)) (Ala(t)) + (B(a(t))
+B(B(1)K) >0

qui est une condition suffisante pour la stabilité asymptotique du systeme en boucle fermée.
En réécrivant (8.38) avec (A, B)(a(t)) comme en (8.30), B(5(t)) donnée par (8.6), S(a(t)) =
SN a0, alt) € Uy, Salt+1) = SV at+ 1S, = YF, (08, (1) € Uy, et en
multipliant Pexpression résultante par SN | ay(t), Z;V:1 v (t), > 5_; Bk(t), on obtient ;

D i)Y (0 B(t) Ay (8.39)
i=1 j=1 k=1

avec A;j; donnée par (8.36). La faisabilité de (8.36) est suffisante pour que 'expression (8.39)

soit définie positive, ce qui garantit (8.38). .

Remarque 8.5 Il est intéressant de noter que dans le cas précisement connu A; = A, i =
1,...,n, en choisissant G = G' = S; = S; = S et Y = Z, la condition (8.36) contient la

condition (8.25) de stabilité quadratique qui peut donc étre vue comme un cas particulier.

Remarque 8.6 La matrice G de la condition (8.36) fournit un degré de liberté additionnel
pour la synthese d’un controleur, permettant ainsi de traiter avec moins conservatisme des
problemes de commande avec des gains avec des contraintes de structure. Pour cela, on impose
des structures particulieres aux matrices G et Z, sans nécessité de particularisation des matrices

de Lyapunov S;.
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8.6 Complexité numérique

Il est important de noter que les variables de décision de la Proposition 8.1 sont W, Y, u et
7, étant donné que v;, j = 1,...,2", dépend linéairement de ;1 comme décrit en (8.11). Dt a la
présence de produits entre certaines de ces variables implique que les inégalités de (8.12) sont
non-linéaires. Ceci signifie qu’il peut étre difficile, voire impossible, de résoudre ces inégalités
directement. Un moyen de contourner ce probleme est de fixer, a priori, les valeurs de certaines
variables de décision et de chercher les autres.

Le but de synthese considéré dans ce chapitre est de déterminer un controleur qui mene a une
estimation de la région d’attraction, la plus grande possible, parmi les solutions possibles pour les
inégalités de la Proposition 8.1. Une fagon de maximiser indirectement le volume de ’ensemble
['(z) défini en (8.14) est de minimiser le trace de W~ et/ou minimiser v [KG02, TGGO07]. Pour
calculer une commande capable de maximiser I'estimation de la région d’attraction du systeme

en boucle fermée, on utilise I'algorithme suivant.

Algorithme 8.1
Pas 1: Initialisation. Choisir pgy,i=1,...,n.
Pas 2: Calculer W,Y et ~, solutions de :

min{w; Trace(T) + woy}
sous les relations de la Proposition 8.1

T 1,
e

(8.40)

avec wy et wy des parametres de pondération, permettant de donner plus ou moins de poids a
Trace (T) (et donc Trace (W=1)) ou .
Pas 3: Fizer W, Y et ~y. Calculer pgy,i=1,...,n solutions de :

sous les relations de la Proposition 8.1

Pas 4: Retourner au Pas 1 tant qu’un changement non significatif des valeurs des critéres,

n’est pas obtenu.

Le premier probleme d’optimisation (8.40) maximise le taille de I'(z) en considérant un
critere basé sur la trace de W1 et le scalaire 7. L’objectif du deuxiéme probléme d’optimisation
(8.41) est de maximiser le vecteur u, afin d’augmenter le taille de x(z).

On peut observer que les conditions de la Proposition 8.1, ainsi que 1’Algorithme 1, ont été
simplifiés par rapport aux conditions développées dans [MTGO02], en particulier concernant les
aspects en des termes de complexité numérique. De plus, en utilisant le fait que la région de
stabilité obtenue avec la procédure proposée est symétrique, 'algorithme 1 donne de meilleurs
résultats que celui présenté dans [MTGO2] en termes de l'augmentation du polytope et de

I’ellipsoide.
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8.7 Exemples

Exemple 8.1 Le systéeme utilisé pour cet exemple est issu de [ACMO07b], avec une petite
modification sur la représentation du terme bilinéaire. Pour le systéme (8.1) continu dans le

temps, on obtient

—05 1.5 4 0.7 —1.3
A=| 43 60 50 |:B=| 0 —43
3.2 6.8 7.2 08 —1.5
~1 0 0 010
N=|0 00/|:No=|00 0
0 00 000

En appliquant I’Algorithme 8.1 avec = [2 2 2|, aprés 6 itérations, on obtient le gain de

commande

0.0016 0.0035 0.0034

K=\ 99404 32676 5.9199

La Figure 8.1 montre I’estimation du domaine de stabilité pour le systeme, fournie par I’Algorithme 8.1
(région I') et la estimation fournie par [ACMO7b] (région €). La région I'(z) est donnée par (4.14)

avec
63.1224 —1.6258 —15.6454

v=1.0890 , W = —1.6258  4.3546  —0.3996

—15.6454 —0.3996 5.3342
Le cube est le polytope initial P utilisé par la méthode proposée en [ACMOT7b]. Bien que les
objectifs ne soient pas exactement les mémes, on remarque que la méthode proposée dans ce
chapitre peut aussi trouver une solution possible pour le systeme étudié dans [ACMOT7b] et, de

plus, fournit une estimation de la région de stabilité moins conservative.

Exemple 8.2 Considérons le systeme (8.1) continu dans le temps décrit par les données sui-

<[ o[ 1]

5 2 45
wiela e 0]

Nous appliquons I’Algorithme 8.1 en ajoutant une contrainte dans le probleme d’optimisation

vantes

du Pas 2, pour borner la norme du gain. Avec la condition initiale 4 = [1 1]’, on obtient, apres

10 itérations, le gain de retour d’état

K =

0.5437  23.8399
—0.6428 —9.5656

avec Dellipsoide associé décrit par I'(x) comme en (4.14) et

55.144 —0.1004
v =0.7008 , W = { —0.1004  1.4488 }
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i
T
i

T2

€

Figure 8.1: Régions de stabilité obtenues par 1’Algorithme 8.1 (') et par [ACMOT7b] (€) pour
I'Exemple 8.1 (avec P le polytope initial).

Cet ellipsoide est d’'un de volume proportionnel \/W = 12.7526, et est tracé sur la
Figure 8.2. La vraie région d’attraction (obtenue par simulation) du systéme en boucle fermée,
est aussi montrée sur la figure, permettant d’évaluer le conservatisme de la procédure proposée.

L’évolution dans le temps du systeme avec des conditions initiales [0 3] et de I'entrée de

commande u = Kz sont montrées sur les Figures 8.3 et 8.4, respectivement.

Dans la Figure 8.4, il est possible de voir que 'effort de commande est important dans le dé-
but de la simulation montrant que I'amplitude de la commande atteint des valeurs élevées. Dans
ce cas, les stratégies pour borner les entrées de commande, discutées dans les Remarques 8.3
et 8.4, peuvent étre appliquées. De plus, il peut étre intéressant de considérer une limitation en

amplitude pendant la synthese du controleur, via I'utilisation des fonctions de saturation.

Exemple 8.3 Considérons maintenant le systéme (8.28) avec des incertitudes, appartenant au

polytope décrit par les sommets suivants :

—0.48 044 —-0.42
A=A, =] -0.02 —-0.66 091
—0.85 —0.45 0.12
-3.70  1.00 5.75 —0.40
By = 290 =030 |; By=| 065 1.10
—-3.40 —-3.90 2.65 —1.70
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2
n
T

Figure 8.2: Région d’attraction et ensemble ellipsoidal obtenus avec la condition initiale de
I’Exemple 8.2.

L L L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
time

_12 1 1 1 1
0

Figure 8.3: Evolution dans le temps pour 2(0) = [0 3]’ pour I'Exemple 8.2.

et les termes bilinéaires décrits par les matrices suivantes:

—-2.55 0 0 —-1.10 O 0
Ny = 0 005 0 |;Ny= 0 3.60 0
0 0 045 0 0 4.10

Comme dans la Remarque 8.2, on considere un terme additionnel, +20W au coté gauche de
I’équation (8.32), ce qui correspond a fixer le taux de convergence exponentielle § = 0.75. Dans
un tel cas, pour la condition initiale z = [0.25 0.25 0.25]', il n’est pas possible de calculer un
gain robuste de retour d’état avec le Corollaire 8.1. D’autre part, le Corollaire 8.1 fournit une
solution faisable, pour un gain LPV qui dépend de a et (3, ce qui illustre I'intérét pour cette

classe de controleurs pour traiter des spécifications de performance de boucle fermée multiples,



120 Chapitre 8. Commande de systemes bilinéaires

80

u=Kzx

L L L L L L L L L
0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
time

Figure 8.4: L’entrée de commande pour I'Exemple 8.2.

au prix d’une implantation de la loi de commande plus complexe.

Exemple 8.4 Considérons le systeme (8.28) discret dans le temps soumis a des incertitudes

les matrices définissant le systeme sont produites aléatoirement :

A | 07582 06802 | [0.6234]
YTl —0.6919 —1.0725 |* 71T [ 0.5859
A — | 0.8998  0.2847 | B, — | 0.6773 |
7 —21231 —0.7333 |7 7?7 | 0.8768 |
A | 07734 —03368 | [ 00129 ]
7| 01518 09708 |* 77T | 0.3104
Le terme bilinéaire est décrit par la matrice suivante:
0.005 0.015
N= { 0.010 0 ]
En appliquant I’Algorithme 8.1 avec g = [I 1], il n’est pas possible de trouver un gain

de retour d’état stabilisant avec de la condition (8.25) de la Proposition 8.3. Cependant, la

condition (8.36) du Corollaire 8.2 fournit le gain robuste stabilisant suivant
K =1[0.2946 —0.1373]
La Figure 8.5 montre l'estimation du domaine de stabilité I'(a)) pour le systeme, décrit par
Fa)={zeR*:2'S(a) 'z <y '} (8.42)
avec S(a) = a151 + aSs + a3S3, o € Uy et

1.078  —0.9078
v = 2.5087, S; = [ —0.9078 2.3520

g _ [ 08154 —0.8362 g _ [ 08696 —0.8177
27| —0.8362 25087 |7 73T | —0.8177 2.3844
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15 I I I I I
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figure 8.5: Estimation du domaine de stabilité obtenue avec la condition initiale de
I’Exemple 4.4.

8.8 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre une procédure itérative décomposée en deux étapes convexes
pour la synthese d’un controleur stabilisant par retour d’état associé a une région de stabilité
pour les systemes bilinéaires. Les résultats principaux sont donnés comme des conditions cons-
tructives en termes de LMIs en exploitant certaines propriétés des polytopes et des fonctions de
Lyapunov quadratiques.

De nombreuses questions restent cependant ouverts. Nous pouvons para exemple qu’il serait
intéressant d’étudier para la suite : 1) utiliser des fonctions de Lyapunov avec des structures
particulieres, telles que celles utilisant les k-dérivées successives de 1’état, afin de réduire le
conservatisme; 2) s’intéresser a différentes structures pour la loi de commande, en particulier,

dans le cas ou la matrice B est nulle.



Conclusions et perspectives

Cette these présente des contributions a la solution des problemes de ’analyse de stabilité
et de la synthese de controleurs par retour d’état pour des systemes dynamiques qui sont non-
linéaires en termes de I’état et /ou de la commande. Plus particulierement, on vise & déterminer
une région de comportement non-linéaire en boucle fermée dans laquelle la stabilité asymptotique
de l'origine est garantie.

Pour le probleme de commande de systéemes a commutation en temps continu soumis a
des fonctions arbitraires et avec saturation sur les actionneurs, ont été fournies des conditions
suffisantes sous la forme de LMIs pour la détermination de gains commutés qui stabilisent le
systeme et d'une estimation de la région de stabilité. Les conditions proposées comprennent une
spécification de placement de poles pour les sous-systemes linéaires du systeme a commutation,
en imposant des bornes a la réponse transitoire du systeme lorsque celui-ci opere dans la région
linéaire. Considérant que le placement des poles dans une région spécifique du plan complexe
représente une spécification autour de 'origine, le compromis entre I’exigence de la performance
et la taille de I'estimation de la région de stabilité a été étudié. Les conditions proposées ont
également été appliquées a des problemes de commande robuste et de faute des actionneurs.

En ce qui concerne les systemes non-linéaire incertains soumis a des non-linéarités de secteur
la principale contribution a été la construction de conditions convexes de dimension finie dont la
solution permet de construire des fonctions de Lur’e avec dépendance polynomiale homogene en
les parametres, qui sont moins conservatives que les fonctions de Lur’e qui ne prennent pas en
compte les incertitudes. Etant donné un degré pour le fonction Lur’e candidate, une extension
du Théoreme de PéLya a été utilisée pour fournir des relaxations LMIs progressivement moins
conservatives qui garantissent la stabilité robuste absolue du systeme. Pour la synthese de
controleurs une condition convexe pour la détermination d’un gain stabilisant robuste par retour
d’état linéaire et non-linéaire a été proposée.

Pour les systemes bilinéaires instables, nous avons proposé une procédure pour déterminer
un gain stabilisant par retour d’état et une estimation de la région de stabilité asymptotique. Le
terme bilinéaire a été modélisée via une enveloppe convexe d'un ensemble de vecteurs linéaires en
utilisant les inclusions différentielles linéaires. La procédure proposée a été décrite comme deux

problemes d’optimisation convexe soumis a des contraintes LMIS. Pour le cas des systemes
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bilinéaires continus dans le temps les conditions obtenues sont basées sur l'utilisation d’une
fonction de Lyapunov quadratique. Des conditions pour traiter des spécifications de performance
pour le systeme en boucle fermée, dans un contexte de commande robuste et linéaire dépendant
de parametres, ont été également présentées. Dans le cas discret incertain variant dans le temps
ont été proposées des conditions basées sur des fonctions de Lyapunov affines et avec variables
supplémentaires pour traiter le probleme de la synthese par retour d’état et pour estimer la

région d’attraction.

Perspectives

La recherche réalisée dans ce travail indique quelques sujets d’intérét qui peuvent étre ex-

ploités et donner lieu a de nouvelles recherches. Nous énumérons quelques-uns de ces sujets :

e cxtension des résultats de la these en considérant des contraintes de structure sur le con-
troleur, comme par exemple, des structures de type retour de sortie et controleurs dyna-

miques.

e l'utilisation des fonctions de Lyapunov v(x(t)) = x(t) P(a(t))x(t), ou les matrices P(«(t))
ont une dépendance polynomiale en les parametres pour réduire le conservatisme des
conditions d’analyse et de synthese présentées pour les systemes bilinéaires continus va-
riants dans les temps avec des parametres appartenant a un polytope sujets a des taux
de variation bornés. Comme cela a été montré dans le Chapitre 3, 'usage de fonctions
polynomiales homogenes, dans le cas de systemes non-linéaires incertains invariants dans
le temps, montrent que le conservatisme des résultats diminue a mesure qu’on augmente

le degré de la fonction de Lyapunov.

e la recherche de différentes structures pour la loi de commande, en particulier dans le cas
ou il n’y a pas de matrice d’entrée dans la partie linéaire du modele considéré dans le
Chapitre 4.
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