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Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma técnica de modulagio 4™ — QAM
codificada, baseada em cédigos de bloco multinfveis, definidos sobre o anel
Zy, onde m > 2 € um inteiro. Os sinais da modulacio sdo rotulados por
m-uplas, cujos simbolos pertencern a Z4. O processo de codificacio usa m
codigos em correspondéncia com os simbolos dos rétulos, e cada codigo faz a
protegao do respectivo simbolo, de forma independente, visando maximizar
a distancia Euclidiana entre as palavras cédigo. E usado um particiona-
mento de conjunto que divide a constelacio 4™ — QAM em subconjun-
tos com distancias Euclidianas progressivamente crescentes. Foram obtidos
ganhos de codificagao assintéticos de até 6 dB, onde os esquemas codificado
e ndo codificado tém as mesmas taxas de transmissio de informacao. O
uso de cddigos sobre Zy permitiu encontrar cédigos que sao invariantes as
ambiguidades de fase da portadora. Também foi apresentado um método

para decodificacao desses cédigos.



A bstract

This thesis presents a coded 4™ — () AM modulation technique based
on multilevel block codes over the ring of integer Z4, where m > 2 is an
integer. 'The modulation signals are labelled by m-tuples, whose symbols
are defined over Zs. The encoding process uses m multilevel block codes
over Z,. Each code protects its corresponding symbol in an independent
way in order to maximize the Euclidian distance between codewords. A
mapping by set partitioning is used to divide the 4™ — QAM constella-
tion in subsets with increasing Euclidian distances. Asymptotic coding
gains up to 6dB were obtained for coded 4™ — QAM modulations over
equivalent uncoded modulation schemes. The use of Z,-codes allowed
us to find codes which are invariant to phase ambiguities of the carrier

for 4™ — QAM schemes. A decoding method for these codes are also

presented.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

Em 1974 Massey [20] mostrou que ganhos significativos no desempenho de sistemas de
comunicacoes digitais poderiam ser obtidos com a realizacao simultanea das operagoes de
modulacdo e codificacio mas, até 1982, essas operacoes continuaram sendo realizadas de
forma independente, como mostra a figura 1.1. No sistema de comunicacao digital mostrado
na figura 1.1, o codificador recebe uma. sequéncia de informacao a, que depois de codificada
resulta na sequéncia codificada c. O modulador faz o0 mapeamento dos simbolos da sequéncia
codificada, nos elementos do espago de sinais, e associa a cada sinal mapeado uma forma de
onda s(t). Assim, a sequéncia codificada ¢ é mapeada numa sequéncia de sinais s(t), que é
enviada através do canal. Neste trabalho assumiremos que o canal é Gaussiano com ruido
branco aditivo. Entdo, na saida do canal temos uma sequéncia de sinais §{¢) = s(t) + n(¢),
onde n(t) é nm vetor ruido introduzido pelo canal, cujas componentes sdo varidveis normais

2 _ M ..
= 4. O demodulador faz a operacio inversa do modulador e

de média zero e variancia o
envia para o decodificador uma sequéncia ¢, que depois de decodificada resulta na sequéncia
a. O uso de cédigos corretores de erros tem como objetivo corrigir os possiveis erros na
sequéncia ¢, causados pelo ruido, e recuperar a sequéncia de informacao a, ou seja, obter

4= a.
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Figura 1.1: Sistema de Comunicagao Digital

Podemos awmentar o desempenho de um sistema de comunicagao digital, em termos
de probabilidade de erro de bit, com a introducao de mais bits de redundéancia, mas este
procedimento requer um aumento na faixa de passagem. Entao, se o sistema ¢ limitado em
faixa, podemos optar por uma modulacao com um ndmero maior de pontos, de modo que
os bits extras que forem adicionados possam ser acomodados nos simbolos do novo espaco
de sinais. Mas, se o novo sistema tern a mesma distancia Euclidiana entre os pontos da
modulagao, a sua energia média é maior do que a do anterior. Assim, se o sistema é limitado
em poténcia, essa solugdo nio deve ser adotada. Portanto, se o sistema € limitado em faixa
¢ poténcia, e ji opera no limite dessas especificacoes, nenhuma dessas solugées pode ser
adotada. No entanto, o desempenho de um tal sistema ainda pode ser otimizado, tomando
uma modulacdo com wm nimero maior de pontos, mantendo-se a taxa de transmissao de in-
formacao e a energia média do sistema. Isso pode ser conseguido combinando-se as operagoes
de modulagio e codificagio.

Em 1977, no trabalho de Imai e Hirakawa [14], as operagdes de modulagio e codificacio
foram feitas simultaneamente, num método de codificacao multinivel que utilizava varios
codigos de bloco binarios. Essa técnica de combinar as operacoes de modulagéo e codificacao

de um sistema de comunicagao digital € conhecida por modulagao codificada. Quando se



usa c6digo convolucional (trelica) numa modulagao codificada, ela é chamada modulacao
codificada por treliga ou simplesmente TCM (abreviatura da expressio em Inglés, Trellis
Coded Modulation). De modo andlogo, se a codificacao é feita com cédigos de bloco, ela é
abreviada por BCM (Block Coded Modulation). A figura 1.2 mostra um sistema de comu-
nicacao digital onde é usada a técnica de modulagdo codificada. Os blocos que representam
a modulagido e a codificacao sao tomados como um s6, o mesmo acontecendo com os blocos

que representam a demodulagio e a decodificagao.

Fonte = Codificador Modulador

a : c L s(t)

fui
__Ruido | Canal

e

E
|
. | .
Destino .: Decedificador Demoduatador
i
'

Figura [.2: Sisterna de Modulagao Codificada.

Foi em 1982 que a téenica de modulacdo codificada se consolidou, com o célebre tra-
balho de Ungerboeck [28], onde ele apresentou uma técnica, conhecida por mapeamento
por particionamento de conjunto, onde mostrou como implementar sistemas de co-
municacbes digitais onde as operacoes de modulagio e codificagao sao realizadas simul-
taneamente, de modo que ganhos significativos de codificagdo poderiam ser obtidos, sem
necessidade de diminuicao da taxa de transmissdo de informagdo nem expansio da faixa de
passagem. O método de particionamento consiste em dividir sucessivamente o conjunto de
pontos do espaco de sinais em subconjuntos com uma distancia Fuclidiana minima progressi-
vamente crescente. O trabalho de Ungerboeck despertou o interesse de muitos pesquisadores

e contribuiu para o surgimento de varios trabalhos nessa drea. Ginzburg [12] utiliza uma
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“construcdo hierdrquica”, que generaliza o trabalho de Imai e Hirakawa [14]. Em [9] Cusack
usou modulagoes QAM codificadas com um conjunto de cddigos de Reed-Muller. Essa idéia
de Cusack foi generalizada por Sayegh [27], que utilizou outros ¢6digos de bloco bindrios j4
conhecidos e considerou também modulagoes PSK.

Uma nova técnica de modulaco codificada foi introduzida por Baldini ef ol [5], onde
sao utilizados codigos definidos sobre os anéis de inteiros médulo ¢, em modulacdes g~ PSK.
Neste caso ndo hé necessidade de particionamento de conjunto pois os simbolos dos cédigos
sao mapeados diretamente nos simbolos dos sinais da constelacdo. Lopez [17] usou cédigos
convolucionais definidos sobre o anel de inteiros médulo 4, em modulacoes 4™ — QAM . onde
m > 2 é um inteiro. O processo de codificacdo é baseado num método de particionamento de
conjunto que tem como base o método de particionamento de Ungerboeck. Baldini [2] usou
coédigos de bloco definidos sobre o anel de inteiros médulo 4, em modulacoes 16 — QAM.
Cada sinal da modulagao é rotulado por um par de simbolos pertencentes ao anel de inteiros
moédulo 4, e o processo de codificacao utiliza dois cddigos, cada um atuando em um dos
simbolos dos rétulos dos sinais. Aqui também € usado um método de particionamento de

conjunto semelhante ao de Ungerboeck [28].

1.2 Organizacao desta Tese

Neste trabalho usaremos cédigos definidos sobre os aneis de inteiros médulo g aplicados &
modulagoes QAM. Esses cédigos sao chamados de cédigos multiniveis sobre Z,. O conteido
desta tese estd distribuido da seguinte maneira:

No capitulo 2, apresentamos os conceitos e resultados algébricos necessdrios para o
desenvolvimento desta tese. As definigoes de cddigos de bloco e convolucionais sobre anéis,
seus parametros principais e alguns resultados basicos também sdo apresentados.

No capitulo 3, apresentamos uma técnica de modulagio codificada, introduzida por Bal-
dini et ol [5], onde esquemas de modulagées ¢ — PSK sao codificados com cédigos multiniveis

sobre Z,. No processo de codificagido, em vez de se usar mapeamento por particionamento



de conjuntos, os bits de informagao sao mapeados diretamente nos simbolos de Z, e esses
simbolos sao entao codificados. Isso se deve a semelhanca da distribuicdo espacial dos sinais
de uma constelacido g — PSK com a representacdo geométrica e as propriedades do anel
Z,. Fssa semelhanca também proporciona a esses codigos boas propriedades relativas &
linearidade e distancia Euclidiana, além de favorecer a busca por cédigos rotacionalmente
invariantes. O problema de rotacdo de fase da portadora, introduzida pelo canal, também ¢
analisado. Cddigos de bloco e convolucionais sdo considerados.

No capitulo 4, mostramos um método de rotulamento dos pontos dos espagos de sinais
4™ — QAM retangulares, onde cada ponto do espaco é rotulado por uma m-upla ordenada
T1ZTg ... Tm, cOm z; € Zy, que viabiliza a busca de cédigos multiniveis sobre Z,, rotacional-
mente invariantes sob todas as ambiguidades de fase da modulacao 4™ — QAM | e analisamos
o problema de rotacao de fase. Também apresentamos uma técnica de TCM, introduzida por
Lépez [17], onde modulagdes retangulares 4™ — QAM, m > 2 inteiro, sdo codificadas com
cédigos convolucionais multiniveis definidos sobre o anel de inteiros médulo 4. O processo
de codificagao utiliza uma técnica de T'CM 4-Dimensional, onde pares de sinais do espaco
2-Dimensional 4™ — QQAM sao associados aos ramos da trelica. Essa técnica é baseada num
particionamento de conjunto que tem como base o particionamento de conjunto proposto
por Ungerboeck [28]. O uso de cédigos definidos sobre Z,, em modulagdes retangulares
4™ — JAM, permite que cddigos rotacionalmente invariantes sejam encontrados. Alguns
exemplos de TCM sao apresentados.

No capitulo 5, apresentamos a nossa principal contribuigao para esta tese, que consiste
em estender para modulagoes 4™ — QAM, m > 2 inteiro, a téenica de modulacio codifi-
cada que Baldini usou em modulagbes 16 — QAM [2]. O processo de codificagao utiliza m
cédigos de bloco multiniveis sobre Z4, Ci,Co,...,C,,, todos de mesmo comprimento, onde
cada cddigo protege o simbolo correspondente dos rétulos dos pontos do espaco 4™ — QAM,
sendo o rotulamento desses pontos feito de acordo com o método descrito no capitulo 4.
Para otimizarmos o desempenho desses cddigos, fazemos um particionamento do conjunto

de pontos do espago, de modo que, em cada nivel da particao, cada subconjunto ¢ dividido
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em qguatro subconjuntos de mesma cardinalidade e com distancias Fuclidianas quadradas
minimas iguais a quatro vezes as dos subconjuntos do nivel anterior. Esse processo de codi-
ficagdo é uma extensao do processo de Sayegh [27] para cddigos multiniveis, em modulacoes
4™ — QAM. Para a decodificacao desses cddigos, estendemos o processo de decodificacio
de Sayegh [27] para cddigos multiniveis. Exemplos de BCM onde sao obtidos ganhos de
codificacdo assintdticos de até 6 dB tarmbém sdo apresentados.

No capitulo 6 apresentamos as comnclusdes sobre o nosso trabalho e sugestoes para

pesquisa nessa area.



Capitulo 2

Introducao a Algebra e a Teoria da

Codificacao

2.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos os conceitos e resultados bésicos necessédrios para o entendi-
mento e o desenvolvimento deste trabalho. Na secio 2.2 sdo apresentados os conceitos de
grupos, anéis, corpos, espacos vetoriais e modulos. Esses conceitos ser@o definidos de forma
genérica, embora o nosso interesse esteja restrito aos grupos e anéis de inteiros médulo g,
uma vez que o objetivo do nosso trabalho estd dirigido para cédigos que sdo definidos so-
bre esses anéis. Para tornarmos o texto mais leve, omitiremos as demonstracdes de alguns
resultados, que podem ser encontradas na bibliografia citada.

Na secdo 2.3 definimos os conceitos de cédigos, seus principais parimetros e alguns

resultados basicos que serdo usados nos capitulos seguintes.



2.2 Introducgac a Algebra

2.2.1 Grupos

Uma operagao bindria « num conjunto nao vazio § é uma regra que associa a cada

par ordenado de elementos de S algum elemento de §. Em outras palavras,  é uma funcao

* 1 Sx8§ — S

(z,y) +— zxy

Vamos denotar um conjunto S munido de uma operagao bindria + por (8, ).

Definicao 2.1 Um conjunto ndo vazio G munido de uma operacdo bindria x € dito um

grupo, se as propriedades seguintes sao satisfeitas:

i) xx(y*z)=(zxy)*z, Vr,y,z € G. (propriedade associativa)

i) Existe um (tnico) elemento e em G tal que z e = e x = z,Yz € §. FEste elemento é
chamado de elemento neutro ou elemento identidade da operaciao = em G.

ii) Para cada © € G, existe um (dnico) o' € G tal que sxx’' =3’z =e. O elemento ' é o

inverso de x com relagio a operacao * em G.

Se além das propriedades acima, a operaciio x é comutativa, ou seja, zxy=y*z,Vz,y € G,

entao dizemos que G é um grupo comutativo ou abeliano.

Exemplo 2.1 Um dos ezemplos mais naturais de grupo abeliano é o conjunto dos niimeros

inteiros munido da operacdo usual de adigdo.

Definicao 2.2 Um grupo G ¢ dito finito se o nimero de elementos de G € finito. Neste
caso, se o numero de elementos € igual a n dizemos que G tern ordem n e denotamos isto

por |G| = n.

Definicao 2.3 Sejam (G, *) um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G. Dizemos que H

¢ um subgrupo de G, e denotamos isto por H < G, se as condicdes sequintes sdo satisfeitas:

8



i) xxy € H, Va,y € H

ii) Se x € H entdo o inverso de x também pertence a H
Definigao 2.4 Sejam (G,*) um grupo, H < G e g € G. O conjunto
g*H ={x € G|z =g+h, h e H}

¢ chamado classe lateral (i esquerda) de H em G. De modo andlogo define-se classe

lateral a direita.

Observagao 2.1 Se (G,*) € um grupo e H < G, temos que:

i) Duas classes laterais ou sdo iguais ou sdo disjuntas, isto €, se
exH # yxH  entdo (z+xH) N {(yxH) = 0.

i) Todo elemento de G pertence a alguma classe lateral e, portanto, o conjunto de classes
laterais forma wma particdo do conjunto G,

i) Eriste uma correspondéncia biunivoca entre quaisquer duas classes laterais de H. Comeo
exH = 'H, seque que todas as classes laterais de H tém a mesma cardinalidade de H. Em.
particular, se H € finito, todas as classes laterais de H tém o mesmo nimero de elementos

de H.

Definicao 2.5 O numero de classes laterais de H em G € chamado indice de H em G e ¢

denotado por [G : H].

Teorema 2.1 [11] Se G € um grupo finito e H é um subgrupo de G entio a ordem de H
divide a ordem de G. Mais precisamente, |G| = |H|[G : H].

Definicao 2.6 Sejam (G, *1) e (Ga,%2) grupos e ¢ : G, — Gy uma funcdo. Se

plzxry) = w(@)*xply), Vryeg

entdo dizemos que ¢ € um homomorfismo. Se, além disso, ¢ € uma bijecio entdo dizemos
que @ € um tsomorfismo. Neste caso, dizemos que o0s grupos G, e Gy sdo tsomorfos ¢

denotamos isto por G =~ G,.



Sejam (G ,*) um grupo, ¢ um elemento qualquer de G ¢ n um inteiro positivo. Se % é

uma operacao multiplicativa escrevemos

A

a*Eax-ka e a PEg7H -
N

a ke kaQ

i Vezes L VeZes

Quando a operacao em § ¢ aditiva escrevemos na em vez de a” e — (na) em vez de a™".
Seja H = {a™ |n € Z}. E ficil ver que H é um subgrupo de G. Este subgrupo é chamado
subgrupo gerado por ¢. H é o menor subgrupo de G que contém a. A ordem do elemento

o € definida como sendo igual a ordem de H.

Definicao 2.7 Seja G um grupo. Se existir um elemento g em G tal que o subgrupo gerado

por g € igual a G entdo dizemos que G € um grupo ciclico ¢ que g é um gerador de G.

Exemplo 2.2 Consideremos um inteiro ¢ > 2 e seja Zy = {0,1,...,9 — 1}. Vamos con-
siderar em Zg a operacdo bindria @ definida assim: Se z,y € Zy, @y = resto da divisdo de
z +y por q, onde + denota a operagdo usual de adi¢éo. Esta operagio é chamada adicao

mddulo q. O conjunto Z, com a operagdo & € um grupo ciclico. (cf.[11]).

Exemplo 2.3 Seja ¢ > 2 um ndmero inteiro e seja G o conjunto das roizes g-ésimas da
unidade, isto é, G = { = L E=0,1,...,9g~ 1}. G munido com a operacdo usual de produto

¢ um grupo ciclico.

Observagao 2.2 No plano complexo as raizes q-ésimas da unidade formam os vértices de

um poligono reqular de q lados inscrito na circunferéncia de raio 1 e centro na origem. A

B 2k’1rz‘ ‘Zk”ﬁz' - . .
figura 2.1 ilustra o caso onde g = 8. Ser' = e ¢ e’ = e « entio r'r" € a raiz re-

presentada pelo vértice que se obtém percorrendo a circunferéncia no sentido anti-hordrio

e deslocando-se k" vértices a partir de r'. Se considerarmos v = e @ , temos que todas as

. . o  2kmj ) o
outras raizes sdo poténcias der pois e @ = r*. Observemos também que o multiplicacdo de
uma raiz por T significa, no plane complezo, deslocar-se para o vértice sequinte, no sentido
anti-hordrio. Isso justifica o termo “grupo ciclico”.

A representagdo ciclica acima também € adequada para o grupo Z,, pois enumerando os
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vértices de 0 a ¢ — 1 no sentido anti-Frordrio, a soma k' & k" corresponde a deslocar-se k"
vértices a partir do vértice k', no sentido anti-hordrio. Dai concluimos que as operacdes
bindrias desses dois grupos sao semelhantes, ou sejo, multiplicar duas raizes em G € equiva-
lente a somar dois elementos em Z,. Assim, esperamos que esses dois grupos sejam iso-

morfos. Isto de fato ocorre pois a fungdo ¢ : Zy; — G, definida por (k) = e & um

isomorfismo. Isto também pode ser deduzido a partir do teorema seguinte.

En

r

]
ﬁ
4
4 - Re
T's
-

Figura 2.1: Representagao Grafica das raizes oitavas da unidade.

Teorema 2.2 [11/Quaisquer dois grupos ciclicos de mesma ordem sdo isomorfos.

Teorema 2.3 [11] Se G € um grupo ciclico entdo:

i) G € abeliano

i1) Todo subgrupo de G € ciclico.

2.2.2 Anéis

Definigao 2.8 Seja A uwm conjunto munido de duas operagées bindrias, soma e produto,
que denotaremos por + e -, respectivamente. (As operacées + e - podem ser diferentes das

operagoes usuais de soma e produto). Dizemos que A € um anel se as propriedades seguintes
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sdo satisfeitas:

i) O conjunto A munido com a operacdo + € um grupo abeliano

w)x-{y-z)=I(x-y) -z, Vr,y,z € A. (propriedade associativa)

i) (y+z)=x-y+z-ze(z+y) z =z z2+y 2, Yz,y,z € A (propriedade distributiva)

Observacao 2.3 Para simplificar a notacdo, omitiremos o simbolo da operagio produto e

escreveremos Ty em vez de x -y, sempre que ndo hajo ambiguidade.
Observacao 2.4 Seja A um anel:

1. Se a operagio produto é comutativa em A, ou seja, zy = yz, Vz,y € A, entdo dizemos

gue A € um anel comutativo.

2. Se a operagdo produto tem um elemento identidade em A, ou seja, se existe um ele-
mento 1 € A tal que 1z = z1 = =z, Vo € A, entdo dizemos que A é um anel com

identidade.

Definicao 2.9 Sejo A um anel e seja S um subconjunto ndo vazio de A. Dizemos que S €
um subanel de A se:
i) S € um subgrupo de A, com a opera¢do soma;

iw)zye S, Vr,y€S.

Definicao 2.10 Seja A um anel com identidade 1. Dizemos que um elemento z € A €

inversivel se exristir um elemento y € A tal que xy = yz = 1. Neste caso, y € o inverso

(multiplicativo) de z e € denotado por x™1.

Definicao 2.11 Seja A um anel e seja a € A, a 5% 0. Se existirb € A, b# 0, tal que ab=10

ou ba = 0, dizemos que a é um divisor de zero.
Se a # 0 nao é um divisor de zero entao vale a lei do cancelamento, ou seja,
ab = ac = b=rc.

De fato, ab = ac == ab — ac = 0 == a(b—c) = 0. Como a # 0 e ndo é divisor de zero,

devemos ter b — ¢ = 0 e, portanto, b = c.
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Exemplo 2.4 Consideremos o conjunto Z, com as operacoes de soma e produto mdodulo q.

(O produto mddulo g € definido de modo semelhante & soma mddulo q.) Temos que (cf.[11]):

1. Com essas operacoes Z, é um anel comutativo com identidade, chamado anel de

inteiros mddulo q.

2. Se q ndo ¢ um nimero primo entdo Z, possui divisor(es) de zero.

Na tabela 2.1 mostramos as operacoes de soma e produto médulo 4.

@ |011(2]3 6111213
010:1(12]3 0(0:i010. 0
11172130 170111213
212:3|101 21012|0]2
3131012 31073121

Tabela 2.1: Operagoes de soma e produto médulo 4

Teorema 2.4 Em um anel com identidade os elementos inversiveis formam um grupo, com

a operacdo produto.

Demonstracao:

i) Se a e b sdo inversiveis entao
(ab)(b"'a™) = a(bb™ e =ala™! =aa™ = L.

Portanto ab é inversivel.

. . , - o , o1yl
ii) Se a é inversivel entdo a~' também ¢ inversivel, pois (™'} = a. ]

Teorema 2.5 No anel Z, os divisores de zero sdo precisamente aqueles elementos que ndo

sdo relativamente primos com q.
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Demonstracao: Seja a € Z; e seja d = mdc{a,q}. Sed > 1, entdo 1 < 4 < g~ 1. Logo,
1+ 0 em Z,. Tomando b = % temos que ab = a(4) = (§)g = 0, em Z,. Portanto a é um
divisor de zero. Por outro lado, se d = 1 e ab =0, em Z,, entéo ab = mq, m € Z. Dai segue
que g divide ab. Como d = 1, entéo g divide b. Logo, b = 0 em Z4. Portanto a nao é divisor

de zero. n

Observacao 2.5 De modo andlogo mostra-se que em Z, os elementos inversiveis sdo pre-

cisamente aqueles que sdo relativamente primos com gq.
Corolario 2.1 Se q ¢ primo entdo Z, ndo possui dwisor de zero.
Observacao 2.6 Um elemento inversivel ndo pode ser divisor de zero.

Definicao 2.12 Sejam A; e Ay anéis e ¢ 1 Ay — Ay uma fungdo. Dizemos que ¢ € um

homomorfismo de anéis se:

i) plz +y) = (@) +oly), Yo,y € A
i) plzy) = p(z)ey), Y,y € A;.

Se, além disso, @ € uma bijecdo entdo dizemos que ¢ € um isomorfismo. Neste caso,
dizemos que 0s anéis Ay e Ay sdo isomorfos e denotamos 1sto por A; ~ A,.
Sequéncias e Espagos de Sequéncias

Seja A um anel comutativo com identidade. Uma sequéncia a sobre 4 é uma funcio

a : Z — A
i e afi) = ay
Usamos a notagao

A= (.., 0 i, Cip1,- -, 00,01,y Gy ) (2.1)
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para representar a sequéncia a. Outra notacglo para essa sequéncia é
a=a(D)=> aD" (2.2)
i€Z
onde D é uma indeterminada. Se existir r € Z tal que a; =0, Vi < r, escrevemos
m -
a(D)=> aD" (2.3)
jamp
O conjunto de todas as sequéncias sobre .4 é denotado por AZ.

Seja a (D) = ¥ a;D* wna sequéncia ndo nula sobre 4. Entéo:
i€z

1. Se existir um inteiro r tal que a, # 0 e a; = 0, para 1 < r, dizemos que r é o atraso
de a (D), e denotamos isto por r = del(a(D)). Se néo existir um tal inteiro r, dizemos

que o atraso de a (D) éigual a —oo.

2. Se existir um inteiro r tal que a, 7 0 e a; = 0, para ¢ > r, dizemos que r é o grau de
a (D), e denotamos isto por r == d(a (D)). Se ndo existir umn tal inteiro r, dizemos que

o grau de a (D) é igual a +oo.

Definicao 2.13 Um polinémio sobre A € uma sequéncia nula ou uma sequéncia nao nula
a (D) tal que del (a (D)) > 0 e 0(a (D)) < +oo0. Vamos denotar o conjunto dos polinémios
sobre A por A[D].

O conjunto das séries de Laurent sobre A, denotado por A ((D)), é o conjunto das
sequéncias sobre A que tém apenas um nimero finito de termos néo nulos com indice nega-
tivo, ou seja, sequéncias que tém atraso finito. Assim, temos que

A((D)) = {a (D) w Zaé])i; €A e 1€ Z} . (\24)

As operagoes de soma e produto em A podem ser estendidas para A4 ((D)). De fato,

(i aiD*') 4 (i b,;D“') = i (a; + b;) D", (2.5)

PE im=g i=t

(iaﬂ) (§ b,-Di) = i (Z ajbz,,j) D, (2.6)

=T g 7
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onde ¢t < min{r,s} e a soma 25 iy é realizada em A, Uma vez que todo elemento de
A((D)) tem apenas um mimero finito de coeficientes nio nulos com {ndice i < 0, todas
as somas )_; a;—;b; tém somente um nimero finito de parcelas nio nulas. Eutio todos os

coeficientes no lado direito da expressio 2.6 estao bem definidos.

Teorema 2.6 A((D)) com as operacies acima € um anel comutative com identidade.
Teorema 2.7 A[D] ¢ um subanel de A((D)).

Teorema 2.8 Se a(D) = 2 a,[*, onde a, # 0, entdo a(D) ¢ inversivel se, e somente

se, a, € inversivel.

=g

Demonstragao: Suponhamos que a (D) = Y22 ;D' ¢ inversivel e seja b (D) =52 b,D'
0 seu inverso, isto ¢, a (D) b (D) = 1. Entéo o termo independente de a (D) b (D) éigual a
1 e os demais sao nulos. De 2.6 segue que a,b_, = 1. Logo a, é inversivel.
Reciprocamente, suponhamos que a, é inversivel. Seja b (D) = 27 b D7, onde os b; sdo
obtidos resolvendo-se o sistema infinito de equacdes lineares
ab_, =1
Urp1br +apbopiq =0

(2.7)

Z;mo a?’+s~jbmr+j =0
E fécil ver que a sequéncia b (D) cujos coeficientes sdo dados por 2.7 é o inverso de a (D). m

No que segue, estaremos interessados apenas em anéis comutativos com identidade.
Assim, a partir deste momento, a menos que se diga o contrario, o termo anel significa anel

comutativo com identidade.

2.2.3 Corpos

Definicac 2.14 Um corpo é um anel comutativo com identidade cujos elementos nao nulos

sao todos inversiveis.
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Observacao 2.7 Em um corpo, os elementos nio nulos formam wm grupe com a operacio

produto. Se o corpo for finito entdo esse grupo serd necessariamente ciclico.
Observacao 2.8 Um corpo ndo possui divisor de zero.

Observagao 2.9 Como consequéncia imediata do teorema 2.8 temos que o anel A((DY)) €

um corpo se, e somente se, A € um corpo.
Teorema 2.9 O anel Z, € wm corpo se, e somente se, q € um nimero primo.

Demonstragao: Suponhamos que ¢ é um niimero primo e seja a € Zqg, a % 0. Como q é
primoe 1 < a < g—1, segue que mdc{a, g} = 1. Entfo existem r, s € 7 tais que ra+sq = 1.
Como sq = 0 em Z,, segue que ra = 1 em Z,. Entéo a é inversivel. Portanto Zg € um corpo.
Reciprocamente, suponhamos que Z, é um corpo e seja 1 < a < g— 1. Como Z, nio possui

divisor de zero, segue que mde{a, ¢} = 1. Portanto g é um mimero primo. n

Observacao 2.10 E fdcil mostrar que quaisquer dois corpos finitos de mesma ordem sio

isomorfos.

Para cada mimero primo p, existe um corpo com p elementos, pois, sendo p primo, entéo
Zy € corpo. Mas também existem corpos cujo nitmero de elementos nio é um niimero primo,

como afirma o teorema seguinte, cuja demonstracao pode ser encontrada em [11]

&

Teorema 2.10
i) O nidmero de elementos de qualquer corpo finito € poténcia de algum nidmero primo;
i) Para cada nimero prime p e cada nimero inteiro positivo n, existe um corpo com p"

elementos.

Um corpo com g elementos é chamado corpo de Galois de ordem q e € denotado por
GF(g). Na tabela 2.2 mostramos as operacdes de soma e produto de (GF(4), onde supomos

que GF{4) = {0,1, e, }.
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+10|1|a| 3 0|1 a. 3
01011 || 0joj0|10}0
111013« 1lof1 3
al 101 a0 1
a|l]0 03 o

Tabela 2.2: Operagées de soma e produto em GF(4)

2.2.4 Espacos Vetoriais

Seja (V,-+) um grupo abeliano e seja F um corpo. Suponhamos que esteja definida uma
operagao, que chamaremos de multiplicacio por escalar, entre os clementos A de F e os
elementos v de V tal que a cada par ordenado (), v) € FxV esteja associado um elemento
de V, que denotaremos por Av. Em outras palavras, estamos supondo que esteja definida

uma funcio do tipo
Fxy — VY

(A, v) = v

Definicao 2.15 Sob as condigdes acitna, dizemos que V é um espaco vetorial sobre F

se as propriedades sequintes sdo satisfeitas para quaisquer A\, u € F e u,vey:

i) AMlu+ v} = Au+ Av
i) (A4 p)v = Av + pv
i) () = A(uv)

w) 1v =v, onde 1 € o elemento identidade de F.

Se V é um espago vetorial sobre IF, os elementos de V serdo chamados vetores e os de

F escalares.

Definicao 2.16 Scjam V um espago vetorial sobre F e W um subconjunto ndo vazio de V.

Dizemos que YV € um subespaco vetorial de V se:
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i) W € um subgrupo de V
W) Aw e W, YAeF e Ywe W

Sejam )V um espaco vetorial sobre F e vy, ..., v, elementos de V. O vetor
A1V 4+ AV,

é uma combinacao linear dos vetores vi,...,v,. Seja S um stubconjunto de )V e denotemos

por (S) o conjunto de todas as combinagdes lineares de vetores de S, isto &,
S)y ={veViv=XAvi+---+Av,, NeF v,ecV e neZ}.

Entdo (S) é um subespago de V, charmado subespago gerado por S. Quando § é um
conjunto finito, digamos S5 = {vi,..., v, }, também usamos a notacio {(v,... , Vi) €m vez
de (S). Se um conjunto de vetores S gera V, isto é, (S) = V entdo todo vetor de V pode ser

escrito como uma combinacdo linear de vetores de S.

Definicao 2.17 Se vy,...,v, € V, dizemos que o subconjunto {vi,..., vy} € linearmente
independente (LI) sc a dnica combinagdo linear de vy, ..., v, que resulta no vetor nulo é

aquela cujos escalares sdo todos nulos, ou seja,
AIVI'{_"'“*WATLV‘R:{] —_— ,\}nz...:)\nmg.

Caso contrdrio, dizemos que vi,..., vy, sao linearmente dependentes (LD).
Um subconjunto qualquer néo vazio S € dito LI se todo subconjunto finito nio vazio de S ¢

Li. Caso contrario, § € dito LD.

Definicao 2.18 Seja B um subconjunio de V. Dizemos que B € uma base de V se B € L]
e gera V.

Observagao 2.11 Todo espago vetorial nao nulo possui base. Além disso, quaisquer duas

bases de um espago vetorial tém a mesma cardinalidade. (cf [26])
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Definicao 2.19 Um espaco vetorial V' sobre um corpo F € dito de dimensdo finita se ele ¢
0 espago nulo ou possut base finita. Se o espaco € nulo dizemos que a sua dimensdo € zero.
Se ele possui uma base com n vetores, dizemos que a sua dimensdo é n e denotamos por
dimg V = n, ou simplesmenie dimV = n, se ndo houver necessidade de explicitar o corpo F.

Se um espago tem uma base que ndo € finita, dizemos que o sua dimensdo ¢ nfinita.

Estamos interessados apenas em espacos vetoriais de dimensio finita. Assim, a partir
deste momento, quando nao houver referéncia explicita & dimensio, estaremos supondo que

ela ¢ finita.

Teorema 2.11 [26] Sejam V um espaco vetorial sobre um corpo F e B = {vi,...,v,} um

subconjunto de V. As afirmacdes sequintes sao equivalentes:

i) B é uma base de V
it) Cada v € V pode ser escrito de modo tinico como combinagdo linear de Vi,eo., Vp

i) B gera V mas nenhum subconjunto préprio de B gera V

w) B é LI e qualquer conjunto que contém B propriamente é LD,

Definigao 2.20 Sejam Vi ¢ Vs espagos vetoriais sobre um mesmo corpo F. Uma Juncdo

@ VE —_— VQ taf que
pAu+v)=dp(u) +¢(v), Ya,veV, e VAT

¢ chamada transformacdo linear. Se, além disso, ¢ for uma bijecdo dizemos que @ € um

tsomorfismo, Neste caso os espagos Vi e V, sdo isomorfos e escrevemos Vi~ Vs,

Teorema 2.12 Sejam V; e V, espagos vetoriais sobre wm mesmo corpo F. Temos que

dim Vy = dimV; se, e somente se, V| =~ V.

Demonstracao: Suponhamos que dimV; = dimV, e seja n = dim);, = dimV,. Sejam
By = {vi,...,va} e By = {wy,...,w,} bases de V| e Vs, respectivamente, e ¢ : V| — V,
definida por

PArvr + - v = AWy e R AW,
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E facil ver que ¢ é um isomorfismo.
Reciprocamente, suponhamos que Vi =~ V) e seja ¢ : V), — Vs um isomorfisimo. Se
By = {vi,...,va} é uma base de V;, & ficil ver que By = {e(vi), ... ,o(v,)} é uma base de

V2. Entao dim Vo == dim V. |

Seja M uma matriz m x n sobre um corpo F. As linhas de M geram um subespaco
de F*, chamado espago linha de M, e as colunas geram um subespago de F™, chamado
espago coluna de M. Quando m # 7 estes subespacos estio em espacos diferentes mas as
dimensdes desses subespagos sdo ignais (cf. [26]). A dimensdo desses subespacos é o posto
de M.

Matriz de uma Transformacao Linear

Sejam V; e Vs espacos vetoriais de dimensées m e n, respectivamente, sobre um corpo

Feseja ¢ : Vi — V, uma transformacéo linear. Sejam
Bl={u1,...,um} e Bzﬁ{vl,...,vn}

bases de V) e Vs, respectivamente.

Para cada i, ¢=1,...,m existem escalares @i, 7= 1,...,n, tais que
o(W) = ag vy + - + Qi v,

Vamos considerar a matriz M m x n, cujos elementos sio os escalares a;;, isto é,

11 Qin
M =
Q1 Grnn
A matriz M é chamada matriz de ¢ em relacio as bases B; e By e é denotada por [go]gf.

Se u é um vetor qualquer de V; entAo u é escrito de modo tinico como combinagao linear

dos vetores de B3;, isto ¢, existem escalares \inicos Aq, . . . , A tais que
U= Aqu; + -+ Aplpy,.
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Estes escalares sao as coordenadas de w1 em relagio 4 base 31, e escrevemos u = (), . .., Am)-

Como ¢ € linear, temos que

T m
pla) = Ap(a) + -+ Anplun) = 33 Magv;.
=1 i=1
Entao
e m
elu) = (Z Ailys -, Z)\ﬂm)‘
g==1 fam]
Podemos observar que as coordenadas de ¢(u) podem ser obtidas pelo produto matricial
uM, considerando o vetor u como a matriz 1 xm  [A;---A,,]. Assim, para determinarmos
a imagem de um vetor de V;, podemos usar ¢ ou a sua matriz M.
O posto de M ¢ ignal a dimensdo da imagem de ¢, pois a imagem de ¢ é o espaco linha
de M. Temos também que ¢ ¢ injetiva se, e somente se, o posto de M é igual a m.
Mostramos que a cada transformacao linear de V; em Vs, podemos associar uma matriz

m X n. A reciproca também ¢é verdadeira, isto é, a cada matriz m x n estd associada uma

transformacao linear de V; em V5.

2.2.5 Moébdulos

O conceito de médulo generaliza. o de espago vetorial. Em vez de exigirmos que os
escalares perfengam a um corpo, como ocorre com espaco vetorial, consideramos escalares
num anel. Algumas propriedades de espagos vetoriais que envolvem multiplicagio por es-
calar nao séo validas, de um modo geral, em mddulos pois a validade dessas propriedades
depende, quase sempre, de divisdo por escalar. Isto nem sempre pode ser feito num anel.
Por outro lado, sendo o conceito de médulo uma generalizacio do de espaco vetorial, vérias
propriedades de espagos vetoriais podern ser aplicadas em médulos. E o que faremos neste
trabalho, ao considerarmos cédigos definidos nio apenas sobre corpos, mas também sobre
aneis.

Como ja mencionado, neste trabalho faremos uso apenas de anéis comutativos com
identidade. Assim, na definicdo de médulo que daremos a seguir, estaremos supondo que o

anel é comutativo com identidade.
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Seja (M) um grupo abeliano e seja A um anel. Suponhamos que esteja definida uma
operacao, que chamaremos de muitiplicacio por escalar, entre os elementos de A e os
elementos de M tal que a cada par ordenado (A, v) € Ax M esteja associado um elemento
de M, que denotaremos por Av. Em outras palavras, estamos supondo que esteja definida

uma funcio do tipo

AxM — M
(Av) = v

Definigao 2.21 Sob as condicdes acirna, dizemos que M é um mddulo sobre A, ou um

A-mdédulo se as propriedades sequintes sdo satisfeitas para quaisquer A, p € A e u,v € M:

i) A(u+v)=u+Av
i) (A + pu)v=2Av+puv
i) (Au)v = A(pv)

w) 1v =v, onde 1 € o elemento identidade de A.
Exemploe 2.5 Todo anel A € um A-mddulo. Em particular, os anéis Zy a0 Zg-modulos.
Exemplo 2.6 Todo grupo abeliano é um Z-mddulo, onde 7 € o anel dos nimeros inteiros.

Observacao 2.12 As definigées de submddulo e submddulo gerado por um conjunto sdo
andlogas aquelas dadas em espagos vetoriais, para subespacos. As definicées de dependéncia

e independéncia linear de conjuntos e a de base também sdo idénticas.

Definigao 2.22 Um mddulo ¢ dito finitamente gerado se ele pode ser gerado por um

conjunto finito.

Se um espago vetorial pode ser gerado por um conjunto finito, isto é, se o espaco tem
dimenséo finita entao todo subespaco também tem. Esta propriedade néo é valida, em geral
para modulos pois nm maodulo pode ser finitamente gerado e ter um submédulo que néo é.

Em um espago vetorial, qualquer conjunto formado por um tinico elemento nao nulo é

LI No caso de médulos isso nem sempre é verdade. Por exemplo, consideremos Zy como
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um Z-médulo. Neste caso, para qualquier a € Z, temos que ga = 0. Logo, {a} é LD. Dai
concluimos que Z,, como um Z-méduilo, ndo possui subconjunto L7 e, consequentemente,
nao possui base. Vimos que isto ndo ocorre em espacos vetoriais.

Em um espaco vetorial, um subconjunto S com mais de um elemento é LD se, e somente
se, algum vetor de S é uma combinag&o linear de outros elementos de S. Isto nio é verdade
em modulos. De fato, se considerarmos o subconjunto S = {(2,0), (3,0)} no Z-médulo Z2,
temos que 5 ¢ LD e (2,0) ndo é miltiplo de (3,0). Isto ocorre porque nem sempre podemos

efetuar divisao por escalar num anel.
Definigao 2.23 Um mddulo € dito livre se ele possui uma base.

Em um espago vetorial, quaisquer duas bases possuem o mesmo nidmero de elementos.
Em um modulo livre, se o anel ndo € comutativo, pode haver bases com cardinalidades
diferentes. Mas se 4 é wmn anel comutativo com identidade entdo quaisquer duas bases de
um A-médulo livre tém mesma cardinalidade (cf. [26]). Isto nos permite definir um conceito

analogo ao de dimensao de um espago vetorial.

Definicao 2.24 Seja M um A-mddulo livre. Definimos o posto de M como sendo a car-

dinalidade de qualquer base de M.
Exemplo 2.7 Sejam q e n inteiros positivos e
Zy ={(x1,.. ., @n) |2 € Zyyi=1,...,n}.
E fécil ver que Zy € um Zg-mddulo livre de posto n, pois o conjunto de n-uplas
B={(1,0,...,0), (0,1,0,...,0},...,(0,...,0,1)}

¢ uma base de Zy. De fato,

i) Sev={(1,29,...,2,) € Zy entio

ve=r{1,0,...,0) +22(0,1,0,...,0) + - -+ 2,(0,...,0,1).



Logo, B gera Zyg.
it) Se 35‘1(1,0,...,O)+$2(0,1,U,...,0} + e 2n(0,...,0,1) = 0 entdo (z1,22,...,2,) = 0,

0U S€ja, Ty = Tg == .- =2z, =0. EntGo B é LI
Portanto B é uma base para o Zig~modulo Zy.

Definicao 2.25 Sejam M e N A-mSdulos ¢ o : M — N uma Jungdo. Dizemos que ¢ €
wm homoemorfismo se p(da + pb) = Ap(a) + pp(b), VA, u € A, Va,b € M. Se, além

disso, @ € wma bijecdo dizemos que » € um isomorfismo.

Teorema 2.13 [26] Dois mddulos livres sdo isomorfos se, e somente se, eles tém postos

LGUALS.

Observacao 2.13 Sejam M e N A-rmmiddulos livres de postos m e n, respectivamente, e seja
w1 M~ N um homomorfismo. De nodo andlogo ao caso de espagos vetoriais, podemos
associar @ Y uma matriz m X n e, reciprocamente, a cada matriz m X n podemos associar

um homomorfismo de M em N

2.3 Introducao a Teoria da Codificacio

2.3.1 Cédigos de Bloco

Vamos considerar um codificador, munido de um codigo de bloco C, que recebe men-
sagens cujos simbolos pertencemn a urm conjunto A. Cada sequencia de informacao
a = (a;,...,a;) € A* que entra no codificador, é codificada e transformada em uma
n-upla ¢ = (¢i,...,¢,) € A", n > k, chamada palavra cédigo. Assim, o codificador
associa uma palavra cédigo a cada sequéncia de informacio, ou seja, o codificador é uma
fungao C: AF — A" ¢ a imagem dessa funcéo, isto é, o conjunto das palavras codigo, é
o codigo C. Neste caso dizemos que C & um codigo sobre A de comprimento n e taxa de
codificagdo R £ % Denotando por |.4| o ntmero de elementos de A, segie que o cédigo C
'k

possui [A|" palavras cédigo.
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Definigao 2.26 A disténcia de Hamming ( dy J entre dois vetores (palavras) de A"
€ definida como sendo o nimero de posicies em que eles diferem. O peso de Hamming

(wp) de wm vetor é o mimero de coordenadas ndo nulas desse vetor.

Teorema 2.14 A distincia de Hammidng é uma métrica, isto ¢, ela satisfaz as propriedades
seguintes:

i) dp(x,y) = 0

i) dp(x,y)=0<=2x=y

i) dy(x,y) = du(y, %)

w) dy(x,y) < dy(x,2) + du(z,y).

Demonstragao: As propriedades (i) a (#4) so 6bvias. Vamos demonstrar (w}).
Sejam X = (Z1,...,Zn), Y= (,..., Un) € z= (21,...,2a), e definamos
L,2{¢ € {1,...,n}|z =gy
L.&2{i €{1,. .. n}|z; =2z}
L, 2{i L. n}lz =y},

Temos que

duy (X,y) =n — |Iy,]
dg (x,2) =n — [I,]|
Ay (Z,y) =n—|L,],
onde |X| denota a cardinalidade do conjunto X. Dai segue que
da(x,2) + dy (z,y) = 2n — (|L,] + Eyl).
Mas
Lozl + | = Loz ULy + Lz N1y

Entao

dy(x,2) + du(z,y) =2n— |1,, UL,| ~ [L. N L,l.
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Como [L;; U L., < n, temos que
dH(X’: Z) - dH(Z:Y) 2 no-- FI:cz M Xzy! . (28)

Sev € L, NIy entdo ©; = z, e z; = . Dai segue que z; = y;, ou seja, i € I,,. Entdo

I.. N1, € Iy e, consequentemente, |I,, M I.,} < L|. Entao
n—Ie.NI, >n— L, =du(x,y). (2.9)

De 2.8 e 2.9 concluimos que dy(x,y) < dp(x,z) + dy(z,y). [

2.3.2 Cddigos de Bloco Lineares

Definigao 2.27 Se A ¢ um anel comutativo com identidade entdo AF e A" sio A-mddulos
livres de postos k e n, respectivamente. Se o codificador C : AF — A" ¢ um homomorfismo
wngetwo, dizernos que C € um codificador linear sobre A e que C € um cdédigo de bloco

linear sobre A, que denotaremos por (n, k). Os parametros n e k sdo, respectivamente, o
k

comprimento e a dimensdo do cédigo C, ¢ R4 + € a taxa de codificagido de C.

Observagio 2.14 Se C: A* — A" & um homomorfismo injetivo entdo a imagem de C €
um submddulo livre de A", isomorfo a A*. Entio um codigo linear sobre um anel A, de
comprimento n e dimensdo k, € um submddulo livre de A" de posto k. Reciprocamente, se
M € um submddulo livre de A", de posto k, entdo, pelo teorema 2.13, M ~ A*. Entdo eriste
um hornomorfismo injetivo C : A* — 47 cuja wmagem € M. Portanto todo submdédulo livre
de A", de posto k, é um cddigo linear sobre A, de comprimento n e dimensao k.

Se A= TF ¢ um corpo, dizemos que C ¢ um cédigo sobre o corpo F. Neste caso C € um
subespaco vetorial de F*, de dimensdo k. Reciprocamente, todo subespaco vetorial de E", de

dimensdo k, é um cdédigo linear sobre IF,

Sendo o conjunto de palavras cédigo de um cédigo de bloco linear um submédulo de

A", entdo a sequéncia toda nula de A™ & uma palavra codigo e a soma de palavras cédigos
) P g
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resulta numa palavra cédigo. Um atrativo dos codigos lineares € a estrutura algébrica que eles
possuem, dotando-os de propriedades que facilitam a mmpiementacio dos mesrmos. Estaremos
mais interessados em cédigos de bloco lineares sobre os andis Zy, onde q é uma poténcia de

2. Estes cédigos serao chamados de c6digos de bloco multiniveis sobre Ly

Teorema 2.15 Em um cddigo linear a disténcia de Hamming minima € igual ao peso de

Hamming minimeo.

Demonstracgao: Seja C um cédigo linear. Seja dp,_. a distdncia de Hamming minima e
seja wy,., © peso de Hamming minimo.

Sejam u,v € C. Temos que dy(u,v) = wi{u —v). Como C é um cédigo linear, temos que
u--v & (. Dai segue que a distancia, de Hamming entre quaisquer duas palavras cédigo é
igual ao peso de Hamming de alguma palavra codigo. Entéo dg_ > Wy, ... Por outro lado,

se v € uma palavra cédigo de peso minimo, entao

Wh,

22}

- ’LUH(V) == ’wH(V - G) = dH(V: 9) = dein‘

Portanto dg_, = wy_, . u

Definicao 2.28 Um cddigo de disténcia invariante (cddigo DI} € um cédigo C onde
o nimero de palavras cédigo que est@o a uma determinada distincia Fuclidiana quadrada

(D%} de uma palavra cédigo x ndo depende da escolha de x.
O peso Euclidiano quadrado (w3) de uma palavra x é definido por
wi(x) £ Di(x,0).
O teorema 2.15 também é vélido para D%, Assim, D} i = wh_ .

Teorema 2.16 Os cddigos lineares s@o codigos DI.
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Demonstracao: Seja ¢ um codigo linear e seja x uma palavra cédigo de C. Seja d um

nimero real. Podemos supor d > D2, min(C). Sejam
Hy={ve C|Di(v,x) = d} e Hy= {vec|pi(v,0)= d}.

Basta mostrarmos que H, e Hytém mesma cardinalidade.

Como C é linear, temos que
Hy={v € C|Di{v+x,x) =d}.

Dai segue que H, = x + H,. Portanto H, e Hy tém mesma cardinalidade, n

Em um cédigo DI todas as palavras cédigo tém o mesmo nimero de vizinhos. Em
particular, para cédigos lineares, o ndimero de vizinhos mais proximos de cada palavra cddigo

é igual ao niirmero de palavras cddigo de peso minimo.

Matriz Geradora e Matriz de Verificacao de Paridade

Seja C : A* — A" um codificador linear. Como C é um homomorfismo injetivo, existe
uma matriz &G de ordem & x n, de posto k, cujo espaco linha é a imagem de C, isto é, as
linhas de G geram o cédigo C. Fsta madtriz é chamada matriz geradora do codigo C. Esta
matriz nao € \inica, pois ela depende das bases que escolhemos para A* e A", Dizemos que G
estd na forma sistematica se ela estd na forma @ = (It [P ], onde I é a matriz identidade
de ordem % e P ¢ uma matriz de ordem & x (n—k).

Se G = {1z |P] entdo a matriz H == [P L, 4], onde Pt ¢ & transpostade Pe I, , éa
matriz identidade de ordem n — k, é chamada matriz de verificagdo de paridade de C.
Temos que H é uma matriz de ordem (n—k)xneGH =0. Se v éum vetor de A™ entao
o vetor s(v) £ vH' ¢ chamado de sindrome de v. Como GH' — 0 temos que um vetor v

de A™ é uma palavra codigo se, e somente se, a sua sindrome & nula, ou seja, vH' = 0.
Observacao 2.15 Seja C : (n,k} um cddigo multinifvel sobre Zy. Os vetores
e = {1,0,...,0),e;, = (0,1,0,...,0),...,e, =(0,0,...,0,1)
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s@o chamados padrées de erro do codigo C. Uma palavra x = (Z1,%9,...,2,) € Zy
contém um erro demagnitude ) ¢ Z.g, numa coordenada z,, se existe uma palavra cidigo
v ={v, v, ..., 0) de C tal que X = v Ae;. Suponhamos que esteja na forma sistemdtica
e seja H a sua matriz de verificacio de paridade. Fntdo X contém wm erro de magnitude A,
numa coordenade x;, se, ¢ somente se, s(x) = Ah;, onde h; denota a i-ésimag coluna de H,
De fato, suponhamos que x contém wm erro de magnitude X, na coordenada Z;, e seja

v = (v1,03, . ..,v) wma palavra cédigo de C tal que X = vidie;. Entdo
s(x) = s(veb Ae;) = s(v) @ As(e;) = Ah,

Reciprocamente, se s(x) = \h; entdo S(x) = As(e;). Daf seque que s(x G Ae;) = 0, ou seja,

x © Ae; € uma palavra cédigo de C.

2.3.3 C(Cdbdigos Convolucionais

Seja A um anel comutativo com identidade e seja C:A((D)F — AD)", n >k,
um homomorfismo injetivo. Dizemos que C é um codificador convolucional sobre A se
C pode ser representado por uma matriz G (D) cujos elementos estio em A [D]. Neste caso,
o A ((D))-submédulo de A (D))", gerado pelas linha de G (D), denotado por C, é chamado
codigo convolucional sobre 4. A matriz Q (D) é a matriz geradora de C, n e k sio o
comprimento e a dimensdo, respectivamente, ¢ R = —ff é a taxa de codificacao de C. Uma
matriz H (D) tal que H (D) G (D)" = O é chamada matriz de verificagao de paridade de C.
Se G (D) = [Ix [P (D)], onde I, é a matriz identidade de ordem k, dizemos que G (D) est4
na forma sistemdatica. Se A = F é um COIpo entao um cédigo convolucional sobre F é um
F((D))-subespaco de F ({D))".

Na secfo anterior, vimos que cada sequéncia de informacio a = (aq,..., ar) que entra no
codificador de um cédigo de bloco d4 ori gem a uma palavra cédigo que depende apenas dessa
sequéncia a. O mesmo nio ocorre em cSdigos convolucionais. De fato, suponhamos que uma
sequencia (infinita) de dados de informacao ¢ dividida em blocos, cada um com £ simbolos e

a cada instante de tempo um desses blocos entra no decodificador. Denotemos o bloco que
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entra no codificador no tempo discreto 7 por al™) = (agﬂ o a;(:'w)), esejacl” =alG (D) a
sequéncia codificada resultante. Como D é o elemento de atraso, segue que ¢ nio depende
apenas de al™ mas depende também de algims blocos anteriores a a(™. Isto significa dizer
que um codificador convolucional tem memdria. Os valores armazenados nos elementos de
memoria determinam os estados do codificador. O ntimero de estados de um codificador
convolucional sobre um anel A depende do ntimero de elementos de meméria, do nidmero
de elementos do anel A e da matriz geradora G (D). Um atrativo para se usar codigos
convolucionais é a disponibilidade de um algoritmo eficiente para a decodificacdo, como o
algoritmo de Viterbi.

Estamos mais interessados em cédigos convolucionais sobre os anéis Z,, onde ¢ é uma
poténcia de 2. Estes cédigos sdo chamados de cédigos convolucionais muitiniveis sobre

Z,.

2.4 Conclusao

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados basicos que usaremos nos
capitulos seguintes, Apresentamos os fundamentos algébricos, as definigdes de cédigos multini-

veis e alguns resultados.
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Capitulo 3

Modulagoes PSK Codificadas com

Cddigos Multiniveis

3.1 Introducao

Um esquema de modulacio codificada e um esquema de referéncia (ndo codificado)
transmitem informacdo a uma mesma, taxa, se o nimero médio de bits de informacdo em
cada simbolo codificado é igual ao nimero de bits em cada sfmbolo do esquema de referéncia.
Em outras palavras, o cédigo usado no esquema codificado deve ser escolhido de acordo com
esses dois esquemas de modulacio, pois a taxa de codificagao do codigo é quem determina o
numero médio de bits de informacio em cada sfmbolo codificado.

Numa modulagio 2" — PSK cada simbolo carrega m bits. Portanto, se o esquema
de referéncia é um 2™ — PSK e o codificado é um 2" — PSK . T > m, entdao, para que
esses dois esquemas tenham as mesmas taxas de transmissio de informagao, cada sfmbolo
codificado deve ter em média r — m bits de redundincia. Neste caso, devemos usar um
codigo de taxa R = ™ pois assim, se a fonte bindria emite m bits a cada intervalo de tempo
T', entao cada sfmbolo codificado carrega em média m bits de informacéo. Geralmente, em
esquema de modulagao codificada ¢ — PSK, quando o esquema de referéncia é 2™ — PSK e

desejamos que os esquemas codificado e de referéncia tenham as mesmas taxas de transmissao
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de informacao, consideramos a modulacio 2™+! — PSK para o esquema codificado e usamos

um codigo de taxa R = 2.

Ungerboeck [28] e Sayegh [27] witilizaram codigos bindrios em seus esquemas de modi-
lagao, enquanto que Baldini et ol [5] apresentaram esquemas de modulacdo codificada,
utilizando cédigos multiniveis sobre os anéis Zq. Este capitulo tem como objetivo descrever
0s esquernas apresentados em [1, 3, 4]. Vamos considerar modulacdes g—PSK codificadas
com cédigos sobre os anéis Z;. Como veremos a seguir, os codigos mais adequados para
seremn usados em modulacoes g—PSHK sao os cédigos multiniveis sobre os andis L.

Na préxima secao faremos algumas consideragdes sobre os espacos PS K, onde destacare-
mos a identificagao que pode ser feita entre o conjunto dos pontos de um espacog— PSK eo
anel Z,. Na se¢ao 3.3 consideraremos esquemas de modulacdes PSK codificadas, utilizando
codigos de bloco multiniveis. Apresentaremos o processo de codificacéo e discutiremos o

problema de rotagéo de fase. Na secAc 3.4 repetiremos o procedimento da secao 3.3, desta

vez com cédigos convolucionais multiniveis.

3.2 Espacos de Sinais PSK

Um espago de sinais ¢ — PSK pode ser representado no plano complexo por ¢ pontos,
30,81, - - - , 8g—1, dispostos uniformemente sobre uma circunferéncia de centro na, origem, como
mostra a figura 3.1. Considerando o sistema com energia normalizada, isto é, a circunferéncia
com raio unitario, esses pontos represenntam as raizes g-ésimas da unidade, ou seja, os nimeros

.

2
complexos zp = e_f?"l, E=0,1,...,9— 1. A distancia Euclidiana quadrada ( D% ) entre dois

sinais s; e 5, € dada por

2imj
2 2 2img 2manj 2 2y 2 [
De(s,8m) = |z ~zn|° =je 4 —e ¢ | =|¢ ¢ —— — 1 (3.1)
g a
2y 12 2(1omng 2
= le ¢ — 1! == lg ¢ —_— ,

onde & denota a diferenca médulo q. O valor da expressio (3.1) depende apenas dos indices

l e m. Entdo a D% entre dois pontos pode ser definida como uma, funcdo dos seus indices,
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da seguinte maneira:
2

Di(s1,5m) = DE(l,m) 2 R (3.2)
Dai segue que o peso Euclidiano quadrado (w% ) é dado por
i 2
wi(l) 2 D3(1,0) = |7 — 1 (3.3)
De um modo geral, temos que
D (l,m) = wi(lem). (3.4)
Im
i .
2
5
f{ 50 Re
-1 1
Sy-l
Se2
3
Figura 3.1: Espaco de Sinais ¢-PSK
Analogamente, a D} entre duas 7-uplas x = (Z1,..,20) e ¥y = (1,... +Yn), onde
Ty, Y1 € Ly, L = 1,...,n, é dada por
e "] 2w 2
D%}‘(Xy)ézpﬁ}(lhyi)zz € ? -1 (35)
I=1 I=1

O conjunto de sinais g~ PSK pode ser identificado com o anel Z,, fazendo a corres-
pondéncia s; «— [, entre os sinais de g—PSK e os elementos de Zy. Devido a essa iden-
tificacao, nos referimos a um simbolo de Z4 como se ele fosse o sinal correspondente de
q—-PSK. Quando um sinal s ¢é rotacionado por um angulo de 2—’("13 rad, no sentido anti-
hordrio, o sinal resultante é s;g,. Dai vemos que tal rotaciio resulta no sinal correspondente
ao simbolo I @ r de Z,. Denotando por p-(81) a rotacio do sinal s; por um angulo 3’;—” rad

temos que p-(st) = sigr ou, de modo equivalente, o)y =1&r.
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Defini¢ao 3.1 Sex = (21,...,2,) € wma n-upla com simbolos em Lq, uma rotacdo de um

angulo & em x sigrifica uma rotacdo de 8 em cada componente de X,

Observagdo 3.1 Sex = (z,...,2,) temos que
or(X) = (prn), - - puln) = (01 B 1.z @ 7). (3.6)
Denotando por p(x) a rotagdo de %’"f rad em x = (z1,...,z,)}, temos que
px) = (z1®1,... 2, ®1). (3.7)

De 3.6 e 3.7 seque que

onde p" denota a composicdo da funcdo p com ela mesma T vezes.

3.3 Modulagées PSK Codificadas com Cédigos de
Bloco Multiniveis [1, 3]

3.3.1 Introdugao

Nesta se¢ao vamos considerar esquemas de modulagoes PSK codificadas com codigos
de bloco sobre os anéis Z,, onde g é uma poténcia de 2. Quando o esquema de referéncia for
uma modulacao 27 — PSK, geralmente consideraremos como conjunto de sinais expandido
uma modulagao 2™+ — PSK e, neste caso, utilizaremos codigos de bloco multiniveis sobre o
anel Z,, de taxa R = s, onde g = 21 Dessa maneira, os dois esquemas, codificado e nao
codificado, terdo as mesmas taxas de transmissio de informagdo. O processo de codificacio,
que serd apresentado na préxima secao, naoc requer particionamento de conjunto pois os
simbolos de informacéo sio mapeados diretamente nos sinais da modulagdo. O problema de

rotagao de fase também serd analisado.
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3.3.2 Processo de Codificacio

Cada bloco de m + 1 bits, saindo de uma fonte binéria, ¢ mapeado em um dos simnbolos
de Zy, onde g = 2™*'. Geralmente é wutilizado o mapeamento de Gray pois isto minimiza
o numero de bits errados quando um simbolo é decodificado erradamente. Cada sequeéncia
de k desses blocos, ou seja, cada sequéncia de k{m -+ 1) bits que sai dessa fonte bingria é
mapeada numa sequéncia a = (ag,.. ., ay) cujos simbolos pertencem ao anel Z,, chamada
sequéncia de informagdo. Esta sequiéncia de informacao é enviada para o codificador de
bloco multinivel (CBM) onde é codificada e transformada numa sequéncia codificada
¢ = {¢1,...,Cn), cujos simbolos tambér pertencem a Zy, que é chamada de palavra cédigo.

Essa palavra codigo, depois de modulada é enviada através do canal. Como a taxa do cédigo

& R o miH devemos ter fg w ;5% A figura 3.2 ilustra esse processo.
; b, |
‘1 Fonte b: Mapeador
: : a={(ay...,ax) C={Ciye, €n)
N : CBM
;i Binaria b ai= M(b,..., b ) E
' 53] !

Fonte Multinivel

Figura 2.2: Processe de codificagio de uma modulacio g — PSK , utilizando um cédigo de

bloco multinivel de taxa E = %

O conjunto formado pela fonte bindria e o mapeador pode ser considerado como um

iinico bloco, chamado fonte multinivel.

3.3.3 Rotacao de Fase

Os espagos de sinais ¢—PSK tém ambiguidade de fase de muiltiplos de 2575 rad. Essas
ambiguidades sao ocasionadas por rotacées de fase da portadora dos sinais transmitidos

através do canal. Assim, caso ndo sejam tomadas providéncias para anular o efeito dessas
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rotacoes, o desempenho do sistema pode ser seriamente afetado.
Nesta se¢ao veremos que o uso de um codificador/decodificador diferencial juntamente

com c6digos adequados tornam o sistema imune aos efeitos dessas rotacies de fase.

Definicdo 3.2 Dizemos que win cédigo C é rotacionalmente invariante (RI) sob um
angulo 8 se pg(x) € C, Vx €C, onde pg (x) significa a rotacio do vetor x por um dngulo 0,

no sentido anti-hordrio.

Definicao 3.3 Um cddigo € dito transparente se ele é RI sob todus as ambiguidades de

fase do esquema de modulacdo.
Sex = (2i,...,2,) € Z3, vimos que (equagio 3.8)
pr(X) = (1 @7, 2, B 7) = pl(x). (3.9)

Assim, nmum esquema de modulagio ¢ — PSK, para verificarmos se um cédigo multinivel
sobre Z, é transparente basta verificarmos se ele é RJ sob o angulo 8 == zq—""f rad.

O teorema seguinte caracteriza os cédigos de bloco lineares multinfveis transparentes.

Teorema 3.1 Um c¢édigo de bloco linear C sobre Zy € transparente se, e somente se,

u=(1,....1) € uma palavra cédigo.

Demonstragao: Sendo € um cédigo linear, temos que a sequéncia toda nula uy = (0,...0)
¢ uma palavra c6digo. Se € ¢ transparente entio p(u,) também é uma palavra codigo. Como
p(up) = u, segue que u é uma palavra cédigo.

Reciprocamente, suponhamos que u é uma palavra codigo e seja x = (z,. .., Zy) uma

palavra cédigo qualquer de C. Temos que
pPE)= (181, 2, @& 1) = (zr,...,z.) B (1,....1) =xBu (3.10)

Como x e u sdo palavras cédigo e C é linear, segue que p(x) é uma palavra cédigo. Portanto

C é transparente. -
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Do teorema 3.1 concluimos que para um codigo de bloco mmltinivel ser transparente
basta que a sua matriz geradora tenha uma linha com todos os elementos iguais a 1 ou que
a soma dos elementos de cada coluna seja 1.

O nso de cédigos transparentes juritamente com um codificador /decodificador diferencial
tornam o sistema imune aos problemas causados por rotagoes de fase. Na figura 3.3 o sfmbolo
D dentro dos quadrados significa wm atraso de tempo de um sfmbolo da sequéncia. Assim,
quando a sequéncia de informaciio b(12) = by+b, D+by D24 .. & diferencialmente codificada,

obtemos a sequeéncia a{D) = aq + a; 2 + a,D? + - - -, onde
a(D) =b(D)®a(D)D. (3.11)

Podemos supor, sem perda de generaliclade, que o estado inicial das memérias do codificador

e do decodificador diferenciais é zero. IDe 3.11 temos que

a1=bl @alwl, l=0,1, (312)
b(D) —~ a(D) ; Codificador
Transparente
c
Codificador Canal Lo
Diferencial —
C
Decodificador| A(D) 5 bD)
| Transparente D T
Decodificador
Diferencial

Figura 3.3: Codificacio Diferencial

Como o cédigo tem taxa R = ﬁ, a sequéncia a(D) é dividida em blocos de % simbolos
cada, que entram no CBM e sdo codificados, originando numa palavra cédigo ¢ = (e1,. .., cn),

que € enviada através do canal. Se o canal introduz uma rotagao de fase de 2f—q”‘raci na
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palavra cédigo ¢ entdo a sequéncia quie chega ao decodificador linear ¢ do tipo
¢ == p,.(c) &n,

onde n é uma sequeéncia que represenita o ruido do canal. Se o codigo € transparente entio
pr(c) é uma palavra cédigo e, neste caso, o decodificador linear realiza o processo de deco-
dificagdo como se p,(c) fosse a palavra cédigo que saiu do CBM. Entao, caso ndo haja erro

de decodificagio, a sequéncia que sai do decodificador linear &
a = p,(a)=a(D)sru(D) (3.13)
onde u(D) ¢ a sequéncia toda 1. Decodificando diferencialmente a sequéncia &, obtemos
b(D) = a(D)saD)D. (3.14)
De 3.13 segue que
b(D) =[a(D) & ru(D)|& [a(D) & ru(D)] D=
[a(D)sa(D)D]erla(D) o a(D)D].

Como u(D) ¢ a sequéncia toda 1 entdo w1(D)D também é a sequéncia toda 1, pois o atraso de
1 simbolo desta sequéncia nio a altera, ou seja, u(D) = u(D)D. Logo u{D} & u(D)D= 0.
Entao

b(D) = a(D) e a(D)D.

Mas de 3.11 temos que a(D} & a(D)D== b(D). Portanto, se ndo houve erro de decodificacao,
b(D) = b(D).

3.3.4 Ganho de Codificacao

A taxa de erro de bit de um sisterna de comunicagao digital ¢ uma funcio da razio de
energia média de bit por ruido %—% O gamnho de codificagao g de um esquema de modulacio

codificada, a uma determinada taxa de erro de bit, é dado pela diferenca entre os valores de
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% [dB] necessérios para que os sisternas codificado e niio codificado (sistema de referéncia)

atinjam essa taxa de erro de bit, ou seja,

_ (&

O limite da expressio 3.15 quando —%— — ¢ ¢ chamado de ganho de codificago assinté-

- %—i) [4B] (3.15)

tico, ¢ denotado por g, e é dado por

log M, _ D?
9o = 1010810 (loggM RDQEC) 48] (3.16)
TG Fae

onde M, e My, sdo o mimero de sinais dos esquemas codificado e niio codificado, respec-

tivamente; R € a taxa do cédigo; DE_ e D%  sdo as distancias Euclidianas quadradas dos
esquemas codificado e ndo codificado, respectivamente. Omitimos as bases dos logaritmos
em ilfé&ﬂ%% porque o valor desse quociente nio depende da base do logaritmo. Entretanto, é
conveniente usar a base 2, ji que M, e M,,, sdo poténcias de 2.

A figura 3.4 mostra o desempenho de um cédigo multinivel {10,5) sobre Z, adequado
para uma modulagao 4 — PSK, em relacao & modulacio 2 — PSK nao codificada. Para uma
taxa de erro de bit igual a 107°, 0 gannho de codificagao é de aproximadamente 3,6dB.

Em {1, 3] sdo apresentados varios exemplos de cbdigos de bloco multiniveis sobre Z, com
os respectivos ganhos de codificacio assintéticos, do esquema codificado sobre o esquema de
referéncia. Com um cédigo (22, 11) transparente, sobre Zy4, foi obtido um ganho de 7,0dB
do 4 —~ PSK codificado sobre 0 2 — P.S K nao codificado. Com um codigo (14, 7) sobre Zig,
foi obtido um ganho de 7,27dB do 16 — PSK codificado sobre 0 8 — PSK nao codificado.
Devemos observar que, neste tiltimo caso, os dois esquemas nao tém as mesmas taxas de
transmissao de informacao. Os cédigos sobre Zs, de taxa %, adequados para 8 — PSK, nao
apresentaram desempenhos tao bons quianto estes, uma vez que o maior ganho obtido foi de

3,36dB, do 8 — PSK codificado sobre o 4 — PSK nao codificado, com um codigo (12, 8).
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- Nao Codificado __ Cédigo (10,5)

Taxa de Erro de Bit
&

-
(=)

o] 1 .2 3 4 5 8
Eb/MNo [dB]

Figura 3.4: Desempenho do 4 — PSA codificado em relagio ao 2 — PSK nio codificado.

3.4 Modulagoes PSK Codificadas com Cédigos

Convolucionais Multiniveis [1, 4]

3.4.1 Introdugao

Nesta secao vamos considerar esquemas de modulacdes PSK codificadas com codigos
convolucionals sobre os anéis Z,, onde g é uma poténcia de 2. Quando o esquema de re-
feréncia for uma modulagio 2™ — PSK, geralmente consideraremos como conjunto de sinais
expandide uma modulagio 2™ — PS K e, neste caso, utilizaremos cddigos convolucionais
multiniveis sobre o anel Z,, de taxa R = a7, onde ¢ = 2™t Dessa maneira, os dois
esquemas, codificado e nao codificado, terio as mesmas taxas de transinissio de informacao.

O processo de codificacdo, a exemplo do que ocorreu na secao 3.3, nao requer particiona-

mento de conjunto pois os simbolos de informacao sio mapeados diretamente nos sinais da
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modulacao.

3.4.2 Processo de Codificacao

Vamos descrever o processo de codificacao, que utiliza um cédigo convolucional multing-

vel sobre Z,, g = 2% de taxa R = m”‘il. Primeiramente ¢ feito o mapeamento dos bits, que
sao emitidos pela fonte bindria, nos simbolos de Z,. Como ¢ = 2™, cada bloco de m + 1
bits é mapeado num dos simbolos de Z,. Geralmente é utilizado o mapeamento de Gray
pois isto minirmiza o mimero de bits errados quando um simbolo ¢ decodificado erradamente.,
Como o cédigo tem taxa R = -, a cada tempo discreto 7, entra no codificador con-
volucional multinivel (CCM) uma sequéncia de informacio a = (a, . -y @), cujos
simbolos pertencem a Z,. Esta sequéncia de informagéao é codificada e transformada numa
sequéncia codificada ¢ = (¢;,..., ¢;yq1), cujos simbolos também pertencem a Z,, € que,
depois de modulada, ¢ enviada através do canal. A figura 3.5 ilustra esse processo. O con-

junto formado pela fonte bindria e o mapeador pode ser considerado como um tinico bloco,

chamado fonte multinivel.

E b: ;
; b2 i
i| Fonte : Mapeador a2 = (a,...,a8 ) €= (Cryen Canl )
T ; : i CCM
| Bindria b ai= M(bi,...,bau ) |
: m+} :
Fonte Multinivel

Figura 3.5: Processo de codificacio de uma modulagio g — PSK , utilizando um eddigo

m

convolucional multinivel de taxa B = p——

Codificador Convolucional Multinivel (CCM)

Vamos representar o cédigo convelucional multinfvel, usado no processo de codificacao

descrito acima, pela sua matriz geradora G(D) e vamos supor que essa matriz esteja na
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forma sistematica. Entdo

g V(D)/ (D) ]

G p
gD}/ f(D)
G(D) =[In|P(D)] = |L, _ : (3.17)
9"(D)/f(D) |
onde I, é a matriz identidade de ordern m, P(D) é uma matriz de ordem m x 1 e
{2 e ) s ] (&)
gY(D) =g D + .+ 0"D+ g €2,1D
0D+ of & 2,(0) 19

f(D)=fD* +---+ fiD + 1 € Z,[D]

$80 os polindmios responsdveis pelas conexées de alimentac@o e realimentacio, respectiva-

mente. A figura 3.6 ilustra o CCM. Tammbém usamos a notacio

(5™ g) - - (o™ ™) (e 1)
para representar o codigo gerado pela mmatriz 3.17.

ai [

a1 . Cz

Figura 3.6: Estrutura do Codificador Convolucional Multinivel (CCM).

A matriz de verificagio de paridade é

H(D) = [-P(D)’ 1]. (3.19)



Em cada tempo discreto 7 temos que

a(D)G(D) = c(D). (3.20)

Observando a figura 3.6 vemos que o valor q;t.(” armazenado no i-ésimo elemento de

memdria, no tempo discreto 7, é

(ry ~ fiCmi1 B Z}lz Qz{j)%’ 57 %i;l), se 1<i<s

V;

() ‘ (3.21)
~fitmia © 300 gia;, se i=s

As operaces em 3.21 sdo realizadas no anel Z,. Se N é o mimero de estados do CCM entao
N < g% (3.22)

A igualdade ocorre, ou seja, N = ¢° se, e somente se, todos os valores de Z, sdo asssumidos
pelos @t@ (equagdes 3.21). Para que tenhamos a desigualdade N < ¢°, basta que todos os
coeficientes gz@ ) e fi sejam pares, exceto f; que é 1. Neste caso todos os /" sio pares.

f)

3.4.3 Rotacao de Fase

A definicdo de cédigo transparente dada na subsecio 3.3.3 e o teorema 3.1 podem ser
facilmente estendidos para cédigos corrvolucionais multiniveis. De modo analogo ao que fize-
mos para cédigos de bloco, podemos mostrar que o uso de um codificador /decodificador
diferencial juntamente com um cédigo convolucional multinfvel transparente tornam o sis-

tema imune aos problemas causados por rotagdes de fase da portadora

3.4.4 Ganho de Codificacao

O ganho de codificagao assintético do esquema codificado em relacdo ao esquema de

referéncia, neste caso, é dado pela expressio

}'O MC Dzreg
9o = 10log, 4 (1oggM RD);E ) By, (3.23)

onde M. e M,. sdo o mimero de sinais dos esquemnas codificado e nao codificado, respecti-
vamente; R € a taxa do cédigo; D%, e D3, séo as distancias Euclidianas quadradas dos

esquemas codificado e nao codificado, respectivamente.

44



Observagao 3.2 Se os esquemas codificado e ndo codificado sio 27+ — PSK ¢ 9™ — PSK,

respectivamente, e o codigo tem taza #2 = 24, @ expressdo 5.28 assume a forma
DQT e
goo = 10logy, (D’; ¢ ) [dB]. (3.24)
ETLC

Exemplo 3.1 A matriz
G(D) == [1 (D+2)/(2D+1)]

define um cédigo convolucional linear sistemdtico com realimentacio, de taza «%, sobre Z,,

adequado para modulacées 4— PSK. A figura 8.7 mostra a estrutura do CCM. Na tabela 9.1

C1

S

a)
g -LEJE
Figura 3.7: Estrutura do CCM do cédigo 12/21.

mostramos todas as possiveis transicées entre dois estados no diagrama de trelica e na figura
3.8 mostramos essas transicdes na trelica. Da figura 5.8 concluimos que a palavra toda 1 €
uma palavra cédigo e que D3, = 8. Dai seque que g = 3,01 dB sobre o esquema 2 — PSK

nao codificado.

Em [1, 4] s&o apresentados vérios exerplos de cdigos convolucionais multinfveis sobre
Zg, com os respectivos ganhos de codificagio assintéticos do esquema codificado sobre o
esquema de referéncia. Com cddigos sobre Z,, com 1024 estados, foram obtidos ganhos
assintéticos de 8,45dB com codigo ndo transparente, ¢ de 7,048 com cbdigo transparente,

do 4 — PSK codificado sobre o 2 — P.S K nao codificado. Cédigos sobre Zs também apre-
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Entrada (ay) | Estado (r) | Estado (v +1) | Saida (e1¢2)
0 O 0 00
1 12
20
30
01
13
21
33
02
10
22
30
03
11
23
31
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Tabela 3.1: Transicies de estados para 0 CCM do codigo 12/21.

sentaram bons desempenhos, com ganhos de até 6,0dB, do 8 —~ PSK codificado sobre o

2 — PSK nao codificado, com cédigo transparente de 512 estados.

3.5 Conclusao

Neste capitulo apresentamos técnicas de codificagio de modulagdes ¢ — PSK, q=2m,
utilizando cédigos multiniveis sobre Z,. Cédigos de bloco e convolucionais foram con-
siderados e, em ambos os casos, foram obtidos bons ganhos de codificacio assintéticos,

considerando-se as modulagoes 27! — PSK e 9™ — PSK como esquemas codificado e nao
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Figura 3.8: Diagrarma de Treliga para o Cédigo 12/21.

codificado, respectivamente. Os cédigos convolucionais apresentaram, em geral, desempenho
melhor que os cédigos de bloco, em termos de ganho de codificagao assintético. Os proble-
mas causados por rotagbes de fase dav portadora, introduzidas pelo canal, também foram

analisados.
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Capitulo 4

Modulagoes QA M Codificadas com

Cédigos Convolucionais Multiniveis

4.1 Introducao

As ambiguidades de fase dos espacos de sinais g — (QAM retangulares sio de miiltiplos
de 3 rad, enquanto que os cédigos transparentes sobre Zq sao RI sob miiltiplos de %"1 rad.
Assim, quando ¢ > 4, ndo é possivel 1sar coédigos multiniveis sobre Zy para eliminar erros
causados por rotagdes de fase da portadora, introduzidas pelo canal. Para contornarmos este
problema, vamos considerar apenas os esquemas de modulagao ¢ — QAM, onde g = 4m,
m 2 1, codificados com cédigos multiniveis sobre Z,. Assim podemos encontrar cédigos BRI
sob todas as ambiguidades de fase da modulacio.

Como o espago 4™ — QAM tem 4™ pontos podemos rotular os pontos desse espaco com
m-uplas 1&g - T, onde z; € Ly, i = 1, .. ;m. No processo de codificaciio, como usamos
cddigos multiniveis sobre Z4, podemos fazer o mapeamento dos simbolos de Z; nos simbolos
dos rétulos dos pontos do espaco. O processo de codificagio também envolve um particiona-
mento de conjuntos, que depende da maneira como os pontos do espaco sio rotulados. Como

veremos adiante, com rotulamentos adequados podemos otimizar o desempenho dos codigos,

maximizando a distancia Euclidiana entre sequéncias codificadas, e também podemos en-
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contrar cédigos transparentes, que tornam os sistemas lmunes aos problemas causados por
rotagbes de fase da portadora. Na sec&o seguinte apresentamos um método para se fazer tais
rotulamentos. A seguir mostramos corno utilizar cédigos convolucionais multiniveis sobre Zy
em esquemas de modulaces 4™ — QA M. Apresentamos também o processo de codificacao e

mostramos como os sinais de 4™ — QA M sdo associados aos ramos do diagrama de treliga [17].

4.2 Rotulamento dos Pontos de um Espaco de Sinais
4"-QAM

Nesta secdo, com o objetivo de simplificarmos a notacao, vamos denotar o espaco
4" —QAM por 8™ e o espago 4—QAM por S. Existe uma correspondeéncia biunivoca entre os
pontos (sinais) do espago 8™ e o conjunto Z7 £ (T1yo ) |2 € Zyy i =1, ... m}. Entao
podemos rotular cada sinal de 8™ com uma m-upla ordenada zz5 . . . z,, cujos simbolos per-
tencem a Z4. Além disso, podemos definir operacdes de soma e produto que tornam 8™ um
anel jsomorfo a Zj*, basta que a soma (produto) de dois sinais s1 € 8y seja definida como
sendo o sinal s cujo rétulo é a soma (produto) médulo 4 componente a componente dos

rotudos de 57 e s2. A aplicacio
O Ly — 8™ ; Om (21, 2m) = 8

¢ um isomorfismo, onde s é o sinal cujo rétulo é z; - - - z,,. Assim, o espago 8™ §, de fato, um

produto direto de 8, ou seja,

S™=8x..-x8§ (4.1)
pois
Zyg~=8 = ZyX- -xXZy~8Sx - .x8. (4.2)

Definicao 4.1 Dizemos que um rotulamento de 8™ & transparente se o rotacdo de qual-
quer sinal de S™ por wm dngulo de 5 Tad, no sentido anti-hordrio, corresponde a somar 1,

mdodulo 4, a cada simbolo do seu rétulo.
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Exemplo 4.1 Na figura 4.1 mostramos 08 possiveis rotulamentos transparentes de S,

E claro que um rotulamento de §™ ¢ transparente se, e somente se, o rotulamento de
cada fator do produto direto da equagao 4.1 é transparente. Nio é necesirio que todos os

fatores tenham o mesmo rotulamento.

ol o

=]
=
w @
Tad
i

—- @
(=N 1
(=¥ ]
-

(a) (b} {c) (d)

Figura 4.1: Rotulamentos transparentes de 4-QAM.

Vamos descrever um método indutivo de se obter um rotulamento transparente de
S™ a partir de um rotulamento transparente de 8™, m > 2. Na figura 4.2 mostramos
rotulamentos transparentes de S, §2 ¢ §3 que ilustram esse método. No caso do rotulamento
de 8%, que foi feito a partir do de $?, seguimos o seguinte procedimento: dentro de um
mesmo quadrante o simbolo da direita é o mesmo para todos os rétulos, e os dois simbolos
mais a esquerda de cada rétulo seguem o rotulamento de 8. Convém observar que o simbolo
da direita determina o quadrante em que o ponto se encontra, ou seja, podemos dizer que
esse simbolo rotula os quadrantes. FEsse rotulamento dos quadrantes deve ser feito de acordo
com um dos rotulamentos transparentes de S. Este procedimento pode ser usado para obter
o rotulamento de 8™ a partir do de §™~1. Neste caso, colocamos uma “copia” de 8™~ em
cada quadrante, ou seja, dispomos os 4™~ pontos de S™=1 com os seus respectivos rétulos,
em cada quadrante e, em seguida, acrescentamos & direita do rétulo de cada ponto o simbolo
correspondente ao rétulo do quadrante em que ele se encontra. Dessa maneira, aplicando
sucessivamente esse método, a partir de um rotulamento transparente de S, podemos chegar
a um rotulamento transparente de ™. Nio & Necessario usar o mesmo rotulamento de 5
em todas as etapas desse processo. Fste método é uma consequéncia direta da equacao 4.1,

pois 8™ = 8™ x §. Na figura 4.3 mostramos um rotulamento transparente de 64 — QAM
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onde sdo usados diferentes rotulamentos de 8.
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Figura 4.2: Rotulamentos transparentes de 4-QAM, 16-QAM e 64-QQAM.

4.3 Rotacao de Fase

Os espagos de sinais 4" — Q AM tém ambiguidades de fase de multiplos de 5 rad. Entéo,
em um esquema de modulag@o 4™ — QAM , codigos transparentes devem ser RJ sob todos os
muiltiplos de £ rad. (definigdo 3.3, pdgina 37). Mas, se v = (v, . ), v € Zy,i=1,....n
e pp(v) denota a rotacio de v (no sentido anti-hordrio) por um angulo § = A rad, segue
da equagao 3.6 que pi(v) = (1, Bk, .. -s¥n @ k). Entdo, em um esquema de modulacio
4™ ~ (QAM, para que um cédigo multinivel sobre 44 seja transparente basta, que ele seja RJ
sob o dngulo 6 = Z rad.

No capitulo anterior, quando analisamos o problema de rotagao de fase da portadora, nao

nao foi feita alusio explicita ao rotulamento dos pontos do espaco de sinais qg—PSK. Isto se
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Figura 4.3: Rotulamento transparente de 64-QAM, com diferentes rotulamentos de 4-QAM.

deve ao fato de que para esses espacos existe um rotulamento natural, que casa perfeitamente
com 0s codigos multiniveis sobre Zg. Como %—5 rad é a ambiguidade de fase minima do espaco
q— PSK, segue da equacdio 3.7 que esse rotulamento natural é transparente. Este fato foi
fortemente usado na demonstracio do teorema 3. 1, quando usamos a equacio 3.10. E facil ver

que o teorema 3.1 também vale para cédigos multiniveis sobre 7, em modulagdes 4™ — QAM,

i22

desde que o rotulamento seja transparente.

Quando usamos cédigos transparentes em esquemas de modulacdes 4™ — QAM e o ro-
tulamento dos pontos do espago também ¢ transparente entio os problemas causados por

rotagoes de fase da portadora podem ser resolvidos corn o uso de urm codificador /decodificador

diferencial.
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4.4 Processo de Codificacio 117]

Nesta se¢do vamos considerar esquemas de modulagoes 4™ QAM, m > 2, codificadas
com cédigos convolucionais multinfveis sobre Zy . Tomaremos como esquema de referéncia a
modulacao %f — QAM. Em cada esquema utilizaremos um eédigo convolucional multinivel
sobre Z,, de taxa R = gg““m;l Dessa maneira, os dois esquemas terao as mesmas taxas de
transmisséo de informagéo. O processo de codificacdo tem como base um particionamento de
conjunto que visa maximizar a distincia Euclidiana minima entre sequéncias codificadas. O
processo de codificacdo e o método de particionamento de conjunto serio descritos a seguir,

Consideremos um esquema de modulagio 4™~ QAM codificada, m > 2, e tomemos como

esquema de referéncia a modulacio i‘; = QAM sem codificacio. O processo de codificacdo

utiliza um cédigo convolucional multinfvel sobre Z,, de taxa R — 2’2”;1. Primeiramente
é feito o mapeamento dos bits, que sdo emitidos pela fonte bindria, nos simbolos de Z4.
Cada par de bits ¢ mapeado num simbolo de Z4 e estes simbolos sdo enviados em bloco
para o codificador convolucional multinive] (CCM). Geralmente ¢ utilizado o mapeamento
de Gray pois isto minimiza o niimero de bits errados quando um simbolo ¢ decodificado

erradamente. Como o cédigo tem taxa Ro=2m=1 5 cada tempo discreto 7, entra no COM

2m
uma sequéncia de informacio a = (aq,.. -y Q2m—1}, cujos simbolos pertencem a Z,. Esta
sequéncia a é codificada, dando origem a uma sequéncia ¢ = (C1,-. . com), cujos sfmbolos

também pertencem a Z;. Como cada sinal de 4™ — QAM & rotulado por m sfmbolos de
Z4, associamos dois sinais de 4™ — QAM a sequencia ¢, ou seja, a sequéncia ¢ deve ser
subdividida em duas subsequéncias ¢! o c?, onde ¢t = (cl,- . cm) e c? = (Cms1se e o) Com),
e associamos um sinal s; de 4™ — (QAM & subsequéncia ¢, i=1,2. Em onutras palavras, 3
sequeéncia ¢ associamos um par ordenado s = (51,5;) de sinais de 4™ — QAM. Esse par de
sinais ¢ modulado e enviado através do canal. A figura 4.4 ilustra esse processo, e a figura
4.5 mostra nm CCM sistemético com realimentacéo. O conjunto formado pela fonte bindria
€ 0 mapeador pode ser considerado como um tinico bloco, chamado de fonte multinivel. O

mapeamento das subsequéncias ¢’, nos sinais Si; 1= 1,2, é feito de acordo com wm método

de particionamento de conjuntos que garante 1uma certa distancia Euclidiana minima entre
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sequéncias codificadas.

e B

{ Mapeador
|

g Fonte m ?\:‘5 ] i4,1’~QAM

i Comep,—- 4
r_u*a_ﬂ Mapeador { o

LoE
[

I C2m

___________________________________________

Figura 4.4: Processo de codificacdo de uma, modulacao 4™ — QAM , usando um cédigo

convolucional de taxa B = 2—2%1

4.5 Particionamento [17]

No processo de codificacio que acabamos de descrever, cada sequencia de informacao
a = (ay,...,asm_1), quando codificada, origina wm par ordenado (51,82) de sinais de
4™ — QAM. A maneira como esses pares (s, s;) sdo associados aos ramos do diagrama
de trelica é feita por meio de um particionamento do conjunto (4™ — QAM) x (4™ — QAM).
Esse particionamento é feito a partir do particionamento de Ungerboeck [28] do conjunto
4m—-QAM. Nafigura 4.6 mostramos o particionamento de Ungerboeck do conjunto de pontos
do espaco 16 —QAM, que vamos usar bara o particionamento de (16 — Q AM )x (16 — QAM).
Na figura 4.6 o conjunto 16 — QAM estd representado por Ay e a distancia Euclidiana
quadrada minima é igual a d?. Esse método de particionamento de conjunto reduz a comple-
xidade de decodificacdo, quando o método de decodificagio de Viterbi é usado em cons-
telactes maiores.

No nivel 1 da particio dividimos Ap em dois subconjuntos By e B, tais que a D‘%Jmm
em cada um deles é df = 2d2. No nivel 2 cada subconjunto do nivel 1 é dividido em dois
subconjuntos, resultando num total de quatro subconjuntos Cy, C7, O e ('3, tais que a fo;»min

em cada um deles é df = 4d2. No nivel 3 repetimos o processo e obtemos os subconjuntos
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Figura 4.5: CCM de um cédigo sistemadtico com realimentacio, de taxa R = 2—2”3-;;‘—1

Dy, i==0,1,...,7, tais que a D% em cada um deles é d3 = 8d3.
Para simplificar a notacio, vamos denotar o prodito cartesiano de dois conjuntos A e

B por AB. Assim, AyA, representa o conjunto de todos os pares (s;,s;), onde s; e §; SAO

sinais de 16 — QAM.

Observacao 4.1 Se § = 518 e T =TT}, onde Sy eTy, i = 1,2, podem ser Ay ou qualgquer

um dos seus subconjuntos obtidos pelo particonamento de Ungerboeck (figura 4.6 ), entdo:

1. A D%y, entre elementos de wm, mesmo subconjunto ¢ chamada disténcia intra-

conjunto. Neste caso, temos que

Dipunin(S) & min { D}, (81), D in(S)} (4.3)

2. A distdncia inter-conjuntos, entre dois subconjuntos, € a D% . entre os elementos

de um dos subconjuntos e os elemnentos do outro. Neste €aso, temos que

Dismin( S, T) £ mmin { D ((s1,55), (t1,42)) 5 5, € S t, € T, § — 1,2} =
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Figura 4.6: Particionamento de Ungerboeck do conjunto de pontos do espago 16 — QAM.

2
2111111{2[)‘2;3 (Sz,fz) SiGSi,ti ET;} (4.4)

f==]
O primeiro nivel da particao de Ao Ay divide o conjunto ApAp em quatro subconjuntos
ByBy, BoBy, B1By e B,B,. Esses subconjuntos serao chamados de B-subconjuntos e este

nivel da parti¢io serd denotado por

By By By B;
[AgAg] = . (4.5)
BB BBy
Cada B-subconjunto contém 64 elementos, a distancia intra-conjunto é 2d2 e a distancia

inter-conjuntos € d3. Cada B-subconjunto serd associado aos ramos que saem de cada estado

do diagrama da trelica.

O segundo nivel da particio consiste em dividir cada B-subconjunto em guatro sub-

conjuntos, chamados C-subconjuntos, que sao obtidos considerando-se os produtos C;Cj,
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1,7 =0,1,2,3, e agrupados conforme a disposicio dos B-subconjuntos em 4.3, ou seja,

CoCly  CoC, CoCy Ch(Cy
ColCy a0 CaCy CyCy
[AgAg] = (4.6)
CiCy o CC, CiCy CC,
] CsC'3 ChCh C3Cy  CyCs

Da figura 4.6 vé-se que a distancia intra-conjunto de cada C-subconjunto é igual a 4d3.
Temos também que cada C-subconjunto tem, dentro do B-subconjunto ao qual ele pertence,
um C-subconjunto a uma distancia 4dZ e dois C-subconjuntos a uma distancia 2d3.

Como estamos considerando um c6digo sistemdtico (figura 4.7), os simbolos ¢ € ¢z que
compoem o rétulo da primeira componente do par de sinais s = (s1, s9), que sai do CCM
(figura 4.4), sdo iguais aos dois primeiros sfimbolos da sequéncia de informacao, ou seja,

¢; = @i, t = 1,2. Logo, a primeira componente do par s = (s, s3) pode ser qualquer sinal do

ai . C
az C2
I | ¢s

----- (&) &) @ g
o D _ ﬁm)wl_ @ Ca

M{-+
E

Figura 4.7: CCM de um cédigo sistemético com realimentacao, de taxa R = 3,

16 — QAM. Entdo, como cada B-subconjunto sera associado aos ramos que saem de cada

estado do diagrama da trelica, cada B-subconjunto deve conter todos os pares ordenados
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(81,572) de sinais do 16 —

Imaneira como o particionamento est £ sendo feito, cada B-
ordenados (s, sy}, onde ou 51€ Co UCyou sy € Cy U Cs.

redistribuicdo dos C-subconjuntos nos quatro B-subconjuntos.

assim:

Agora, cada novo B

tem, dentro do novo B

4d} e dois C-subconjuntos a uma distancia 242,

[AgAg] =

r

No dltimo nivel da particao temos

[AoAy]

Em qualquer D-subconjunto a distincia, infra-

[ DyDy/Dy D,y

DoDy/ Dy Dy

Dy Do/ Dg Dy

Dy Dg/Dg Dy

DoDy/ Dy Dy

DyDg/DyD,

Dy Do/ DD,

| D2D4/ DDy

D1D1/D5D5
DyDy/ DsD,

D3y / Dy Dy

DDy /DDy

DIDB/D5D7

DD/ Ds Dy

DyDs/ Dy Dy
D3Dy /D5 Dy

ColCy Gy
Cally (30,
CoCy 0
ColCy 30,y
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CoCy C1Cy
0203 0300
CoCy  C1C,
CoCh Cq(Cs

DoDy /Dy Dy
DyDs/Dy D,y

DyDs/Dg D,

Dy Dy /Dg Dy

DoD3 /Dy D

Dy D7/ Dy Dy

DDy ) Dg Dy
DyDs/ DDy

-subconjunto contém todos os pares ordenados (

D1 Dy /D5 Dy
DyDg/Ds D,

D3D4/D7DO

D3Dy/ D7Dy

DDy /DsDy

D:Dy/Ds Dy

D3 Ds/ D7Dy
D3Ds /D Dg

AM, onde s, pode ser qualquer sinal do 16 — QAM. Mas da
subconjunto contém apenas pares
Entéo é necessério fazer uma,

Essa redistribuciao é feita

(4.7)

51, 52) de sinais do
16 — QAM, onde s; pode ser qualquer sinal do 16 — QAM. Além disso, cada C-subconjunto

-subconjunto ac qual ele pertence, um C-subconjunto a uma distancia

conjunto ¢ igual a 842, ¢ cada, D-subconjunto



tem, dentro do B-subconjunto ao qual ele pertence, um D-subconjunto a uma distaneia 8d2,
seis D-subconjuntos a uma distancia, 4d? e oito D-subconjuntos a uma distancia 2d3.

Os subconjuntos obtidos com esse particionamento devem ser associados 408 ramos da
trelica, com o objetivo de maximizar a D7, .. entre sequéncias codificadas. As regras que
definem a maneira de associar esses subconjuntos aos ramos da trelica, podem ser resumidas

assim:

1. "Todos os simbolos (sinais) devern ocorrer com a mesma frequéncia, dentro de um padrio

de regularidade e simetria;

2. Transicoes paralelas devem ser associadas com pares ordenados de sinais pertencentes
ou aos C-subconjuntos ou aos {)-subconjuntos, assegurando uma Df,;m; pelo menos
n

igual a 4d3;

3. Transi¢oes que divergem de um mesmo estado devem ser associadas a pares ordenados
de sinais de C-subconjuntos que pertencem a um mesmo B-subconjunto (equaciio 4.7),

assegurando uma D} de 2dZ;

4. transi¢oes convergindo para um mesmo estado devemn ser associadas com pares ordena-
dos de sinais que pertencem a B-subconjuntos diferentes (equagéo 4.7), mas que estao

auma D% de 242,

Este método de particionamento e as Tegras para associar os subconjuntos aos ramos da,
trelica podem ser estendidos para coédigos usados em modulagtes 4™ —~ QAM, onde m > 2. E
importante observar que cédigos usados em modulagoes 16-QAM podem ser adaptados para
modulagdes 4™ - QAM, m > 2, acrescentando-se transigées paralelas. De fato, suponhamos

que a matriz geradora de um cédigo C usado em uma modulagéio 16 - QAM seja

1 0 0 ¢YD)/f(D)
GID)=10 1 0 ¢2D)/f(D) (4.9)
0 0 1 ¢¥D)/fD)
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onde
99D = 9P D* + -+ gD + g € 7, (D)

f(D):sts‘l*"'“f-le"{—l€Z4[D]

sao os polindmios responsiveis pelas conexdes de alimentacdo e realimentacio, respectiva-

(4.10)

mente (figura 4.7). A partir do cédigo € podemos obter ontros cédigos adequados para
modulacdes 4™ — QAM, m > 2. Por exemplo, se quisermos um cédigo adequado para a

modulagio 64 — QAM adaptando o cédigo C, obtemos o cédigo ¢/ cuja matriz geradora é

(10000 ¢DYD) ]
01000 0
GD)=10 010 0 ¢®D)/sD) (4.11)
00010 ¢®D)FD)
0 000 1 0 d

Adaptando o cdédigo C para uma modulacdo 256 — QAM, obtemos o codigo C” cuja matriz

geradora é

(1000000 ¢OD)YFD) ]
01 00000 0
00 10000 0
G'D)=100 01000 ¢9D)f(D) (4.12)
0000100 ¢®D)/FD)
0000010 0
(0000001 0 |

O cédigo € fica bem determinado pelos cocficientes dos polinémios ¢(D) e f(D).

Vamos usar a notacao

(9:9595) - (93929t} (g3930)/ (fs . 111) (4.13)

para representar esses polindmios. Com essa notagao, os cédigos ¢’ e £ siao determinados,

respectivamente, por

(0g29;093) - - (0g3g%041) (09392001 /(/, . .. fy 1) (4.14)
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(00g79:00g;) - (00g7g700g}) (00g3920062)/ (£ ... fi1). (4.15)

De modo andlogo, podemos adaptar o codigo C para modulagdes 4™ — QAM ,m > 4. A

figura 4.8 ilustra o CCM do cédigo C adaptado para uma modulacio 64 — QAM.

Figura 4.8: CCM de um cédigo sistemético com realimentacao, de taxa R = %.

Na tabela 4.1 listamos alguns codigos convolucionais sobre Zy, adegunados para modu-
lagoes 16 — QAM. Os valores de g, foram calculados levando-se em conta que a modulacio
8 — QAM ndo codificada é 0 esquema, de referéncia, com distincia Euclidiana quadrada

minima igual a 2. Na primeira coluna, &V representa o numero de estados.

4.6 Conclusao

Neste capitulo apresentamos um método indutivo de rotulamento dos pontos de um
espaco de sinais 4™ — QAM retangular, m > 2, que permite fazer rotulamentos transparentes

de um espaco 4™ — QAM a partir de rotulamentos de 4 — (JAM, e analisamos o problema
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N Fofnormics RI [rad} | D, | gue [4B] | Ny
geradores/realimentador
2 | (030) (020)/ (0) z 4,0 |3,01 19,1875
4 | (220)(030)/ (2) Z 4,0 3,01 3,937
8 | (022) (231) (013) / (03) I 4,0 | 3,01 0,75
8 | (010) (232) (020) / (21) T 150 308 5,234
16 | (010) (232) (010) / (22) 1 6,0 |4,77 9,796
32 | (020) (212) (010) (020} / (003) z 6,0 14,77 2,469
32 | (020) (222) (010) (010) / (313) T 16,0 |a77 0,801
64 | (012) (200) (232) (030) / (132) T 180 |6,02 21,743

Tabela 4.1: Cédigos convolucionais sobre Z, adequados para 16 — QAM.

de rotagéo de fase da portadora. Além disso, apresentamos uma técnica de codificacdo de
modulagdes 4™ —~ QAM, m > 2, que combina um rotulamento transparente do espaco de

sinais, com um método de particionamento de conjuntos.

62



Capitulo 5

Modulacoes QA M Codificadas com
Cdédigos de Bloco Multiniveis

5.1 Introducao

O uso de cédigos de bloco multiniveis em modulagdes (QAM foi introduzido por Baldini
em [2]. Ele considerou um espaco de sinais 16 — QQAM com um rotulamento transparente e
utilizou dois cédigos de bloco multinfveis sobre Zy4, cada um atuando, de modo independente,
no simbolo correspondente dos rétulos. Aliado ao rotulamento dos pontos, foi utilizado um
método de particionamento de conjunto que proporcionou ganhos de codificacio assintéticos
de até 6,0dB, sobre o esquema 8 — (Q AM nao codificado. Atualmente alguns sistemas de
comunicagoes digitais j4 utilizam esquemas de modulacoes 128 — QAM e 256 — GQAM, por
exemplo, comunicacdo por radio digital. Neste capitulo vamos estender para modulacées
4™ — QAM, m > 2, a técnica de codificacio proposta por Baldini em [2]. Apresentaremos
os processos de codificagdo e de decodificacio.

No processo de codificacio usaremos codigos de bloco lineares Cy,. .., C,,, sobre Zy,
cada cédigo atuando de forma independente no simbolo correspondente dos rétulos. Todos
os codigos sao da forma C; : (n,k;), ou seja, tém o mesmo comprimento n e o codigo C;

tem taxa de codificacio R, = %, t=1,...,n. Nestas condicdes, a taxa de codificacdo total
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Fay

¢ definida como sendo R, & Btotbem fbetfla, Entdo, se considerarmos as modulaces

4"~ QAM e i — QAM como esquernas codificado e nio codificado (esquema de referéncia),

respectivamente, para que esses esquemas tenham as mesmas taxas de transmissdo de in-

formagio, sem necessidade de expansao de faixa, os cédigos Cy, . .., C,, devem ser escolhidos
e BT
de modo que R; == =

5.2 Processo de Codificacio: Extensio do Processo de
Sayegh

Vamos descrever o processo de codificacio de uma modulacao 4™ — QAM codificada com
m codigos de bloco multinfveis Ci,y ..., Cpp, sobre Zy, onde C; é um codigo (n, k;),i=1,... , 7.
Cada par de bits, saindo de uma fonte bindria, é mapeado em um dos simbolos de Z4. Geral-
mente é usado o mapeamento de Gray pois isto minimiza o niimero de bits errados quando
um simbolo ¢ decodificado erradamente. Cada sequéncia formada por 2 (k; + ... + km) bits
que sai dessa fonte bindria é mapeada numa sequeéncia de informacio a = lay, ..., Oy et ),
cujos simbolos pertencem a 7,. Essa sequéncia a é dividida em m subsequéncias ay, . . ., a,,

onde

a; == (a‘la L aki) » Ay = (ak1+1ﬂ B a’kyi—kg) 1oy By T (ak1+"'w?mkmm1+la s 7ak;+m+km) .

Paracada j=1,....,ma subsequéncia a, é a sequencia de informacio do codigo C;. Essas
sequencias de informacao a; sao enviadas para os seus respectivos codificadores, onde sio
codificadas.
Denotemos por C; o codificador do codigo C; e seja ¢/ £ Cy(a;) a palavra cédigo de
P

C; resultante da sequéncia de informacéio a;. Temos que ¢ = (¢ ...l ), onde & ¢« Ly,
7 7 q 1 ’ i

J=1L....mei=1...n Sejaca matrizmx n cujas linhas sdo as palavras cédigo ¢
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J=1,...,m, isto é,

1l 1
51 & Cn
C == P c (5.1)
o cg o
Podemos considerar o conjunto de cédigos ¢, .. . ,Cm como um unico cédigo C : (mn, k),

onde k = ky + - - + ky,. Assin, a matriz ¢ é a palavra cddigo de C resultante da sequéncia
de informacio a e R, = ;ﬁ; € a taxa de codificacdo do codigo C. Cada coluna da matriz ¢
pode ser identificada com um sinal de 4™ — @AM, mais precisamente, a i-ésima coluna de
¢ pode ser identificada com o sinal de 4™ — @AM cujo rétulo é cle?. .- ¢;". O mapeamento
de ¢, no espago de sinais, é feito mapeando cada coluna no sinal correspondente. Dessa
maneira, o mapeamento de ¢ resulta numa sequéncia de sinais s = {sy,.. ., 5}, sendo que
cada cddigo C; proteje o j-ésimo simbolo, da esquerda para a direita, do rétulo de cada sinal
dessa sequéncia. Essa sequéncia s é modulada e enviada através do canal. A figura 5.1 ilustra
esse processo. Como o conjunto de céddigos Cy, . . . , Cm € considerado como nm tinico codigo
€, o conjunto formado pelos codificadores C1,..., Gy deve ser considerado como um wnico
codificador C, onde todos os simbolos de informacdo sdo codificados. Também podemos

considerar o conjunto formado pela fonte binaria e o Zg—mapeador como um tinico bloco,

chamado fonte multinfvel.

: b j di E 7 é c! LS

1| Fonte | b Z, P b0 [4-QAM sz

| Bindria | ' Map. |igq | — o | Ma |

;‘ b 2k p 5am Cx ¢ P | _Sa
Fonte Multinivel Codificador

Figura 5.1: Processo de codificagio de wma modulagao 4™ — QAM, utilizando m coédigos de

bloco de comprimento n.

Nosso objetivo agora é maximizar as distincias Euclidianas quadradas minimas de cada
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cédigo ;. Com esse objetivo, vamos fazer tm particionamento do conjunto de pontos
do espago 4™ — QAM que nos permite encontrar codigos com boas distancias Euclidianas
quadradas minimas. Esse particionamento depende fortemente do rotulamento dos pontos
do espago. Daf se vé a importancia de se adotar um rotulamento adequado.

Se todos os cédigos Cy,...,C,, sdo transparentes e o rotulamento do espaco também é
transparente, os problemas causados por rotacoes de fase da portadora podem ser resolvidos

com um codificador/decodificador diferencia] .

5.3 Particionamento do Conjunto

Fazemos um particionamento do conjunto de pontos do espaco de sinais 4™ — QAM
semelhante ao de Ungerboeck [28]. No nivel 1 da particao o conjunto ¢ dividido em quatro
subconjuntos, cada um com 4™ pontos. No nivel 2 , cada um desses subconjuntos é dividido
em quatro subconjuntos, cada wm com 4™~2 pontos. Prosseguimos dessa maneira até o nivel
m — 1 onde obtemos 4™ subconjuntos, cada um com 4 pontos.

Supondo que o rotulamento do espago 4™ — @AM é transparente (seciio 4.2), esse parti-
cionamento é realizado da seguinte maneira: No nivel 1 da parti¢do, em cada subconjunto o
sfmbolo mais & esquerda é o mesmo para todos os rétulos. No nivel 2, em cada subconjunto
s dois simbolos mais & esquerda sao os mesmos para todos os rétulos. De um modo geral, no
nivel j da particdo, j = 1,...,m—1, em cada subconjunto os j simbolos mais A esquerda sdo
0s mesmos para todos os rétulos. Na figura 5.2 mostrames o particionamento de 64 — QAM
com o rotulamento mostrado na figura 4.3, Os ternos ordenados, abaixo de cada subconjunto

do particionamento, indicam como sio os rétulos dos pontos do respectivo subconjunto.

Observagao 5.1 Suponhamos que o distincia Euclidiana quadreda minima (D%, ) do espa-

¢o de sinais 4™ —~ QAM seja igual a DZ. Entéo:

1. Os subeconjuntos de um mesmo nivel da partico tém a mesma distancia Fuclidiana

quadrada minima;
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2. Se denotarmos por D? a distancia Euclidiana quadrada minima dos subconjuntos do

nivel j da particdo, j = 1,....m — 1, temos que D? = 413,

5.3.1 Distancia Euclidiana Quadrada Minima do Cédigo C

sendo cada C; um cédige de bloco linear sobre Z; entdo C também o 6. Assim, a
distancia Euclidiana quadrada minima de C é igual ao peso Euclidiano quadrado minime
(w}, ) das sequéncias codificadas de sinais. Seja s uma sequéncia codificada de sinais nio
nula, e para cada 7 = 1,2, ..., m, seja, d; a distancia de Hamming minima do codigo C;. Se
o rétulo de algum sinal de s tem o primeiro sfmbolo nio nulo entio os rétulos de pelo menos
dy sinais de 8 tém o primeiro simbolo ndo nulo, pois ¢; atua no primeiro simbolo dos rétulos

e d; ¢ a distancia de Hamming minima do cédigo C;. Entdo
w(s) > D (C1) > di D2, (5.2)

Se os rétulos de todos os sinais de s tém o primeiro simbolo nulo e o rétulo de algum sinal
de s tem o segundo simbolo néo nulo, entdo os rétulos de pelo menos dy sinais de s tém o
segundo simbolo nao nulo. Como todos os rétulos dos sinais de s tém o primeiro sfmbolo
nulo entao todos os sinais de s estao num mesmo subconjunto do nivel 1 da particao. Logo,

a distancia Euclidiana quadrada entre quaisquer dois deles é pelo menos Di. Entdo

wp(s) = D, (Cs) = doD? = 4d, D2, (5.3)

in
Prosseguindo dessa forma, vemos que se os j — 1 primeiros sfmbolos dos rétulos de todos 08
sinais de s s&o mulos e algum sinal de s tem rétulo cujo j-ésimo simbolo ¢ nio nulo, entao
pelo menos d; sinais de s tém rétulo cujo j-ésimo simbolo é nao nulo e, além disso, todos os
sinais de s estao num mesmo subconjunto do nivel j — 1 da parti¢ao e, portanto, a distancia

Euclidiana quadrada entre quaisquer dois deles é pelo menos D?-. Assim,
wi(s) > Dy, (C;) > d;D? = 4774, D2 j=1,2,...,m. (5.4)

Dali segue que



E fdcil ver que a lgualdade em 5.5 sexrnpre ocorre. Entdo a distancia Fuclidiana quadrada

minima do c6digo C é dada por

D, (C)=min {Df_(C;),7=1,2...,m}. (5.6)

5.4 Ganho de Codificacao

Um parametro para se avaliar a. performance do conjunto de codigos Cy,...,C, é o
ganho de codificagio assintético g, do esquema de modulagao codificada em relacio ao

esquema de referéncia (ndo codificado). Temos que (Secio 3.3.4)

logM,. D% (C
oo = 1010g;,, (E—gg—ﬁmgt_%né_n_(ml) [dB] (5.7)
ne Fne

onde M, e M, sdo o mimero de sinais dos esquemas codificado e nio codificado, respectiva-

mente, e D}, . é a distncia Euclidiana. quadrada minima do esquema nao codificado.

Se j = 3 segue de (5.4) que D, (C;) > 16D? qualquer que seja o codigo C;, até
mesmo se C; é um cédigo sem redundancia, isto é, C; : (n,n). Se considerarmos C» como
sendo um cddigo de verificagao de paridade simples, ou seja, Ca : (n,m— 1), temos que

D,

min (

») = 8D%. Entéo, neste caso, segue de 5.6 que
D%,,..(€) = min {D}_ (Cy), 8D3}. (5.8)

Entao, considerando esses cédigos, e tomando um cédigo C;:(n?g o 1) (n deve ser par),

temos que R, = #=1. Se além disso, considerarmos 4™ — QAM e £ — QAM como sendo

os esquemas codificado e ndo codificado, respectivamente, a equagao (5.7) assume a forma

min { D} (C,),8D3} 5]
2D3 '

g0 = 101logy ( (5.9)

Dai vemos que para obtermos g, entre 3 e 6 [dB], onde os esquemas codificado e nio
codificado tém as mesmas taxas de transmissio de informagdo, basta que se encontre um

cédigo C; ('n 2+ 1) com DF, entre 4D% ¢ 8D2.
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5.4.1 Exemplos de Cédigos Multiniveis Transparentes sobre Zy

Vamos considerar uma classe de cddigos de bloco multinfveis (n, k) sobre Z,, cujas

matrizes geradoras sdo da forma

91 gz Tt Yn—d 9n
Gn g1 T -2 9n—1
G=| : : . (5.10)
In—k+3  Gn—k+d " Gn-k+l Gn-k+2
] 1 1 e 1 1 ]

Cada linha de G, exceto a primeira ¢ a 1iltima, é o deslocamento ciclico de um simbolo, para a
direita, da linha anterior. Assim, a matriz G fica completamente determinada pela primeira
linha. A importancia dessa propriedade se revela quando procuramos novos cédigos, via
busca computacional, pois a matriz G se reduz a um vetor de n coordenadas. No Processo
de busca computacional devemos observar que G deve ser uma matriz de posto k. A tltima
linha de G, com todas as entradas iguais a 1, garante que esses cédigos sio transparentes.
Na tabela 5.1 apresentamos alguns cédigos dessa classe, adequados para modulagdes

4™ — (QAM. Nessa tabela temos que:

1. Na terceira coluna, € a taxa de codificacao do cédigo gerado pela matriz G.

2. Os valores de D, foram calculados considerando que D2 = 1. Se este nio for o caso,

o valor de D}, deve ser multiplicado pelo valor de D2

3. Na sexta coluna, NV, é o niimero de vizinhos mais proximos de cada palavra coddigo. Pelo
Teorema 2.16, N, € igual ao mimero de palavras cédigo de peso Euclidiano quadrado

minimo .

4. goo € 0 ganho de codificacio assintético obtido com a modulagao 4™ — QAM codificada
com o cédigo C, sobre o esquema. de referéncia % — QAM, sendo C o cédigo formado

pelo conjunto de cédigos Cy, ..., C,,, onde:
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(a) Paran =4,C; éocédigo (4, 2) gerado pela matriz G e C;:{4,4) para2 < j < m.

(b) Nos demais casos, () ¢ o cSdigo (n,g + 1) gerado pela matriz G, Cy é o cédigo
de verificagdo de paridade simples (n,n — 1) e C; é um cédigo sem redundancia

{n,n), para 3 < j < m.

5. Em todos os casos temos que /7, = 2o=i

2m

e, portanto, os esquemas codificado e nao
codificado tém as mesmas taxas de transmissio de informacio. Além disso, para que

o esquema de referéncia tenha a mesma energia média do codificado, consideramos

Di =2
Primeira Linha da
(n, k) R | D% | 9w [dB] | N,
Matriz Geradora G
(4,2) 3210 | 2 4 3,01 | 14
(12,7) 313322131103 | £ 5 3,98 48
(14,8) 03101001220132 | £ | 6 4,77 | 196
(16,9) 3112302133333132 | = | 6 4,77 | 120
(20,11) | 33123223010000000000 | & | 8 6,02 | 620

Tabela 5.1: Cédigos de bloco transparentes sobre Z; adequados para 4™ — QJAM.

Um cédigo C adequado para 4™ — (Q AM é transparente se, e somente se, a palavra cujos
simbolos sao todos ignais a 1 ¢ uma palavra cédigo de € . Como as palavras codigo de C sfo
matrizes cujas linhas sdio palavras cédigo de C;,Cs, ..., Cp, respectivamente, segue que C é
transparente se, e somente se, cada codigo C; é transparente. Considerando os codigos da
tabela 5.1, se j # 2, os cédigos C; sao todos transparentes pois ja sabemos que os cdédigos C,
sa0 transparentes e, para j > 3, C; ¢ um c6digo sem redundéncia, logo transparente. Entao,
neste caso, C é transparente se, e somente se, Cy & transparente. No caso n = 4, C; é um

cddigo (4,4), logo é transparente. Nos demais casos, como C; € um cddigo de verificacdo de
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paridade simples (n,n — 1), temos que C & transparente se, e somente se, n é um multiplo

de 4 pois v = (1,...,1) é uma palavra codigo de s se, e somente se,
l&--@® 1=nl=n=0(modd).

Assim, na tabela 5.1, apenas no caso 7. = 14, € nao é transparente.

Ganhos acima de 6,0dB podem ser obtidos mas, para isso, € necessario diminuir a taxa
de codificacdo do cédigo C; e aumentar a do cédigo Cy, para que 0s esquemas codificado
e nao codificado tenham as mesmas taxas de transmissio de informagdo. Se estivermos
considerando as modulagbes 4™ — QAM e i‘g- — QAM como esquemas codificado e nio codi-
ficado, respectivamente, entdo devemos tomar os cédigos C; e Cy da forma C (n,% 4 l) e
Cy : (n,n —1). Os demais cédigos sio cédigos sem redundincia pois a distincia Euclidiana
quadrada minima nos subconjuntos do segundo nivel da particéo, jA é igual a 16 D2, onde
D2 ¢é a distancia Euclidiana quadrada minima de 4™ — Q@AM. Dai nota-se que para se
obter ganhos acima de 6,0 dB devemos considerar codigos cujos comprimentos sio bem
maiores do que aqueles da tabela 5.1. O esforco computacional na busca desses cddigos
cresce exponencialmente quando aumentamos os seus comprimentos. Por i1sso, nao foram
feitas buscas de cddigos longos.

Encontramos alguns cédigos transparentes adequados para modulacées 4™~ (QJAM, onde

Ry # 2’;;1, mas que apresentam ganhos de codificagio assintéticos significativos, em relacgéo
a0 esquema “- — QAM nao codificado. Na tabela 5.2 apresentamos alguns desses cédigos,
adequados para 64 —~ QAM. Os pardmetros dos cédigos apresentados na primeira coluna da
matriz 5.2 sao (n, k, Dgﬁmm)' Os cédigos C3 foram omitidos porque, em todos os casos, eles

sao codigos sem redundéancia.

5.5 Decodificacao

Vamos apresentar um processo de decodificacio para o cidigo C. Antes de descrevermos

esse processo, lembramos que:
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Codigos I&izi?ir:(éiag:gadiacl Ry | Dy (C) g?éi%jﬁre N,
e 321100 | 8| 5 3,36 4
Clere 22111230 | 12 6 455 112
oen 3030310233 | 2 6 4,60 90
Silens) 2102221130322102 | 32 8 5,91 476
e 12120002 | 2| 4 3,22 64
e 1302121000000000 | 4 6 4,88 496
el 0113231012 | Z 4 3,3 | 173
o) | 12112010000000000000 | 22 6 494 | 1126
AT 121233012331 | 8 4 3 42 366
g;;gg;;g;g; 11301010000000000000 | 22 5 4,93 180
BT 13131002112302 | 22 4 3,48 707

Tabela 5.2: Cédigos de bloco sobre Zy adequados para 64 — QAM.

1. Estamos considerando m cédigos C;,Cs, . ..

chamando o conjunto dos cédigos C;, Cs, .

onde k = k) + ko + -+ + k.

.,Cm de cddigo C, e temos que C : (mn, k),

,Cm sobre Z4, onde C; : (n,k;). Estamos

2. Cada sequéncia de informagio a = (a1,...,ak,+.4x,) ¢ desmembrada em m sub-
sequéncias
ap == (a;, ey akl) - (aklﬂ, .. ,ah%%) P - (ak1+...+;€mwi+1, ceey aklmgm...gmkm) N

que sao as sequeéncias de informacéo dos cédigos C;, s, . ..

depois de codificadas, resultam nas respectivas palavras cédigo
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,Cm, respectivamente, que




Essas palavras cédigo sio dispostas em wma matriz m X n

i 1
ct ol cl
ct e 2
C = : ) ) (5.}.1)
TiE T T
e o]

que € a palavra cddigo de C.

5.5.1 Processo de Decodificagio: Extensao do Processo de Sayegh

Sayegh[27] propds um processo de decodificacio adequado para um cédigo € formado por
um conjunto de codigos de bloco bindrios. Fsse processo, que se baseia num particionamento
do conjunto de palavras cddigo de C, pode ser estendido para cédigos de bloco multiniveis.
Nesta secao, vamos estendé-lo para uan cédigo C formado por um conjunto de codigos de
bloco multiniveis sobre Z,, como acabamos de descrever. Neste caso o processo também
se baseia em um particionamento do conjunto de palavras cédigo de C. Este conjunto é
constituido por 4* palavras e o particionamento é feito em m niveis. No nivel 1, dividimos
o conjunto em 4% subconjuntos e, no nivel 2, cada subconjunto do nivel 1 é dividido em
4% subconjuntos. Prosseguimos dessa maneira até o nivel m, onde cada subconjunto do
nivel m — 1 é dividido em 4*~ subconjuntos. Esse particionamento é realizado da seguinte
maneira: No nivel 1, cada subconjunto € constituido pelas palavras cédigo de C que coincidem
na primeira linha da matriz ¢. No nivel 2, cada subconjunto é constituido pelas palavras
cbdigo de C que coincidem nas duas primeiras linhas da matriz ¢. De um modo geral, no nivel
J» 3 =1,2,...,m, cada subconjunto é constituido pelas palavras cédigo de C que coincidem
nas j primeiras linhas da matriz c.

O processo de decodificagio é feito em m etapas da seguinte maneira: Na primeira, por
meio de um processo de deciso, a pala~vra recebida é associada a um dos 45 subconjuntos do
nivel 1. Na segunda etapa, supondo que a decisio anterior esta correta, a palavra recebida
é associada a um dos 4% subconjuntos do subconjunto do nfvel 1 da particdo, ao qual a

palavra foi associada na etapa anterior. De um modo geral, na j-ésima etapa, j=2,...,m,
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supondo que todas as decisdes anteriores estao corretas, a palavra recebida é associada a
um dos 4% subconjuntos do subconjunto do nivel j — 1 da particdo, ao qual a palavra foi
associada na etapa anterior. Dessa forrma, na m-ésima etapa, a palavra recebida é associada
a utna palavra cddigo de C. Caso todas as decisbes tenharn sido corretas, essa é a palavra

cédigo que foi enviada. Entao essa palavra cédigo é decodificada.

Processe de Decisao

No processo de decodificagdo que acabamos de descrever, em cada uma das m etapas
¢é necessario fazer uma decisdo, que comnsiste na escolha de wn dos subconjuntos. Vamos
apresentar uma maneira de fazer essa decisdo.

No processo de codificacdo (secdo 5.2} cada sinal s; pode ser representado por um par
ordenado de numeros reais, que sao as coordenadas cartesianas do ponto gue representa o
sinal s;. Geralmente as coordenadas desses pontos sio consideradas como sendo mimeros
inteiros. O modulador associa esse par ordenado a uma forma de onda que é transmitida.
Assim, no receptor, a demodulagao de win sinal recebido ¢ um par ordenado de niimeros reais,
que pode ser diferente das coordenadas do sinal modulado, j& que a acéo do ruido de canal

pode alterar a forma de onda que foi enviada. Portanto, quando wma sequéncia de sinais

s = (s1,...,8n) é enviada através do canal, na saida do demodulador temos uma sequéncia de
pares ordenados reais r = {(z},z%},..., (z},22)), que chamaremos de sequéncia recebida.

1.2

Cada par ordenado (z;,z;) é mapeado em um sinal de 4™ — QAM e o rétulo viv? .. ol

desse sinal ¢ ent@o associado ao par ('}, 22}, Obtemos assim uma matriz

10 1
v vs e wk
P R _
v = (5.12)
m e ne
5 'Z)l 1}‘2 st U‘ﬁ} i

onde a i-ésima coluna de v é formada pelos simbolos do rétulo associado ao par (z},z?),

i
1 =1,2,...,n. Chamaremos essa matriz v de palavra recebida. Paracada 7 =1,2,...,m,

a j-ésima linha de v, que denotaremos por v?, é a palavra recebida correspondente & palavra
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cédigo ¢ = (c{, ... ,c;?;), do cédigo C;, que foi enviada. Assim, a linha v/ sera chamada
de palavra recebida do cédigo C;, ou simplesmente palavra recebida, quando nao houver
diivida de que ela corresponde ao coédigo C;. Neste processo vamos supor que os cédigos C;
sao todos sistemadticos e denotaremos as matrizes geradora e de verificacio de paridade de
C; por G; e H;, respectivamente.

Primeiro, vamos apresentar, em linhas gerais, o processo de decisfio para o caso geral
de uma modulagao 4™ — QAM. Depois faremos uma descrigio detalhada desse processo
para o caso particular de uma modulagao 64 — QAM e, em seguida, daremos um exemplo

lustrativo.

Caso Geral: 4™ - QAM

Nosso objetivo é encontrar uma matriz € que coincida com a matriz ¢ (equagdo 5.11), caso
todas as decisGes sejam corretas. Essa matriz € serd construida linha por linha, a partir da
primeira, da seguinte maneira: Calculamos s(v!), a sindrome da palavra recebida v!. Se
s(v!} é nula entdo v! é uma palavra cédigo de C;. Neste caso, fazemos a primeira linha da
matriz € igual & primeira linha de v, on seja, v é a primeira linha de €. Se s(v!) nio é nula

entdo v' nio é uma palavra cédigo de C;. H4 dois casos possiveis:

1. A sindrome de v’ é um muiltiplo de alguma coluna de H,, digamos s{v!) = Ah?,
A € Zy4, onde h! denota a i-ésima, coluna de Hy. Neste caso, v! contém erro apenasna
i-¢sima coordenada e esse erro tem magnitude A (Observacdo 2.15, pagina 29). Entédo
corrigimos esse erro de v* e obtemos uma palavra cédigo v*, do cédigo C,. Essa palavra

cédigo serd a primeira linha da matriz €.

2. A sindrome de v! no é miiltiplo de nenhuma coluna de Hy. Neste caso v! contém erro
em mais de uma coordenada. Se apenas duas coordenadas de v! contém erro entdo,
corrigindo um desses erros, obtemos uma palavra ¥! cuja sindrome é um muiltiplo
de alguma coluna de H; e aplicamos & palavra ¢! o procedimento do caso anterior.

Se mais de duas coordenadas de v' contém erro, devemos corrigir erro em mais de

76



uma coordenada de v! para obtermos uma palavra ¥* tal que s(¥') seja multiplo de
alguma coluna de Hy. Mais precisamente, se f coordenadas de v* contém erro, entao, se
corrigirmos os erros de t—1 dessas coordenadas, obtemos uma palavra ¥* cuja sindrome
¢ um miltiplo de alguma coluna, de H;. Esse é o procedimento que adotamos no caso

em que nenhuma coluna de Hy é miltiplo de s(v'), e é realizado assim:

(a) Estabelecemos nm critério de confiabilidade dos simbolos de v;

(b) Se v/ é o sfmbolo menos confidvel de v!, fazemos uma mudanca em v! e obtemos

uma palavra V1

(¢) Se s(¥') é miiltiplo de alguma, coluna de Hy entdo corrigimos o erro de ¥! e obte-
mos uma palavra cédigo ¢*, do eédigo C;, cujas coordenadas formam a primeira
linha de ¢;

(d) Se s(¥') nao é miiltiplo de nenhuma coluna de H;, desfazemos a mudanca feita
no simbolo menos confidvel de v' e repetimos o procedimento com o segundo
simbolo de v! menos confidvel. Se necessério, aplicamos esse procedimento aos
demais simbolos de v!, seguindo a ordem crescente de confiabilidade dos mMesmos,
e sempre com o objetivo de encontrarmos uma palavra ¥* tal que s(¥!) seja um
miultiplo de alguma coluna de H;. Se nenhuma dessas mudancas resultar numa
tal palavra ¥%, o procedimento é aplicado mudando-se dois ou mais simbolos de

v! simultineamente.

3. Uma vez encontrada a primeira linha de €, partimos para encontrar a segunda linha,
aplicando & palavra v? o procedimento anterior. Procedimento analogo é adotado para
encontrar as demais linhas, até que a matriz € seja completada. Dessa forma, se todas
as decisoes foram corretas, devemos ter € = ¢, onde ¢ é a palavra cédigo que foi

enviada.
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Caso Particuilar: 64 — QAM codificado

Vamos descrever o processo de decodificacio de um cédigo C, formado por um conjunto
composto por trés codigos Ci, C; e (3, usados na codificacio de uma modulacdo 64 — QAM,
onde C; é um c6digo (n, ki), C; ¢ um cdédigo de verificagio de paridade simples (n,n — e
Cs € um cédigo sem redundancia (n,n). Vamos denotar as matrizes geradora e de verificagio
de paridade de C; por G e H, respectivamente, e vamos supor que essas matrizes estio na
forma sistematica. O rotulamento do espago 4™ — QAM é o mostrado na figura 5.3. Entdo,
se um par ordenado de nimeros reais {x,y) é¢ mapeado em um ponto do espago 64 — (QAM,

rotulado por abc, devemos ter:

£ y

z<~6ou —4 <z<-20ul0<z<2oud<z<6b

0, 5e < ¢

y<—-bou —4 <y<-2o0u0<y<2oudi<y<b
;
—b<r<~dou —-2<r<ou2<z<douz>6

1,5 { ¢

y<—-bou -4 <y<-20u0<y<2oud<y<6
a= ; (5.13)
—b6<z<—4dou —2<zr<0ou2<z<douzxz>6

2,884 e

~b6<y<—dou ~2<y<lou2<y<douy>6
v
r<—6ou ~4 <z<-20m0<r<2omd<r<6

3, se e

—6<y<—dou —-2<y<0ou2<y<douy>6
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0<zrx<dour< —4
0, se e
0<y<douy<—4
4 <r<boux>4
1,52 { e
- >O§y<4:0uy<—4 (5.14)
—d<rz<Qouzx >4
2, se < ¢
yzdou —4<y<0
0<z<doux<—4

3,5 4 e

y>dou —4<y<0

O,sex>0ey>0

l,sex<ley>0
c= < (5.15)
2,sex<0ey<0

3,5ex>0ey<0
Seja a = (a1, a3, ..., a;), wma sequéncia de informacio cujos simbolos pertencem a Ly,

onde k = ky + 2n — 1, e sejam
ap == (ala ey akl) y Ay = (G’k1—§~l,,..,a’k1+n—1) €ag= (ak1+n1 ce- :ak1+2n——l)

as sequéncias de informacio dos cédigos Cy, Cy e Cy, respectivamente. A codificacio dessas

sequéncias resulta nas palavras codigo

1__ (.11 1 2 __ (2 2 2 3. (.3 .3 3
c -(c§,cz,...,cn), c —m(cl,cm,..,cn)ec w(cl,c%...,cn)

dos cédigos C1, Ca e Cy, respectivamente, que formam a palavra cédigo (equacio 5.11)

o4
s 2 2
C = Cl CQ = C?%. (5.16)
R R
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Figura 5.3: Regides de decis@o dos cédigos Cy, Co e Cs.

do cédigo C. Essa palavra cédigo é modulada e enviada através do canal. Seja

r= ((m%, :c?) , (m%,zé) e (z,lz@i)) (5.17)

a sequéncia recebida. As aquagbes 5.13, 5.14 e 5.15 determinam as regides de decisiio dos
cédigos Cy, Cy e C3, no espago de sinais 64 — QAM. Fazendo o mapeamento da sequéncia r,

de acordo com essas equagdes, obtemos a palavra recebida do cédigo C (equagao 5.12)

ol
vy Uy U

=

2 2
vy vy - W

<
fl
RN

(5.18)

3 3
vy Vs - W

3w
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Seja v/ = (ful, v, .. Ll ) J=1,2,3, a palavra recebida correspondente ao cédigo ;. Vamos

construir uma matriz € cuja j-ésima linha é uma palavra cédigo de C;, j == 1,2,3. Caso nao

haja erro nas decisdes, essa matriz ¢ deve ser igual a matriz ¢ {(equagdo 5.16).
Inicialmente, vamos mostrar o procedimento que adotaremos na mudanca de um sfmbolo

1

'u} da palavra v', na tentativa de corrigirmos um possivel erro nesse simbolo. Em vez de

mudarmos a coordenada v} diretamente na palavra v', fazemos uma mudanca adequada no
par ordenado (z], z7) da sequéncia recebida r {equacio 5.17), e depois fazemos o mapeamento
da sequéncia obtida com essa mudanga no par ordenado (z}, z?). Esse mapeamento resulta

numa matriz que difere da matriz v apenas na i-ésima coluna. Essa operacio altera o valor

1

de v} e pode alterar ou nao os valores de v? ou v}. Essa mudanca no par (z),2?) consiste

em substituir esse par por um dos pares (i}, z?), (z},%?) ou (2!, %?), onde & ¢ escolhido de
modo que o mapeamento de um desses dois primeiros pares resulte num sinal de 64 — QAM
que esteja mais proximo do ponto P (x}, 2?), depois do sinal que resultou do mapeamento
do par {z},z?).

A escolha de um sfmbolo v} que deve ser mudado, é feita de acordo com um critério de
confiabilidade dos simbolos de v!. A confiabilidade de um sfmbolo v} é determinada pela
distancia entre o ponto P (z},z?) e o sinal que resultou do mapeamento de (z}, z?), ou seja,
a distancia entre o ponto P (z},27) e o ponto do espago 64 — QAM cujo rétulo é vlved.

3

Por outro lade, como v} faz parte de um terno ordenado vlv?v?, que foi obtido por meio do

mapeamento do par ordenado (z1,z?), hd casos em que é razodvel alterar o valor de vloe

manter os de v? e v}

[

mas em alguns casos uma alteragio no valor de v} deve ser seguida
por alteragio também nos valores de v7 ou v{. Isso depende da posicio do ponto P (z!, z2)
em relagdo ao ponto do espago 64 — QAM .
Vamos estabelecer um parametro para compararmos as confiabilidades dos simbolos de
Sejar = ((z1,2}),...,(z},22)) uma sequéncia recebida . Se z! > 7 (2 < —7) entdo
consideramos 2! = 7 (z! = —7) (figura 53). Paracadai = 1.2,....nej = 1,2; seja
Of € 27 tal que a“" < :cf < ozf + 2, onde 27 denota o conjunto dos nimeros inteiros pares,

eseja él £l —al —1. Se P éo ponto do plano que representa o sinal de 64 — QAM
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cujo rétulo é vivivd, entdo os dois valores de 87, j = 1,2; determinam a distancia entre os

pontos P(z],x7) e F;, e também a posigéo do ponto P(z}, %) na regido de decisio a qual P
pertence. De fato, se um dos valores de l&f } estd proximo de 1 entdo o ponto P(z}, z?) estd
proximo da fronteira dessa regido de decisao, enquanto que se os valores de 6;7 830 proximos
de zero entao o ponto Pz}, z?) estd préximo do ponto P Se ambos os valores sio nulos
entdo os pontos F(z;, z{) e P; coincidem. Se 8! > 0 (6} < 0} entdo o ponto P(z!, z?) estd &
direita (& esquerda) de F;; Se 67 > 0 (&7 < 0) entdo o ponto P(zf,z}) estd acima (abaixo)
de P,. Convém observarmos que —1 << & < 1. A confiabilidade do simbolo v} da palavra

recebida v! é determinada pelos valores de [/, j=1,2. Se |6} > |62| (|6}] < |6?]) entdo, se

houver necessidade de mudar o valor de v}, a primeira mudanca deve ser feita na direcio do

eixo X (eixo Y7). Assim, a dire¢do na gual a mudanca deve ser feita, também ¢ determinada

pelos valores de |&7 ;, enquanto que o sentido (direita, esquerda, para cima ou para baixo) é

determinado pelos sinais dos nimeros &7.

&7

Vamos ordenar o conjunto {

{

onde 83 > 6 = -+ > §,. Como o sinal do mimero 63 também deve ser levado em conta

ce= 12 ... n; f = 1,2} escrevendo

5;?';,%1,2,...,n;j=1,2}%{5;,52,...52n}

quando mudameoes um sfmbolo, vamos definir a funcio

. ) 1,sex >0
sinal : R —— {—1, 1}; sinal(z) = (5.19)
-1, 8e x <0
onde R denota o conjunto dos nimeros reais.
Quando alteramos um ou mais simbolos de uma palavra v = (1,02, ...,v,) dizemos que

foi feita uma mudanca em v. Se essa mudanca resulta numa palavra ¥ tal que DL(V,v) = w,
dizemos que a mudanca tem peso w. Fxistem duas possiveis maneiras de se fazer uma

mudanca de peso 1 na palavra v', mudando-se apenas o simbolo v}. Isto é feito mudando o

1

par (z},z?) para (i}, 2%) ou (z!,2%), onde

Ny 9, se xf > 6 )
z] + sinal(8), se z! <6
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Se, por exemplo, |8} > |62] entdo, se hacuver necessidade de se fazer uma mudanca de peso

1 em v}, a primeira gue deve ser feita & aquela em que mudamos o par (z},z?) para (3], z%),

P
onde &} é dado pela equacdo 5.20, com j == 1. O mapeamento do par ordenado (i},x?)
resulta no sinal §; mais préximo do ponto P(z},z?), depois do sinal s5;. Assim, se s; nao é
o sinal que foi enviado entao o sinal mnais provavel de ter sido enviado é §;. Para fazermos

uma mudanca de peso 2 em um simbolo v}, basta fazermos essas duas mudancas de peso 1

simultaneamente, o que equivale a mudar o par (z}, z?) para (£}, 22) e fazer o mapeamento
desse ltimo.

L devem

J4 vimos que os valores de !6f

sofrer uma eventual mudanca e determinam também a direcao em que essa mudanca deve ser

feita (eixo X ou eixo Y). Em outras palavras, o valor de |§] 1 indica a posicio e a magnitude
de 1m suposto erro nmum simbolo de v1. Por outro lado, o sinal de §/ determina como esse
suposto erro deve ser corrigido, ou seja, se essa correcao deve afetar ou nao os valores de
v? ou v. Assim, para corrigirmos um erro do qual ja conhecemos a posi¢io e a magnitude,
. inal de & 50 6 fei im: S .
consideramos apenas o sinal de §;, e essa correcao é feita assim: Se o erro tem magnitude A
e ocorre na coordenada v}, substituimos o par ordenado (z},z?) por (£}, #2), onde
(z}, 22 + sinal(6?)), se 2 < 6

Se A = 1 e v} épar, entdo (3}, T2) = (5.21)
(x1,5), se 22 > 6

z! + sinal x?), sex} < 6
Se A =1 e v é impar, entdo (&}, 32) = (= (8),27), ' (5.22)
(5,27), se z; 2 6
z} + sinal(6l), 22 + sinal(62)), se xl < 6
Se A = 2, entdo (i},%7) = ¢ (5.23)

x) + sinal(8}),5), se zl <6ez?>6

( (v}
(5, ¢ + sinal{8?)), sext > 6 e x? <6
(]
{

5,8),sext >6ex?>6

x} + sinal(8]), z2), se x} < 6
Se A =3 e v, é par, entdo (%}, #2) = (z: (6:), 2:) ’ (5.24)
(5,z%), se z} > 6
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oy 1 (z}, 22 + sinal(6%)), se 27 < 6
Se A = 3 e v; é impar, entdo (Z;,I;) = (5.25)
(z1,5), se 22 > 6
Agora vamos retomar o processo de decisfio. Se s{v') é nula entdo v! é uma palavra
g p
cédigo de C1, e a primeira linha de € serd v'. Se s(v') ndo é nula entdo v! nao é uma palavra

cédigo de Cy, ou seja, v! contém erro em uma ou mais coordenadas. Ha dois casos possiveis:

1. A sindrome de v'é um muitiplo de alguma coluna de H. Se s(v!) = Ah%, A € Z4, onde
h* denota a i-ésima colunade H, entdov! contém erroapenas na i-ésima coordenada
e esse erro tem magnitude A (Observacio 2.15, pdgina 29). Neste caso, corrigimos esse
erro de v, usando as equagdes 5.21 a 5.25, e obtemos uma palavra c6digo V1, do cédigo

C;. Essa palavra cddigo serd a primeira linha da matriz ¢.

! ndo é miltiplo de nenhuma coluna de H. Neste caso v! contém

2. A sindrome de v
erro em mais de uma coordenacla. Se apenas duas coordenadas de v!' contém erro, e
um desses erros € de peso 1, entd0, podemos elimina-los fazendo mudancas de peso 1,
pois numa dessas mudancas eliminamos o erro de peso 1 e obtemos urma palavra que
contém erro em apenas uma das coordenadas, ou seja, sua sindrome é um multiplo de
alguma coluna de H. Entdo aplicamos a essa palavra o procedimento do caso anterior.
Se os dois erros sao de peso 2 entao necessitamos de mudancas de peso 2. Lembramos
que, quando uma mudanca ndo elimina o erro de uma das coordenadas, essa mudanca
é desfeita antes de fazermos a seguinte.

E importante observar que se s{v!) ndo é miltiplo de nenhuma coluna de H, nao
sabemos, a priori, quantas coordenadas de v! contém erro. Por isso, adotamos o
seguinte procedimento: Fazemos mudangas de peso 1 em v!, obedecendo o critério
de confiabilidade dos seus simbolos, ou seja, obedecendo a ordem decrescente dos 6;,
com o objetivo de encontrarmos uma palavra cuja sindrome seja miiltiplo de alguma
coluna de H. Se isso ocorrer, aplicamos a essa palavra o procedimento do item 1.
Se nenhuma das mudancas de peso 1 resultar numa tal palavra, fazemos mudancas

de peso 2, 3,... até que uma palavra cuja sindrome seja miltiplo de alguma coluna
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de H seja encontrada. Todas essas mudancas sao feitas de acordo com o critério de

confiabilidade dos simbolos de vt

Vamos agora encontrar a segunda linha de €. Seja T = ((Z1,2%),...,(3},72)) a 1ltima
sequéncia usada para encontrarmos a primeira linha de €. (T deve ser a sequéncia recebida
r, no caso da palavra recebida v! ser urna palavra cédigo de C;, ou a iltima sequéncia usada
no ftem 1.) Seja ¥ a palavra obtida coin o mapeamento de r, conforme as equacgoes 5.13,
5.14 e 5.15, e seja ¥/ = (ﬁ{,ﬁé"} ﬂ%) a j-ésima linha de v, j = 1,2,3. E claro que ¥#! é
igual A primeira linha de &, que ja foi encontrada. Se v? é uma palavra cédigo de C,, entéo
tomamos a matriz € igual & matriz v, ja que C; é um cddigo sem redundéancia. Se isso nio
ocorre, devemos corrigir o(s) erro(s) de +2, e isto deve ser feito de modo que a palavra cédigo
¥' néo seja alterada. Como os simbolos de ¥? sio os simbolos do meio, nos rétulos dos sinais
do espago 64 — QAM, e a variagdo desses simbolos é determinada pela equagio 5.14 (cf.
figura 5.4), vamos definir os parmetros de confiabilidade dos simbolos de v? da seguinte
maneira: Se Z] > 6 consideramos il == 6 e se # < —T consideramos # = —7. Para cada
i1=1,2,...,nej =12 seja ﬂf € 47, tal que ﬁf < :r"::f < ﬁf + 4, onde 4Z denota o conjunto

dos nimeros inteiros multiplos de 4. Sejam A £ 3/ — 3/ —2e

{jad

L i=1,2,...,m e j=1,2}%{a1,ag,...,agn}

onde Ay 2> Do = - = Agy.

Existem duas possiveis maneiras de se fazer uma mudanca de peso 1 na palavra ¥7,
2

it

2

mudando-se apenas o simbolo ¥ :

(z}, X?), onde

Isto é feito mudando o par (Z},7?) para (X}, %) ou

; 2, se i‘f >6 .
] +dsinal(A]), se Il <6

O fator 4 multiplicando sinal{Al) garante que o simbolo v} nao sera alterado no mapeamento

dos pares (X}, #%) ou (&}

, X?2), segundo as equagdes 5.13, 5.14 e 5.15.
Agora, seja p(v?) £ @03 @ @ 2, onde & denota a adigdo médulo 4. Como Co é nm

codigo de verificagio de paridade simples, se p(¥%) = 0 entdo ¥ é uma palavra cédigo de Cs.
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Figura 5.4: Regides de decisdo dos cédigos Cs e Cs.

Neste caso, tomamos a matriz € igual & matriz ¥, j4 que C3 é um cédigo sem redundéncia.

Se p(¥?%) # 0 entao:

1. Se p(v?) =1 ou p(¥?) = 3, entdo alguma mudanca de peso 1 corrige o erro de ¥2;

2. Se p(¥?) = 2 entéo alguma mudanca de peso 2 corrige o(s) erro(s) de v*.

Na figura 5.5 mostramos curvas de taxa de erro de bit versus % [dB} de wna modulacio

64 — QAM codificada e do esquema de referéncia 32 — QAM nio codificado. No esquema

codificado foi utilizado um cédigo C formado por trés cédigos €y

(103 3)‘ CZ

{10,9) e

Cs : (10,10), onde a DE (C) = 7 e goo = 4,89dB. Observamos que, a uma taxa de erro
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de bit igual a 1077, o esquema codificacio apresenton um ganho de aproximadamente 1,0dB

em relacio ao esquema nido codificado.

y - Nag Codificado ___ Codificado

T

Taxa de Erro de Bit

—
OE

kS
T

107k

-5

75 8 8.5 9 2.5 10 5 11
Eb/No [df}

Figura 5.5: Desempenho do 64 — QAM codificado em relagio ao 32 — QAM nio codificado.

Exemplo 5.1 Seja C um cddigo formado por um conjunto de trés cédigos Cy, Cy e Cs,

sendo €y :(10,3), C2:(10,9) e C3: (10,10), onde Ci€ o cddigo cuja matriz geradora é

10 O 320103 3
G=101 003 22211]!. (5.27)
00 1 2032311
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Temos que a matriz de verificacdo de paridade de Cy €

(10 2100000 0]
21 00100000
02 10010000
H=132 20001000 (5.28)
602 10000100
13 30000010
(13 30000001 ]

Suponhamos que uma fonte bindria emite uma sequéncia de bits b = (by,ba, . .., bay).
Entao essa sequéncia b é dividida em 22 pares de bits b1bg, byby, . . ., bagbas e cada wm desses
pares ¢ mapeado num simbolo de Z,, por meio de um mapeamento de Gray:

000, 1+ 01,2« 11, 3« 10. (5.29)

Entdo o mapeamento da sequéncia b resulta numa sequéncia de informacio do cédigo C,
a = {a,as,...,a) cujos simbolos pertencem a Z,. Essa sequéncia a é dividida em trés
subsequéncias a; = (a1, a2,a3), az = (@q,as5,...,a12) € az = (a13,a12,...,02), que s&o as
sequéncias de informacio dos cédigos Cj, Cs e Cy, respectivamente. A codificacio dessas

sequéncias resulta numa palavra cédigo de C

11 1
€1 ¢ " Ci
== 2 ... 2
C €7 c3 Cig (5.30)
3 .3 3
¢ L o Ly

Cada coluna dessa palavra cédigo representa um sinal de 64 — QAM. Portanto, essa palavra
codigo representa uma sequéncia codificada s = (si,2,...,510) de sinais de 64 —~ QAM.
Cada sinal de s € modulado e enviado através do canal. Entdo na saida do demodulador
temos uma sequéncia recebida r = ((«1, z%), (zl,22), ..., (2}, 2%)).

Vamos adotar a seguinte notacdo para a sequéncia r:

1 1 1
Ty | Ty | | Ty
r =
2 2 2
Ly [ Ta |1 Tg
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Suponhamos que a sequéncia recebida seja

0,71 ~4,21-3,2|-1,4|3,5|-5211,3]0,3| -2,8| 5,4
r= . (5.31)
6,81 1,7, 541 3,3[52| 2,713.4/02| 75| -3.3

Fazendo o mapeamento de r, de acordo com as equacoes 5.13, 5.14 e 5.15, obtemos a palavra

recebida do cédigo €
11 02123000

v=110 2130001 2]/. (5.32)
21 11010023

Temos que
vt =1(1,1,0,2,1,2,3,0,0,0), v* = (1,0,2,1,3,0,0,0,1,2) e v’ = (2,1,1,1,0,1,0,0,2,3)

sao as palavras recebidas dos cédigos C;, Cy e Cy, respectivamente. Calculando a sindrome
de v! obtemos s{v!) = (3,0,0,0,2,0, 0), que nem é nula nem muiltiplo de alguma coluna de

H. Entdo devemos fazer mudancas de peso 1 em v'. Temos

51=0,3 6,=08 6=-02 6l=-04 6 =05
éﬁlz_oiz 6%m0a3 (5%:_07 ‘5‘5:032 6110::0:4

(5.33)
=02 =07 =04 =03 =02
§2=-03 62=04 6=-0,8 =0 ¢4=-0,3
Entao
by =163] b =163 b3 =162 6a=168] G5 = 162]
b = 162 &, = |61 be = |62 bq = |6F big = |61
6 = [05] br=161] G =63 ba =6} b1 =|8]] (5.34)

bin = |63 b2 =168] bia =18} ba= 16| b5 =18
big =183] 617 =|65] &15 =8 G0 =18] b2 = |8
Na tabela 5.3 mostramos as sete primeiras mudancas de peso 1 em vi. Na sétima delas
obtivemnos uma palavra ¥! tal que 8(¥1) = 2h®, onde h® é a oitava coluna de H.
Entao a palavra ¥! = (1,1,0,3,1,2,3,0,0,0) contém erro apenas na oitava coordenada,

e esse erro € de magnitude 2. A sequéncia cujo mapeamento no espago 64 — QAM resultou
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Simbolo de Simbolo de
6; r mudado v! mudado Palavra obtida: ¥* s(¥)
{mudanca) (mudanga)
6y |z (—4,2 — =3,2) 13 (1~ 0) (1,0,0,2,1,2,3,0,0,0) | (3,3,2,2,0,1,1)
b 1‘5 (0,2 — ~0,8) vi (00— 3) {1,1,0,2,1,2,3,3,0,0) | {3,0,0,0,1,0,0)
O3 z2 (1,7 —2,7) vl (1~ 2) (1,2,0,2,1,2,3,0,0,0) | (3,1,2,2,0,3,3)
04 mé (0,3 — —0,7) 1)% (0 — 1) (1,1,0,2,1,2,3,1,0,0) ; (3,0,0,0,3,0,0)
o5 rﬂ% (3,56 —4,5) U% (1— 0) (1,1,0,2,0,2,3,0,0,0) | (3,3,0,0,2,0,0)
dg x% (5,4 — 6,4) v§ (00— 3) (1,1,3,2,1,2,3,0,0,0) | (1,0,3,2,1,1,1)
67 |z (—1,4— —2,4) | v (2— 3) (1,1,0,3,1,2,3,0,0,0) | (0,0,0,0,2,0,0)
Tabela 5.3: Mudancas de peso 1 feitas em v!.
na palavra v! foi
o | Z07| 42|32 24 35| 52]13 03] 28| 54 (5.59
~6, 8 1,7 5,4 3,3 | 5,2 2,713,402 -7,5] 3,3

que ¢é a sequéncia recebida r (equagdo 5.31) com o simbolo i, do par ordenado {z},z3),

alterado de —1,4 para —2,4. Corrigirmos o erro de ¥!, mudando o par ordenado (z}, z2) de

t, de acordo com a equacgao 5.23, e obternos a sequéncia

—-0,7

—4,2

-3,2 | -2,4

3,9 —-5,211,3]-0,7

—2,8 2,4

"t
fi

—6,8

1,7

54| 3,3

52 2,703,471 -0,8

=7,0 | =3,3

Fazendo o mapeamento de r, de acordo com as equagoes 5.13, 5.14 e 5.15, obtemos a palavra

V=

110 3123200

10 2 1300212

21 1 1010223

.36)

Denotemos por ¥/ a j-ésima linha de ¥, 7 = 1,2,3. Sabemos que ¥* = (1,1,0,3,1,2,3,2,0,0)

¢é uma palavra cédigo de C;. Portanto ¥* serd também a primeira linha da matriz €.
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Vamos verificar se a segunda linha de ¥ é uma palavra cédigo de Cy. Temos que a soma,
médulo 4, dos simbolos de ¥ é p(¥%) = 1428103026162 = 0. Como C; é um cédigo
de verificagao de paridade simples, entao ¥? é uma palavra cédigo de Co. Assim, como C4 é

um codigo sem redundéncia, a matriz € é igual a v (equacio 5.36), ou seja,

11 03123200
=110 2130021 2]|. (5.37)
21 11010223

Entdo as palavras cédigos de C;, Cy e C5 sdo
€ =(1,1,0,3,1,2,3,2,0,0), & = (1,0,2,1,3,0,0,2,1,2) e & = (2,1,1,1,0,1,0,2,2,3),

respectivamente. Como a matriz geradora do cédigo C; estd na forma sistematica, Cy é um
codigo de verificagao de paridade simples e C3 é um c6digo sem redundéncia, a decodificacio

dessas palavras cddigo resulta nas sequéncias
a; = (1,1,0), 8 =(1,0,2,1,8,0,0,2,1) e & =(2,1,1,1,0,1,0,2,2,3)

cujos simbolos pertencem a Z,. Convertendo os simbolos dessas sequéncias para bits (5.29),

temos as sequéncias bindrias
(010100), (0106011011000001101) e (11010101000100111110).

Portanto, caso todos os erros tenham sido corrigidos, a sequéncia de bits emitida pela fonte
binéria foi

01010001001101100000110111010101000100111110.

5.6 Conclusao

Uma nova técnica de codificagio para as modulagdes 4™ — QAM retangulares, m > 2,
fol apresentada neste capitulo. Essa técnica utiliza um conjunto de cédigos formado por m

cddigos de bloco multinfveis sobre Zs. Um método de decodificacio também foi apresentado.

91



Com codigos transparentes de comprimento n < 20, foram obtidos ganhos de codificacio
assintéticos de até 6,0dB, onde os esquemas codificado e ndo codificado tém as mesmas taxas
de transmissao de informagdo. Também foram consideradoes casos em que esses esquemas

nao tém essas mesmas taxas, e ganhos de guase 6 dB foram obtidos.
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Capitulo 6

Comentarios, Sugestoes e Conclusao

6.1 Comentarios

Baldini [2] propés uma técnica de modulagio codificada que utiliza codigos de bloco
multiniveis, definidos sobre o anel Z,, em modulacdes 16 — QAM. Neste trabalho, néds
estendemos essa técnica para modulacdes 4™ — QAM, onde m > 2 é um inteiro qualquer.
Neste caso também utilizamos cédigos de bloco multiniveis sobre Z,. As razdes que justificam

0 uso desses cédigos sio:
e Um espago de sinais 4™ — QAM pode ser visto como um produto
4"~ QAM = (4 — QAM)} x -+ X (4 — QAM) (6.1)

onde o lado direito possui m fatores. Como o espago 4 - (JAM possui as mesmas
caracteristicas do espago 4 — PS K entdo, conforme mostrado no capitulo 3, os cédigos
sobre Z4 sao os mais naturais para serem usados em modulages 4 — QAM. Assim,
o produto 6.1 sugere gue a codificagio de uma modulagio 4™ — QAM seja feita por
meio de m cédigos definidos sobre Z,. Esse produto também sugere que 0s pontos de

um espago 4™ — QAM sejam rotulados por m-uplas, com simbolos pertencentes a Z,.

¢ As ambiguidades de fase de uma modulacio 4™ — QAM sdo de muiltiplos de § rad, e

cédigos definidos sobre Z4 podem ser rotacionalmente invariantes sob todos os miiltiplos
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de % rad.

Assim, adotammos um processo de codificagio que envolve m cédigos de bloco multiniveis
Ci, ..., Cr, sobre Zy, em correspond@ncia com os sfmbolos dos rétulos dos sinais, e cada
cédigo protege o respectivo simbolo, de forma independente. Os cédigos C; tém o mesmo

comprimento e taxa de codificacio R;. Fsse conjunto de cédigos pode ser visto como um 1inico

cdigo €+ (mn, k), onde k = k1 +-- -+ Ky, € a taxa de codificacio é Ry = btthn - Butodfin
Esse processo de codificagio € uma extensao, para cédigos multiniveis, do processo proposto
por Sayegh [27]. O principal pardmetro que determina o desempenho do codigo C é a
sua disténcia Euclidiana quadrada minima. Assim, o processo de busca desses codigos foi
direcionado para encontrar cédigos cujas distancias Euclidianas sejam as maiores possiveis.

A maneira como os pontos do espaco 4™ — QAM sao rotulados tem influéneia direts
na disténcia Euclidiana quadrada minima de C. Entéo, um rotulamento adequado pode
otimizar o desempenho desses cédigos, e isso éconseguido mediante um particionamento do
conjuntode pontos do espago 4™ — QA M, que divide esse conjunto em subconjuntos com
distancias Fuclidianas minimas progressivamente crescentes.

Considere uma modulago 16 — Q_AM codificada por dois cédigos de bloco multiniveis
C1 e Cz, onde C; € um cddigo (n, 5+ 1) (n deve ser par) e C; é um cédigo de verificagao
de paridade simples (n,n —1}. Se a modulagio 8 — QAM ndo codificada é tomada como
esquema de referéncia, entdo esses dois esquemas tém as mesmas taxas de transmissio de
informacdo. Suponhamos que o ganho de codificagio assintético do esquema codificado sobre
o de referéncia € ignal a gdB. Esses mesmos cédigos C; e C podem ser usados na codificacao
de qualquer esquema de modulagdo 4™ — QAM,m > 2, bastando acrescentar m — 2 codigos
sem redundancia Cz, ..., Cp. O esquema. 4™ — QAM codificado dessa maneira tem a mesma,
taxa de transmissao de informacfo do esquema -‘-L—;-L ~ QQAM nao codificado e o ganho de
codificagio assintGtico entre esses dois esquemas também é igual a gdB. Assim, para se
obter ganhos assintéticos entre 3,0 e 6, O [dB], basta que se encontre um cédigo (ﬂg + 1)

com distancia Euclidiana quadrada minima entre 4 e 8 (tabela 5.1). Ganhos acima de 6,0 dB

podem ser obtidos mas, para isso, é necessario diminuir a taxa de codificagdo do cddigo Cy
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e aumentar a do cddigo C;, para que ©s esquemas codificado e ndo codificado tenham as
mesmas taxas de transmissdo de inforrmac@o. Se estivermos considerando as modulacdes
4™ — QAM e i — QAM como esquemas codificado e ndo codificado, respectivamente,
entdo devemos tomar os cédigos C; e s da forma Cy : (n,%%ﬂf) e Cy : (nyn—1I). Os
demais codigos sao codigos sem redundancia pois a distancia Buclidiana quadrada minima
nos subconjuntos do segundo nivel da partigao, jd ¢ igual a 16 DZ, onde DE é a distancia
Euclidiana quadrada minima de 4™ — €2 AM. Daf nota-se que para se obter ganhos acima
de 6,0 dB devemos considerar c6digos cujos comprimentos sio bem maiores do que aqueles
da tabela 5.1. O esforco computacional na busca desses cédigos cresce exponencialmente
quando aumentamos os seus comprimemntos. Por isso, nio foram feitas buscas de cédigos
longos. Devemos salientar que em nossa busca computacional consideramos apenas uma
classe de cédigos (Se¢ao 5.4.1). Como os cédigos dessa classe sdo transparentes, com o uso
de codificagao diferencial, sempre podernos tornar os sistemas transparentes as rotacoes de
fase da portadora, ao contririo do que ocorre com os esquemas de Ungerboeck que, em geral,
nao s&o invariantes a todas as rotagdes de fase. Esquemas de modulacdes codificadas com
taxas de transmissao de informacdo diferentes das taxas dos esquemas de referéncia, também
apresentaram bons desempenhos (tabela 5.2).

Para a decodificagio desses cédigos fol proposto um método que é uma extensdo, para
codigos de bloco multiniveis, daquele proposto por Sayegh 127]. Esse método, em seu processo
de decis@o, leva em conta a confiabilidade dos simbolos das palavras recebidas, e isto tem
como base a distancia Euclidiana. Esse processo se revelou bastante complexo para fins
praticos, uma vez que o niimero de operagdes pode se tornar muito elevado. Para cédigos

de comprimento n > 10 ele se torna impraticdvel.

6.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Como todo trabalho de pesquisa, os resultados obtidos nfio completam e nio finalizam

as investigagGes. Existe sempre a possibyilidade de aprimoramento do trabalho apresentado
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e de sua extensao, analisando pontos 1230 abordados. Dentre estes pontos destacamos:

Busca de outras classes de cédigos que oferecam desempenhos melhores do que os

apresentados.

o No nosso trabalho consideramos apenas modulagdes QAM cujo ntimero de sinais é
uma poténcia de 4, isto é, modulagoes com constelactes quadradas. Seria interessante
estender essa técnica aos demais casos, ou seja, quando o niimero de sinais ¢ uma

poténcia de 2, com expoente imp ar (modulagdes no quadradas).

e Métodos eficientes de decodificaac@o com baixa complexidade, tais como Divisio de

Sindrome [10], Vizinhos de Zero [15], etc. devem ser investigados.

e Métodos sub-6timos de decodificaciio suave também devem ser investigados, para

aplicacdo nos esquemas BCM apresentados.

e Generalizagao do método de coclificacio apresentado para constelacées multidimen-

slonais.

6.3 Conclusao

Neste trabalho apresentamos uma nova técnica de modulagio codificada, que utiliza
codigos de bloco multiniveis sobre Zs em modulacdes 4™ — QAM, m > 2. Os codigos
definidos sobre Z, podem ser rotacionalimente invariantes sob todas as ambiguidades de fase
das modulagoes 4™ — QAM. Entdo poclemos encontrar cédigos transparentes as rotacoes de
fase da portadora.

O processo de codificacdo de uma 1modulacio 4™ — QAM ¢ feito por meio de m codigos
de bloco sobre Z4. Esses mesmos c6digos podem ser usados na codificacio de qualquer
modulagio 4™ — QAM, m’ > m, bastando acrescentar m’ — m codigos sem redundancia.
Esses dois esquemas codificados dessa rmaneira apresentam os mesmos ganhos de codificacao

assint6ticos, sobre os respectivos esquermas de referéncia.
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Com cédigos transparentes de cornprimento n < 20, foram obtidos ganhos de codificacao
assintoticos de até 6,0 dB, onde os esquiemas codificado e néo codificado tém as mesmas taxas
de transmissao de informacdo. Tambérn foram considerados casos em gue esses esquemas nao
tem essas mesmas taxas, e ganhos de quase 6 dB foram obtidos. Um método de decodificagdo

para os codigos utilizados também foi proposto.
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