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Resumo

Estratégias de comunicação multiusuário, aliadas ao uso de múltiplas antenas nos terminais,

proporcionam ganhos, como aumento de taxas e robustez, se comparadas à abordagem ponto-

a-ponto. No entanto, a obtenção de alguns destes ganhos exige conhecimento do canal no

transmissor. Em geral, o transmissor possui apenas conhecimento parcial, impreciso, do canal,

obtido através de realimentação feita pelos receptores. O foco do trabalho é a exploração do

conhecimento parcial de canal no downlink de um sistema sem fio, com um transmissor central

com múltiplas antenas e receptores com uma ou mais antenas cada. É proposto um método de

realimentação de estado de canal que visa obter altas taxas de transmissão com o uso do menor

número posśıvel de bits. A informação é dividida em direção e qualidade do canal. A informação

de direção consiste da quantização do canal na variedade de Grassmann. Como qualidade do

canal, propomos o uso de um limitante inferior da relação sinal-interferência-mais-rúıdo de cada

usuário, quando o método de zero-forcing beamforming é utilizado e canais quase-ortogonais

são escolhidos. É derivado o limitante, bem como ajustes para incorporar informação que levam

ao aumento da taxa de transmissão. Constata-se que o desempenho desta proposta é superior

ao de técnicas anteriores em termos de taxa-soma do canal.
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Abstract

Multiuser communication strategies, together with the use of multiple antennas, result in

better performance when compared to the point-to-point approach. However, they are highly

dependent on knowledge of channel state information at the transmitter, which in general

requires that the receivers feed back the estimated channel. The focus of this work is the

problem of partial channel state information at the transmitter in the downlink of a wireless

system composed of a central transmitter with multiple antennas and several receivers with

one or more antennas each. A feedback method is proposed, using zero-forcing beamforming,

which aims to achieve high sum rates while using the least amount of feedback bits possible.

The channel state information is divided in channel direction and channel quality information.

The direction information consists of a quantized version of the direction of the channel vector,

which can be seen as quantization in the Grassmann manifold. We propose the use of a lower

bound on the signal-to-interference-plus-noise ratio of each user, which assumes the selection

of near-orthogonal users. The lower bound is derived, as well as adjustments intended to add

information available at the transmitter side that lead to an increase in the sum rates.Simulation

results show that the proposed method outperforms similar techniques in terms of sum rate in

most scenarios.
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Ao Prof. Cristiano Magalhães Panazio, pelas valiosas sugestões ao trabalho e pela orientação

cuidadosa e entusiasmada durante a iniciação cient́ıfica que me incentivou a seguir a área de
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Notação Matemática

a ou A escalar

a vetor (letra minúscula em negrito)

A matriz (letra maiúscula em negrito)

I matriz identidade

0 vetor ou matriz com todos elementos iguais a zero

(⋅)T transposto de um vetor ou matriz

(⋅)H complexo conjugado e transposto de um vetor ou matriz

∥a∥, ∥a∥2 norma 2 do vetor a

Tr{A} traço da matriz A

Ea[⋅] , EA[⋅] operador esperança com relação à variável aleatória a ou A

f(⋅), g(⋅) função

argmin
a

{f(⋅)} argumento a que minimiza a função f(⋅)
argmax

a
{f(⋅)} argumento a que maximiza a função f(⋅)

∑

i somatório com ı́ndice i
∑c2

i=c1
somatório com ı́ndice i variando de c1 a c2

∼ N (a,A) possui distribuição Gaussiana com média a e covariância A

∣a∣ valor absoluto do escalar a

∣C∣ cardinalidade do conjunto C
A

† pseudo-inversa da matriz A

posto(A) dimensão da imagem da matriz A

(̂⋅) estimativa de um escalar, vetor ou matriz

min(⋅) mı́nimo valor de (⋅)
max(⋅) máximo valor de (⋅)
∈ ℂ

A×B pertence ao espaço complexo de dimensão A×B

∈ ℝ
A×B pertence ao espaço real de dimensão A×B



Caṕıtulo 1

Introdução

Os sistemas de comunicação sem fio, principalmente o de telefonia celular, têm se tornado

cada vez mais populares, e o uso destes sistemas tem mudado significativamente. Muito além

da tradicional ligação telefônica, que requer apenas a transmissão e recepção de sinal de voz, o

conteúdo multimı́dia, na forma de v́ıdeos, fotografias, arquivos em geral carregados da Internet,

exige taxas de transferência cada vez maiores.

Por sua vez, as taxas dependem de recursos do sistema, como por exemplo potência e faixa

de frequência, e estes são rigorosamente limitados, tanto por conta da regulamentação como

por seu alto custo. Isto motiva então a pesquisa por maior eficiência no uso dos recursos.

Tradicionalmente, o cenário mais estudado é o ponto-a-ponto, que consiste na comunicação

entre um terminal transmissor e um único receptor. Nele, o objetivo tem sido a busca por

estratégias que se aproximem do limite teórico de capacidade determinado em (C. E. Shannon,

1948). Desde meados da década de 1990, com o advento de técnicas de codificação como o

Turbo (Berrou, Glavieux, & Thitimajshima, 1993) e principalmente o LDPC (MacKay & Neal,

1997), já tem sido posśıvel realizar transmissão a taxas muito próximas da capacidade em

sistemas ponto-a-ponto.

Por outro lado, em sistemas com múltiplos usuários, como o de telefonia celular, no qual cada

célula é composta por uma estação rádio-base (ERB) e diversos terminais de usuário, os limites

fundamentais da comunicação são diferentes do caso ponto-a-ponto. De fato, a abordagem

multiusuário resulta não somente em maior capacidade, mas também em estratégias práticas

de comunicação que levam a maior eficiência.

O uso de múltiplas antenas nos terminais é outro fator que leva a aumento nas taxas.

Em (Chiurtu, Rimoldi, & Telatar, 2001), demonstra-se como múltiplas antenas podem levar a

ganhos de taxa em canais ponto-a-ponto, por possibilitar a transmissão de mais de um fluxo de

dados por vez. No que tange a comunicação multiusuário, a presença de múltiplas antenas nos

1



2 CAPÍTULO 1

terminais produz ganhos ainda maiores, dada a possibilidade de separação espacial dos sinais

(Tse & Viswanath, 2005). Contudo, neste caso devem ser considerados aspectos que de outro

modo seriam menos impactantes, como por exemplo o conhecimento do canal em terminais

transmissores.

O objeto de estudo deste trabalho é o enlace direto (downlink, em inglês) de uma célula

do sistema de telefonia celular, modelado em teoria da informação como canal de broadcast

(T. Cover, 1972). Nele, a ERB tem o papel de transmissor central e os múltiplos usuários são

os receptores. Tratamos especificamente do caso em que o transmissor conta com múltiplas

antenas.

No canal de broadcast com múltiplas antenas no transmissor, ganhos de taxa são obtidos por

meio de seleção de usuários e separação espacial dos sinais. A seleção de usuários é essencial para

explorar a grande flutuação das distorções e atenuações sofridas pelos sinais na comunicação

sem fio. Para aumentar a eficiência no uso da potência, a ERB transmite em cada instante para

os usuários com as condições de canal mais favoráveis, o que resulta em maiores taxas. Por

sua vez, a separação dos sinais gera ganhos por permitir a transmissão para múltiplos usuários

simultaneamente de maneira eficiente. A presença de um arranjo de antenas na ERB possibilita

o direcionamento dos sinais, que, feito de modo adequado, pode maximizar a potência útil

recebida e/ou minimizar a interferência em outros usuários. Destacamos aqui que, em ambos

os casos, é necessário que a ERB tenha conhecimento dos efeitos do canal de comunicação sobre

os sinais a serem enviados, de modo que ela saiba quais usuários são mais proṕıcios e como

realizar o direcionamento dos sinais.

No entanto, via de regra, somente os terminais receptores podem estimar o estado do canal.

Assim, para que o transmissor tenha acesso a esta informação, é necessário que, após sua

estimação, os receptores a enviem via um canal de realimentação. Esta informação de estado

de canal (CSI, do inglês channel state information), deve vir na forma de um número limitado

de bits, pois a realimentação deve gastar apenas pequena parte dos recursos do sistema de

comunicações. Por consequência, o transmissor tem apenas conhecimento limitado da CSI.

Neste trabalho, analisamos o impacto do conhecimento parcial do canal no terminal trans-

missor sobre o desempenho da comunicação em canais de broadcast. Discutimos diferentes

maneiras de representar a informação de canal de forma a consumir a menor quantidade de

recursos posśıvel e ao mesmo tempo obter o melhor desempenho em termos de taxa de trans-

missão. A partir da análise do problema de CSI parcial no transmissor, propomos uma técnica

de transmissão baseada em uma nova representação de estado de canal, a partir da qual o trans-

missor pode realizar a seleção de usuários, a separação espacial e a determinação das taxas de

transmissão adequadas ao canal de cada usuário.
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1.1 Organização da dissertação

No Capitulo 2, discutimos o canal de broadcast, modelo de teoria da informação para a

comunicação de um transmissor central com múltiplos receptores. Neste caṕıtulo, assumimos

que o transmissor tem conhecimento perfeito do estado do canal. Inicialmente, analisamos

seus limites fundamentais, tanto no caso de uma única antena por terminal (SISO, do inglês

single-input-single-output) quanto no caso de múltiplas antenas (MIMO, do inglês, multiple-

input-multiple-output). Em seguida, descrevemos propriedades de canais sem fio para então

discutirmos a diversidade multiusuário, aspecto central no canal de broadcast variante no tempo,

como é o caso do sistema celular. Apresentamos estratégias de transmissão que, apesar de não

atingirem a capacidade, têm caracteŕısticas favoráveis para a implementação prática. Focamos

primeiro nas estratégias para o caso de transmissor com múltiplas antenas e receptor com uma

única antena (MISO, do inglês, multiple-input-multiple-output) para depois estendermos para o

caso de receptores com múltiplas antenas. Por fim, tratamos da questão de seleção de usuários,

fundamental tanto para explorar ganhos de diversidade multiusuário quanto para lidar com a

interferência entre os sinais destinados a cada usuário.

No Caṕıtulo 3, tratamos da questão da informação de estado de canal no transmissor para

a comunicação em canais de broadcast. Começamos por apresentar o modelo de realimentação

utilizado. Apresentamos então técnicas de transmissão com informação de canal limitada para

o caso SISO. Em seguida, são discutidas técnicas para o caso MISO. A partir destas, mostramos

que a CSI pode ser dividida em informação de direção do canal (CDI, do inglês channel direction

information) e informação de qualidade do canal (CQI, do inglês channel quality information).

Analisamos então a representação da CDI por um número limitado de bits, com seus efeitos

sobre o desempenho da transmissão. Após análise da CDI, propomos uma técnica de represen-

tação da CQI, a qual demonstramos ser adequada para ser utilizada pelo terminal transmissor.

Demonstramos que, apesar de ter sido projetada para o caso MISO, a técnica proposta é

facilmente estendida para o caso MIMO. Para finalizar, apresentamos resultados e simulações

numéricas, com comparações e discussões sobre a necessidade de realimentação de estado de

canal.

No Caṕıtulo 4, tecemos considerações finais sobre o trabalho e a técnica proposta aqui,

com foco nas conclusões decorrentes da análise do problema de CSI limitada. Também neste

caṕıtulo, apresentamos perspectivas de estudos futuros relativos ao tema discutido.

Este documento conta ainda com os Apêndices A e B, nos quais é feita a demonstração

detalhada dos Lemas 1 e 2, pertinentes à técnica proposta neste trabalho.



Caṕıtulo 2

O Canal de broadcast

O canal de broadcast (BC, do inglês broadcast channel) é um modelo de canal com múltiplos

terminais que consiste de um transmissor central e K receptores. Esta definição engloba os

cenários em que uma mensagem comum é destinada a todos os receptores, caso dos canais de

difusão como os de rádio e televisão, bem como os casos em que mensagens independentes são

enviadas a cada receptor, como uma rede de computadores ou o enlace direto de um sistema

de celular.

O modelo de canal de broadcast foi proposto em (T. Cover, 1972) no contexto de teoria da

informação multiusuário, que trata do fluxo de informação em redes com mais de dois termi-

nais. Isto representa uma mudança de foco em relação aos estudos de canais com apenas um

transmissor e um receptor, também conhecidos como ponto-a-ponto. Com múltiplos terminas,

a interferência, a cooperação e a alocação de recursos são cruciais para o desempenho do sis-

tema. Por conta disto, lidar com estes canais como um conjunto de canais ponto-a-ponto é uma

estratégia subótima que, via de regra, não obtém bom desempenho, pois despreza os posśıveis

ganhos de diversidade entre os terminais. Outros exemplos de modelos de canal multiusuário

amplamente estudados são:

∙ Canal de múltiplo acesso (MAC, do inglês multiple access channel): múltiplos transmis-

sores e um único receptor;

∙ Canal de retransmissão (relay channel, em inglês): canais em que não há somente trans-

missores ou receptores, mas também retransmissores, que ajudam na transmissão para

que as mensagens alcancem seu destino;

∙ Canal de interferência: múltiplos transmissores e múltiplos receptores, geralmente em

igual número, e com todos os sinais causando interferência em todos os receptores.

5
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Em canais ponto-a-ponto, a capacidade do canal é definida como a maior taxa à qual

uma mensagem pode ser transmitida confiavelmente de um terminal para o outro. Em canais

multiusuário como o de broadcast, não é posśıvel definir um valor como a capacidade, pois

há múltiplas mensagens sendo transmitidas a taxas diferentes. Em vez disto, é necessário

considerar uma taxa de transmissão para cada usuário: Rk, para k = 1 . . .K. É definida então

uma região de capacidade, de modo que um ponto definido pelas coordenadas {R1, R2, . . . , RK}
pertence a esta região se for posśıvel transmitir a estas taxas para os respectivos usuários com

probabilidade de erro tão pequena quanto se deseje. Os limites fundamentais de comunicação

nestes canais são definidos quando são encontradas as fronteiras de suas regiões de capacidade.

Na Figura 2.1, vemos a região de capacidade de um canal de múltiplo acesso com dois usuários,

delimitada pelo pentágono.

R2

R1

R1+R2  = CS

Figura 2.1: Região de capacidade do MAC.

Uma medida importante de desempenho em canais multiusuário é a taxa soma,
∑K

j=1Rj.

Note que a taxa soma não é a mesma em toda a fronteira da região de capacidade. A maior

taxa soma à qual é posśıvel realizar comunicação confiável é denominada capacidade soma (sum

capacity em inglês), e é de grande valor prático por determinar a quantidade total máxima de

informação que flui pelo canal em um dado momento. Ela está representada na Figura 2.1 por

Cs. Adotaremos a taxa soma ao longo deste trabalho como medida de desempenho.

Dos exemplos de canais multiusuário listados acima, o problema da determinação da região

de capacidade (e por consequência capacidade soma) foi resolvido por completo somente para

o canal de múltiplo acesso. Todos os outros permanecem com este problema em aberto, tendo

soluções apenas para casos especiais dos canais. No caso do canal de broadcast, não foi obtida a

região de capacidade para o caso geral. Entretanto, os resultados existentes relativos ao canal
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gaussiano contemplam o modelo utilizado ao longo deste trabalho e serão portanto descritos

na Seção 2.1.

O modelo de canal adotado ao longo deste trabalho está ilustrado na Figura 2.2. Ele é

adequado para o canal direto de uma célula de sistema de telefonia móvel, em que a estação

rádio-base (ERB) é o transmissor central e os K usuários são os receptores. Por este motivo, ao

longo deste trabalho usamos também o termo ERB para designar o transmissor e usuário para

designar receptor. Dependendo do caso analisado, os terminais podem ter uma ou mais antenas.

O sinal transmitido sofre um ganho (ou atenuação) no caminho até cada um dos receptores, e é

adicionado rúıdo gaussiano aditivo branco na recepção. Neste modelo, o canal é constante em

frequência, ou seja, ele consiste de apenas um ganho entre cada par de antenas. Assumimos que

o canal sofre desvanecimento por bloco, de modo que os ganhos permanecem constantes pela

duração de um bloco e mudam no bloco seguinte, de acordo com uma determinada distribuição

de probabilidade. Assim, em cada bloco, que representa uma realização dos ganhos de canal, o

modelo pode ser considerado como um canal de broadcast gaussiano.

Figura 2.2: Canal de broadcast gaussiano.

2.1 Capacidade

Do ponto de vista da teoria de informação, o canal de broadcast é visto como um canal

de uma entrada, dada pelo sinal transmitido X , e múltiplas sáıdas, dadas pelos sinais re-

cebidos Y1, Y2, . . . YK . O canal é definido então pela função de densidade de probabilidade

p(Y1, Y2, . . . YK ∣X). Ao longo deste trabalho, utilizamos o modelo de banda base para a comu-

nicação. Assim, as variáveis relativas aos sinais, rúıdo, ganhos, etc., são complexas.
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A capacidade do canal de broadcast depende do comportamento desta função. Para anali-

sarmos o canal, é necessário definir a seguinte propriedade:

Definição Um canal de broadcast é dito fisicamente degradado se os sinais podem ser or-

denados de modo que eles formem a cadeia de Markov X → Y1 → Y2 → ⋅ ⋅ ⋅ → YK . Ou

seja:

p(Y1, Y2, . . . YK ∣X) = p(Y1∣X) p(Y2∣Y1) . . . p(YK ∣YK−1) (2.1)

De acordo com a desigualdade de processamento de dados (T. M. Cover & Thomas, 2006),

sabe-se que, para qualquer cadeia de Markov A → B → C,

I(A;B) ≥ I(A;C). (2.2)

Assim, em um canal degradado, os usuários podem ser ordenados de acordo com a informação

mútua entre o sinal transmitido X e os sinais recebidos Y1, . . . YK .

O canal de broadcast gaussiano de SISO (do inglês single-input-single-output), ou seja, com

uma única antena em cada terminal, é um canal degradado. Neste caso, o sinal recebido pelo

k-ésimo usuário é

yk = ℎk X + nk, (2.3)

em que ℎk é o ganho de canal e nk é o rúıdo aditivo gaussiano branco de variância normalizada,

N (0, N0). A informação mútua neste caso depende somente da relação sinal-rúıdo (SNR, do

inglês signal-to-noise ratio) do k-ésimo usuário, que é determinada por seu ganho de canal ℎk.

Portanto, os usuários são ordenados de acordo com seus ganhos e temos assim um canal de

broadcast degradado.

A capacidade do canal de broadcast degradado é amplamente conhecida. Em (Bergmans,

1974) e (Gallager, 1974) é obtida a região de capacidade do canal de broadcast degradado, com

o uso de código de sobreposição, provando verdadeira a conjectura de Cover em 1972. O código

de sobreposição (em inglês, superposition coding) consiste em transmitir em X uma combinação

linear dos sinais destinados aos usuários. Para exemplificar, utilizamos aqui um canal com 2

usuários, em que ℎ1 > ℎ2. O sinal transmitido pela ERB é

X =
√
p1 x1 +

√
p2 x2, (2.4)

em que x1 e x2 são os sinais destinados aos usuários 1 e 2, com potência p1 e p2 respectivamente,

sendo que p1+p2 ≤ P é a restrição de potência de transmissão. Como ℎ1 > ℎ2, se o usuário 2 for

capaz de decodificar sua mensagem, o usuário 1 também será capaz de decodificar x2. É posśıvel

então aplicar na recepção a estratégia de cancelamento sucessivo de interferência (SIC, do inglês
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successive interference cancelation). Com esta estratégia, o usuário 1 estima a mensagem x2 e

a subtrai do sinal recebido, podendo portanto decodificar seu sinal sem interferência. O usuário

2, por sua vez, decodifica seu sinal considerando o sinal x1 como rúıdo gaussiano. De fato, a

capacidade é atingida quando os sinais x1 e x2 têm distribuição Gaussiana. As taxas atinǵıveis

por esta técnica são

R1 = log(1 + p1
∣ℎ1∣2
N0

) (2.5)

R2 = log

(

1 +
p2 ∣ℎ2∣2

N0 + p1 ∣ℎ2∣2
)

. (2.6)

Diferentes alocações de potência correspondem a diferentes taxas, e estas definem fronteira da

região de capacidade deste canal.

Em (T. M. Cover & Thomas, 2006) é feita uma demonstração completa de como o código de

sobreposição com decodificação SIC atinge toda a região de capacidade do canal de broadcast

degradado. Para um canal SISO com K usuários em que ∣ℎ1∣ > ∣ℎ2∣ > ⋅ ⋅ ⋅ > ∣ℎK ∣, a capacidade

do k-ésimo usuário é

Rk = log

(

1 +
pk ∣ℎk∣2

N0 +
∑

j≤k pj ∣ℎk∣2

)

(2.7)

para qualquer partição da potência total de transmissão P =
∑

j pj .

Esta estratégia de transmissão simultânea para múltiplos usuários atinge toda a fronteira da

região de capacidade. No entanto, em somente um ponto a capacidade soma é atingida: quando

a transmissão é feita somente para o usuário de maior ganho (Tse, 1997). A Figura 2.3 mostra

a região de capacidade e a capacidade soma para um canal de 2 usuários, com ∣ℎ1∣ < ∣ℎ2∣.

2.1.1 Canal de broadcast com múltiplas antenas

Quando o canal de broadcast tem múltiplas antenas nos terminais, não é posśıvel estabelecer

uma ordem entre os usuários, e, portanto, o canal não é degradado. Isto acontece porque os ga-

nhos de canal agora são matrizes. Nestes canais, a decodificação SIC não pode ser usada, já que

não há garantias de que os usuários consigam decodificar o sinal destinado a outros. Portanto,

determinar a fronteira da região de capacidade de um canal de broadcast não-degradado é um

problema mais complexo. De fato, este problema só foi resolvido para o caso espećıfico do canal

gaussiano com múltiplas antenas de transmissão e recepção (conhecido como MIMO, do inglês

multiple-input-multiple-output) em (Weingarten, Steinberg, & Shamai, 2006), três décadas após

a solução para o canal degradado ser obtida.

O modelo utilizado para o canal com múltiplas antenas consiste de um transmissor com Nt
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R1

Região de 

Capacidade

Capacidade 

soma

R2

Figura 2.3: Região de capacidade do canal de broadcast gaussiano.

antenas, que envia um sinal vetorial x ∈ ℂNt×1, e K usuários com Nrk antenas, que recebem

este sinal após este ser multiplicado por uma matriz de ganhos de canal e ter sido adicionado

rúıdo aditivo gaussiano branco. O sinal recebido pelo k-ésimo usuário é descrito portanto pela

expressão

yk = Hkx + nk, (2.8)

em que Hk ∈ ℂNrk
×Nt é a matriz de ganhos de canal, e nk ∈ ℂNrk

×1 é o rúıdo gaussiano aditivo.

Nesta seção, analisaremos a capacidade do canal de broadcast MIMO e descreveremos a

estratégia baseada na codificação em papel sujo (DPC, do inglês dirty-paper coding), que torna

posśıvel atingir não somente a capacidade soma deste canal, mas toda a fronteira de sua região

de capacidade.

DPC para canal de broadcast

O DPC é uma codificação proposta em (Costa, 1983) para o modelo de canal ponto-a-ponto

da Figura 2.4. Neste modelo, o sinal transmitido X sofre a ação de rúıdo aditivo de dois tipos:

um rúıdo Z, desconhecido de ambos os terminais, e um rúıdo S, conhecido de modo não causal

pelo transmissor, mas não pelo receptor. O sinal recebido é

Y = X + Z + S, (2.9)
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em que X é o sinal enviado com potência E[X2] = P , Z ∼ N (0, �2
z) é o rúıdo aditivo do

canal, desconhecido dos terminais, e S ∼ N (0, �2
s) é a interferência conhecida somente pelo

transmissor, de forma não causal.

X

S Z

Y

Codificador Decodificador

Figura 2.4: Modelo de canal com interferência conhecida de modo não causal pelo transmissor.

A codificação DPC propõe que o sinal X seja adaptado à interferência S de modo a neu-

tralizar seus efeitos na recepção. Com base no argumento de random binning (T. M. Cover &

Thomas, 2006), é demonstrado em (Costa, 1983) que a capacidade deste canal é

CDPC = log

(

1 +
P

�2
z

)

, (2.10)

taxa idêntica à de um canal sem interferência, ou equivalentemente, com interferência conhecida

por ambos os terminais.

O modelo de canal do DPC pode ser usado para o enlace entre a ERB e um usuário no canal

de broadcast gaussiano, em que a interferência multiusuário faz o papel do rúıdo conhecido na

transmissão. Com este modelo a ERB seria capaz de pré-cancelar a interferência mesmo em

canais não degradados, contornando a impossibilidade de realização de SIC na recepção.

Por este motivo, foi proposta em (Caire & Shamai, 2003) uma estratégia de precodificação

baseada em DPC para canais de broadcast com Nt antenas de transmissão e uma antena de

recepção para cada um dos K receptores, conhecido como canal de broadcast MISO (do inglês

multiple-input-single-output). Esta técnica consiste na combinação do DPC com processamento

linear, de forma que o sinal recebido pelo usuário k é dado por

yk =
√

Pkhk wk xk +

K
∑

j=1;j<k

√

Pjhk wj xj +

K
∑

j>k

√

Pjhk wj xj + nk, (2.11)

em que xk é o sinal codificado por DPC com E(x2
k) = 1 para todo k, hk ∈ ℂ

1×Nt é o vetor

de ganhos de canal1, wk ∈ ℂNt×1 é o vetor de beamforming (BF) de norma unitária, e Pk é

1Ao longo deste trabalho, os ganhos de canal são representados em matrizes de dimensão Nr ×Nt. Assim,
canais MISO são representados por vetores linha. Outros vetores, como os de beamforming, são geralmente
vetores coluna.
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a potência alocada para a transmissão para o usuário k. É feita uma codificação sequencial

utilizando DPC, seguindo uma ordem arbitrária 1, 2, . . . , K: a mensagem destinada ao k-ésimo

usuário é codificada de modo a cancelar a interferência das mensagens dos usuários j < k. As

mensagens ainda não codificadas, destinadas aos usuários j > k, são consideradas rúıdo aditivo.

Deste modo, a taxa atinǵıvel é

Ck = log

(

1 +
Pk ∣hk wk∣2

N0 +
∑K

j=k+1 Pj ∣hk wj ∣2

)

(2.12)

para quaisquer vetores wk. Neste artigo, os autores provam que esta técnica atinge a capacidade

soma para o canal MISO com dois usuários, quando os vetores wk são escolhidos de forma ótima.

Nota-se, no entanto, que esta estratégia depende fortemente da ordem em que os sinais são

codificados, e encontrar a ordem que maximiza a taxa soma requer uma busca de complexidade

K!.

O resultado obtido com o DPC foi generalizado em (Yu, Sutivong, Julian, Cover, & Chi-

ang, 2001) para um sistema MIMO ponto-a-ponto com interferência genérica conhecida não

causalmente. Como no caso escalar, a interferência conhecida pelo transmissor não afeta a

capacidade do canal. Usando este resultado, em (Yu & Cioffi, 2001), demonstrou-se que no

caso do canal de broadcast MIMO, com múltiplas antenas também nos receptores, é posśıvel

aplicar codificação DPC sequencial de modo a obter as seguintes taxas para os usuários:

Rk = log

(

∣∑K

j=k Hj Sk H
H
j + Snk

∣
∣∑K

j=k+1Hj Sk H
H
j + Snk

∣

)

, (2.13)

em que Hk ∈ ℂNr×Nt é a matriz de canal, Snk
é a matriz de correlação do rúıdo de recepção, e

Sk é a matriz de correlação espacial do sinal do usuário k. A escolha das matrizes de correlação

Sk deve ser feita de tal forma que
∑K

k=1 tr(Sk) ≤ P , de modo a respeitar a restrição de potência

de transmissão. Esta estratégia de codificação é uma extensão da apresentada em (Caire &

Shamai, 2003), e do mesmo modo depende da ordem da codificação e das matrizes de correlação

escolhidas.

É posśıvel notar que a estratégia DPC é um equivalente no canal de broadcast para a es-

tratégia de recepção MMSE-SIC (Tse & Viswanath, 2005) no canal de múltiplo acesso, que

atinge sua capacidade. No DPC, o transmissor lança mão do conhecimento de todos os sinais

para cancelar a interferência sucessivamente, e a interferência restante é tratada com proces-

samento linear. No MMSE-SIC, a soma dos sinais enviados chega ao receptor central, passa

por um filtro linear de mı́nimo erro quadrático médio (MMSE, do inglês minimum mean square
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error), e o sinal do primeiro usuário é decodificado. Em seguida, ele é subtráıdo e o sinal do

segundo usuário é decodificado, desta vez sem sofrer interferência do primeiro, resultando no

cancelamento sucessivo. O processo se repete da mesma forma para os demais usuários, sempre

cancelando a interferência dos que já foram decodificados.

De fato, em (Vishwanath, Jindal, & Goldsmith, 2003) e (Viswanath & Tse, 2003), os autores

demonstram que a partir de um canal de broadcast, é posśıvel obter seu canal MAC dual. Para

que estes canais tenham o mesmo comportamento, é necessário modificar a restrição de potência

de transmissão do MAC. Normalmente, no MAC, a potência de cada transmissor é limitada

individualmente a um valor espećıfico. Para que a dualidade seja válida, é necessário impor

que a restrição recaia sobre a soma das potências de transmissão, como acontece no canal de

broadcast. Demonstrou-se que a estratégia DPC e o MMSE-SIC de seu canal dual atingem a

mesma região de capacidade, contanto que a restrição de potência do MAC seja modificada.

Por fim, demonstrou-se, também em (Vishwanath et al., 2003) e (Viswanath & Tse, 2003),

que as taxas atinǵıveis pela estratégia DPC correspondem à capacidade soma do canal de

broadcast. Para tanto, comparou-se a taxa soma ao limitante superior estabelecido por (Sato,

1978), que assume cooperação entre os usuários. Provar que a estratégia DPC atinge a mesma

soma de taxas que o limitante superior equivale a estabelecer a capacidade soma do canal. Por

meio de argumentação baseada em teoria de jogos, os autores de (Yu & Cioffi, 2004) chegaram

simultaneamente à capacidade soma.

Posteriormente, foi demonstrado por (Weingarten et al., 2006) que a estratégia DPC atinge

não somente a capacidade soma, mas toda a região de capacidade do canal de broadcast com

múltiplas antenas. Em sua demonstração, eles mostram que o uso de qualquer taxa fora da

região DPC resulta em comunicação não-confiável.

Desvantagens práticas do DPC

Apesar de se mostrar capaz de atingir as fronteiras da região de capacidade do canal de

broadcast, o DPC tem caracteŕısticas que dificultam sua aplicação prática. Em primeiro lugar,

a idéia inicial do DPC é baseada no argumento de codificação aleatória, que é por essência uma

prova de existência, mas não de construção de um código. O problema de projetar um código

implementável capaz de cancelar totalmente a interferência conhecida no transmissor continua

em aberto. De fato, a busca por códigos implementáveis que aproximam este desempenho ainda

está em fase inicial (Lin & Su, 2007). Recentemente, provou-se que códigos com estrutura de

reticulado podem atingir a capacidade do DPC (Zamir, Shamai, & Erez, 2002), mas somente

quando o tamanho da palavra-código tende a infinito, o que é impráticavel, ainda que seja um

grande passo no sentido de códigos implementáveis.
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Ainda que seja posśıvel obter códigos práticos com desempenho próximo do DPC, outro

fator que dificulta sua aplicação a canais de broadcast é a complexidade computacional. Esta

questão surge em pelo menos dois pontos da implementação da técnica que atinge a capacidade.

Primeiro, é necessário determinar a ordem de codificação dos sinais destinados a cada receptor,

já que o desempenho da técnica é fortemente dependente desta escolha (Tse & Viswanath,

2005). Isto configura um problema de complexidade não-polinomial com relação ao número de

receptores, e pode ser inviável para implementação em tempo real. Além disto, é necessário

calcular as matrizes de correlação dos sinais, algo que pode ser feito a partir da dualidade entre

o canal de broadcast e o MAC, como mostrado em (Vishwanath et al., 2003), e requer o uso de

algoritmo de otimização proposto em (Yu, Rhee, Boyd, & Cioffi, 2004).

Devido a estas desvantagens, diversas técnicas subótimas têm sido propostas, no intuito de

obter bom desempenho com a possibilidade de implementação prática. Assim, faz-se necessária

a discussão de alternativas subótimas à estratégia DPC que tenham menor complexidade e ainda

assim consigam explorar adequadamente os ganhos proporcionados pela presença de múltiplos

usuários.

2.1.2 Canais com desvanecimento e diversidade multiusuário

A propagação de um sinal entre uma antena de transmissão e uma de recepção sofre di-

versos efeitos, como a atenuação, a reflexão, o efeito Doppler, etc., que, via de regra, não são

calculáveis na prática, pela impossibilidade de se conhecer perfeitamente o ambiente e as mu-

danças que nele ocorrem. Portanto, adota-se em geral na literatura o modelo de canal com

desvanecimento probabiĺıstico, cujos parâmetros são variáveis aleatórias. Assumindo um mod-

elo linear não seletivo em frequência, representamos a propagação do sinal entre duas antenas

por um ganho complexo com uma dada distribuição de probabilidade (pdf, do inglês probability

density function). O modelo utilizado neste trabalho é o desvanecimento por blocos, em que os

ganhos de canal permanecem constantes durante um intervalo de tempo, e no intervalo seguinte

assumem outro valor aleatório, de acordo com sua pdf. Adotamos como pdf nas simulações

numéricas o modelo de desvanecimento Rayleigh (Tse & Viswanath, 2005), em que os ganhos

de canal são variáveis aleatórias Gaussianas complexas. Ele é o mais utilizado na literatura,

sendo adequado para cenários sem linha de visada e com grande quantidade de percursos de

propagação.

Em canais ponto-a-ponto, o desvanecimento é uma caracteŕıstica negativa do canal. Inde-

pendentemente do modelo, no caso ponto-a-ponto a capacidade de canais com desvanecimento

é menor que a capacidade do canal determińıstico com potência equivalente (Tse & Viswanath,

2005).
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Em canais multiusuário sem fio, por outro lado, o desvanecimento provê oportunidade de

melhora do desempenho. Nestes canais, é posśıvel escolher para quais usuários será realizada a

transmissão, e, portanto, as variações dos canais são vistas como oportunidades de se transmitir

para usuários com ganhos maiores. A obtenção de ganhos com a exploração das diferenças

entre os canais dos usuários recebe o nome de diversidade multiusuário. No caso do canal de

broadcast SISO, em que a transmissão para o usuário com maior ganho atinge a capacidade

soma, é fácil ver este efeito. O ganho do usuário ativo em cada instante é o máximo entre

K variáveis aleatórias, e, portanto, o ganho médio do canal é maior ou igual ao ganho médio

do canal de qualquer usuário. Na Figura 2.5, a capacidade do canal de broadcast SISO com

desvanecimento Rayleigh, ou seja, ℎk ∼ ℂN (0, 1) é comparada à taxa soma de um canal de

broadcast com ganhos fixos em ∣ℎk∣ = 1 para todo k = 1 . . .K. Nela, ficam evidentes os ganhos

proporcionados pela diversidade multiusuário, que crescem monotonicamente com o número de

usuários K.
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Figura 2.5: Capacidade do canal de broadcast SISO em dois casos: desvanecimento Rayleigh e
todos os ganhos constantes.

No caso do canal de broadcast com múltiplas antenas na ERB, os ganhos de canal dos

usuários são variáveis aleatórias vetoriais. Neste cenário, é posśıvel transmitir para mais de

um usuário por vez. Contudo, o ideal geralmente é que a ERB não transmita para todos os K

usuários em um dado instante, pois isto geraria interferência excessiva entre eles. De fato, é

comum que tanto na DPC como nas demais técnicas, sobre as quais discutiremos na Seção 2.2,

seja escolhido apenas um subgrupo de M usuários cujos canais tenham, além de altos ganhos,

uma disposição espacial favorável. Chamamos estes usuários para os quais se transmite em um
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dado instante de usuários ativos e discutimos critérios e algoritmos para sua seleção na Seção

2.3.

O comportamento assintótico do ganho da capacidade soma com a diversidade multiusuário

foi calculado em (Sharif & Hassibi, 2005). A capacidade soma cresce no canal de broadcast de

acordo com

Nt log(log(K)) (2.14)

à medida que o número de usuários K tende a infinito. De fato, obtém-se este comportamento

assintótico mesmo com o uso de estratégias de transmissão subótimas e de baixa complexidade,

e não somente pela DPC. Devemos notar aqui que atingir o mesmo comportamento assintótico

da taxa soma não indica que uma dada técnica atinja o mesmo ponto que a DPC. Ao longo

deste documento, destacaremos quais técnicas atingem somente o comportamento assintótico

e quais atingem de fato a capacidade soma assintoticamente.

2.2 Técnicas subótimas

Dada a impossibilidade de implementação da estratégia DPC, diversas técnicas subótimas

de maior apelo prático têm sido propostas com o intuito de explorar os ganhos de diversidade

multiusuário e separação espacial do canal de broadcast MIMO. Elas podem ser classificadas

entre lineares e não lineares, de acordo com o processamento efetuado sobre os sinais.

Técnicas não lineares como a perturbação vetorial (Peel, Hochwald, & Swindlehurst, 2005b)

e DPC com zero-forcing (DP-ZF) (Sharif & Hassibi, 2005) atingem desempenho muito próximo

ao ótimo. No entanto, elas têm, como o DPC, alta complexidade computacional. A DP-ZF,

além disso, é baseada no DPC e tem os mesmos problemas de implementação.

Nosso foco é portanto nas técnicas lineares. Estas, além de baixa complexidade, apresentam

bom desempenho, com o potencial de explorar os ganhos potenciais do canal de broadcast com

múltiplas antenas. De fato, algumas atingem assintoticamente a capacidade soma ótima.

Ao longo deste trabalho, o foco é no canal de broadcast MISO, em que os receptores têm

apenas uma antena. Este foco é justificado pela possibilidade de transformar o canal com

múltiplas antenas nos receptores em um canal MISO equivalente, o que será discutido na

Seção 2.2.2.

2.2.1 Processamento linear para o canal MISO

Técnicas de processamento espacial linear podem ser utilizadas no transmissor em vez de

precodificação não-linear (como DPC) para diminuir a complexidade computacional, resultando
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em estratégias de transmissão práticas. Este processamento linear na prática consiste na mul-

tiplicação dos sinais nos terminais por vetores ou matrizes, operações simples e aplicáveis em

sistemas que exigem funcionamento em tempo real.

Dentre as técnicas lineares, destacamos o beamforming (Tse & Viswanath, 2005). O

beamforming pode ser realizado tanto na transmissão quanto na recepção. O beamforming

de transmissão consiste na multiplicação do śımbolo x ∈ ℂ, transmitido através de Nt antenas,

por um peso diferente em cada antena, conforme ilustrado na Figura 2.6(a). Desta forma, o

sinal original x, que consiste de um escalar por uso de canal, é transmitido na forma do vetor

x′ = wH x, em que w ∈ ℂNt×1 é o vetor de beamforming. De modo análogo, o beamforming

de recepção é definido como a ponderação dos sinais recebidos por Nr antenas. Deste modo, o

vetor de sinal recebido y ∈ ℂNr×1, em que cada componente é o sinal recebido por uma antena

de recepção, é multiplicado pelo vetor de beamforming u ∈ ℂNr×1, gerando o sinal escalar

recebido y′ = uH y. O beamforming de recepção está ilustrado na Figura 2.6(b).
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.
.
.

.
.
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.
.

.
.
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Figura 2.6: Beamforming de transmissão (a) e recepção (b).

O beamforming é uma técnica de processamento linear de sinais que pode ser aplicada a

qualquer sistema com múltiplas entradas e/ou múltiplas sáıdas, seja ele um canal MIMO ponto-

a-ponto, um canal de broadcast MIMO, etc. Pode ser visto como um filtro linear espacial que

atua nos ganhos direcionais do arranjo de antenas. Com seu uso, tanto na transmissão quanto

na recepção, podemos tornar direcional o comportamento de um arranjo de antenas isotrópicas.

Por alterar o direcionamento de um sinal transmitido em um arranjo de antenas, o

beamforming é utilizado no contexto multiusuário para fazer separação espacial dos sinais desti-

nados a usuários diferentes. Para tal, é comum designar a cada fluxo de dados um beamforming

de transmissão, de modo que os vetores de beamforming direcionem os fluxos de dados para

seus destinatários e diminuam a interferência que eles causam nos outros receptores.
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No canal de broadcast MISO, o sinal enviado pelo transmissor central com o uso de

beamforming é x′ =
∑M

j=1

√

Pj wj xj = WPx, em que P = diag(
√

[P1 P2 . . . PM ]), W =

[w1w2 . . .wM ] ∈ ℂ
Nt×M é a matriz de beamforming e x = [x1 x2 . . . xM ]T ∈ ℂ

M×1 é o vetor de

sinais, com E(x2
k) = 1 para k = 1 . . .M , em que M é o número de usuários para os quais está

sendo realizada a transmissão em um dado instante. Os vetores de beamforming têm norma

unitária, de modo que a potência total de transmissão é tr(P2) =
∑

i Pi. O sinal recebido pelo

k-ésimo usuário é

yk = hk WPx+ nk, (2.15)

em que hk ∈ ℂ1×Nt é o vetor de ganhos de canal. Para explicitar a interferência multiusuário,

reescrevemos (2.15) como

yk =
√

Pk hk wk xk +

M
∑

j=1;j ∕=k

√

Pj hkwj xj + nk. (2.16)

Se considerarmos os sinais como gaussianos e independentes, o que atinge a capacidade do

enlace, e a interferência como rúıdo, conclúımos que, com o uso de beamforming, o enlace entre

o transmissor central e o k-ésimo usuário tem a seguinte razão sinal-interferência mais rúıdo

(SINR, do inglês signal-to-interference-plus-noise ratio):

k =
Pk ∣hk wk∣2

N0 +
∑M

j=1;j ∕=k Pj ∣hkwj∣2
. (2.17)

Consequentemente, sua capacidade é Ck = log(1 + k).

Vemos que, para que possamos transmitir a taxas altas, devemos escolher o vetor de

beamforming wk de modo a alinhá-lo com o vetor de ganhos de canal hk, direcionando a

potência do sinal para o seu destinatário. Ao mesmo tempo, devemos escolhê-lo o mais or-

togonal posśıvel aos vetores de canal dos demais usuários para que o sinal inflija o mı́nimo de

interferência.

Com este objetivo, três estratégias de separação espacial utilizando beamforming podem ser

destacadas para o canal de broadcast MISO: o zero-forcing beamforming (ZFBF), que consiste

em anular totalmente a interferência multiusuário, o filtro casado (MFBF do inglês matched

filter beamforming), cujo objetivo é direcionar a potência dos sinais totalmente para os recep-

tores, e o beamforming de mı́nimo erro quadrático médio (MMSEBF, do inglês minimum mean

square error beamforming), que é ótimo de acordo com critério de erro quadrático médio e

representa um meio-termo entre os anteriores.
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MFBF

Em um canal MISO ponto-a-ponto, o beamforming de transmissão tem como função dire-

cionar a potência do sinal enviado para o receptor. Isto pode ser feito de maneira simples quando

o vetor de ganho do canal é conhecido no transmissor. Neste caso, o vetor de beamforming

ótimo, conhecido como filtro casado, resulta no aproveitamento máximo do ganho do canal.

O filtro casado é baseado na maximização da potência do sinal recebido. Em um canal

ponto-a-ponto MISO, o sinal recebido é

y =
√
P hw x+ n. (2.18)

A SNR neste caso é P ∣hw∣2

N0
. Claramente, o vetor de beamforming de norma unitária w = h

H

∥h∥
,

alinhado ao vetor de canal, leva à SNR máxima, P ∥h∥2

N0

, pois maximiza a potência recebida, que

no caso ponto-a-ponto é o único fator dependente do beamforming.

No caso multiusuário, o filtro casado, que assume a forma wk =
h
H

k

∥hk∥
para o k-ésimo usuário,

também maximiza a potência do sinal desejado. Aplicando o filtro casado na expressão (2.17),

podemos visualizar seu efeito:

MFBFk
=

Pk ∥hk∥2
N0 +

∑M
j=1;j ∕=k Pj ∣hk h

H
j ∣2

. (2.19)

Apesar de maximizar a potência útil recebida, o filtro casado não faz nada para mitigar

a interferência multiusuário, que passa a depender dos produtos internos entre os vetores de

canal. Deste modo, quando há muitos usuários ativos ou quando o rúıdo é baixo, em que

a interferência tem papel importante, o uso de filtro casado leva a baixos valores de SINR,

traduzidos em baixas taxas de transmissão.

ZFBF

Outra escolha posśıvel para os vetores de beamforming é o critério de zerar a interferência

(ZF, do inglês zero-forcing). Os vetores de beamforming wk são escolhidos de modo que eles

satisfaçam a condição de interferência zero:

wk ⊥ hj ⇔ hj wk = 0 para todo j ∕= k. (2.20)

É importante notar que não é posśıvel cancelar linearmente a interferência como em (2.20)

quando M > Nt, pois seria imposśıvel obedecer a condição acima.

Com estes vetores de beamforming, o sinal recebido pelo k-ésimo usuário, descrito em (2.16),
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assume a seguinte forma:

yk =
√

Pk hk wkxk + nk, (2.21)

e todos os sinais interferentes são cancelados pela condição em (2.20). Nesta situação, temos

M canais independentes em paralelo, e a estratégia de alocação de potência para maximizar a

taxa total de transmissão é waterfilling (C. Shannon, 1949).

Para um conjunto de M ≤ Nt usuários ativos, é posśıvel obter a matriz de beamforming a

partir da matriz de ganhos de canal H = [hT
1 ,h

T
2 , . . . ,h

T
M ]T ∈ ℂM×Nt . Podemos ver que (2.20)

equivale a afirmar que o produto HW resulta em uma matriz diagonal. Uma solução posśıvel é

fazer W = H†, em que H† é a matriz pseudoinversa de H (Golub & Loan, 1996), e em seguida

normalizar os vetores de beamforming para respeitar a restrição de potência de transmissão.

Diferentemente do que acontece com o DPC, o cancelamento da interferência com o ZFBF

gera perda de potência útil recebida. Pela expressão (2.21), vemos que a potência útil após

aplicação de ZFBF tem valor Pk ∣hk wk∣2, ou seja, depende da projeção do vetor de canal sobre

o vetor de beamforming. Devido à desigualdade de Cauchy-Schwarz (R. A. Horn & Johnson,

1985), o valor máximo da potência útil recebida é Pk ∥hk∥2, o que ocorre quando wk =
hH

k

∥hk∥
. No

entanto, o vetor de beamforming wk está restrito por (2.20) e assim pode ser alinhado somente

à componente de hk ortogonal aos demais vetores de canal. Assim, o valor do produto interno

hk wk fica limitado a esta componente de hk, impedindo o aproveitamento de todo o ganho do

canal.

A Figura 2.7 ilustra a restrição do ZFBF e seu efeito sobre os ganhos. Nela, vemos que w1

está restrito a ser ortogonal ao plano definido por h2 e h3, e portanto é calculado em função

destes e não do canal h1, acarretando perda de potência útil recebida no usuário 1. Podemos

observar também na figura que esta perda depende fortemente da configuração espacial dos

canais. Por um lado, se os canais dos usuários ativos são aproximadamente ortogonais, como

na Figura 2.7(a), a perda resultante da restrição (2.20) é pequena. Se, por outro lado, os canais

forem próximos de colineares, como h1 e h2 na Figura 2.7(b), a perda com ZFBF é grande, na

medida que a projeção do vetor de beamforming no canal do mesmo usuário é quase nula.

Para lidar com estas perdas seria desejável a ortogonalidade entre os vetores de canal dos

usuários ativos. No entanto, este é um evento de probabilidade nula. Assim, em (Yoo &

Goldsmith, 2006), os autores propõem um critério de seleção de usuários para uso do ZFBF

que o torna menos exposto ao problema da perda de potência útil do sinal e demonstram a

otimalidade assintótica desta técnica. A proposta consiste em escolher um subconjunto de

M ≤ Nt dentre os K usuários de modo que os vetores de canal dos selecionados sejam �-
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Figura 2.7: Vetores de canal e beamforming nas configurações (a) quase ortogonal e (b) h1 e
h2 quase colineares.

ortogonais, ou seja,
∣hi h

H
j ∣

∥hi∥ ∥hj∥
≤ �, (2.22)

para i = 1 . . .K e j = 1 . . .K, i ∕= j, em que � é um valor arbitrário próximo de zero, de

modo que a configuração dos vetores seja próxima da ortogonalidade. Dentre os subconjun-

tos �-ortogonais, deve ser escolhido o grupo de maior soma das taxas. No artigo, os autores

demonstram que, à medida que o número de usuários cresce (ou seja, K → ∞), a taxa soma

se aproxima à capacidade soma obtida com DPC.

Caso fosse posśıvel encontrar grupos de Nt usuários com vetores de canal exatamente ortog-

onais, ou seja, que naturalmente não interferem uns nos outros, não haveria necessidade do uso

de métodos elaborados de cancelamento de interferência, como o DPC. O simples filtro casado,

direcionando a potência do sinal a seu destinatário teria desempenho bom neste cenário. No

entanto, é nas situações práticas, em que os vetores de canal não são ortogonais, que o ZFBF

mostra superior desempenho, em termos de soma de taxas, contra o filtro casado.

MMSEBF

O filtro casado tem como objetivo maximizar a potência do sinal destinado a cada receptor

sem levar em conta a interferência e o ZF cancela totalmente a interferência a despeito da perda

de potência útil que isto acarreta. O filtro de transmissão de mı́nimo erro quadrático médio

(MMSE) é um compromisso entre os dois extremos, admitindo alguma interferência em troca

de ganho na potência útil recebida.

O cálculo do beamforming de MMSE depende da definição do erro quadrático médio. Em

(Joham, Kusume, Gzara, Utschick, & Nossek, 2002), foi proposto que a matriz de beamforming
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fosse calculada como a solução do seguinte problema de otimização:

[B, �] = argmin
B,�

∥x− � (HBx+ n)∥2

sujeito a E[∥Bx∥2] = P, (2.23)

em que B = WP é a matriz de vetores de beamforming multiplicada à matriz de alocação de

potência, x = [x1 x2 . . . xM ]T, n = [n1 n2 . . . nM ]T, e � é uma constante de ganho que permite

ao receptor fazer um ajuste de ganho a partir do sinal recebido. Este modelo tem flexibilidade,

portanto, para determinar não somente o beamforming, mas também a alocação de potência de

transmissão. A solução obtida a partir desta formulação é a inversa regularizada:

B = � (HHH+M/P I)−1HH. (2.24)

A variável � tem a função de normalização, para que a restrição em (2.23) seja respeitada.

Conforme demonstrado em (Peel, Hochwald, & Swindlehurst, 2005a), a regularização como

consequência melhora o condicionamento da matriz a ser invertida, o que diminui as perdas

com a não-ortogonalidade entre os canais.

Em (Wrycza, Bengtsson, & Ottersten, 2006), uma formulação ainda mais flex́ıvel é proposta,

em que cada receptor utiliza o ajuste de ganho apropriado a seu sinal recebido, em oposição a

um único valor de � para todos os receptores. A otimização toma então a seguinte forma:

[B,A] = argmin
B,A

∥x−A (HBx+ n)∥2

sujeito a E[∥Bx∥2] = P, (2.25)

com A = diag(�1, �2 . . . �M). Este problema não tem, no entanto uma solução fechada, e os

valores de A e os vetores de beamforming B são interdependentes. Os autores propõem um

algoritmo iterativo, mas este não tem garantia de convergência para mı́nimo global.

Simulações foram feitas comparando o desempenho do MMSEBF da expressão (2.24) com o

ZFBF e o MFBF. Na Figura 2.8, vemos a taxa soma obtida com as três técnicas, normalizada

pela taxa do MMSEBF em função da SNR total ( P
N0

). Podemos notar que somente para

valores muito baixos de SNR o MFBF tem desempenho melhor que o ZFBF, e mais próximo

do MMSEBF. Notamos também que o ZFBF é muito próximo do MMSEBF para alta SNR. Na

Figura (2.9) a SNR é fixada em 10dB e o número de usuários é variado. Neste gráfico, podemos

ver que ambos ZFBF e MMSEBF atingem desempenho próximo ao da estratégia DPC. Fica

claro também que os ganhos de diversidade são explorados com o uso tanto com ZFBF quanto

com MMSEBF, cuja taxa soma é muito próxima para o caso simulado. Nas simulações, o
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método de escolha de usuários foi a busca exaustiva.
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Figura 2.8: Taxa soma de MMSEBF, ZFBF e MFBF, normalizada pela taxa do MMSEBF, em
função da SNR total, para Nt = 2, k = 50 usuários.

2.2.2 Receptores com múltiplas antenas

Na seção anterior, analisamos técnicas lineares para transmissão em um canal de broadcast

com MISO, e discutimos possibilidades de processamento espacial proporcionadas pelas múlti-

plas antenas de transmissão. Nesta seção, o objetivo é analisar a extensão para o canal de

broadcast MIMO, em que também os usuários têm mais que uma antena.

Para entender as técnicas de transmissão utilizadas no canal de broadcast MIMO, abor-

daremos primeiro o canal ponto-a-ponto. Nele, é posśıvel realizar multiplexação espacial, ou

seja, transmitir até min(Nt, Nr) diferentes fluxos de dados por vez (Chiurtu et al., 2001). Em

outras palavras, é posśıvel dividir a mensagem a ser enviada em múltiplos fluxos de dados,

por meio de um conversor serial/paralelo, e transmiti-los simultaneamente pelo canal MIMO,

para na recepção recuperá-los em uma só mensagem através de um conversor paralelo/serial.

Este procedimento permite enviar múltiplos śımbolos por vez, aumentando a taxa total trans-

mitida. De fato, a estratégia que atinge a capacidade do canal ponto-a-ponto se utiliza da

decomposição em valores singulares (SVD, do inglês singular value decomposition) (R. A. Horn

& Johnson, 1985) para diagonalizar a matriz de canal e transmitir múltiplos fluxos de dados

sem que eles interfiram uns nos outros (T. M. Cover & Thomas, 2006). Dada uma matriz de

canal H ∈ ℂNr×Nt e sua SVD H = UΣVH, o sinal x é pré-multiplicado por V no transmissor
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Figura 2.9: Taxa soma de MFBF, ZFBF, MMSEBF e DPC em função do número de usuários,
para SNR = 10 dB e Nt = 2.

e por U no receptor, de modo que o sinal no receptor pode ser escrito como

y = UH(HVx + n) (2.26a)

y = Σx+ n (2.26b)

em que n ∼ N (0, N0 INr
). Note que a multiplicação de U pelo rúıdo n não altera a distribuição

deste, pois a matriz U é unitária. Além disso, a matriz V não altera a potência de transmissão,

também por V ser unitária.

Assim, o número de fluxos de dados transmitidos simultaneamente é igual ao posto da

matrizH, ou seja, min(Nt, Nr), caso ela tenha posto completo. O processamento feito com SVD

garante que os fluxos não interferem um no outro, já que a matriz de canal resultante é diagonal.

A alocação ótima de potência para cada fluxo de dados é feita com o uso de waterfilling,

utilizada em geral quando é necessário distribuir potência por canais não interferentes entre si.

A Figura 2.10 ilustra o canal MIMO ponto-a-ponto e a aplicação do processamento com SVD.

Outra estratégia posśıvel no canal MIMO ponto-a-ponto é o uso de beamforming de trans-

missão e de recepção, que consiste em transmitir apenas um fluxo de dados por vez e direcionar

o sinal para maximizar o ganho no canal. Assim, o sinal x, agora escalar, é multiplicado por

um vetor de beamforming w ∈ ℂNt×1 na transmissão e por um vetor u ∈ ℂNr×1 na recepção.
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Figura 2.10: Diagrama de blocos d estratégia SVD no canal MIMO ponto-a-ponto, para Nt =
Nr = 3.

O canal equivalente após estas operações é o ganho escalar

uH Hw. (2.27)

Os vetores de beamforming ótimos são os vetores singulares associados ao maior valor singular

de H (Chiurtu et al., 2001). Note que este esquema é subótimo por limitar a um o número

de fluxos de dados. Intuitivamente, é equivalente a ter diversos canais em paralelo e utilizar

somente um, enquanto a SVD permite o uso de todos. Ele é ótimo, no entanto, em situações

nas quais o waterfilling indicaria que toda a potência deveria ir para o maior valor singular, o

que ocorre em baixa SNR (Tse & Viswanath, 2005).

No canal de broadcast MIMO não é posśıvel realizar a SVD da matriz de canal, que neste

caso é H ∈ ℂ
∑

Nrk
×Nt , em que Nrk é o número de antenas de recepção do usuário k, pois nem

todas as antenas de recepção estão no mesmo receptor, e o SVD exigiria cooperação entre eles.

Para contornar esta impossibilidade, algumas técnicas foram propostas, das quais se destacam

a diagonalização por blocos e o beamforming coordenado, que serão descritas na sequência.

Diagonalização por Blocos

O método de diagonalização por blocos (Spencer, Swindlehurst, & Haardt, 2004) é uma

extensão do ZF para o caso MIMO, na medida em que seu objetivo é cancelar totalmente

a interferência entre diferentes usuários utilizando processamento linear. No entanto, não há

inversão completa da matriz de canal, pois não há necessidade de cancelar a interferência entre

os sinais nas antenas de recepção de cada usuário. Em vez disso, a matriz resultante é diagonal

por blocos.
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Os sinais destinados aos M usuários ativos:

1. O sinal xk do k-ésimo usuário é dividido em mk fluxos de dados, resultando em

xk ∈ ℂmk×1;

2. Este vetor de sinal é multiplicado na ERB por uma matriz Wk ∈ ℂNt×mk ;

3. Os sinais destinados aosM usuários ativos são somados e a ERB envia x′ =
∑M

k=1Wkxk;

Como resultado, o sinal recebido no k-ésimo usuário é

yk = Hkx
′ + nk (2.28)

= HkWk xk +
∑

j ∕=k

HkWj xj + nk. (2.29)

Fica claro então que, de modo análogo a (2.20), a interferência é cancelada se

Hk Wj = 0 para todo j ∕= k, (2.30)

e, portanto, as matrizes Wk são calculadas de modo a respeitar esta restrição de interferência

zero.

A diagonalização da matriz fica evidente se agruparmos os sinais recebidos pelos usuários

em um só vetor:
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Uma vez que a matriz de canal é diagonalizada por blocos, o canal de broadcast se transforma

em M canais MIMO ponto-a-ponto não interferentes. Então, para cada um deles pode ser

aplicada a técnica de SVD como em (2.26a).

Para que seja respeitada a condição em (2.30) e, consequentemente, seja posśıvel diago-

nalizar por blocos a matriz de canal, é necessário limitar o número de usuários ativos a M .
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Para analisarmos esta limitação, definimos a seguinte matriz:

H̃k = [HT
1 . . . HT

k−1H
T
k+1 . . .HT

M ] ∈ ℂ
Nr−Nrk

×Nt , (2.33)

em que Nr =
∑M

k=1Nrk é a soma de todas as antenas de recepção dos M usuários ativos. É

simples ver que Wk deve estar no espaço nulo de H̃k para que (2.30) seja válida, o que só é

posśıvel se este tiver dimensão não nula, ou seja,

Nt > posto(H̃k). (2.34)

Supondo que todas as matrizes de canal tenham posto completo, o que acontece com probabili-

dade um, e notando que esta relação deve valer para todos os usuários ativos, temos a seguinte

restrição sobre o número de antenas:

Nt > Nr −min
j

Nrj . (2.35)

Assim, conclúımos que é posśıvel, com múltiplas antenas nos usuários, transmitir mais do

que um fluxo de dados para cada um, o que acarreta um ganho de multiplexação. No entanto,

esta possibilidade gera uma restrição importante sobre o número de usuários ativos, o que pode

ser uma desvantagem em alguns cenários, como, por exemplo, quando há limitação para tempo

de espera de cada usuário.

Beamforming de recepção

Como no canal MIMO ponto-a-ponto, o uso de beamforming de transmissão e recepção

limita o número de fluxos de dados por usuário a apenas um, pois o canal resultante é um

escalar, análogo ao da expressão (2.27). Porém, em um canal de broadcast com Nt ou mais

usuários, é posśıvel ainda assim transmitir Nt fluxos de dados, um para cada usuário. Isto

significa que, do ponto de vista do sistema, o ganho de multiplexação é mantido.

O beamforming de recepção, analogamente ao de transmissão, consiste em um filtro linear

que pondera os sinais recebidos por cada antena. O sinal do usuário k após o beamforming de
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recepção assume a forma

y′k = uk yk (2.36)

=
√

(Pk) (uk Hk)wk xk + (uk Hk)
∑

j ∕=k

√

(Pj)wj xj + uk nk (2.37)

=
√

(Pk)hefk wk xk + hefk

∑

j ∕=k

√

(Pj)wj xj + uk nk (2.38)

em que uk ∈ ℂ1×Nr é o vetor de beamforming de recepção, de norma unitária, e

hefk = uk Hk ∈ ℂ
Nt×1 é vetor de canal equivalente MISO visto pelo transmissor. A diferença

entre este cenário e um canal MISO é a flexibilidade de escolha do beamforming de recepção,

que dá liberdade para adequar o vetor de canal efetivo ao beamforming de transmissão. De

acordo com a expressão, contudo, este vetor está limitado ao espaço definido pela matriz Hk.

A combinação dos sinais recebidos nas antenas de recepção resulta em um só sinal, como se o

receptor tivesse somente uma antena, com vetor de canal hefk . Por isto, o canal é visto pelo

transmissor como um canal MISO equivalente.

Por resultar em um canal MISO equivalente, o uso de beamforming de recepção permite

que as restrições sobre o número de usuários ativos seja igual à do caso MISO. Por consequên-

cia, mais usuários com múltiplas antenas podem estar ativos simultaneamente que quando a

diagonalização por blocos é aplicada.

Foi proposta em (Chae, Mazzarese, Inoue, & Heath, 2008) uma técnica em que o

beamforming de transmissão é calculado como o ZF no MISO. O beamforming de recepção,

por sua vez, é calculado como uk = (Hk wk)
H o que corresponde ao filtro casado espacial de

recepção, também conhecido como combinação de razão máxima (MRC, do inglês Maximum

Ratio Combining) (Brennan, 1959). Esta técnica foi denominada beamforming coordenado,

pela necessidade do cálculo conjunto dos vetores de beamforming de transmissão e recepção,

já que um depende do outro. O compartilhamento de informação de canal entre os terminais

para tornar posśıvel o cálculo coordenado dos vetores de beamforming é tratado neste artigo,

bem como em (Chae, Mazzarese, Jindal, & Heath, 2008).

Há ainda a possibilidade de o receptor calcular seu beamforming sem informação do trans-

missor, e este utilizar-se do já calculado canal MISO equivalente para determinar o beamforming

de transmissão. Uma proposta baseada nesta idéia foi feita em (Jindal, 2006a) e diminui a ne-

cessidade de troca de informação de canal entre terminais.

Devido a estas técnicas de beamforming de recepção serem capazes de fazer a transformação

direta de um canal MIMO para um canal MISO equivalente, abordaremos ao longo deste

trabalho somente o caso MISO, exceto quando explicitado.
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2.3 Seleção de usuários

Ao longo do caṕıtulo foram descritas diversas técnicas de transmissão para o canal de

broadcast. Na estratégia DPC, a alocação ótima de potência resulta, via de regra, em somente

um pequeno subgrupo de usuários com potência não nula. Técnicas lineares, por sua vez,

requerem a escolha expĺıcita de quais usuários têm potencial para obter melhor desempenho, a

partir de seus ganho de canal. Via de regra, a limitação do número de usuários ativos em cada

bloco é necessária para que a interferência entre os sinais seja controlada.

Esta escolha tem especial importância em canais sem fio com desvanecimento, pela possibi-

lidade de tirar vantagem das variações nos ganhos de canal dos diversos usuários. O desvane-

cimento abre espaço para que, em cada bloco, um subgrupo de usuários seja escolhido por sua

configuração espacial e seus ganhos.

Para técnicas lineares, em particular para o zero-forcing, a disposição espacial dos vetores de

canal é de suma importância, pois, como visto na Seção 2.2.1, os ganhos efetivos de canal após

aplicação do beamforming podem variar de nulos até o seu máximo, dependendo exclusivamente

dos canais dos demais usuários. Por este motivo, foi proposto em (Yoo & Goldsmith, 2006)

que fossem levados em conta na seleção dos usuários não somente os ganhos, mas também

a configuração espacial dos vetores de canal, através da restrição de quase-ortogonalidade,

descrita a seguir.

2.3.1 Quase ortogonalidade

Em todas as técnicas de beamforming de transmissão para separação espacial, a disposição

ideal dos vetores de canal dos usuários ativos é a ortogonalidade mútua entre eles, ou seja,

hk ⊥ hj para todo k ∕= j. Nesta situação, ZF, filtro casado e MMSE são equivalentes, pois é

posśıvel fazer wk = hk como no filtro casado e garantir que wk ⊥ hj como no ZF. De fato,

quando os usuários tem vetores de canal mutuamente ortogonais (aos quais nos referimos como

usuários ortogonais), estas técnicas de beamforming têm exatamente o mesmo desempenho que

a técnica DPC.

Em casos práticos e nos modelos estocásticos de canal adotados, no entanto, a ortogonali-

dade exata entre os usuários é um evento de probabilidade nula. Foi proposto, então, em (Yoo

& Goldsmith, 2006), que a seleção de usuários utilize como restrição a quase-ortogonalidade,

na forma de �-ortogonalidade. Os usuários i e j são �-ortogonais se

∣hi h
H
j ∣

∥hi∥ ∥hj∥
≤ �, (2.39)
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em que � é um valor arbitrário. Um conjunto de usuários é dito �-ortogonal se seus canais são

�-ortogonais par a par. Demonstrou-se em (Yoo & Goldsmith, 2006) que o uso de ZF com

a escolha de usuários �-ortogonais tem desempenho assintoticamente ótimo à medida que o

número de usuários, K, tende a infinito.

O valor do parâmetro � é arbitrário, e sua escolhe envolve um compromisso. Por um lado,

um valor pequeno de � resulta em menor interferência, e, no caso do ZFBF, em maior potência

útil recebida. Assim, a SINR é maior. Por outro lado, o � pequeno diminui a quantidade de

usuários �-ortogonais entre si, restringindo assim a seleção de usuários.

A escolha ótima de um grupo de usuários �-ortogonais é um problema combinatório e de

complexidade não polinomial. Isto ocorre porque a otimalidade só é conseguida através de

busca dentre todos os grupos �-ortogonais de um até Nt usuários. Algoritmos gulosos (greedy,

em inglês), computacionalmente muito simples, foram propostos em (Yoo & Goldsmith, 2006)

e (Yoo & Goldsmith, 2005), denominados respectivamente seleção de usuários semi-ortogonais

(SUS, do inglês semi-orthogonal user selection) e algoritmo guloso para máximo clique pon-

derado (GWC, do inglês greedy weighted clique). Seu desempenho foi comparado com a busca

exaustiva, e os resultados estão na Figura 2.11. Nota-se que o desempenho dos algoritmos

subótimos é próximo do ótimo para os cenários simulados, sendo que a complexidade da busca

exaustiva é consideravelmente maior que a de ambos SUS e GWC.

O algoritmo SUS é baseado na ortogonalização de Gram-Schmidt. A descrição passo-a-passo

deste algoritmo é a seguinte:

1. Inicialização:

∙ T0 = {1, . . . , K} : conjunto de usuários candidatos à seleção

∙ i = 1 : número de iterações

∙ S0 = {} : conjunto de usuários selecionados

2. Para cada usuário k ∈ Ti, calcular gk, a componente de hk ortogonal ao subespaço definido

pelos canais dos usuários já selecionados, via Gram-Schmidt; Se i = 1, gk = hk;

3. É selecionado o usuário pertencente a Ti cuja norma ∥gk∥ é a maior:

Si+1 = Si

∪

{

max
k∈Ti

(∥gk∥)
}

4. Se ∣Si+1∣ < Nt, então calcular Ti+1 como

Ti+1 =

{

k ∈ Ti

∣

∣

∣

∣

∣hH
k gj∣

∥hk∥ ∥gj∥
≤ �, ∀j ∈ S

}
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5. Atualizar contador: i = i+ 1;

O algoritmo GWC, por sua vez foi proposto em (Yoo & Goldsmith, 2005) a partir da visão

da seleção de usuários como um problema de máximo clique ponderado em um grafo (Bomze,

Budinich, Pardalos, & Pelillo, 1999).

Seja o grafo cujos nós são os usuários, e a eles são atribúıdos pesos, que correspondem à

métrica de seleção de usuário, como por exemplo seu ganho de canal ou sua SINR. Cada par de

usuários �-ortogonais tem seus respectivos nós conectados. O problema de seleção de usuários

pode ser visto então como o problema de selecionar o subgrafo totalmente conectado (clique)

cuja soma dos pesos dos nós seja máxima. A solução ótima deste problema exige o teste de

cada clique e, portanto, tem alta complexidade. Foi proposto por este motivo o GWC, um

algoritmo guloso que consiste nos seguintes passos:

1. É selecionado o nó de maior peso dentre os candidatos. Na primeira iteração, o nó de

maior peso é selecionado;

2. O conjunto de candidatos é composto pelos nós conectados a todos os elementos do grupo

já selecionado;

3. Caso Nt nós já tenham sido selecionados ou o conjunto de candidatos seja vazio, o algo-

ritmo chega ao fim.

Como se vê na Figura 2.11, o SUS tem desempenho muito próximo do algoritmo GWC,

que, por sua vez, tem menor carga computacional, por não realizar as operações necessárias

para a ortogonalização. Portanto, o GWC será utilizado neste trabalho para realizar a seleção

de usuários, exceto quando especificado.

2.4 Conclusão

Neste caṕıtulo, foi descrito o canal de broadcast gaussiano MIMO, um canal não degradado

cuja capacidade foi determinada recentemente e para o qual muitas técnicas de transmissão

foram propostas para suprir a falta de um esquema ótimo implementável.

O uso de estratégias lineares e não lineares foi discutido, com foco no seu desempenho

medido através da taxa soma. A opção pelas técnicas lineares é devida ao seu apelo prático:

baixa complexidade, bom desempenho e robustez a erros de estimação.

Por fim, descrevemos o problema da seleção de usuários ativos, questão essencial para o uso

de técnicas lineares. Descrevemos a condição de quase-ortogonalidade, que leva à seleção de

usuários que tenham configuração espacial favorável à aplicação de beamforming.
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Figura 2.11: Taxa soma em função do número de usuários para ZFBF e seleção de usuários
com busca exaustiva, GWC e SUS.

Ao longo do caṕıtulo, consideramos que o transmissor tem acesso a informação perfeita

sobre os ganhos de canal, e a utiliza para aplicar as técnicas de transmissão e de seleção de

usuário. A análise das técnicas de transmissão e seleção de usuários quando o transmissor tem

apenas acesso a informação parcial de canal será feita no caṕıtulo seguinte.



Caṕıtulo 3

Conhecimento parcial do estado de

canal no transmissor

Em diversas situações, é útil que o terminal transmissor tenha conhecimento sobre o canal

através do qual é efetuada a comunicação. A informação de estado de canal (CSI, do inglês

channel state information) permite que o sinal seja processado e codificado antes da transmis-

são, de modo a adequá-lo às atenuações e distorções sofridas, possibilitando uma comunicação

mais eficiente. Como exemplos de uso de informação do canal no transmissor, podem ser cita-

dos a mitigação da interferência intersimbólica através da precodificação e o processamento

espacial SVD feito em canais MIMO ponto-a-ponto.

No canal de broadcast, a presença de múltiplos receptores aumenta a importância do co-

nhecimento de canal. Os ganhos com diversidade multiusuário, obtidos através da seleção

de usuários feita no transmissor, podem ser explorados somente se este conhecer o estado do

canal. A CSI é imprescind́ıvel também para que o transmissor possa lidar com a interferên-

cia interusuário. De fato, todas as técnicas apresentadas no caṕıtulo 2 referentes ao canal de

broadcast com múltiplas antenas requerem que o transmissor tenha conhecimento do canal.

Contudo, em geral não e posśıvel para o transmissor obter a CSI de modo direto, pois

somente a partir do sinal recebido é posśıvel estimar o canal. Ainda assim, em uma situação

é posśıvel ao transmissor estimar o canal: quando este utiliza o mesmo canal também para

recepção, o que acontece em sistemas com duplexação por divisão no tempo (TDD, do inglês

time-division duplexing). Na TDD, os terminais alternam no tempo o papel de transmissor

e receptor utilizando a mesma faixa de frequência. Cada terminal pode, então, utilizar a

estimativa feita enquanto receptor para ajudar na transmissão.

Grande parte dos sistemas de comunicação realiza, no entanto, duplexação por divisão

em frequência (FDD, do inglês frequency-division duplexing), em que os terminais transmitem

33
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e recebem simultaneamente em faixas de frequência diferentes. Nestes sistemas, para que o

transmissor tenha acesso a uma estimativa do canal, é necessário que terminais receptores lhes

enviem esta informação.

Este trabalho lida com a realimentação de CSI feita pelos usuários para a ERB em canais

de broadcast, quando esta não pode obtê-la diretamente. Em particular, o foco deste trabalho

está em como representar esta CSI de modo eficiente, utilizando o mı́nimo de recursos na sua

realimentação para gerar o melhor desempenho posśıvel na comunicação. Em outras palavras,

o problema é como realizar transmissão em um canal de broadcast em que o transmissor central

tem apenas conhecimento parcial do canal. O objetivo deste trabalho é a análise do efeito

do conhecimento de canal no transmissor, no sentido de investigar técnicas que utilizem o

menor número de bits de realimentação com o melhor desempenho. Como resultado desta

investigação, foi proposta uma técnica que permite a exploração da diversidade multiusuário e

apresenta melhor desempenho que técnicas preexistentes.

A discussão sobre o problema de transmissão no canal de broadcast com CSI parcial é ap-

resentada neste caṕıtulo da seguinte maneira. Iniciamos por discutir o modelo utilizado para a

realimentação de CSI. Em seguida, abordamos o problema para canais SISO, que contam com

apenas uma antena por terminal. Logo depois, partimos para o canal MISO, e analisamos as

implicações de haver múltiplas antenas no transmissor para a representação da CSI, destacando

sua relevância ainda maior no caso de múltiplas antenas. Dividimos então a CSI, discutindo

separadamente a informação de direção do canal (CDI, do inglês channel direction informa-

tion) e a informação de qualidade do canal (CQI, do inglês channel quality information). Na

sequência, apresentamos a técnica de realimentação de CSI proposta neste trabalho, e por fim

expomos e discutimos os resultados das simulações numéricas.

3.1 Modelo de realimentação de conhecimento de canal

Para que o transmissor tenha acesso a informação parcial do estado do canal, é necessário

que os receptores estimem o canal e em seguida o enviem por meio de um canal de realimentação.

Apresentamos aqui o modelo do canal de realimentação e da informação à qual o transmissor

tem acesso.

Algumas hipóteses são feitas para o problema de realimentação do estado de canal, que são

frequentes na literatura. Estas hipóteses são:

∙ A estimação de canal no receptor é livre de erros, portanto, o receptor conhece perfeita-

mente os ganhos de canal;
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∙ O canal de realimentação tem probabilidade de erro nula;

∙ A informação de canal é recebida sem atrasos no transmissor.

Estas hipóteses resultam no fato que, no momento da transmissão de um dado bloco, o

canal é perfeitamente conhecido pelos usuários. Lembramos aqui que adotamos o modelo de

desvanecimento por blocos, em que os ganhos de canal se mantêm constantes durante cada

bloco e têm uma nova realização no bloco seguinte. Assim, ele não varia ao longo do bloco, e a

imperfeição de CSI no transmissor é devida unicamente a erros de quantização decorrentes do

número finito de bits usados para representar o canal.

Embora não reflitam o que acontece na prática, principalmente no contexto de canais sem fio,

estas hipóteses simplificam o problema. Deste modo, o foco do estudo fica em como representar

a informação de canal a ser passada dos usuários para o transmissor, bem como qual técnica

de transmissão deve ser utilizada a partir desta representação. Os efeitos de atrasos e de erros

na estimação de canal e da realimentação requerem o estudo de questões fora do escopo deste

trabalho.

3.2 BC SISO com conhecimento parcial de canal

Conforme descrito no na Seção 2.1 do caṕıtulo anterior, a estratégia de transmissão que

atinge a capacidade soma do canal com somente uma antena por terminal consiste em realizar

a transmissão para o usuário cujo ganho de canal é o maior. Assim, a seleção do usuário pela

seguinte regra é suficiente:

argmax
j

∣ℎj∣2. (3.1)

Portanto, a informação de canal que o transmissor necessita para atingir a capacidade é um

escalar por usuário, dado pela magnitude do canal. O problema consiste então, no caso SISO,

em analisar meios de realizar a quantização do ganho escalar com o menor impacto posśıvel

sobre a taxa soma.

Em (Somekh, Haimovich, & Bar-Ness, 2007) é discutido um esquema simples em que os

usuários enviam para a ERB somente um bit de informação de canal. Nele, cada usuário

informa ao transmissor apenas se seu ganho de canal está acima de um dado limiar , i.e.,

∣ℎk∣2 ≥ , conhecido por ambos os terminais. A ERB então escolhe aleatoriamente um dos

usuários com ganho acima do limiar e realiza a transmissão.

Surge aqui a necessidade de definir duas maneiras de se mensurar a taxa soma de um sistema

com conhecimento parcial de canal no transmissor. Definimos como taxa adaptada a maior

taxa que a ERB pode atribuir a cada usuário ativo com base em seu conhecimento de canal
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e a estratégia de transmissão. Neste caso, a taxa adaptada corresponde a R = log(1 + P 

N0
)

se houver usuários com ganhos acima do limiar e R = 0 se não houver, pois o conhecimento

de canal no transmissor limita-se a saber que o ganho do canal de qualquer posśıvel candidato

ativo é maior que o limiar, e portanto só é posśıvel para a ERB atribuir a taxa R a partir das

informações dispońıveis neste terminal.

Em contraste, definimos como taxa atinǵıvel a maior taxa à qual é posśıvel realizar comu-

nicação confiável, dado que os demais parâmetros da transmissão (seleção de usuário ativo,

alocação de potência, beamforming caso haja múltiplas antenas, etc.) são definidos com base

na informação limitada sobre o canal. Neste caso, a taxa atinǵıvel é log(1 + P ∣ℎk∣
2

N0
), em que

∣ℎk∣2 ≥  é o ganho de canal do usuário escolhido para a transmissão. Note que todos os

ganhos de canal de usuários selecionados são tais que ∣ℎk∣2 ≥ , portanto a taxa adaptada

será neste caso sempre menor que a taxa atinǵıvel, o que garante que será posśıvel realizar

comunicação confiável. Caso a taxa adaptada fosse maior que a atinǵıvel, o que pode vir a

acontecer em outras técnicas, é declarada a outage, ou seja, transmissão acima da comunicação

confiável. Nestes casos, a taxa adaptada é anulada durante o bloco, pois consideramos que este

necessitará retransmissão. A Figura 3.1 ilustra as definições acima. Nos trechos em que há

mais de um usuário acima do limiar, a taxa adaptada depende de qual usuário será escolhido

aleatoriamente.
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Figura 3.1: Esquema de realimentação de CSI com um bit para o BC SISO com 2 usuários.

Destacamos que a análise das taxas por estas duas definições tem objetivos diferentes. A

taxa atinǵıvel indica se a informação de canal no transmissor é capaz de fazê-lo escolher usuários

com altos ganhos. A análise da taxa adaptada, por sua vez, informa não somente sobre o sucesso
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da seleção de usuários, mas também se a CSI enviada à ERB é adequada para a determinação

das taxas de transmissão.

Em (Somekh et al., 2007), demonstra-se, a partir do uso de um limiar dependente do

número de usuários K, que tanto a taxa soma adaptada quanto a atinǵıvel têm comportamento

assintótico igual ao da capacidade soma à medida que o número de usuários K tende a infinito,

ou seja, da ordem de log(log(K)). Este resultado significa que mesmo um esquema de tal

simplicidade consegue explorar os ganhos de diversidade multiusuário no caso SISO. Além

deste resultado, é mostrado neste artigo que a taxa soma obtida com o limiar ótimo é muito

próxima da capacidade. Este resultado nos indica que as taxas obtidas no canal de broadcast

SISO são muito pouco senśıveis à quantização do ganho de canal, já que este esquema realiza

a quantização menos precisa posśıvel, de apenas 1 bit. Este resultado indica também que há

pouco espaço para melhorias significativas para o caso SISO.

3.3 BC MISO com conhecimento parcial de canal

Nesta seção, o foco é nas técnicas de beamforming para o canal de broadcast MISO, com

múltiplas antenas somente no transmissor e receptores de uma única antena. Neste caso, o

canal entre o transmissor e cada usuário é representado por um vetor de ganhos e não mais por

um valor escalar, o que leva a considerações sobre processamento espacial com conhecimento

limitado do canal. Na Seção 3.7, será tratada a extensão para o caso do canal de broadcast

MIMO, que pode ser feita diretamente a partir das técnicas propostas para MISO.

Quando o transmissor tem múltiplas antenas, a direção do vetor de canal de cada usuário

passa a ter importância na estratégia de transmissão e na escolha de usuários. Somente tendo

informação sobre a direção do canal é posśıvel aplicar de maneira eficaz uma técnica de sep-

aração espacial dos usuários, de modo a permitir a transmissão simultânea para mais de um

usuário por vez.

3.3.1 Beamforming oportunista

Uma das primeiras propostas para o canal MISO, feita em (Viswanath, Tse, & Laroia,

2002), utiliza as idéias do canal SISO para diminuir a quantidade de informação realimentada.

Os autores propõem o seguinte procedimento, a cada bloco:

1. A partir de uma semente conhecida por todos os terminais, um vetor de beamforming w

é gerado aleatoriamente;
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2. Os usuários calculam seu ganho efetivo de canal , ∣hk w∣, e enviam este valor para o

transmissor;

3. O transmissor escolhe o usuário de maior ganho efetivo e realiza a transmissão para ele.

Podemos escrever o sinal recebido pelo usuário selecionado como:

y∗ =
√
Ph∗w x∗ + n∗ (3.2)

em que h∗ é o vetor de canal do usuário ativo e n∗ ∼ N (0, 1) é o rúıdo. Sua SNR é portanto

SNR = P ∣h∗w∣2. (3.3)

Esta técnica baseia-se no canal SISO. A ideia fundamental é que os ganhos de diversidade

multiusuário advêm da variação dos canais, permitindo que haja com alta probabilidade ao

menos um usuário com alto ganho de canal. Então, os autores propuseram que a adição de

antenas no transmissor, aliada ao beamforming aleatório, seria capaz de aumentar a variação no

ganho efetivo dos canais, quando comparada ao canal SISO original. Com isto, seriam providas

mais oportunidades de canais com ganhos elevados, o que justifica a denominação da técnica.

De fato, esta técnica atinge o objetivo de induzir variação no canal. Contudo, é conferido

ao MISO um comportamento equivalente ao do canal SISO. Mesmo em termos de diversidade

multiusuário, a técnica atinge somente o comportamento assintótico de log(log(K)) para K →
∞, igual ao do SISO, mas inferior ao ganho máximo de diversidade do MISO, deNt log(log(K)).

A aplicabilidade desta técnica, no entanto, é decorrente de sua principal vantagem: ao

reduzir o sistema ao caso SISO, passa também a exigir um número muito pequeno de bits de

realimentação. Efetivamente, com 1 bit por usuário ele atinge o mesmo desempenho que o caso

SISO apresentado na seção anterior.

3.3.2 Beamforming ortogonal

Como expansão do beamforming oportunista, foi proposta em (Sharif & Hassibi, 2005) uma

técnica que utiliza conjuntos de vetores de beamforming ortogonais para realizar separação

espacial dos usuários, permitindo assim que múltiplos usuários estejam ativos por vez. A

técnica proposta, denominada OSDMA (do inglês Orthogonal Space-Division Multiple Access),

consiste no seguinte procedimento:

1. A partir de uma semente conhecida por todos os terminais, um conjunto de Nt vetores

de beamforming ortogonais {w1,w2, . . . ,wNt
} é gerado aleatoriamente;
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2. Os usuários calculam sua SINR para cada um dos vetores de beamforming e enviam o

maior valor para o transmissor, bem como o ı́ndice do beamforming escolhido;

3. Para cada vetor de beamforming, é selecionado o usuário de maior ganho. O transmissor

realiza a transmissão para os usuários selecionados, com a mesma potência p = P
M

alocada

para cada um dos os usuários.

Com isto, o k-ésimo usuário ativo recebe o sinal

yk =
√
phk wk xk +

√
p
∑

j ∕=k

hk wj xj + nk (3.4)

e sua SINR é portanto

k =
p ∥hk wk∥2

N0 + p
∑

j ∕=k ∥hk wj∥2
(3.5a)

=
p ∥hk∥2 �2

k

N0 + p ∥hk∥2 (1− �2
k)
, (3.5b)

em que �k = ∣hk wk∣
∥hk∥

é o cosseno do ângulo entre o vetor de canal com o vetor de beamforming

mais próximo. Para justificar a simplificação da expressão da interferência em (3.5b), reescreve-

mos o vetor de canal como

hk = ∥hk∥(ak wk + h̄k) (3.6)

em que h̄k é ortogonal a wk e ak =
hk wk

∥hk∥
de modo que �k = ∣ak∣. Com isto,

∑

j ∕=k

∥hk wj∥2 = ∥hk∥2
∑

j ∕=k

∥(�k wk + h̄k)wj∥2 (3.7)

= ∥hk∥2
∑

j ∕=k

∥h̄k wj∥2 (3.8)

= ∥hk∥2 ∥h̄k∥2 (3.9)

= ∥hk∥2 (1− �2
k). (3.10)

A passagem de (3.8) para (3.9) se deve ao fato que os vetores wj, com j = 1, . . . Nt, j ∕= k for-

mam uma base ortonormal do espaço que contém h̄k. O passo em (3.10) vem da decomposição

em (3.6). Assim, como todos os usuários conhecem os vetores de beamforming, eles podem

calcular sua SINR a partir do vetor de canal e de seu ângulo com o beamforming mais próximo.

Como resultado, a informação sobre a SINR corresponde exatamente à SINR verdadeira de

cada usuário, o que resulta em taxa adaptada igual à taxa atinǵıvel.
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Em (Sharif & Hassibi, 2005), é demonstrado que a taxa soma atingida com o uso de OSDMA

tem comportamento assintótico de Nt log( log(K)) à medida que o número de usuários K tende

a infinito, mesmo comportamento da capacidade soma. Isto não indica que sua taxa soma tende

à capacidade soma, mas sim que a diferença entre elas tende a ser constante.

O OSDMA requer que cada usuário envie agora dois valores para o transmissor:

∙ Um número inteiro: o ı́ndice do vetor de beamforming escolhido pelo usuário;

∙ Um número real: a SINR do usuário.

A SINR de cada usuário é a informação de qualidade do canal (CQI). Por ser um número

real, é necessário quantizar a CQI para representá-la com bits, o que gera distorção no valor da

SINR. A Figura 3.2 ilustra o efeito da quantização da SINR sobre a taxa soma atingida por esta

técnica. Fica claro que a precisão de quantização escalar não é essencial para o aproveitamento

da diversidade multiusuário. De fato, como esperado, o uso de poucos bits leva a perda de

desempenho, porém não modifica o comportamento assintótico da taxa em função do número

de usuários K. Na literatura, é comum assumir que o valor da CQI é quantizado perfeitamente,

já que o erro de quantização da CQI em geral não se traduz em mudança de comportamento

do desempenho do sistema.
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Figura 3.2: Efeito da quantização da CQI sobre a diversidade multiusuário do OSDMA para
SNR = 10 dB e Nt = 3.

O ı́ndice do vetor de beamforming consiste de informação sobre a direção do canal (CDI),

já que é o vetor, dentre os Nt posśıveis, cujo alinhamento com o canal é o maior. Com esta
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técnica, são necessários log2(Nt) bits para representar a CDI.

Vemos que o OSDMA simplifica a direção do canal, aproximando-a por uma entre Nt

direções ortogonais, o que caracteriza um procedimento de quantização vetorial. O alinhamento

entre canal e beamforming, representado aqui pela variável �k, é uma medida de precisão da

informação de direção. Caso a direção do vetor de canal coincida com uma das direções dos

vetores de beamforming, seu valor é �k = 1, e a SINR é máxima. Qualquer desvio resulta

em valor menor, e sua distância do valor unitário tem forte impacto na SINR final, pois não

somente diminui a potência útil mas também aumenta a potência da interferência recebida.

Na Figura 3.3, é mostrada a variação da SINR da equação (3.5b) em função dos valores de

�k, para diferentes valores de SNR, com ∥hk∥ = 1. Para melhor visualização, traçamos a curva

da SINR normalizada, ou seja, dividida pelo seu máximo em cada caso. Percebemos que para

diferentes parâmetros a sensibilidade pode variar, pois em alta SNR o aumento da interferência

é mais significativo, mas em todos os cenários a diminuição no valor de �k causa grande queda

na SINR resultante. Isto é uma indicação da importância da CDI no desempenho de técnicas de

separação espacial dos sinais dos usuários. De fato, esta importância foi constatada em todas

as simulações realizadas ao longo do trabalho.
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Figura 3.3: Efeito de �k sobre CQI para diferentes valores de SNR no OSDMA.

Na Figura 3.4, é traçada a função de distribuição cumulativa (cdf, do inglês cumulative

distribution function) da variável �k de um usuário k arbitrário, para Nt = 3 antenas de trans-

missão. Vemos que em aproximadamente 60% dos canais temos �k < 0,8, e, como mostrado na

Figura 3.3, estes valores já representam perda de SNR de mais de 50% nos casos plotados. Isto

indica que a quantização da CDI por uma base ortonormal falha ao representar grande parte
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dos canais, o que leva a pior desempenho na transmissão.
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Figura 3.4: A cdf da variável �k do OSDMA para Nt = 2, 3 e 4.

A técnica OSDMA explora com sucesso a diversidade multiusuário ao realizar separação

espacial com CSI limitada. No entanto, vimos que há problemas no que diz respeito à represen-

tação da CDI. Por este motivo, analisamos o problema de quantização vetorial, com o intuito

de chegar a uma maneira eficaz de capturar a informação de canal e utilizá-la na transmissão.

Após esta análise, será discutida a representação da CQI, dadas as implicações da CDI e da

técnica de transmissão utilizada.

3.4 Quantização vetorial

O problema de quantização vetorial está presente em diversas áreas, como por exemplo a

compressão de sinal de voz (Makhoul, Roucos, & Gish, 1985) e de imagens digitais (Usevitch,

2001). Seu estudo teve ińıcio ainda nos anos 1940, e há técnicas avançadas de alto desempenho

para executar a tarefa de quantizar um vetor (Gray & Neuhoff, 1998).

A quantização vetorial consiste em aproximar uma variável aleatória vetorial definida em

um domı́nio cont́ınuo por um elemento de um conjunto de vetores pré-definido, denominado

codebook, de modo a representá-la pelo ı́ndice deste elemento. O problema de quantização

vetorial recai sobre como projetar codebooks adequados para a representação de cada variável

aleatória.

Em prinćıpio, o processo de quantização vetorial pode ser aplicado ao problema de reali-

mentação de CSI. É posśıvel vislumbrar um esquema em que cada usuário quantiza seu vetor
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de canal e o envia para a ERB, que o utiliza em alguma das técnicas de transmissão descritas

no caṕıtulo anterior. Esta versão quantizada de canal seria utilizada em lugar do vetor de

canal verdadeiro para seleção de usuários, cálculo de beamforming e determinação das taxas de

transmissão de cada usuário (a partir da modulação e da taxa de código escolhidas).

No entanto, esta representação simples dos vetores de canal não traz informação de canal

da maneira mais adequada para o uso no terminal transmissor. Isto ocorre porque, ao receber a

versão quantizada dos vetores de canais, denotada aqui como ĥk para o k-ésimo usuário, o trans-

missor não tem informação sobre qual o impacto da quantização sobre a SINR de cada usuário.

Para explicar isto, escrevemos a SINR do k-ésimo usuário em função do canal quantizado:

k =
Pk ∣hk wk∣2

N0 +
∑M

j=1,j ∕=k Pj ∣hk wj ∣2
(3.11)

=
Pk ∣(ĥk + ek)wk∣2

N0 +
∑M

j=1,j ∕=k Pj ∣(ĥk + ek)wj∣2
, (3.12)

em que ek = hk − ĥk é o vetor erro de quantização. Vemos então que a SINR depende não

somente do tamanho mas também da direção de ek, por definição uma incógnita para o terminal

transmissor. Ao calcular a SINR a partir da informação quantizada de canal, ou seja,

̂k =
Pk ∣ĥk wk∣2

N0 +
∑M

j=1,j ∕=k Pj ∣ĥk wj∣2
, (3.13)

e, em seguida, usá-la para cálculo da taxa R̂k = log(1 + ̂k), o resultado pode estar acima da

maior taxa atinǵıvel, Rk = log(1 + k). Como a taxa é determinada a partir de R̂, existe a

possibilidade de outage, resultando em erro e perda do bloco.

Este efeito fica claro quando simulamos as técnicas ZFBF e MMSEBF utilizando esta in-

formação de canal no transmissor. Na Figura 3.5, vemos tanto a taxa soma adaptada quanto

a atinǵıvel para as duas técnicas com o uso de um codebook de 512 vetores e comparamos com

o desempenho obtido com conhecimento total de canal. O fato de a taxa adaptada ser muito

menor que a taxa atinǵıvel se deve à outage, que ocorre com muita frequência. De fato, nestas

simulações obtivemos probabilidade de outage de cerca de 70% para o MMSEBF e de 98% no

caso do ZFBF.

Conclúımos disto que é desejável que o transmissor receba informação sobre o impacto da

quantização sobre o desempenho da transmissão. O OSDMA, por exemplo, leva em conta esta

informação ao utilizar como CQI a SINR calculada em função do erro de quantização �k. A

SINR é uma boa métrica de qualidade do canal, pois contém informação tanto dos ganhos de
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canal quanto dos erros de quantização, bem como da interferência.

No entanto, para que um usuário possa calcular sua SINR, é necessário que ele conheça

tanto seu vetor de canal como todos os vetores de beamforming e as potências alocadas. Isto

acontece no OSDMA, mas faz com que o sistema fique restrito a transmitir utilizando um

conjunto pré-definido de vetores de beamforming que pode não ser adequado aos vetores de

canais.

Neste contexto, dada a necessidade de incluir informação sobre a SINR e ter quantização

vetorial que represente com precisão o vetor de canal, propomos o uso do ZFBF com CSI

parcial, dividida em duas partes: como informação de direção do canal (CDI), usamos uma

versão quantizada do canal normalizado e, como informação de qualidade do canal (CQI),

usamos um limitante inferior da SINR, levando em conta o erro de quantização. Conforme

sabemos, o ZFBF tem desempenho assintoticamente ótimo, e seu desempenho já é próximo

ao MMSEBF mesmo com poucos usuários. Além disto, considerando a seleção de usuários

�-ortogonais, mostraremos na Seção 3.5 que podemos chegar a um limitante inferior da SINR

calculado com a informação dispońıvel localmente no terminal de usuário que pode ser usada

como CQI. Por fim, como veremos, não é necessário ter informação da norma do vetor de canal

para calcular o beamforming com esta técnica, mas somente a CDI. Isto diminui a quantidade

de informação necessária, e justifica a divisão da informação de canal entre CDI e CQI.
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Analisaremos a seguir o problema de quantização da direção do canal, em oposição à quan-

tização do vetor propriamente dito. Veremos como esta informação é adequada para o uso de

ZFBF e como ela reduz em um a dimensão da informação a ser quantizada. Será discutido

também o impacto da correlação sobre a quantização do canal.

3.4.1 Quantização da direção do canal

No espaço euclideano ℝ3, a direção de um vetor é definida como a reta à qual ele pertence,

de forma que a multiplicação por um escalar não nulo não a altera. De modo análogo, no

espaço complexo, definimos aqui a direção de um vetor como o subespaço de dimensão um que

o contém, sendo ela também invariante a multiplicação por escalar complexo não nulo.

Quando aplicamos ZFBF, o vetor de beamforming de cada usuário ativo é calculado como

o vetor ortogonal aos canais dos demais usuários, conforme expressão (2.20), na página 19.

Quando somente informação sobre o canal quantizado está dispońıvel no transmissor, esta

condição do ZFBF passa a ser

∣ĥk wj ∣ = 0, (3.14)

para todo j ∕= k, em que ĥk é o vetor de canal quantizado do k-ésimo usuário. Note que a

equação (3.14) é invariante a multiplicação por escalar, pois, se for válida para ĥk, é válida

também a equação ∣c ĥk wj∣ = 0, para qualquer c ∈ ℂ.

A condição de �-ortogonalidade utilizada para a seleção de usuários, expressa por (2.39) na

página 29, também é modificada quando o transmissor só tem acesso à versão quantizada dos

vetores de canal. Neste caso, ela é
∣ĥH

i ĥj ∣
∥ĥi∥ ∥ĥj∥

≤ �. (3.15)

Da expressão, fica claro que também a �-ortogonalidade é invariante a multiplicação por escalar.

Assim, vemos que, para implementar o ZFBF com conhecimento parcial de canal, é suficiente

que o transmissor saiba a direção dos vetores de canal dos usuários (CDI), para calcular o

beamforming e determinar a �-ortogonalidade, e uma estimativa de sua SINR (CQI), para

seleção de usuários e determinação das taxas. Na técnica proposta, a CQI consiste no limitante

inferior proposto na Seção 3.5.1.

A quantização de direção se insere no contexto de quantização grassmaniana (D. J. Love, ,

Jr., & Strohmer, 2003). De fato, o conceito topológico de variedade de Grassmann Gn,p consiste

do conjunto de todos os subespaços de dimensão p em um espaço de dimensão n (Conway,

Hardin, & Sloane, 2002). A partir da definição de direção, vimos que quantizar a direção de

um vetor de canal equivale a representar a variedade de Grassmann complexa GNt,1 por um
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codebook, ou seja, por um subconjunto apropriado de subespaços de dimensão 1.

Ao quantizar somente a direção do canal em vez de o vetor propriamente dito, diminúımos

em 1 a dimensão a ser representada, e por conseguinte são necessários menos bits de realimen-

tação. Este ganho de uma dimensão pode ser visto da seguinte maneira: a direção de um vetor

em ℝ2 pode ser representada por seu ângulo em relação ao eixo x, ou seja, uma coordenada;

do mesmo modo, a direção de um vetor em ℝ3 pode ser representada pelos ângulos em relação

ao eixo x e y, e assim por diante. Em espaços complexos, o mesmo ganho é observado, apesar

de não ser tão intuitivo.

Canais MIMO ponto-a-ponto

Na literatura, a quantização na variedade de Grassmann foi proposta primeiro para o pro-

blema da realimentação de estado de canal no contexto MIMO ponto-a-ponto, em (D. J. Love

et al., 2003). Neste artigo, os autores adotam beamforming de recepção MRC, descrito na Seção

2.2.2, na página 27, e escolhem o beamforming de transmissão dentre os vetores de um codebook

C de modo a maximizar a SNR resultante. Seu ı́ndice é então enviado para o transmissor, que

o utiliza em seguida.

A maximização de SNR é descrita como

w = argmax
c∈C

∥Hc∥2, (3.16)

em que w é o beamforming de tranmissão, H é a matriz de canal MIMO e o codebook

C = {c1, c2 . . . , cN} é constitúıdo de vetores de norma unitária, de modo a respeitar a re-

strição de potência na transmissão. Dada esta restrição, vemos que neste caso a potên-

cia recebida, ∥Hw∥2, é invariante a multiplicação por escalar de valor absoluto 1, ou seja,

∥Hw∥2 = ∥Hw ej�∥2, para qualquer valor de �. Assim, o problema equivale a quantizar a

direção do vetor de beamforming.

Note que o maior valor posśıvel para esta função custo é igual ao maior autovalor da matriz

HH H, denotado aqui por �1. Em (D. J. Love et al., 2003), utiliza-se então a seguinte função

de distorção da quantização, utilizada para projetar o codebook :

EH[�1 − ∥Hw∥2]. (3.17)

O codebook ótimo para esta aplicação é então o que minimiza esta função distorção.

Para canaisH com desvanecimento Rayleigh independente e identicamente distribúıdo (iid),

demonstrou-se em (D. J. Love et al., 2003) que o problema de projetar o codebook equivale ao
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problema de empacotamento de retas 1. Este problema consiste em distribuir um conjunto de

N retas que passam pela origem (genericamente, subespaços de dimensão um), de modo que os

ângulos entre elas sejam os maiores posśıveis. Este problema é de dif́ıcil solução e necessita de

uma alternativa subótima. Então, o seguinte critério de otimização foi proposto para a solução

do problema de projeto do codebook C:

C = arg max
{c1,c2...,cN}

min
1≤i<j≤N

√

1− ∣cHi cj∣2, (3.18)

em que
√

1− ∣cHi cj∣2 corresponde ao seno do ângulo entre ci e cj, e recebe o nome de distância

cordal (Conway et al., 2002). Em palavras, o codebook deve ser projetado como o conjunto de N

vetores de norma unitária cujo menor ângulo entre qualquer par de vetores é o maior posśıvel.

Intuitivamente, o codebook deve conter as retas mais espaçadas entre si, de modo a contemplar

satisfatoriamente todas as direções. Aos codebooks projetados a partir deste critério damos o

nome de codebook grassmanniano. De fato, também na quantização o critério é a distância

cordal. Na Figura 3.6, vemos o codebook grassmanniano de cardinalidade ∣C∣ = 4 no espaço

ℝ2, e o processo de quantização do vetor de canal. Notamos na figura que, apesar de o vetor

hk estar mais próximo de c4 em termos de distância euclideana, ele está mais próximo da reta

(subespaço de dimensão 1) representada por c1 de acordo com o critério de distância cordal, e

por isso este vetor é o escolhido para representar sua direção.

Figura 3.6: Quantização com o codebook grassmanniano de cardinalidade ∣C∣ = 4 no espaço ℝ2.

Aplicação no ZFBF

A partir da análise feita para canais MIMO ponto-a-ponto, veremos que a quantização da

direção do vetor de canal para sistemas MISO multiusuário com ZFBF pode ser feita do mesmo

modo que a quantização do vetor de beamforming de transmissão no caso ponto-a-ponto.

1Conhecido em inglês como Grassmanian line packing.



48 CAPÍTULO 3

O procedimento de quantização consiste em escolher o vetor de codebook mais alinhado ao

vetor de canal verdadeiro. Utilizaremos aqui também um codebook C constitúıdo por N vetores

de norma unitária, suficiente para capturar a informação de direção, e quantizaremos a versão

normalizada do vetor de canal, h̃k =
hk

∥hk∥
. O ı́ndice do vetor de codebook que representa o canal

quantizado é portanto

i∗ = arg max
{c1,c2...,cN}

∣h̃k c
H
i ∣, (3.19)

e consequentemente ĥk = ci∗ é o vetor que melhor representa a direção do canal normalizado

verdadeiro. O valor enviado do k-ésimo usuário para o transmissor central é de fato o número

inteiro i∗, e para representá-lo são necessários log2(N) bits dedicados a CDI.

Conforme detalhado na Seção 3.5.1, as perdas de taxa decorrentes da quantização da direção

do canal são diretamente ligadas à distância cordal entre o vetor real e sua versão quantizada,

tanto no que se refere à potência útil recebida quanto à interferência residual. Definimos �k =

∣h̃k ĥ
H
k ∣ como parâmetro de precisão da quantização2 do canal normalizado h̃k, e escrevemos a

distância cordal como d(hk, ĥk) =
√

1− �2
k. O objetivo do projeto do codebook é, deste modo,

minimizar a distância cordal média entre vetor de canal e sua versão quantizada, ou seja:

Ehk
[d(hk, ĥk)] = E

[

√

1− ∣hk ĥ
H
k ∣2
]

. (3.20)

Para justificar o uso de codebook grassmanniano também no caso de ZFBF, analisamos a

expressão (3.17) para o caso MISO. Neste caso, podemos ver que o maior autovalor da matriz

hH
k hk é �1 = ∥hk∥2. Se substituirmos o vetor w pelo vetor de canal quantizado ĥH

k , veremos

que a expressão (3.17) assume a forma

Ehk
[∥hk∥2 − ∣hk ĥ

H
k ∣2]. (3.21)

Por inspeção, podemos concluir que minimizá-la com relação ao codebook equivale a minimizar a

expressão (3.20) ou, alternativamente, a maximizar o valor esperado da precisão de quantização,

E[�k].

Conforme demonstrado em (D. J. Love et al., 2003), codebooks grassmannianos têm bom de-

sempenho no que diz respeito à função de distorção (3.17), e por conseguinte, também à função

de distorção (3.20) para canais Rayleigh iid. Consequentemente, adotamos codebooks grassman-

nianos nas simulações numéricas da técnica proposta neste trabalho, quando a cardinalidade

do codebook ∣C∣ < 210(menos que 10 bits de CDI).

O problema de otimização da expressão (3.18), que equivale a achar o melhor empacota-

2Pelo fato de os vetores de canal MISO serem vetores linha, a operação hk ĥ
H

k
configura um produto interno.
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mento de retas, não é de fácil solução anaĺıtica ou mesmo numérica. A função custo não é

côncava ou convexa, é multimodal e sua derivada apresenta descontinuidades. Algumas heuŕıs-

ticas foram propostas para obter soluções subótimas para esta otimização (Conway et al., 2002).

Como para o projeto de codebook para ZFBF a otimização pode ser feita de antemão e não há

necessidade de tempo real, lançamos mão neste trabalho do algoritmo genético de otimização do

Matlab e obtivemos resultados próximos aos limitantes teóricos calculados em (Dhillon, Heath

Jr, Strohmer, & Tropp, 2007) para codebooks de diversas cardinalidades e número de antenas.

Uma observação importante é que o uso do algoritmo de Lloyd em sua versão vetorial

(Linde, Buzo, & Gray, 1980), cuja aplicação é tradicional em problemas de quantização vetorial,

não é posśıvel quando o objetivo é quantizar a direção de um vetor, ou seja, quantizar na

variedade de Grassmann. Isto ocorre porque a operação de média de um conjunto de pontos,

fundamental para o funcionamento do algoritmo, ainda não é definida por completo na variedade

de Grassmann. Por este motivo não aplicamos o algoritmo no projeto de codebook. Ademais,

ainda que seja posśıvel seu uso nesta variedade, este algoritmo garante apenas convergência

para um ótimo local, que pode não corresponder a uma solução satisfatória.

3.4.2 Codebook aleatório

Outro tipo de codebook para quantização de direção, utilizado em (Jindal, 2006b) e (Yoo,

Jindal, & Goldsmith, 2007), é o codebook aleatório (Yeung & Love, 2005), que consiste em um

conjunto de N vetores aleatórios de norma unitária. Sem nenhuma garantia de otimalidade ou

mesmo de bom desempenho, o codebook aleatório tem algumas vantagens que justificam sua

utilização. Uma delas é a maior tratabilidade matemática, devida ao fato de ser posśıvel o

cálculo anaĺıtico da distribuição de probabilidade da precisão de quantização �k em função do

número de antenas de transmissão e da cardinalidade do codebook. Esta tratabilidade justifica

seu uso nos artigos citados acima.

Outras duas vantagens são a evidente facilidade de geração do codebook (geração aleatória

de N vetores de dimensão Nt normalizados) e o fato que seu desempenho, expresso pelo valor

esperado E[�k], tende ao desempenho do codebook grassmanniano à medida que sua cardinal-

idade aumenta. Para ilustrar este comportamento, mostramos na Figura 3.7 as curvas de cdf

da distância cordal entre vetor de canal e vetor quantizado, d(hk, ĥk) =
√

1− �2
k, correspon-

dentes ao uso de codebook grassmanniano e codebook aleatório, para N = 24 e N = 210, com

Nt = 3. Note que o desempenho do codebook grassmanniano é consideravelmente melhor que o

do aleatório para N = 24, mas a diferença entre as curvas é impercept́ıvel para N = 210. Por

este motivo, aliado a sua menor complexidade numérica para geração do codebook, utilizamos

codebook aleatório em simulações que exigem cardinalidade ∣C∣ ≥ 210(10 ou mais bits de CDI).
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Figura 3.7: Comparação entre codebook grassmanniano e aleatório em relação à cdf da distância
cordal entre vetor de canal e sua versão quantizada.

3.4.3 Codebooks para canais com correlação

Até o momento analisamos a quantização da direção de vetores de canal Rayleigh cuja dis-

tribuição é hk ∼ N (0, INt
), e a cada bloco é sorteada uma realização independente. Neste caso,

todas as direções dos vetores de canal são equiprováveis. Por conta disto o codebook grassman-

niano, que contém os vetores mais espaçados angularmente entre si, tem bom desempenho, pois

a quantização de nenhuma direção é privilegiada em relação às outras.

Em cenários nos quais os vetores de canal apresentam correlação, seja ela espacial ou tem-

poral, o codebook grassmanniano descrito na seção anterior apresenta desempenho pior do que

pode ser feito nestes cenários, já que certas direções ocorrem com maior frequência, e, por isso,

um codebook adequado deve apresentar maior número de vetores nestas direções.

Uma observação importante deve ser feita aqui: o caso em que o vetor de canal é descorrela-

cionado é o de mais dif́ıcil quantização, pois não existe informação a priori sobre sua direção no

momento em que o codebook é gerado. Qualquer informação adicionada que indique direções

mais prováveis deve resultar em melhor precisão de quantização dada uma mesma cardinalidade

de codebook, pois com isto é posśıvel projetar codebooks que melhor representem as realizações
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dos vetores de canal.

A Figura 3.8 ilustra no espaço ℝ2 como a correlação aumenta a probabilidade de ocorrência

de determinadas direções. Em 3.8(a), vemos realizações de canal sem correlação e suas respec-

tivas versões normalizadas, indicando suas direções. Já em 3.8(b), podemos ver realizações de

um canal cuja distribuição é hk ∼ N (0,Σk), em que a matriz de correlação espacial é

Σk =

[

1 0,6

0,6 1

]

. (3.22)

Notadamente, a nuvem de pontos toma a forma aproximada de um elipsóide, e as direções

próximas a seu eixo principal são mais prováveis. Seu eixo principal no caso é determinado

pelo auto-vetor de Σk associado a seu maior autovalor, no caso o vetor [1 1]. Por fim, na

Figura 3.8(c) temos um canal com correlação temporal. Denotando por hk[n] o canal do

k-ésimo usuário no bloco n, usamos o modelo de correlação temporal autorregressivo (AR)

hk[n] = 0,9hk[n− 1] + 0,436�[n], em que �[n] ∼ N (0, INt
) (Haykin, 2001). Na figura, fixamos

o valor hk[n − 1] = [1 1] e vemos posśıveis realizações de hk[n]. Das figuras, fica evidente

que o efeito da correlação temporal na direção é completamente distinto do efeito da correlação

espacial, por isso, devem ser tratados de maneira distinta. Ambos os casos serão discutidos a

seguir.
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Figura 3.8: Realizações de um canal com diferentes pdf gaussianas (a) iid, (b) com correlação
espacial e (c) com correlação temporal.

Correlação espacial

Para que se quantize eficientemente a direção de um vetor, é necessário que a distribuição

espacial dos vetores de codebook se aproxime da distribuição do vetor aleatório a ser quantizado.

O codebook grassmanniano descrito acima, com vetores igualmente espaçados angularmente,
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realiza quantização eficiente quando as direções são equiprováveis. Para obtermos um codebook

adequado para o caso de vetores de canal espacialmente correlacionados, devemos distribuir

seus vetores de modo semelhante à direção das realizações do canal.

Em (D. Love & Heath, 2004), os autores propõem um método em que é posśıvel obter

um codebook adequado à distribuição com correlação espacial a partir do codebook grassman-

niano proposto para o caso descorrelacionado. Este método, conhecido como companding,

termo formado a partir das palavras compressão e expansão em inglês, consiste em mapear um

codebook em outro, de forma a aumentar a densidade de pontos em uma dada região e conse-

quentemente diminuir em outra. No contexto de quantização de direção, os autores propõem

o seguinte mapeamento das direções do codebook grassmanniano para o codebook resultante

Cce = {c̄1, c̄2 . . . , c̄N}:
c̄i =

RH ci

∥RH ci∥
∀1 ≤ i ≤ N, (3.23)

em que R é uma matriz tal que Σk = RH R. Com este mapeamento, a distribuição espacial dos

vetores de codebook se aproxima da distribuição da direção do vetor de canal com correlação Σk.

Isto pode ser visto da seguinte forma: se pré-multiplicarmos vetores aleatórios gaussianos iid

pela matrizRH, obteremos vetores gaussianos com matriz de correlaçãoΣk; de modo análogo, se

pré-multiplicarmos os vetores do codebook C, cuja distribuição espacial representa eficientemente

as direções dos vetores gaussianos iid, pela matriz RH, o codebook resultante Cce será composto

por direções representativas de vetores de canal com correlação Σk.

Na prática, a técnica nesta seção é de fácil implementação. Ao contrário dos vetores de

canal, que variam rapidamente, as matrizes de correlação espacial variam muito mais lenta-

mente, de modo que cada usuário pode enviar ao transmissor sua matriz de correlação em

intervalos grandes de tempo, adicionando pouca carga ao overhead do sistema. Por este mo-

tivo, assumimos aqui que os terminais têm acesso à informação de correlação de canal, que na

prática poderia ser realizado através da realimentação da matriz de correlação em intervalos

relativamente longos. De posse desta informação, tanto usuários quanto o transmissor podem

realizar este mapeamento e obter os codebooks adequados.

A mudança que ocorre com o codebook grassmanniano quando é feito este mapeamento está

ilustrada na Figura 3.9. Nela, vemos as direções dos vetores de codebook no espaço ℝ
2, tanto

no caso iid quanto no caso correlacionado, com matriz de correlação Σk = [1 0,6 ; 0,6 1],

como em (3.22). Fica claro que, no segundo codebook, as direções próximas à definida pelo vetor

[1 1], que é o maior auto-vetor de Σk, são mais representadas, por serem mais prováveis.

O melhor desempenho da quantização conforme aumenta a correlação espacial é evidenciado

na Figura 3.10. Nela, é traçada a curva de E[�k] em função do número de condição C da matriz
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Figura 3.9: Subespaços de um codebook grassmanniano (a) original e (b) após companding.

Σk, definida como a razão entre seu maior e seu menor autovalores. Quanto maior este valor,

maior é a correlação espacial. De fato, no caso em que o número de condição da matriz tende

a infinito, a direção de todas as realizações do vetor de canal é igual à direção do auto-vetor

associado ao maior autovalor, e a quantização se torna uma tarefa trivial e com precisão total.
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Figura 3.10: A cdf da precisão de quantização �k para diferentes valores do número de condição
da matriz de correlação espacial do canal, com Nt = 3 e ∣C∣ = 26.
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Correlação temporal

No caso da correlação temporal, ao contrário da espacial, ainda não há mapeamento do

codebook grassmanniano ou solução que garanta bom desempenho para a quantização da di-

reção do vetor. A estratégia clássica de quantização preditiva, eficiente em inúmeros casos de

quantização vetorial, ainda não pode ser aplicada ao problema de quantização na variedade de

Grassmann pelo fato de a própria predição não ser definida nesta variedade até o momento.

Há na literatura algumas técnicas que tentam contornar este problema.

Uma aproximação para a quantização preditiva foi proposta em (Benvenuto, Conte,

Tomasin, & Trivellato, 2007), no contexto da aplicação a MMSEBF. Ela é baseada no uso

do algoritmo de Lloyd vetorial para a obtenção de um codebook que quantize o vetor de canal

a partir de um vetor predito. Contudo, nesta aproximação é feita a quantização do vetor e não

de sua direção. Desta forma, quantiza-se uma dimensão a mais que o necessário.

Em (Huang, Heath, & Andrews, 2008), foi proposta uma técnica que trata deste problema

com base na teoria de cadeias de Markov. Nela, a partir de um codebook C1 de cardinalidade

grande, é escolhido um codebook variável C2 formado pelo subconjunto de vetores do C1 que,

dado o vetor hk[n], tem maior probabilidade de representar bem hk[n + 1]. O codebook C2 é

então utilizado na quantização. Cada vetor do codebook C1 é modelado como um estado de uma

cadeia de Markov, e os vetores escolhidos para C2 são os estados que têm maior probabilidade de

transição a partir do estado atual. A definição destas probabilidades de transição, no entanto,

requer um peŕıodo de treinamento, e estas probabilidades podem mudar de acordo com a

mudança na correlação temporal. Além disto, o desempenho do método é muito senśıvel às

cardinalidades de C1 e C2. Estes fatores resultam em alta complexidade computacional e podem

comprometer o desempenho da técnica.

A correlação temporal tem inequivocamente o potencial de trazer ganhos consideráveis para

o desempenho da quantização da direção, pois implica que a incerteza sobre a direção do canal

em cada bloco é menor que no caso iid. No entanto, devido à falta de uma solução que explore

estes ganhos potenciais, este trabalho não abordará seus efeitos no desempenho final.

3.4.4 Conclusão sobre a CDI

Ainda que não tenha sido provado que o codebook grassmanniano (e consequentemente

seu mapeamento para o caso correlacionado) seja ótimo no sentido de maximizar a precisão de

quantização média E[�k], já em (D. J. Love et al., 2003) conjectura-se que de fato ele seja ótimo.

Entretanto, não há nenhuma conjectura sobre qual seja a estratégia ótima de quantização para o

cenário multiusuário, no qual somente um subgrupo de usuários está ativo por vez e é desejável
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uma separação espacial.

O projeto de codebooks como o grassmanniano e o aleatório levam em conta apenas aspectos

do canal de cada usuário individualmente. De fato, no caso correlacionado há um codebook

diferente para cada usuário. Por outro lado, outros codebooks, como os baseados em vetores

ortonormais, tentam levar em conta a separação espacial. Estes, por sua vez, carregam a

desvantagem de não explorarem ganhos potenciais de correlação, já que é necessário que todos

os usuários utilizem o mesmo codebook, tornando imposśıvel adaptá-lo a suas distintas matrizes

de correlação espacial e caracteŕısticas de correlação temporal.

Como vimos, a correlação pode aumentar significativamente a precisão da quantização, e

conforme veremos na Seção 3.8, este aumento é refletido nas taxas somas obtidas nestes cenários.

Isto, combinado ao fato que, como afirmado em (Gesbert, Pittman, & Kountouris, 2006), os

canais sem fio apresentam alta correlação, justifica o uso dos codebooks voltados para a maior

precisão individual de quantização mesmo no caso multiusuário. Na técnica proposta neste

trabalho, o ideal é quantizar a CDI com a maior precisão posśıvel e realizar separação espacial

através do ZFBF.

Por fim, destacamos que a técnica proposta neste trabalho exige somente que o terminal

transmissor conheça a direção do canal de cada usuário, na forma de um vetor de norma

unitária. Ela não requer o uso espećıfico de um tipo de codebook de quantização, nem assume

em seus resultados teóricos uma pdf espećıfica para os vetores de canal. Assim, nossa proposta

pode ser aplicada a diferentes modelos de desvanecimento com o uso de diferentes codebooks.

3.5 Técnica proposta

A análise do problema da transmissão no canal de broadcast com conhecimento parcial do

canal no transmissor resultou na elaboração de uma técnica para canais MISO que utiliza esta

informação parcial para obter bom desempenho. Esta técnica lança mão do ZFBF baseado

em versões quantizadas das direções dos vetores de canal dos usuários (CDI) para, junto com

o limitante inferior da SINR deduzido nesta seção (CQI), explorar a diversidade multiusuário

associada à separação espacial. Por utilizar o limitante inferior como CQI, denominamos esta

técnica realimentação de limitante inferior (LBF, do inglês lower-bound feedback).

O uso de limitante inferior da SINR como CQI é justificado pelo fato que, ao determinar a

taxa a partir dele, é posśıvel garantir que a taxa adaptada é menor que a maior taxa atinǵıvel,

e, portanto, evita-se a outage e sua consequente perda de pacote. Em situações práticas, nas

quais não valem as hipótese de canal de realimentação sem erros ou atrasos e estimação perfeita

de canal, a CQI proposta aqui deixa de ser um limitante inferior, mas o que garantimos aqui é
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Tabela 3.1: Descrição do LBF
1. Cada usuário estima (perfeitamente) seu vetor de canal ;

2. O vetor de codebook ĥk é escolhido como na equação (3.19), na página 48;
Terminal 3. O limitante inferior da SINR é calculado de acordo com (3.34) (página 59);

4. O ı́ndice do vetor de codebook escolhido (um número inteiro)
Usuário e o limitante inferior da SINR (um número real) são

enviados para a ERB por meio de um canal livre de erros;
5. A ERB realiza a seleção de até Nt usuários ativos

usando algoritmo que garante �-ortogonalidade
Estação como o GWC (Seção 2.3.1);

6. Os vetores de beamforming são calculados;
Rádio- 7. A ERB realiza o ajuste dos limitantes usando a informação do

alinhamento entre vetores de canal e
Base de beamforming, conforme (3.40), na página 61;

8. A ERB ajusta a constante de potência % e computa
as taxas alocadas para cada usuário ativo, conforme (3.44), página 63;

9. A ERB realiza a transmissão para os usuários ativos;

que o processo de quantização e representação da informação de canal por um número limitado

de bits não contribui com a probabilidade de outage do sistema. De fato, projetar um meio de

representar esta informação sem considerar o aspecto da outage pode resultar em desempenho

tão ruim quanto o observado na Figura 3.5, página 44.

O restante desta seção é dedicado à CQI utilizada nesta técnica, detalhada na Tabela

3.1. São descritos o limitante inferior da SINR, sua dedução e seus ajustes para obter melhor

desempenho.

3.5.1 Limitante inferior da SINR

Após a estimação e quantização do canal, o receptor deve gerar uma estimativa da SINR,

para enviá-la como CQI. Observe que a SINR não pode ser calculada exatamente nem na ERB

nem nos terminais de usuário. A ERB não tem acesso ao conhecimento necessário do canal

para fazê-lo, pois conhece somente sua direção. Os usuários, por sua vez, não conhecem os

vetores de beamforming, pois estes dependem dos canais dos demais usuários. Nesta seção,

determinamos um limitante inferior da SINR que utiliza informação dispońıvel em ambos os

lados dos enlaces, e o utilizamos como CQI. Primeiro derivamos um limitante inferior justo 3

baseado na informação dispońıvel em cada terminal de usuário. Em seguida, propomos um

3Aqui nos referimos a um limitante inferior como justo se ele corresponde ao ı́nfimo do conjunto de todas as
realizações posśıveis da variável por ele limitada. Do mesmo modo, um limitante superior é justo se corresponde
ao supremo deste conjunto.
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fator de correção, aplicado pela ERB, baseado no resultado da seleção de usuários e do cálculo

do beamforming, de modo a aumentar este limitante, resultando em taxas mais altas.

Para derivar o limitante, começamos por decompor o vetor de canal do k-ésimo usuário

como:

hk = ∥hk∥ h̃k = ∥hk∥ (ak ĥk + āk ek), (3.24)

em que h̃k é o vetor de canal normalizado, ak é a projeção de h̃k sobre o vetor quantizado ĥk, ek

é o vetor de norma unitária ortogonal a ĥk no plano formado por ĥk e h̃k, e āk é a projeção de h̃k

sobre ek. Por estas definições, podemos ver o vetor ∥hk∥ ak ĥk como a componente quantizada

do canal e ∥hk∥ āk ek como o vetor de erro de quantização.

Os vetores de beamforming são calculados no transmissor a partir da direção quantizada

conforme a expressão (3.14), na página 45, repetida aqui por conveniência:

∣ĥk wj ∣ = 0. (3.25)

Supondo igual potência � alocada para cada usuário ativo, isto resulta no seguinte sinal recebido

pelo usuário k:

yk =
√
�hk wk xk +

√
�

M
∑

j=1,j ∕=k

hk wj xj + nk (3.26a)

=
√
�hk wk xk +

√
� ∥hk∥ āk

M
∑

j=1,j ∕=k

ek wj xj + nk, (3.26b)

em que na expressão (3.26b) são aplicados (3.24) e (3.14). A SINR resultante então é

k =
� ∥hk∥2 ∣ak ĥk wk + āk ek wk∣2

1 + � ∥hk∥2 ∣āk∣2
∑M

j=1,j ∕=k ∣ekwj ∣2
. (3.27)

Desta expressão, fica claro que há uma interferência residual, dependente do vetor erro de

quatização e de suas projeções sobre os vetores de beamforming dos demais usuários.

Os usuários desconhecem tanto os vetores de beamforming wi para 1 ≤ i ≤ M , e a potência

de sinal �, que serão calculados pelo transmissor em momento posterior à realimentação da CSI,

após a seleção de usuários. Neste momento, portanto, é necessário encontrar uma aproximação

ou limitante para estas variáveis. Por enquanto, assumimos que M = Nt usuários são seleciona-

dos pela ERB e são servidos com potência � = P
Nt
. Além disto, assumimos �-ortogonalidade
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entre os vetores quantizados, ou seja,

∣ĥH
i ĥj ∣ ≤ �ℎ, (3.28)

em que �ℎ é o parâmetro de quase-ortogonalidade entre os vetores de canal4. A condição em

(3.28) deve ser garantida pelo algoritmo de seleção de usuários, como por exemplo o GWC.

A partir disto, determinaremos a seguir limitantes para os produtos internos ∣ĥk wk∣ e ∣ek wk∣
do numerador, e para a soma

∑Nt

j=1,j ∕=k ∣ekwj ∣2 no denominador. Estes limitantes levarão a um

limitante inferior da SINR em (3.27).

Limitante inferior justo no terminal de usuário

O limitante inferior derivado aqui é baseado somente em informação dispońıvel em cada

terminal de usuário, e é justo no que tange esta informação. Matematicamente, isto significa

considerar fixas as variáveis conhecidas e obter o mı́nimo em relação às variáveis desconhecidas.

Nosso limitante utiliza um resultado obtido em (Yoo & Goldsmith, 2005), em que é demons-

trado que se assumirmos �-ortogonalidade entre os usuários ativos, então

∣ĥk wk∣2 ≥ B2 =
(1 + �ℎ) (1− (Nt − 1) �ℎ)

1− (Nt − 2) �ℎ
. (3.29)

É posśıvel limitar o termo ∣ek wk∣ a partir deste resultado se observarmos que

∣ek wk∣2 + ∣ĥk wk∣2 ≤ 1. (3.30)

em que a igualdade é atingida se wk, ĥk e ek são coplanares. Portanto, definido B̄ ≜
√
1− B2,

podemos concluir de (3.29) e (3.30) que ∣ek wk∣ ≤ B̄.

Os termos limitados acima referem-se à potência útil recebida. Já a soma
∑Nt

j=1,j ∕=k ∣ek wj∣2
é relativa à interferência residual. Como veremos nos lemas seguintes, seu valor de pior caso é

também escrito em função da constante �ℎ.

Lema 1 Suponha que os canais quantizados são �-ortogonais, satisfazendo (3.15). Suponha

também o uso de ZFBF, de modo que os vetores de beamforming wk satisfazem (3.14). Então,

para i ∕= j,

∣wH
i wj ∣ ≤ min(�w, 1), (3.31)

4Definimos aqui o �ℎ para diferenciá-lo do �w, que definirá a quase-ortogonalidade entre os vetores de
beamforming.
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em que

�w =
�ℎ

1− (M − 2) �ℎ
(3.32)

Demonstração Ver Apêndice A

Este resultado mostra como a quase-ortogonalidade entre os canais é relacionada à quase-

ortogonalidade dos vetores de beamforming. No apêndice, mostramos também que a igual-

dade na expressão (3.31) é atingida em alguns casos nos quais ∣ĥi ĥ
H
j ∣ = �ℎ para todo

i, j = 1 . . .M, i ∕= j, e, portanto, o limitante expresso em (3.31) é justo. Note que o resul-

tado obtido no Lema 1 é geral, pois é válido para qualquer matriz �-ortogonal, relacionando

sua constante � à �-ortogonalidade das colunas de sua pseudo-inversa.

Lema 2 Se os vetores de beamforming satisfazem ∣wH
i wk∣ ≤ �w, então a interferência residual

tem como limite superior
Nt
∑

j=1,j ∕=k

∣ek wj∣2 ≤ 1 + (M − 2) �w. (3.33)

Demonstração Ver Apêndice B

Nos Apêndices A e B, mostramos que os limitantes nos Lemas 1 e 2 são justos. Utilizamos

agora estes resultados para obter um limitante justo da SINR do enlace entre a ERB e o usuário

k. Ele é calculado aqui supondoM = Nt usuários ativos por bloco. Mais adiante, será mostrado

como melhorá-lo em situações em que menos usuários são selecionados.

Resultado 1 Sejam �k = ∣ak∣ = ∣h̃k ĥ
H
k ∣, �k = ∣ĥk wk∣ , �̄k = ∣āk∣ = ∣h̃k e

H
k ∣ e �̄k = ∣ek wk∣.

Seja B̄ =
√
1−B2. Então, se �k ≥ B para todos os Nt usuários ativos, a SINR k tem como

limitante inferior LBk
, i.e., k ≥ LBk

, em que

LBk
=

P
Nt

∥hk∥2 (�2
k B

2 − 2�k �̄k B B̄ + �̄2
k B̄

2)

N0 +
P
Nt

∥hk∥2 �̄2
k (1 + (Nt − 2) �w)

. (3.34)

Demonstração

Primero usamos o fato que ∣a+b∣ ≥
∣

∣∣a∣−∣b∣
∣

∣ para derivar o limitante inferior do numerador
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de (3.27):

� ∣hk wk∣2 = � ∥hk∥2 ∣ak ĥk wk + āk ek wk∣2 (3.35a)

≥ � ∥hk∥2 (∣ak ĥk wk∣ − ∣ākek wk∣)2 (3.35b)

= � ∥hk∥2 (�k �k − �̄k�̄k)
2 (3.35c)

≥ � ∥hk∥2 (�k B − �̄kB̄)2, (3.35d)

que é por sua vez igual ao numerador em (3.34) quando � = P
Nt
, ou seja, a potência é igualmente

alocada para todos os usuários ativos. A igualdade vale em (3.35b) quando ak ĥk wk e āk ek wk

têm fase oposta, e vale na inequação (3.35d) quando �k = B. Com isto, está demonstrado que

o limitante obtido em (3.35) é justo.

O limitante superior do denominador de (3.27) é obtido através da substituição de (3.33),

do Lema 2, na expressão da SINR (3.27).

É importante notar que, apesar de o limitante inferior ser justo, ele usa somente informação

dispońıvel no k-ésimo terminal de usuário. Na sequência, propomos ajustes a este limitante,

de modo a introduzir nele informação dispońıvel na ERB após a seleção de usuários.

3.5.2 Ajuste no limitante inferior na ERB

O limitante LBk
tem forte dependência do valor B, um limiar do valor de �k determinado

pelo parâmetro �ℎ conforme (3.29), cuja função é suprir o desconhecimento dos vetores de

beamforming no terminal de usuário. Esta dependência torna o valor de LBk
senśıvel ao

parâmetro de �-ortogonalidade, cujo valor ótimo não é de fácil obtenção.

Na ERB, após a seleção de usuário e o cálculo dos vetores de beamforming, os valores de �k

são conhecidos. Por este motivo, propomos aqui que esta informação seja adicionada à CQI, de

modo a diminuir sua dependência de B e aumentar seu valor, consequentemente aumentando

as taxas adaptadas, determinadas a partir da CQI.

Propomos que o ajuste seja feito através da multiplicação do limitante LBk
por um escalar

� de modo que ̂k = � LBk
ainda seja um limitante inferior da SINR. Para isto, ele deve
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respeitar a seguinte relação:

̂k = � LBk
(3.36a)

= �
P
Nt

∥hk∥2 (�2
k B

2 − 2�k �̄k B B̄ + �̄2
k B̄

2)

N0 +
P
Nt

∥hk∥2 �̄2
k (1 + (Nt − 2) �w)

(3.36b)

≤
P
Nt

∥hk∥2 (�2
k �

2
k − 2�k �̄k �k �̄k + �̄2

k �̄
2
k)

N0 +
P
Nt

∥hk∥2 �̄2
k (1 + (Nt − 2) �w)

(3.36c)

≤ k (3.36d)

em que o lado direito da expressão (3.36c) é um limitante inferior da SINR por simples substi-

tuição do numerador do limitante LBk
por (3.35c).

Após manipulação direta da expressão (3.36a), obtemos

� ≤ f(�k, �k, B) =
(�k �k − �̄k �̄k)

2

(�k B − �̄k B̄)2
. (3.37)

A ERB não pode calcular f(�k, �k, B), pois não tem acesso a �k. O melhor que pode ser feito,

então, é utilizar o maior valor de � que respeite a restrição (3.37) para qualquer valor posśıvel

de �k, o que equivale a fazer

�′ = min
�k

f(�k, �k, B). (3.38)

Derivando f(�k, �k, B) com relação a �k, temos

∂f(�k, �k, B)

∂�k

=
2 (�k �k − �̄k �̄k)(�̄k B − �k B̄)

(�k B − �̄k B̄)3 �k

. (3.39)

Pela natureza das variáveis temos que �̄k < �k ≤ 1 e �̄k < �k ≤ 1. Para esta região de interesse,

a derivada em (3.39) é sempre negativa. Portanto, o mı́nimo de f(�k, �k, B) ocorre no maior

valor do intervalo em que a função é definida, �k = 1. Assim, temos

�′ = min
�k

f(�k, �k, B) = f(1, �k, B) =
�2
k

B2
. (3.40)

De fato, este ajuste não elimina a dependência do parâmetro B, mas realiza o melhor ajuste

dada a informação dispońıvel na ERB. Além disso, sempre aumenta o valor da CQI, já que,

por definição �k > B. Mais ainda, como veremos a seguir, o ajuste faz com que a CQI tenda

ao valor exato da SINR em cenários de alta precisão de quantização, como quando é usado um

número grande de bits de CDI ou quando há forte correlação espacial ou temporal.

Quando a quantização é feita com alta precisão, ou seja, �k → 1 e consequentemente �̄k → 0,
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não há interferência residual em (3.27). Como resultado, o limitante original tem o seguinte

compotamento assintótico:

LBk
→

P
Nt

∥hk∥2B2

N0

. (3.41)

Comparamos este valor com a SINR quando é usado ZFBF com conhecimento total de canal

no transmissor,

CSIk =
P
Nt

∣hH
kwk∣2
N0

(3.42a)

=
P
Nt

∥hk∥2 �2
k

N0

. (3.42b)

Vemos que a razão entre o limitante (3.41) e a SINR (3.42) neste cenário é justamente
�2
k

B2
, o

valor de �′, e portanto, o ajuste leva a ̂k = CSIk . Assim, garantimos a desejável caracteŕıs-

tica que, quando a direção do canal é perfeitamente conhecida, também é posśıvel conhecer

perfeitamente a SINR resultante.

3.5.3 Ajuste de potência na ERB

Dependendo das realizações do canal, pode haver situações em que o algoritmo de seleção de

usuários escolhe M < Nt usuários ativos. Nestas situações, a potência de transmissão P pode

ser dividida entre menos usuários, de modo a aumentar a taxa dos usuários ativos. No entanto,

devido à interferência, o aumento da SINR não é proporcional ao aumento da potência. Por

isto, o aumento proporcional da CQI, ou seja, a multiplicação da CQI pela mudança na potência

de transmissão, pode não resultar em um limitante inferior da SINR. Nesta seção, propomos

um meio de ajustar a potência alocada para cada usuário e as respectivas taxas adaptadas, de

modo que elas ainda estejam abaixo das maiores taxas atinǵıveis.

Definimos a variável %1 tal que %1
P
Nt

é a potência alocada para cada usuário. Definimos

também a variável %2 de ajuste tal que a CQI modificada ̃k = %2 ̂k seja um limitante inferior

da nova SINR. Os ajustes na potência e na CQI devem ser feitos então de modo a respeitar

̃k = %2 ̂k (3.43a)

≤
%1

P
Nt

∥hk∥2 (�2
k �

2
k − 2�k �̄k �k B̄

�k

B
+ �̄2

kB̄
2 �2

k

B2 )

N0 + %1
P
Nt

∥hk∥2 �̄2
k (1 + (M − 2) �w)

. (3.43b)

A desigualdade em (3.43b) significa que a CQI após o ajuste deve ser menor que o limitante

inferior da SINR calculado com a potência ajustada %1
P
Nt

(lado direito da expressão (3.43b)).
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Para deixar o problema tratável pela ERB, fixamos %1 = %2 = %, ou seja, ambos potência e CQI

são multiplicados pelo mesmo valor %. Dado que este valor deve respeitar tanto a desigualdade

(3.43) quanto a restrição total de potência, que leva a % ≤ Nt

M
, o maior aumento posśıvel é

% = min

(

Nt

M
,
1 + (Nt − 2) �w
1 + (M − 2) �w

)

, (3.44)

em que o segundo termo é obtido como o maior valor posśıvel de % que respeita a desigualdade

(3.43).

Embora sempre resulte em SINR maior ou igual à original (sem ajuste), este ajuste na

potência pode levar a situações em que a potência total transmitida é estritamente menor que

P . No entanto, este procedimento garante que a ERB ainda tem conhecimento de um limitante

inferior da SINR mesmo após o aumento de potência.

Assim, seja o limitante inferior LBk
, calculado como em (3.34) por cada usuário. Considere

os ajustes pelos quais este limitante passa na ERB. Após estes ajustes, a ERB finalmente pode

determinar o limitante da SINR

̃k = %
�2
k

B2
LBk

(3.45)

que é por sua vez o melhor limitante inferior da SINR que pode ser calculado a partir da

informação dispońıvel localmente.

A seguir, discutiremos proposta semelhante, feita em paralelo e independentemente desta,

em que é calculada uma estimativa diferente da SINR em cada usuário: o limitante inferior de

seu valor esperado.

3.6 Limitante do valor esperado da SINR

Em (Yoo et al., 2007), foi proposta uma técnica de transmissão baseada em CSI parcial

também utilizando ZFBF e dividindo a informação de canal entre CDI, consistindo de um

vetor de norma unitária representando a direção do canal, e CQI, consistindo de um valor

aproximado da SINR de cada usuário. Porém, diferentemente do LBF proposto aqui, esta

técnica propõe que a CQI seja um limitante inferior do valor esperado da SINR, assumindo

desvanecimento Rayleigh iid. Por isto, a denominamos realimentação de limitante do valor

esperado (EVBF, do inglês expected value bound feedback).

No que diz respeito à informação de direção, o EVBF também não exige um codebook espećı-

fico, o que deixa a técnica pasśıvel de explorar os ganhos potenciais de correlação, dependendo

apenas do projeto do codebook utilizado para a quantização. No artigo, os autores lançam mão

de codebook aleatório.



64 CAPÍTULO 3

A CQI, por sua vez, apresenta algumas diferenças. A de maior destaque é que não há

garantia que ela esteja abaixo da SINR verdadeira. Deste modo, mesmo em condições ideais,

em que não há atrasos ou erros de realimentação e estimação de canal, a própria representação

do canal pode gerar outage em algumas realizações. Isto acontece porque a CQI nesta técnica

consiste do mesmo limitante inferior da potência útil proposto neste trabalho, mas a estimativa

da interferência residual usada na EVBF não é um limitante superior. Ela consiste do valor

esperado da interferência residual assumindo canais de distribuição Gaussiana. A CQI do

EVBF é calculada como

EV BFk
=

P
Nt

∥hk∥2 (�2
k B

2 − 2�k �̄k B B̄ + �̄2
k B̄

2)

N0 +
P
Nt

∥hk∥2 �̄2
k

(3.46)

Outra diferença é que a CQI no EVBF não utiliza informação dispońıvel na ERB para me-

lhorar a taxa resultante. Como resultado disso, as taxas adaptadas dependem mais fortemente

do parâmetro de �-ortogonalidade, conforme veremos na Seção 3.8. Além disso, as taxas adap-

tadas não tendem à taxa de conhecimento total CSIk mesmo quando a quantização da direção

do canal é perfeita, pois sua CQI ainda assim depende fortemente do parâmetro B.

3.7 Múltiplas antenas nos receptores

Quando há mais de uma antena no receptor, os canais passam de vetores para matrizes, e,

intuitivamente, há mais informação de canal para ser realimentada. O uso da técnica de dia-

gonalização por blocos requer que a ERB tenha conhecimento da matriz de canal para calcular

a matriz de transmissão. Isto pode de fato gerar a necessidade de mais bits de realimentação.

Como veremos, no entanto, o efeito da adição de antenas nos receptores pode ser exatamente o

oposto, a necessidade de menos bits, caso seja adotada a técnica de beamforming de recepção.

Em canais MIMO, uma possibilidade é realizar a seleção de antenas na recepção, que é uma

forma simplificada de beamforming, em que os vetores posśıveis são os que compõem a base

ortonormal canônica ([1 0 . . . 0], [0 1 0 . . . 0], e assim por diante). Para isto, cada usuário

deve, após estimar o canal, quantizar separadamente cada uma de suas Nr linhas como se fosse

um canal independente, e, após isto, escolher a que proporciona maior ganho. Supondo canais

iid e quantização de acordo com o procedimento descrito em (3.19) na página 48, isto equivale

a escolher o maior dentre Nr ∣C∣ produtos internos independentes, ou seja, equivale a utilizar

um codebook Nr vezes maior. Portanto, para quantização de mesmo desempenho, há redução

de log2(Nr) bits de realimentação de CDI.

Em (Jindal, 2006a) é demonstrado que, quando aplicado o beamforming de recepção pro-
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priamente dito, a redução no número de bits necessários para a quantização é ainda maior.

Conforme visto na Seção 2.2.2, o uso de beamforming de recepção resulta, do ponto de vista da

ERB, em um canal MISO equivalente, que pode ser fixado em qualquer lugar dentro do espaço

gerado pela matriz de canal. A proposta do artigo é que na quantização sejam calculadas as

projeções do codebook sobre este espaço, e que seja escolhido como canal quantizado o vetor

cuja projeção for a maior. Isto consequentemente diminui o erro da quantização, já que este

deixa de ser a distância entre o vetor de canal e o vetor de codebook mais próximo (caso MISO)

para ser a distância entre o espaço Nr-dimensional e o vetor de codebook mais próximo (caso

MIMO). De fato, quando Nr = Nt, o erro de quantização é sempre nulo.

Matematicamente, podemos descrever o procedimento da seguinte maneira. Seja a matriz

Q = [q1;q2; . . . ;qNr
] uma base ortonormal do espaço definido pela matriz Hk. A quantização

do canal efetivo é efetuada com um codebook igual aos usados no caso MISO, de forma que

i∗ = arg max
{c1,c2...,cN}

Nr
∑

j=1

∣qj c
H
i ∣2. (3.47)

Uma vez selecionado o vetor ĥk = ci∗ , ainda é posśıvel calcular o limitante de acordo com

(3.34), com o valor de �k = ∣ĥk h
H
efk

∣ =
√

∑Nr

j=1 ∣qj c
H
i ∣2.

Destacamos aqui que nesta proposta não há nenhuma consideração sobre como maximizar

o ganho do canal efetivo, aproveitando as direções de maior ganho dentro do espaço definido

pela matriz Hk. A técnica visa somente utilizar as múltiplas antenas para reduzir o erro de

quantização, e justifica isso com o fato de que erros de quantização podem prejudicar mais a

taxa que ganhos de canal menores. Não há nenhuma diferença para a aplicação do LBF do

caso MISO para o MIMO quando esta técnica é usada, exceto pela a menor necessidade de bits

de CDI.

3.8 Resultados

Nesta seção, mostramos os resultados das simulações numéricas da LBF. Comparamos as

taxas soma obtidas com o uso da técnica proposta às obtidas com EVBF, que é a mais próxima

da nossa em termos de desempenho. Também traçamos as curvas de taxa soma obtidas com

ZFBF com conhecimento total do canal como referência. O algoritmo GWC de seleção de

usuários é utilizado em todas as simulações.

As simulações realizadas neste trabalho assumem vetores de canais com distribuição gaus-

siana, sem correlação temporal ou espacial, exceto quando especificado. Codebooks grassman-

nianos, descritos na Seção 3.4, foram adotados aqui para ambas as técnicas para os casos em
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que até 10 bits de CDI foram usados. Para codebooks maiores, adotamos codebooks aleatórios

gerados a partir de distribuição Gaussiana iid, devido à perda muito pequena de desempenho

e à menor complexidade computacional.

Para medir o desempenho do LBF, traçamos as curvas de taxa soma de acordo com ambas

as definições:

∙ A taxa atinǵıvel, em que a taxa do usuário k é calculada como Rk = log2(1 + k). Aqui,

k, definida em (3.27) (página 57), é calculada com � = P
M
.

∙ A taxa adaptada, em que a taxa do usuário k é calculada como R̂k = log2(1 + ̃k), i.e., a

partir da CSI parcial no transmissor, com ̃k definida em (3.45), na página 63.

Ressaltamos novamente que a taxa atinǵıvel não é conhecida na ERB, ao contrário da taxa

adaptada.

Em cada simulação, focamos no efeito da variação de somente um parâmetro do sistema

sobre a taxa soma, enquanto os demais permanecem inalterados. Quando inalterados, os parâ-

metros assumem os seguintes valores, exceto quando especificado:

∙ SNR ( P
N0

): 10 dB;

∙ Número de bits de CDI: 9 bits;

∙ Número de usuários: K = 100 usuários;

∙ Número de antenas de transmissão: Nt = 3 antenas;

∙ Limiar: B = 0,825.

Na Figura 3.11, traçamos a taxa soma adaptada da LBF versus o número de usuários para

diversas quantidades totais de bits de realimentação (CDI e CQI), comparando com a curva

de conhecimento perfeito, para Nt = 2. Cada curva representa a melhor alocação de bits entre

CDI e CQI para um número total de bits. A CQI foi quantizada aproximando para baixo ̃k

por valores pertencentes a um codebook escalar. Ele foi projetado através de otimização da

taxa soma feita pelo algoritmo genético do Matlab, pois o problema não é convexo ou côncavo.

Da Figura 3.11, percebemos que há necessidade muito maior de bits para quantização de CDI

que de CQI. De fato, se compararmos as curva obtidas para 4 bits de CDI, veremos que com

2 bits de CQI já é posśıvel chegar muito perto do desempenho com CQI perfeita. Por este

motivo, consideraremos a partir daqui que a CQI é enviada sem quantização, e analisaremos

as variações de desempenho com relação aos demais parâmetros.
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Figura 3.11: Taxa soma em função do número de usuários K para diversas quantidades totais
de bits de realimentação (CDI e CQI) .

Na Figura 3.12, as curvas de taxa soma de LBF e EVBF são traçadas em função do número

de bits de CDI por usuário. A linha cont́ınua corresponde às taxas atinǵıveis enquanto as taxas

adaptadas são as curvas tracejadas. Note que as curvas de taxa soma atinǵıvel das duas técnicas

são muito próximas. Este comportamento foi verificado em todas as simulações, o que indica

que a CQI de ambas tem desempenho similar em termos de seleção de usuários. A diferença

entre elas é mais significativa quando a CQI é usada para determinar as taxas. As taxas soma

adaptadas obtidas por LBF são maiores, e a curva cresce mais rápido com o aumento do número

de bits. De fato, a taxa soma de 8,7 bits/s/Hz é obtida pelo LBF quando 8 bits de CDI são

usados, enquanto EVBF precisa de 9 para atingir a mesma taxa. Os resultados indicam que o

uso de LBF economiza 1 bit de CDI por usuário em relação ao EVBF para obter as mesmas

taxas neste cenário.

Na Figura 3.13 vemos a relação entre a taxa soma adaptada e o número de bits de CQI

para Nt = 2, 3 e 4 antenas de transmissão. Nela, podemos ver que aumentar o número de

antenas de transmissão pode diminuir a taxa obtida, dependendo do número de bits de CDI.

Isto é explicado pela diminuição significativa da precisão de quantização da direção quando

novas antenas, e portanto novas dimensões complexas são adicionadas ao problema e o número

de bits de CDI é mantido igual. Vemos que, neste cenário, a curva para Nt = 2 é a melhor para
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Figura 3.12: Taxa soma em função do número de bits de CDI por usuário.

até 9 bits de CDI, e o uso de Nt = 4 antenas só é justificado quando mais de 22 bits são usados.

Para esta simulação, os valores de �ℎ, e portanto B, foram escolhidos de forma a maximizar a

taxa soma.

Da Figura 3.13 também destacamos que o LBF tem melhor desempenho que o EVBF para

qualquer número de bits de CQI. Ainda que a EVBF obtenha taxas maiores que a LBF em

cenários com baixa precisão de quantização, como menos de 9 bits com Nt = 4, taxas mais

altas são obtidas com o uso de LBF com menos antenas (no caso, Nt = 2).

O alto número de bits de CDI necessário para Nt = 4, como mostrado na Figura 3.13, leva

a codebooks de cardinalidade tão grande (22 bits correspondem a codebooks de mais de 4 mi-

lhões de vetores), que tornam inviável a tarefa de quantização. A necessidade de codebooks tão

grandes é devida ao fato de que aqui simulamos o canal sem correlação espacial ou temporal.

Isto é, não há informação a priori sobre a direção do canal, e o codebook deve ser grande o

suficiente para cobrir toda a variedade de Grassmann de dimensão complexa Nt. Contudo, situ-

ações práticas normalmente apresentam correlação espacial e temporal, permitindo ao codebook

concentrar seus vetores em uma dada região, aumentando em muito a precisão de quantização.

Na Figura 3.14 vemos o efeito do aumento do número de antenas sobre o erro de quantização.

Aqui, a cdf de d(h, ĥ)2 é traçada para codebooks grassmannianos de cardinalidade N = 512 (9

bits), para Nt = 2, 3 e 4. Da Figura, vemos que a probabilidade de ter erro de quantização de

d(h, ĥ)2 ≥ 0,1 aumenta de aproximadamente 0 para Nt = 2 para até 0,6 para Nt = 4.

Mostramos o efeito do erro de quantização de CDI sobre a CQI do LBF na Figura 3.15.

Nela, traçamos o valor do limitante LBk
, dado por (3.34) na página 59, em função do valor
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Figura 3.13: Taxa soma adaptada em função do número de bits de CDI para Nt = 2, 3 e 4
antenas.

de �k =
√

1− d(h, ĥ)2. Para melhor visualização, dividimos o valor de LBk
em cada caso

por seu valor máximo, quando �k = 1, e assim fica clara a perda com relação à quantização

perfeita. Nesta figura assumimos uma dada realização de M = Nt = 3 canais �-ortogonais

com �ℎ = 0, 2. Vemos as curvas para quatro diferentes valores de SNR: −10dB, 10dB, 20dB

e 30dB, com ∥hk∥ = 1. Fica clara nesta figura como o limiar, e por consequência a taxa, são

dependentes da precisão da quantização. Por este motivo, é importante ter no transmissor boas

versões quantizadas da direção do canal, e utilizar o número devido de antenas de transmissão

conforme a disponibilidade de recursos para a realimentação. Destacamos aqui também a

importância de se explorar os ganhos de precisão de quantização providos pela correlação,

ilustrados na Figura 3.10, na página 53. Ignorá-los leva à necessidade de aumento considerável

da realimentação.

Da Figura 3.15, observamos também que a sensibilidade do limitante LBk
à precisão de

quantização aumenta à medida que a SNR cresce. O efeito disto sobre o desempenho do sistema

fica claro na Figura 3.16, em que a taxa soma é traçada em função da SNR. Note que as curvas

começam a saturar em alta SNR, pois nesta região a interferência residual, proporcional ao

erro de quantização, tem importante papel em limitar seu crescimento. Em outras palavras,

se a SNR é alta, o sistema fica limitado por interferência. A LBF começa a saturar antes da

EVBF, pois utiliza estimativa de pior caso para a interferência, em oposição ao valor esperado

desta usado na EVBF. Não obstante, foi mostrado em (Jindal, 2006b) que, para que a taxa
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soma cresça com a SNR, é necessário que a precisão de quantização de CDI aumente de modo

proporcional à SNR. Como mostrado anteriormente aqui, isto é alcançado por meio de aumento

do número de bits de CDI ou por diminuição do número de antenas de transmissão, no caso de

não haver mais bits de realimentação dispońıveis. Isto nos leva à conclusão que a informação

de canal limita a taxa independentemente do aumento de potência ou de antenas, e por isto

deve ser levada em conta no projeto de sistemas de comunicação sem fio multiusuário tanto

quanto os demais recursos.

Na Figura 3.17, os resultados mostram a taxa soma em função do limiar B. Como na

Figura 3.12, as linhas cont́ınuas representam taxas atinǵıveis e linhas tracejadas as adaptadas.

As curvas de taxa soma adaptada mostram que o LBF é significativamente menos senśıvel à

escolha do parâmetro B que o EVBF. A reta mostra a maior taxa soma adaptada obtida pelo

EVBF e evidencia que o LBF tem desempenho superior para valores de B entre 0,670 e 0,916.

Esta menor sensibilidade é devida à introdução de informação na ERB através da variável �.

Por fim, é ilustrada na Figura 3.18 a variação da taxa soma com o número de usuários.

Note que a curva da taxa adaptada do LBF é aproximadamente paralela à do ZFBF com

conhecimento total do canal, o que indica que LBF explora com sucesso a diversidade multi-

usuário. Vemos também que as taxas obtidas para o LBF são em média 7% maiores que as

obtidas com EVBF.
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Figura 3.16: Taxa soma em função da SNR.

3.9 Conclusão

Neste caṕıtulo foram discutidos o problema do conhecimento parcial de canal no transmissor

no canal de broadcast e suas implicações para o desempenho do sistema. Vimos que, mais que

no caso ponto-a-ponto, a informação de canal é essencial para que o transmissor consiga realizar

com bom desempenho a transmissão para múltiplos usuários.

Primeiro, foi visto o caso SISO. Neste caso, transmitir para um usuário por vez atinge a

capacidade soma. A informação de canal no transmissor é usada para seleção de usuários e

adaptação de taxa, mas não requer muita precisão. De fato, se realizada de modo eficiente, a

realimentação de apenas um bit por usuário é suficiente.

No caso de múltiplas antenas no transmissor, foi descrito como a informação de direção é
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Figura 3.17: Taxa soma em função do limiar B.

vital para o bom desempenho do sistema, pois permite separação espacial. Em seguida foram

discutidos meios de representar eficientemente a informação de direção para uso no transmissor.

Foi descrita e analisada então a técnica proposta, o LBF, e sua principal contribuição, o uso

de um limitante inferior da SINR como informação de qualidade do canal. O limitante utiliza

informações dispońıveis tanto nos terminais de usuário quanto na ERB para tornar posśıvel

a transmissão eficiente. Além disso, vimos que a técnica proposta permite o uso de diversos

codebooks e não está atrelada a modelo de desvanecimento de canal. Por fim, viu-se que o LBF

pode ser facilmente estendido para canais em que os receptores têm mais que uma antena.
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Figura 3.18: Taxa soma em função do número de usuários K.



Caṕıtulo 4

Conclusões

Neste trabalho analisamos o problema de comunicação no canal de broadcast MIMO com in-

formação de canal imperfeita no terminal transmissor. Investigamos os efeitos desta imperfeição

sobre o desempenho do sistema, considerando principalmente a taxa soma como métrica.

Como resultado desta análise, desenvolvemos uma estratégia de transmissão ZFBF baseada

na realimentação de informação de canal dividida em duas partes: informação de direção do

canal (CDI) e informação de qualidade de canal (CQI). Como CDI, utilizamos um vetor de

norma unitária representando o subespaço de dimensão um no qual o vetor de canal está

contido. Como CQI, propomos o uso de um limitante inferior da SINR de cada usuário,

desenvolvido neste trabalho. Este limitante inferior é calculado após a estimação do canal

em cada terminal de usuário e sofre ajustes na ERB para incorporar informação adicional

dispońıvel num momento posterior à seleção de usuários. Demonstramos analiticamente que o

limitante inferior da SINR encontrado aqui é justo, dada a informação dispońıvel localmente

para calculá-lo.

Ao longo de nosso estudo foi considerado o uso da informação parcial de canal para três

tarefas na ERB: seleção de usuários, beamforming e determinação das taxas de transferência.

Discriminamos entre taxa atinǵıvel e taxa adaptada: a primeira mede o desempenho da técnica

com relação à seleção de usuários e ao cálculo do beamforming ; a segunda, de maior significado

prático, mede o desempenho também da determinação das taxas.

A adoção de um limitante inferior da SINR como medida de qualidade do canal visa mini-

mizar o impacto de outage. De fato, com conhecimento limitado do canal, a ERB pode realizar

a transmissão a taxas maiores que a capacidade do canal, levando a outage. Para evitar que isto

ocorra devido à representação do estado de canal, propusemos a adoção do limitante inferior

da SINR como CQI.

Dos resultados das simulações numéricas, podemos tirar muitas conclusões sobre a im-

75
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portância da representação da CSI limitada para o desempenho, não somente no que tange a

quantidade mas também a qualidade da informação de canal. Estas conclusões, tanto quanto

a técnica proposta, são contribuições deste trabalho.

Em primeiro lugar, ao dividir a CSI em CDI e CQI notamos claramente que a necessidade de

CDI no transmissor é maior que a de CQI. O próprio caso SISO, que resume a CSI à qualidade

do canal, é resolvido com o uso de apenas um bit, indicando que a seleção de usuários pode ser

feita com o uso de pouca informação. Ainda assim, com a LBF, vimos que a melhoria da CQI

tem impacto sobre a taxa adaptada, quando comparada à EVBF.

Outra consideração a ser feita é sobre como se dá o efeito da CDI sobre a taxa. Não é

dif́ıcil ver que, quando é feita a transmissão com uso de separação espacial entre os sinais dos

usuários, a imperfeição na CDI gera interferência residual, bem como perda de potência útil

recebida. De fato, em (Jindal, 2006b), já havia sido demonstrado que o aumento da potência de

transmissão deve ser seguido da melhoria da CDI no transmissor para que resulte em aumento

de taxa. Aqui, mostramos que também acrescentar antenas de transmissão ao sistema pode

não acarretar ganhos caso isto não seja acompanhado de maior precisão de CDI. Fica claro,

portanto, que a alocação de recursos de um sistema não deve ser feita sem que a informação

de canal no transmissor seja considerada, sob pena de o sistema não atingir o desempenho

desejado.

Fizemos aqui também considerações sobre os ganhos potenciais do uso da correlação espaço-

temporal do canal na quantização do canal. Os resultados obtidos para canais com correlação

espacial demonstram claramente a importância de se explorar a informação a priori na quanti-

zação da CDI. A correlação pode resultar em pior desempenho em certos cenários, pois diminui

a flutuação dos canais, podendo ter efeitos negativos na diversidade multiusuário. Contudo,

este efeito nocivo não foi sentido no caso de CSI imperfeita, tamanho é o ganho de desempenho

decorrente da maior precisão de quantização.

Em relação à técnica proposta, vemos que a LBF obteve as maiores taxas adaptadas na

maioria das simulações, em relação à técnica EVBF. Isto se deveu tanto à probabilidade nula de

outage quanto aos ajustes feitos na ERB, adicionando informação para a tarefa de determinação

das taxas. De fato, além de melhorar o desempenho, estes ajustes diminuem a sensibilidade

ao parâmetro de �-ortogonalidade, caracteŕıstica desejável neste caso. É também devido aos

ajustes que o desempenho da LBF se iguala ao do ZFBF com CSI perfeita quando o erro de

quantização vetorial vai a zero. O EVBF, por sua vez, apresenta perdas por conta de não

utilizar a informação dispońıvel na ERB.

Outra caracteŕıstica positiva do LBF é que não há restrições com relação à distribuição

de probabilidade do desvanecimento do canal. Como o LBF não requer que seja utilizado um
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codebook espećıfico, é posśıvel explorar as caracteŕısticas da distribuição do canal para obter

maior precisão de quantização, e consequentemente maiores taxas. É posśıvel não somente

fazer uso da correlação em distribuição Rayleigh, mas também das caracteŕısticas de outras

distribuições, como por exemplo a Rice, em que há direções preferenciais de ocorrência dos

vetores de canal. Isto não é posśıvel para técnicas como o OSDMA, em que é necessário que os

vetores de codebook sejam ortogonais, e portanto não podem ser adequados ao canal de cada

usuário.

Destacamos ainda como contribuição a demonstração dos Lemas 1 e 2. O Lema 1, em

particular, relaciona a quase ortogonalidade de uma matriz à das colunas de sua pseudo-inversa,

e pode ter aplicação em qualquer área que lide com vetores aproximadamente ortogonais.

Como perspectivas de estudos futuros, vemos o uso do LBF em cenários que admitam

imperfeições na realimentação da CSI. No caso de atrasos na realimentação e mudanças na CSI

ao longo da transmissão de um bloco, vislumbramos uma abordagem preditiva, no sentido de

diminuir a incerteza sobre o estado futuro do canal, diminuindo a probabilidade de outage. Para

evitar efeitos nocivos de erros de bit de realimentação, há a possibilidade de aplicação de códigos

corretores de erro, que no entanto acarretariam maior necessidade de recursos. Outra forma de

minimizar o impacto de erros de transmissão dos bits de realimentação é fazer uma estratégia

semelhante ao mapeamento de Gray (Savage, 1996). Neste caso, vetores de codebook próximos

são associados a ı́ndices que diferem em poucos bits. Assim, com poucos erros de transmissão,

a ERB receberá uma CDI próxima à que foi enviada. A implementação de estratégias nessa

linha, como (Xu & Liu, 2007), pode se mostrar interessante.

Outra perspectiva é a aplicação do LBF em conjunto com algoritmos de fairness, em cenários

com restrições fortes de atraso ou em que a distribuição do canal de alguns usuários levem a

maiores ganhos que as de outros. Algoritmos como o PFS (do inglês proportional-fair schedul-

ing) (Jalali, Padovani, & Pankaj, 2000), baseados na SINR dos usuários, são em prinćıpio

compat́ıveis com a CQI utilizada na técnica proposta.



Apêndice A

Prova do Lema 1

Para provar que ∣wH
i wj ∣ ≤ �w quando ∣ĥi ĥ

H
j ∣ ≤ �ℎ, aplicamos o processo de Gram-Schmidt

nos vetores de canal quantizados, resultando em uma base ortonormal Q = [q1,q2, . . . ,qM ]

que geram o espaço imagem da matriz Ĥ = [ĥT
1 , ĥ

T
2 , . . . , ĥ

T
M ]. Os vetores podem ser reescritos

como

ĥT
1 = q1

ĥT
2 = ℎ̂21 q1 + ℎ̂22 q2

...

ĥT
M = ℎ̂M1 q1 + . . . + ℎ̂MM qM

Primeiro, derivamos limitantes para os componentes de ĥi utilizando a propriedade de �-

ortogonalidade. Chamaremos de �j o limitante inferior de ℎ̂jj e �ij o limitante superior de

ℎ̂ij .

Como ĥT
1 = q1, é trivial que ∣ℎ̂11∣ = �1 = 1. Para qualquer ĥi , i > 1, temos que ∣ĥH

i ĥ1∣ ≤ �ℎ.

Lembrando que qH
1 qj = 0 para j ∕= 1, conclúımos

∣ℎ̂i1∣ ≤ �ℎ = �i1. (A.1)

O limitante de ∣ℎ̂22∣, �2, é achado facilmente a partir do fato que o vetor ĥ2 tem norma

unitária:

∥ĥ2∥2 = ∣ℎ̂21∣2 + ∣ℎ̂22∣2 = 1 (A.2a)

∣ℎ̂22∣2 = 1− ∣ℎ̂21∣2 (A.2b)

∣ℎ̂22∣2 ≥ 1− �2ℎ = �2
2 (A.2c)
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Para os termos da forma ∣ℎ̂i2∣, usamos o fato que ∣ĥi ĥ
H
2 ∣ ≤ �ℎ para todo i > 2 pra mostrar que

∣ℎ̂i1 ℎ̂
∗
21 + ℎ̂i2 ℎ̂

∗
22∥ ≤ �ℎ (A.3a)

∣ℎ̂i2∣ ≤ �ℎ + ∣ℎ̂i1∣ ∣ℎ̂21∣
∣ℎ̂22∣

(A.3b)

∣ℎ̂i2∣ ≤ �ℎ + �2ℎ
√

1− �2ℎ
= �i2 (A.3c)

em que a última desigualdade usa os limitantes em (A.2c) e (A.1).

A mesma ideia usada para os componentes de ĥ2 pode ser aplicada ao caso geral de ĥi para

chegarmos a

∣ℎ̂ij∣ ≤ �ij =
�ℎ +

∑j−1

l=1 �
2
il

�j

for i > j (A.4a)

∣ℎ̂jj∣ ≥ �j =
√

1−∑j−1

l=1 �
2
j l (A.4b)

Finalmente, de (A.4),temos a seguinte relação entre os limitantes:

�2
M = �2

M−1 − �2
iM−1 (A.5)

�2
iM−1 = �iM �M − �iM−1 �M−1 (A.6)

Consideremos agora os vetores de beamforming. Podemos reescrevê-los na base Q da

seguinte forma:

wk = wkk qk + wkk+1 qk+1 + . . .+ wkM qM . (A.7)

Desta expressão, notamos que utilizado ZFBF e portanto wH
k ĥj = 0 para j < k. Vamos focar

aqui no seguinte produto interno:

∣wH
M wM−1∣ = ∣wM−1M ∣ ≜ �w(M), (A.8)

em que �w(M) é o parâmetro de �-ortogonalidade da matriz de beamforming com M colunas.

Como a ordem dos vetores é arbitrária, não há perda de generalidade em encontrar um limitante

para o produto interno da expressão (A.8): o mesmo limitante vale para qualquer par de vetores

de beamforming. Ora,

ĥM wM−1 = 0, (A.9)

de modo que

wM−1M−1 ℎ̂MM−1 = −wM−1M ℎ̂MM . (A.10)
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Portanto,

∣

∣

∣

ℎ̂MM

ℎ̂MM−1

∣

∣

∣

2

=
∣

∣

∣

wM−1M−1

wM−1M

∣

∣

∣

2

(A.11a)

=
1− ∣wM−1M ∣2
∣wM−1M ∣2 . (A.11b)

Substituindo os limitantes de (A.4)

1− ∣wM−1M ∣2
∣wM−1M ∣2 ≥ �2

M

�2
iM−1

(A.12a)

∣wM−1M ∣2 ≤ �2
iM−1

�2
M + �2

iM−1

= �2w(M). (A.12b)

Substituindo (A.5) em (A.12b), vemos que

�2w(M) =
�2
iM−1

�2
M + �2

iM−1

=
�2
iM−1

�2
M−1

(A.13)

�w(M) =
�iM−1

�M−1

. (A.14)

Chegaremos ao resultado por indução. Para isto, escrevemos �w(M+1) em função de �w(M):

�w(M + 1) =
�iM

�M

=
�iM �M

�2
M

(A.15a)

=
�2
iM−1 + �iM−1 �M−1

�2
M−1 − �2

iM−1

(A.15b)

=
�iM−1 (�iM−1 + �M−1)

(�iM−1 + �M−1) (�M−1 − �iM−1)
(A.15c)

=
�iM−1

(�M−1 − �iM−1)
(A.15d)

=

�iM−1

�M−1

1− �iM−1

�M−1

(A.15e)

=
�w(M)

1− �w(M)
. (A.15f)

Em (A.15a), multiplicamos numerador e denominadir por �M ; em (A.15b), substitúımos (A.6)

no numerador e (A.5) no denominador; em (A.15c) fatoramos a expressão e nos últimos três

passos a expressão é reorganizada para permitir sua escrita como função de �w(M).

É fácil ver que �w(2) = �ℎ, pela substituição de (A.3a) em (A.14). Assim, provamos que a
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expressão

�w(M) =
�ℎ

1− (M − 2) �ℎ
(A.16)

vale para M = 2. É necessário então provar que, se ela vale para M , vale também para M +1.

Fazemos isto substituindo (A.16) em (A.15f):

�w(M + 1) =

�ℎ
1− (M − 2)�ℎ

1− �ℎ
1− (M − 2)�ℎ

(A.17)

=
�ℎ

1− (M − 2)�ℎ − �ℎ
(A.18)

=
�ℎ

1− (M − 1)�ℎ
(A.19)

que coincide exatamente com a expressão (A.16) para M +1. O Lema 1 está portanto demons-

trado por indução.

Para provar que o limitante é justo, damos um exemplo em que seu valor é atingido. Con-

sidere uma matriz A ∈ ℂM×M tal que A(i, i) = 1 e A(i, j) = −�ℎ para i ∕= j. Suponha que a

decomposição de Cholesky possa ser realizada nesta matriz resultando em

A = ĤH Ĥ, (A.20)

em que Ĥ é uma realização posśıvel da matriz de vetores quantizados. Neste caso, a decom-

posição de Cholesky da de A é tal que

ℎ̂ij = −�ij =
−�ℎ −

∑j−1

l=1 �
2
il

�j

for i > j (A.21a)

ℎ̂jj = �j =
√

1−∑j−1

l=1 �
2
j l, (A.21b)

ou seja, resulta uma realização de Ĥ que atinge os limitantes em (A.4) e consequentemente

também o limitante do Lema 1. Ainda assim, é necessário mostrar que é posśıvel realizar a

decomposição de Cholesky na matriz A, mostrando que ela é positiva definida (R. Horn &

Johnson, 1985). A seguir, mostraremos que isto é válido para as situações de interesse.

Do teorema do circulo de Gershgorin (R. Horn & Johnson, 1985), estabelecemos a condição

segundo a qual a matrizA é positiva definida. Para qualquer matriz quadrada, o teorema define

discos fechados no plano complexo, um por linha da matriz, tais que todos seus autovalores

devem estar dentro deles. O centro de cada disco é o elemento diagonal da respectiva linha, e o

raio é a soma dos valores absolutos dos demais. Para a matriz A definida aqui todos os discos
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são iguais, centrados em 1 e de raio (M − 1) �ℎ. Como a matriz é Hermitiana, seus autovalores

são reais, e o ćırculo de Gershgorin passa a ser o intervalo [1 − (M − 1) �ℎ; 1 + (M − 1) �ℎ].

Portanto, é posśıvel garantir que todos os autovalores de A são positivos se

1− (M − 1) �ℎ > 0,

ou

�ℎ <
1

(M − 1)
, (A.22)

que é exatamente o valor a em que o limitante em (3.32) é igual a 1. Portanto, para a matriz

Ĥ dada pela decomposição Cholesky de A, o limitante é atingido.



Apêndice B

Prova do Lema 2

Derivamos aqui um limitante superior para o termo
∑Nt

j=1,j ∕=k ∣ek wj∣2. Este termo pode ser

reescrito em notação matricial como

Nt
∑

j=1,j ∕=k

∣wH
j ek∣2 = ek Wk W

H
k eHk , (B.1)

em que a matriz Wk, formada pelos vetores de beamforming de todos os usuários exceto o

k-esimo, é desconhecida, e ek é um vetor de norma unitária conhecido.

Obteremos o limitante superior através da solução do seguinte problema de otimização:

max
Wk

ek Wk W
H
k eHk (B.2)

s.t. ∥wi∥ = 1

∣wH
i wj∣ ≤ �w i ∕= j,

em que i, j = 1 . . .M .

É um resultado bem conhecido que este tipo de função quadrática tem seu máximo quando

ek é igual ao autovetor associado ao maior autovalor da matriz Wk W
H
k . Deste modo, devemos

determinar o maior autovalor desta matriz, sujeito às restrições acima. É fácil ver que todos

os autovalores não nulos de Wk W
H
k são também autovalores de WH

k Wk. Para mostrar isto,

definimos que v é um autovetor de Wk W
H
k associado ao autovalor �. Com isto,

Wk W
H
k v = �v (B.3)

WH
k Wk W

H
k v = �WH

k v (B.4)

e portanto WH
k v é autovetor de WH

k Wk associado ao mesmo autovalor �. Assim, encontrar o
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maior autovalor de uma matriz equivale a encontrar o da outra.

Do Lema 1, sabemos que os elementos da diagonal de WH
k Wk são iguais a um e os demais

têm valor absoluto limitado por �w. Podemos aplicar então o teorema do ćırculo de Gershgorin

para delimitar o intervalo no qual os autovalores estão. No caso da matriz WH
k Wk,todos

os ćırculos de Gershgorin são centrados em 1 e seu maior raio posśıvel é (M − 2) �w, já que

há M − 2 elementos fora de sua diagonal por linha. A matriz WH
k Wk é Hermitiana, e por

consequência seus autovalores são reais. Logo, seu maior autovalor posśıvel é 1 + (M − 2) �w.

Disto, conclúımos que

eHk Wk W
H
k ek ≤ 1 + (M − 2) �w (B.5)

como no Lema 2.
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