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Resumo

Este trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de algoritmos de pontos interiores,
visando a resolug¢do de problemas de minimiza¢do de fungdes objetivos lineares por partes,
separaveis e convexas, sujeitas ainda a restricbes lineares. Os métodos disponiveis na
literatura para esta classe de problemas sdo do tipo simplex, com excegdo de casos
particulares.

Uma prética comum para a resolugdo de programas lineares por partes consiste em
transforma-lo num programa linear e explorar suas propriedades. Mostramos que esta
estratégia pode ser adequada para métodos do tipo simplex, porém inadequada para métodos
de pontos interiores.

Neste trabalho abordamos o programa linear por partes diretamente como um problema
de programaciio ndo linear. Para tanto apresentamos o que convencionamos chamar algoritmo
linear por partes interior, isto ¢, um algoritmo que gera pontos interiores no problema
original, embora a solugfo transformada esteja na fronteira. Mostramos que nfio se trata de
uma simples extensfio de um algoritmo de ponto interior aplicado ao programa linear
transformado. Apresentamos também uma breve experiéncia computacional.

O algoritmo proposto ¢é aplicado em alguns problemas, sendo alguns elaborados a partir

de exemplos-teste retirados da NetLib.
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Antes da apresentacdo do algoritmo linear por partes interior, fazemos uma revisgo dos
varios métodos de pontos interiores, apresentando-os sob um ponto de vista unificado, dando
uma pequena contribuicio quando da apresentagdo do algoritmo primal para problemas
canalizados, sob tal ponto de vista. Em seguida, o método simplex linear por partes &
apresentado para efeito de complementacio de informagdes.

Como proposta de estudo futuro, introduzimos um problema que pode ser visto como
de programagcao linear por partes: o problema conhecido como minmax.

No decorrer do trabalho, uma relagdo de outras aplicagdes que podem ser tratadas sob a

Otica aqui abordada é apresentada.
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Abstract

The objective of this work is the development of an interior point algorithm for a
piecewise linear programming problem (PLP). In contrast to the most papers which prefer to
transform a PLP in a linear programming problem (LP) and then take advantage of a specific
structure now created or considering the problem as an extension of the linear programming
problem, using now a piecewise linear simplex algorithm.

The PLP will be considered as a problem of non-linear programming and in this
context will be proposed an algorithm of interior point in order to solve it.

The proposed algorithm is applied to problems, with some of them constructed using
examples from NetLib.

Before the main algorithm, a review of several interior point methods is presented,
under an unified point of view. A review of this nature gives a small contribution when the
primal algorithm for bounded linear problems is presented. The piecewise linear simplex

method is then developed.
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INTRODUCAO

O trabalho de Karmarkar[26], apresentado em 1984, propondo um método de
pontos interiores para programagcio linear, estimulou intensas pesquisas de novos métodos
nesta area (veja Gonzaga[102], Hertog e Roos{27]). Os principios dos métodos de pontos
interiores foram mais tarde estendidos a problemas de otimizago nio lineares (veja
Monteiro e Adler[103], Tapia[104]). Deve-se observar que as técnicas utilizadas para
desenvolver métodos de pontos interiores em programagio linear (veja Shanno e
Bagchi[68]), eram bem difundidas na comunidade de pesquisadores em programacio nio-
linear, tais como fungdes barreiras, resolugfio de sistemas nfo-lineares decorrentes das
condigdes de primeira ordem, direcdo de Newton, etc..

Entre as classes de problemas de programacéo linear e nio-linear, temos a classe
dos programas lineares por partes (PLP), em particular, com a fungo objetivo linear por
partes separdvel e convexa, sujeita a restri¢des lineares, que sera objeto de estudo neste
trabalho. Esta classe de programas lineares por partes foi bem estudada por Golstein e
Youdine[87] (1966), sob a ética do método simplex e, mais recentemente, a prestigiosa
revista Mathematical Programming publicou artigos de Robert Fourer(veja [95],
[105],[106]), sobre a extensdio do método simplex para problemas de programacio linear
por partes, 0 que confirma a relevincia ( ¢ evidencia a originalidade ) do presente

trabalho. Os artigos publicados na Mathematical Programming vém confirmar a



importéncia de lidarmos com o problema diretamente na forma PLP, sem converté-lo para
um programa linear, como na maior parte dos trabalhos pesquisados.

A literatura sobre pontos interiores para programagfio linear por partes ¢ bastante
escassa, limitando-se a alguns estudos de problemas particulares como solugio de
sistemas inconsistentes nas normas L, ou L (veja Zhang{23], Ruzinski[21]). Uma
técnica usual para desenvolver algoritmos especializados em programas lineares por
partes consiste basicamente em transformar o problema num programa linear equivalente
(implicando num aumento do numero de varidveis) para entdo aplicar um método da
programacdo linear, explorando-se suas particularidades (veja Barrodale e Young[13],
Zhang[23], ). Nos métodos do tipo simplex esta estratégia pode ser adequada, no sentido
de que ¢ possivel obter desta forma um método equivalente de abordagem direta ao
programa linear por partes, como serd mostrado neste trabalho. Entretanto, a aplicagfo de
métodos de pontos interiores ao programa linear equivalente nfo pode ser especializada,
como nos métodos tipo simplex, para a obtengdo de métodos de abordagem direta, uma
vez que como veremos, estes produzem métodos de pontos interiores hibridos ao
programa linear equivalente, isto é, algumas varidveis estarfio no interior de seus
intervalos de defini¢fio enquanto outras varidveis estario em seus limites e, portanto, na
fronteira.

A importéncia do estudo em programacfo linear por partes decorre da variedade
de aplicagles que sdo encontradas na literatura, mas principalmente nos problemas reais.

Problemas de programacfo linear por partes aparecem no planejamento de produgio,



expansdo de redes telefonicas etc €, no campo tedrico, no calculo da solugfo inicial de
problemas de programacéo linear(fasel), aproximagdes de problemas nfio lineares, etc.

Neste trabalho propomos um método de pontos interiores de abordagem direta ao
programa linear por parte € um breve estudo de seu comportamento computacional.

No capitulo 1 apresentamos uma visfio geral dos métodos de pontos interiores,
estudando o dual de um problema canalizado, condi¢Ses de otimalidade, centro de regifio
de factibilidade ¢ apresentamos alguns métodos de pontos interiores sob uma tnica otica,
ou seja, a combinacdo de uma diregio de centralizagio com uma direcfio de descida. Na
ultima sessdo do capitulo 1 € apresentado um algoritmo de pontos interiores para a
solugdo de um problema de programagéo linear canalizado.

No capitulo 2 apresentamos um estudo sobre a solugdo de sistemas lineares
inconsistentes no senso da norma L,, problema este que pode ser tratado como um caso
particular de problema linear por partes, e como sfo, na literatura pesquisada, resolvidos
por métodos de pontos interiores.

No capitulo 3 tratamos de um processo de conversdo de um problema de
programacdo linear por partes para um problema de programacéo linear, fazemos uma
explanagdo do algoritmo simplex linear por partes.

Ja no capitulo 4, propomos um algoritmo linear por partes de pontos interiores
para resolver o problema. Apresentamos uma pequena experiéncia computacional sobre o
comportamento do algoritmo, demonstramos algumas propriedades e ainda discutimos

rapidamente o problema minmax sob a ética do algoritmo linear por partes interior.
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CAPITULO 1

Uma Visiio Geral dos Métodos de Pontos Interiores

1.1 Introducio

Consideremos o problema de programacio linear na forma padrio:

Min e'x
s.a. Ax=b (D
xz0,

onde A € uma matriz m x n de posto completo, m < n.

A regiio de factibilidade do problema (1) ¢é denotada por

F = {x eR",Ax=b,x > 0} e seu interior relativo F° = {x e R, Ax=h,x> (3} (2)

Sem perda de generalidade, assumiremos que F ¢ fechado e limitado ¢ que F°¢é
ndo vazio, desde que transformagdes padriio podem dar origem a tais restrigdes.

Desde a concepgio do método Simplex, por Dantzig, em 1947, este, e seus
variantes especializados, vem sendo preferencialmente utilizados para resolver (1).

Em 1984, N.K.Karmarkar apresentou um novo algoritmo, usando uma nova
estratégia para resolver um problema de programacéo linear(PL). A fim de evitar a teérica
complexidade exponencial dos métodos do tipo simplex, que propunham a resolucéio do

problema de programagéo linear acima, buscando um 6timo através de solucdes bésicas

adjacentes, Karmarkar resolveu o PL particular



s.a. Ax=10
e'x=1 (3)
20,

onde e’ =(1,1,...,1).
A peculiaridade da forma apresentada em nada diminui a relevéncia do fato, pois o
proprio Karmarkar apresentou uma forma de colocar qualquer PL na forma acima.

Na solugdo de (3), Karmarkar exigindo ainda que o valor 6timo da funcfo objetivo

fosse nulo, ou seja, ¢'x” =0, provou que seu método era de complexidade polinomial
(vale destacar que ainda hoje o problema de encontrar um algoritmo tipo simplex, de
complexidade polinomial, estd em aberto).

O processo iterativo apresentado por Karmarkar ¢ baseado na transformacfo

-1

X
———— »levando-nos a trabalhar num outro espago, de modo

projetiva definida por X =
e D 'x

que se D ¢ uma matriz diagonal formada pelas coordenadas da solugio corrente

. ‘e . e : r
estnitamente positiva, esta € transformada no ponto —. Daf um novo ponto é calculado
n

por X’ = ®  «PDe . onde P =1-B'(BB')"'B ¢ a matriz de projecio sobre o niicleo de
n

]

B,com B=| , ) . Isso produz no espaco original a nova solucio x' = —.
e e DX’

Uma limita¢&o do método, eliminada logo depois por Todd e Burrell[100], era a

exigéncia que o valor 6timo da fungdo objetivo fosse zero, mas nada suplantaria a grande



novidade que foi a procura do 6timo caminhando através do interior da regifio de

factibilidade.

i
Usando a fun¢do potencial f(x)= nlog(ctx)—ZiOg(Xi), Karmarkar mostrou a

=l
convergéncia de seu método verificando a reducio da mesma a cada iteragdo. Isto
incentivaria o surgimento de um grande numero de algoritmos aplicados na solugfio de
PLs usando métodos de programacio néo-linear.

Apés Karmarkar[26] apresentar seu algoritmo de pontos interiores para
programagcfo linear, muitos outros apareceram tentando explicar, melhorar, ou simplificar
esse algoritmo, dando origem a muitos outros e a novas estratégias. Alguns autores vém
tentando classificar tais métodos segundo as diferentes estratégias utilizadas na obtencéo
de cada um. A classificagdo adotada aqui serd a de Hertog e Roos[27], onde todos esses
variantes podem ser colocados em quatro grupos principais:

1-) Métodos projetivos: o originalmente proposto por Karmarkar[26] e os estudados e ou,
modificados por Anstreicher[28,29], Gay[30], De Ghellinck e Vial[31], Gonzaga[32],
Yamashita[33], Ye e Kojima[35].

1i-) Meétodos afim escala (primal, dual, primal-dual): originalmente proposto por
Dikin[36] e depois investigados por Adler, Karmarkar, Resende e Veiga[37], Meggido e
Shub[38], Barnes[39], Monna e Morton[40], Monteiro, Adler ¢ Resende[41], Vanderbei,

Meketon e Freedmanf42].



iii-) Métodos de irajetoria central: de passos curtos - Gill et al.[43], Gonzaga[44],
Kojima, Mizuno e Yoshise[62], Monteiro e Adler{70], Renegar[47], Roos[48.49], Roos ¢
Hertog[50], Roos e Vial[51], Todd e Ye[52], Vaidya[53]; de passos longos -
Gonzagal54], Den Hertog, Roos e Terlaky[55], Roos e Vial[56].

w-)Método de redugdo potencial afim: Avstreicher e Bosch[57], Freund[58],

Gonzaga[59], Kojima, Mizuno, Yoshise[60].
1.2 Preliminares

Consideremos o problema de programagfo linear primal e o seu problema dual

dados abaixo

Min ¢'x Max b'y
P) (D)
s.a. Axzb,x=>0

Introduzindo as variaveis de folga primal e dual, s e r, onde
s=Ax-b20 e r=c-A'y>0,
observemos que
O<sr'x+s'y= (c - Aty)tx+ (Ax~b)'y

=c'x~y'Ax+x'Aly - b'y

=¢'x~bly



Aqui r'x+s'y é o chamado gap de dualidade. O gap ¢ mulo se

r'x=0 e s'y=0. Logo se x for primal factivel e y dual factivel para (P) e (D),
respectivamente, entfio X e y serfio as soluges Otimas se e sO se forem verificadas as
chamadas condi¢bes de folgas complementares r'x =0 ¢ s'y=0, isto &, r ;=0 ou
X;=0 Vje s;=00uy; =0 Vj.

Esses conceitos sdo importantes, pois em muitos algoritmos o critério de parada é
a busca da primal ou dual factibilidade, mantendo-se a factibilidade dual ou primal e
esperando-se que se cumpram as condigdes de folgas complementares para uma precisio
pré-estabelecida, isto €, esperando-se que o gap seja nulo. Temos ainda outros algoritmos
guiados pela busca do cumprimento das folgas complementares, enquanto a primal e a
dual factibilidades sdo mantidas.

Quando (P) estiver na forma padrio(restricdes de igualdade), as folgas

complementares se¢ resumem a r'

x=10, vistoque s=0.
1.2.1 Dual de um problema canalizado

Um problema de programagio linear na forma

Min ¢'x
s.4. Ax=Db
—gELX<e

¢ chamado canalizado. Esta nfio é a forma mais abrangente de um problema canalizado,

mas servird aos propositos deste trabatho. Como o dual deste particular problema



canalizado serd utilizado em algumas discussdes adiante, faremos a seguir sua
apresentacio.

‘Tomando o lagrangiano do problema acima teremos

L(x,¥)=c¢'x+y'(b—Ax), com —-e<x<e.
Assim a fungdo dual sera

h(y) = Min L(x,y) = (¢! - y'A)x +y'b.

—-esxse

Fazendo

zt — et = yt A
podemos dizer que a funcfio dual é agora

Min L(x,y,z)=z'x+y'b
h(y,z) = {7F=*=¢ .
z=c—A'y

Assim o minimo serd atingido em x;, =-1, para z;, >0 e em Xx;=1, para z, <0,
enquantox; f~1,1] para z; = 0.

Portanto o dual sera

Max h(y,2)=y'b— D z,+ D z,
2> 0 zj<0

sa. Aly+z=c.

Ou ainda

Max b'y — i |z;]
i1

s.aa. Aly+z=c.



Observamos que o dual obtido acima ¢ um problema onde a fungfio objetivo é

linear por partes e que a dual factibilidade ¢ alcancada quando

z=c-A'y

z;X; <0, parai=12,..n
1.2.2 Condi¢ées de Otimalidade

Veremos abaixo condigdes de otimalidade necessarias e suficiente para um

problema geral de otimizagfo. Condigdes estas utilizadas em grande parte deste trabalho.

1.2.2.1 Condicdes necessdrias de primeira ordem

Vejamos agora um dos resultados que formam a base da programacio nfio-linear,
servindo em muitos casos para o desenvolvimento de novos algoritmos e estabelecimento

de critérios de parada para tantos outros.

Consideremos E c R"um conjunto n#o vazio, as funcdes f£:R" > R,
giR" >R, comi=1,...,re hp:R" >N, comi=1,...,s, diferencidveis e o
seguinte problema:

Min f(x)
s.a. g,(x)<0, i=1,..,r
hi(x)=0, i=1,..,s
xeckE

i0



Tomemos agora uma solugfo factivel X e I = {85 (x)= 0} e suponha que Vg;(X),
para i el, e Vh;(X), parai=1, ..s, sd0 linearmente independentes. Entdo se X resolve

localmente o problema acima, teremos escalares u,, i ele v,,i=1,...,s, com

VEE) + Y u Vg, (X) + ZSZ v,Vh (X) = 0

il i=1

u; 20, iel

ou

VE(X) + }E‘_‘ungi(i)+ ZS:VEV}IE(SZ) =1

i=1 i=1
g (X)=0,i=1,..,r

w20, i=1,...,r1
ou ainda na forma vetorial

VEX)+ Vg(X)u+ V(x)v=0
u'g(x) =0
uz=0.

1.2.2.2 Condigdes suficientes de primeira ordem
Assumindo hipoteses de convexidade sobre f, g;e h,, funcdes lineares, as

condi¢des dadas acima sdo também suficientes para a otimalidade global.

1.2.3 Centro da regido de factibilidade
Um conceito muito utilizado em otimizagdo, via pontos interiores, ¢ o de

centragem, isto €, o esforco de nos mantermos o mais préximo possivel do centro da

11



regido de factibilidade. O centro da regido de factibilidade F do problema (1) é aqui

definido como a solucdo do seguinte problema:

Min — Zn: In(x,)

=]
s.a. Ax=h 4
x>0,

Para solucdo deste problema aplicamos as condi¢des de primeira ordem vistas

acima, o que implicam na resolugdo do sistema ndo-linear

-1 te,
X e~A y_w() (5)
-~ AX + b =0,

onde X = diag(x;).

Como (5) nfio tem solugdo analitica, um passo de Newton € aplicado € entfio obtemos

A
J(x,y)( A;) = ~F(x,y),

onde J(x,y) representa a matriz jacobiana de F(X,y) = (—X'l e AtYJ
-Ax+b

Temos entdo que:

(X“*" wA')(Ax) _ (X"‘MA‘Y)

A 0 J\ay 0 .

Assim

XFax-Alay =XTer Aly (6)

—AAx = 0. -
De (6) vem que

iz



Ax = XPAAy + Xe + X2A'y = Xe + XA (y + Ay). (8)
Multiplicando agora (6) por AX? e usando que —AAx = 0, segue que

~AX?A'Ay = AXe+ AX’Aly
ou

y+ Ay = —-(AX*A'Y " AXe.
De (8) tiramos entdo que

Ax = Xe-X?A'(AX*AYHY " AXe
ou

Ax = X(I-XA'(AX?*A") T AX)e = XPe (9)
P=1-XAY(AX2A") AX sendo a matriz de projecdo no niicleo de AX.

Vemos entfio que Ax = XPe nada mais ¢ que a dire¢Sio no qual devemos caminhar

se quisermos atingir o centro da regifio de factibilidade.
1.3 Métodos de pontos interiores - Uma visdo unificada.

Tomaremos por base a classificagio mencionada acima dada por Hertog e
Roos|27} ¢ a estratégia, devido a Shanno e Bagchi[68], para unificar diferentes
abordagens que deram origem a diferentes métodos de pontos interiores.

A unificacdo acima citada € no sentido que, na busca do 6timo, caminharemos em
uma dire¢dio que serd a combinagfio de um vetor de centralizagfio e do vetor projegiio do
gradiente(vetor de otimizagd0). Todos os métodos apresentados sdo vistos como variagdes

do método de barreira logaritmica aplicados ao problema primal ou ao dual ou em ambos,
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incluindo um algoritmo primal afim canalizado, como extensiio ao trabalho de Shanno e
Bagchi.
Abaixo apresentamos tal uniformizagdo escolhendo alguns casos. Tendo isto em

mente, vejamos:
1.3.1 Métodos projetivos

Sob a ética anunciada , vamos considerar o método projetivo de Karmarkar

Gonzaga[102] foi o primeiro a mostrar a equivaléncia do método projetivo de
Karmarkar com um método de barreira logaritmica. Aqui, entretanto, usaremos uma
técnica devida a Gay[30] aplicada em (1), para transforma-lo na forma explorada por
Karmarkar, que mostrard que a dire¢do de busca sera a composi¢io de um vetor de

centralizagdo com um vetor de maxima descida. Para tanto definamos a transformacio
S XX
=X 'x+1) ‘[ 1 ] (10)

e consideremos a matriz

x, 0 90 0

0 x, 0 0
X =

0 0 X, 0

0 0 0 1

Multiplicando (10) por (X 1), vem

(X Dx' =X x+ 1)*1@)
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e denotando x;, . o vetor formado pelas n primeiras componentes de x' , temos:

Xxi, 4= (etX“Ix + 1)-1 X

e
-1
X = (etX"Ex+ 1) .
Portanto
X=X XX{5 p- (1)
Com o que foi visto acima, (1) pode ser colocado na forma exigida em (3), a saber
(& =)
; X' = .
e 1 1
L efXx) : -
Como no espago transformado e'x = ——, temos que o gradiente da fungfo objetivo
X+l
é
Xe
1 1 Xe 1 (Xe . ..
; Xe) x! — | = , sendo [ entio um limitante
X+ (Xe) Xi,.n Xp VTCX X+t
Xf

inferior para o valor 6timo da fun¢fo objetivo.

Observemos que para a solucéo corrente x temos X T'x=e , e entdo de (10) segue que
1
1
x' = (e'e+1)" :

1
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Assim x' =

] e (o vetor e tem aqui n+1 componentes de 1°s).
n-+

Entdo, no espago transformado, uma nova solugio X'é

= e—ad, (12)
n+1

onde

~

Xe A

d=P, 3 = Pp(Xc)

¢ a projegdo do gradiente no niicleo da matriz B. Assim
Py = 1- B'(BB') !B,

onde

AX -
=4 7).
e I
Com o intuito de calcularmos d, notemos que

BR' = (szA‘ +bb'  AXe- b) _ [AXZA‘ +bb' Ax - b] _
e'X'A'-b" n+1 (Ax-b)' n+1
_ [AXZA* +bb' 0 )
0 n+l)’
pois AXe= Ax =h, desde que x é factivel. Lembrando que se M ¢é uma matriz inversivel

entdo

M fah'M™!

ah' + M) =M
¢ ) 1+h'Ala

temos

16



pois

Assim

(AX?A'+bbHt 0

(BB = 1 =

(AX?A' + bb‘)[(AXzAt )yt

=1

-(3)-

0

n+1l

_(AX*AY Thb (AXPAY!
1+b'(AX*AY'p
0

(AXZAt)—I

n+1

_(AX*AYThb (AX*AHT! |
1+b'(AX2AY) b -

bb'(AXZAH!

~ _bb'(AX*AH'bb'(AXPAY !
1+ b (AX?AY 1p

1+b'(AXZAYY b

+bb'(AX2AY)!

_ bbY(AX?AH - bb (AX?AY) - bb' (AX?AH) 'HI(AXZAH D N
1+ b (AXZA) b
bb (AX*A") 'bb'(AXZAYH™!

_i.
1+b'(AX?*A)'b
1 b (AXPAY T (=bb' (AXZA) T +bb (AX?A)™Y) I
1+ b (AX?AYHY D
. X
dz(I—B‘(BB‘)“lB)( cj
p
-1 (AXZAYH T (AXAYHT
: Ax?At) " - S 0 _
X o) (AXN) reite Gl
-b' 1 0 1 [Le 1
n+l

17
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kil
k21

k12
kZZ

()l el

Xc}
B *
onde

ee'

n+1

t 2ttt t 2451
k; = XAT(AX?A Tt - XA (AX7A t) bbz (Z?IiA ) 'AX
1+b'(AX*AH™'b
XA'(AX*A) Thb'(AX?A) D e
1+ b (AX?AYH D

k,;, = -XA"(AX?AY b+
n+l1

t 2 4 -1 t 24 ty~1 t

1+b ' (AX?*AY b n+1
t 24 ty—1 3 2 4 1
A
ki = b (AX7AY) - LAXTADIBDIAXPAY T 1
I+b'(AX*A") ' b n-+1

PX
0

P

)

B+e'PXec

1+e'Pe ]{

e'x+p
n+1

(14)

a-.:[ °]+[

onde P=1-P.

1)

Vejamos que a diregfio obtida em (14) é uma combinacfio de um vetor de descida

mais um vetor centralizador.

De (12) vem
o 1 ﬂ[PXCJ B+ePXe [f‘e} (c*xﬂ})(e}
X = €0 + R — —
n+l 0 1+e'Pe J\ 1 n+1 J\1
¢ o .
o cx+ﬁ][e)_a B+e'PXe ((I—P)e)__a[PXc]
n+1 n+1 J\l 1+e'Pe 1 0
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1 (c‘x+B)(eJ B+e'PXe (ej
= e+ —m— Ol —— -+
n+l n+1 J\l 1+ePe /N1

(ﬁ + et§XcJ(Pe) [PXC)
+ o ———— -
l1+e'Pe /N0 0
{ tD
_ 1 et [c x+5}_ B+9{Xc -
n+1 n+l 1+e'Pe
( B+ etﬁ){c}[l’e} [PXCJ
+ Ol e —
I+e'Pe N O 0

c'x+B o e'PXc+

n
n+1i 1+e'Pe

eyt

Portanto a (n + l)nésiﬁiél 'co'mponente do vetor acima € dada por

Fazendo v = teremos

R, =w= ! +a(v—-"1)
n+l el 7

Assim , utilizando (11) vemos que

X' =w Xwe+ E(1}}"(1’9. ~ XPXec)
W

=X+ —Oi(nXPem XPXo),
w

o que confirma o proposto.
1.3.2 Métodos Afim-escala
Os algoritmos afim escala hoje estudados tiveram origem num trabalho apresentado

por Dikin[36] em 1967, onde apareceu o chamado algoritmo afim escala basico. Em 1985,
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tanto Barnes{39] como Vanderbei,Meketon, Freedman{42], em trabalhos independentes,
propuseram, para resolver problemas de programacfo linear na forma padrio, algoritmos
afim escala primai.. Um algoritmo similar, o afim escala dual, foi apresentado e
implementado por Adler, Karmarkar, Resende e Veiga[37] para problemas lineares com
desigualdades. Ja em 1987, Monteiro e Adler[70] e Kojima, Mizuno e Yoshise[62]
apresentaram o entfdo chamado algoritmo primal - dual afim escala.

Os algoritmos afim escala firmam-se sobre uma idéia bésica, também explorada nos
algoritmos projetivos: manter-se “longe” da fronteira, para que quando escolhida uma
direcdio de movimento, possamos caminhar o maximo possivel. A meta de nos mantermos
longe da fronteira € atingida utilizando-se uma transformacfo afim. Dai originou parte do
nome dado a esses algoritmos.

O que veremos abaixo sdo exemplos de algoritmos afins, nos trés casos descritos
acima, a saber, primal, dual ou primal-dual, onde a combinagiio de um vetor de
otimiza¢#io com um vetor centralizador aparece naturalmente.
1.3.2.1 Primal

Consideremos o problema de programago linear na forma padrio apresentado em
(1), ou seja:

Min ¢'x
s.a.Ax=Dhb
x>0,
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Para construcéo do algoritmo afim escala primal, na forma que foi originalmente

k

deduzido, numa iteragdio k., seja x° uma solucio factivel. Consideremos entio a

transformagdo afim x’ = T(x) = X'x .Observemos que T(xk) = e, i.é, a transformagido
T muda o espago original de trabalho de modo que a solugfio corrente seja "centralizada" e

assim possamos trabalhar "longe" da fronteira(x = 0). Devemos entdo resolver o

problema equivalente a (1)

Min (€)'x’
s.a. AX'=b (15)

x'20,
onde €= X,¢c e A=AX,.

Fagamos entdo X' = e+ ad’, onde o é escolhido de modo que e+ ad’ > 0. Como
devemos ter Ad’ = 0, tomamos a direcfio de maxima descida projetada no niicleo de A,
d’ = —P¢, onde P é a matriz de projegio

P=1-A'(AAY) A

kel _ Xx' e adirecio de descida € agora

No espago original teremos x
d=-X P¢=-X; PX)c. (16)

Sob o aspecto da unificacdo pretendida, consideremos o problema de barreira logaritmica

Min f(x) = ¢'x — ui In(x;) (17)
i=l

S.a. Ax=b.
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Dado entdo uma solugiio interior x factivel, i.e., Ax = b e x > 0, pretendemos entdo
encontrar uma nova estimativa interior factivel para x. Para tanto, aplicamos as condigdes

de primeira ordem em (17), para obtermos

c—uX'e-A'ly=0

18
—Ax+b=20, (18)

lembrando novamente que X = diag(x;) ¢ uma matriz inversivel e que e=(111...1)".

O sistema ndo-linear (18) novamente nfo tem solugfo analitica. Com intencio de

resolvé-lo, apliquemos uma iteragdo do método de Newton para obtermos:

(uX“z —A‘)(Ax)m[—c+pX'ie~é~Aty) (19)
A 0 J\Ay/ 0

desde que

Ax
J("&Y)(Ay] =-F(x,y),

onde
-2 t
—-A

J(x,y) = (FLXA 0 J ¢ a matriz jacobiana com x primal factivel
e

Flx,y) = (c —uXle- A‘y}

’ —Ax+b )

De (19) vem que

X ?Ax ~ AfAy = —c + pX e+ Aly (20)

~AAXx =0 (Ax e N(A)), (21)
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sendo que em (21), N(A) representa o nticleo de A.

Multiplicando (20) por X? e isolando Ax, teremos
Ax = (=X%c+ uXe+ X*A'y + XZA'Ay)

22
={——1—X2c+Xe+~1—X2At(y+Ay)} 22)
[ H

Lembremos que AX2A' é inversivel, desde que a mafriz A tem as linhas linearmente

independentes. Entdo multiplicando agora (20) por AX?e usando (21) podemos escrever
Ay = (AX?AY TAX e - p(AX?AY) T AXe -y

ou
y' =y + Ay = (AX?AY ' AX?c - uAXe) que substituido em (22) produz

Ax = -1 XZe+ Xe+ S XPAUAXAY) T (AX? - pAXe)]
1l H

——L1X2c 1 Xe+ XA AX?AY)TAX e - XPAHAXPAY) T AXe
B B

- L (XPc- X*AT(AX*AY) T AX0) + Xe— XPAT(AX?AT) T AXe
H

= - ixg&:c - XA'(AXZAY TAX%e) + X(e - XAY(AXPADH T AXe)
i

=- ~1-~X[I ~ XAYAXZAH T AXXe + X[I - XA (AXZAY) T AX]e
1l

Portanto

Ax = — —E—XPXC + XPe, (23)
B
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onde

P=1-XA"(AX?A")YTAX ¢ amatriz de projecdo sobre o nucleo da matriz AX.

Vemos que a direcéo dada por (23) ¢ uma combinacfo linear dos vetores —XPXc e
XPe, que sdo respectivamente a direcdo usada num algoritmo afim primal (ver, por
exemplo, [101], cap.7) e a direcdo de busca do centro da regifo de factibilidade.

Quando p se aproxima de zero (u—>0) o que se obtém em (23) é,
preponderantemente, Ax = —XPXc, que ¢ exatamente a dire¢fo de descida encontrada no
algoritmo afim escala primal e ainda que Ax = —XPXe ¢ a projecio do vetor de maxima

descida, visto agora no espago original.
1.3.2.2 Primal Canalizado

Estendemos aqui o trabalho de Shanno e Bagchi para um algoritmo afim-primal
para um problema canalizado.

Lembremos que em 1.5, pg36, voltaremos a tratar com mais detalhes o problema
canalizado, apresentando e analisando a convergéncia de um algoritmo de ponto interiores
para tais problemas, que sera Util na dedugio do algoritmo linear por partes proposto.

Consideremos entdo o problema primal canalizado, ou seja, um problema na

forma
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Uma mudanga de varidvel, que sera vista mais a frente, nos conduzira ao estudo do

problema
Min f(x) = ¢'x,
s.a. AxX=Db
—-e=x=<e,
Entdo aplicando as condigdes de primeira ordem, obtemos
e~ A%+ uXD =0
—-Ax+b=0
No sistema ndo-linear acima, D = diag(1 — xf) e X = diag(2x,).
Nossa estratégia de resolugfio deste sistema ¢ aplicar novamente um passo de Newton e

entdo usar a dire¢fio obtida como dire¢do de descida. Tal estratégia nos leva a:

[p(zi)"l +X*D?) —A‘}(%J ~ (—c+A‘k - pXD"Iej
-A 0 J\d, 0

Fazendo D' = 2D7! + X2D 2, segue que
pD 7', ~A'd, = —c+ AL —uXDe (24)
-Ad, =0

Multiplicando (24) por AD, vem

pAd, — ADA'd, = ~ADc+ADA'L — pADXD e.
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Como sabemos que —Ad, =0, vem

d, + % =(ADA") ' ADc + p(ADA*) ' ADXD e (23)
Multiplicando agora (24) por D, teremos

pd, = -De—-uDXD e+ DA'(A +d,) (26)

Substituindo (25) em (26), vem

d, = 1 [ﬁe ~DA'(ADAYH™! A“}")“c] —~DXD e+ DA'(ADA)TADXD e
L

d, = ___lm[—ﬁyz (I- DY?A'(ADAY)™ Aﬁ”z]ﬁmc _
L
- E*“[l—ﬁ‘”A‘(AﬁA‘)"‘ Aﬁ‘f’z]'ﬁ‘/zxn“e
ou

d, = _ L 5vppv2c - DVIPDY2XD e , 27)
1

com P =1-DYA'(ADAY)"AD ", amatriz de projegio sobre o nicleo de ADY?.
Podemos observar que —DY?PDY2XD e, que aparece em (27), representa o vetor
que aponta na dire¢fio do centro da regifio de factibilidade {Ax=b , —e<x<e }.

Sendo, vejamos: Achar o centro da regido de factibilidade {Ax=b , —e<x<e },

consiste em se resolver o seguinte problema:

Min(z In(1-x,)+ Zln(l + X))
s.a. Ax=b

Aplicando as condi¢des de primeira ordem, teremos
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XD 1rAfn=0
_Ax+b=0.

Aqui, novamente, tomamos X e D como definidas acima.

Agora ,um passo de Newton nos leva a:

(21)“‘ +Xp? A‘)(dx) _ (——XD”“ - A‘l)
—~A 0/\d, 0

Trabalhando no sistema acima encontramos

d, =-DV*PDV*XD e,
a segunda parcela do vetor encontrado em (27).
1.3.2.3 Dual

Recordemos que o dual de (1) € dado por

Max b'y
s.a. Aly+z=¢ (28)

zz0
Primeiramente vejamos o vetor de movimento obtido por Adler, Karmarkar,
Resende e Veiga[37], na apresentacdo do algoritmo dual afim escala.
Podemos fazer uso das mesmas idéias empregadas na dedugio do vetor (16) no caso

primal, mas lembrando que o escalamento ¢é feito nas variaveis de folga z.

Tomemos entdio, em uma iteracdio k, uma solugio dual interior (yk,zk), ie.,

A +2z=c¢ e 2" >0. Iremos determinar um vetor de movimento d = [dy} , de

Z

k+1 ,Zk+1

maneira que a nova solugfo obtida (y },com
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kel _ _k k
Yy =y +edy

e (29)
2K =gk Skd;z‘,

satisfaca

Atyk+1 _§_zk+i _—
A | (30)
btyk+1 > btyk .

Usando (29) e (30) concluimos que
Aldd +df =0
b'dl 2 0.
Semelhante ao caso primal, procedemos a um escalamento a fim de levar z" {do
espago original) em e = (1,1,...,1)' € R " (no espago escalado). Para tanto facamos
s=7.'z.
Temos que se d;‘ ¢ uma dire¢fio de movimento adequada no espaco escalado, entdo

no espago original a dire¢io correspondente sera

df =27, d¥, (31)
Como A*d;f +d¥ = 0, segue que

A'd+Z,df =0,

Z A +d¥ =0,
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revelando que a dire¢fio de movimento no espacgo original é determinada pela direcdio no
espago escalado. Entdo se conseguirmos encontrar d* de modo que b'd* > 0, teremos

atingido nosso intuito. Tomemos
d¥ = —((AZ2A) T AZ) b e
fazendo Q, = (AZ7 A AZ,
teremos b'd¥ = -b'Q,d¥ =b'Q,QLb =[b'Q,[ 2 0.
Assim
dy =(AZ7AY b, (32)
E como di‘ = —Atd;‘

d¥ = -A'(AZ;2AY '), (33)

d,
e a dirego d = [d’} fica completamente determinada.

Retornando 2 inten¢fio primeira deste capitulo, voltemos nossa ateng¢fio para o

problema (28),considerando o correspondente penalizado, ou seja

n
Max b'y —p) In(c; - afy)
o1

s.a. Alvy+z=c,

onde a; ¢ ai-ésima coluna da matriz A.

As condigbes de 12 ordem aplicadas fornecem
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b-pAZle=0

Notando que a matriz jacobiana de F(y) =b—puAZ ‘e ¢
J(y) = -pAZ A",

um passo de Newton na solugio de F(y) = 0 leva-nos a
—HAZPA'Ay = ~b+ pAZ e

ou

AZIA Ay = b_azte.
B

Assim temos
1

Ay = —(AZAY b~ (AZPAYY TAZ e, €2))
83

Novamente, analisando (34), notamos que temos a combinag#o linear dos vetores de
maxima subida (32) e o vetor centralizador obtido pela aplicagdo da técnica apresentada
na se¢io 1.2.3, na regido de factibilidade do prtoblema (28).
1.3.2.4 Primal-Dual

Alguns métodos de pontos interiores dfo passos simultaneamente nos espagos das
variaveis primais e duais. S30 os chamados métodos primais-duais. Eles tém suas raizes
em Megiddo[61] e uma analise e desenvolvimento destes métodos podem vistos, mais
detalhadamente, por exemplo em [62],[63],[641,[65].

Veremos um pouco dos métodos primais-duais em seguida.
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Aqui o método ¢ derivado da aplicagdo das condi¢des de primeira ordem ao
problema dual (28), utilizando ainda o fato que os multiplicadores de Lagrange associados
ao problema (28) sfo as varidveis primais.

Das condigdes de primeira ordem, segue que

b-AX=10 Ax=b
nZle—x=0  ou e = 7x = ZXe (35)
A'y+z—c=0 Ay+z—c=0

comx=20 e z20,

Fazendo
Ax-b
F(x,y,2)=| Aly+z~¢c| =0 (36)
ZXe—pe

e aplicando um passo de Newton obtemos

A 0 0\Ax 0
0 A' IjAy|= 0 : (37)
Z 0 Az ~XZe + e
De (37) podemos tirar que
ZAx + XAz = ~XZe + e (38)
AAX =0 (39
A'Ay+Az=0. (40)

Multiplicando (38) por AZ™" e utilizando (39) e (40), segue que

Ay = (AZ'XAY TAZ (XZe - pe). (41)
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Agora
AZ'(XZe—pe)= AZ'XZe — pAZ e = AZ'ZXe— pAZ e = b- nAZ e
Portanto de (41)
Ay = (AZ7'XAYHY b - n(AZ XA TAZ e (42)
Novamente temos em (42) um vetor de busca da mesma forma que os obtidos

anteriormente, ou seja, uma combinacfo linear de um vetor de maxima subida com um de

centralizagio.

1.3.3 Métodos de Trajetoria Central

O algoritmo apresentado por Renegar{47] baseia-se no calculo de uma segiiéncia de
centros de regides, obtidas da regifio de factibilidade através de cortes, e ainda
incorporando a fungdo objetivo como parte do conjunto de restrigdes. Renegar se inspirou
num trabalho de Huard [83], que resolvia um problema de programacfio matemética com

restri¢des no lineares via método dos centros. Renegar partiu do seguinte problema:

max f(x,B) = LIn(b'y - 3)+i1n(ci -ajy), 43)

i=1

onde § € uma estimativa para o valor 6time da fungfio objetivo e 1 um parimetro livre,
embora, como Renegar comentou, | = n + 1 seria uma boa escolha.

O algoritmo, seguindo a citada estratégia de cortes na regifio de factibilidade, com o

calculo dos respectivos centros, produz uma seqiiéncia convergente para o Gtimo

procurado.
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As maiores diferengas entre o algoritmo ora proposto e o método de barreiras sdo a

eliminagfo do pardmetro p € a inclusfio da subestimativa para o valor 6timo ¢'x”.
Vejamos o método de Renegar sob o ponto de vista da unificacfo.

As condigdes de primeira ordem aplicadas em (43) produzem

1
b'y -8

b-AZ'e=0

cuja matriz das derivadas segundas ¢

Vi = —l(b'y—P)2bb! - AZ2A!

e assim
-V = Kb'y — )bb' + AZZA". (44)

Tomando a=Ib'y-B)7?b, h'=b' ¢ M=AZ?A" ¢ usando (13), teremos
Yy

(lef)"l - (AzmzAt)—l . (AZmzAt)m} i(bty — B)-Z bbt(AZ-.zAt)“I
1+ b (AZ2AY) Kby - B) b

_(AZ7AY'bb'(AZPAY!

=(AZAYH!
( ) (b'y—p)*
l

+bY(AZZAYHY D
Aplicando um passo de Newton, vem:

Ay = ~(V*) 1 VE = (-VE) v

- | (az2ar) ! - AZZA) BB AZTAY ( Ib

Al
(b'y —p)’ by—p - %

+b'(AZADH D
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£ 2
(Az 2y p Y =P)” (AZ72AYH Mbb' (AZ72A Y b
= ~(AZ2AY T AZ e+ I t - -
(th—B)[(b yl_B) +b€(AZ—2At)~—1bJ

(AZ2AYH Tbb (AZ72AH! ) (AZ2AYY IbbY(AZ2AY TAZ e

2 t, 2
(bty_g)(@i}%ﬂ+bt(AZ_zAt)”le @—”i—gl—+b‘(AZ“2A‘)“‘b

2,4ty t 2 aty-lppt =2 g ty-l 4 rpel
(AZAY T AZ e (AZTA) by - P)+ (AZTAT) BbYAZTAY) TAZ e

e, 2
(b yl B) +bt(Az~2At)“1b

Ly t =2 5 ty-1 4 -1 “2 A ty-1

Y
Assim
Ay = (AZPAY T AZ e + 7 (AZTPAY) ', (45)
onde

. (b'y-B+b ' (AZZAYTAZ e)

t, _ay2
(b yi ﬁ) +bt(Az—2Ai)-ib

Analisando (45) percebemos que a diregfio de busca ¢ uma combinacio linear de um

vetor de maxima descida com um vetor centralizador.
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1.4 Observacdes Sobre os Cilculos das Direcées

Em todos os métodos analisados, vimos que a direcio de movimento tem como
componentes principais um vetor de otimiza¢do e um vetor centralizador. Mais ainda,
podemos observar que o trabalho computacional relevante, no calculo de uma dada
direco, ¢ a resolugfio de sistemas lineares Bx = y ,onde a matriz B é definida positiva, ou
a esta reduzida e do tipo:

AGZA,
com ® matriz diagonal, onde:

®? = X2 , O ¢caso primal,

e*=72" , 1o caso dual,

®% =Z7"'X, para algoritmos primais-duais,
As diferentes estratégias usadas na obten¢do do sistema Bx = v € que diferenciam

muitos dos algoritmos conhecidos. Consideremos, por exemplo,

Z 0 Xy Ax —XZe + pe
A (0 0| Ay|= 0 ,
0 A' I\Az 0

dado em (37).

Observemos que , através de calculos algébricos, podemos reduzir (37) para

RN “

ou
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(AXSTAY[Aw] =¢ (47)

Alguns autores, dentre os quais destacamos Vanderbei and Carpenter[66], Fourer and
Mehrotra[67], apesar de ndo trabalharem diretamente com o sistema indefinido (37), nfio
chegam ao ponto de utilizarem (47), a fim de evitarem o preenchimento("fill-in"), que

acontece principalmente quando a matriz A tem uma ou mais colunas densas. Uma

vantagem que aparece quando se utiliza (47) é que, sendo a matriz AXZ 'A" simétrica
positiva definida, a ordem dos pivds pode ser escolhida de antemio sem nos

preocuparmos com problemas numéricos.
1.5- Problema com Variaveis Canalizadas

Daremos uma atengéio especial a um trabalho apresentado por Sherali, Skarpness e
Kim[20], que trata da solugéo do ja citado problema canalizado, sob o ponto de vista de
pontos interiores. Tal problema desempenhard um papel importante na obtencio do
algoritmo linear por partes a ser proposto no capitulo 4.

Consideremos assim o problema canalizado
'
~ "ﬁ ,
=

u

ol

Min

Fl

A
i

com A matriz m x n, tendo posto maximo m.

Efetuando a mudanca de varidveis

X =% -, +up/(u,-1),i=12, ,n,
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podemos trabalhar com o problema canalizado

Min ¢'x
Ax=h (48)
—esxxge,

sendo e, como anteriormente, o vetor formado por 1°s.

Vamos utilizar a mesma técnica empregada na obtengdo do vetor de descida para o
algoritmo primal afim escala, deduzido no capitulol, se¢fio 1.3.2.1, mas tomando agora
mairiz de escalamento:

X= diag(XI,Xz,...,Xa),
com (49)
Xi=min{l+x,1-%x}),i=12,...,n.

Ent&o as condi¢des de primeira ordem aplicadas no problema penalizado

f(x) = Min ¢'x ~ pi [(fog(l +x;) + log(1 - x,)]

i=t

: (50)
=Min e'x—p> [(log(l-x;?)]
i=1
sujeito a Ax =b (5D
nos conduzem ao sistema
c~Aly —uXv(x)=0 (52)
e
Ax-b =0, (53)

onde o vetor v € tal que
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Vi(xi) = . ;(zi s i= 1,2,...,1’1. (54)

Para a obtengdo de (52) foi usado o fato que a i-ésima coordenada do vetor gradiente da

que pode ser reescrito como

l—xi2 ’

ci—ajy- RXFI(
com X, definida em (49).
Agora, de (52) vem

Aly=¢—uXlv(x),
cuja solucdo por quadrados minimos é

y=(AX*AN)TAX(Xe - pv(x)) . (55)
De (49) segue que o gradiente de (50) é

g=c—A'y - pXTv(x). (56)
Assim calculando o gradiente projetado

p=Xg=[I-XA"(AX’AH) T AX(Xe - pv(x)], (57)
podemos tomar como dire¢do de descida

d=-Xp. (58)

Considere entdo o seguinte algoritmo para resolver (48):
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Algoritmo 1

Considerando que na iteragdio k = 0 tenhamos disponivel uma solugiio factivel
micial, com —e £ x; < e, tomando q €[0.97,0.99] e £ > 0, pequeno, facamos:
Passo 1- Calculemos

Yi = (AXGAD T AX (X e - pv(xy)),

g = = Ay, - pXi'v(x,),

P = X8y = [1- X, A AXGAY) T AX, (Xe -~ pv(x,)],

dy =-Xypy.
Passo 2- Critério de parada

Ipwl <.
Passo 3- Célculo da nova iteracdo
Facamos

Xpop = X+ Agdy,

com passo
. 1—a?)?
7“1& = Mln{q?\‘ max ,_(_CI_)} 3 (59}
4m
onde
= maximo| max i‘i——,;‘ﬂm > 0. (60)
max i=l,..0 =%y T+xy

Incrementamos e voltamos ao passo 1.
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Algumas observagdes sobre o algoritmo acima

i-) Uma escolha adequada de p permite fixé-lo, sem que haja a preocupagio de irmos
diminuindo-o a cada iteragdo.

1i-) O valor de y calculado em (55) pode ser considerado como uma estimativa dual, pois
0 que temos ¢ uma aproximagio da solucfio de A'y = ¢ — uX 'v(x). Fazendo entfo
z=c—A'y=pX lv(x),

“2ux? . - . .
notamos que  z.,X. = ————Plz—‘ <0.Assim, a dual factibilidade, vista no cap.l, item 1.2,

sera satisfeita se y resolver (52) exatamente.

iii-) O segundo termo em (59) ficara claro no contexto da prova da convergéncia.

tv-) De (49) e (54) vemos que

E—i—-'_mm,paraxkisﬂ
X, X, - Xy
Vilg) = gt o Sy (61)
X 1T Xy e Xk‘—i,paraxkiao
+ Xy

De (61) decorre que
~l<v(x,) <1,
para todo i.
- Assim pv(x,) provoca uma perturbagdo muito pequena em X, ¢, quando p ¢ tomado
suficientemente proximo de zero. Podemos entdio dizer que o algoritmo ora proposto é

uma modifica¢do do algoritmo afim primal.
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Com intuito de mostrarmos que o algoritmol produz uma seqtiéncia que converge
para um par primal dual étimo, consideremos:

Lema 1: Seja

x..
ki :
yi=1.2,...,n,

h0) = = (xy; +Adyy)

com O0<A<ghy, € q<€[0.97,0.99]. Segue entdo que

1
1~~—q2

hy (1) < (62)

Prova:

Observemos que para A = 0 temos

h(O) o in — in
[ 1-x,° (I-x )0 +xy)

= Min ! , ! £1= 12
=-xy T+xy I-q

Tomemos entdo 0 < A < qi,,. e consideremos dois casos.

18 caso- Seja dy; < 0.

De (59) e (60)
L, U, =de
?\' qlmax q(l + in)
Assim
q+qxy 2 —Ady

ou equivalentemente
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q+qxy 2 =My + x5 - X,
ou ainda
X+ Ay 2 x(l1-q)—q. (63)
Se X +Ad; 20, como dy; <0, devemos ter x,; 20 e assim (49) implica que
X =1-x4.
Logo

hi(}“) =

Supondo agora que x; + Ad,; <0, de (63) segue que
(g +Mdy)? < (x(l~q)-g)° <1
e entdo

in

h,(A) <
® 1-(x(1- 9 ~q)°

=g;(xy)- (64)

Se 0 <xy; <1 entdo X, =1-x,, .Portanto

_ 1-xy
B = g

~{1-xu(1- -’} + 20 - x,)xy (1~ 9~ ql(1 - @)
{1-xg(1- - qP*}’

gixy)=

_—1- Xii - qlezd + 3‘42 + 2%y —4gx; —2q + EQXii + 2‘12}(;{1
= 2
{1-Ix4(1- -}
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_ 1= Xig = 4°Xjg +39% + x4 + Xy = 29Xy ~ 2q%,5 — 24 — 4 + 9+ 29%}; + ¢ xy +q°x,
= 3
{1-xg(1- -}

- —1-3q+q+ 3‘712 + Xy — 2qX g + qzxki - Xii + quis - qzxii + Xy — 20Xy + qzxki

(-ixg-q-q}

~(1-9)-3q(1 - +x,4(1~2q+q°) ~ x5 (1-2q + q°) + x,, (1 - 2q + %)
{1-Ix4(1- g~ qP*}’

~(1- U +3q) +(1-2q+q3)(x, — x5 +Xg)
2
{1-x(1-9)-qP*}

(1-9)’ [X
= i(2-x)—
I--g-qp) L "

(l—i—3q):|
(I-q) |

1+3 o ;
4. I, temos que gi(x,;) <0, isto é, g, ¢ decrescente no

Como x;(2-x,)<1 ¢
1-q

intervalo [0,1) e portanto

i
gi(xki)sgt(o)zl 5

e assim (62) € verificada.

Por outro lado devemos tomar agora ~1 < x,; < 0. Podendo ver de (49) que
Xy =14+%y

e agora de (60) segue que

T+ Xy
1-(xq(1=q@-q)°

gi(xyg) =
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com

(1-q)° [
- (1-9- g}’

Como X (2+x;) > ~1 temos gi(x;) > 0, e entdo

1
1——q2

gi(x) =g ()=

]

concluindo assim o 19 caso.
28caso: d, 2 0.
A prova € similar 4 anterior .

Podemos entdio agora enunciar e provar o seguinte:

Teorema 1- O algoritmol d4 origem a uma seqiiéncia que converge finitamente para um

par Gtimo primal dual (x,y,) satisfazendo , (52) e (53).0u entdo uma seqiiéncia é

gerada satisfazendo:

a-) {f(x,)} definida em (50) € estritamente decrescente.

b-) {lpul} = 0, p, dado em (57).

- # £
c-} Para qualquer subseqtiéncia convergente {x,}— x", k €K, com X étimo, temos

—e<X <e.

Além disso {y, }, k €K, converge para algum y*, com (x",y") satisfazendo (52), (53) e

assim gerando um par primal dual étimo.
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Prova:
Se py =0 em alguma interagio k, com —e < x, < e, entdo usando (55)-(57) podemos
dizer que gy, = 0, e portanto (X, ) satisfaz as condi¢des de primeira ordem (52),(53).

Vamos supor entfo que tenhamos gerado uma seqiiéncia infinita x, }. Entio

n
f(Xppp) = F(xg + A dy ) = €%y + 2 etdy —p Y log[l = (x5 + A d )] (65)

i=l

De (56)-(58) segue que
td _ td tAd txm-ld - sz _ t =
cdy =g d, +y Ady +pv(x ) X dy =g Xig, —puv(x,)' py

= ~Jpy|* - uv(x,)' py.. (66)

Substituindo (66) em (65), teremos:

1
2
ften) = ¢xp = APl = pAv(xi) i —p Y logll - (g + 2 dy)*]. (67)
i=1
Tomemos agora
n
o) =D logll— (x}; + Ady ) Ipara 0S A < qh .. (68)
i=1
Pelo Teorema de Taylor, vem que

k?.,

(1) = 6(0) + A’ (0) + ?ep”(i), ondeO<ASA<SA . (69)

Usando (54), (58) e (68) concluimos que

$(0) =Y log(1 - x7,)
i=1
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—2x,.d 02X X D
¢ (0) Z ki kl - Z Ikl ;{;pkl — _V(Xk)tpk"
k1 =} Ak

Ainda por (58) e (69), vem

_ n ) Y ) 2 no_ 2_ 2. ‘ — . 2
o' (R) = 3 -2df T G ]y 2Pl G D))
i=1 -Gy +2d )1 i = (xy +2dy)7]

Do lema-1 ¢ do fato que {1+ (x; + m?tdki y*1< 2, obtemos

n

Iy —413?;1
Ty —
V02 2 =

Temos entéo de (68) que

y% 2
- __‘i‘z”)‘i“”PkH :

0(r) = D log(1—x3) — A v(x,) ' p* d
i=]

Assim

n
11 < €5 = Aipi]® = 2 v(xi0 i -1 log(1-xE) + pAv(xy) oy e 2)2 M5
i=1

2pa
f0xp) = fx,) < —Akupknz{lw amw_";m;—)z} < ———;~I[pk;t <0,

0 que mostra a parte a) do teorema.

Agora

< magiol S5 ] <o

max ki

Entdo de (59} podemos escrever
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o] 5 by = 6 e

(1-q%)*
B

x4 = fx) = oy [ > (1)

_(1-g¢%?
4 )

2
[Pl se &y
Como {f(x,)} ¢ decrescente e inferiormente limitada, (71) implica que {”Pk”} - 0.
Com isso verificamos b-). Como assumimos que {xk} esta contida num conjunto

compacto, deve existir uma subseqiiéncia {x, }, k « K , convergente para X . Agora (50)
acarreta que —e < X < e, pois caso contrario {f(x,)} > += ,k € K. Novamente usando
(50), podemos dizer que {v(xk)} - v(x") ,k €K, e que estd bem definida e, assim por
(55), teremos que o limite y*, de {y, } ,k e K, existe . Além disso, como {“pk“} -0 e
~e <X <e,segue que {gk} — 0,k K. Portanto (56) implica na existéncia de um par
(x",y") primal dual 6timo para o problema, completando assim a prova do teorema 1. [

- . - . i £
Corolario 1: Seja £ a precisdio escolhida no critério de parada e tomemos p < ——

24n

Enquanto o critério de parada no ¢ verificado, tem-se ¢'x,,; < ¢'x, em cada iteracio k.

Prova:
¢ (Xyyy — Xp)=e(xy + Ay dy ~ xM)=hc'dy = Mkkllpk”z — ph g v(xy) ' py
< Ml + ihlpal, < —ilpal® + nvEn, oy

= ~hi[puffipuf - nvnl <0,
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que segue de [p, || > ¢, (61), (66) e de H{{Ifm <Ixj = vn|x|, . O
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CAPITULO 2

Solu¢io de Sistemas Lineares Inconsistentes no Senso da Norma L,
2.1 Introducio
A motivagio para o desenvolvimento de um método que resolvesse um problema
linear por partes via pontos interiores, surgiu, exatamente, no estudo de um algoritmo

aplicado a solugdo do problema sugerido no titulo deste capitulo. Ou seja

Min f(x) = |Ax — bfj, = i;a;x —by|= ifi ), (72)

i=1

onde A uma matrizm xn, m>n, e f;(x) ¢ uma funcéo linear por partes particular.
Segundo Eisenhart{1], o problema (72} ja era conhecido na metade do século XVIII
(sugerido por Boscovith), bem antes mesmo da introdugfio do Método dos Quadrados
Minimos. Em 1789, Laplace apresentou um algoritmo que resolvia (72) comm = 1 e em
1809 Gauss estabeleceu, sem provas, propriedades que solugBes de (72) deveriam
satisfazer, o que geraria o aparecimento de algoritmos grosseiros. S6 em 1887 Edgeworth
apresentaria um procedimento de solugio de (72) mas, devido & inviabilidade de uso dos
algoritmos existentes, permaneceu um tanto esquecido, ressurgindo no século XX, com os
trabalhos de Rhodes{2] em 1930 e de Singleton{3] em 1940. Nenhum desses processos
viria a se tornar vidvel mesmo com o advento dos computadores. O grande alento na
resolucio de (72) seria dado com o surgimento, em 1947, do método SIMPLEX, devido a

George B.Dantzig, para a solug@io de problemas de programacéo linear, pois em 1950
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Harris[4] publicaria uma das primeiras versdes de (72) na forma de um problema de
programacdo linear. Seguindo a linha de Harris, tivemos Charnes, Cooper and Ferguson
(1955)[5] e Wagner(1959)[6], este tltimo propondo o primeiro algoritmo que resolvia
(72) via programagio lincar. Tivemos também os trabalhos de Karst (1958)[7],
Usow(1967)[8], Abdelmalek(1971)[9], Claerbaut and Muir(1973)[10],
Schlossmacher(1973)[11], McCormick and Sposito(1976)[12], podendo ainda ser
encontrado em Communications in Statistics, Vol. B6, N° 4,1977, uma consideravel lista
de referéncias.

O método Simplex, largamente usado na solu¢do de problemas de programacio
linear, apresentou otimos resultados quando utilizado na solugdio de (72). Destacaremos
aqui alguns destes  trabalhos: Barrodale e Young(1966)[13], Barrodale e
Roberts(1973)[14](aprimoramento do trabalho anterior), Robers e Robers(1973)[15],
apresentaram uma especializagdo do método Simplex para a solugiio de (72). Nesta
mesma linha, com motivagdes diferentes, tivemos em 1978 o trabalho de Bartels, Conn e
Sinclair[16]. Ja em 1979 Armstrong, Frome e Kung[17], a partir da abordagem dada por
Barrodale e Roberts, usaram a técnica de decomposi¢io LU. Sendo seguido por
Abdelmalek{18], 1980 ,com uma versdo Dual Simplex Revisado, onde também aparecem

técnicas de decomposigio.

Por muito tempo o algoritmo Simplex e seus variantes foram utilizados na solugfio
do problema ora proposto. S6 a partir de 1987 comegaram a aparecer trabalhos utilizando-

se técnicas de pontos interiores, os quais serdo melhor estudados na secio 2.3.
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2.2 Preliminares
2.2.1 Introducio

Muitos algoritmos que resolvem (72), o fazem apos transformd-lo num problema
de programacio linear. O que veremos agora ¢ como isto pode ser feito. Fxistem vérias
formas para expressar (72) como um problema de programagio linear. Aqui apresentamos
duas delas, sendo que a primeira serd a por nds utilizada.

Seguindo Witzgall[69], vemos que (72) pode ser escrito como:
m
Min e'w=Y w,
i=l

s.a. w2 [bi —a?x‘

w; irrestrito ,

ou
Min e'w
s.a. w; 2b,-ajx
w; 2 ajx—b,,
ou ainda

(73)

e o]
ufl AL

Abaixo aparece outro modo de apresentar (72) como um problema lincar, devido a

Barrodale € Roberts[14]. Vejamos:
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Em (72) fazemos r = Ax — b e entdo ficamos com o problema

Min |r|,

s.a. Ax+r=h.

Tomando r=r" —r " ,comr' 20, r =0 ¢ r[.r; =0, teremos:

Mine'r" +e‘r”
s.a. AX4r —-r =b

r’'>0,r =0.

Vemos entdo que (73) ¢ um problema de programagio linear, equivalente ao

problema original (72) e abaixo apresentamos seu dual.

Considerando u , v as variaveis duais, entéo teremos que o dual sera
Max u'b-v'b
I AlYu e
s.a. =
I -Allv 0
ez=0, v=0,

ou

Max (u~v)'b
s.a. A'lu-v)=0
u+v=e
uz0,vz>0.

Fazendo u~v =y ¢ observando que u=0ev > 0, teremos
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Max y'b

s.a.Aly =0 (74)
—e<y<se,

um problema linear canalizado.
2.2.2 Método de Newton composto nivel-m modificado e perturbado.

Apenas por questio de completabilidade, apresentamos abaixo, resumidamente,
uma variante do método de Newton, método este que serd citado mais adiante num
contexto apropriado.

Consideremos a k-ésima iteracio na aplicaciio do método de Newton aplicado ao
sistema F(x) =0

X = x¥ 1y gk axk
onde

AxF = —J(x*HFGERY

- L k1
sendo J (Xk ') a matriz jacobiana de F em x*™'.

- Qt;landec:ati"1 =1, temos o conhecido método de Newton. Ja quando a7l 1, dizemos
que .ternos 0 método de Newton modificado.

- Podemos introduzir uma simplificacdo usando a matriz jacobiana inicial em todas as
iteragdes seguintes, obtendo entfio o chamado método de Newton simplificado.

- Quando entre dois passos de Newton damos m passos de Newton simplificado, temos o

método de Newton composto nivel-m.
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- Na se¢io 2.3.1 aparecer a justificativa do qualificativo”perturbado™.

2.3 Métodos de Pontos Interiores

Apresentamos a seguir uma lista de artigos que tratam da solugfio de (72), sob a
dtica de pontos interiores. Sobre alguns deles faremos uma apresenta¢iio mais detalhada
logo a frente, explorando as principais idéias empregadas.

1- "Least Absolute Value Regression”, Meketon[19](1987).

2- "An Assumption-Free Convergence Analysis for a Pertubation of the Scaling
Algorithm for Linear Programs with Aplication to the L, Estimation Problem"(1988),
artigo publicado por Sherali, Skarpness e Kim[20].

3-"L, and L, Minimization Via a Variant of Karmarkar's Algorithm", onde Ruzinky e
Olsen[21] resolvem (72) através de um variante do algoritmo de Karmarkar(1989).

4- "A Global and Quadratic Affine Scaling Method for Linear L, Problems", um trabalho
ndo especificamente de programacfo linear, mas parcialmente inspirado em técnicas afim-
escala, devido a Coleman e Li(1989)[22].

5- "A Primal - Dual Interior Point Approach for Computing the L, and L_ Solutions of
Overdetermined Linear Systems (1990). Um trabalho de Zhang[23] com uma abordagem
primal-dual que, segundo alguns autores, tem a melhor performance do ponto de vista

computacional, sem que isto tenha sido, entretanto, analisado pelo autor.

54



6-"An Interior Point Method Specialized to the L, Regression Problem" (1991), um
trabatho onde Oliveira, Nascimento e Lyra[24] tiram proveito da estrutura que se origina
quando (72) € visto como um problema de programacdo linear.
7-"Primal-Dual Interior Point Algorithms for LSAD and LMAD Estimation "publicado
por Duarte e Vanderbei[25] em 1994, onde algoritmos especializados sdo utilizados para
resolver (72) via simplex e pontos interiores, comparando entio a eficiéncia
computacional.

Passamos agora a destacar diferentes abordagens na solugfio de (72), via pontos

interiores.

2.3.1- Zhang[23], foi o primeiro a aplicar algoritmos de pontos interiores primal-dual na
solugdo de (72), conseguindo prova de convergéncia super-linear ou quadratica, desde que
a factibilidade primal e dual fosse cumprida em cada iteracdo. Ele fez uso de uma técnica
muito utilizada em programacfo ndo linear, que corresponde a aplicagio das condi¢des de

primeira ordem. Entdo, a partir do problema (73) obteve o sistema de equacdes ndo-

lineares

Al(u-—v)
u+v—e
p+Ax-w-b

F,(u,v X, W)= =0

(5P, W) q-Ax—w+h (75)

Up

i Vq A
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onde

u, v as variaveis duais,

p. q as variaveis de folgas primais,

U, V as matrizes diagonais formadas pelas coordenadas dos vetores u ¢ v,
respectivamente.

Agora, ao exigirmos a factibilidade estrita e que estejamos sobre a trajetéria central,

iremos obter um sistema ﬁ‘(x,p) que € uma perturbacdo do sistema F,(x) = 0, sendo

u> 0 eaperturbacio pe ¢ adicionada a parte ndo-linear de F;(x)=0. Temos entdo

Al(u-v)
u+v-—e
- p+Ax—-w-b
Flu,v,p,q,x,w,1) = =0
vpaxwi) =) e (752)
UPe— e
 VQe—pe

Se Newton € aplicado em ﬁ‘(x, H), 0 novo sistema obtido por uma perturbagfio aplicada
em F(x)=0, teremos o chamado método de Newton perturbado. Para um detalhamento
maior ver Tapia, Zhang, Saltzman and Weiser[73] e Zhang, Tapia, Dennis[74].

Observemos que em (75) a parte linear representa exatamente as condigdes de
factibilidade primal e dual ¢, a parte nfio-linear, as folgas complementares. Usando entfio
o método de Newton composto nivel-1 modificado e perturbado para resolver o sistema de

equagdes nfo-lineares, Zhang propds o algoritmo 2 abaixo, um algoritmo primal-dual de

56



simples implementacio, segundo o autor, e com taxa de convergéncia superlinear que
pode chegar a quadratica, dependendo da escolha dos parmetros o e 7 (ver [23]). A
estrutura primal-dual que surge neste, ¢ em varios outros algoritmos, pode ser obtida
através de outras abordagens, como por exemplo, trajetdria central como em Megiddo[61]
ou Monteiro e Adler[70], ou ainda, redugio potencial como em Gonzaga e Todd[71] ou

Todd e Ye[52] .

Algoritmo 2

Passo 1. Dados x0, ¢ >0, & >0, calcule ry = Axo — b e inicialize com

1
l!{) —‘—2*8,
vy _le,

2

onde ]rof ¢ o vetor dos valores absolutos das componentes de 1.

Passo 2. Seja g, = pyuy + q1v, o gap de dualidade. Se g./2n<¢g , entdo fim.
Passo 3. Para o, €(0,1), o =Min(0.1,g,/2n), seja pu=o,g,/2n. Calcule entio o
passo de Newton dzﬂ resolvendo

Fi(z,)dzy = -F(z)

e em seguida
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Fi(2,)dz = -F, (z, +dz}) + ¢,
para encontrar o passo de Newton centralizador dz;. O passo de Newton composto
centralizado ¢ entdo dado por

dz, = dz +dz} = (du,,dv,,dp,,dq,,dx,,dw,).
onde

z=(u,v,p,q, X, W),

dz = (du,dv,dp,dq,dx,dw)

ey = 1, (0...01...1)
¢ o chamado termo centralizador.
Passo 4- Nesse ponto € bom observar que a escotha dos pardmetros utilizados abaixo fica

um pouco mais claro quando da prova que g,,; < g, na busca da convergéncia.

Sejaentdo v, (0,1), 1, = Max(0.99,1 - (gk/2n)) e tome

-1
Min(U;'du,, v, dv, )

&k:

~1
Min(P;'dp,,Q;'dq,)’

f’)k=

com P e Q sendo as matrizes diagonais formadas pelas coordenadas dos vetores peq,

respectivamente,

Faca
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ﬁk =Q, se é’k<0

TGy )y 56 By > 6y e ujdp, +vidg, >0
(@B ) =31 BBy seq, B, ¢ p:cd“k +q;{dvk >0

T,.(@,,B,), caso contrério.

Passo 5.Calcule

Uy =By +ogduy,
Vil =V oy dvy,
Pis1 = Py + Prdpys
Qye1 = gy + Bidqy,
Xipr = X+ Bidxy,

Wi = Wy o+ Budw.

Passo 6. Faga k = k+1 e volte ao passo 1

2.3.2 O artigo de Sherali, Skarpness ¢ Kim ja foi detalhado na segio 1.5. Eles
apresentaram um algoritmo de pontos interiores para resolver um problema de
programagdo linear canalizado. Na se¢fio 2.2, vimos que , quando tomamos o PL
equivalente a (72) e calculamos seu dual, obtemos um problema de programacio linear
com variaveis canalizadas (74), que assim pode ser resolvido pelo algoritmo 1,

apresentado na secdo 1.5,
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2.3.3 Na terceira abordagem a ser discutida, Coleman e Li[22], por outro lado,
consideraram o problema (72) numa forma equivalente, baseando-se no trabalho de
Seneta e Steiger|75]. A forma equivalente adotada foi

Min w(r) = |r|,

76
s.a. Zr=1272b (76)

onde r; = b, —ajx e Z'étal que suas colunas formam uma base para o espago nulo da
matriz A, ou seja, ZA = 0. Coleman e Li apresentaram algoritmos onde a matriz Z ndo
necessariamente ¢ calculada.

O primeiro algoritmo, de convergéncia linear, baseado num método afim escala,
onde agora uma diregdo de descida é pesquisada analisando-se a distancia da solugfio
corrente as linhas de ndo-diferenciabilidader, = 0, e nfio mais a distdncia a fronteira.
Ainda mais, o algoritmo permite que ultrapassemos as ja citadas linhas de nfo-
diferenciabilidade, quando da busca unidimensional linear por partes, contanto que
continvemos numa direcdo de descida. Nesse caso, a adaptagfio do gradiente se faz

necessaria.

Supondo que estejamos numa regido de diferenciabilidade (r, 20, i=12,---,m)

>

uma direcio de descida € encontrada resolvendo-se o seguinte problema de regifio de

confianca:
Min g'd
s.a. Zd=0 (7

jptal<s.
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onde & reflete o tamanho da regifio de confianga, g € o gradiente de y(r) e
D=diag {|ri|1/2} , permitindo que o elipsdide se dilate nas diregdes correspondentes a |r;|

relativamente grandes e se contraia quando as componentes de 1rij estiverem proximo de

Zero.

A solugfo de (77)(ver, por exemplo, Gonzaga[84]) é miltipla de
d=-D*(g-2Y(ZD*2Yy' ZD?g) (78)

Ao invés de previamente escolher um valor para 8, o autor preferiu calcular d por (78) e

entdo computar o tamanho do passo o minimizando a fungdo linear por partes y(r + ad)

ao longo da direcdo d.

Lembrando-se que linhas de n#o-diferenciabilidade podem ser ultrapassadas,

consideremos os pontos criticos ndo-negativos
33 {C(l,com ai > 0,0tl = —I‘i /d[} .
Calculamos entdo o ponto critice dtimo o, , de modo que

y(r+o,d)=Miny(r+ ad) = Miny{r + ad).
ax( el

Aqui o, € calculado considerando-se cada elemento de J e atualizando-se o gradiente
sempre que ultrapassamos o ponto critico. Por exemplo, sendo o, o menor elemento de
3, entdio um passo ligeiramente além o, produz o seguinte gradiente :

g =g-2g.e,.

Chegamos entdo no seguinte:
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Algoritmo 3a
Dado r’ =b-Ax":

Passo 1.Tomamos

Dy = diag{irf‘riz}

gk = sgn(rk).
Passo 2.Calculemos
d“ = ~(D,)* {g" - (Z,)" (Z (D) (Z)) ' Z, (D, ) g}
Passo 3.Aplique o.procedimento de busca linear por partes, abaixe descrito, para

encontrar a* e faga

r* =¥ roakfdd, k< k+1 e volte ao passo 1
O procedimento citado no Passo 3 acima é agora descrito:
Busca Linear por Partes

Tendo determinado d e tomando T com Q< 1 < 1:

Passo 1. Calcule 3= {cx-:oai =-r,/d;,rd; < O}_
Passo 2. Calcule o ponto critico 6timo o, com
yir+o,d)= Mi{l}.‘l y(r+ad) = Miny(r + ad).
o> aed

Passo 3. Seja

62



=M G0 <o, .
o, su?é‘}{“lo o; <o, } (79)

e entfio calcule o tamanho do passo
a=a,+t{e, ~a ) (80)
Coleman e Li apresentam um segundo algoritmo com uma nova maneira de calcular a

matriz diagonal D e uma escolha para T que nos leva a um algoritmo de convergéncia

quadratica, onde a matriz Z nio é necessariamente calculada.

Sejam:
-1
(D)’ = IDﬁ(Dﬁ) (81a)
= diag(r"), (81b)
D; = 0*diag(g")+(1-0%)D}, 81c)
onde D} = diag(g — Z'w).
Observagdes:
- Para uma escolha adequada de 6% veja[22].
- Por [M] entende-se a matriz obtida trocando-se os elementos my por lmijk.
Agora calculemos d* de uma das seguintes formas:
i-) Resolvemos o sistema
dk
. r X
[dzag(gk)lDﬂ - Dth] 4 } = ---D;(gk - Z‘wk) (82)
w
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e entdo fazemos d* = —A'd¥. Também pelo métodos dos quadrades minimos calculamos
o valor de w**! resolvendo o sistema

D, Z'w*! =D, g*.
ii-}Resolvemos (Dk)"i Atd¥ = Dkgi‘ por quadrados minimos
e entdo tomamos d* = —A'd¥. (83)
A adaptacdo das varidveis duais é feita por

A =gk (D)7 dk, (84)
iii-)Por quadrados minimos resolvemos

D, Z'w"! = D, g"
e entdo fomamos

d* =—(D, ) *(g* - z'w ). (85)
Observagéo: Ao aplicarem o procedimento de busca linear por partes, afim de que se

conseguisse convergéncia quadratica , os autores usaram, ao invés de t constante,

ot = max{t,l - ek} (86)
e portanto
af =ak + 1k @® —ak). (87)

Podemos agora descrever:

Algoritmo 3b

Passo 1. Calculado 6% ,de (81) tiramos D, , considerando g* = sgn(rl‘).
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Passo 2. Calculamos d* ¢ w**! usando uma das formas mencionadas acima.

Passo 3. Utilizamos o procedimento de busca linear por partes usando (86) ¢ (87), e
tomamos r¥tt = kg,

Na abordagem acima podemos observar que:

a-) exige-se a resolugfo de grandes sistemas e, para tanto, técnicas de fatoracdo sfo

necessarias, juntamente com oufras que mantenham a estabilidade numérica.

b-) em alguns casos o célculo da matriz Z ¢é necessario(veja Coleman e Li[22]).

2.3.4- Duarte e Vanderbei [25] comparam o desempenho computacional de um algoritmo
de ponto interior primal-dual especializado, aplicado na solugdio do par de problemas (73)
€ {(74), com um eficiente algoritmo simplex especializado. Para tanto somos levados aos
trabalhos de [14], [17], [76], [16], [77], [78), [79], [80]. Em [81] e [82] encontramos
provas da complexidade polinomial para variantes nos quais a exigéncia da factibilidade
dual ndo se faz necessaria. No caso analisado por Duarte e Vanderbei, o algoritmo de

pontos interiores mostrou uma maior eficiéncia na solugfio do problema proposto.

Como podemos observar, a maior parte dos algoritmos apresentados partem do

entendimento que (72) pode ser visto como um problema de programagcdo linear e entio

diferentes técnicas de pontos interiores sdo aplicadas.
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CAPITULO 3

Algoritmo Linear Por Partes Via Método Simplex.
3.1- Introducio
Neste capitulo, comegaremos a estudar problemas de programagfio matematica que
envolvem a minimizag¢do de uma fungfo linear por partes, separdvel e convexa. Ou seja,

trabalharemos com o seguinte problema:

Min f(x) = i fj-(xj)
j=1

(88.1)
s.a. Ax=b
onde cada fj(x }-) ¢ uma fungéo linear por partes definida por
’céxj , B; <x; SB;
ci(x; - B})+5(B}) - B <x; <P}
fi(x;)=1. (88.2)
ij}(xj‘ﬁgnj)‘*‘fj( ;nl) B’ <x;<By’

com

i i+ i i+ s
C§<CJ Iy BJ<BJ ,1—1,...,1’1’13—1.

Apresentamos a seguir a representagéo grafica de uma particular f.
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gy

i
¢
I

~
i i j i By X

Os escalares Bj , 1<1<my, sio chamados pontos de quebra ou de néo-diferenciabilidade
de f;.
Para ilustrar, considere a fungdo linear por partes f(x,,x,) = f,(x,) + f,(x,) definida por:

—2x; +8 1<x,£2
fi(x;) =

x;+1 3<x, 54
¢ 2%, +2 1£x, <
x -
2(%2) X, —4 2<x,£3

cujo grafico ¢ mostrado na figura 1.
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figura 1

Considere ainda as restri¢des lineares dadas por:

—X; + Xy $2
X, +3x, <14

3x, —x, <12
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A Figura 2 ilustra a regifio de factibilidade (delimitadas pelas linhas em negrito),
bem como as regides onde a fungfo objetivo f(x) ¢ linear (delimitadas pelas linhas

pontilhadas).

3x; -x, =12

X+ 3%, = 14

Figura 2.

Problemas de programacfo linear por partes aparecem no estudo de expansdo de
redes telefénicas (veja Nakagawal[85], Franca, Fernandes e Tavares|86]), de
planejamento de produgéio (veja Golstein e Youdine[87] e, no campo tedrico, no calculo
da solugfo inicial de problemas de programacfo linear(fasel)(veja [110]), aproximacdes

de problemas néio lineares(vejal34}), etc.
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Algoritmos de pontos interiores estio fortemente amarrados ao conceito de
fronteira, esta por sua vez, relacionada 3 idéia de escalamento, Para colocar o problema
(88) neste contexto, introduzimos os conceitos de ponto interior e de fronteira virtual.

Observe no simples exemplo acima que a solugfio 6tima pode ser um vértice, ou
pertencente a uma aresta, ou ainda interior a regifio de factibilidade, como em problemas
de programacéo ndo-linear. Entretanto, assumindo localmente as linhas de n#o-
diferenciabilidade como fronteiras virtuais, a solucio 6tima ocorrerd num vértice. A
seguinte definicdo caracteriza tais pontos que, por analogia & programagio linear,
chamaremos de solucdes basicas.

Definicdo 1. (solugdo bdsica factivel) Considere uma partigio basica nas colunas de A,
isto €, A=(B,N) onde B ¢ uma matriz m x m nfio-singular. Esta parti¢do é estendida ao

vetor X: X = (Xg,Xy ). Sejam B, B,,....B,, os indices das colunas de A que formam a
matriz B e N;,N,,....N_,_, os indices das colunas de N. Supondo que: Xy; :5;:}- para
algumi= O""’mN5 .J=l,...n--me.

xg = B (b-Nxy),
entdo a solugdo é chamada solugdo bdsica do programa linear por partes, ou
simplesmente, solucdo bdsica linear por partes. Se xy é tal que Bijj_l <(xp); < [3;3 entdo

¢ bdsica factivel.

70 e
EEEA MR TECA LEMTREL :

JP—————




Como ja observado acima, esta solugdo nfio é necessariamente um vértice da
. iy q- . . . mj .
regido de factibilidade. Na verdade seria um vértice somente se Xn; =ﬁgj ou BN}' .1 =

1,2,....n.

Defini¢fio 2. Diremos que X € R" é um ponto interior linear por partes se :
i-) Ax=b

ii-) B;j_I <X < Bif , para todo j.

3.2 Conversido para um Problema de Programacio Linear

Nesta seglio apresentaremos um problema de programagdo linear equivalente ao
problema (88).

Na solugdio de (88), a estratégia geralmente sugerida em livros ¢ a conversdio para
problema de programagdo linear equivalente, ¢ entio emprega-se 0 método simplex
padrio ou um de seus variantes especializados Dantzig[88], Charnes e Lemke[89],
Dantzig, Johnson e White[90], Charnes, Cooper e Ferguson[5], semelhante ao
apresentado no capitulo anterior. A dificuldade de tal estratégia é o aumento do nimero
de varidveis em relagcfo ao problema original. Uma abordagem eficiente é o uso de um
algoritmo simplex linear por partes que explora o problema diretamente, como em
Goldstein e Youdine[87], Fourer[95], Snyder[92] e Premoli[96]. J4 como um problema

tipico de programac@io ndo linear, encontramos os trabalhos de Rockafellar[91],

Snyder[92], Conn{93] e Bartels[94].
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Vejamos a forma equivalente de (88), como um problema de programacfio linear,

devido a Katta G. Murty[97].

Considerando (88.2), escrevemos as variaveis originais como somas de novas

variaveis:
x; =%, com 0<x;<Bl-pr'. i=L.,m, (89.1)

Chamamos X; de componente de x;. Além disso, impomos a condi¢io:

xj=pi—pli<k~1,
x; €(B5LBT) @ ixf =x; -BF e (0,pF" -pY), (89.2)

xj=0,i>k+L
Com isto podemos escrever o seguinte programa linear equivalente ao problema
(88):
nom
: 1,1t
Min 3 > cix;
=1 it
n M .
- 1 —
sa: p > axi=b, (89.3)
=1 =l
i Y o .
0< X; S Bj —-Bj , I= 1,...,m}, j=1,...n,
n
que possui m restrigdes, Z m; varidveis, a matriz de restri¢des tem a forma:
=

A=[a;a;...a; 3, 3,...85.03, 2,000, ],

com mj colunas formadas por a;, j=1,2,...,n e uma solugfo ¢ dada por:

~ H 2 my 1 2 m 1 m
X = (X, X{ o X[, Xp, X3 - X3 2, Xy 0t X" )

Vejamos um exemplo.
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Min f,(x;) + £, (x;)
3x; - 2%, =1
S.a. ,
A%, + %, =0
onde f] e f; s3o0 dadas por:

-2x,+8  1<x,<2
fi(x)) =

4 2<x, 53

X, +1 J<x, 54

~2X, +2 I<x, <2
f(x;)= 4

Xz— 2_...3

2x, =7 <X, £4,

Aplicando a técnica acima, obtemos o PL

min - 3x} - 2x{ +0x] +x] —3x) —2x3 +x3 +2x3

3(x; +x; +x; +x7)-20x +x2 +x3 +xhy=1

4(xj+x7 +x; X))+ +x2 4y +x=0

com
0<x; <L, 0<x{ <1, 0<x] <1, 0<x] <1, 0<xb <1, 0<x2 <1,
0<x3 <1, 0gxi <1
A seguir mostramos algumas propriedades de uma solugdo 6tima do problema
(89).

. . o~ 1 2 m i 2 m i m &
Propriedade 1. Considere X = (xj, X{ - X|'|, X3, X5 -*- X532, X; -+ X2 Yuma solugdo

basica 6tima néo-degenerada do problema (89.3). Entio:
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.y y = ~ - 1113
e Se xf for uma varidvel basica, entdo x}, x? I CLIT o

i i § sfo necessariamente

— P H i+ i . i .
ndo-basicas, com x}zﬁ? ~Bi,isk-le x}=0,£2k+1;

1 a2 mj . I - A Tt
e se Xx;=0 entdo xj == X' =0 (ou seja, se X; for uma variavel ndo-bésica no

limite inferior, entio xj;, para todo #, sdo também varidveis ndo-basicas no limite

inferior);
m; ms m“““l . - - n;
}o_ ] i x i_pni S B : i
¢ Se x;° =p; " —p;7 , entdo x;=0;-B; ,i=L-,m;-1 (ou seja, se x;° for

variavel ndo-basica no limite superior, entdo x}, para todo i, sdo também varidveis
ndo-bdsicas no limite superior).

Prova:

Para a prova da primeira afirmac¢fo, notemos que para x;‘ uma variavel basica,

segue que c}‘ wntaj =0, onde m é o vetor multiplicador simplex. Como para

i=01,..,k—1, temos c}<c[5, segue que c;-—

! kK _ .t T
[ ma;<c;y —ma;, o que implica

ci— n'a; <0. Entdo Xj = [5}“ —B; (caso contrério a solugio nio seria otima).

Por outro lado, para i=k+1,...k;, c; >c}‘ implicarad cj —na; > 0. Entdo xi =0.

Na prova da segunda afirmacgfio observamos que c? —~m'a 120, pois x? é uma

variavel nfo-basica no limite inferior. Como c§ > c?, temos que c} -n'a P> 0, ou seja,

desde que a solugfo € 6tima segue que x; = 0 (varidveis ndo-basicas no limite inferior).
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Para a prova da dltima afirmagio, usamos o fato de ¢ 3

n'a; <0. Agora, como

mj

;> segue que c} -n'a j < 0. Ou seja, as demais componentes de x; sdo ndo-bésicas

i
Cj<C

o _ D o
no limite superior, x; =p;" - B}

O método simplex pode ser especializado ao problema (89.3) percorrendo apenas

solugBes basicas que satisfagam a propriedade 1. A figura 3 mostra, por exemplo, que se

x}‘ for uma variavel basica e atingir seu limite superior com a alteracfio de uma varidvel

K+

ndo-bdsica, entdo serd trocada por x; (sem alterar a base, pois ambas as varidveis tém

os mesmos coeficientes, a coluna a;). Isto significa que se X; ultrapassar o ponto-de-

quebra B;‘, entdo a varidvel-componente x}‘ assume seu limite superior e x;‘“ (antes no

limite inferior) assume valores positivos.

o BB pipl 0
s ¥ N/ e N / X2
k

: |k+E
B;

I
the B

N

figura 3
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k-+1

Como o custo de x i ¢ diferente do custo de x}( , entdo o custo relativo da variavel nfo-

basica deve ser recalculado. Isto corresponde no problema original (88) a nfio se alterar a
dire¢dio de busca, porém um ponto de nio-diferenciabilidade foi ultrapassado. Entretanto

no programa linear equivalente (89) a direcfo de busca ¢ alterada da seguinte forma: Para
exemplificar, suponha por simplicidade que x; seja uma varidvel basica e atinja seu
limite superior e seja trocada por x,z na base. Embora a base nfio tenha sido alterada, a

direcio de busca no problema (89.3) que antes era: (d,0,---,0,..) passa a ser:
;_—'"V'M

comp. de xj

(0,d;,--+,0,...), onde d, ¢ a coordenada de diregdo simplex. Esta especializagiio do método
A et

comp.de x
simplex ¢ equivalente a0 método simplex desenvolvido diretamente ao problema (88),
percorrendo solugbes basicas de acordo com a definigdio 1. Veremos, entretanto, que isto

ndo sera possivel aos métodos de pontos interiores.

2 my

Propriedade 2. Sejam ¥ = (x;, X{ --- X| 3. x3?, x!

L X5, x5 - x52, x! X,") uma solugdo
6tima do problema (89.3) e x calculado por (89.1). Entdo a condigio (89.2) ¢

necessariamente verificada.

Prova - Suponha que (89.2) ndo seja verificada. Temos entfio trés possibilidades:

i) existe uma varidvel x; com componentes x; e x; tais que

X; 6(0, B;+E _B;)
x; €(0, B§" —B3).
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11) existe uma variavel x; com componentes

x§ e(0, p5 -phy

x;=0,parart<k.

iii) existe uma varidvel x; com componentes

k k+ k
Xj E(O, !3_] WBJ)

XS_ — s+

5
i=Bj —Bj,para s> k.

Se i) ocorre, entdo observe que d tal que d; =wdj =1 e zero para as demais

componentes, satisfaz Ad = 0, e portanto & uma diregdo factivel, pois xj e x} ndo estio
em seus limites.
Seja agora € o vetor de custos de (89.3). Ento

Td=cj-cf <0,

supondo s> 1, sem perda de generalidade. Assim d ¢ uma direcéio factivel e de descida

e, portanto, a solugfo ndo é 6tima. Absurdo, pois por hip6tese supomos a solugédo Gtima.

Se ii) ocorre, considere d tal que d;‘ =-d;=-1.
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Como Ad=0e d; =1 com x; =0 (limite inferior), a dire¢fo escolhida é factivel. Além

disso, T'd= —c}‘ + cj <0, contrariando a otimalidade. Analogamente a prova é feita se
iii) ocorre.

A propriedade 2 mostra que a condigfio (89.2) pode ser abandonada, sem perda de
generalidade.

Com intuito de tornar clara a diferenca da abordagem aqui adotada, apresentamos a

seguir, de uma forma breve, um algoritmo simplex linear por partes para resolver (88).

3.3 M¢todo Simplex Linear por Partes

Um teorerrié. fﬁndamentai da programacfio afirma que se um problema de
programacio linear tem solugio Otima, entdo existe uma solugio bésica factivel dtima.
Este resultado pode ser estendido para programacdio linear por partes, onde agora uma
solugdo basica factivel é uma solugdo factivel obtida a partir de uma particio, A = (B,N),
com B eR™™ ¢ posto(B) = m, e as varidveis ndo-bésicas assumindo valores iguais aos
pontos de quebra. Assim X = (Xp,Xy ) serd uma solugéio basica factivel se

£z = B'b-B'Ngy, (variaveis basicas) (90)
onde

% =B, (varidveis nio-bdsicas) 9D

para jeN ealgum 0 < k; <m;,
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com
B) <%, <B;’.jeB.
Por simplicidade de notag@io assumiremos que B? =0 e faremos Bfﬁl =00,
Notemos ainda que uma mesma base B pode dar origem a muitas solugtes basicas
primais, bastando para isto que redefinamos os valores em (91) e quando Xy 2 0, diremos

que a solugdo € primal factivel.

Como no caso linear, definimos uma solugfio basica dual associada a2 B

()" = (cp)'B”! 92)
com ¢y sendo o chamado vetor dos "custos” das varidveis Xy = X. Podemos notar que
-—para-eada base B-escolhida; existem muitas solugdes-duais-associadas pois, uma vez
alterado xy, alteramos também ¢y, diferentemente do que acontecia no caso linear, onde

a factibilidade dual podia ser explicitada independentemente da solugfo primal. A fim de

estabelecermos tal factibilidade, definimos a fun¢fo lagrangiano:

L(x,2) = f(x) + X' (b~ Ax)

13 .

=3 (f;(x;)— MAlx,) + A'b> (93)
i=1

= > L;(x;,A)+A'b
j=1

onde L;(x;,) = fj(x;) - A A%,

sendo A € o vetor das varidveis duais.
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¢ =AAI>0, k=1i+1,...,m,.

Graficamente teremos

N\
L.

3

1 i- i i
Bi Bf Bi" B B
T 5 7

it -a'al <0 c-afaiso

Assim a solucdo do subproblema j é
* _ ni
x; =B;.
t i i m - - ;e .
Agorase AAY = c§ , a solucgdo serd, como pode ser visto no grafico abaixo,

L
B; <X SB}“.

Xj

c)~AAT =0
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. N § mj . . roe
Entretanto devemos exigir ainda que A'A' <c ;7 pois, caso contrario, 0 minimo
em (94) ndo existiria, uma vez que supomos que X ; = 0. Podemos entdo dizer que vetor

das variaveis duais deve ser tal que:
t m;  m3y My _
MAS(cl ey et ) =€y
e assim a fungéio dual ¢ pode ser avaliada tomando-se x; por:
* _ ni il ataf A
X; ._ﬁj se ¢; <AA <c¢y, (96)

Bi<x; <Bi"  se AAT=cl 97)

Portanto, se temos uma base B ¢ uma solugfio basica primal factivel dada por (90) e (91),
diremos que A = c5B™' serd dual factivel se :
¢ <()Ais<c], VjeN, (98)
ou seja, a solucio (90) - (91) resolve o problema lagrangeano ¢(A).

Finalmente, considerando que X seja uma solugio basica primal factivel, AX=b,
dada por (90) e (91), e tomando 7AL como em (92), verificando (98), teremos:
d(h) = Min L(x,1) = L(%,2) = (%) (99)

Com o que foi considerado acima podemos enunciar:
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Teorema: Consideremos as solucdes basicas primal e dual dadas por (90), (91), (92). Se
X for primal factivel ¢ A for dual factivel entfio a solugio X ¢ Gtima para o problema

primal e 71 resolve o problema dual:

Max ¢()
MA<e

max

~

Observemos que se A ndo for dual factfvel, entio X nfio resolve o problema
lagrangiano e

o(h) = ztiaionux,i) < L(%,2) = f(8)
e assim podemos ainda diminuir o valor de f(x).

Vejamos entdo como elaborar um algoritmo simplex linear por partes para reselver
(88).

Vamos assumir que tenhamos uma solugio basica primal factivel X, mas que ?1
ndo seja dual factivel. Entdo sabemos que existe r e N com &, = BT e

e =cr~()'AT<0
ou (100)

i) 67 = —cM T L R)AT <0 |
Considerando o primeiro caso, temos que X, = B’:‘ ndo resolve (90) para A = j\\. , entdo

modifiquemos X segundo a regra simplex

Xy = Xy + €,
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com e, sendo a r-ésima coluna da matriz identidade (n - m).

Esta perturba¢fio nas variaveis nfo - basicas produz nas varidveis bésicas a perturbagio
Xp =Xy +edg,

onde
dy = -B7!N", ¢ N"¢éa r-ésima coluna de N.

Desta forma a nova solugéo é

x(e)=X+ed,

_B-IN'
(%)
el‘

sendo a diregdo simplex.

com

Notemos que

—-BINT

. ) =ch _(A)AT <0,

ViR).d = (cf c;)(

r

com a desigualdade vindo de (100), ¢ ainda que com a perturbagiio simplex utilizada, o

23 r . k E
“custo” de x, € considerado ¢,”, uma vez que X, (¢) e[b{:‘r+ ,bf"].

Calculo de um Limitante para «:

Resolveremos o seguinte problema unidimensional:

]
l\gdaiglf(x—%Ed):;fj(}“{j +ed;)
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kel
T

Tomemose =0, e<fp ]r“ , de modo que

(%; +ed)) e [b)7,b7], V] bésico, (101)

Entdo

= 2 kil k-1 k-1
f(x):Zlfj(xj+gc1j)=zicjj & +ed; =B )+ )
- =

(S mesfe) o by
j=t j=1
= f(X)+ & (VE(X))'d.

Para €2 0, sejac’ = (Vf()?())t d < 0. Podemos observar que, quando ¢ cresce, f decresce.

No entanto, devido a (101), temos que:
kj ~

~ ~ k. .
Se d; > 0 entlo X;+ed; gBjJ Ouss—i—a———].

kj-—i“,\
N kj-i ] X
Se d; <0 teremos Xj+ed; 2B oug< -t

d;

Assim
. - ke
0<e<g;, comg, =M1n{8+,£ B “5I:r}

onde

. JP] X
€ =min yd: > 0%,
d ]
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kKi-b .
- . i X
g =ming—=_d i< 0
d;
Seja entdo x' = &+ g,d. Devemos salientar que aqui permitiremos que pontos de néo-
difenciabilidade sejam ultrapassados, enquanto continuarmos a ter em d uma direcdio de

descida, o que implicard, evidentemente, numa atualizacfo dos "custos™. Entdo tomando

£ > g, teremos:

k. ~
555 X

d

]

a) Parastal que g, =¢” =

5 *Fs

X,(€) = (X, +ed,) € [ ks ngH]

X;(€) E[B?E‘z,i_’);{j ], para todo j #s, j basico.

: 1 K
Observemos ainda que s, =x.(g,} =% .

Fazendo € = ¢, +3, 8 >0, suficientemente pequeno, vem

f(x) = ifj(% +od;)= i";{j-i(ﬁj +ed;) *fj(ﬁ?_l)
: g

=1

=3 e R+ 0+ (BT7) el 8, + (5, 6+ BE)

)13 n
kj-1 kj-1 ki1
=Y ¢’ x}+fj(Bj5 )+c§5xi+fs([5§5)+8 > ¢, dj+c§5(is

1 biat)
s
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> ) +5(VER))

=1
' (x) = "R+ (0...ck — ek 0yt

Como

Vi(x') = VE) +(0...ck —c“S“‘...o)‘

5
vem que
¢ =Vi(x')d=c + (e -5 Tya, > f (102)
pois em (102) temos

ks kg1

c;*—¢® >0ed;>0.

Se ¢! < 0, entdo.a dire¢io d ainda ¢ de descida em x'e o intervalo de X, €
atualizado fazendok, <« k_ +1. Caso contrério, a otimalidade ¢ testada e, se for o caso,

uma nova diregdo ¢ calculada. Nesse momento a varidvel x,torna-se bdsica e x deixa a

base.

kgl o
$—-x

b)Parastal que g, = ¢~ = 5

d 3

s

o desenvolvimento ¢ analogo ao anterior e no final teremos
£(x) = £(x") + 8(c + (el — o Jd,)

k-1 K a .
onde agora ¢ —c;® <0 e d, <0 etoda argumentacio se repete, com o intervalo de

X, sendo atualizado por k, <~k ~1.
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ke#l  pk . ey .
¢) Caso g, =B,'" —B,7, os coeficientes das varidveis basicas ¢gficam inalterados de

modo que
¢! = Vi) d=cFrt —(R)TAT
= (! e+ el - () A]

=+ ek — ¢k,

Sec' <0 , a direcdio d ¢ ainda de descida em x! , 0 intervalo de x, ¢ atualizado

por k, <~ k, +1.Se ¢! >0, a otimalidade ¢ testada e, se for o caso, uma nova direcdo é
calculada, porém sem troca de base ( a variavel x, continua ndo-basica, mas num outro
ponto de quebra).

Encerrando esta se¢éo, apresentamos um algoritmo simplex linear por partes.
Algoritmo _4 L
Passol- Dado uma solucfo inicial primal factivel X verifica-se se A ¢ dual factivel. Se
sim, pare.
Passo2- Célculo da diregdo de descida d e atualizagiio de X.

Passo3- Busca unidimensional: Célculo dos limitantes para €, nova atualizacio de X e

volta ao passol.
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Capitulo 4
Algoritmo Linear Por Partes Via Pontos Interiores

4.1 Introducio

Passaremos a desenvolver um algoritmo para resolver (88), sem no entanto
transforma-lo em um problema linear ( veja se¢fio 3.2) e nem fazer uso de alguma variante
do método simplex. Desenvolveremos uma estratégia de pontos interiores para resolver o
problema ndo linear dado, considerando técnicas de pontos interiores utilizadas em
programagfo linear.

0

< . s i1 i
Tomemos entdo x° uma solugio inicial, com Ax’=b e BjJ <X, <BJJ,

. . . X -1 i
1< j<n. Quando restringimos as solugdes tais que B/ < X;} < B, temos um problema
de programacfo linear canalizado. Defrontamo-nos assim com a chamada fronteira

virtual; que serd uma fronteira de fato se i, ~1=0 ou i j =My, pois entdo teremos

m; . . . ~
X; 2 {3? ou X; <, !, respectivamente. Passa a fazer sentido pensarmos na aplicagdo de

um método de barreiras, como aqueles aplicados no capitulol, segdo 1.3, com o qual
encontramos uma dire¢do de descida. Achada a dire¢io de movimento, esquecemos a
fronteira virtual ¢ fazemos uma busca unidimensional, obtendo o minimo da funcdo
objetivo nesta diregfio. O importante é que enquanto caminhamos na diregfio escolhida,
podemos ultrapassar regides de nfo-diferenciabilidade. No calculo da direcfio de descida,

utilizaremos o método desenvolvido por Sherali et al, na segfio 1.3.
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4.2 A direc¢iio de busca e um critério de parada

Seja x® um ponto interior linear por partes e i;, j=12,...,n, conforme a

defini¢do 2. Considere o seguinte programa linear:
min f(x) = (¢*)'x,
s.a. Ax=hb (103)
B <x; <P, =12,
onde
et = VE(x") = (el e yeeey @MYL,

Por simplicidade de notagfo, efetuamos a mudanca de varigvel

TRENE
2x, ‘(33j + f)

Xj €= ( —— » j=12,...,n, (104)
B -6}
com a qual (103} fica:
min f(x) = (¢*)'x,
s.a. Ax=Db (105)

—e S X e,

onde e= (11 ... 1)".

Temos entdo que (105) ¢ um problema linear canalizado como aquele apresentado
na se¢lo 1.5. A fim de evitarmos idas ¢ vindas 2 citada segdo, repetiremos algumas das
dedugdes la feitas.

Com a finalidade de nos mantermos longe da "fronteira", que em (105) ndo
corresponde & fronteira do problema original, incorporamos & fungéo objetivo uma fungio

barreira obtendo:
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n i)
min (¢*)'x — > In(f-x,) - In{l +x,
; (1-xi) ;, (1+x)) (106.1)
s.a. Ax=b

s.a. Ax=bh. (106.2)

Observamos que quando aplicamos as condigdes de primeira ordem ao lagrangeano

de (106), obtemos:
K_A"L—pDlv(x)=0 (107.1)
Ax=b , (107.2)
Ccom

D = diag(d;), onde d; =Min{l+xi,1—xi}

vi(x; )- Qd‘x‘ i=12,..,n.

2 2
E

Se optassemos pela estratégia, que ¢ bastante usual, de se aplicar um passo de
Newton ao sistema ndo linear (107), com o intuito de se encontrar uma direcdio de
descida, gerariamos um algoritmo para resolver (88) { ver capitulol, se¢fiol.3). Nossa
estratégia foi optar pela abordagem adotada por Sherali et al[20], que tenta resolver (107)
usando quadrados minimos. Mais ainda, poderiamos deduzir o algoritmo a ser proposto a
partir de (106), mas com o intuito de torné-lo mais claro, efetuamos a mudanga de escala

em (105), x = Dy, para obtermos
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Min (Dc*)'y
s.a. ADy=b (108)
-1< Dy<1,

Incorporando uma funcfio barretra 4 funcdo objetivo em (106), obtemos o problema

equivalente

n 1 1
Min (Dcl‘)fy —uY In(1-dfy])=(Dc*)'y - pY In(l+d;y;) - D In(1-d;y;) (109)
i=1 e=1 =l

s.a. ADy=b
As condig¢des de Karush-Kuhn-Tucker aplicadas no problema ndo-linear (109), nos leva a

buscarmos A, dual factivel, e x, primal factivel, que satisfagam o sistema n#o-linear:
DeX —pYe—(AD) L =0 (110)

ADy=b . (111)

onde Y ¢ a matriz diagonal, com cada elemento da diagonal dado por:

Y. = mmgﬁdiL
i
(1-d?y?)
De (110) segue que
DA'A = De* - pYe (112)

Multiplicando (112) por AD , vem
AD?A'A = AD*c* — nADYe

Assim , podemos tomar

% =(AD?A") " AD(De* ~ pYe),
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Se considerarmos que y = D "'x, teremos

A =(AD*A")” AD(De* — pv(x)). (113)
Assim, dado uma solugdo primal factivel x*, a solugdo quadrados minimos para (112),
dada pela equagfio (113), fornecerd uma estimativa para o multiplicador dual.
Considerando o gradiente do lagrangeano de (106), g, = ek — Atkk - gD',;lv(xk) \
observamos que

p. = D.g, = [I - (Ank)‘(ADf‘A‘)”‘ ADk}[ch - wv(x)] = Py[Dye - pvix,)],

sendo P, :{Iu(ADk)t(ADiAt)-l ADk} a matriz de projegdio sobre o nucleo AD, .
Assim, p, = D, g, ¢ a projegdo do gradiente da fungdo objetivo (8.1), com mudanga de
escala x «— D7'x, no niicleo de AD, . Entdo

d* =-Dyg,

¢ a diregfo factivel de descida escolhida em x* e a nova solugdo seré calculada por

M = x* g, d¥, (114

onde g, € 0 passo a ser determinado.

Sherali et al[20] utilizaram como critério de parada ndk” <g, com £>0 e

pequeno. Apesar de nfo termos, em geral, um problema canalizado, o uso do mesmo

critério foi aqui utilizado com sucesso.
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4.3 Busca unidimensional linear por partes

A busca unidimensional linear por partes desempenha um papel fundamental no
algoritmo a ser proposto, pois, como veremos adiante, € ela quem garante, nas primeiras
iteracdes uma rapida aproximacéo do dtimo.

Considere inicialmente yl“-*xk e faca r=1 (uma sequéncia de pontos intermedidrios
y' sera gerada).

Determinamos o, o maior valor tal que: f(yr+sdk) seja linear, 0<e<a. Observe que

cfd"<0 e, portanto, a fungio ¢ decrescente neste intervalo.

Sejam ym—wyr+s_dk, onde ¢ ¢ um valor ligeiramente superior a o e Vi(y)d* a
derivada direcional em y na diregio d*. se Vf(y)d* >0, entdo caminhar além do primeiro

ponto-de-quebra ¢ desaconselhavel, pois, naquela regifo, d* Jando € mais uma diregéo de
descida. Assim tomamos €, = 0,985w, onde aé o tamanho do passo para atingir o

primeiro ponto-de-quebra. O novo ponto ¢ definido xk+im—wyr+skdk , onde o vetor gradiente

¢ mantido, porém uma nova dire¢io deve ser calculada. Se Vf(y)d*< 0, entio
ultrapassamos o ponto de ndo-diferenciabilidade e uma iferacdo intermedidria ¢
computada: ymm'yr+ 1,002c dk, r=r+]1. Atualizamos o gradiente e com a mesma direcdo, a
analise € repetida.

Podemos enunciar agora um algoritmo linear por partes interior para a solucio do

problema proposto.
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4.4 Algoritmo linear por partes interior (Algoritmo 5)

. N e -1 i
Considere uma solucio factivel inicial x°, com B jJ < x? <pB j"‘ , faga a mudanca

de variavel proposta acima, para obter —e <x” <e, e tome k = 0.

Passo 1) Determinagdo da diregdo
Seja D, = diag{d}‘,d;‘,...,dﬁ} ,df = min{l —xFlxf } . Calcule:
Ay = (AD?;A‘)*] ADk(chk - uv(xk)) {estimativa dual}

g, = ek — A'h, — pl)l"lv(xk) {gradiente do lagrangiano}

dk = -D g, {dire¢do de busca}
Passo 2) Critério de parada
Se Hdk” < £ entfo pare.

Passo 3) Busca linear por partes e cdlculo da nova iteracdo:

k+1

Apligue o algoritmo da secfio 4.3, retornando com x*™! =x¥ + ekdk.

Faga k = k+1 e volte ao passol.

Observagdes :
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1¥) Um cuidado muito grande deve ser tomado na escolha do escalar €, , em (114), pois
ele devera refletir algumas tomadas de decisdo. Vejamos:

1) Na busca linear por partes feita no passo 3, para j = 1,....n, calculamos

ij k
i By X
a) =2 3 e d¥>0
A dk ]
i
e
ij—]
TR GRS '
o) =4 Losedf <0
A dk 1
j
¢ tomamaos

e
ol = Mm{af} .
j

(" ¢ o indice da primeira varidvel que muda de intervalo).

i1) Na atualizacdo do gradiente adotamos o seguinte procedimento:

Se d¥ > 0 entdo
j

i+l ie
Vf(——Ver(c'i -l )e,,.
3 j

Se d* <0 entdo
J

i1 i
Vi Vi+ cji w««-c}_i €
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com €, = 1| <~ posicdoj .

0/

iii) Apos atualizarmos o gradiente, que ¢ processado antes da atualizaciio da
solugdo corrente, devemos verificar se o vetor diregdio d continua a ser de descida e agora

sim, em qualquer caso, atualizamos da solu¢do corrente. Vejamos.

P+

Se Vf.d* > 0 entfio a busca unidimensional ¢ encerrada ¢ o passo 6timo é o 1 .
j

Tal passo, entretanto, nos leva a um ponto de quebra ( uma fronteira virtual). Facamos

entdo:
x* e x*+ g, d¥,
com
i
£y = 0.985%1 X
Agora se Vi.d* <0 entio
x* e x*+g d¥,
com
ik
g = I.OGZocji

e procedemos a seguinte atualizacgfo:
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1, <i,+1lsed,>0
j j j

ou

i, «<i,-1sed, <0.
1 1 ]

2%) A escolha dos parametros 0,985 e 1,002 foi devida as experiéncias computacionais
efetuadas com os exemplos analisados abaixo. A idéia de usarmos 0,985 surgiu do estudo
do trabalho de Sherali et al[20], capitulol, se¢do1.5, onde foi provado que para um PL
canalizado, qualquer valor do pardmetro no intervalo [0,97,0,99] levaria-nos a
convergéncia.

3") Geometricamente, o que buscamos com o algoritmo acima ¢é fazer que

F(x*) = Dye—pv(x,) pertenga 4  imagem de D, A", visto que
t , . ' . .

(ADk) Ak = Dyc—puv(x,). Isso serd conseguido, como pode ser visto pelo grafico

abaixo, quando p, = 0.

Im(D, A")

N(DA)

Embora desenvolvido a partir de restrigdes de igualdade, o algoritmo pode ser

aplicado em qualquer caso, acrescentando-se varidveis artificiais e ,ou, de folga, e, mesmo
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no caso de igualdade, a implementagéo ¢ feita de modo que uma solugdo inicial sempre

esteja definida. Vejamos:

4 4.1 Restricdes na forma de igualdade.

Min )" f(x;)
s.a. Ax=Db |
xeQ

f; uma fungéo linear por partes ¢ Q < R" 0 conjunto que define as fronteiras virtuais.

Neste caso aplicariamos o algoritmo no problema equivalente

n+m

Min ifi(xé)"' Zg(xs)
=1

E=nd

s.a. Ax+y=b
xeQ
X
n . ~MXx, , X; <0
onde y=| ¢ g definida por g(x,) = » para um certo M grande,
Mx; X 20
Xn+m
ilustrada abaixo.
o
M M
N
X; e
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4.4 2 Restricdes com desigualdades.

Suponhamos que queiramos resolver o seguinte problema:

Min Zfi(xi)
s.a. Ax<b .
xel

Tomamos entéio o problema equivalente
n+m

Min En:fi(x%)+ Zg(xg)
i=}

imn+]

s.a. Ax+y=Db
xeQ,
onde g(x,) = tem agora a forma abaixo.
0 , %20
g\

2N
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Com a incorporagfio dessas fungOes lineares por partes g, o problema da fasel esta
superado, pois agora uma solugdo inicial estd disponivel € as penalizacdes embutidas nas
fungOes g sfo tais que a solugéo final resolve também o problema original ou a existéncia
de x;, 1>n, com valor nfo nulo implica na inexisténcia de solugdes factiveis para o
problema original. Assim na implementagfio, uma fase 1 aparece embutida e programa

fornece uma solugdo interior inicial toda vez que o algoritmo ¢ inicializado.
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CAPITULO 5
O funcionamento do método proposto no PL equivalente

Observamos na se¢éo 3.2 que podemos estender um método da programacio linear
a programagdo linear por partes, pela aplicaciio deste ao programa linear equivalente
(89.3). A estrutura particular do problema (89.3) permite um certo ndmero de
simplificagdes. Observamos também que o método simplex linear por partes ( isto é, o
método simplex desenvolvido diretamente para o problema (88) ) pode ser deduzido desta
forma.

Se aplicarmos um método de pontos interiores ao problema (89.3), podemos

identificar através da transformagdo (89.1) a trajetéria deste no problema original (88).

Tomemos, no espago transformado, uma direcdio de descida d, factivel em %X,

obtida por qualquer método, dada por:
~ {0 m; ;0 ) 0 mn \E
d=(df .. aM"a} .. a2 d . dm) (115)

A proxima iteracdo sera:

—~ . sk vk .
¥ =% od . Assim, (xj) = (x}) +odj.

Lembrando que, por defini¢o:
ms

o kel
k+l _ 2 : i

i=1
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no problema original teremos
m; mj
kel _ ik ik
= 20 ol 3dj = x] +ad,
=] i1

onde

m;j _
d;=>d; (116)
i=l

¢ a j-ésima coordenada da dire¢do d no espago original. Esta relagdo mostra que um
método no problema transformado tem seu funcionamento bem determinado no problema
original(o inverso nio ¢ verdadeiro). Além disso, observamos que um ponto interior no

problema (89.3) satisfaz:
0<xj<pi=pi,

para todo i}, ¢ portanto ndo satisfaz a condi¢do (89.2), apesar de sabermos a priori que a
maioria das componentes xj. estardio em seus limites na solucdo otima ( considerando

uma solucdo basica linear por partes Otima, todas as componentes das varidveis nio-
basicas estardo em seus limites e apenas uma componente para cada varidvel basica sera
interior, a menos de degeneragdo). Esta maneira direta de estender um método de PL para
um de PLP nfo nos parece adequada, pois no 6timo muitas componentes deverdio estar em
seus limites, evitados pelos métodos de pontos interiores, causando um grande niimero de

iteragdes quando préximo de tais pontos( o efeito observado no grafico 1 seria ampliado).
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Em outras palavras as fronteiras virtuais estariam sendo consideradas de fato como
fronteiras.

Podemos, entretanto, desenvolver um método de pontos interiores hibrido para o
problema (89.3), que satisfaca a condigfio (89.2). Para tanto consideremos uma solucio

interior linear por partes, X, ( conforme a defini¢fio (2)), com
il . . .
B;J < x; < ﬁ}, j=12,....n,
e a correspondente ((inica), X, no problema transformado satisfazendo a condigio (89.2):

i_gi-l
A

=0, i=i;+L...,n, (117)
i E(O,B;j ~ﬁ;j—1).

Como podemos observar, ¥ ndo ¢ um ponto interior no problema (89.3). Uma direcio

factivel d= (d,,dz,...,dn)t em X (problema original) tem uma correspondente direc¢io

factivel em X (problema transformado) dada por:
: g, i=i i
dj = o (118)

Facilmente verificamos a seguinte propriedade:

Propriedade 3: Se d for uma diregfio de descida factivel em x , entdo d, dada por (118),

sera uma diregfo de descida factivel em %, dada por (117).
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Uma busca na diregio d pode fazer com que uma componente atinja um de seus
limites. Por exemplo, suponha que x! 6(0,6{ - B?) e x; atinja seu limite superior antes

que as demais (d = ( 4,0 0...0,...)). Entfio
[ —

comp. X|

1 ! i 1 0
X)Xy +edp =P By,

as demais componentes sdo recalculadas por X «- X+ ed ¢ a direcdo d torna-se infactivel
para o novo ponto, necessitando ser recalculada. O céalculo de diregdes factiveis consiste
no passo mais caro dos métodos de otimizagfo, entretanto, a diregho d, no problema

original, pode ainda ser factivel e de descida se o ponto-de-quebra for ultrapassado (busca
unidimensional linear por partes). Isto corresponde a mudar a direcfio d por

d «(0d0..0,...).
S, et

comp.x]
A nova dire¢do ¢ factivel no novo ponto, e a propriedade 3 vale. Podemos repetir o
processo, encontrando novo passo ¢ etc.

Em outras palavras, o método apresentado neste trabalho corresponde a trabalhar
no problema transformado com solugdo conforme (117), direcdes facticveis conforme
(118) e mudangas de diregdes factiveis de acordo com o procedimento explicado acima.
Assim , um método de pontos interiores aplicado ao problema linear equivalente, nfo
produz o método linear por partes interior desenvolvido, pois uma solugfo interior no PLP

pode ser vista no PL como admitindo componentes de x; em seus limites( e portanto

fronteira).



CAPITULO 6

Experimentos Computacionais

Exemplo 1

Vejamos como se comporta o algoritmo quando aplicado a problemas de duas

variaveis, facilitando uma visdo geométrica.
Considerando a fun¢fio objetivo representada pela Figura 1 e as restri¢des dadas por

—X; +X, £2

2% +%, <8

2X1 - Xz S 4 s
a Figura 4 mostra como o algoritmo procede na busca do 6timo, partindo de seis solugdes
iniciais, em um caso onde a solucfio Otima é tnica e se encontra no vértice (3,2) da

fronteira da regifo de factibilidade.

—— Série 1

4 _ —#— Série 2
- X e S &1 3

3+ . " . 1 = M= Séried
21 x —%¥—-Série 5
—a— Série 6

¢ 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Figura 4
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Na busca da prova de convergéncia do método acreditamos que existiria uma sub-
regidio “‘atratora”, isto €, uma sub-regifio que, a partir de um certo nimero de iteracdes,
seria atingida e entdo , sem abandona-la, alcangariamos o 6timo mas a figura acima vem
contrapor tal crenga.

O numero de iteragles intermedidrias efetuadas em cada iteragdo principal, ou
seja, quantas regides de ndo-diferenciabilidade sdo ultrapassadas na busca linear por
partes, para as séries 1, 3, 4, 6 ¢ apresentado na figura 5. Podemos observar, examinando
o grafico devido a série 1, que partindo de uma solugfo inicial, o algoritmo realiza na
primeira iteragdo principal, quatro iteragSes intermedidrias, isto €, na busca linear por
partes, passa por quatro regides de ndo diferenciabilidade; na segunda iteragdo ndo
abandona a face em questfio; na terceira passa por duas faces e a partir de entdio n#o
abandona mais a ultima face visitada. J4 a série 4 mostra que, utilizando-se da primeira
direcdo calculada, passa por trés faces, muda a diregdo e caminha por outras duas faces,
atualiza novamente a dire¢fio, mas permane na mesma face, uma nova atualizagio é feita

no vetor dire¢do, com o qual passa por trés faces e a partir de entfio permanece na ultima

face visitada, até atingir o ¢timo.
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5 —

g 4 m Série 1
s m Série 3
g 3 m Série 4.
8 2. ESérie 6
CEN B R B N E '
= 1

2

7 iteragoes

Figura &

Apenas para efeito ilustrativo, os resultados da sériel, gerados pela aplicagio do
algoritmo, sdo mostrados na Tabelal, indicando o ntimero de itera¢des intermedirias em

cada iteracdo principal, isto é, como se comporta a busca linear por partes.

iter > %, iter Xy X,
$.1.{0.40400000000{C.54400000000 5 2.99968403888{1.99976528818
1 .7583542248111.000000C9120| 6 [2.99977217683(1.999399647932
.C0000004833|1.31096158072 7 2.98599516864({1.99%995711917
-53544670387[2.00000013781| 8 2.99999635158|1.99999995679
.99303170056|2,588842560489 g 12.599999635158]1.999959585679
.59343458577|2.008832632841] 10 [2.9999995%2700]/1.99999996281
.00000000131{2.00289108208] 11 |2.99999994435]/1.99999999944
.00314672532{2.00004336623] 12 |2.99999999892|1.59999999951
L1173101B435]1.99959999999!F 13 |2.9999999991£11.99999999999
.9865345491711.99966979281f 14 |2.9999999%998]{1.99999999999

Tabela 1

Na tabela acima, ifer representa uma iteragfo principal e s.7. a solugfo inicial utilizada.
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A prova da convergéncia nos algoritmos afim escala primal passa, em algum

momento, pela verificagio de que gxm”d,‘:li =0 e aqui também este fato se deu em todos
-

os exemplos testados. A tabela 2 mostra tal comportamento para o vetor direcéio calculado

quando da evolugdo do algoritmo, referente & série 1 da figura 4, nas nove primeiras

iteragdes.

l*iteracgdo

2%iteracgdo

3*iteracdo

4*iteragio

5%iteragio

d[1]=1.15E-1

d[1]=2.25E-2

d[11=6.29E-6

dl1]1=9.07E-3

d[1]=8.81E-10

dl2]=-1.94E~1

d{2]=3.31E-2

df21=9.43E-6

dl2]=2.128-9

d2]=1.31E-9

d[3]=-7.36E~1

d[3]=-1.31E-3

d{3]=-2_.68BE-8

dl3]=-2.298-8

dl3]=-5.1E-12

di4]=4.68E-1

df4]=-1.22E-1

df{4]1=-3.45E-5

di4]=-1.%4E-8

dl4]=-4.83E-9

d[5]=-5.41E~1

d[5]=-3.44E-2

d[5]=-~9.45E-6

d[5}=-2.51E-8

d[5]=-1.32E-9

&*iteragio

7*iteracgdo

8*iteracdo

9*iteragdo

df1l=1.63E~12

df1]=1.33E-13

dl{1]=3.31E-16

dfil=3.06E-17

di2}=2.98E-13

df2]=1.99E-13

dal2]=7.038~-17

dl2]=4.53E-17

dizl=-4.31E-12

d[3]=-1.05E-15

d{3]=-8.52E~16

d[3]=-1.31E-18

di4}=-2.53E~12

d[4]=~7.31E-13

d[4}=-5.42E~16

Al4]=-1.66E-16

dfSli=-4.61E~12

d[5]=-4.61E-12

d{5}=-2.00E-13

d{5]=-9.22E~16

Exemplo 2

Tabela 2

Considerando a regifio de factibilidade definida por

—X;+X, £2
X, +3x, 514
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e a fungéo objetivo linear por partes dada por f(x) = f;(x,) + f5(x,), com

—3x, + 9, 0<x, =1
—2x, +8, f<x; €2
f0)=9 055, 450, 22x, <3
x; +0,5, 3<x, 24
3%, +3, 0<x, <1
—2X, + 2, 1<x, <
)= X, — 4, 25x, €3
2x, =7, 3<x, £4,

a Figura 6 mostra a busca do 6timo quando se apresenta uma tnica solugfio 6tima, ¢ esta

se encontra no interior da regifo de factibilidade( neste exemplo, no ponto (3,2) ).

= @  Série 1
m—fff— S EriE 2
sy S &1 3
—— Série 4
e Série 5
=} :Saria

0.5 ¢ 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
AL

Figura 6
Exemplo 3

Utilizando as restrigdes do Exemplo 2 e a fungfio objetivo do exemplo 1, a figura 7
descreve 0 comportamento do algoritmo quando aplicado num problema de miiltiplas

solugGes Otimas. Tais solugBes so taisque 2 <k, <3 e x, =2.
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4 - A= Series3
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25 1 ‘
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114 -
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0 ( : | 1 |
0 0,5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Figura 7
Exemplo 4

Consideremos o seguinte problema de programacio linear por partes (Goldstein e

Youdine):

3
Min F(x) =Y f;(x;)
i=1

s.a. Ax<bh

x €42,
onde

fi(xy)=

I



“'9X2
f(xp) = (6%, -4
5(x5)=1{-4x; -8
falx4)= {_6X4
f ~8xs
s(8) =1 sy, -3
s(Xe) = _8x, 2
—8x4
£(Xq) = {-Tx; -2
|—5x; - 10
~11x,
fg(xg) =<—-8x3—5
¥_4Xs ~18

sujeito as seguintes restrigdes
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Xy = 2%, + 3%y — X4 +3X5 = 3% + X5 — X <10,
3Ky + Xy — Xy +2X4 +2X5 - 2X, — 3%, + 4% S8,
—2X| + X5 + X4 + X5 +Xy —2Xg =7,

3xy —dx, +3x, - 2X5 — X4 <5

e x €€ ¢ tal que

Os subintervalos que aparecem na definicdo de cada f;(x;) sdo os que definem a
chamada fronteira virtual.

Se fossemos aplicar uma técnica de transformagio para obtermos um problema de
programacdo linear, como a aplicada por Murty[97], no lugar de 8 varidveis teriamos que
trabalhar com 25, uma para cada subintervalo de definigfo de cada variave! . Um aumento
expressivo de mais de 300%, sem contar com as variaveis de folga ou artificiais,
caracteristicas do algoritmo ora implementado.

Vejamos alguns resultados quando da solugdo do Exemplo 1.

Na Tabela 3 apresentamos cinco solugdes iniciais do Exemplo 4, geradas
aleatoriamente pelo programa computacional. J& a Tabela 4 mostra os progresssivos
valores da fun¢@o objetivo, nas diferentes itera¢Ses, quando as diferentes solugdes iniciais
dadas sdo utilizadas. O comportamento do algoritmo, quando aplicado neste exemplo, fica
mais claro se for acompanhado da andlise do Graficol abaixo. Podemos observar que
apesar de alguns valores da fun¢fio objetivo, no inicio das iteragdes, estarem bem longe do

valor o6timo, isto € rapidamente revertido.
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Solugdes Iniciais

x[1]= 6.880E-01 6.360E-01 1.304E+00 3.480E-01 6.840E-01
x[2]= F.150E+00 2.040E+00 4.800E+00 6.100E-01 1.050E-01
x[3]= 5.556E+00 9.420E-01 2.640E+00 3.516E+00 4.290E+00
x[4]= 6.160E+00 4.800E-02 6.328E+00 3.920E+00 7. 776E-+00
x[5]= 1.610E+00 1.942E+00 1.O78E+00 1.528E+00 3.500E-01
xf6]= 5. 760E+00 1.304E+01 1.444E+01 1.856E+01 1.120E+00
x[7]= 4.193E+00 5.775E+00 2.982E+00 8.400E-02 3.024E+00
x{8]= 3.4350E+00 1.810E+00 3.550E-01 1.130E+00 2.750E+00
x{9]= 9.591E+00 3.611E+01 5.201E+01 5.533E+01 5.768E+00
x{10]= 5.101E+00 3.718E+01 2.352E+01 2.782E+01 -5.807E+00
x[11= 1.200E+00 -6.072E+00 -1.264E+01 -1.426E+01 §.003E+00
x[12]= -4 90TE+00 1.949E+01 3.834E+00 -8.921E+00 -1.760E+01
Tabela 3
Iteragdes Valor da Fungio Objetivo
sol. inicial 1 sol. inicial 2 sol. inicial 3 sol. inicial 4 sol. inicial 5
1 -1.280E+02 3.179E+02 8.780E+02 -1.511E+02 9.893E+02
2 -1.950E+02 -2.179E+01 4.820E+02 -1.777E+02 -8.538E+01
3 -2.520E+02 -2.216E+02 -1.480E+02 -2.386E+02 -1.477E+02
4 -2.630E+02 -2.193E+02 -1.980E+02 -2.607E+02 -1.591E+02
5 2. 750E+02 -2.873E+02 -2.060E+02 -2.684E+02 -2.081E+02
6 -2.840E+02 -2.927E+02 -2 170E+02 -2.735E+02 -2.432E+02
7 -2.840E+02 -3.154E+02 -2 470E+02 -3.084E+02 -2.852E+02
8 -2.900E+02 -3.203E+02 -2.480E+02 -3.088E+02 -2.867E+02
9 -2.970E+02 -3.228E+02 -2 490E+02 -3.090E+02 -2.976E+02
10 -3.010E+(2 -3.230E+02 -2.490E+02 -3.090E~+(2 -3.015E+02
11 -3.010E+02 -3.230E+02 -2.500E+02 -3.092E+02 -3.020E+02
12 ~3.020E+02 -3.230E+02 -2.960E+02 -3.190E+02 -3.020E+02
13 ~3.030E+02 -3.230E+02 -3.040E+02 -3.230E+02 -3.022E+02
14 -3.080E+02 -3.230E+02 -3.040E+02 -3.230E+02 -3.044E+02
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15 -3.150E+02 -3.230E+02 -3.040E+02 -3.230E+02 -3.079E+02
16 -3.150E+02 -3.230E+02 -3.040E+02 -3.230E+02 -3.080E+02
17 -3.150E+02 -3.230E+02 -3.040E+02 -3.230E+02 -3.080E+02
18 -3.170E+02 -3.230E+02 -3.070E+02 -3.230E+02 -3.080E+02
19 -3.190E+02 -3.230E+02 -3.090E+02 -3.230E+02 -3.080E+02
20 -3.190E+02 -3.230E+02 -3.090E+02 -3.230E+02 -3.080E~+02
21 -3.220E+02 -3.090E+02 -3.230E+02 -3.080E+02
22 -3.220E+02 -3.090E+02 -3.230E+02 -3.190E+02
23 -3.220E+02 ~3.230E+02 -3.195E+02
24 -3.220E+(2 -3.230E+02 -3.220E+02
25 -3.220E+02 -3.230E+02 -3.220E+02
26 -3.220E+02 -3.230E+02 ~3.220E+02
27 -3.230E+02 -3.230E+02 -3.220E+02
28 -3.230E+02 -3.230E+02 -3.220E+02
29 -3.230E+(2 -3.230E+02 -3.220E+02
30 -3.230E+02 -3.230E+02 -3.220E+02
31 -3.230E+02 -3.230E+02 -3.220E+02
32 -3.230E+02 -3.220E+02
33 -3.230E+02 -3.230E+02
34 -3.230E+02
35 -3.230E+02
36 -3.230E+02
37 -3.230E+02
Tabela 4
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1,000E+03

8,000E+02
6,000E+02 | —501. inicial 1
’ — S0l. inicial 2
——-e N3 TTolF-TIKH
4,000E+02 _ — 50l inicial 4
———30l. inicial 5
2,000E+02
0,000E+00 L
-2,000E+02 1
-4,000E+02 5 10 15 20 25 30 35

Grafico 1

Neste exemplo mostramos abaixo um grafico que mostra em cada iteragdo principal, o
nimero de regifes de ndo diferenciabilidade que atravessamos, ou seja, na busca linear
por partes, quanto podemos caminhar, que vem definir 0 que chamamos de iteracdes

intermediarias.
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iteragbes intermediarias

12 3 45 86 7 8 9 1011121314 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 28 30 31 32

iteragbes principais

O exemplo acima foi retirado de Golstein e Youdine [87]. Nas referéncias
pesquisadas ndo foram encontrados outros exemplos de problemas de programacio linear
por partes , sujeito a restrigdes lineares , que despertasse algum interesse. Afim de
construirmos exemplos Interessantes, o que fizemos fol tomar alguns problemas de
programagdo linear encontrados na biblioteca NetLib. Considerando entfio apenas os

politopos, criamos uma fungfio objetivo linear por partes, montando assim problemas a

serem estudados.
Exemplo 5
De acordo com o que comentamos acima, temos o Exemplo 5 com 27 equagdes € 59

varidveis, que foi criado a partir de AFIRO( NetLib), usando a mesma fungfio objetivo do
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Exemplo 4. A Tabela 5 mostra quatro solugdes iniciais geradas aleatoriamente para este

problema.
Solugdes Iniciais
X[1]= 2.020 3.492 0.032 0.708
X[2]= 4295 3170 4515 0.095
x[3]= 4.614 1.542 4.560 2.172
X[4]= 3.176 6.504 6.008 6.600
x[5]= 0.018 1.702 0.698 1.062
x[6]= 3.840 16.140 6.260 10.140
x{7]= 5.362 0.980 0.628 1.974
x{8]= 2.025 1.560 0.940 1.035
x{9]= 8400.000 77400.000 74700.000 29000.000
x[10]={ 29300.000 64700.000 9400.000 27000.000
x[11]= 69300.000 81500.000 57500.000 63700.000
xf12]= 70100.000 93800.000 78300.000 22500.600
x[13]= 60600.000 21500.000 60500.000 25600.000
x[14]= 84000.000 22700.000 60500.000 74800.000
x[15]= 64100.000 37600.000 31000.000 56000.000
x[16]=1 27700.000 43200.000 75000.000 91600.000
xf17]=1 47800.000 28200.000 §2600.000 13600.000
x[18]= 19900.000 72700.000 29500.000 93400.000
x{19}= 64900.000 95500.000 87500.000 2400.000
x{20]=| 81500.000 43900.000 24800.000 96906.000
x{21}=| 80600.000 56200.000 12600.000 44000.000
x[22]=| 75000.000 78200.000 7700.000 3600.000
x{23}=| 55700.000 65800.000 30700.000 12800.000
x[24}= 5500.000 93100.000 55000.000 92600.000
x[25}=| 21500.000 97000.000 6300.000 64700.000
x[26]=| 44400.000 85900.000 43400.000 50500.000
x[27)=| 32700.000 17100.000 21800.000 15700.000
x[28]={ 61100.000 26700.000 50100.000 8000.660
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x{29]=| 58900.000 72600.000 50100.000 44100.000
x[30]=]| 53800.000 19700.000 67000.000 39500.000
x[31]=] 14900.000 - 10000.000 76900.000 31500.000
x[32]=| 71500.000 82000.000 80300.000 §9400.000
x[33)= -6.889 -1.220 -8.143 -1.559
x[34]= -1.035 -2.803 -5.020 -5.850
x[35]= 77.980 76.508 79.068 79.292
xf36]=] -8395.700 -30657.000 -84695.000 -35840.000
xf37]=} -89989.000 -44580.600 -120990.000 -100390.000
x[38]=] -6408%.000 -37579.000 ~30992.000 -55985.000
x[39]= 8480.000 77478.000 74779.000 29079.000
x[40]=] 29796.000 64684.000 9393.700 26990.000
x{41]=1 69495.000 81899.000 57500.000 63698.000
x{42]=1 70098.000 93798.000 78299.000 22495000
x[43]=1 -104900.000 ~-153200.000 -124600.000 -18400.000
x{44]=| -69589.000 -25324.000 7450.000 -57770.000
x[45]=| -27200.000 -427060.000 ~74500.000 -90500.000
x[46]=| -34660.000 -73440.000 12460.000 -48140.000
x[47]=| 75766.600 107900.000 -35848.000 28222.000
x[48])=! -283160.000 | -322360.000 -203160.000 -237760.000
x[49]=1 -58600.000 41300.000 -5800.000 21200.000
x[50]=1 -30600.000 17700.000 35700.000 46900.000
x[51]=] -23000.000 ~48700.000 -8300.000 2900.000
x[52]=] 55600.000 -66400.000 -4900.000 -84600.000
x[53]=} -722110.000 | -1191500.000 | -713480.000 -645980.000
x[54]=| -3014.700 -4707.300 -8170.400 -9916.800
x[55]=| 60511.000 -8939.500 49094.000 58325.000
x[56]=| 19899.000 72699.000 29500.000 93400.000
x[57]=| 53796.000 19694.000 66998.000 36496.000
x[58}=| -81193.000 -43597.000 -24496.000 -96597.000
x[59}F=| -78700.000 -47300.000 -107600.000 -§7200.000
Tabela 5
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A Tabela 6 e o Grafico 2 abaixo, apresentam as iteragdes necessarias para se obter a

solugdo do Exemplo 5, bem como os respectivos valores da fungfio objetivo em cada

iteraco.
Iteracbes Valores da Fungio Objetivo
1 1.35E+08 1.85E+08 1.42E+08 9.61E+07
2 1.O3E+08 1.47E+08 6.17E+07 5.90E-+Q07
3 T.T0E+07 8.36E+07 4 44E+07 3.25E+07
4 5.52E+07 5.85E+07 3.19E+07 1.29E+07
5 4.03E+07 4.67E+07 2.02E+07 4.41E+06
6 1.29E+07 331E+07 2.97E+06 1.07E+G6
7 7.94E+06 2.T1E+07 S.78E+03 2.44E+05
8 2.66E+06 2.26E+07 2.18E+05 5.47E+04
9 3.64E+05 1.36E+06 6.01E+04 1.70E+04
10 1.02E+05 2.38E+05 3.65E+04 9.78E+03
11 5.75E+04 1.12E+05 2 44E+04 3.62E+03
12 4.62E+04 6.01E+04 1.77E+04 2.69E+03
i3 2.50E+04 1.29E+04 1.68E+04 1.89E+03
14 2.34E+04 8.22E+03 L5TE+04 1.35E+03
5 2.11E+04 6.88E+03 1.55E+04 8.T72E+02
16 1.93E+04 325E+03 1.53E+04 8.07E+02
17 1.89E+04 1.93E+03 1.51E+04 7.71E+02
18 9.30E+03 1.17E+03 1.47E+04 6.87E+02
19 6.94E+03 8.89E+02 1.44E+04 441E+02
20 5.78E+03 5.85E+02 1.41E+04 2.19E+02
21 3.14E+03 3.86E+02 L41E+04 2.08E+02
22 4.99E+03 1.26E+01 L37E+04 1.95E+02
23 4.97E+03 -4.70E+01 6.09E+03 1.44E+02
24 4.85E+03 -7.59E+01 1.74E+03 -4.57E+01
25 4.75E+03 ~7.94E+01 9.50E+02 -6.36E+01
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26 3.63E+03 -9 23E+01 2.66E+02 -6.97E+01
27 3.06E+03 -1.25E+02 2 41E+02 -8.12E+01
28 3.05E+03 -1.25E+02 2.39E+02 -8. HE+01
29 3.04E+03 -1.25E+02 1.68E+02 -8.19E+01
30 2.7TEHD3 -1.34E+02 -1.40E+02 -8.44E+01
31 231E+03 -1 40E+02 -1.45E+02 -8.44E+01
32 -8.37E+01 -1.47E+02 -1.49E+02 -8.45E+01
33 -1.20E+(2 -1.48E+02 -1.35E+02 -8.62E+01
34 -L23E+02 -1.49E+02 -1.69E+02 -1.16E+02
35 -}.24E+02 -1.49E+02 -1.90E+02 -118E+02
36 -1.24E+02 -1.49E+02 -1.96E+(2 -1.22E+02
37 -1.26E+02 -1.49E+02 -1.98E+(2 -1.22E+02
38 -1.26E+02 -1 49E+02 -2.00E+(2 -1.22E+02
39 -1.26E+02 -1.49E+02 -2.00E+(2 ~1.22E+02
40 -1.26E+02 -1.49E+02 -2.07E+02 -1.22E+02
41 -1.26E+02 -1.49E+02 -2.07E+02 ~1.22E+02
42 -1.26E+02 -1.49E+02 -2.07E+02 -1.29E+02
43 -2.01E+02 -1L49E+)2 -2.07E+02 -1.41E+02
44 -2.02E+02 -1.49E+02 -2.07E+02 -L41E+02
45 -2.02E+02 -1.50E+02 -2.07E+02 -L41E+02
46 -2.02E+02 -1.50E+02 -2.07E+02 -LA42E+(02
47 -2.02E+02 -1.50E+02 -207E+02 -1.46E+02
48 -2.02E+G2 -1.30E+02 -2.07E+02 -1.46E+02
49 -2.02E+02 -1.50E+02 -2.07E+62 -LA4GE+02
50 -2.02E+02 -1.50E+02 -2.07E+02 -1.46E+02
51 -2.07E+02 -1.50E+02 -2 07E+02 -1.46E+02
52 -2.07E+02 -1.50E+02 -2.07E+02 -1.46E+02
33 -2.07E+02 -1.53E+02 -2.07E+02 -1.46E+02
53 -2.07E+02 -1.34E+02 -2.07E+02 ~-1.46E+02
55 -2.07E+02 -1.54E+02 -2 07E+02 -1.46E+02
56 -2.07E+02 -1.54E+02 -2.07E+02 -1.99E+02
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57 -2.07E+02 -1.54E+02 -2.07E+02 -2.00E+02
58 -2.07E+02 ~1.54E+02 -2.00E+02
59 -2.07E+02 -1.54E+02 -2.00E+02
60 -2.07E+02 -1.54E+02 -2.00E+02
61 -2.07E+02 -1.94E+02 -2.00E+02
62 -2.07E+02 -2.05E+02 ~2.00E+02
63 -2.07E+02 -2.07E+02 -2.00E+02
64 -2.07E+02 -2.00E+02
65 -2 .G7E+02 -2.00E+02
66 -2.07E+02 -2.00E+02
67 -2.07E+02 -2.00E+02
68 -2.07E+02 -2.00E+02
69 -2.07E+02 -2.00E+02
70 -2.07E+02 -2.07E+02
71 -2.07E+02 -2.07E+02
72 -2.07E+02 -2.07E+02
73 -2.07E+02 -2.07E+02
74 -2.07E+02 -2.07E+02
75 -2.07E+02 -2.07E+02
76 -2 .07E+H)2
77 -2.07E+H02
Tabela 6
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Gréfico 2

Devemos observar que no total de iteragbes efetuadas pelo algoritmo estdio
contabilizadas aquelas correspondentes ao célculo de uma solucio interior inicial e que,

devido a forma utilizada em (113) ou (114), podem contribuir bastante para o aumento

das mesmas.
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Vejamos agora, num exemplo simples, um estudo comparativo quando da
aplicagéio do algoritmo de pontos interiores linear por partes em um problema linear por
partes e da aplicagdo do mesmo no problema linear equivalente, a medida que vamos
aumentando o numero de pontos de quebra.

Exemplo 6

Considere o seguinte problema de programacio nio-linear:

Min g(x,,x, ) = 4x; +2x3 - 6%, -3x,
-X;+Xx, <2
s.a. 12X, +x, <8
2x,-x, <4

0<x,£30=<x, <4,

cuja regifio de factibilidade ¢ aquela apresentada na Figura 4.

Podemos ver que o minimo ocorre no ponto (x;,x,) = (0.75,0.75), no interior da
regiio de factibilidade. Observemos ainda que a fungfio objetivo é separavel com
g(X,5%y) = g, (X)) + ,(x;), onde g, (x;) = 4x] ~ 6%, € g,(x,) = 2x3 ~3%,.

O que faremos ¢ tomar sucessivas aproximagdes lineares, f; e f,, das fungdes
quadréticas g, e g,, aumentando sucessivamente o niimero de pontos de quebra, k, das
varidveis X, e X,, gerando problemas lineares por partes.

O problema ndo linear proposto acima ¢ entéo aproximado pelo problema linear
por partes;

Min f(x,,x,) = f;(x )+ £,(x;)

~X, +X, £2
s.a. 12X, +Xx, <8
2X; —X, <4
0<x,£30<x, <4,
com f; ¢ f, fungdes lineares por partes definidas nos intervalos [0,3] e [0,4],
respectivamente.

As Figuras 8 e 9, apresentadas abaixo, representam, respectivamente, os niimeros
de iteragbes efetuadas pelo algoritmo de pontos interiores linear por partes aplicado no
problema aproximado e no problema linear equivalente, quando tomamos,
respectivamente, 4, 8, 16, 32, 64 ¢ 128 pontos de quebra na aproximacio linear por partes
feita acima. Em cada caso quatro diferentes solugdes iniciais sio utilizadas.
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Podemos observar que quando resolvemos o problema linear por partes
diretamente( via algoritmo interior linear por partes ) a variagio do ntimero de iteragdes
ndo acompanha a variagio do ntmero de pontos de quebra, tendendo a uma
estabilizacdo(Figura 8). Ji na solugdo via o mesmo algoritmo, mas agora aplicado ao
problema linear equivalente, podemos observar um aumento no nimero de iteracdes, a
medida que aumentamos o numero de pontos de quebra(Figura 9).

16
14
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. iterag
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nim
[e)]
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Figura 9

Ja as Figuras 10 ¢ 11 mostram o comportamento da funcfio objetivo a medida que
as iteragOes slo efetuadas no algoritmo interior linear por partes, o mesmo ocorrendo nas
Figuras 12 e 13 para o algoritmo aplicado no problema linear equivalente, ainda em

125



relaglio ao exemplo acima. Como ja observamos anteriormente, no caso do algoritmo de
pontos interiores linear por partes, rapidamente nos aproximamos da solu¢fio, enquanto no
caso linear isto € obtido mais lentamente.
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Conclusdes e perspectivas

Neste trabalho abordamos o problema de programacfio linear por partes, cuja
funcdo objetivo ¢ separavel e convexa e restrifa a equagdes ou inequagdes lineares.
Enfocamos métodos de pontos interiores, mostrando comos tais métodos originalmente
desenvolvidos para a programacio linear podem ser estendidos para programa lineares por
partes. Introduzimos o conceito de fronteira virtual, delimitando a regido de linearidade do
problema e permitimos que a busca unidimensional linear por partes pudesse transpor tais
fronteiras. Desta forma a estrutura linear por partes é preservada no momento de
desenvolver um método. O método de Sherali et al., em particular, foi detalhadamente
estendido e apresentamos algumas experiéncias computacionais, sugerindo um campo
frutifero de pesquisa, uma vez que em poucas iteragdes os pontos interiores gerados se
aproximam da solugéo 6tima, para entdio exigir um nimero maior de itera¢des até que um
critério de parada fosse verificado (Outros métodos de pontos interiores podem ser
empregados ). Mostramos também que a técnica proposta neste trabalho, para estender
métodos de pontos interiores, ndo pode ser obtida pela simples aplicacio do método ao
programa linear equivalente e explorando-se particularidades deste. Esta técnica, por sua
vez, pode ser empregada pelos métodos do tipo simplex, sem perda de generalidade. O
emprego de métodos de pontos interiores ao programa linear equivalente nfo permite que

os componentes das n varidveis originais atinjam seus limites. Porém, apenas um
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componente pode estar fora de seus limites na solugio 6tima (propriedade 1) e justamente
a aproximagéo final 4 fronteira exige mais iteragdes de métodos de pontos interiores. Por
outro lado, a técnica aqui proposta incorpora esta propriedade e a sequéncia obtida pode
ser vista como hibrida no programa linear equivalente, onde apenas n varidveis (um
componente para cada variavel original) se mantém nos interiores de seus intervalos de
defini¢do e os demais num de seus limites. Em outras palavras, o programa linear
equivalente ¢ rigoroso demais com as fronteiras virtuais, enquanto que nossa abordagem
considera as fronteiras virtuais apenas no momento de definigio da diregfio factivel de
descida, para em seguida abandond-las como restrigdes e incorpora-las como ndo-
diferenciabilidade a fungdo objetivo.

Apesar de sabermos que algoritmos de pontos interiores sdo realmente efetivos para
problemas grandes e esparsos, os exemplos explorados neste trabalho(pequenos) apontam
para uma aplicabilidade do algoritmo e sugerem a importincia do investimento numa
pesquisa para a solugio de problemas grandes.

O principio usado para a definigdo da dire¢io de busca pode ser aplicado na soluciio do

conhecido problema minmax. A saber
min max{f; (x), f, (x),..., £, (X)} , (119)
onde

f(x)=a;x~b;, xeR".
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A fun¢do f(x)= rnax{f1 (x).1f; (x),.... T, (x)} , com x € R?, ¢ ilustrada abaixo pela linha

em destaque.

AN
— ~=] >
f /\\fz x
f, / f;
figura 8

Observe que agora os pontos de quebra nfio estdo disponiveis como no PLP definido em
(88).

Uma abordagem comum no tratamento do problema minimax & sua transformacéo
para um programa linear e entdo especializar métodos de programa(é?io linear (pratica esta
bastante usual no tratamento da maioria dos problemas lineares por partes, como ja

observamos anteriormente). Para tanto, definimos uma nova variavel
z = max {f,(x),1,(x),...,f, (x)}

€ recaimos no seguinte programa linear
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min z
s.a. z 2 f{(x)

zz1,(x)

z=1,(x)

A extensiio de métodos de pontos interiores para o problema (119) pode ser obtida
definindo-se a regifo linear de f(x)} em torno de um ponto para a escolha da dire¢fio de

descida. Em seguida fazemos uma busca unidimensional linear por partes.

Aqui uma solugdio interior, como antes, € aquela que ndo coincide com os pontos

de quebra. Consideremos que x* seja uma tal solucfio e que
max{fl(xk),fz(xk),...,fn(xk)} = fr(xk) .

Entdo, para x préximo de x*, teremos f(x) = f.(x)=alx—b,.

A regifo linear de f(x) em torno de x* & entdo

Q= {xtai quea;x—b, < af,war}

e para a obtencfio da direcéio consideremos o seguinte problema:

min f(x) =alx-b
(x)=a, r (120)
s.a. (a,—a.)'x<b,—-b,comi=12,....,nei=r
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Vale a pena observar que toda vez que ultrapassamos pontos-de-quebra, o
problema (116) se altera, porém a direcfio d se mantém, enquanto de descida. Para que

possamos entender melhor o procedimento, vejamos:
Dada a solugdo x* e calculada a diregiio d, os pontos de nio-diferenciabilidade sio Y >0

tal que
fr(xk +Yirdk) = fi(xk + Yirdk)‘
Assim

f () + 700" = () +v,afd".

Ou ainda

_ G-
i ald—ajd

Tomamos entdo v, = min{y; |, e agora temos
1
K k k k
fr(x + Yklrd ) = fk} (X +Yk;{d )
Se afq d* < 0, entdo d" continua de descida, calculamos Yig >0

£,(x°) — £, (x°)

t gk tyk

'Yikl -

, 12k,

€ tomamos ¥, = miin{yiki } .
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Repetimos os calculos acima até que a‘kj d* > 0, onde entdo fazemos

xk+l = Xk +,de’

COm Y = O i com  <a <.

17
Um estudo mais pormenorizado do problema minmax pode vir a ser um tema de

pesquisas futuras.
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