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Resumo

CASTRO, L.N., Anilise e Sintese de Estratégias de Aprendizado para Redes Neurais
Artificiais. Campinas: FEEC, UNICAMP, Setembro de 1998. Dissertagdo de Mestrado —
Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computagdo, Universidade Estadual de Campinas,
Pp. 250.

Esta dissertacdo trata do desenvolvimento, anilise e implementagio de métodos de
treinamento para redes neurais artificiais, envolvendo principaimente métodos que
recorrem a informagdo de segunda ordem vinculadas a redes do tipo perceptron de
multiplas camadas. Como complemento ao estudo das arquiteturas com muiltiplas
camadas que utilizam treinamento supervisionado, ¢é feita uma andlise detalhada de um
modelo auto-organizado e sio propostas alternativas para alguns problemas criticos das
redes neurais artificiais, como a determinagiio da arquitetura Stima a ser utilizada na

solugéo de cada problema e métodos eficientes para a determinagio de condiges iniciais.

Os resuitados deste trabalho tém o propdsito de contribuir no sentido de anunciar a
comunidade cientifica que a drea de redes neurais artificiais estd concluindo um longo e
necessario processo de transicfio entre uma fase inicial, caracterizada pela predominincia
de aspectos empfricos, ¢ uma fase de maturidade cientifica, caracterizada pela
formalizagio teérica dos resuitados e maior proximidade com outras 4reas de atuacio

cientifica jd estabelecidas.

Palavras-chave: redes neurais artificiais, métodos de otimizac¢do nio-linear irrestrita.
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Abstract

CASTRO, L.N., Analysis and Synthesis of Learning Strategies for Artificial Neural
Networks. Campinas: FEEC, UNICAMP, Brazil, September 1998. Masters Dissertation
— Computer and Electrical Engineering School, State University of Campinas, pp.

This dissertation aims at developing, analysing and implementing training strategies
for neural networks, involving mainly methods that take into account the second order
information of feedforward multilayer perceptron networks. As a complement to the
study of multilayer architectures, a detailed analysis of a self-organized model is
performed, and some alternatives for determining optimal dimensionality of the

architecture and efficient initial conditions are also proposed.

The results of this work are supposed to contribute in the sense of annoucing to the
scientific community that the artificial neural networks field is concluding a long and
necessary transition between an initial phase, characterized by a great deal of heuristic
content, and a phase of scientific maturity, characterized by the theoretical formalization

of the results and strong interaction with other well stablished scientific fields.

Keywords: artificial neural networks, unconstrained non-linear optimization techniques.
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Capitulo 1

Introducao

Esta dissertac@o trata do desenvolvimento, anilise e implementa¢do de métodos de
treinamento para redes neurais artificiais, envolvendo principalmente métodos que recorrem
informagdo de segunda ordem vinculadas a redes do tipo perceptron de multiplas camadas.
Neste capitulo, o enfoque do trabalho serd posicionado dentro do contexto cientifico em que
se insere, serdo apresentadas as motivagdes que levaram ao seu desenvolvimento, descritos os

principais objetivos e, por dltimo, apresentada a organizacdo do texto.

1.1 Introducao

O estimulo inicial que conduziu ao desenvolvimento de modelos matemdticos de redes
neurais, denominados redes neurais artificiais, foi um esforco para entender mais
detalhadamente o funcionamento do cérebro humano. O objetivo era construir mecanismos
que operassem de modo similar, ou seja, que tomassem decisdes, processassem informacdo,
aprendessem, lembrassem e otimizassem da mesma forma e, se possivel, até de forma mais
eficiente que o cérebro humano. Tomando por base os protétipos até aqui desenvolvidos, é de
consenso geral que este objetivo ainda esta longe de ser atingido.

No entanto, continua elevado e em forte expansio o interesse na formalizacdo ¢
aplicagdo de modelos de redes neurais artificiais. A razdo para o estabelecimento desta
aparente contradi¢do € o fato do referido estimulo inicial ter dado lugar a evidéncias concretas
e convincentes acerca do enorme potencial destas estruturas quando aplicadas na andlise e
sintese de sistemas ndo-lineares e na generalizacio de resultados expressivos jd obtidos em
outras dreas de atuacfio cientifica. Dentre estas outras 4reas, destacam-se estatfstica, teoria de
informagao, teoria de aproximagfio de funcBes, teoria de processamento de sinais, teoria de
controle de processos ¢ otimizagio de sistemas.

A maturidade recentemente atingida pelas redes neurais artificiais como 4rea de
atuacdo cientifica tem levado invariavelmente ao desenvolvimento de ferramentas de
engenharia mais eficazes e 2 utilizacio mais eficiente dos recursos computacionais hoje
disponiveis, o que implica uma ampliagio sem precedentes na capacidade de manipular

informag@o em suas mais diversas formas. Estes dois fatores tém viabilizado a solucdo dos



mais variados tipos de problemas, contribuindo de forma significativa para a extensio das
fronteiras do conhecimento humano, particularmente vinculadas a 4drea de inteligéncia
computacional (ZURADA et. al, 1994).

Embora estas afirmagdes, em uma primeira andlise, se apresentem demasiadamente
pretensiosas, elas representam apenas os resultados iniciais de um processo de consolidagio

da sinergia entre teoria de sistemas nfio-lineares e teoria de computaco.

1.2 Motivagao para a Utilizacao de Redes Neurais Artificiais

Redes Neurais Artificiais (RNA's) de processamento numérico, arquitetura em camadas
e fluxo de informagfo com ¢ sem realimentagdo, produzem estruturas de processamento de
sinais com grande poder de adaptaciio e capacidade de representagdo ndo-linear. A presenca
de realimentagfo cria a possibilidade de armazenar informacdes na forma de representacdes
internas, além de introduzir dindmica no processo.

Sempre que métodos tradicionais, derivados da teoria de sistemas lineares, ndo
apresentarem bom desempenho no tratamento de problemas envolvendo, por exemplo,
aproximacfio de fungdes multivaridveis ou identificacdo e controle de sistemas dindmicos,
redes neurais artificiais do tipo descrito acima despontam como alternativas bastante
competitivas, devido principalmente a sua capacidade de representaciio de comportamentos
ndo-lineares arbitrrios.

No entanto, para explorar adequadamente esta capacidade de representagdo, é
necessdrio desenvolver algoritmos de treinamento que permitam tratar eficientemente o poder
de adaptagiio presente nessas estruturas. Para tanto, os mais eficientes métodos de otimizagfo
ndo-linear, bem como resultados derivados da teoria de sistemas nfo-lineares, sio comumente
empregados.

Algumas caracteristicas importantes presentes nas RNA's sio:

* capacidade de processamento paralelo;

+ representacdo distribuida de conhecimento;

» tolerdncia a falhas;

» possibilidade de incorporar redundéncias;

e grande capacidade de adaptacio;

¢ flexibilidade no atendimento a critérios de generalizagio; e

» possibilidade de incorporacio de poderosas ferramentas algébricas, facilitando a

anélise ¢ interpretagfio dos resultados,
2




Certamente, essas caracteristicas nio sfo exclusivas das redes neurais artificiais, Estdo
presentes, a0 menos em parte, em intmeros outros modelos aplicados aos mesmos propésitos,
incluindo modelos lineares.

Apesar disso, quando comparado aos tradicionais modelos lineares, qualquer modelo
ndo-linear adequadamente projetado ¢ potencialmente capaz de produzir melhor desempenho.
Esta afirmacdo, apesar de verdadeira, nfo contempla nenhum critério de ordem pratica,
justificando o predominio histérico de abordagens lineares no tratamento de problemas
inerentemente ndo-lineares.

Conclui-se, entdo, que qualquer iniciativa de reverter este quadro, ou seja, de explorar a
maior capacidade potencial das abordagens ndo-lineares, incluindo aquelas baseadas em redes
neurais artificiais, deve invariavelmente estar associada a motivacdes de ordem pritica. E por
esta razdo que o atual crescimento de interesse no estudo e implementaciio de abordagens
conexionistas € justificado comn base no aumento proporcional de poder de processamento a
baixo custo.

A eficdcia das ferramentas de engenharia, baseadas nos conceitos mais avancados de
redes neurais artificiais, se manifesta na forma de dois aspectos bésicos: reducio dréstica da
participaco do usudrio (geralmente nio-especializado) em seu desenvolvimento e capacidade

de determinacio automdtica da complexidade dos problemas a serem tratados.

1.3 Motivagdo para o Estudo de Redes Neurais Artificiais

Os métodos tradicionais, seqiienciais e baseados em I6gica bindria, sio bem sucedidos
em diversas dreas, mas falham na resolucio de determinados tipos de problemas. O
desenvolvimento de redes neurais artificiais iniciou-se aproximadamente hi 55 anos. Os
primeiros sucessos foram ofuscados pelo rdpido desenvolvimento da computacdo digital.
Dividas levantadas acerca do potencial dos primeiros modelos também fizeram com que a
drea sofresse um certo atraso de desenvolvimento.

Conforme os computadores modernos tornaram-se mais poderosos, os cientistas foram
desafiados a utilizar estas maquinas para realizar tarefas desempenhadas pelos processos
cognitivos humanos. Baseados em exemplos, juntamente com algum “professor”, podemos
aprender facilmente a reconhecer a letra A. Uma maior experiéncia permite-nos refinar nossas
respostas e melhorar nossa representagdo da informago. Somos capazes de agrupar padrBes

similares até mesmo sem um professor.



Embora sendo capazes de descrever regras atrav€s das quais tomamos certas decisdes,
estas ndo refletem necessariamente os processos que estdo sendo usados. A representaciio de
conhecimentos através de regras possul a desvantagem de ser implementada de forma
seqliencial e geralmente muito simplificada, onde cada regra representa uma parte do
conhecimento como uma sentenga condicional, e cada chamada as regras uma seqiiéncia de
acOes (PATTERSON, 1990).

O interesse recente pelas redes neurais artificiais pode ser atribuido a varios fatores:

* técnicas de treinamento foram desenvolvidas para as arquiteturas mais sofisticadas,
capazes de resolverem os problemas que causaram o descrédito dos primeiros
modelos;

» contribui¢des provenientes de outras dreas tém guiado o processo de formalizagdo
dos resultados, substituindo procedimentos empiricos de validagdo;

e a tecnologia atualmente disponivel pode ser utilizada para construir hardware
especifico para redes neurais artificiais;

® a0 mesmo tempo que o progresso da computacido cldssica tornou o estudo das
RNA's mais promissor, limitagdes encontradas no processamento inerentemente
seqiiencial destas mdquinas, motivaram novos rumos na pesquisa em redes neurais;

* as mais recentes abordagens sobre computagdo paralela podem se beneficiar do

estudo dos sistemas neurais bioldgicos, que sdo inerentemente paralelos.

1.4 Objetivos do Trabalho

Os resultados deste trabalho tém o propésito claro de contribuir no sentido de anunciar &
comunidade cientifica que a drea de redes neurais artificiais estd concluindo um longo e
necessario processo de transicdo entre uma fase inicial, caracterizada pela predominincia de
aspectos empiricos, e uma fase de maturidade cientifica, caracterizada pela formalizacéo
tedrica dos resultados e maior proximidade com outras dreas de atuacfio cientifica jd
estabelecidas.

A necessidade de aplicaciio das redes MLP a problemas do mundo real, ou problemas
que necessitam de respostas em um perfodo de tempo curto (tempo real), é apenas um dos
fatores que inviabilizam a utilizacdo do algoritmo de treinamento cldssico para a
aprendizagem deste tipo de rede. O principal objetivo deste trabalho é apresentado nos

Capitulos 3, 4, 5 e 6, em que sdo abordados vdrios métodos para o treinamento de redes do

tipo perceptron de miltiplas camadas (MLP, do inglés MultiLayer Perceptron). Particular
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énfase serd dada aos métodos cujas propriedades de convergéncia sido comprovadamente
superiores as do algoritmo classico quando aplicados a uma grande variedade de problemas de
treinamento. Este trabaltho também aborda os problemas de minimos locais, capacidade de
generalizagdo e critérios de parada no treinamento, determinacdo do nimero dtimo de
unidades intermedidrias (algoritmos construtivos com etapas de poda) e implementacdio em
paralelo. Apresenta, ainda, estratégias a serem utilizadas em conjunto com os métodos de
aceleragfio da aprendizagem para reduzir os efeitos destas limitacdes.

Especial aten¢fio serd dada a formalizago matemitica, abrangendo diversas 4reas de
atuagdo cientifica, como teoria de otimizagdo cldssica, teoria de aproximacio de fungdes e
teoria de andlise numérica. Ao contririo de muitas variagdes do algoritmo original baseadas
em técnicas empiricas, os métodos apresentados ndo requerem a definicio de pardmetros
pelos usudrios e possuem propriedades de estabilidade e convergéncia bem definidas.

Os tépicos relativos & rede MLP visam apresentar:

» os principios envolvidos no projeto de algoritmos de treinamento eficientes para

redes do tipo MLP (Capitulo 3);

* aimplementacdo de uma grande variedade de métodos de segunda ordem (incluindo
métodos de gradiente conjugado, quase-Newton e Newton), (Capitulos 3 e 4);

* acompreensdc dos méritos dos algoritmos de segunda ordem, derivados de teorias
avancadas de otimizagio e comparados com os métodos convencionais de
treinamento (Capitulo 5);

* o estudo da capacidade de generalizagdio dos modelos de redes neurais resultantes
(Capitulo 6);

* a comparagdo de desempenho de diferentes algoritmos de treinamento quando
aplicados a vérios problemas cldssicos e de natureza distinta (Capitulos 3 e 9);

* estratégias de reducfio dos efeitos de minimos locais (Capitulo 7);

¢ estratégias de determinagio da dimensio 6tima das arquiteturas empregadas
(Capitulo 7) e

¢ estudos preliminares sobre a implementagio em paralelo destas arquiteturas
(Capitulo 7).

Outra contribuigfio relevante apresentada no Capitulo 7 € a proposta de um método de

inicializagéio do conjunto de pesos das redes MLP que visa explorar correlagBes presentes no

conjunto de dados e proporcionar aos neur6nios a capacidade de utilizar informagdes contidas

5



nas proprias amostras de treinamento para gerar um vetor inicial de parfmetros mais
adequado 2 tarefa a ser desempenhada. Grande parte dos diferentes métodos de inicializacdo ‘
do processo de treinamento que se encontram na literatura desprezam as informagtes
existentes nos dados e consideram apenas a arquitetura de rede que estd sendo utilizada para
definir os pesos iniciais. A abordagem ¢é baseada em procedimentos estatisticos, validados
pelos resultados experimentais obtidos.

Para finalizar este trabalho serd feito um estudo sobre os mapas auto-organizdveis de
Kohonen (SOM, do inglés Self-Organizing Maps) no Capitulo 8, cujo treinamento é do tipo
ndo-supervisionado, e serd proposto um método de determinagdo da arquitetura minima, ou
quase-minima, para este tipo de rede. Ainda utilizando os SOM's apresentaremos uma nova
estratégia de inicializa¢do para o método de aprendizagem baseado em modelos de projecio
que serd estudado no Capitulo 7. Este método visa explorar a0 maximo o espago inicial de
solugdes, gerando vetores aproximadamente uniformemente distribuidos em um espaco
multidimensional, e serd apresentado no Capitulo 8.

As redes auto-organizdveis de Kohonen sio muito utilizadas para mapear um conjunto
de dados de entrada em regides definidas em um mapa de saida. Em outras palavras,
desejamos agrupar os dados que possuem caracteristicas semelhantes em regides préximas do
espago de saida. Neste contexto, a determinac@o da dimensdo do espago de mapeamento de
saida permanece uma incégnita, ¢ uma escolha inadequada desta dimensdo pode levar a
redundincias nas solucdes, assim como a um desperdicio do potencial computacional
utilizado na modelagem da estrutura. A estratégia proposta desempenha uma andlise
estatistica do mapeamento feito pela rede durante o treinamento ¢ verifica se existe ou nio a
necessidade de eliminar unidades redundantes, ou seja, que representam o mesmo grupo de
dados.

1.5 Organizacao do Texto

Esta dissertacdo estd estruturada em dez capitulos, um apéndice e um relatério técnico
da seguinte maneira:

Capitulo 1

Uma introducdo concisa dos propositos do trabalho, juntamente com as motivagdes para

o seu desenvolvimento sdo apresentadas. O contetfido da dissertagio é apresentado e

detalhado.




Capitulo 2

E feita uma discussdo introdutéria sobre redes neurais artificiais, objetivando fornecer a
formalizagdo matemdtica necessdria ao resto do trabalho desenvolvido. Um breve histérico,
assim como as caracterfsticas principais dos modelos de redes neurais artificiais e
consideragbes sobre a representacio do conhecimento também serfio apresentados. Este
capitulo aborda alternativas para o critério de parada “cldssico” que é o erro quadritico médio,
cobrindo assim um tépico que € omitido de alguns textos introdutérios sobre redes neurais
artificiais.

Capitulo 3

Neste capitulo sdo descritos e analisados vdrios métodos de otimizacdo nio-linear
irrestrita para o freinamento supervisionado de redes do tipo MLP. So considerados os casos
em que estes meétodos podem ser implementados utilizando procedimentos de busca
unidimensional do passo de ajuste. Ndo objetivamos indicar diretamente a eficiéncia destes
algoritmos em uma dada aplicacdo, mas analisar suas principais propriedades e definir o
escopo de aplicacfo.

Capitulo 4

Neste capitulo serdo feitos estudos sobre a determinagio adequada do passo de ajuste
utilizado no algoritmo de retro-propagagio e nos métodos de otimizacio estudados no
Capitulo 3. Virias técnicas podem ser sugeridas para o ajuste de pardmetros durante o
treinamento, de forma que o passo de ajuste e a diregfio de busca sejam alterados.

Capitulo 5

Este capitulo analisa o treinamento de redes MLP sob o ponto de vista numeérico, em
particular os problemas de condicionamento, armazenagem eficiente da informagdo de
segunda ordem, escalonamento e esfor¢o computacional. Uma interpretacio geométrica para
os problemas mal-condicionados € fornecida. Por iltimo, sio apresentadas técnicas de andlise
dos dados utilizados no processo de treinamento da rede.

Capitulo 6

Neste capitulo serdo vistos alguns critérios utilizados pelos procedimentos de validacgdo
cruzada e feitos comentdrios gerais sobre a teoria de regularizagio, regras para apresentagio
de resultados e problemas cldssicos de teste (benchmarks) utilizados pela comunidade

cientifica voltada para o estudo de RNA's.



Capitulo 7

O objetivo deste capitulo € fazer uma andlise geral sobre as principais limitagdes que
dificultam ou impedem a utilizacdo das redes do tipo MLP. Sio analisados diferentes métodos
de inicializag@o do conjunto de pesos da rede e um novo método € proposto. Sio estruturados
também algoritmos para a determinagio Otima da arquitetura e a capacidade de
implementacio paralela dos algoritmos.

Capitulo 8

Neste capitulo é apresentada uma descricdo dos mapas auto-organizdveis de Kohonen,
assim como é proposto um método de poda para esta rede, cujo objetivo principal é a
determinagfio de uma arquitetura minima capaz de resolver o problema abordado. Ainda
utilizando os SOM's, apresentaremos uma nova estratégia de inicializacdio para o método de
aprendizagem baseado em modelos de projecio (PPL), estudado no Capitulo 7.

Capitulo 9

Este capitulo contém todos os resultados experimentais obtidos durante os processos de
simulacdo (sintese) de algoritmos e arquiteturas estudados e propostos.

Capitulo 10

E apresentada uma andlise geral dos resultados obtidos durante todo o desenvolvimento
do trabalho e sdo discutidas propostas de generalizagdo das técnicas apresentadas e
desenvolvidas. Perspectivas e propostas de trabalhos futuros também sdo sugeridas.

Apéndice

As defini¢Ges e axiomas apresentados neste apéndice representam uma coletinea de
conceitos bdsicos de dlgebra linear, fundamentais para a formulagdo de boa parte dos
resultados apresentados neste estudo. A inclusiio destes conceitos na forma de apéndice se
justifica pela sua utilizagio generalizada na apresentacio dos resultados principais deste
trabalho.

Relatorio Técnico

O relatério técnico contém o codigo dos principais algoritmos e fungdes implementadas
neste estudo. Todos os algoritmos e funcdes apresentados estdo codificados sob a forma de
programas para o software Matlab®, ndo sendo necessdrio recorrer a nenhuma fungio

especifica de pacotes suplementares (foolboxes).




Capitulo 2

Redes Neurais Artificiais

Este capitulo apresenta uma breve introdugiio sobre os conceitos bésicos da teoria de
redes neurais artificiais e inicia o estudo do assunto principal deste trabalho — o treinamento
de redes do tipo perceptron de miltiplas camadas. O perceptron de multiplas camadas & a
arquitetura de redes neurais artificiais mais utilizada. Sua popularidade é atribuida ao fato de
que tem sido aplicada com sucesso a uma grande variedade de problemas de processamento
de informagdo, incluindo classificagdo de padrdes, aproximagdo de funcdes e previsdo de
séries temporais. A derivacio do algoritmo de retro-propagacio e consideraces sobre as
virtudes e limitagdes das redes do tipo perceptron de miltiplas camadas serfio brevemente

comentadas.

2.1 introducao

Uma rede neural artificial (RNA) € um sistema de processamento de informagdo que
possui algumas caracteristicas de desempenho em comum com as redes neurais biol6gicas. Os
modelos neurais artificiais t8m como principal fonte de inspiracio as redes neurais biol6gicas.
A Figura 2.1 apresenta um modelo de um neurdnio biolégico com a seqiiéncia de propagacao
dos sinais pela célula.

A natureza das RNA's faz com que seu estudo seja multidisciplinar, envolvendo
pesquisadores de diversas dreas, como neurofisiologia, psicologia, fisica, computacio e

engenharia.

Entrada de outros neurdnios Safda para outros neurdnios

Ramificagdes terminais

\ / Corpo celular

Figura 2.1: Célula neural biolégica com a seqiiéneia de propagacio do sinal.
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Neurofisiologistas e psicélogos estdo particularmente interessados em compreender o
funcionamento do sistema neural humano. As caracteristicas de resposta a estimulos
apresentada por neurdnios individuais, bem como redes de neurdnios, séo alvo de estudo dos
neurofisiologistas, enquanto os psicélogos estudam funcdes do cérebro no nivel cognitivo e
estdo interessados na utilizacfo de técnicas baseadas em redes neurais para criar modelos
detalhados do comportamento humano.

Cientistas da area de computacio t€m em vista a construgo de computadores dotados
de processamento paralelo, buscando superar as limitagdes impostas pelos computadores
atuais, que realizam processamento serial em nivel simbdlico.

Inspirados na habilidade apresentada pelos seres humancs e outros animais no
desemnpenho de fun¢bes como o processamento de informagdes sensoriais e a capacidade de
interaco com ambientes pouco definidos, os engenheiros estdo preocupados em desenvolver
sistemas artificiais capazes de desempenhar tarefas semelhantes. Habilidades como
capacidade de processamento de informacOes incompletas ou imprecisas e generalizagfo sio

propriedades desejadas em tais sistemas.

2.2 Um Breve Histoérico

As redes neurais artificiais passaram por um interessante processo de evolugio,
marcado por um perfodo de grande atividade seguido por anos de estagnacio nas pesquisas €
pelo ressurgimento do interesse cientifico como conseqiiéncia do desenvolvimente de novas
tecnologias e fundamentos tedricos. A seguir, é apresentado um breve histérico da pesquisa
em redes neurais, sendo enfatizados alguns resultados e conceitos considerados relevantes no
desenvolvimento deste trabalho (VON ZUBEN, 1993).

Alguns dos mais destacados pesquisadores envolvidos no estudo e aplicacio de redes
neurais nas ultimas trés décadas estdo relacionados na Tabela 2.1. Esta tabela € dividida de
forma a ressaltar o periodo cronolégico mais significativo na atividade cientifica de cada
pesquisador, e € tomada como base no processo de segiienciamento histérico.

Entradas
X1

.._E Saida gx)

Funcfo de Ativagio ()

Pesos das conexdes

Figura 2.2: Representaciio funcional de um neurdnio,
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MCCULLOCH & PITTS (1943) projetaram a estrutura que € conhecida como a primeira
rede neural. Estes pesquisadores propuseram um modelo de neurdnio como uma unidade de
processamento bindria (veja Figura 2.2) e provaram que estas unidades sfio capazes de
executar muitas das operagdes 16gicas. Este modelo, apesar de muito simples, trouxe uma
grande contribui¢do para as discussbes sobre a construgfio dos primeiros computadores
digitais, permitindo a criagio dos primeiros modelos mateméticos de dispositivos artificiais
que buscavam analogias bioldgicas.

Em 1948, N. WIENER (1948) criou a palavra cibernética para descrever, de forma
unificada, controle e comunicagio nos organismos vivos e nas maquinas.

Em 1949, D. O. HEBB (1949) apresentou uma hipétese a respeito da maneira com que a
forca das sinapses no cérebro se alteram em resposta & experiéncia. Em particular ele sugeriu
que as conexles entre células que sdo ativadas ao mesmo tempo tendem a se fortalecer,
enquanto que as outras conexdes tendem a se enfraquecer. Esta hipitese passou a influir

decisivamente na evolucfio da teoria de aprendizagem em redes neurais artificiais.

Tabela 2.1: Histéria da pesquisa em redes neurais

1943 McCulloch e Pitts
1948 Wiener

1949 Hebb

1957 Rosenblatt
1958 Widrow e Hoff
1969 Minsky ¢ Papert

Kohonen, Grossberg,

Widrow, Anderson,
1960-1980 Caianiello, Fukushima,
Igor Aleksander
1974 ‘Werbos
1982 Hopfield
1986 Rumelhart e McClelland
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Pesos das conexdes

f Y >

*

Limiar (yg)

Figura 2.3: O perceptron.

Em 1957, ROSENBLATT (1957) introduziu uma nova abordagem para o problema de
reconhecimento de padrdes com o desenvolvimento do perceptron, cuja representacio
diagramatica € apresentada na Figura 2.3. Rosenblatt também propds um algoritmo para o
ajuste dos pesos do perceptron e provou sua convergéncia quando os padrdes sfio linearmente
separdveis. Por volta do mesmo perfodo, B. WIDROW (1962) e seus colaboradores
desenvolveram o adaline (Adaptive Linear Element).

Apesar do sucesso do perceptron ¢ do adaline, a pesquisa em redes neurais passou
gradualmente a conviver com dois problemas fundamentais. Devido ao fato de a maior parte
das pesquisas até entdio desenvolvidas ser de natureza heuristica, o primeiro problema estava
vinculado a caréncia de resultados tedricos que justificassem a manutengdo do interesse
cientifico pela drea, o que ocasionou a redugdo na producio de novas idéias. O segundo
problema, e talvez o de maior significado histérico, foi a expectativa exagerada criada pelos
proprios pesquisadores desta drea, nfio acompanhada de resultados 2 altura, o que acelerou a
queda de financiamentos para pesquisa. Mas foi apés a publicagio, em 1969, do livro
“Perceptrons” de autoria de M. L. MINSKY & S. A. PAPERT (1969), que as pesquisas na drea
de redes neurais sofreram uma retracfio significativa. Neste livro, conceitos de matemdtica
moderna como topologia e teoria de grupo sfio aplicados com o objetivo de analisar as
capacidades adaptativas e computacionais de neurdnios do tipo apresentado na Figura 2.3.
Como resultado, os autores demonstraram que o perceptron, apesar de ser capaz de executar
as operagGes booleanas AND e OR, nfio ¢ capaz de executar outras operacdes elementares,
como XOR (OU-exclusivo). Além disso, esses autores nfo acreditavam que uma arquitetura
adequada, juntamente com um algoritmo de ajuste de pesos, pudessem ser desenvolvidos de

forma a superar esta limitacio. Apés a publicagdo destes resultados, a maior parte dos
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pesquisadores da drea de redes neurais passou a buscar alternativas dentro do campo da
engenharia e, principalmente, da l6gica matemdtica, que, na época, encontrava-se em franca
expansdo devido as grandes conquistas realizadas na drea de computacio.

Apesar deste €xodo generalizado, um nimero de pesquisadores continuou a trabalhar
com redes neurais nos anos 70. Os nomes de T. Kohonen (Finlandia), S. Grossberg, B.
Widrow e J. Anderson (Estados Unidos), E. Caianiello (Itdlia), K. Fukushima (Japdo) ¢ igor
Aleksander (Inglaterra) estdo associados a este perfodo.

Nos anos 80, muitos fatores contribuiram para o ressurgimento definitivo das
pesquisas em redes neurais:

* neurofisiologistas foram adquirindo um maior conhecimento sobre o

processamento de informagfes nos organismos vivos;

* avangos tecnolégicos tornaram disponivel um maior potencial computacional a

baixo custo, viabilizando ou facilitando simulac@es e testes com modelos neurais e

* novas teorias para a implementacio de algoritmos adaptativos foram

desenvolvidas, permitindo a aplicagio em sistemas reais.

O ganhador do Prémio Nobel J. HOPFIELD (1982), do Instituto de Tecnologia da
Califérnia, juntamente com D. TANK, um pesquisador da AT&T, desenvolveram grande
quantidade de modelos de redes neurais baseadas em pesos fixos e ativaces adaptativas.
Estas redes podem servir como memorias autoassociativas e serem usadas para resolver
problemas de otimizagdo restrita como o caso do “Caixeiro Viajante” (URL 3). A rede de
Hopfield pode ser considerada como um sistema dinimico com um nimero finito de estados
de equilibrio, de forma que o sistema invariavelmente ird evoluir para um destes estados ou
para uma seqliéncia periédica de estados a partir de uma condicfo inicial. E também natural
que a localizagdo destes estados de equilibrio possa ser controlada pela intensidade das
conexdes (pesos) da rede neural.

A conclusio interessante adotada por Hopfield foi que tais estados de equilibrio
podem ser utilizados como dispositivos de meméria. De forma distinta daquela utilizada pelos
computadores convencionais, em que o acesso a informagfio armazenada se d4 por meio de
um endereco, o acesso ao contetido da meméria de uma rede de Hopfield se dd permitindo
que a rede evolua com o tempo para um de seus estados de equilibrio. Tais modelos de

memoria sdo denominados memdrias enderegdveis por contetido.
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Figura 2.4: Rede Neural de Hopfield.

O trabalho de Hopfield com este tipo de rede simétrica recorrente atraiu,
principalmente, matemdticos € engenheiros para a pesquisa nesta drea, e as redes de Hopfield
foram estudadas como memérias distribuidas e também utilizadas como ferramentas na
solucdo de problemas de otimizac#o restrita.

No entanto, o fato que efetivamente colocou a drea de redes neurais como uma das
prioritirias na obteng¢@o de recursos foi o desenvolvimento de um método para ajuste de
pardmetros de redes ndo-recorrentes de miltiplas camadas. Este método, baseado em um
algoritmo denominado retro-propagacfio (backpropagation), tornou-se largamente conhecido
ap6és a publicagdo, em 1986, do livro Parallel Distributed Processing, editado por J. L.
MCCLELLAND & D. E. RUMELHART (1986a-1986b), fazendo com que pesquisadores das mais
diferentes dreas passassem a visualizar interessantes aplicacOes para redes neurais artificiais.
A importéncia deste método justifica um tratamento mais aprofundado, a ser desenvolvido nas

proximas secoes.

2.3 Caracteristicas Principais
As redes neurais artificiais t8m sido desenvolvidas como generalizagbes de modelos
matematicos da cogni¢fio humana ou biologia neural, assumindo que:
¢ 0o processamento da informagfio ocorre em vérios elementos chamados neurénios;
» 0s sinais sdo propagados de um elemento a outro através de conexdes,
¢ cada conexdo possui um peso associado, que, em uma rede neural tipica, pondera o

sinal transmitido; e
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* cada neurénio (ou unidade) aplica uma fun¢do de ativa¢do (geralmente niio-linear)
a sua entrada de rede (soma ponderada dos sinais de entrada) para determinar sua
saida.

Uma rede neural pode ser caracterizada por trés aspectos principais: (1) o padrio de
conexdes entre as unidades (arquitetura), (2) o método de determinaciio dos pesos das
conexdes (algoritmo de treinamento ou aprendizado) e (3) sua fungdo de ativacdo.

Os modelos neurais artificiais oferecem um paradigma atrativo, pois “aprendem” a
resolver problemas através de exemplos.

O treinamento de RNA's pode ser dividido em;

* supervisionado: necessita de um “professor” durante a fase de aprendizagem, que

antecede a utilizacio (execucdio) da rede; e

* ndo-supervisionado: direcionado por correlagdes existentes nos dados de entrada e,

portanto, ndo necessita de um “professor”.

Existem virios tipos de modelos de RNA's atualmente. Novos modelos (ou pelo
menos variagbes de alguns ji existentes) sio propostos constantemente. A seguir
apresentamos uma lista com algumas das arquiteturas mais conhecidas até hoje. A distin¢do
principal entre os modelos citados refere-se ao tipo de treinamento (URL 1),

Treinamento ndo-supervisionado:

I} Redes recorrentes:

e Grossberg Aditivo (AG)

® Adaptive Resonance Theory (ART1)

¢ Hopfield Simétrico e Assimétrico (DH/CH)

e Memoéria Associativa Bidirecional (BAM)

* Meméria Associativa Temporal (TAM)

* Mapa Auto-organizdvel de Kohonen (SOM)

* Aprendizado Competitivo

2) Redes somente com propagagio positiva (feedforward):

e Learning Matrix (LM)

Driver-Reinforcement Learning (DR)

LJ

Meméria Associativa Linear (LAM)

Counterprogation (CPN)
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Treinamento Supervisionado:

1) Redes Recorrentes:

* Mijquina de Boltzmann (BM)

o  Mean Field Annealing (MFA)

e Cascade Correlation Recorrente (RCC)

» Aprendizado Recorrente em Tempo Real (RTRL)
s Filtro de Kalman Recorrente (EKF)

2) Redes somente com propagacdo positiva (feedforward):
e Perceptron

o Adaline, Madaline

e Retro-propagacio — Backpropagation (BP)

¢ Miquina de Cauchy (CM)

s Artmap

+ Rede Logica Adaptativa (ALN)

o Cascade Correlation (CasCor)

e Filtro de Kalman (EKF)

e Learning Vector Quantization (LVQ)

» Rede Neural Probabilistica (PNN)

2.4 Redes do Tipo Perceptron de Mdltiplas Camadas (MLP)

As arquiteturas do tipo perceptron de miltiplas camadas (MLP) constituem os modelos
neurais artificiais mais utilizados e conhecidos.

Tipicamente, esta arquitetura consiste de um conjunto de unidades sensoriais que
formam uma camada de entrada, uma ou mais camadas intermedidrias (ou escondidas) de
unidades computacionais ¢ uma camada de safda. Os sinais de entrada sdo propagados
camada a camada pela rede em uma direcio positiva, ou seja, da entrada para a saida. Esta
arquitetura representa uma generalizacio do perceptron apresentado anteriormente.

As redes do tipo MLP tem sido utilizadas com sucesso para a solucdo de vdrios
problemas envolvendo altos graus de nfo-linearidade. Seu treinamento é do tipe
supervisionado e utiliza um algoritmo muito popular chamado retro-propagacio do erro (error
backpropagation). Este algoritmo € baseado numa regra de aprendizagem que “corrige” o erro

durante o treinamento (HAYKIN, 1994).
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Basicamente, o processo de retro-propagagfio do erro é constituido de duas fases: uma
fase de propagacfo do sinal funcional (feedforward) e uma de retro-propagacio do erro
(backpropagation). Na fase positiva, os vetores de dados sdo aplicados 3s unidades de
entrada, ¢ seu efeito se propaga pela rede, camada a camada. Finalmente, um conjunto de
saidas € produzido como resposta da rede. Durante a fase positiva, os pesos das conexées sio
mantidos fixos. Na retro-propagagdo do erro, por outro lado, os pesos sdo ajustados de acordo
com uma regra de corregiio do erro. Especificamente, a resposta da rede em um instante de
tempo € subtraida da saida desejada (farget) para produzir um sinal de erro. Este sinal de erro
¢ propagado da saida para a entrada, camada a camada, originando o nome “retro-propagacio
do erro”. Os pesos sdo ajustados de forma que a distincia entre a resposta da rede e a resposta
desejada seja reduzida.

Uma rede do tipo MLP possui trés caracteristicas distintas:

e funcdo de ativacdo;

¢ niimero de camadas e unidades intermedidrias e

s forma das conexdes.

2.4.1 Funcao de Ativacao

O modelo de cada unidade da rede pode incluir uma ndo-linearidade na sua saida. E
importante enfatizar que a ndo-linearidade deve ser suave, ou seja, diferencidvel,
diferentemente da funcdo sinal utilizada pelo perceptron original.

A fungio de ativagdo representa o efeito que a entrada interna e o estado atual de
ativagdo exercem na definicdo do préximo estado de ativacio da unidade. Quando
propriedades dindmicas estdo envolvidas na defini¢io do estado de ativagio, equagdes
diferenciais (caso continuo) ou a diferencas (caso discreto) siio empregadas. Tendo em vista a
simplicidade desejada para as unidades processadoras, geralmente define-se seu estado de
ativagdo como uma fungio algébrica da entrada interna atual, independente de valores
passados do estado de ativagio ou mesmo da entrada interna. Geralmente, esta funcio é
monotonicamente ndo-decrescente e apresenta um tipo de nio-linearidade associada ao efeito
da saturagfo. A seguir sdo descritos alguns tipos de fungfio de ativacdo empregados na

literatura para as arquiteturas do tipo MLP (KOSKO, 1992; HAYKIN, 1994).

17



Funcao Linear
Este tipo de fun¢do de ativagdo € muito utilizado nas unidades que compdem a camada

de saida das arquiteturas MLP.
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Figura 2.5: (a) Funcio linear. (b) Sua derivada em relagio a entrada interna.

A saida linear com p = 1 simplesmente repete o sinal que entra no neurdnio na sua
saida. A Figura 2.5 apresenta saidas lineares e suas derivadas.
A expressio para esta fungdo de ativacio e sua derivada é:

f&x)=px, [f'(x)=p

Funcao Logistica

A Figura 2.6 (a) mostra que a fungfo logistica possui intervalo de variacio entre O e 1.
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Figura 2.6: (a) Funcio logistica. (b) Sua derivada em relacio a entrada interna.
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A origem deste tipo de fungido estd vinculada & preocupagio em limitar o intervalo de
variagdo da derivada da fungfio, pela inclusdo de um efeito de saturagfio. Sua derivada

também ¢ uma fun¢io continua (ver Figura 2.6).

px
fF=——er=>l  pm=prw-rw)

I+e* 1+

Funcéio Tangente Hiperbélica

Pelo fato da funcfo logistica apresentar valores de ativa¢do apenas no intervalo (0, 1),
em muitos casos ela € substituida pela func@io tangente hiperbélica, que preserva a forma
sigmoidal da fung¢o logistica, mas assume valores positivos e negativos (f(x) € (-1, 1)). A
fungao tangente hiperbélica e sua derivada (ver Figura 2.7) sfio dadas pelas expresses:

-px

Px _
f@=" s, F@=pl-£0?)
e’ e

Em todas as redes implementadas e testadas neste trabalho utilizou-se funcio de
ativacio linear na saida da rede. A fungdo tangente hiperbélica foi a escolhida para as
unidades intermedidrias das redes do tipo MLP fixas. No Capitulo 7, sio feitos estudos sobre
modelos construtivos de redes, onde alguns destes modelos utilizam fungdes de ativacéo
diferentes da tangente hiperbélica na camada intermedidria. Estes modelos serio
especificados nas segBes correspondentes 2 sua descrigdo.

A fungdo tangente hiperbdlica pode ser transladada para o intervalo (0, 1), assim como

a funcdo logistica pode ser transladada para o intervalo (-1, 1).
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Figura 2.7: (a) Funcio tangente hiperbélica. (b) Sua derivada em relagdo a entrada interna.
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Funcdo Arco-Tangente

Esta fungio possui valores de ativagdo no intervalo (-1/2, 7/2), e pode ser apresentada
como uma alternativa 2 funco tangente hiperbdlica para a implementagio computacional,
pois requer menos cdlculos para sua elaboragfio. Comparagdes sucintas entre o tempo de
processamento das fungdes tanh(.), atan(.), e logistica mostram que a funcdo atan(.) possui o
menor tempo de processamento, seguida da fungdo logistica e por iltimo a func¢@o tangente
hiperbdlica.

A funcio arco tangente ¢ dada pela expressfio abaixo:

fw=atan(px)  F(0)=p—s
1+x

(a) (b)

Figura 2.8: (a) Funcdo arco-tangente (atan). (b) Sua derivada em relac@o a entrada interna.

Os limites dos intervalos da funcfio apresentada acima podem ser transladados para o

intervalo (-1,1) comumente utilizado.

2.4.2 Nogodes Gerais

A Figura 2.9 apresenta uma arquitetura do tipo MLP com duas camadas
intermedidrias. A rede apresentada aqui possui todas as conexdes, o que significa que um
neurdnio em qualquer camada da rede est4 conectado a todas as outras unidades (neurdnios)
na camada anterior. O fluxo de sinais através da rede € feito positivamente, da esquerda para a

direita, camada a camada.
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Camada Primeira Segunda Camada
de entrada camada camada de saida
escondida escondida

Figure 2.9: Arquitetura MLP com duas camadas intermedidrias.

A Figura 2.10 mostra apenas uma parte da rede. Nesta rede, dois tipos de sinais podem
ser identificados:

* sinal funcional: um sinal funcional é um sinal de entrada (estimulo) que chega na
entrada e € propagado positivamente (neurdnio a neurdnio) através da rede, e
aparece na saida como um sinal de saida.

* sinal de erro: os sinais de erro originam-se nas saidas e sio retro-propagados
(neurdnio a neurbnio) através da rede.

A camada de entrada geralmente é composta por neurdnios sensoriais, ou seja,
unidades que ndo modificam os sinais externos, apenas os distribuem para a primeira camada
intermedidria. As unidades de sajda constituiem a camada de saida da rede, e as demais
unidades constituem as camadas intermedidrias. As camadas intermedidrias sio todas aquelas
que ndo fazem parte da entrada e nem da safda.

Cada unidade intermedidria ou de safda é responsavel por duas tarefas:

* calcular o sinal na saida da unidade, que geralmente é expresso como uma funciio

ndo-linear do sinal de entrada e pesos sindpticos associados e

* calcular uma estimativa instantdnea do vetor gradiente, que é necessirio para a
retro-propagacio do erro através da rede.

Para facilitar a derivagio da regra de retro-propagagio, primeiramente apresentamos um

resumo da notacfio utilizada.

21



—— Propagacio do sinal funcional
-~~~ Retro-propagacio do erro

Figura 2.10: Ilustracdo das direcdes de propagagdo do sinal funcional e do erro.

Notacéo
i, indices referentes a diferentes neurdnios da rede
n n-ésimo vetor de entrada (iteracdo)
N niamero de amostras (padrdes de treinamento)
M niimero de camadas
yi{n) sinal de saida da unidade j na iteragio n
ein) sinal de erro da unidade de saida j na iteracio n

wifn)  peso sindptico conectando a saida da unidade i 4 entrada da unidade j na iteracio n

u{n) ativagfo da unidade j na iterago #; sinal a ser aplicado 2 nio-linearidade
1) fungio de ativagio associada i unidade j

X matriz de dados de entrada (amostras de treinamento)

S matriz de dados de saida (saidas desejadas)

xi(n) i-€simo elemento do vetor de entradas

s{n) Jj-ésimo elemento do vetor de saidas
o taxa de aprendizagem
Todas as letras mindsculas em negrite (a, b, ¢) representam vetores, as letras
mainisculas em negrito (A, B, C) denotam matrizes e as letras em itdlico (a, b, ¢) representam
escalares.
As matrizes W" (param = 0, 1, ..., M - 1; onde M € o nidmero de camadas da rede)
possuem dimensdo §™*' x §”, onde $° = niimero de entradas da rede; e os vetores b™ possuem

dimensdo 8™ * ! x 1.
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2.4.3 Derivagao do Algoritmo de Retro-Propagacéo (Backpropagation)

O algoritmo a ser apresentado representa uma forma eficiente e elegante de
implementagdo computacional da regra da cadeia, principalmente quando a ferramenta
utilizada possui capacidade de processamento matricial, como os pacotes Matlab® e
Mathematica®.

Para simplificar o desenvolvimento do algoritmo de retro-propagacéo, utilizaremos a
notagio abreviada para uma arquitetura genérica com trés camadas (ver Figura 2.11)
(DEMUTH & BEALE, 1993; HAGAN et. al., 1997),

Para redes de miltiplas camadas, a saida de uma camada torna-se a entrada da camada
seguinte. A equacdo que descreve esta operagio é:

u i LWyt eyt Y param=0,1, ... M~ 1, 2.1
onde M € o nimero de camadas da rede. As unidades na primeira camada recebem entradas
externas agrupadas em um vetor na forma:

y'=x, (2.2)
que representa a condigdo inicial para a equacfio (2.1). As saidas das unidades localizadas na
ultima camada sfo consideradas as saidas da rede:

y=y" (2.3)

Pela Figura 2.11 percebemos que a saida da rede pode ser expressa apenas em fungio
do vetor de entradas X, das matrizes de pesos W” e dos vetores de limiares b™, cuja expressio

é:

y' = BWE(WH(W'x + b)+b?)+b). (2.4)
Primeira camada Segunda camada Terceira camada
A A A
' ™ . r ™ ) ' ™ ,
X Wi ‘ ! E W2 y )_ W3 ...1 _)
i 2 3
tl fl 1 fz L f'j
_1___). bl _I:..) b2 }...) b3
[N N AN A
Y Y Y
v =f' (Wx+b)) V= (Wh'+ b)) Y =£ (WY + 1)

Figura 2.11: Rede com trés camadas. Notacio abreviada.
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2.4.3.1 indice de Desempenho

O algoritmo de retro-propagacdo para as redes de multiplas camadas € uma
generalizacdo do método dos quadrados minimos (LS ~ do inglés Least Squares) e utiliza
como medida de desempenho o erro quadrdtico médio (MSE — do inglés mean squared
error). Inicialmente, € apresentado um conjunto de exemplos:

{(x1, 81), (X2, ), ..., (Xn, sw)}, (2.5)
onde x, € a n-ésima entrada para a rede e s, a saida desejada correspondente (n = 1, ..., N).

Das equagdes (2.3) e (2.4) vemos que, se 6 € o vetor de parfimetros da rede (pesos e limiares),

entdo o vetor de saidas da rede pode ser dado na forma:

M
y© =y(6,x)
Apds cada entrada ser aplicada a rede, a saida produzida pela rede € comparada com a
saida desejada. O algoritmo deve ajustar os pardmetros da rede (pesos ¢ limiares), com o

objetivo de minimizar a esperan¢a matemadtica do erro quadrético médio:

J(8) = E(e(6)*) = E((s - ()", (2.6)

Se a rede possui multiplas safdas, a equacio (2.6) pode ser generalizada para
J(8) = E(e(8) e(6)) = E((s - y(8))" (s - y(6))). (2.7

Como no algoritmo LS, o erro quadritico médio serd aproximado por
J(8) = e(m)e(n) = (s(n) - y(m) (s(m) - y(n), 2.8)

onde a esperanga do erro quadritico foi substituida pelo erro na iteragio n. Para nio
sobrecarregar a notagdo empregada, consideraremos J (8) = J(9).

A lei de ajuste conhecida como sfeepest descent para minimizar o erro quadritico é

dada por:
W (n+ D) =w m-a?l (,’:), 2.9)
l ' awi,j
b (n+1) xb,."’(n)—aaf (n) (2.10)

b
onde o € a taxa de aprendizagem.

A parte mais elaborada deste cdlculo estd na determinagio das derivadas parciais que

irdo gerar os compeonentes do vetor gradiente.
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2.4.3.2 Regra da Cadeia

Para uma rede com miltiplas camadas o erro ndo & funcdo direta dos pesos nas
camadas intermedidrias, por isso o célculo destas derivadas nao € imediato.,

Como o erro ¢ funcdo indireta dos PES0s nas camadas intermedisrias, a regra da cadeia
deverd ser usada para o cilculo das derivadas,

O conceito da regra da cadeia serd utilizado na
determinaciio das derjvadas das equagdes (2.9 e (2.10):
aJ oI ou

J— x T——
m M m
oW, ou oW,

(2.11)
oF AT du”

_ 9 ou (2.12)
b du b

O segundo termo de cada uma das equacbes acima pode ser facilmente calculado, uma
Vez que a ativacdo da camada m € uma funcdo explicita dos pesos ¢ limiares nesta camada:
Sm—-i
—1
uim = Zw:!"jy;n +bim. (213)
J=1
Entretanto

(2.14)
Definindo agora a sensibilidade de J a mudancas no ;

rede na camada m como:

5= 2.15)
ou/
entdo as equacdes (2.11) e (2.12) podem ser simplificadas por
I _gnm (2.16)
owy,
dJ
—— =", (217
obr
Agora € possivel aproximar as equagdes (2.9) e (2.10) por
ij(n-i*l) - wi""j(n)uaéé”y;_’"l, (218)
b*(n+1) =b"(n)—od7. (2.19)
Em notagfio matricial, as equacgdes acima tornam-se
W"(n+1) = W™ () — ad”(y™ 7, (2.20)
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b"(n+)=b"(n)—od", (2.21)

onde
a7 T
ou/

oJ
o =20 5 | (2.22)

oJ

2.4.3.3 Retro-propagacao das Sensibilidades

Ainda € necessério calcular as sensibilidades 8", que requer outra aplicagio da regra
da cadeia. E este processo que dd origem ao termo retro-propagacdo, pois descreve a relagio
de recorréncia na qual a sensibilidade na camada m € calculada a partir da sensibilidade na
camada m + 1.

Para derivar a relacfio de recorréncia das sensibilidades, utilizaremos a seguinte matriz

jacobiana:
aulmﬂ auimﬂ au‘m«{»l
du"  duy oug,
m-+ m+1 m+l
Ja™ Ju, du;”  du, 223
- m i m -
| O e
o el ) el
au;nm-t-l au;nmﬂ .. au;lm;-l
" " m
] oy, du; Bus,,, |

Em seguida desejamos encontrar uma expressdo para esta matriz. Considere o

elemento £, j da matriz:

au:n*-i . ay;” 1y af"‘(u;") o gyl e m (224)
ou’ B ou? I ou’; =wig ST wg),
onde
. of "(u™)
Frun = fa(m; _ (2.25)
uj

Entretanto a matriz jacobiana pode ser escrita

au m+l
Ju”

= W™E™u™), (2.26)
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onde

Frwh 0 0
= 0 ST 0 @.27)
00 e )

Agora podemos escrever a relacfio de recorréncia para a sensibilidade utilizando a

regra da cadeia em forma matricial:

T
m_ O [ g
5 waum_- ou™ aum+l =F (li )(W ) aum+l (228)
2Fm(um)(wm+l)7"6m+l.

Observe que as sensibilidades sdo propagadas da dltima para a primeira camada
através da rede:
M 5 5 8 (2.29)
Ainda existe um dltimo passo a ser executado para que o algoritmo de retro-
propagagdo fique completo. Precisamos do ponto de partida, §, para a relagdo de recorréncia

da equaciio (2.28). Este ponto € obtido na tiltima camada:

SM
oY (s, ~vy.)?
5 - aJ :a(s—Y)T(SWY): ; 1Y — 25, - )_{_}&m (2.30)
! au;w au;" au;?f i Y au:g-
Como
dy, oy Y .
it v 231
podemos escrever
8 ==2(s; — y) F " (™). (2.32)

A expressdo acima pode ser colocada em forma matricial, resultando
8" = 2F" (u™)(s - y). (2.33)
A Figura 2.12 mostra uma adaptagio (utilizando notacdo matricial abreviada) do
resultado de NARENDRA & PARTHASARATHY (1990) e descreve um esquema grifico de fluxo
de sinais para o algoritmo de treinamento de retro-propagacéo, sendo bastante ¥itil para

descrever todo o equacionamento do algoritmo de retro-propagacio.
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Retro-propagag@o
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Figura 2.12: Gréfico arquitetural de uma rede com trés camadas, representando a fase de propagacio

dos sinais e retro-propagacfio das sensibilidades.

2.4.4 Treinamento Local ou em Lote

Em aplicagbes priticas do algoritmo de retro-propagacio, o aprendizado ¢ resultado de
apresentacOes repetidas de todas as amostras do conjunto de treinamento ao MLP. Cada
apresentacdo de todo o conjunto de treinamento durante o processo de aprendizagem é
chamada de época. O processo de aprendizagem é repetido época apds época, até que o
conjunto de pesos e limiares estabilize e o erro quadritico médio do conjunto de treinamento
convirja para um valor minimo. E uma boa prética fazer com que a ordem de apresentagio das
amostras seja feita aleatoriamente de uma época para a outra. Esta aleatoriedade tende a fazer
com que a busca no espago de pesos tenha um cardter estocdstico ao longo dos ciclos de
treinamento.

Para um dado conjunto de treinamento, o aprendizado por retro-propagacio pode ser
feito de duas maneiras bésicas:

e atualizacdo local: neste método, a atualizacio dos pesos € feita imediatamente

apés a apresentacdo de cada amostra de treinamento. Especificamente, considere

uma €poca consistindo de N padrdes de treinamento arbitrariamente ordenados
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{(x,,8,)....(x;,5, )}. A primeira amostra (x;.s,) da época & apresentada i rede, e
sdo efetuados o passo positivo e a retro-propagacdo do erro, resultando em um
ajuste dos pesos das conexdes. Em seguida, a proxima amostra (X,,5,) é
apresentada 2 rede e o passo positivo e a retro-propagacgao do erro sdo efetuados,
resultando em mais um ajuste do conjunto de pesos. Este processo € repetido até
que a Gltima amostra seja apresentada 2 rede. Este método também € conhecido
como método de atualizacio on-line ou padrdo a padréio.

» atualizaciio em lote: no método em lote, a atualizaciio dos pesos s6 é feita ap6s a
apresentagéio de todas as amostras de treinamento que constituem uma época. O
ajuste relativo a cada apresentacfio de um par de entrada é acumulado. Este método
também ¢ conhecido como método de atualizacdo off-line ou batch.

Do ponto de vista operacional, o método local de treinamento & preferivel, pois requer
um menor armazenamento local para cada conexdo. Como as amostras sio apresentadas
aleatoriamente, o uso da atualizagfio padrio por padrio torna a busca no espaco de conexdes
estocdstica por natureza, reduzindo a possibilidade do algoritmo ficar preso em um minimo
local. Por outro lado, a utilizagdo do método em lote fornece uma estimativa mais precisa do
vetor gradiente. Numa andlise final, entretanto, a eficiéncia dos dois métodos depende do
problema a ser tratado (HAYKIN, 1994). Neste trabalho, todas as redes implementadas utilizam

o método de atualizacdo em lote, salvo especificagdes em contrario.

2.4.5 Critérios de Parada

O processo de minimizagio do MSE (ou da fungio custo), em geral, nao tem
convergéncia garantida e ndo possui um critério de parada bem definido. Um critério de
parada nio recomenddvel, por ndo levar em conta o estado do processo iterativo de
treinamento, € interromper o treinamento ap6s um ndmero fixo (definido previamente) de
iteragdes. Serdo discutidos aqui critérios de parada que levam em conta alguma informagdo a
respeito do estado do processo iterativo, cada qual com seu mérito prético. Para fornmular tal
critério, deve-se considerar a possibilidade de existéncia de minimos locais. Seja 8* o wetor de
pardmetros (pesos) que denota um ponto de mfnimo, seja ele local ou global. Uma condicio
necessiria para que 6* seja um minimo, é que o vetor gradiente VJ(B) (ou seja, a derivada
parcial de primeira ordem) da superficie de erro em relagdo ao vetor de pesos 6 seja Z€ro em

8 = 6*. Sendo assim, & possivel formular critérios de convergéncia (ou parada) como se gue:
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e ¢ considerado que o algoritmo de retro-propagacdo convergiu quando a norma
Euclideana da estimativa do vetor gradiente (IVJ(0)1) atingiu um valor
suficientemente pequeno.

O problema deste critério de parada € que, para simulagGes bem sucedidas, o tempo de

treinamento pode ser muito longo. Este critério também requer o cdlculo da norma do vetor
gradiente. O Capitulo 3 fard um estudo sobre técnicas de aceleracdo da convergéncia deste

algoritmo.

Qutra propriedade tinica de um minimo, e que pode ser utilizada como critério de
parada, é o fato de que a funcfio custo, ou medida de erro, Jn..4(8) € estaciondria no ponto
0 = 8*. Assim, outro critério de parada pode ser sugerido:

e ¢ considerado que o algoritmo de retro-propagacdo convergiu quando a variacdo
do erro quadrdtico de uma época para a outra atingir um valor suficientemente
pequeno.

Uma variacdo deste critério de parada ¢ fazer com que o valor do erro quadritico

médio J,,..4(6) seja igual ou menor do que um limiar pré-especificado:

o ¢ considerado que o algoritmo de retro-propagacdo convergiu quando o erro
quadrdtico médio atingir um valor suficientemente pequeno, ou seja, Jned(8) <e,
onde € € um valor suficientemente pequeno.

Se o critério de parada, por exemplo, é um valor minimo para o MSE entio nio
podemos garantir que o algoritmo serd capaz de atingir o valor desejado. Por outro lado, ao
tomarmos como critério de parada um valor minimo para a norma do vetor gradiente, entdo
devemos estar conscientes de que o algoritmo, provavelmente, ird produzir como resultado o
minimo local mais préximo da condi¢do inicial. A Figura 2.13 ilustra uma superficie de erro,
e apresenta o possivel comportamento do algoritmo. Neste exemplo, se o critério de parada
fosse Jn.qa(0) <€, entio o método ndo seria capaz de encontrd-lo, pois o valor minimo da
superficie de erro € maior do que o valor de € desejado (linha tracejada).

Atualmente existe uma grande quantidade de pesquisadores procurando fun¢des de
erro (custo) alternativas, com o objetivo de melhorar as caracteristicas de convergéncia dos
perceptrons de muiltiplas camadas. Uma abordagem possivel € adotar um funcional de erro
que aumente a capacidade da rede escapar de minimos locais (comentdrios sobre a superficie

de erro ¢ minimos locais serfio feitos posteriormente).
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Figura 2.13: Superficie de erro com virios minimos locais. Todos os vales (joelhos) da curva
constituem minimos locais com 1VJ(8) Il = 0. Partindo do ponto x,, e utilizando como critério de
parada Jy..«(8) < €, o algoritmo nio serd capaz de determinar um conjunto de pesos capaz de satisfazé-

lo independente dos minimos locais.

Um exemplo disso € a fungio de custo chamada de entropia cruzada (cross-entropy)

(SHEPHERD, 1997), dada por:

N3 M )‘i.n ( M Y Sin (2 34
J m“zziﬂ[ in)  NU=Vin } 34)

n=li=1

onde a simbologia utilizada aqui é a mesma adotada na Secio 2.4, ou seja, N é o ndmero de
amsotras, M é o nimero de camadas, S é a dimensdo de cada camada e vy 880 as saidas da
rede.

Métodos hibridos qﬁe combinam diferentes critérios de parada podem ser utilizados.

Outro critério de parada bastante itil, e geralmente utilizado em conjunto com algum
dos critérios anteriores, € a avaliagdo da capacidade de generalizagio da rede apds cada época
de treinamento. O processo de treinamento € interrompido antes que a capacidade de
generalizagao da rede seja deteriorada. Maiores detalhes sobre generalizaciio e procedimentos
de parada utilizando critérios que consideram o desempenho da rede apés o treinamento serdo
estudados no Capitulo 6.

Neste trabalho, utilizou-se como critério de parada o dltimo apresentado, ou seja,

Jmed(0) < €, salvo especificacdo em contrario.
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2.4.6 A Capacidade de Aproximacao Universal

Uma arquitetura do tipo MLP pode ser vista como uma ferramenta prética geral para
fazer um mapeamento ndo-linear de entrada-saida. Especificamente, seja &k o nimero de
entradas da rede e m o nimero de saidas. A relagio entrada-saida da rede define um
mapeamento de um espaco euclidiano de entrada k-dimensional para um espago euclidiano de
saida m-dimensional, que ¢ infinitamente continuamente diferencidvel.

CYBENKO (1989) foi o primeiro pesquisador a demonstrar rigorosamente que uma rede
MLP com uma dnica camada intermedidria ¢ suficiente para aproximar uniformemente
qualquer funcdo continua que encaixe em um hipercubo unitirio.

O teorema da aproximagdo universal aplicdvel a redes MLP € descrito abaixo:
Teorema: Seja f(.) uma funcdo comtinua ndo-constante, limitada, e monotonicamente
crescente. Seja I, wm hipercubo unitdrio p-dimensional (0,1Y. O espaco das fungdes
continuas em I, é denominado C(I;,). Entdo, dada qualquer funcdo g € C(I,) e € > 0, existe

um inteiro M e conjuntos de constantes reais ;e wy, onde i=1, ..., Mej=1, .., p, tais que

pode-se definir

M 4
F(.XI,XZ,...,XP) - Za,-f ZWUXJ —Wp; |» (235)

i=] j=1
como uma aproximacdo da funcdo g{.) tal que,

|F(x1,x2,.,.,xp)—g(xl,xz,...,xp)‘ <&

Para todo {x,,..., xp} € I,,.
Prova: veja CYBENKO (1989).

Este teorema € diretamente aplicdvel aos perceptrons de mdltiplas camadas.
Primeiramente percebemos que a funcfo logistica, ou tangente hiperbélica, utilizada como a
nao-linearidade de um neurbnio € continua, ndo-constante, limitada, e monotonicamente
crescente; satisfazendo as condicGes impostas 4 funcfio f{.). Em seguida, verificamos que a
equacglo (2.35) representa as saidas de uma rede MLP descrita como segue:

e arede possui p nds de entrada e uma tnica camada intermediéria consistindo de M

unidades; o conjunto de entradas € {xi,..., X}
e o neurdnio intermedidrio { possui pesos wy, ..., Wi, € limiar wy
e g saida da rede € uma combinacdo linear das saidas das unidades intermedidrias,

com 0., ..., Oy definindo os coeficientes dessa combinagéo.
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Figura 2.14: Rede MLP como aproximador universal. Os parimetros da rede compdem a equagio
(2.35).

O teorema de aproximagdo universal é um teorema de existéncia no sentido de que
fornece uma justificativa matemdtica para a aproximagfo de uma fun¢io continua arbitréria,
em oposicdo a representacio exata. A equagfo (2.35) simplesmente generaliza aproximacdes
por uma série de Fourier finita. O teorema afirma que um perceptron de miltiplas camadas
com wuma unica camada intermedidria é capaz de realizar uma aproximacdo uniforme, dado
um conjunto de treinamento suficientemente significativo para representar a Jfungdo. Por
outro lado, o teorema ndo afirma que um MLP com uma tinica camada é 6timo no sentido de

tempo de processamento, facilidade de implementagéo e eficiéncia na representacio.

Exemplo 2.1:

Para ilustrar a capacidade de aproximac@o universal das redes do tipo MLP, considere o
seguinte exemplo: desejamos aproximar um perfodo da funcio sen(x)xcos(2x) utilizando uma
composi¢io aditiva de fungdes bdsicas (f serd tomado como a tangente hiperbélica) sob a

forma da equag@o (2.35). A Figura 2.15 ilustra o problema.
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Figura 2.15: Aproximacfio universal. (a) Funciio a ser aproximada (informacio disponivel: 42
amostras do valor da funcio em pontos igualmente espacados do dominio da fungio). (b) Fungdo
basica utilizada na aproximac&o. Tangentes hiperbdlicas, satisfazendo as condigdes estabelecidas pelo

teorema.

A rede utilizada para aproximar esta funcdo € uma rede do tipo MLP com uma entrada,
cinco unidades intermedidrias e uma saida, descrita na Figura 2.16. O algoritmo de
treinamento é o de retro-propagacdo, apresentado anteriormente. Analisando esta figura, e
considerando que a rede apresentada possui saida linear, verificamos que y (saida da rede apds

a apresentaciio de cada amostra de treinamento) serd dada por:

V=W W21+ Wa 12+ Wi 2y + Wa Za F W 25, (2.36)
onde
k
u=f Zwﬂx;’ ~Wor paral=1,..5, (2.37)
i=l

onde f{.) é a tangente hiperbélica e k& € o nlimero de entradas da rede. Esta expressdio estd de
acordo com a equagdo (2.35) do teorema da aproximagio universal das redes MLP.

Apés treinar esta rede e definir um conjunto de pesos, vamos fazer uma andlise grafica
dos componentes da equacio (2.36) que determinam a saida da rede.

A Figura 2.17 apresenta as fungdes de ativagdo de cada unidade intermedidria ao final
do processo de treinamento. Percebe-se que as curvas apresentadas s@o as fungdes bdsicas

(ver Figura 2.15(b) ) deslocadas em relacdo & abcissa e devidamente escalonadas.

34




/Limiares da camada intermediaria

Pesos da primeira camada

Figura 2.16: Rede MLP com treinamento via retro-propagagdo utilizada para aproximar a funcéo

sen{x)xcos(2x). Fungdes de ativagio do tipo tangente hiperbélica.

Na Figura 2.18 temos, em cada caso, a representagio da diferenca entre a saida
desejada e a saida de cada unidade intermedidria ponderada pelo respectivo peso da camada
de saida. Cada figura apresenta a safda desejada menos a soma das saidas ponderadas das
demais unidades.

A Figura 2.19 apresenta a combinagfo linear das saidas das unidades intermedidrias,
onde os coeficientes da combinagio s3o os pesos da segunda camada da rede.

Finalmente, a Figura 2.20 apresenta a aproximagdo obtida pela rede MLP apés o
processo de treinarnento.

Verifica-se que a arquitetura do tipo perceptron com uma tinica camada intermedidria,
e cinco neurdnios nesta camada, foi capaz de aproximar uma funcio arbitrdria, no caso

sen(x)xcos(2x), partindo de um conjunto de 42 amostras de treinamento.
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Figura 2.17: Funcbes de ativagdo dos neurdnios intermedidrios apdés o treinamento da rede

multiplicadas pelos pesos correspondentes da camada de saida. E perceptivel que todas as funcées

apresentadas sdo tangentes hiperbdlicas (fungdes bdsicas), mas estdo deslocadas em relacéio & abceissa.
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Figura 2.18: Saida desejada menos a soma da contribuiciio de cada neurdnio da camada intermedidria.
O resultado final (Gdltima curva) € a diferenca entre a saida desejada e a saida da rede, ou seja, a
combinagio linear das saidas das unidades intermedidrias. Como era de se esperar, ao final do
treinamento, a diferenca entre a saida fornecida pela rede e a saida desejada (fungiio a ser aproximada)

¢ aproximadamente zero.
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Figura 2.19: Combinagdo linear das saidas das unidades intermedidrias. Os coeficientes da
combinac@o sdo 0s pesos da segunda camada. Esta figura apresenta a soma das curvas que compdem a
Figura 2.17, implicando na composigiio aditiva (combinagfo linear) das fungbes basicas dos neurdnios

da rede.

A saida da rede também pode ser vista na equacgio (2.36).

38




1. : : T  — T
1
i
o.5b 5‘ %
{ i
st B 4 3
s B 4 3
oot 4 PR X
oM i oF
% ; el 4
vt
0.5 * ;
LA
‘2\;
‘ 2‘0 2‘5 3‘0 ?:5 4.0 45

1 .
5 10 15

Figura 2.20: Aproximacao obtida pela rede MLP para a funciio sen(x)xcos(2x). Os *'s sdo as amostras

de treinamento, e 0 trago continuo (—) a aproximacio da rede.

2.4.7 Virtudes e Limitagoes das Redes MLP
O algoritmo de retro-propagago tornou-se o algoritmo mais popular para o

treinamento supervisionado do perceptron de miltiplas camadas. Basicamente, ¢ uma
composi¢io de um método de obtengdo do vetor gradiente e de uma técnica de otimizacio
(steepest descent). O algoritmo de retro-propagacio possui duas propriedades distintas:

¢ simples de calcular localmente e
realiza um gradiente descendente no espago de conexdes (pesos).

]
L
Estas duas propriedades do método de retro-propagaciio sdo responsdveis pelas suas

vantagens e desvantagens descritas a seguir.

2.4.7.1 Conexionismo
O algoritmo de retro-propagacdo € um exemplo de paradigma conexionista que utiliza

célculos locais para determinar a capacidade de processamento de informacgdes das redes
neurais artificiais. A utilizac@o de cdlculos locais no projeto de arquiteturas neurais artificiais,
¢ geralmente desejada por irés razoes:

» as redes neurais artificiais sfo vistas como metdforas para as redes biolégicas;
¢ 03 cdlculos locais favorecem a utiliza¢Go de arquiteturas paralelas como um método

eficiente para a implementacio das RNA's.
Comentdrios sobre a implementacio em paralelo de redes do tipo MLP serdo feitos no

Capitulo 7.
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2.4.7.2 Unidades Intermediarias

As unidades intermedidrias exercem um papel critico na operagio das redes MLP pois
funcionam como detetores de caracteristicas (HAYKIN, 1994). Uma nova forma de
exploragdo deste importante atributo € no reconhecimento de caracteristicas significativas que
identificam os padrdes de entrada de interesse.

Uma rede MLP pode operar de forma auto-organizada, e quando isso ocormre €
denominado de sistema autocodificador. Basicamente, essa estrutura faz uma andlise de
componentes principais dos dados de entrada, fornecendo uma ferramenta 6tima para a

reducfo da dimensionalidade (compressio dos dados) do conjunto de entrada.

2.4.7.3 Superficies de Erro e Minimos Locais

Para o desenvolvimento de algoritmos de treinamento eficientes, é essencial a
compreensdo das caracteristicas principais dos aspectos envolvidos no treinamento das redes
MLP e suas implicacdes. Uma maneira extremamente ttil de descrever um problema de
treinamento € sob a forma de aproximacgdo de fungbes, ou otimizagdo de fungdes — que
implica na minimizacdo do funcional de erro J. Sob este ponto de vista, o treinamento de
redes MLP € um exemplo de procedimento de minimizacdo do erro ou otimizacdo, e cada
problema de treinamento define uma superficie de erro (ou de energia) multi-dimensional nio
negativa, que € formada plotando-se o valor do erro J para todos os pardmetros do vetor de
pesos (8) da rede.

Esta abordagem para o treinamento de redes MLP traz vérios beneficios importantes:

* muitas estratégias eficientes de otimizagio de fun¢Ses tém sido desenvolvidas fora
da area de redes neurais artificiais. Como veremos no préximo capitulo, muitas
dessas estratégias sdo diretamente aplicdveis ao treinamento de redes MLP;

» o conceito de superficie de erro da rede MLP permite uma visualizagido do processo
de treinamento, pelo menos quando o ndimero de pardmetros é reduzido.

Para cada combinagfo possivel de arquitetura MLP, problema de aplicagio e fungio de

erro, existe uma superficie de erro correspondente de dimensio P + 1, para um MLP com P
pesos (SHEPHERD, 1997), sendo impraticdvel produzir um mapeamento de superficie de erro
que seja detalhado e abrangente (mesmo para pequenos problemas e redes de dimensdo
reduzidas). Ndo € surpresa, portanto, que as propriedades das superficies de erro das redes

MLP sejam assunto de grandes debates.
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E importante mencionar que a prética comum de inferéncia de caracteristicas presentes
na superficie de erro € bastante questionével. Por exemplo, hd uma tendéncia de afirmar que
uma rede MLP estd presa em um minimo local sempre que a curva de decaimento do erro
(gerada plotando-se o valor do erro ao longo de vérias épocas de treinamento) possui um
grande platd em um valor de erro elevado. Na verdade, existem vdrias causas igualmente
plausiveis para este comportamento que ndo sdo relacionadas com a presenca de mimimos
locais; por exemplo, a rede estd convergindo para um ponto de sela; o problema possui um
erro final elevado na solucdo e a rede estd convergindo para o minimo global; a rede estd
atravessando um platd lentamente; o algoritmo estd fazendo um zig-zag no fundo de um vale;
um ou mais neurdnios da rede estdo saturados ou a rede estd tomando passos muito pequenos
a cada iteracio.

Algumas evidéncias (como gréficos de contorno de pequenas regides de superficies de
erro) sugerem que a maior parte das superficies de erro das redes MLP compartilham vérias
caracteristicas (HAGAN et. al, 1997):

e alto grau de suavidade;

e grandes platds;

* pequenos vales;

e virios minimos locais e

e um certo grau de simetria em relac@o a origem do sistema de coordenadas utilizado

para plotar a superficie de erro.
Estas caracteristicas das superficies de erro formecem boas indicacdes de quais
estratégias devem ser adotadas no desenvolvimento de métodos préticos e eficientes de
treinamento:
* a suavidade das superficies de erro sugerem que métodos de otimizagfio cldssica
(ver Capftulo 3) que utilizam derivadas serfio eficientes;

* o efeito da precisdo de ponto-flutuante torna-se um aspecto importante em regides
de platds (ver Capitulo S) e

* se existern minimos locais, estratégias de busca do minimo global, ou minimo local
satisfatorio, devem ser empregados (ver Capitulo 7).

A seguir apresentaremos algumas figuras com o objetivo de ilustrar as caracteristicas

das superficies de erro e seus minimos.
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Exemplo 2.2:

-1ob Minimo local j

Minimo global
ok A : . : . h A ,
N 0 0.5 1 1.5 2

Figura 2.21: Exemplo escalar de uma fungio com um minimo local e seu minimo global.

A Figura 2.21 apresenta a fungio escalar dada pela expressiio F(x) = 3x* - 152% - 3x + 6,
que possui um minimo local e seu minimo global para x € [-2,2].

Uma forma simples de reduzir as chances de se ficar preso em um minimo local é
escolhendo um conjunto de pesos iniciais 6timo. No Capitulo 7 serfio feitas consideragdes
sobre diferentes procedimentos de inicializagiio do processo de treinamento que permitem a

determinacdo de minimos locais mais adequados, ou até mesmo do minimo global.

Exemplo 2.3:
Para investigar o comportamento da superficie do erro quadratico médio para redes com
muiltiplas camadas adotaremos um exemplo simples de aproximagio de fungbes. A rede

utilizada neste problema serd apresentada na Figura 2.22.

Figura 2.22: Rede para aproximagio de fungdes.
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Figura 2.23: Funcio a ser aproximada.

A Figura 2.23 apresenta o grafico da funcio a ser aproximada (HAGAN et. al, 1997). O

objetivo € treinar a rede da Figura 2.22 para aproximar a fungio da Figura 2.23.

T
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Figura 2.25: Superficie do erro e seu contorno em relago ao peso vy, e ao limiar vy;.
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Figura 2.26: Superficie do erro quadratico e seu contorno em relacéio aos limiares vy, e wy;.

Para que seja possivel plotar o grafico do comportamento do funcional de erro, iremos
variar somente dois pardmetros da rede a cada instante. As Figuras de 2.24 a 2.26 mostram a
superficie de erro e seu respectivo contorno quando consideramos a sua variagfio em relagio a
alguns pares de pesos da rede.

As partes mais escuras das superficies representam vales, ou regides de minimos. As
curvas apresentadas permitem verificar algumas caracteristicas importantes da superficies de
€170, COmo: |

e suavidade;

e existéncia de platds e vales; e

* presenca de minimos locais.

Fica claro na Figura 2.26 que a escolha inadequada de uma condig¢do inicial para o
algoritmo de treinamento pode fazer com que o algoritmo convirja para um ponto sub-Gtimo.
Como, geralmente, ndo conhecemos a superficie de erro, torna-se necesséria a utilizacdo de
vdrias condi¢Bes iniciais diferentes para aumentar as chances do algoritmo convergir para o
minimo global. Maiores comentirios sobre condigBes iniciais 6timas do processo de

treinamento serdo feitas no Capitulo 7.

2.4.7.4 Escalonamento

Em principio, redes neurais como as do tipo MLP treinadas com o algoritmo de retro-
propagacao oferecem um grande potencial. Entretanto, para que este potencial possa ser
plenamente atingido, € preciso superar o problema de escalonamento, que refere-se 2
qualidade do comportamento da rede (como o tempo de processamento e capacidade de

generalizagdo) quando a tarefa a ser realizada aumenta em dimensdo e complexidade. Existem
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vdrias formas possiveis de medir a dimensdo e complexidade de um problema. O Capitulo 5
apresenta algumas ferramentas que permitem fazer este tipo de medida baseado no conjunto
de dados disponivel para o treinamento.

Uma forma de amenizar problemas de escalonamento é fazer com que a arquitetura da
rede e as restricbes impostas ao conjunto de pesos incorporem informacdes sobre o problema
que deveré ser resolvido. Outra forma de tratar o problema de escalonamento é reformular o
processo de aprendizagem inserindo modularidade na arquitetura da rede. Um sistema
computacional € dito ser modular se a arquitetura puder ser separada em dois ou mais pedacos

responséveis por partes distintas e possivelmente mais simples do conjunto de entradas.

2.5 Representacao do Conhecimento em Redes Neurais Artificiais

As redes neurais artificiais utilizam a estrutura de interconexdes para representar o
conhecimento. Isso significa que, com base na configuracio resultante da rede, a intensidade
das conexdes € ajustada com o objetivo de armazenar informacdo. Como resultado natural
deste processo de ajuste, o conhecimento armazenado fica distribuido pela rede neural, Esta é
uma das mais importantes diferengas entre processadores de informacio baseados em redes
neurais e aqueles baseados nos principios da maquina de VON NEUMANN (1958), como no
caso dos computadores digitais, nos quais o conhecimento € particionado em células de
informagio (unidades mais simples de conhecimento) que possam ser armazenadas em
posi¢Bes de memoria bem definidas. E importante observar que todo conhecimento passivel
de representacdo em mdquinas de von Neumann pode também ser adequadamente
representado em redes neurais artificiais, por exemplo, tomando-se um conjunto de pesos
onde as células de informago podem ser armazenadas. Portanto, o tipo de representagio de
conhecimento empregado no caso das redes neurais artificiais fornece a este sistemas
potencialidades de representacdo ausentes em outros sistemas tradicionais de representagio do
conhecimento.

Considerando agora que todo conhecimento pode ser representado como parimetros de
um problema, a capacidade de representagiio das redes neurais artificiais geralmente excede a
dimensdo paramétrica do problema. Com isso, a relacio existente entre os pesos da rede
neural e as células de informagdo a serem armazenadas nio € direta. Diz-se entdo que o
conhecimento estd distribuido pelas conexdes da rede, sendo que cada conexio pode
participar na representacio de mais de uma célula de informagdo. Ao contrdrio do caso de

maquinas de von Neumann, onde a perda ou falha de uma dnica posicio de meméria pode
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acarretar a falha de todo o sistema, em representacBes baseadas em redes neurais, a
sensibilidade a perda ou falha de uma conexio pode ser muito baixa.

Existe grande expectativa de que as redes neurais artificiais exercerdo um importante
papel na automacido do processo de aquisicdo de conhecimento e codificacio, entretanto, o
problema de conhecimento em RNA's € representado em nivel sub-simbdlico tornando-se
dificil para a compreensido humana. Uma forma de entender o comportamento das RNA's é
extraindo seu conhecimento em funcio de regras (HUANG & ENDSLEY, 1997).

Em um trabalho recente, GUDWIN (1996) propde a elabora¢fo de uma taxonomia dos
tipos de conhecimento, baseada na teoria da semidtica. Os tipos elementares de conhecimento
podem ser divididos em:

* remditico;

s dicente e

* argumentativo.

No conhecimento argumentativo, tem-se a idéia de argumento, que corresponde a um
agente de transformacdo de conhecimento. Um argumento tipicamente transforma um
conjunto de conhecimentos, chamados de premissas do argumento, em um ROvo
conhecimento, chamado de sua conclusdo. Esta transformagio ¢ realizada por meio de uma
fun¢do de transformagdo, chamada de funglo argumentativa, que caracteriza o tipo de
argumento. O conhecimento argumentativo, por sua vez, é sub-dividido em conhecimento
argumentativo indutivo, dedutivo ou abdutivo. Os conhecimentos do tipo argumentativo sfio
considerados os mais complexos. Em linhas gerais, um argumento indutivo é aquele que
modifica um conhecimento pré-existente, o argumento dedutivo permite selecionar um
conhecimento dentre védrios e um argumento abdutivo gera conhecimentos de uma forma
qualquer.

O conhecimento remético € o tipo de conhecimento gerado pela interpretagio de remas,
ou termos. Esses termos sdo utilizados para referenciar fendmenos do ambiente, tais como
experiéncias sensorials, objetos, e ocorréncias. Existem trés tipos de conhecimentos
reméticos. O conhecimento remdtico simbdlico, indicial e icénico.

No caso do conhecimento dicente, um termo ou uma sequéncia de termos é utilizada
para representar uma expressdo, que codifica uma proposico. O que caracteriza um termo ou
sequéncia de termos como sendo uma proposicdo € o fato de existir um valor-verdade

associado a ele. Esse valor verdade € uma medida da crenga que o sistema cognitivo tem de
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que uma proposi¢do € verdadeira. Usualmente, o valor verdade é representado por um valor
entre 0 e 1. Um valor-verdade igual a 0 significa que o sistema acredita que a proposicio €
falsa. Um valor-verdade igual a | representa que o sistema acredita que a proposicio é
verdadeira.

Nesse contexto, é perceptivel que o treinamento de redes MLP realiza um argumento do
tipo indutivo, onde os pesos das conexdes sdo modificados no intuito de realizar alguma

tarefa.
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Capitulo 3

Algoritmos de Otimizac&o para Treinamento Supervisionado

Neste capitulo sdo descritos e analisados vdrios métodos de otimizagfio ndo-linear
irrestrita para treinamento de redes multicamadas. O treinamento de redes neurais com varias
camadas pode ser entendido como um caso especial de aproximagdo de fungdes, onde ndo é
levado em consideragio nenhum modelo explicito dos dados (SHEPHERD, 1997). Seriio
revistos os seguintes algoritmos:

* algoritmo padrio (BP);

e método do gradiente (GRAD);

¢ gradiente conjugado (GQ);

» Hetcher-Reeves (FR);

* Polak-Ribiére (PR);

* gradiente conjugado escalonado de MOLLER (1993) (SCG);

* Newton (MN);

¢ Levenberg-Marquardt (LM);

» Davidon-Fletcher-Powell (DFP);

* Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS);

* BATTITI (1992) One-step Secant (OSS) e

¢ Quickprop de FAHLMAN (1988) (QUICK).

Nio objetivamos indicar diretamente a eficiéncia relativa destes algoritmos em uma dada

aplica¢@o, mas analisar suas principais propriedades e definir o escopo de aplicacdo.

3.1 Introducgido

A retro-propagacio (backpropagation) do gradiente do erro provou sua utilidade no
treinamento supervisionado de redes muiticamadas para aplicacio a muitos problemas de
classificacio e mapeamento estdtico de funcdes ndo-lineares. A Figura 3.1 ilustra a retro-
propagacdo do erro em uma rede MLP, H4 casos em que a velocidade de aprendizagem € um
fator limitante para possibilitar a implementagio pritica deste tipo de ferramenta
computacional no processo de solugdo de problemas que requerem otimalidade, robustez e

rapidez na convergéncia do processo de ajuste de parimetros.
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> Supervisor

¥
Figura 3.1: Comparagdo entre a saida da rede e a saida desejada do sistema feita por um supervisor

(treinamento supervisionado).

Mesmo em aplicagdes onde uma resposta em tempo real ndo € necessdria, a
complexidade temporal do algoritmo pode resultar na intratabilidade computacional do
problema. Como exemplo, o aumento da complexidade intrinseca dos problemas atuais da
drea de engenharia tem produzido uma explosdo combinatdria dos possiveis candidatos a
solucdo, mesmo quando existem direcionamentos efetivos para a exploragdo do espaco de
solucdo. Além disso, dentre os métodos de busca no espago de solugdo, € consenso a idéia de
que nfo existe um método que seja o melhor para todos os casos. Sendo assim, muitas
solugdes encontradas por métodos especificos podem ndo atender aos requisitos minimos do
problema. Uma forma eficiente de lidar com esta situaglo € recorrer ao potencial de
processamento computacional hoje disponivel e passar a operar com métodos que fornegam
simultaneamente multiplos candidatos a solucdo, dentre os quais se possa escolher o melhor
segundo algum critério pré-estabelecido. No caso da solucdo ser produzida utilizando-se redes
neurais artificiais, este procedimento € tdo mais vidvel quanto maior for a velocidade de
aprendizagem da rede neural. Por exemplo, um aumento de dez vezes na velocidade de busca
de uma soluc@io permite que se encontre dez vezes mais candidatos & solugdo com ¢ mesmo
custo computacional. Nesta classe encontram-se aplicagdes relacionadas com a modelagem e
identificagfio de sistemas nio-lineares, previsdo de séries temporais € controle de processos
adaptativos (BATTITI, 1992).

O processo de treinamento supervisionado de redes neurais artificiais multicamadas é
equivalente a um problema de otimizac@io nfio-linear irrestrito, onde uma fungdo de erro
global ¢ minimizada a partir do ajuste de pardmetros da rede neural (pesos). Esta perspectiva
do processo de treinamento supervisionado permite desenvolver algoritmos de treinamento
baseados em resultados bem fundamentados da teoria de andlise numérica convencional. Os

principais procedimentos de anilise numérica passiveis de implementacdo computacional
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empregam métodos que utilizam somente o gradiente local da funcdo ou entdo métodos que
utilizam também as derivadas de segunda ordem. No primeiro caso, a fungio é aproximada
pelo primeiro (constante) e segundo (linear) termos da expansdo de Taylor; no segundo caso,
o terceiro termo {quadritico) também € considerado.

Este capitulo pretende descrever alguns métodos que mostram acelerar a convergéncia
média da fase de treinamento. Como estamos interessados na velocidade de convergéncia dos
algoritmos, consideraces sobre a capacidade de generalizacdo adquirida pela rede ao final do
processo de treinamento serdo desenvolvidas posteriormente. Alguns destes métodos, ao
passo que requerem poucas modificagdes no algoritmo de retropropagacgdo padrio, resultam
em elevados graus de aceleraciio além de nd3o mais requererem a escoltha de pardmetros
criticos da rede neural como a taxa de aprendizagem e o coeficiente de momento.

Como o treinamento de redes multicamadas pode sempre ser entendido como um
problema geral de aproximag@o de fungdes, far-se-4 uma breve introdugio sobre a teoria de
aproximagao de fungdes e avaliagio do nivel de aproximagdo. Em seguida serfio apresentados

métodos de otimizac@o do processo de aproximacio resultante.

3.2 Aproximacao de Funcoes
Considere o problema de aproximar uma fungéio g(.): X © R — R’ por um modelo de
aproximagdo representado pela funcio £(.,0): X x R° — R’, onde 6 ¢ R* (P finito) € um

vetor de pardmetros.
O problema geral de aproximagdo pode ser formalmente apresentado como segue
(VON ZUBEN, 1996): Considere a fungdo g(.): X ¢ R” — R’, que mapeia pontos de um

subespaco compacto X < R™ em pontos de um subespago compacto g[X] < R". Com base nos
pares de vetores de entrada saida {(x,,s ] )}?’;l amostrados a partir do mapeamento
determinfstico definido pela fungio g na forma: s, =gX,)+&, [=1,....N, e dado o modelo de
aproximagio §(.,8):XxR” >R, determine o vetor de parimetros 6% € R’ tal que
dist(g(.), £(.,0%)) <dist(g(.), £(.,8)), para todo 8 € R® onde o operador dist(.,.) mede a

distancia entre duas funcdes definidas no espago X. O vetor € expressa o erro no processo de

amostragem, sendo assumido ser de média zero e variincia fixa. A solugio deste problema, se

existir, ¢ denominada a melhor aproximacdo e depende diretamente da classe de funcdes a

qual g pertence.
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3.2.1 Avaliacao do Nivel de Aproximacao

Em problemas de aproximagdo utilizando um nimero finito de dados amostrados e
definido um modelo de aproximacio g(.,0), a distdncia entre a funcdo a ser aproximada e sua
aproximacdo dist(g(.), £(.,6)) € uma fung@o apenas do vetor de parimetros 6 € R”. Tomando

a norma euclidiana como a medida de distancia, produz-se a seguinte expressio:
1Y .
10) =22 (60~ Ex0) @3.1)
1=1

O funcional J: ®” — R ¢ denominado superficie de erro do problema de aproximagdo,
pois pode ser interpretado como uma hipersuperficie localizada “acima” do espago de
pardmetros R*, sendo que para cada ponto § € R* cormresponde uma “altura” J(8). O termo
funcional corresponde a toda funcfio f: X ¢ R” — R, e por isso o problema de minimizar J(9)
torna-se um problema de minimizagdo funcional.

Dada a superficie de erro, o problema de aproximagdo passa a ser um problema de

otimizagdo cuja solucdio é o vetor 8* € R” que minimiza J(8), ou seja,

- .
g = axgeréxé{r}: J(8). (3.2)

Durante o processo de aproximagdo da funcdo g(.) pela fungio £(.,8) fornecida pela

rede neural, devem ser considerados trés tipos de erros (VAN DER SMAGT, 1994): o erro de

representagdio, o erro de generalizagdo e o erro de otimizacéo.

Erro de Representacdo: primeiro consideremos o caso em que todo o conjunto amostral esta
disponivel {(x, .8 )};;I . Assuma, também, que dado {(x,,s 1)};:1 , € possivel encontrar um
conjunto de pardmetros 6timo 8*. Neste caso, o erro vai depender da adequacio e do nivel de
flexibilidade do modelo de aproximagdo £(.,0). Este erro é também conhecido como erro de
aproximacdo, ou efeito bias.

Erro de Generalizagcdo: em aplicagdes de mundo real, somente um niimero finito de amostras
estd disponivel ou pode ser usado simultaneamente. Além disso, os dados podem conter ruido.
Os valores de g para os quais nenhuma amostra estd disponivel devem ser interpolados.
Devido a estes fatores pode ocorrer um erro de generalizacio, também conhecido como erro
de estimagdo, ou varidncia.

Erro de Otimizacdo: como o conjunto de dados é limitado, o erro é avaliado somente nos

pontos que pertencem ao conjunto amostral.
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Dado o conjunto amostral {(x ,,s;)};i 1» O vetor de pardmetros 8 = 8* deve fornecer a

melhor fungdo de aproximagdo possivel com base na representagdo paramétrica $(..08)e na
medida de distincia dada pela equaciio (3.1). Se a superficie de erro for continua e
diferencidvel em relagio ao vetor de pardmetros (os pardmetros podem assumir qualquer valor
real), entdo os mais eficientes métodos de otimizagao nio-linear irrestrita podem ser aplicados

para minimizar J(8).

3.3 Técnicas de Otimizagdo ndo-linear Irrestrita

Para a maioria dos modelos de aproximagio Z(.,8), o problema de otimizacio
apresentado na equacio (3.2) tem a desvantagem de ser nfo-linear e nio-convexo, mas as
vantagens de ser irrestrito e permitir a aplicacdo de conceitos de cilculo variacional na
obtencdo da solugdio 6*. Estas caracteristicas impedem a existéncia de uma solugdo analitica,
mas permitem obter processos iterativos de solugdo, a partir de uma condicdio inicial 8, na

forma:

;41 =6; +ad;, 20, (3.3)

onde 8; € R* ¢ o vetor de parmetros, o; € R” € um escalar que define o passo de ajuste e
d;e R” ¢ a direcdo de ajuste, todos definidos na iteragfio i. Os algoritmos de otimizacgio
revisados neste capitulo sdo aplicados na obtencdo da diregdio de ajuste do processo iterativo
dado pela equacdo (3.3). A forma pela qual cada um dos algoritmos procede no cilculo da
diregdo de ajuste dos pardmetros e do passo a cada iteragio permite estabelecer distincdes
entre eles (GROOT & WURTZ, 1994).

Quando a dire¢io de minimizacdo estd disponivel, € preciso definir o tamanho do passo
o; € R* para se determinar o ajuste de parimetros naquela diregio. Podem ser utilizados
iniimeros procedimentos de busca unidimensional na determinagio do passo (ver Capitulo 4).
Nosso trabalho vai se concentrar entfo, na determinagio da direcio 6tima. Geralmente sio
feitas avaliagBes da funcéo e suas derivadas sdo utilizadas para determinar um minimo, global
ou local, e entdo encerrar-se o aprendizado. Existem métodos disponiveis (BROMBERG &
CHANG, 1992) que aumentam a probabilidade de localizar minimos globais, mas estes
métodos exigem de dezenas a milhares de avaliacdes da funcdo, tornando-se portanto, muito

custosos computacionalmente.
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Uma forma comum de classificacdo dos algoritmos de otimizacdo é a ‘ordem’ da
informagdo que eles devem calcular. Por ordem queremos dizer ordem das derivadas da
funcdo objetivo (no nosso caso a equacio (3.1)). A primeira classe de algoritmos ndo requer
mais do que a simples avaliacio da funciio em diferentes pontos do espaco. Nenhuma
derivada estd envolvida. S8o os chamados métodos sem diferenciagdo. A segunda classe de
algoritmos faz uso da derivada primeira da fungdo a ser minimizada. Sdo chamados de
métodos de primeira ordem. Outra classe de algoritmos que serd intensamente estuda neste
capitulo sdo os chamados métodos de segunda ordem, e que utilizam informagdes sobre a
derivada segunda da funcdo de custo. Uma ikima divisdo inclui os algoritmos cujos
parimetros sdo ajustados de maneira empirica, ou seja, através de procedimentos de tentativa
e erro. Classificam-se como métodos empiricos.

A Figura 3.2 apresenta um organograma das diferentes estratégias de treinamento de
redes neurais artificiais que serfio revistas.

Os métodos discutidos neste capitulo tém como objetivo determinar minimos locais,
que sio pontos na vizinhanga dos quais o funcional de erro possui o menor valor.
Teoricamente, os métodos de segunda ordem ndo sdo mais capazes de encontrar um minimo
global do que os métodos de primeira ordem.

O problema de determinacdo de minimos globais, mesmo dentro de um conjunto de
minimos locais bem definidos, é diffcil devido a impossibilidade fundamental de se
reconhecer um minimo global utilizando-se apenas informagdes locais. O ponto chave da
otimizagfio global € saber quando parar. Muitos esfor¢os tém sido empenhados diretamente no
problema de determinacio de minimos globais. Recentemente, métodos heuristicos tornaram-
se populares, em particular os métodos evolutivos como algoritmos genéticos e recozimento
simulado (simulated annealing). Entretanto, nenhuma dessas abordagens, analitica ou
heuristica, garante a localizagio de um minimo global de uma fungdo suave e continua em
tempo finito e com recursos computacionais limitados.

Minimos locais ndo sdo tnicos por uma de duas razdes:

e afun¢do € multimodal;

e se a Hessiana € singular em um minimo local, este minimo constitui um conjunto
compacto ao invés de um ponto isolado. Isto é, o valor da funcio deve ser
constante ao longo de uma dire¢do, de um plano ou de um subespago maior
(MCKEON et. al., 1997).
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Figura 3.2: Estratégias de treinamento de redes neurais do tipo MLP.

Dentre as quatro classes de algoritmos citadas acima, serdio apresentados virios métodos
de otimizacdo, sendo que alguns destes foram implementados e testados. Os resultados

experimentais serdo detathados no Capitulo 9.

3.4 Métodos Sem Diferenciacéio

Dentre esses métodos podemos citar simulated annealing (SA), algoritmos genéticos
(GA) e busca exaustiva (BE). Ndo entraremos em detalhes sobre as caracterfsticas do método
simulated annealing e de busca exaustiva. No Capitulo 7 falaremos um pouco sobre os
algoritmos genéticos aplicados 2 construcdo e determinacdo dos pesos de uma rede neural do
tipo MLP. E possivel adiantar que seus desempenhos sdo inferiores aos métodos de primeira e

segunda ordem quando os problemas sio diferencidveis.

3.5 Métodos de Primeira Ordem

O erro quadritico médio a ser minimizado pode ser apresentado considerando-se seus

termos até segunda ordem pela equagdo (3.4):
J quad ©) = J8;)+ VI (8,)T (6-6,)+(8-6,)T V21 (8,)(6-9,), (3.4
onde VJ(6;) é o vetor gradiente eV?J (6;) € a matriz hessiana de J(0), ambos calculados no

ponto8=90;¢ J (9) representa a aproximacio até segunda ordem de J(8).

Nos métodos de primeira ordem apenas os termos constante ¢ linear em 6 da expansio
em série de Taylor sdo considerados. Estes métodos, onde unicamente o gradiente local
determina a diregdo de minimizagdo d (eq. (3.3)), sdo conhecidos como métodos da direcdo

de maior decrescimento (steepest descent ou gradient descent).
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3.5.1 Algoritmo Padrao de primeira ordem (BP)

Este método funciona como segue. Quando a rede estd em um estado 8;, o gradiente
VJ(8;)¢é calculado e um passo de minimizacdo na dire¢do oposta ao gradiente d = -VJ(8)é
efetuado. A regra de aprendizado € dada pela equacgdo (3.3).

No algoritmo padrdo, a minimizagdo € geralmente feita com um passo o fixo. A
determinagdo do passo o € fundamental, pois para valores muito baixos, o tempo de
treinamento pode tornar-se exageradamente alto, e para valores muito altos os pardmetros
podem divergir (HAYKIN, 1994). A velocidade de convergéncia € geralmente melhorada
adicionando-se um termo de momento (RUMELHART ef. al., 1986).

0,=90,+ad,+BA8_, i20. (3.5)

Este termo adicional geralmente evita oscilagdes no comportamento do erro, pois pode

ser interpretado como a inclusdo de uma aproximagfio da informagio de segunda ordem

(HAYKIN, 1994).

3.5.1.1 Algoritmo

O algoritmo utilizado neste método estd resumido abaixo:

1. Atribua um valor inicial Gye cﬁ‘ppa:r:a. ¢ vetor de parimetros e um
valor arbitrariamente pegqueno para uma constante € > 0

2. Atribua valores para os pardmetros O e B

3. Enquanto a condigdo de parada nio for satisfeita, faca:

3.1, 6,,=0,-aVJ(®,)+pAS

Exemplo 3.1:

Para ilustrar as caracteristicas de alguns dos algoritmos de treinamento apresentados
neste capitulo, considere o problema de aproximar a fungio XOR utilizando uma rede do tipo
perceptron com uma unica camada intermedidria e dez unidades nesta camada. A Figura
3.3(a) apresenta o problema XOR e a Figura 3.3(b) o comportamento da curva de erro quando
¢ feita a inclusdo do termo de momento no algoritmo padrfio. Verifica-se que a inclusfio deste
termo diminui o platd da curva de erro e reduz significativamente o tempo de convergéncia,

A ineficiéncia e auséncia de robustez do algoritmo padrio € devida, principalmente, ao

fato de que € feita uma aproximacéo linear da fungfio de erro e o passo de ajuste € arbitririo.
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Figura 3.3: (a) Problema a ser abordado (XOR). (b) Comparacio da velocidade de convergéncia do
algoritmo padrio com e sem momento para uma rede com 5 unidades intermedidrias (SSE = 0.01).

Trago continuo: algoritmo sem o termo de momento. Curva tracejada: algoritmo com o momento.

3.5.2 Método do Gradiente (GRAD)

Dentre os métodos que utilizam diferenciagiio e busca, o método do gradiente € o mais
simples para obtengio da direcdo d;, pois utiliza apenas informages de primeira ordem. Na i-
ésima iteracdo, a direcio d; ¢ definida como a diregdo de médulo unitdrio de maior
decrescimento da funcfo J.

VI (©)
vi@)] (3:6)

A lei de ajuste do método do gradiente ¢, entdo, dada por:

_q ., VJE)
0., =9, a; HV‘](G:')” : 3.7

3.5.2.1 Algoritmo

O algoritmo utilizado neste método estd resumido abaixo (VON ZUBEN, 1996):

1. Atribua um valor inicial 8y e RP Para o vetor de pardmetros e um
valor arbitrariamente pequeno para uma constante € > 0, faca o
=1 e i=0 e calcule VJ(9,)

2. Enquanto "VJ(B,-)H>£, faca:

VJ(@-)
2.1, 0,,, =0, —a; ——il
prov = A IS8,
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2.2. Enguanto J(8,.,)2J(8) faca:

2.2.1. U,I-;Iral-

VJ(,)
2.2.2.68, ., =0 —@; ——-"m
Qipy =150
2.3. ei-i-l :eprov
i=i+1

2.4. Calcule ;[VJ(@E)K .

Onde ¢, ¢ ¢, sdo taxas de aumento e redugdo do passo o, respectivamente.

A Figura 3.4 ilustra o comportamento do método do gradiente quando aplicado ao
problema do Exemplo 3.1. Verifica-se um comportamento monotonicamente decrescente da
fungdo de custo (erro), percebe-se que a taxa de aprendizagem oscila (aumenta e diminui) e o
nimero de €pocas para convergéncia € menor do que o do algoritmo BP, quando o mesmo

critério de parada € adotado.

Tam te Apterdzagem \ GRAD
6.40 Y T T t T T 10 13 Y T T 3
0.35¢
Q30 ]
10
025F T
0zoh r SSE
AL E t
107} 1
010} 4
8.05p 1
o . . . " s " 16° . . R . N
g 5 10 15 20 25 30 35 1] & 10 1% 20 25 30
£pocas Epocas
(a) (b)

Figura 3.4: Comportamento do método do gradiente durante a minimizacgiio do funcional de erro do
problema XOR. (a) Evolugio tipica da taxa de aprendizagem. (b) Decaimento do erro, note o

comportamento monotonicamente decrescente e o tempo reduzido de convergéncia.
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Outro critério de parada que pode ser adotado, ¢ fazer com que o erro dado pela
expressdo (3.1) seja menor ou igual a um valor de £ pré-estabelecido no passo 1, ao invés de

escolhermos a norma do vetor gradiente. Este critério de parada ndo garante que o algoritmo
. . so. * ’ . ¥ ”~
pare de iteragir caso um minimo local seja atingido, com J (efoc) > €. A parada ocorrerd

garantidamente caso o critério de parada adotado seja [VJ(8,)] <e.

Sempre que J(8) tiver pelo menos um minimo, o método do gradiente associado a este
procedimento de busca unidirecional vai seguramente fornecer uma solugo 6*, minimo local

do problema (3.2). A inclusédo de um termo de momento junto a equacao (3.3), na forma:

VI,
0i41 =0, — 0y =5 +B,(0, -6,_),

ndo ¢ recomendada neste caso por tornar mais complexo o atendimento da condicio de

garantia de convergéncia para minimos locais.

3.6 Métodos de Segunda Ordem

Atnalmente estes métodos sdo considerados a maneira mais eficiente de se fazer o
treinamento de redes neurais do tipo MLP (SHEPHERD, 1997). Estes algoritmos recorrem a um
rigor matemdtico baseado em modelos de otimizagdo nio-linear irrestrita bem definidos, nio
apresentando assim um vinculo natural com a inspiragio biolégica inicialmente proposta para

as RNA's.

3.6.1 Método de Newton Modificado (NM)

O método de Newton pode ser considerado como o método local bésico que utiliza
informagGes de segunda ordem. Deve ser enfatizado que a sua aplicacdo prética aos
perceptrons multicamadas é pouco recomendada uma vez que o cdlculo da matriz Hessiana
representa um elevado custo computacional pois exige a inversdo, anilise espectral e
armazenagem de uma matriz quadrada que € da ordem do ndmero de pardmetros P a serem
ajustados (BATTITI, 1992; LUENBERGER, 1989; BAZARAA et. al., 1993).

O vetor 8.1, é a solugdo que minimiza exatamente J(0) dado pela equacio (3.4),
atendendo portanto a condi¢fio de otimalidade

a"rquad (8i+1) =0

s G2

Aplicando a equagéo (3.9) na equacio (3.4) resulta
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0 =8, -[7260] V),

I3

(3.10)
onde V*J (.) é amatriz hessiana e VJ(.) o vetor gradiente.

Utilizando o mesmo raciocinio empregado no caso do método do gradiente, como a
fungdo J(P) nio ¢ necessariamente quadrdtica, a minimizacio de sua aproximagio quadrética
J quad (9) dada pela equacfo (3.4) pode ndo fornecer uma solugdo 6, tal que J(6,,1) < J(B). A

lei de ajuste (3.10) torna-se entdo:

0,41 =9; ‘ai[vzf(ei)rvﬂei)- (3.11)

Maiores detalhes sobre a determinacfio do passo o serfio apresentados no Capitulo 4.
Na forma como foi apresentado acima, o método de Newton ainda ndo apresenta
garantia de convergéncia, pois nada pode ser afirmado sobre o sinal da matriz hessiana, que
deve ser definida positiva por duas razdes: para garantir que a aproximagio quadritica tenha
um minimo e que a inversa da matriz hessiana exista, que ¢ a condi¢fio necessdria para
resolver as equagdes (3.10) ou (3.11) a cada iteragdo. Portanto, € necessirio testar a

positividade de V2J(8) a cada iteracdo, e na eventualidade de se obter V2J(0) < 0, deve-se

aplicar um procedimento de positivagdo desta matriz.
O Capitulo 5 fard comentdrios gerais sobre os problemas numéricos associados ao

treinamento de arquiteturas do tipo MLP,

3.6.1.1 Algoritmo

O algoritmo utilizado neste método estd resumido abaixo:

1. Atribua um valor inicial e RP para o vetor de parlmetros e um
valor arbitrariamente pequeno para uma constante &€ >

2. Enquanto a condic¢3o de parada ndo for satisfeita, faca:
2.1. calcule VJ(®;), V2J(®,) e di=k’2J(B,-)]'1VJ(9,-)
2.2, Utilize um procedimento de busca unidimensional para

encontrar um O; gue seja solucdoc étima do problema

min J(GI 'E'C!.idi) .
a;e(0,1]

2.3. Lei de ajuste: 8,,=0,-ad,
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3.6.1.2 Calculo exato da Hessiana

A determinagiio exata da matriz hessiana nfo é uma tarefa ficil. CHRIS BISHOP (1992)
apresenta expressoes que permitem o cdlculo exato da matriz hessiana para arquiteturas MLP
com uma ou mais camadas intermedidrias.

Apresentaremos aqui, apenas as expressdes que permitem a determinagio da matriz
hessiana de uma rede MLP com uma tinica camada escondida.

Na determinago da matriz hessiana usaremos os fdices k e &’ para as unidades de
entrada, [/ e [’ para as unidades intermedidrias e m e m’ para as safdas. Sendo &; a entrada da
unidade i e z; a ativacdo desta unidade, entiio tem-se que z; = fla;). A matriz hessiana para uma
rede com uma dnica camada intermedidria pode ser calculada utilizando-se trés blocos de
expressoes:

1. Ambos os pesos pertencentes i segunda camada:
9%J
awmiawm'!’

= Z[zl’é‘mm'Hm’

2. Ambos os pesos na primeira camada:

9%y
Owy Oy

:Zka’X{f”(at’)5[1’zwm[’am +f’(al’)f’(al)zwml’ mle}'

3. Um peso em cada camada:

a%J ,
= 2 S (@GN Oy + 2pwo H o 1,
Wy OW
onde:
2 2
On = gn() ~ 8 (), Hn= 21 - 2ai =0 = (0 m)———-»+[f( L
da2 dz2,
e
oJ . 927
—=(g- — =1
5, (g—-2) 22

3.6.1.3 Positivando a Hessiana

Dada uma matriz A simétrica, conhecendo-se o menor autovalor Amin desta matriz, é
possivel obter uma matriz M definida positiva a partir de A na forma:
o seAmn>0,entio M=A
® - S€ Amin £ 0, entdo M = A + (€ - Agn)], com £ > Ay,
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A lei de ajuste do método de Newton torna-se:

0,41 =0, —;M; VI (®)), (3.12)
onde M; € dada por:
M; =V1®) se A >0
v2 ] [ < (3.13)
M": J(el)-i-{s""lmm)l Se Kmin <0

com lEﬁino autovalor minimo de M;. Ainda nfo existem resultados que conduzam &
determinacfo automnética de um valor 6timo para € (VON ZUBEN, 1996).

A Figura 3.5 apresenta alguns exemplos da aplicacio do método de Newton
modificado na minimizacdo de uma func¢fo monovariavel J(8), demonstrando que o ajuste do
método de Newton é sempre no sentido de atender o critério. Os pontos '®’ correspondem a

(6;,J(6,)), enquanto que os pontos 'o' correspondem a (6;1,/(8i.1)). A funcio J(B) ¢

representada pela curva de trago cheio, enquanto que J,,,4(6) (ou sua versio modificada) é

representada pela curva tracejada.

Observe que nos grificos da coluna da esquerda foi necessdrio positivar a hessiana,
enquanto que nos graficos da ultima coluna houve a necessidade de se utilizar o; < 1.
SituacOes em que estes dois procedimentos sejam necessirios simultaneamente também

podem ocorrer.
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Figura 3.5: Exemplos da aplicacio do método de Newton modificado.
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Se ao invés de minimizar a funcdo objetivo quiséssemos maximizé-la, bastaria apenas
inverter a dire¢@o de busca, e negativar a matriz hessiana (VZJ(G) < 0) no lugar de positiva-la.

E importante mencionar ainda que em lugar de positivar M; na equacio (3.13), poder-
se-1a, em principio, utilizar qualquer outra matriz definida positiva de dimensdes apropriadas.
A razdo para optar pelo processo de positivagdo da hessiana é a analogia com o tradicional
método de Levenberg-Marquardt (que serd visto a seguir) que pode ser interpretado como
uma combina¢do entre a lei de ajuste do método do gradiente ¢ a lei de ajuste do método de

Newton.

3.6.2 Método de Levenberg-Marquardt (LM)

Este método, assim como o método de Newton, ¢ bastante eficiente quando estamos
tratando de redes que nfio possuem mais do que algumas centenas de conexdes a serem
ajustadas (HAGAN, 1994). Isto deve-se, principalmente, ao fato de que estes algoritmos
necessitam armazenar uma matriz quadrada cuja dimensdo é da ordem do nidmero de
conexoes da rede (ver Capitulo 5).

O funcional de erro apresentado na equagio (3.1) representa o erro quadrético médio
(MSE). Se considerarmos como funcional a soma dos erros quadriticos (SSE), e ainda
levarmos em conta que o problema pode ter miltiplas saidas, obtemos a seguinte expressio
para o funcional de erro:

N m q
10=3 3 (g;0-g;x0)f = > 7, (3.14)
i=1 j=1 k=1
onde N € o nimero de amostras, ! 0 nimero de unidades intermedisrias, r o erro residual, m o
nimero de saidas, e g o produto N x m.
Seja J o Jacobiano (matriz das derivadas primeiras) do funcional J dado pela equagdo

(3.14). Esta matriz pode ser escrita da seguinte forma:
J=| i 4, (3.15)
onde r é denominado erro residual.

Diferenciando a equagio (3.14) obtemos:

9
V7 =2)"r=2% nvr, (3.16)
k=l
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q
Vii=2 J+ zrkver (3.17)
k=l J

A matriz de derivadas segundas do funcional de erro é chamada de matriz hessiana,
como foi visto anteriormente. Quando os erros residuais sdo suficientemente pequenos, a

matriz hessiana pode ser aproximada pelo primeiro termo da equagfo (3.17), resultando em:

2y _aqT
Ver=2JJ. (3.18)

-

Esta aproximac¢do geralmente € véilida em um minimo de J para a maioria dos
propésitos, e € a base para o método de Gauss-Newton (HAGAN, 1994). A lei de atualizagio

torna-se entio:

so=[Tali"x. (3.19)

A modificacdo de Levenberg-Marquardt para o método de Gauss-Newton é:

i
20 =l +ut['37r (3.20)
O efeito da matriz adicional yI é adicionar p a cada autovalor de J°J. Uma vez que a
matriz J7J é semi-definida positiva e portanto o autovalor minimo possivel é zero, qualquer

valor positivo, pequeno, mas numericamente significativo, de L serd suficiente para restaurar

a matriz aumentada e produzir uma direcio descendente de busca.

Os valores de u podem ser escolhidos de vdrias maneiras; a mais simples é escolhé-lo

zero a0 menos que a matriz hessiana encontrada na iterag@o ¢ seja singular. Quando isso

ocorrer, um valor pequeno como p = 107 Z?I (JTJ)ﬁpode ser usado. Outras formas de

determinag¢do do parfmetro pL s@o sugeridas por HAGAN (1994), MCKEON er. al. (1997) e
FINSCHI (1996).

E importante observar que, quanto maior for o valor de I, menor € a influéncia da
informagdo de segunda ordem e mais este algoritmo se aproxima de um método de primeira
ordem.

A Figura 3.6 apresenta a curva de decaimento do erro quando o método LM ¢é aplicado

ao problema do Exemplo 3.1.
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Figura 3.6: Comportamento do método Levenberg-Marquardt durante a minimizaciio do funcional de
erro do problema XOR. Este método também apresenta um comportamento monotonicamente

decrescente da curva de erro, mas a aceleracio do processo de convergéncia é ainda maior.

3.6.2.1 Algotitmo

O algoritmo utilizado neste método estd resumido abaixo:
1. Atribua um valor inicial 6ye R’ para o vetor de pardmetros e um

valor arbitrariamente peguenc para uma constante € > 0

2. Enquanto a condigdo de parada ndc for satisfeita, faga:

2.1. Construa a matriz J utilizando as expressdes (3.14) e
(3.15)
2.2. Calcule o ajuste utilizando a equacdo (3.20)

Utilize wum procedimento de busca unidimensional para
encontrar um O que seja solugdo dtima do problema

min J(6; +a,d;) .
a;e(0,1}

2.4. Lei de ajuste: 9£+1 = 9,- ""U.iA(et')

3.6.3 Método de Davidon-Fletcher-Powell (DFP)

Este método, assim como o método BFGS que serd apresentado em seguida, é
classificado como método quase-Newton. A idéia por tris dos métodos quase-Newton € fazer

uma aproximagdo iterativa da inversa da matriz hessiana, de forma que:
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limH; =v27(0)" (3.21)

i—ee

Sdo considerados os métodos teoricamente mais sofisticados na solucdo de problemas
de otimizacdo ndo-linear irrestrita e representam o dpice do desenvolvimento de algoritmos
através de uma andlise detalhada de problemas quadriticos.

Para problemas quadréticos, gera as direcbes do método do gradiente conjugado (que
serd visto posteriormente) ao mesmo tempo que constrdi a inversa da Hessiana. A cada passo
a inversa da Hessiana € aproximada pela soma de duas matrizes simétricas de posto 1,
procedimento que ¢ geralmente chamado de corregdo de posto 2 (rank 2 correction

procedure).

3.6.3.1 Construgao da Inversa

A idéia é construir uma aproximacdo da inversa da matriz hessiana, utilizando
informagdes de primeira ordem obtidas durante o processo iterativo de aprendizagem. A
aproximagcdo atual H; € utilizada a cada iteragdo para definir a proxima dire¢io descendente
do método. Idealmente, as aproximagdes convergem para a inversa da matriz hessiana.

Suponha que o funcional de erro J(0) tenha derivada parcial continua até segunda

ordem. Tomando dois pontos 8; e 8;,, defina g; = - VJ(E)i)T € iyt =~ VJ(8i+;)T. Se a hessiana,
V27 (0), é constante, entio temos:
@ =g,1-8=V"JOp;, (3.22)
p; =0,d;. (3.23)
Vemos entio que a avaliagdo do gradiente em dois pontos fornece informac6es sobre a
matriz hessiana V2J (8). Como 6 € R*, tomando-se P dire¢des linearmente independentes

{po, P1, .--» Pp-1}, € possivel determinar unicamente viy (0) caso se conheca q;, i =0, 1, ...,

P — 1. Para tanto, basta aplicar iterativamente a equacdo (3.24) a seguir, com Ho = I, (matriz

identidade de dimensdo P).

T T
H,,, =H; +2 —H"}*‘h Hii=01,..P-1. (3.24)
P: q; q; Hq;

A Figura 3.7 apresenta a curva de decaimento do erro quando o método DFP é

aplicado ao problema do Exemplo 3.1.
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Figura 3.7: Comportamento do método DFP durante a minimizagao do funcional de erro do problema

XOR. Verifica-se um comportamento monotonicamente decrescente da curva de erro, com grande

velocidade de convergéncia.

Apds P iteragdes sucessivas, se J(8) for uma fungdo quadrdtica, entdo H, =V2J(0)™.

Como geralmente ndo estamos tratando problemas quadréticos, a cada P iteracdes é
recomenddvel que se faca uma reinicializagfo do algoritmo, ou seja, toma-se a dire¢io de

minimizagdo como a dire¢do oposta aquela dada pelo vetor gradiente e H = I,

3.6.3.2 Algoritmo

O algoritmo utilizado neste método estd resurnido abaixo:

1. Atribua um valor inicial 6y € R? para o vetor de parémetros e
um valor arbitrariamente pequeno para uma constante £ > 0

2. Defina do=go, Ho=1 e fagca i = 0 (go = -VJ(By)

3. Enquanto a condig8o de parada ndo for satisfeita, faca:
3.1. Determine a direcdo d; = Hg,
3.2. Se (imodP=0),faca: d; = g, e Hi=1
3.3. Utilize um procedimento de busca unidimensional para

encontrar um passo 0O, gque seja solugio étima do problema

min J(8; +ad;)
a;€(0,1]

3.4. Faca el+1 =91+a,dl

3.5. calcule p;=ad;, gu
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3.6. Faga (;=g;,|—g; de acordo com a expressdo (3.22)
3.7. Calcule H,,; pela expressdo (3.24)

3.8. Faca i=i+1

3.6.4 Método de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS)

A diferenca bidsica deste método para o proposto na secéio anterior (DFP) € a forma da
aproximacfo da inversa da matriz hessiana. A expressdo que permite determinar a
aproximacdo da inversa da hessiana ¢ apresentada na equacfo (3.25).

T T
H,, —H,+2P: [1+ q; Hiq;

" pla;| pla

T T
- Hiqipi TPi4; H (3.25)

P?(h‘

Os vetores q; e p; sdo determinados como nas expressdes (3.22) e (3.23), respectivamente.

3.6.4.1 Algoritmo

O algoritmo utilizado neste método estd resumido abaixo:

1. Atribua um valor inicial 6y e RP para o vetor de parldmetros e
um valor arbitrariamente peguenc para a constante £ > 0

2. Defina do=go, Ho=1 e faga i = 0 (go = ~-VJ(By))

2. Enquanteo a condicdo de parada ndo for satisfeita, facga:
3.1. Determine a diregdo d; = Hg,
3.2. Se (imodP=0),faga: di= g, e Hi=1
3.3, Utilize wum procedimento de busca unidimensional para

encontrar um passo O gue seja solugdo 6tima do problema

min J(Bl +u’idi) .
a;e(0,1}

3.4. Faca 0;,;,=6;+a4d;

3.5. Calculep;=od;, Ei

3.6. Faga (;=g;4 —&; de acordo com a expresséo (3.22)
3.7. Calcule H;,, pela expressdo (3.25)

3.8. Faca i=i+1
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Figura 3.8: Comportamento do método BFGS durante a minimizacdo do funcional de erro do

probiema XOR. Verifica-se um comportamento semelhante ao do método DFP.

A Figura 3.8 apresenta a curva de decaimento do erro quando o método BFGS ¢ aplicado
ao problema do Exemplo 3.1. Essa curva permite-nos verificar que o comportamento deste
algoritmo, em relacdo 2 velocidade de convergéncia € similar ao do método DFP, visto

anteriormente.

3.6.5 Método das Secantes de um Passo (0SS - One Step Secant)

O termo método de secante provém do fato de que as derivadas sio aproximadas por
secantes avaliadas em dois pontos da funcio (neste caso a funcdo ¢ o gradiente). Uma
vantagem deste método apresentado por BATIITI (1992; 1994) é que sua complexidade é de

ordem O(P), ou seja, é linear em relagio ao ntmero P de pardmetros, enquanto a

complexidade dos métodos DFP ¢ BFGS é de ordem O( P? ). Maiores detathes sobre a
complexidade computacional dos algoritmos citados aqui serio apresentados no Capitulo 5.

A principal razio da redugio do esfor¢o computacional deste método em relacdo aos
anteriores (DFP e BFGS), € que agora a diregiio de atualizacdo (eq. (3.3)) é calculada somente
a partir de vetores determinados pelos gradientes, ¢ nfdo hd mais a armazenagem da
aproximacio da inversa da hessiana.

A nova diregdo de busca d;,; é obtida como segue:

diy =-8: +As; + By, (3.26)
onde:

$;=0,,-6,=p, : : (3.27)
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Figura 3.9: Comportamento do método OSS durante a minimizag¢io do funcional de erro do problema
XOR.

T
B =380 (3.28)

T T T
s;-rql-

' T T T
§4q; i8;4; 5;4q;
Os vetores ¢; e p; sdo determinados como nas expressoes (3.22) e (3.23), respectivamente.

A Figura 3.9 apresenta a curva de decaimento do erro quando o método OSS é

aplicado ao problema do Exemplo 3.1.

3.6.5.1 Algoritmo

O algoritmo utilizado neste método estd resumido abaixo:

1. Atribua um valor inicial O e RF para o vetor de pardmetros e
um valor arbitrariamente pegueno para uma constante € > 0

2. Defina do=go, Ho=1 e faca i=0 (g = -VJXB))

3. Engquanto a condig¢do de parada ndo for satisfeita, faca:

3.1. Determine a direcdc d; pelas expressdes (3.22), (3.28),

{3.27) e (3.28)

3.2. Se (imodP =0),faca: d; = g,

3.3. Utilize um procedimento de busca unidimensional para
encontrar um passo O gue seja solucdo Stima do problema

min J(B, +G.£di) .
a;e(0,1]

3.4. Faca ei+1 mei +aidf

3,.5. Faca iz=i+1
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3.6.6 Método do Gradiente Conjugado (GC)

Existe um consenso geral da comunidade de andlise numérica que a classe de métodos
de otimizagfio chamados métodos do gradiente conjugado, tratam de problemas de grande
escala de maneira efetiva (VAN DER SMAGT, 1994).

Os métodos do gradiente conjugado possuem sua estratégia baseada no modelo geral
de otimizagdo apresentado no algoritmo padrio e do gradiente, mas escolhem a direcdo de
busca d;, o passo o; e o coeficiente de momento B; (equacdio (3.5)) mais eficientemente
utilizando informacdes de segunda ordem. E projetado para exigir menos célculos que o
método de Newton e apresentar taxas de convergéncia maiores que as do método do
gradiente.

Antes de apresentar o método do gradiente conjugado é necessirio apresentar um

resultado intermedidrio denominado método das dire¢des conjugadas.

3.6.6.1 O método das Diregoes Conjugadas

A lei de adaptacdo dos processos em estudo assume a forma da equagdo (3.3), sendo

que, havendo convergéncia, a solugio 6tima 6% € R’ pode ser expressa na forma:
O*=agdy +oyd; +..= Y ad;.
i

Assumindo por hipétese que o conjunto {dg, dy, ..., dp.} forma uma base de R’ e
a=(a ... opy) éa representacio de 6* nesta base, entio é possivel obter 6* em P iteracdes

da equacdo (3.3) na forma

P-1
g% = aodo +C[1d1 +.k.+U.P__IdP_1 = Za’idi . (329)
i=0

Dada uma matriz A simétrica de dimensiio P x P, as diregtes d; R i= 0,..., P1,
s80 ditas serem A-conjugadas ou A-ortogonais se: d";Adi =0, parai#jeij=0,..., P-1.

Se a matriz A for também definida positiva, o conjunto de P direcdes A-conjugadas
forma uma base do R’. Dessa forma os coeficientes a’;, J=L..,P-1, podem ser

determinados pelo procedimento descrito abaixo.

Dada uma matriz A simétrica, definida positiva e de dimensio P x P, muitiplicando-se

a equagdo (3.29) a esquerda por df,-"A ,comQ £j < P-1, resulta:
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P-1
d%g*: 2a2d§Adi, j=1..,P-1. (3.30)
i=0}

Escolhendo as direcdes d; € RP, como sendo A-conjugadas, é possivel aplicar os
resultados apresentados acima para obter:

. dliAe*

(lj' - T R

d;Ad;

j=l.,P-1. (3.31)

E necessédrio eliminarmos 6* da expressdo (3.31), e para que isso seja feito sdo

necessdrias duas hipéteses adicionais:
s Suponha que o problema € quadritico, ou seja: J(8) =%8TQ9-bT6

entdo no ponto de minimo 6%, & vélida a expressio:
VI(*) =0=Q0*-b=0=Q8*=bh. (3.32)
e Suponhaque A =Q.
Sendo assim, a equacio (3.31) resulta em:

T
._ dlb

L= , =1, P-1, .
a; d?Adi J (3.33)

e o ponto de minimo 6* ¢ dado por:

pP=1 g7
CLEDY :,i’b d,. (3.34)
Assumindo solucfio iterativa com 9% sendo expresso na forma da equagdo (3.34), os

coeficientes aj- ,j=1,...,P-1, sdo dados por:

0% =0; +ogdg +ard; +..+ap_idp_y, (3.35)
d7 Q6" -8;)
* J’ .
q; =—t—  j=1.,P-1 3.36
] d?Qd,- (3.36)

Na j-ésima iteracdo, e levando-se em conta a equacdo (3.35), obtém-se:
. divie,; |
) m—-—’i-,:r—-(--i?-, j=1lu,P-1, (3.37)
d;Qd j

¢ a lei de ajuste do método das dire¢Ges conjugadas € dada por:
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6., =0, — ‘. 3.38
I+ [ leQd: ( )

3.6.6.2 O Método do Gradiente Conjugado
Antes de aplicarmos a lei de ajuste dada pela equacio (3.38), & necessério obter as
diregGes Q-conjugadas d; € R”, i=0,...,P-1. Uma maneira de determinar estas direcdes ¢
tomd-las na forma (BAZARAA ef. al., 1993):
{dﬂ =-VJ ()
Aoy =-VJO,)+Bd;  i20

VJ(6:.)" Qd,
d] Qd,

(3.39)

com §, =

3.6.7 Problemas néo quadraticos — Método de Polak-Ribiére (PR)

As derivacGes das equacdes anteriores foram feitas supondo que estamos tratando de
problemas quadrdticos, o que nem sempre é verdade. Para que possamos adaptar as equagdes
anteriores a problemas nio-quadriticos, a matriz Q deve ser aproximada pela matriz hessiana
calculada no ponto 8;. A aplicacio destes algoritmos a problemas nio quadriticos envolve um
procedimento de busca unidimensional do passo de ajuste (taxa de aprendizagem) e a
aproximagdo do parémetro [} utilizando informagdes de primeira ordem (gradientes).

Uma destas aproximacées € dada pelo método de Polak-Ribiere. O algoritmo para este

método torna-se entio:

3.6.7.1 Algoritmo

O algoritmo utilizado neste método estd resumido abaixo:

1. Atribua um valor inicial @e RP para o vetor de parimetros e um
valor arbitrariamente pequeno para a constante £ > 0

2. Ccalcule VJ(By), faga do=-VIHBp)ei=0

3. Enquanto a condicgfo de parada nio for satisfeita, faca:

3.1. Utilize um procedimento de busca unidimensional rara
encontrar um O gque seja solugdo Stima do problema

min Jr(gl"f"ﬂ.idf) e faca 9i+1;9,-+a,-df
a;€(0,1]

3.2. cCalcule g =-VJ8);
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T
3.3. Se (imodP=# 0), faga d; ;=g +p,d;, onde ﬁix_gi_tl(g;fim__:“g,s;)
88

3.4. Sendo, faca: d; = g,

1

3.8, Facga i=i+1

A Figura 3.10 apresenta a curva de decaimento do erro quando o método de gradiente
conjugado PR € aplicado ao problema do Exempio 3.1.

PR
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Figura 3.10: Comportamento do método PR durante a minimizagdo do funcional de erro do problema

XOR apresentado no Exemplo 3.1.

3.6.8 Problemas ndo quadraticos — Método de Fletcher & Reeves (FR)

E um método de direces conjugadas, assim como o de Polak-Ribiére, mas diferencia-

se pela forma como ¢ determinado o parimetro 3 do passo 3.3 do algoritmo anterior.

3.6.8.1 Algoritmo

O algoritmo utilizado neste método estd resumido abaixo:
1. Atribua um valor inicial he RP para o vetor de parfmetros e um

valor arbitrariamente pequeno para a constante £ > 0
2. Calcule VJ(By), faca do=-VJ(Op)ei=0

3. Enquanto a condig8o de parada ndo for satisfeita, faca:
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3.1. Utilize um procedimento de busca unidimensional para

encontrar um O que seja solugdo Stima do problema

min J(Gl +aidi) e faca GH_E =8£ +0.,-d,-
w;€(0,1]

3.2. Calcule g;=-VJ(0);

2
3.3. Se (imodP# (), faga d;,;=g;+fd;, onde ﬁi:ﬂ%ﬂ-ﬁu—

“gi"z

3.4. Sendo, faga: d; = g,

4

3.8, Facga i=i+1

A Figura 3.11 apresenta a curva de decaimento do erro quando o método de FR ¢

aplicado ao problema do Exemplo 3.1.

0 5 0 15 20 2
Epocas

Figura 3.11: Comportamento do método FR durante a minimizagdo do funcional de erro do problema

XOR apresentado no Exemplo 3.1.

3.6.9 Método do Gradiente Conjugado Escalonado (SCG)

Os métodos de segunda ordem apresentados até agora utilizam um procedimento de
busca unidimensional para a determinagio da taxa de aprendizagem. A busca unidimensional
envolve um grande nimero de avaliagSes da fungdo ou de sua derivada, tornando o Processo
bastante custoso do ponto de vista computacional. MOLLER (1993) introduz uma nova

variagdo no algoritmo de gradiente conjugado (Gradiente Conjugado Escalonado — SCG), que
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evita a busca unidimensional a cada iteracdo utilizando uma abordagem de Levenberg-
Marquardt cujo objetivo € fazer um escalonamento do passo de ajuste d.
Quando ndo estamos tratando com problemas quadriticos a matriz Q deve ser
aproximada pela matriz hessiana calculada no ponto 8;, € a equaciio (3.37) torna-se:
. divie ;)
C!,j = T3 .
d;VJ6,)d;

(3.40)

A idéia utilizada por Moller € estimar o termo denominado s; = v2J (8;)d; do

método do gradiente conjugado por uma aproximagio da forma:

VI®. +od)-VJ(O,
sj:V2J(8j)djz ©jre,d)) (f), 0<o, <<, (3.41)

Cj

A aproximagio tende, no limite, ao valor de V>J (8 j)d ;. Combinando esta estratégia

com a abordagem de gradiente conjugado e Levenberg-Marquardt, obtém-se um algoritmo

diretamente aplicdvel ao treinamento de redes MLP. Isso ¢ feito da seguinte maneira:

4]

rd (3.42)

S j4;

] 2
i

Seja §; 0 denominador da equacgdo (3.40), entdo utilizando a expressio (3.41), resulta:
_al
O ajuste do pardmetro A; a cada iteragio e a andlise do sinal de §; permitem determinar

se a Hessiana ¢ definida-positiva ou ndo.

A aproximagdo quadritica J .4 (8), utilizada pelo algoritmo, nem sempre representa

uma boa aproximagdo para J(8), uma vez que A; escalona a matriz hessiana de maneira
artificial. Um mecanismo para aumentar e diminuir A; é necessdrio para fornecer uma boa
aproximac¢io, mesmo quando a matriz for definida-positiva. Defina:
_ J(©®;)~J(O;+ad))
U0~ e @,d)
28,10)-70,+a,a)]
- 2
B

(3.44)

onde u; =-d5VJ(9);).
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O termo A, representa uma medida da qualidade da aproximacio J quad () em relagdo

a J{0;+a;d;) no sentido de que quanto mais préximo de 1 estiver 4;, melhor é a

aproximagdo. O algoritmo do gradiente conjugado escalonado resultante & apresentado a

seguir.

3.6.9.1 Algoritmo
O algoritmo utilizado neste método est4 resumido abaixo:
1. Escolha um vetor de pardmetros inicial 8y e escalares 0 <@g << |
=] 7\.() - 0;

2. Faca: pO:IO:—VﬂB&;jZO; sucessc = 1

. - a G
3. Se sucesso = 1, calcule a informacic de 2 ordam:c-==rm—

" el
_VJ®;+0,d,)~VI@))

O

S

a
j thid;s o di=pjsy

4. Se §;<0, entdo faga a matriz hessiana definida positiva:

M =2, - sz ; 5;'25;“‘(7*?/“%)“"1”2? A=y
fa;]

5. Calcule a taxa de ajuste:

T
Hi=pjr; o=, /5;

6. Calcule o pardmetro de comparacdo:

25,;076,)- 76, + a;d; )

A=
u

J

7. Se 4;2() (o erro pode ser reduzido), entio atualize o vetor de
pesos:

Sﬁrl = SJ. + ocj.dj; Tt = -VJ(BJ.H);
8. Se (jmod P) = 0, entfo reinicialize o algoritmo:
Pt =Ty

Sendo, defina uma nova direcdo conjugada:
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Jeju

Cingll =il

j+l JEj _

Bj= " ' Pt =T+ B,
i

9. se A;j20.75, entdo faca A=05A.
10.Se A;£0.25, ent&o faca lj=47tj‘
Sendo, uma reducdo no erro ndc € possivel: sucesso = 0;
11. Se Fpp > € onde € — 0, entdo faca: j=j+l; retorne ao passo 3.
12. 8endo, o procedimento de ajuste chegou ac fim e @ﬂl & o ponto

de minimo.

3.6.9.2 Célculo Exato da Informagao de Segunda Ordem
O elevado custo computacional associado ao cdlculo e armazenagem da hessiana
V2J(8) a cada iteracio pode ser reduzido drasticamente aplicando-se os resultados de

PEARLMUTTER (1994). Além de permitir ¢ cdlculo exato da informacio de segunda ordem, o
custo computacional associado é da mesma ordem que o exigido para o célculo da informagéo
de primeira ordem.

Utilizando um operador diferencial € possivel calcular exatamente o produto entre a
matriz V2J(6) e qualquer vetor desejado, sem a necessidade de se calcular e armazenar a
matriz V2J(6). Este resultado é de grande valia para os métodos de gradiente conjugado, em

particular para o gradiente conjugado escalonado de Moller, onde a hessiana V2I(0) aparece

invariavelmente multiplicada por um vetor.

Expandindo o vetor gradiente VJ(@) em torno de um ponto 0 € R resulta:
VJ(8+ A0) = VJ(0) + VA (8)A0 + o(j[A@l]2 ) (3.45)

onde A@ representa uma pequena perturbagio. Escolthendo A8 = av, com a uma constante

positiva préxima de zero e v € R um vetor arbitririo, é possivel calcular V2J(8)v como

segue:
V2I@)v = L &7](9 +av)~-VJ(©)+ O(az)]= VI®+av)=VI®) +0(a). (3.46)
a a
Tomando o limite quando a — 0,
2 . VJ@+av)-VJ®) 9
V2J(@)v =lim - ma—aVJ(B-I—av)]WO. (3.47)

Portanto, definindo um operador diferencial
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¥, 0)}= é% VI©@+av) . (3.48)

E possivel aplici-lo a todas as operagbes realizadas para se obter o gradiente,

produzindo
YAVIO}=VIl e ¥ }=v (3.49)
Por ser um operador diferencial, W¥,(8) obedece as regras usuais de diferenciagdo. A
aplicagdo deste operador nas equagdes que fazem a retropropagacao do erro nos algoritmos

das redes MLP torna possivel o célculo exato da informagio de segunda ordem que €

diretamente aplicdvel aos métodos de gradiente conjugado.

3.6.9.3 Gradiente Conjugado Escalonado Modificado (SCGM)

Neste algoritmo, as principais mudangas em relagdo ao algoritmo anterior sio:
* Passo 1: nio € necessdrio definir o parimetro o.
¢ Passo 3: s; nfio € aproximado pela equacio (3.42), mas calculado pela expressdo
(3.50) a seguir:
sj:VZJ(Gj)de\,jdj (3.50)
A Figura 3.12 mostra a curva de decaimento do erro quando o método do gradiente
conjugado escalonado com célculo exato da informacio de segunda ordem é aplicado ao
problema do Exemplo 3.1. Verifica-se que o algoritmo possui um desempenho quase

comparavel ao método de LM,

12

Figura 3.12: Comportamento do método SCGM durante a minimiza¢io do funcional de erro do
problema XOR apresentado no Exemplo 3.1.
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3.7 Métodos Empiricos

Métodos heuristicos, ou empiricos, sdo aqueles geralmente verificados através de
experimentos, mas que ndo possuem formalizacio matematica adequada.

Neste item serdo apresentadas algumas modificagdes empiricas que podem ser feitas no
algoritmo padrdo com o objetivo de melhorar seu desempenho. Dentre estas modificages
serdo vistos o coeficiente de momento de segunda ordem, o ganho da funcdo de ativagio, a
normalizacdo dos dados de entrada e sua importédncia e a reinicializacdo do treinamento. Por

tiltimo serd apresentado o algoritmo Quickprop.

3.7.1 Momento de Segunda Ordem

Como visto na equacdio (3.5), a inclusio de um termo de momento na expressdo de
atualizacdo dos pardmetros da rede, permite um aumento na velocidade de convergéncia do
algoritmo. _

Uma maneira simples de aplicar um termo de momento de segunda ordem ao
algoritmo de backpropagation foi apresentado por PEARIMUTTER (1992). A modificagdo a
regra de atualizacdo apresentada pela equaciio (3.5), inclui o decaimento do vetor de
parimetros considerando duas iteragGes anteriores, ou seja:

0, =6, +od, +BAG,, +yAB,_,, 20 (3.51)
B...

O autor recomenda um valor de y = ———é—l-

3.7.2 Variacdo do Ganho da Funcao de Ativacéo

THIMM et. al. (1996) provam que variar o ganho da fungfio de ativagfio ¢ equivalente a
variar a taxa de aprendizagem junto ao vetor de parfmetros ajustdveis 0. Isto simplifica a
regra de aprendizagem eliminando um destes parimetros.

A fungdo de ativagdo geralmente escolhida para os neurdnios de uma rede do tipo

MLP ¢ a fun¢do logistica ou sigmdide:

fo=—1—

2o P (3.52)

que abrange o intervalo (0,y]. Outras escolhas comuns para a funcdo de ativagio f{.) sdo a

tangente hiperb6lica, y tanh(Bx), cujos valores de saida pertencem ao intervalo (-v,7) e a
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funcdo Gaussiana ye“{B")Z com intervalo (0,y]. O pardmetro B ¢ chamado de ganho, e v.B de
decaimento (slope) da fun¢io de ativacdo.

Duas redes M e N de mesma topologia, cujas funcdes de ativagdo f(-), ganho B, taxa de
aprendizagem ¢, e vetor de pardmetros (pesos e limiares) 8, estdo relacionados como na
Tabela 3.1, séio equivalentes sob o ponto de vista do algoritmo back-propagation, o que
implica que quando os mesmos padres de entrada forem apresentados as redes, ambas
fornecerfio as mesmas saidas para condi¢Bes iniciais idénticas. Isso significa que um aumento

do ganho por um fator § pode ser compensado dividindo-se o vetor de paréimetros inicial por

B e a taxa de aprendizagem por B°.

Tabela 3.1: Relagio entre fungio de ativagiio, ganho, pesos e taxa de aprendizagem.

RNA M RNAN
Funcao de ativagéo f(x) “J"e’( x) = f(Bx)
Ganho B= E =B
Taxa de aprendizagem | o a=pa
Pesos 6 9= RO

3.7.3 Normalizacdo dos Dados de Entrada

A influéncia dos dados de entrada no treinamento de uma RNA pode ser vista da
seguinte maneira: se duas entradas, conectadas 4 mesma unidade, possuem intervalos de
varlagdo muito diferentes, os pesos ligados a estas unidades devem ser atualizados de maneira
equalizada. Este processo de adaptagdo dinfimica dos intervalos pode ser muito demorado do
ponto de vista computacional quando hd uma variacio grande nos intervalos de valores das
diferentes entradas (JOOST & SCHIFFMAN, 1993).

Estes problemas podem ser eliminados utilizando-se uma simples transformacdo linear

nos padrdes de entrada, resultando em uma normalizagdo:
- Xin —Xi
Xip = i (3.53)
Oi
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N

c s . . - 1
x;n denota o i-ésimo componente do n-€simo vetor de entrada X .?sz—&-z (Xion
n= *

P 1 N " . : <
corresponde & média e o; =, |— :}: o (x —x.-,,q)2 € o desvio padrio dos dados de
N - &in=1701

entrada originais.

Outro tipo de normalizacdo possivel € o escalonamento dos dados no intervalo

[-1.0, 1.0] pela expressio:

i
Xi,n = Mmin
y. = 2xn  Clmin]

i,n

-1, (3.534)

i i
max] ~ ¥min]
onde Xy € 0 menor valor do i-ésimo vetor de entrada e ¥max) € © maior valor do i-ésimo

vetor de entrada.
E importante mencionar que a normalizacio imposta aos dados é um processo

reversivel.

3.7.4 Reinicializacao do Treinamento

O procedimento de reinicializacdo do treinamento pode ser efetuado em dois casos

distintos:

e Primeiro: se uma rede ndo € capaz de resolver determinado problema em 100%
dos casos (podendo estar presa em um minimo local, por exemplo) entfio existe um
ponto do treinamento depois do qual o esforgo € desperdigado (FAHLMAN, 1988).
HAMEY (1992) apresenta algumas medidas de determinacio da parte do
treinamento na qual devemos fazer a reinicializagdo.

¢ Segundo: quando estamos utilizando métodos de segunda ordem como métodos de
gradiente conjugado e métodos de quase-Newton, deve ser feita a reinicializagdo
do treinamento a cada P iteragdes, pois grande parte destes métodos sdo deduzidos
considerando-se problemas quadriticos. Testes realizados com vdrios algoritmos
de segunda ordem mostraram que para redes com grandes dimensSes um
comportamento mais homogéneo da curva de erro (monotonicamente decrescente
sem a existéncia de grandes platdés) € apresentado quando o processo de
reinicializagdo é feito em um ndimero menor do que P iteragSes. Este resultado

também é comentado por SCHEWCHUK (1994) e HAGAN (1994).
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3.7.5 Método Quickprop (QUICK)

Como 1ltimo algoritmo de treinamento citado neste capitulo temos o algoritmo
Quickprop de FAHLMAN (1988) um dos mais conhecidos de todos. Fahlman apresenta uma
nova lei de ajuste para o vetor de parimetros 8, adicionando o termo de momento a equacdo
(3.5), mas calculando-o de maneira mais elaborada pela equagdo (3.553).

N 7/CH)
"TVI6,,)-VI®,) (3.55)

Fahlman também introduz um fator de crescimento mdximo (it} que € utilizado como

um limite superior para a variagdo do conjunto de pesos; evitando assim, grandes oscilagGes.

3.7.5.1 Algoritmo

O algoritmo utilizado neste método est4 resumido abaixo:

1. Atribua um valor inicial @€ S?Ppara ¢ vetor de parémetros e um
valor arbitrariamente pequeno para uma constante € > (

2. Defina valores para o pardmetro o

3. Engquanto a condigido de parada ndo for satisfeita, faca:
3.1. calcule fpela expressido (3.55)

3.2. 6,,=6,-aVJ(®,)+p,A0

3.3. Faca i=i+1]

Exemplo 3.2:

Para sintetizar o comportamento geral dos métodos estudados neste capitulo, considere
o problema de minimizar a fungdo f(x;,x,) = (x —2)* +(x ~2x,)2, cujo minimo (fipn = 0)
encontra-se claramente no ponto (2.0, 1.0). Serdo aplicados 4 métodos para a solucdo deste
problema, os métodos do gradiente (GRAD), Newton (MN), gradiente conjugado (GC) e
quase-Newton (DFP). O enfoque dado neste exemplo ser4 o de otimizago ndo-linear irrestrita
(BAZARAA et. al., 1993).

Para verificar a evolugfio dos processos de otimizacdo, listaremos os resultados dos
processos de busca do minimo na forma de uma seqiiéncia, e em seguida apresentaremos um
grifico com o comportamento do algoritmo. A seqiiéncia de pontos ird mostrar a evolugio do
vetor X; (X; = (x1;,%z,)), da norma do gradiente lIVf(x)ll avaliada a cada iteracio i e do tamanho

do passo ;. O mimero total de iteraces, e o valor da fungdo ao final do processo também
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serdo apresentados. O valor do par@metro € desejado é £ = 0.001. O procedimento de busca
unidimensional do passo « utilizado foi o método da segdio durea que serd abordado no

préximo capitulo.

1. Meétodo do Gradiente (GRAD)

A Figura 3.13 (a) e (b) apresenta os resultados deste método para as condi¢Bes iniciais (a)
e (b), respectivamente.
Caso (a) ~ (x1, x2) = (3, 0)
Tomando o ponto acima como ponto de partida do algoritmo, a seqiiéncia de pontos gerada é
apresentada na Tabela 3.2. Devido a grande quantidade de pontos gerados pelas iteragGes

serdio suprimidos alguns pontos da seqiiéncia.

Tabela 3.2: Resumo da seqiiéncia de pontos gerada para o método

do gradiente com condi¢fo inicial (xy, x2) = (3, 0).

Iteracdoi {(xy x21) IVAxHI o
01) {2.118755 1.057494) 15.62049 0.088125
05 {2.106898 1.052058) 0.005116 1.117497
10 {2.097000 1.048790) 0.011759 0.108111
15) (2.087662 1.043047) 0.002720 1.1862356
20 (2.081826 1.041087) 0.007121 0.108111
25 (2.075885 1.037430) 0.001730 1.216730
ki) {2.071957 1.036096) 0.004841 0.108111
5 (2067767 1.033516) 0001217 1.242158
40 (2.064903 1.032538) 0.003562 0.108111
41) (2.063969 1.031676) 3.001018 1.247395
42 (2.063723 1.031943) 0003365 0.108111
43) (2.063723 1.031943) (.000964 0.108111

Numero total de iteracSes: 43.
Argmin (x*): (2.063723 1.031943).
Minimo da func¢fio f{x*): 0.000017.
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Caso (b) ~ (xq, Xx2) = (0, 0)
Tomando o ponto acima como ponte de partida do algoritmo, a segiiéncia de pontos gerada €
apresentada na Tabela 3.3. Devido a grande quantidade de pontos gerados pelas iteracdes

serdo suprimidos alguns pontos da seqiiéncia.

Tabela 3.3: Resumo da seqiiéncia de pontos gerada para o método

do gradiente com condi¢do inicial (x,, x;)} = (0, 0).

Iteracdo i (xy; X21) HVf(X,’)il o
I (1.162006 0.000000) 32.000000 0.036313
10) (1.714274 0.857222) 0.184362 0.125%00
20) {1.815807 0.907925) 0.049324 0.125901
30 (1.855242 0.927633) 0.023960 0.125900
40) (1.877256 0.938634) 0.014590 0.125901
50) {1.891694 (.945851) 0.010028 0.125%00
60) {1.902062 0.951034) 0.007402 0.125901
70) (1.909967 0.954987) 0.005767 0.125900
80} (1916239 0.958121) 0.004633 0.125901
90) (1.921373 0.960689) 0.003837 0.125900
100) {1.925674 0.962838) 0.003238 0.125901
110y (1.926344 (.964673) 0.002784 0.125900
120) (1.932523 0.966263) 0.002425 0.125900
130} {1.935311 0.967656) 0.002134 0.125901
139} (1937310 0.968656) 0.000989 0.125901

Numero de iteracées 139,
Argmin (x*): (1.937310 0.968656).
Minimo da fungdo f{x*): 0.000015.

(@ (b)

Figura 3.13: Comportamento iterativo do método do gradiente. (a) Ponto inicial (o, ) =(3, 0. (b)

Ponto inicial (x;, x2) = (0, 0).
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2. Meétodo de Newton (MN)

A Figura 3.14 (a) e (b) apresenta os resultados deste método para a condico inicial (a) e
(b), respectivamente.
Caso () — (x;, X)) =(3,0)
Tomando o ponto acima como ponto de partida do algoritmo, a seqliéncia de pontos gerada é

apresentada na Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Seqiiéncia de pontos gerada para o método de

Newton com condicdo inicial (x;, x2) = (3, 0).

Iteracdo i (xi x21) VAN o
on {2.639572 1.361712) 15.620499 1.021284
02) {2.212482 1.073243) 1.051533 2.033548
03) (2.135875 1.070630) 0.314179 1.081591
04) (2.060011 1.028188) 0.021551 1.675013
05) {2.036949 1.018752) 0.016659 1.152874
06) {2.018455 1.009088) 0.002401 1.501576
a7 {2.011006 1.005532) 0.001258 1.210975
08) (2.011006 1.005532) 0.000261 1.210975

Nimero de iteragdes 8.
Argmin (x*): (2.011006 1.005532).
Minimo da fungdo f{x*) 0.000000.
Caso (b) - (x1, x2) =(0,0)
Tomando o ponte acima corno ponto de partida do algoritmo, a seqiiéncia de pontos gerada €

apresentada na Tabela 3.5.

Tabela 3.5: Resumo da seqliéncia de pontos gerada para o método

de Newton com condico inicial (x, x3) = (0, 0).

Iteracdo i (xy x2) IVAx)H o
oD (1.999842 0.999921) 32.000000 2.999763
02) (1.999842 0.999921) 0.000000 2.999763

Nimero de iteracdes 2.
Argmin (x*): (1.999842 0.999921).
Minimo da fungdo f{x*) 0.000000.
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X1

(a) (b)

Figure 3.14: Comportamento iterativo do método de Newton. (a) Ponto inicial (x|, x) = (3, 0).

(b) Ponto inicial (x, x2) = (0, 0).

3. Método do Gradiente Conjugado (GC)
A Figura 3.15 (a) e (b) apresenta os resultados deste método para as condigdes iniciais (a)
e (b), respectivamente.
Caso (a) - (x1, x2) = (3, 0)
Tomando o ponto acima como ponto de partida do algoritmo, a seqiiéncia de pontos gerada é

apresentada na Tabela 3.6.

Tabela 3.6: Seqiiéncia de pontos gerada para o método do

gradiente conjugado com condigdio inicial (x,, x,) = (3, 0).

Iteracdo i (xy X25) IVAxHI o

1) (2.118755 1.057494) 15.620499 00.088125
2} (2.117214 1.059125) 00.020722 00.108111
3) (2.029036 1.013706) 00.006022 15.822610
4) (2.028702 1.014355) 00.007304 00.099835
5) (2.028702 1.014355) 00.000085 00.099835

Niimero de iteragdes 5.

Argmin (x*): (2.028702 1.014355).

Minimo da funcdo f{x*) 0.000001,
Caso (b) — (x4, x2) = (0, 0)
Tomando o ponto acima como ponto de partida do algoritmo, a seqiiéncia de pontos gerada é
apresentada na Tabela 3.7. Devido a grande quantidade de pontos gerados pelas iteracGes

serdo suprimidos alguns pontos da seqiiéncia.
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Tabela 3.7: Resumo da seqiiéncia de pontos gerada para o método

do gradiente conjugado com condigéo inicial (x;, x2) = (0, 0).

Iteragdo i (xy; X2i) VAol o
L {1.162006 0.000000) 32.000000 00.036313
) (1.262722 0.663997) 04.648119 00.142856
3) (1.649854 0.748468) 01.753171 00.211096
4) {1.635692 0.813055) 00.626202 00.105591
5 (1.921681 0.967076) 00.178406 01.750728
6} (1.924363 0.962(056) 00.056659 00.099835
I} (1.953601 0.975548) 00.001548 20.761041
8) {1.953139 0.976552) 00.011025 00.100156
9) (1.953139 0.976552) (0.000369 00.100156

Nimero de iteragles 9.
Argmin (x*): (1.953139 0.976552).
Minimo da fungdo f{x*) 0.000005.

" F//////’”\

3

gk ///
1 2
X1

(a) G

Figura 3.15: Comportamento iterativo do método do gradiente conjugado. (a) Ponto inicial
(x1, x2) = (3, 0). (b) Ponto inicial (x;, x7) = (0, 0).
4. Método de Davidon-Fletcher-Powell (DFP)

A Figura 3.16 (a) e (b) apresentard os resultados deste método para a condicdo inicial (a) e
(b), respectivamente.
Caso (a) — (X1, X2) = (3, 0)
Tomando o ponto acima como ponto de partida do algoritmo, a seqiiéncia de pontos gerada é

apresentada na Tabela 3.8.
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Tabela 3.8: Segiiéncia de pontos gerada para o método de

Davidon-Fletcher-Powell com condigdo inicial (x|, x3) = (3,

).
Iteracio i (xy; X2:) HVAx)ll o
01 (2.118755 1.057494) 15.620499 0.088125
02) (2.120294 1.055863) 0.020722 0.119304
03) {2.058496 1.050979) 0.041875 1.304161
04) (2.053698 1.025661) 0.014191 5.011089
05} (2.042931 1.021754) 0.010917 1.973799
06) (2.022741 1.011141) 0.002456 4.392803
oh (2.018472 1.009284) 0.002072 1.834248
08) {2.018472 1.009284) (0.000423 1.834248

Nimero de iteragdes 8.
Argmin (x*): (2.018472 1.009284).
Minime da fun¢do f{x*) 0.000000.
Caso (b) - (xy, x2) = (0, 0)
Tomando o ponto acima como ponto de partida do algoritmo, a seqiiéncia de pontos gerada ¢

apresentada na Tabela 3.9.

Tabela 3.9: Resumo da seqiiéncia de pontos gerada para o método

de Davidon-Fletcher-Powell com condi¢do inicial (xy, x3) = (0, 0).

Iteragio i (x1; X2i) ﬂVﬂX,‘)“ o
01} (1.162006 0.000000) 32.000000 (0.036313
02) (2.440653 1.103978) 4.648119 0.240732
03 (2.618004 1.063732) 1.232338 0.209218
04) (2.337061 1.18878%) 2.748911 1.053625
05) (2.235524 1.100213) 0.177395 1.608439
06) {2.163386 1.088226) 0.186294 2.613299
on (2.107974 1.050506) 0.052982 2.845322
08) (2.076246 1.039554) 0.033693 2.549791
09) (2.049940 1.024219) 0.012109 2970116
10} {2.035480 1.018045) 0.006954 2518745
1D {2.023083 1.011379) 0.002658 3014445
12) (2.016494 1.008312) 0.001479 2487515
13} (2016494 1.008312) 0.000573 2487515

Niimero de iteracdes 13.
Argmin (x*): (2.016494 1.008312).
Minimo da fung¢io f{x*) 0.000000.
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(a) (b}

Figura 3.16: Comportarnento iterativo do método de Davidon-Fletcher-Poweil. (a) Ponto inicial (x|,

xa) = (3, ). (b) Ponto micial (x, x3) = (0, O).

Comentarios sobre o Exemplo 3.2:

O método do gradiente geralmente funciona bem durante as primeiras iteragdes do
processo de otimizaglo, dependendo da condicdo inicial. Entretanto, quando um ponto
estaciondrio (de minimo) estd proximo, o método comporta-se de maneira pobre, tomando
passos pequenos € quase ortogonais. Este fendmeno, conhecido como zigzag, pode ser visto
na Figura 3.13(b).

O problema abordado possul um Unico ponto de minimo e caracterfsticas quadréticas,
fazendo com que o desempenho do método de Newton seja surpreendente. A convergéncia
para o ponto 6timo em uma lnica iteracdo pode ser vista na Figura 3.14(a). Mesmo com taxas
de convergéncia elevadas, este método ainda é pouco recomendével devido ao grande esforco
computacional despendido na construgiio e inversdo da matriz hessiana.

Os métodos de gradiente conjugado possuem desempenho muito superior aos métodos
de primeira ordem a um custo computacional baixo, o que faz com que sejam preferidos na
solucdo de problemas de grande escala (problemas que envolvem um grande nimero de
pardmetros a serem ajustados).

Os métodos de quase-Newton possuem convergéncia superior aos métodos de
primeira ordem a um custo computacional entre o método de Newton ¢ o de gradiente
conjugado. Para problemas quadriticos geram dire¢des conjugadas. Estes métodos também

s@o pouco recomenddveis para problemas de grande escala.
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Capitulo 4

Taxas de Aprendizagem Globais

Uma das formas mais importantes de otimizar o algoritmo de retro-propagacio (back-
propagation) € determinando automaticamente valores adequados para a taxa de
aprendizagem. Vdrias técnicas podem ser sugeridas para o ajuste deste parametro durante o
treinamento (SCHIFFMAN et. al., 1994). Algumas destas também ajustam o coeficiente de

momento, de forma que o passo de ajuste e a dire¢do de busca sejam alterados.

4.1 Introducao

O treinamento de arquiteturas do tipo MLP pode ser feito, basicamente, de duas formas:
em lote (batch, ou off-line), ou local (on-line). No treinamento em lote o vetor de pardmetros
s6 ¢ atualizado depois que todas as amostras de treinamento foram apresentadas a rede. Parao
treinamento local, a atualizacdo do vetor de pardmetros ¢ feita imediatamente apés a
apresentagdo de cada vetor de padrdes. Os dois procedimentos podem admitir um tnico ou
multiplos valores para o passo. Um tnico valor para o passo é equivalente a multiplicar a
direcdo de ajuste por um escalar, ndo alterando assim a direciio de ajuste. Miltiplos valores
para o passo de ajuste equivale a multiplicar a dire¢do de ajuste por uma matriz, ou seja,
equivale a modificar a dire¢do de ajuste, além de escalond-la.

Como a determinagio de um valor do passo de ajuste para cada um dos componentes do
vetor de pardmetros requer o uso de informagdes de segunda ordem, nos restringiremos aos
métodos de ajuste global da taxa de aprendizagem, pois empregaremos a informacdo de
segunda ordem, quando for o caso, diretamente na determinacio da direcdo de ajuste. A

Figura 4.1 apresenta os tipos de taxas de aprendizagem globais que serdo estudadas.

[ TAXAS DE APRENDIZAGEM GLOBAIS J

|
| |

DETERMINACAO
{ (FIXA/DECRESCENTE) ] [ BUSCA ]

|

INTERVALG DE MINIMIZACAQ
IMPLES v
[S } ( INCERTEZAS } [ DA FUNCAC }

Figura 4.1: Taxas de aprendizagem globais a serem vistas.
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4.2 Calculo Fixo da Taxa

EATON & OUVIER (1992) sugerem uma forma de determinacdo da taxa de
aprendizagem (0f) para treinamento em lote. Este cdlculo assume que padrdes de treinamento
semelhantes resultardo em gradientes semelhantes. Assim, € desejado reduzir a taxa de
aprendizagem quando houver muitas amostras similares. O conjunto de treinamento deve ser,
de alguma forma, dividido em m subconjuntos de amostras similares. Sejam Ny, Na, ..., N, as
dimensdes destes subconjuntos. A taxa de aprendizagem e o momento podem ser calculados
da seguinte forma:

1.5
JNZ4 N2+t N2 .1
B=0.9

Assim, dado m; > m; tal que

N, N2, ..., Nm =N
Ny,Njy ....N., =N,

entdo é possivel provar que JN? sz, N,il <\/N£2, N?_z, Ngz . Logo, para um dado
me (1, N) tal que Ny, Na, ..., N, = N, quanto menor m, menor serd a taxa de aprendizagem o

dada pela equagdo (4.1).

4.3 Taxa de Aprendizagem Decrescente

DARKEN & MoODY (1991) decrescem a taxa de aprendizagem durante o treinamento.
Esta estratégia € sugerida quando a atualizacdo ¢ feita apds a apresentagio de cada padrio.
Iniciando com um valor elevado para a taxa o, o valor de o é decrementado durante o
treinamento para aproximadamente O/ (1 + §):

a
a, =—2

¥

1+2 (4.2)
r

O parimetro constante r pode ser usado para ajustar a taxa de acordo com o perfodo
total de treinamento. Apls as primeiras r iteragSes, a regra de atualizagfo da taxa (eq.(4.2))

fard com que esta atinja metade de seu valor inicial.
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4.4 Busca Simples da Taxa

Os métodos apresentados nas Secdes 4.2 ¢ 4.3, embora computacionalmente simples,
nao garantem a adogdo de passos sempre minimizantes, na direcio de ajuste. Para garantir
passo minimizante a cada iteragfo, métodos de busca unidimensional devem ser empregados,
exigindo um esforco computacional adicional por iteracdo.

Um método bastante simples de determinagiio do valor de ajuste da taxa a cada iteracio

€ apresentado abaixo (87, é o valor provisério do vetor de pardmetros):

4.4.1 Algoritmo

VJ(8,
1. o, =ta,; 05 =6, —aim; calcule J(Gfll)

2. Enguanto J(@fﬂ) =2 J(0) faca:

2.1, u’i::tra‘i
VJ(©)
Pl gy, i
2.2. Ly =0, a,n J(Q:)n
3. 0, «0F

Onde 7, ¢ #, sd0 a taxa de aumento e redugiio do passo «, respectivamente.

Em linhas gerais este algoritmo pode ser visto da seguinte forma:

¢ escolha um valor inicial para a taxa de aprendizagem;

® a cada iteracdo aumente o valor da taxa e verifique se o passo minimiza o
funcional;

* caso o valor do funcional aumente, reduza o valor da taxa até encontrar um passo
capaz de reduzir o valor do funcional; encontrado este valor, aceite a atualizagfio
do vetor de pardmetros 6.

Este método faz apenas uma avaliagfio da funciio caso seja determinado uma redugio no
€ro na primeira tentativa. Caso contrério, avalia a fungio quantas vezes forem necess4rias
para garantir um comportamento monotonicamente decrescente do funcional de erro. E
importante observar que, a menos que haja problemas de precisio numérica na representacio
computacional, € sempre possivel encontrar um o; > 0 que garanta um passo minimizante. No

entanto, este método de busca ndo conduz a um valor 6timo para ;. O objetivo aqui € apenas
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encontrar um passo o; tal que J(0i41) <J(6)), e ndo min J(6,,). As Segdes 4.5, 4.6 e 4.7
iy

i

apresentam métodos de busca que procuram resolver o problema min J(6;,,).

a;

Exemplo 4.1:

O comportamento desta taxa de aprendizagem ja foi apresentado no Exemplo 3.1 visto
na Segdo 3.5.2, e serd repetido aqui. E perceptivel que a taxa de aprendizagem fica oscilando,
ou seja, aumentando e diminuindo de valor ao longo das iteracdes de forma a garantir um

comportamento monotonicamente decrescente do erro.

Taxa de Aprerdiagem
0.40 T Y T T T
0.351
0201 1
025 h
020}
Q.18p
Q.10
.05p
o , " " .
0 5 10 15 20 25 30 35
Epocas

Figura 4.2: Comportamento tipico do método de busca simples da taxa de aprendizagem quando

aplicado ao problema do Exemplo 3.1.

4.5 Busca Otima pelo Método de Fibonacci

O método de Fibonacci € um procedimento de busca unidimensional do passo cujo
objetivo € minimizar uma fun¢do estritamente quasiconvexa em um intervalo fechado e
limitado. O método de Fibonacci faz duas avaliagdes da fungdo no primeiro passo e apenas
uma avaliacdo nos passos seguintes (BAZARAA et. al., 1993). A idéia por trds deste método é
encontrar um valor étimo para o; em um intervalo (0,@], denominado intervalo de incerteza.
Para tanto, promove-se uma redug@o continua do intervalo de incerteza, a cada iteragdo da
fungdo até que seja atingido um intervalo de incerteza suficientemente pequeno. O valor
6timo de o; € tomado como o ponto central (ou um dos extremos) deste intervalo resultante.

Este método, assim como o método da Segfio Aurea e da Falsa Posicdo, que serfio

apresentados em seguida, utiliza a seguinte metodologia:
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*Dado um ponto 6, encontre um passo satisfatério @ que gere um novo ponto
—é =6;+ ad;.

Determinar o passo o; envolve a solugio do subproblema min  J(@; + ody), que é
ou;e(0,a]

um problema de busca unidimensional. Considere a fungdo J: R* — R; parad € R* fixo, a
funciio g: R — R, tal que g(o) = J(O+ o.d)) depende apenas do escalar o; € (0,3 ].
O método € baseado na seqiiéncia de Fibonacci [F.}:
Fo=F,+F,, v=12 ..
Fo=F =1
A seqiiéncia torna-se entdo 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, .... Na iteracéo i

(4.3)

suponha que o intervalo de incerteza seja [a;, b.]. Sejam dois pontos quaisquer A; e Mi e dyo
tamanho final desejado do intervalo de incertezas. Conhecendo o valor de dy (arbitririo) é

possivel saber quantas iteracdes (N) serdo necessdrias para determinar o passo .

Exempio 4.2:
A Figura 4.3 apresenta um comportamento da taxa de aprendizagem o, obtido por
procedimentos de busca unidimensional como Fibonacci e Seciio Aurea que serd visto

posteriormente. O problema de teste corresponde ao Exemplo 3.1.

Taxa de Aprerdizagem

040 T T

8.35p

o3nk

o025k

020

2,15}

[+5:+] 4

0051

L . . . v
[ 5 10 1B 20 2% 30
pocas

Figura 4.3: Comportamento da taxa de aprendizagem de procedimentos de busca unidimensional

quando aplicados ao problema do Exemplo 3.1.
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Um resumo do algoritmo de Fibonacci para solucionar o problema min  J(8;+ oud)
o;e(0,u]

¢ apresentado abaixo:

4.5.1 Algoritmo

1. Geracdo da seqiiéncia de Fibonacci: {F,}
2. [a1, b1] - intervalo inicial de incertezas

3. Escolha um valor arbitrario parady (critério de parada)

1
4. N-nlmero de iteragdes: F = —
dN

FN%Z FN—E

(bl“ai)eivh:ax“*‘ (bt_al)

N N

6. J(A) e JQuw)

5. M=a +

ial ~b§}
7. Engquanto 5 zdy faca:
7.1. Se J(A) > J(1b), v& para 7.1.1; e seJ(h) <JW), véd para 7.1.2
7.1.1. Faca:

aimi=Aieh=b

[ ]

Fy_ .
Aiv1 = Ui € Mg =0, + ;' l (bl _al)
N

J(Rie1)
7.1.2. Faca:

]

Qi1 = @ € by = 1

Bt =Aie hy,y =a “‘“%ﬁ”(b; "at)

i+k
N

JNier)

4.6 Busca Otima pelo Método da Secédo Aurea

Os principios deste método sdo os mesmos do método de Fibonacci, a diferenga reside
apenas na forma de determinagdo dos pontos A; e [l A segiiéncia de Fibonacci ndio precisa

mais ser gerada, reduzindo sensivelmente o custo computacional do método.
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Um resumo do método da segio durea para solucionar o problema min J(0;+ oud;)
a;e(0,i]

¢ apresentado abaixo:

4.6.1

4.7

. o

. BEnquanto

Algoritmo

. {a1, 51) - intervalo inicial de incertezas

- Escolha um valor arbitrdrio parady (critério de parada)

=0.618 - razdo &urea

_V5-1
2

M =a+(-a)h —a) e =g +afp, —a;)
- J) e J(uy)

>dy faca:

!ar ‘bi!
2

6.1. SeJ(A)>J(), va4 para 6.1.1; e seJ)< J(W), v& para 6.1.2
6.1.1. Faca:

ari=Aieby =b;

o Apr=lie Hig =y +a(b‘.+1 _'afﬂ)

J(pA+1)
6.1.2. Facga:

[ 2

i1 = a; € by = i

i =Xhe k., = At (1_ a)(b;+1 - “m)

J(liﬂ)

Busca Otima pelo Método da Falsa Posicio

Solucionar o problema min] J; + ody), significa minimizar uma funcio
a;€(0,a

unidimensional. Estratégias comuns como o método de Newton e outros podem ser utilizados.

A maior desvantagem do método de Newton é a necessidade de se efetuar o célculo da

derivada segunda da fungdo. O algoritmo da falsa posigdo possui trés diferencas bésicas em

relagdo aos algoritmos de busca étima vistos até agora (Fibonacci e Segiio Aurea):

* necessita efetuar o calculo da derivada da fungdo a cada iteracdo;
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» calcula o valor do passo 6timo minimizando a fungdio J(8; + aud)), ao invés de reduzir o

intervalo de incerteza;
Iei - ei—l |

o

e possivel critério de parada: <d,

4.7.1 Algoritmo

1. Escolha um valor arbitrdrio parady (critério de parada)

iei - ei»—ll
]

2.1. 8f+i 2el'"“v'.f(el)

2. Enguanto Zdy faca:

0;.1-9;
VJ©;1)-VJ(®;)

Exemplo 4.2:

Muitos algoritmos de otimizagdo nfo-linear funcionam como segue. Dado um ponto
X;, encontre uma dire¢do d; e em seguida um passo satisfatério o; que gere um novo ponto
Xis1 = X+ odi; 0 processo € entdo repetido. Determinar o passo o; envolve a solugdo do
subproblema min f(x; + od;), que € um problema de busca unidirecional. Considere a fungfo
i R* —R; para d € R" fixo, a fungdo g(a) = fix; + o)) depende apenas do escalar o &
0,0 ].

Dada a fungio f(x;,x;)=(x,—2)* +(x,—2x, ), e duas condicBes iniciais e direcdes
de busca, determine o tamanho do passo o*.
Metodologias:
Foram implementados trés algoritmos capazes de resolver o problema proposto acima,
Fibonacci, Segdo Aurea e Falsa Posi¢do. Duas técnicas bésicas serdo estudadas aqui; a busca
unidimensional sem utilizagio de derivadas (Fibonacci e Secio Aurea), e a busca utilizando
derivadas (Falsa Posi¢do). A diferenca principal entre as técnicas, além da utilizag¢do, ou nio,
das derivadas da funcéo, estd no fato de que as duas primeiras a serem estudadas trabalham
com a id€ia da redugdo do intervalo de incertezas e a outra faz uma minimizagio da funcdo

g(o) propriamente dita.
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1. Fibonacci

O objetivo é determinar o valor minimo da fungdo g(o) sobre um intervalo (0,% ]. Serdo
selecionadas N avaliacOes sucessivas da fungio g(ot) de modo a obter o menor intervalo de
incertezas que contém o ponto de minimo.

Seja o intervalo de incertezas [a;, bi], Ol; e O 0s dois novos valores de o calculados
simetricamente pela razdo de Fibonacci, ¢ g(ou;) e g(0tz;) as respectivas avaliagdes da fungdo
g(a) = f{x; + o, d;) nos pontos oy; e 0,

Caso (@) ~ (x,,x,) =0, ed=[0 1]

A Tabela 4.1 apresenta a seqiiéncia de pontos gerada por este método para o caso (a).

Tabela 4.1: Célculos para o método de Fibonacci — (x,x%)=(0D,ed= {O I]T.

Iteracdo i a; b; Oy Ol2; glou) g0t
1 0.000 4.000 1.528 2.472 20 20
2 1.528 4.000 2472 3.056 0.273 0.273
3 1.528 3.056 2.112 2.472 0.273 2.357
4 1.528 2.472 1.889 2,112 0.013 0.273
5 1.889 2472 2.112 2.249 0.013 0.013
6 1.889 2.249 2.026 2,112 0.013 0.066
7 1.889 2112 1.974 2.026 0.001 0.013
8 1.974 2112 2.026 2.059 4.001 0.001
9 1.974 2.059 1.974 2.026 0.001 (1.004
10 1.974 2.026 2.026 2.006 0.000 0.001
11 1.994 2.026 2.006 2.014 0.000 0.000
12 1.994 2.014 1.994 2.006 0.000 0.000
13 1.994 2.006 2.006 2.002 0.000 0.000
14 1.996 2.006 2.002 2.003 0.000 0.000
15 1,999 2.003 1.996 2.002 0.000 0.600
16 1.999 2.002 2.002 2.000 0.000 0.000
17 2.000 2.002 2.000 2.001 0.000 0.000
18 2.000 2.001 2.000 2.000 0.000 0.000
19 2.000 2.001 e —mm—— 0.000 0.000

O intervalo final de incertezas é: (2.000296 2.000887) e o valor do passo €: o =
2.0006.
Caso (b) - (x,,x,)=(0,3),e d=[I -1f

Como desejamos minimizar a funcio g(ov), apresentaremos a avaliagfo desta funcio

nos pontos intermedidrios de cada novo intervalo de decisio calculado. A Figura 4.4(a)

apresenta os resultados para o caso (a) e 4.4(b) para o caso (b).
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Tabela 4.2: Célculos para o método de Fibonacci — (x;,x,) =(0,3),ed = [1 - i]r .

Iteracdo i a; b; Ol O2; g(clyy) g(02;)
1 0.000 8.000 3.0557 4.944 52 1620
2 0.000 4,944 1.889 3.056 11.3 153.2
3 0.000 3.056 1.167 1.889 (0.1 1.3
4 1.167 3.056 1.889 2.334 06.7 00.1
5 1.167 2.334 1.613 1.88% 0.1 01.0
6 1.613 2.334 1.889 2.05% 014 00.0
7 1.889 2.334 2.059 2.334 00.1 00.2
8 1.889 2.164 1.994 1.889 0.00 0.00
9 1.889 2.059 1.954 2.059 0.00 0.00
10 1.954 2.059 1.994 2.164 0.00 0.00
11 1.954 2019 1.978 2.059 0.60 0.00
i2 1.978 2.019 1.994 1.994 0.00 0.00
13 1.994 2.019 2,003 2.003 0.00 0.00
14 1.994 2.009 2.000 2.009 0.00 0.00
15 1.994 2.003 1.997 2.003 0.00 0.00
16 1.997 2.003 2.000 2.000 0.00 (.00
17 1.997 2.001 1.999 2.000 0.00 0.00
18 1.999 2.001 2.000 2.000 0.00 0.00
19 2.000 2.001 2.000 2.001 0.00 0.00

20 2.000 2.001 2.000 2.000 0.00 0.00
21 2.000 2.000 m———-- e 0.00 0.06
Avaliagbes Avaliages

N o ) m [=2] ~J oo
/
/
/
\‘\-.
\\
Valor da fungéo
R - e -
_—
[

Valor da fungio

) ANV f

e

-3 ’ -1
1 1.5 2 25 3 0 1 2 3 4
Pontos no intervalo Pontos no intervalo
(a) (b)

Figura 4.4: Avalia¢Ges da fungo nos pontos médios dos intervalos. (a) Ponto inicial (x,,x,) = (0,1),

ed=[0 1. (b) Ponto inicial (x,,x,)=(03),ed=fl ~1f.

No caso (b) foram obtidos (1.999661 2.000113) e o = 1.9999, para o intervalo e passo

respectivamente.
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2. Secdio Aurea
A diferenca bisica do algoritmo de Fibonacci para o algoritmo da Seciio Aurea, é que o

segundo trabalha com a redugfio do intervalo de incertezas na proporgdo 4urea, e o primeiro

. . . " Fr_;
na razdo de Fibonacci dada pela equacio d; = [—ﬁfﬁﬂ}il 0s termos Fyiy1 ¢ Fy sdo os
N

termos da seqiiéncia de Fibonacci.
Caso (@) ~ (x,,x,)=(0]),ed=[0 1]
Utilizando a mesma notagfio anterior os resultados obtidos sdo apresentados na Tabela 4.3 e

nos COmENtAarios a seguir.

Tabela 4.3: Cilculos para o método da Secio Aurea — (x, %)= ,ed= [0 I]T.

Iteragé’.o I a; b; oLy Cly; gloy) 2(00;)
1 0 4.000 2.472 1.528 20 20
2 1.528 4,000 3.056 2472 0.272 0.272
3 1.528 3.056 2.472 2.112 2.357 0.273
4 1.528 2472 2.112 1.889 0.273 0.013
5 1.528 2.112 1.88% 1.751 0.013 0.013
6 1.751 2.112 1.974 1.889 0.013 0.066
7 1.889 2.112 2.026 1.974 0.001 0.013
8 1.889 2.026 1.974 1.941 0.001 0.001
9 1.941 2.026 1.994 1.974 0.001 0.004
10 1.974 2.026 2.006 1.994 0.000 0.001
11 1.974 2.006 1.994 1.986 0.000 0.000
12 1.986 2.006 1.999 1.994 0.000 0.000
13 1.994 2.006 2.002 1.999 0.000 0.000
14 1.9%4 2.002 1.999 1.997 0.000 0.000
15 1.997 2.002 2.000 1.999 0.600 0.000
16 1.999 2.002 2.000 2.000 0.000 0.000
17 1.999 2.000 2.000 2.000 0.000 0.000
18 1.999 2.000 2.000 2.000 0.000 0.000
19 2.000 2.000 s et 0.000 0.000

O intervalo final de incertezas é: (1.999694 2.000386) e o valor do passo é: o = 2.0.

Caso (b) ~ (x,,x,)=(0,3),ed=fi —1f

Os resultados para este caso estdo apresentados na Tabela 4.4, A Figura 4.5 apresenta os

resultados do método da segdio durea para os casos (a) e (b).
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Avaliacbes Avaliagdes

N W Hhor BN
/
I

N w & ¢ o - W
"""
e

Valor da fung@o

/
\\-
Valor da furgéo

[y

£
)%
\

—
+
pary

1 1.5 2 2.5 3 0 1 2 3 4
Pontos no intervalo Portos no intervalo
(a) (b)

Figura 4.5: Avaliagdes da fungio nos pontos médios dos intervalos. (a) Ponto inicial (x,,x,) =(0,1),

ed= [0 1]r. (b) Ponto inicial (x,x,)=(0,3),ed= [1 - 1}? .

Tabela 4.4: Cilculos para o método da Secio Aurea — (x,x%,)=(03),ed = [l - 1]7. .

Iteragfio i a; b; Oy Olo; g(on) g(a)
1 0.000 8.000 4,944 3.056 52 1620
2 0.000 4.944 3.055 1.889 153.1 11.3
3 0.000 3.055 1.888 1.167 11.3 00.1
4 1.167 3.055 2.334 1.889% 00.1 06.7
5 1.167 2.334 1.888 1.613 01.0 00.1
6 1.613 2.334 2.059 1.888 00.0 014
7 1.888 2.334 1.994 2.059 00.2 00.1
8 1.888 2.164 2.018 1.994 0.00 0.00
9 1.888 2.059 1.994 1.953 0.00 0.00
10 1.953 2.059 2.003 1.994 0.00 0.00
i1 1.953 2.018 2.009 1.978 0.00 .00
12 1.978 2.018 2.003 1.994 .00 0.00
13 1.994 2.018 2.000 2,003 0.00 0.00
14 1.994 2.009 2.003 2.000 0.00 0.00
15 1.994 2.003 2.000 1.997 0.00 0.00
16 1.997 2.003 2.001 2.000 0.00 0.00
17 1.997 2.001 2.000 1.999 0.00 0.00
18 1.999 2.001 2.000 2.000 0.00 0.00
19 2.000 2.001 2.000 2.000 0.00 0.00

20 2.000 2.000 B e 0.00 0.00

Foram obtidos (1.999473 2.000328) e o = 19999, para o intervalo e passo

respectivamente.
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3. Falsa Posicio
Uma estimativa para o valor o; pode ser obtida pela expressdo vista no passo 2.1 do
algoritmo deste método. As Tabelas 4.5 e 4.6 trazem a seqiiéncia de pontos gerados para os

casos (a) e (b), respectivamente; ¢ a Figura 4.6(a) e (b) apresenta 0 comportamento do

algoritmo.

Tabela 4.5: Cilculos para o método da Falsa Posigdo - (x, X)) =(0,ed= [1 O}r .

Tabela 4.6: Célculos para o método da Falsa Posigio — (x,x%,)=(03),ed= [1 - i}r .

Iteragdo / o g (o) Olis
1 0.000 -36.000 0.756
2 0.756 -10.195 1.054
3 1.054 -3.275 1.374
4 1.374 -2.231 1.60%
5 1.609 -1.021 1.807
6 1.307 -0.415 1.942
7 1.942 -0.116 1.995
3 1.995 -0.010 2.000
9 2.000 -0.000 2.000

Iteracdo i o g{oy) Olist
1 0.000 -68.000 1.069
2 1.069 -20.000 1.514
3 1.514 -9.213 1.894
4 1.894 -1.913 1.994
5 1.994 -0.115 2.000
6 2.000 -0.000 2.000
Avaliagdes Avaliagtes
10 20

]

Valor da fungdo
iy

Valor da fungio

A

—
L] [=

2 / \ /
G 0 ‘\b\_} : /
1 1.5 2 2.5 3 0 1 2 3
Pontos no intervalo Pontos no intervalo
(a) ()

Figura 4.6: Avaliagdes da funcio nos pontos médios dos intervalos. (a) Ponto inicial (x,x,) = (0,1},

ed=[0 1] . ®)Ponto inicial (x,,%,)=(03),ed=[l —1f.
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Comentarios sobre o Exemplo 4.2:

Quanto menor o nimero de avaliacdes requeridas da fungio, mais eficiente é o método
de Fibonacci em relagiio ao método da Se¢do Aurea. Porém, para N (ndimero de avaliacoes da
funcdo) suficientemente grande, esses dois métodos sfo praticamente idénticos. Através dos
resultados apresentados neste exemplo, vimos que os dois métodos necessitaram do mesmo
nimero de iteraces para o primeiro caso; € intervalos de incerteza equivalentes.

Também € possivel verificar que o método que utiliza informagGes sobre a derivada da
fun¢do (falsa posigdo) apresenta convergéncia mais rdpida do que os métodos de redugdo do
intervalo de incerteza. Porém, € importante ressaltar que a utilizacdo da derivada da fungio de
custo (erro) para determinacdo do passo de ajuste € pouco recomendével para aplicacdes em
redes MLP, pois constitui um processo custoso do ponto de vista computacional.

Devido principalmente, a limitagdes de esforgo computacional, o método utilizado nos
algoritmos de (reinamento implementados neste trabalho foi o da Secio Aurea, salvo

especificages em contrario.
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Capitulo 5

Aspectos Numéricos do Treinamento de Redes MLP

Este capitulo analisa o treinamento de redes MLP's sob o ponto de vista numérico, em
particular os problemas de condicionamento e esfor¢o computacional. O treinamento de redes
do tipo MLP pode apresentar problemas de mal-condicionamento, afetando o comportamento
numérico ¢ a qualidade da solucdo encontrada (MCKEON er. al., 1997). Uma interpretacio

geométrica para os problemas mal-condicionados é analisada.

5.1 Introducao

As arquiteturas do tipo MLP podem ser utilizadas como aproximadores universais de
fungdes, como visto no Capitulo 2. Este treinamento pode ser formulado como um problema
de otimizagio ndo-linear irrestrita. Portanto, um grande niimero de técnicas de otimizagio estd
disponivel para analisd-lo e resolvé-lo. Dois fatores importantes no desempenho destes
métodos, assim como na confianga da resposta obtida, sdo o condicionamento numérico da
fung@o de erro e o esforgo computacional despendido na obtenciio da solugdo do problema. O
mal-condicionamento pode ser visto, de forma genérica, como a situagfio na qual o valor de
uma fungiio de muitas varidveis é localmente muito mais sensivel a algumas destas varidveis

do que a outras.

5.2 Condicionamento Numérico

No Capitulo 3 apresentamos o funcional de erro (eq. 3.1) a ser minimizado durante o
treinamento de uma rede MLP. Para a utilizagdo dos métodos de segunda ordem foi feita uma
aproximacdo quadrdtica (eq. 3.4) da fungdo utilizando expansfio em série de Taylor. Por
conveniéncia esta expansio serd repetida abaixo:

J i @ =J(0,)+VI(0,)7 (6-6,)+(6-8,)"V*J(8,)(8-6,). (5.1)
A matriz hessiana na vizinhanga de um minimo de V.J(6) é importante pois, a0 menos
que seja uma matriz nula, ela determina a precisfio com que este minimo seri localizado. Em
um ponto de minimo a matriz serd pelo menos semi-definida positiva, ou seja, seus
autovalores serfo nfio-negativos. Como esta matriz é também simétrica, seus autovetores

serao mutuamente ortogonais. O aufosistema da matriz hessiana pode ser escrito como:
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V37 =QDQ7, (5.2)
onde Q ¢ uma matriz ortonormal cujas colunas q sfo os autovetores da matriz hessianae D é
a matriz diagonal cujos elementos sio os autovalores, por hipdtese nfo-negativos. O niimero

de condi¢fo (condition number) da matriz hessiana € definido como:

- (dkk )max

CH. -3)

Um valor de C maior do que, por exemplo 10° implica em mal-condicionamento; para
uma precisdo numérica de 32-bits, um valor em torno de 10’ indica que a matriz hessiana é
definitivamente singular.

Este mal-condicionamento ¢ uma caracteristica do funcional de erro, ¢ nido do
algoritmo que esta sendo utilizado para minimiza-lo.

Se J fosse linear, como nos perceptrons lineares, a hessiana seria idéntica a XX, onde
X € a matriz de observagfo das entradas de treinamento, e portanto fixa. No caso que estamos
analisando o funcional de erro € nio-linear, ¢ portanto a matriz hessiana é fungfio do vetor de
pardmetros 0. Entdo, quando falamos de problemas mal-condicionados nos referimos a
problemas cuja matriz hessiana ¢ mal-condicionada na vizinhanca de um minimo local ou
global, e cujo Jacobiano também € mal-condicionado.

Na pritica, o problema da singularidade da matriz hessiana em pontos que nfio sejam
0s pontos 6timos, pode ser aliviado utilizando estratégias como a de Levenberg-Marquardt, ou
seja, adicionar um pequeno valor positivo (1) a cada um dos autovalores da matriz J'J (veja a
equagdo 3.20), ou o procedimento de positivagio da Hessiana utilizado pelo método de
Newton. Nos métodos de quase-Newton, como DFP e BFGS, a inversa da matriz hessiana é
aproximada pela soma iterativa de matrizes simétricas definidas positivas, garantindo a ndo
singularidade da Hessiana, e tendo como conseqiiéncia algoritmos numericamente mais
estaveis.

O mal-condicionamento da matriz hessiana pode ser interpretado geometricamente.
Considere um subespago bi-dimensional qualquer, escolhido, por exemplo selecionando duas
varidveis 9; ¢ 6, e mantendo as outras fixas. Variando somente estas duas varidveis, o
funcional de erro J(8) pode ser representado como uma superficie de contorno, que pode ter
um ou mais minimos locais. No Capftulo 2, Secfio 2.4.7.3, sdo feitas vérias consideracdes

sobre a superficie de erro geradas pelo treinamento de redes MLP.
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w(0,1)

Figura 5.1: Superficie do erro quadratico e seu contorno em relagfio aos limiares vo; e wy, para o caso

do Exemplo 2.3 (ver Capitulo 2). Forma elipsoidal na vizinhanca dos minimos.

Na vizinhanca dos minimos os contornos terdo forma elipsoidais, uma vez que os
termos de segunda ordem da expansiio em série de Taylor serfio os mais significativos (ver
Figura 5.1). Quanto maior a ndo-linearidade do problema, menores serdo as vizinhancas de
cada minimo local nas quais os contornos se aproximam de elipses. A direcdo paralela ao eixo
mais longo da elipse representa a diregio menos sensivel no subespaco, no sentido de que,
localmente, a fungio varia menos rapidamente nesta direcio do que em qualquer outra do
subespaco.

Para cada minimo Iocal haverd pelo menos uma diregio, nfo necessariamente paralela
a um eixo de coordenadas, que € a dire¢io de menor sensibilidade; e outra na qual a
sensibilidade ¢ mdxima. Os autovetores correspondentes 20s mdximos e minimos autovalores
sdo as direcdes de médxima e minima sensibilidade respectivamente, ¢ a raziio entre 0 maior e

o menor eixo da superficie de contorno, plotada no plano contendo estes dois autovetores, é

iguala +/C . A Figura 5.2(a) ilustra os contornos elipsoidais em torno de um ponto de minimo
e também as dire¢Ses do menor e maior autovalores da funggo.

Se os contornos sio plotados no plano definido por estas duas direcdes, suas elipses na
vizinhanga deste minimo local terio excentricidade mdxima. Por exemplo, se C = 10* os
contornos localmente consistirio de elipses concéntricas cujo eixo maior é 100 vezes maijor
do que o eixo menor, e portanto, representa um grande vale plano ao longo da direcdo do eixo
maior. No caso de singularidade da hessiana, os contornos sio localmente paralelos ¢ a
posi¢io do minimo local ndo é unicamente determinada (ver Figura 5.2(b)). Em alguns casos,
a Hessiana € nfo-singular, porém existem autovalores com sinais diferentes na parte real,

caracterizando um ponto de sela (ver Figura 5.2(c)).
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Figura 5.2: Contornos da fungio em torno do minimo. (a) Forma elipsoidal, com as dire¢des do
menor e mator autovalores da fungfo. (b) Caso em que a matriz hessiana é singular, os contornos sio
localmente paralelos. (c) A parte real dos autovalores da matriz hessiana possuem sinais diferentes,

constituindo um ponto de sela.

Uma das principais dificuldades associadas ao mal-condicionamento é que a maior
parte dos procedimentos de otimizagio convergem de maneira muito lenta na vizinhanca de
pontos mal-condicionados; isso € verdade particularmente para os métodos de primeira ordem
como algoritmo padrio (BP) e método do gradiente (GRAD), mas também afeta os métodos

de segunda ordem por causa dos efeitos da aproximaggo quadritica do funcional de erro.

5.2.1 Treinamento de Redes MLP e Mal-condicionamento

Geralmente, o treinamento de redes MLP via backpropagation é mal-condicionado ou

singular. As trés principais causas para isso sdo:

5.2.1.1 Conjunto Insuficiente de Dados de Treinamento
Quando o nimero de erros residuais (mxN — nimero de saidas vezes o nimero de

amostras) € menor que o nimero de parimetros a serem ajustados (P), o Jacobiano possui
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menos linhas do que colunas, e o produto J'J & singular; este caso é semelhante a tentar
construir um modelo cujo conjunto de dados é menor do que o nimero de pardmetros a serem
determinados. Em todo minimo no qual o erro residual é suficientemente préximo de zero, a
matriz hessiana serd singular € o minimo local nfo sera tnico.

Problemas desta natureza so comuns e podem ser evitados garantindo que o nimero
de padroes independentes, multiplicado pelo nimero de saidas da rede, seja pelo menos igual

ao nimero de pardmetros livres a serem ajustados.

5.2.1.2 Rede Sobre-Dimensionada

Quando a rede contém elementos redundantes, pode haver dependéncia linear entre as
colunas do Jacobiano, causando a sua singularidade. Se os erros forem pequenos, isso causari

uma quase singularidade da matriz hessiana.

5.2.1.3 Caracteristica Assintética da Fungéo de Transferéncia

Cada coluna do Jacobiano € o conjunto de derivadas de cada erro residual em relagdo a
um tnico pardmetro da rede. Se um neurdnio estd saturado em cada ponto do treinamento, a

coluna correspondente serd nula, e o Jacobiano e Hessiana serfio singulares.

5.2.2 Mal-condicionamento e a Escolha do Algoritmo de Treinamento

O efeito do mal-condicionamento no processo de minimizacio é bemn entendido. Nos
métodos de primeira ordem, as iteragdes tendemn a favorecer as direcdes correspondentes aos
maiores autovalores da matriz hessiana. Isto resulta em uma convergéncia extremamente lenta
a0 longo de vales associados ao mal-condicionamento.

Métodos de segunda ordem, como os de Newton, gquase-Newton, Levenberg-
Marquardt ¢ gradiente conjugado, ndo sdo tdo afetados neste sentido pelo mal-
condicionamento da matriz hessiana, sendo capazes de orientar a direcio de busca para um
minimo mesmo quando os contornos da funciio possuem grandes platds. Métodos como
Newton modificado e Levenberg-Marquardt sdo capazes de restaurar o posto das matrizes
com que trabalham. Entretanto, quando isso é feito, hd um aumento da importancia da
informagdo de primeira ordem e conseqiiente reducio da importancia da informacio de
segunda ordem. Os métodos DFP e BEGS, por sua vez, efetuam a correcio de posto 2,

garantindo que a cada iteragfo a inversa da matriz hessiana obtida seja semi-definida positiva.
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5.2.3 Implicacoes do Mal-condicionamento no Processo de Otimizagao

N#o € possivel analisar procedimentos de otimizagio global do ponto de vista de
sensibilidade ao mal-condicionamento; mas pode-se dizer que a presenca de regides mal
condicionadas em torno de um minimo local deve sempre ser considerada, com o objetivo de

garantir que os resultados ndo sejam mal interpretados. Uma boa maneira de fazer isso é

T

desenvolvendo uma andlise de sensibilidade sempre que um possivel minimo global

encontrado.

5.2.4 Consideragdes Finais Sobre Mal-condicionamento

A presenga de mal-condicionamento faz com que os métodos de otimizacio de
primeira ordem sejam ineficientes, mas também afeta os métodos de segunda ordem. A
existéncia de platds associados ao mal-condicionamento numérico também faz com que a
otimizacdo global seja ainda mais dificil, criando na prética um nimero infinito de minimos
locais. Um mal-condicionamento excessivo significa que as solu¢des para o problema de
otimizagdo sdo indefinidas. Torna-se possivel que redes com o mesmo valor de ‘mfnimo’ da
fungdo de erro apresente pesos e limiares completamente diferentes, e portanto, apresentaréo
uma generalizacdo diferente para novos padrées de entrada. O Capitulo 6 trata da capacidade
de generalizagdo das arquiteturas MLP.

Considerando-se os aspectos citados até aqui, € aconselhivel o uso de:

* um maior niimero de amostras possivel para treinamento;

» métodos de segunda ordem ao invés de primeira ordem; e

e uma andlise de sensibilidade para avaliar a solugio encontrada.

5.3 Complexidade do Método de Treinamento

Nio existe um padrio estabelecido para a comparagiio de desempenho de métodos de
treinamento de redes neurais do tipo MLP. Um critério bem definido é o nimero de épocas,
porém € insuficiente, uma vez que nio reflete as diferengas na complexidade por época de
treinamento de cada método. Se esta medida de esforgo computacional estiver disponivel,
juntamente com o ndmero de épocas de treinamento, uma estimativa mais precisa da

complexidade do treinamento pode ser feita (FIESLER, 1997).
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Tabela 5.1: Propriedades dos métodos de treinamento apresentados.

— (N Bba
eI+ P < (2P +N) Boa
| o< (NP +3P%) o (2P + N+ P?) Pobre
| o< (NP + 2P 2P+ N+ P Pobre
| o< (NP + P o< (2P + N+ P Pobre
Lo (NP + P o 2P+ N+ P Pobre
| < (NP +4P) o (3P + N) Meédia
ec (NP + 2P) o< (3P + N) Média
R | =< (NP+2P) o< (3P +N) Média
SCGM | o (NP + P) o< (3P + N) Média
QUICK | = P +2P) < (3P +N) Média

Como medida comparativa para os algoritmos apresentados no Capitulo 3, serio
utilizados os seguintes critérios (STAGER & AGARWALL, 1997; BELLO, 1992):

* quantidade de operagdes de ponto flutuante por época de treinamento

(flopsfiteracdo);

¢ necessidade de armazenamento (memdria);

» facilidade de implementacdo paralela (paralelizabilidade).

Estas medidas serdo apresentadas em relagio aos parimetros:

* P (nimero de parmetros livres da rede);

* N (ndmero de amostras para tréinamento); e

» [ (ndmeros de neurdnios na Gltima camada intermediéria).

Comecaremos uma andlise da Tabela 5.1 pela coluna da memdria. Neste caso, os
métodos de primeira ordem necessitam armazenar apenas o vetor gradiente (V.J), o vetor de
parametros da rede (6) e os vetores de saidas para cada amostra de treinamento. Os vetores
gradiente e de parmetros sdo de dimensdo proporcional ao niimero de pardmetros livres (P)a
serem ajustados, e o vetor de saidas ¢ proporcional ao ndmero de saidas e 3 quantidade de
amostras de treinamento. Os métodos de quase-Newton, LM e NM necessitam armazenar

além dos vetores ji citados, uma matriz (hessiana ou a aproximacio de sua inversa) cuja
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dimenséio ¢ da ordem P X P, justificando o termo adicional (Pz) na tabela. Os métodos de

gradiente conjugado nfio armazenam a matriz hessiana ou sua aproximacgio da inversa, mas
por outro lado, necessitam do vetor gradiente (ordem P) na iteragfio anterior.

Para uma andlise do esfor¢o computacional por iteragdo (flops/iteracdo) é preciso
considerar o procedimento de busca unidimensional do passo de atualizagfio que esti sendo
utilizado, a necessidade ou ndo de se fazer a inversdio e andlise espectral das matrizes
hessianas e a quantidade de unidades intermedidrias da rede. A diferenga basica do algoritmo
padrio (BP) para o método do gradiente (GRAD) estid no procedimento de busca utilizado
para a taxa de aprendizagem. Este procedimento de busca simples € proporcional 3 avaliagdo
da fun¢do de custo J(.), que por sua vez, &€ proporcional ao niimero de pardmetros livres (P) da
rede (BELLO, 1992). O método de Newton utiliza um procedimento de busca unidimensional
6tima para o passo de ajuste e necessita da andlise espectral e inversdo da matriz hessiana a
cada iteragdo. O método LM diferencia-se do método de Newton no sentido de que o primeiro
ndo efetua o célculo exato da informagéo de segunda ordem e também nfo realiza a anilise
espectral da aproximagio da Hessiana. Os métodos de quase-Newton s3o menos custosos que
0s anteriores pois ndo necessitam da inversdo da Hessiana efetuada pelos métodos NM e LM.
Os métodos de gradiente conjugado e Quickprop sdo os métodos de segunda ordem menos
custosos do ponto de vista computacional, principalmente para redes de dimenséo elevada. O
algoritmo SCGM néo efetua o procedimento de busca unidimensional (ver Capitulo 3), e por

isso efetua menos operacdes (flops) do que os outros métodos de gradiente conjugado.

5.4 Analise do Conjunto Amostral

Nesta segdio estamos apresentando seis parimetros que podem ser utilizados na
descrigiio e avaliagdo dos conjuntos amostrais. ZHENG (1993) propde, por exemplo, dezesseis
grandezas para a descricdo de problemas de classificagdo.

O objetivo de se definir grandezas € verificar se o conjunto de treinamento € capaz de
representar o problema a ser tratado de maneira adequada.

Serdo apresentadas as seguintes grandezas: numero de atributos (NA), niimero de
valores nominais diferentes dos atributos (DNAV), existéncia de atributos irrelevantes (IAtt),
tamanho do conjunto de dados (TCD), tamanho do espago de descrigdo (TED) e densidade
do conjunto amostral (D). Algumas dessas grandezas sdo avaliadas diretamente ou medidas

de forma simples, como o niimero de atributos (entradas) e o tamanho do conjunto de dados.
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5.4.1 Ndmero de Atributos (NA)

Corresponde a quantidade de entradas da rede. Classificacfo:
° pequeno: menor que 10;
» médio: entre 10 e 30;

» grande: maior que 30.

5.4.2 Numero de Valores Nominais Diferentes dos Atributos (DNAV)
Analisa em quais intervalos estdo os valores correspondentes a cada uma das entradas
da rede. Classificacdo:
* pequeno: menor que 5;
e médio: entre Se 10;

* grande: maior que 10.

5.4.3 Atributos Irrelevantes (1Att)

Verifica se existem, ou ndo, entradas que sdo redundantes ou pouco significativas. Para
isso, podem ser utilizados métodos estatisticos, ou um treinamento nao-supervisionado
(CASTRO, 1997a-1998). Classificagio:

» ndo: ndo possul atributos irrelevantes;

e sim: possui atributos irrelevantes.

5.4.4 Tamanho do Conjunto de Dados (TCD)

Quantidade de exemplos disponiveis para o treinamento. Classificagio:
® pequeno. menos que 210 amostras;
» médio: entre 210 e 3170 amostras e

s grande: mais que 3170.

5.4.5 Tamanho do Espaco de Descrigdo (TED)

Permite verificar se o espago que deve ser descrito ¢ grande em relagio i quantidade

de amostras existentes para se fazer esta descrigfio. E dado pela seguinte expressdo:

Dimensfo —do —espago — de —descri¢do = H N, 5.4

=l
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onde n € o niimero de atributos e N; é, para o i-ésimo atributo, o ndmero de valores diferentes
(se o atributo € bindrio ou nominal), ou o mimero de valores diferentes do conjunto (se o
atributo € continuo),

Classificacéo:

* pequeno - menor que 1.0 X 10";

» médio —entre 1.0x 10" € 6.0 x EOIS;

¢ grande ~ maior que 6.0 X 10%,

5.4.6 Densidade do Conjunto Amostral (D)

Normalmente, o treinamento pode ser mais eficiente quando existe uma grande
quantidade de dados disponivel para treinamento. Entretanto, dominios diferentes possuem
tamanhos diferentes para o espaco de descricio. E muito diffcil dizer que um conjunto de
dados contendo mais do que N exemplos € grande, e contendo menos do que N exemplos é
pequeno. Além do tamanho do conjunto amostral, é necessirio uma densidade do espaco de
descrigdo (D) para caracterizar o conjunto de dados. A densidade D pode ser definida como:

Numero -~ de —exemplos

D= (5.5)

Dimens&o— do —espaco —de ~descricio
Classificacfio da densidade D:
e baixa — menor que 1.0 x 10‘33;

o média —entre 1.0 x 10" e 6.0 x 107;

e alta — maior que 6.0 x 107
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Capitulo 6

Generalizacédo e Padronizacao

Neste capitulo veremos alguns critérios utilizados pelos procedimento de validacdo
cruzada, comentdrios gerais sobre a teoria de regularizagio, regras para apresentacio de
resultados e por dltimo citaremos problemas clissicos (benchmarks) utilizados pela

comunidade cientifica voltada para o estudo de redes neurais artificiais.

6.1 Introducdo

Quando estamos trabalhando com dados reais surgem alguns inconvenientes que
geralmente, ndo existem nos problemas artificiais, dentre eles destacam-se:

* quantidade de amostras insuficiente;

* existéncia de dados redundantes e

 grande quantidade de ruido, inerente aos procedimentos de amostragem.

Procedimentos de validagéo cruzada (CV - do inglés cross validation) podem ser usados
para detectar quando uma rede estd sendo treinada de maneira excessiva {overtraining) e

interromper o treinamento antes que isso ocorra.

6.2 Procedimentos de Validacédo Cruzada

Quando treinamos uma RNA, geralmente desejamos obter uma rede com a methor
capacidade de generalizagdo possivel, ou seja, a maior capacidade de responder corretamente
a dados que ndo foram utilizados no processo de treinamento. As arquiteturas convencionais,
totalmente interconectadas, como o MLP, estio sujeitas a sofrerem um sobre-treinamento
(overtraining): quando a rede parece estar representando o problema cada vez melhor, ou seja,
o erro do conjunto de treinamento continua diminuindo, em algum ponto deste processo a

capacidade de responder a um novo conjunto de dados piora (PRECHELT, 1997).

6.2.1 O Efeito Bias/Varidncia

A capacidade de generalizagdio pode ser tratada sob um ponto de vista
predominantemente estatistico, principalmente levando-se em conta que o processo de
amostragem estd sujeito a rufdo e que os dados sio gerados a partir de uma funcdo de

densidade de probabilidade definida em X (VON ZUBEN, 1996). Tomando g XcR"-> R
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como a fungdo a ser aproximada, considere o conjunto de dados amostrados {(x;,s 1)}[13;1 na

forma s, =g(x,)+&, [ = 1,...,N, onde g expressa o erro no processo de amostragem (varidvel

aleatéria), sendo assumido ser de média zero e varifincia fixa (ver Capitulo 3). E assumido
uma inica saida.

Se E() é o operador de esperanga matemadtica considerando as N amostras, entdo
E(s/x) € a melhor aproximagio de g em X, o que implica que, para qualquer funcdo de

aproximacdo £, vale a seguinte relagdo (GEMAN er. al., 1992):

E[(s—g)zlx}?_ E[(S—E[s/x})zfx] :

Com isso, um procedimento valido € minimizar a fungio

erro(§) = E[(g‘ — E[s/x]) /x] :
A funcfio erro(g) pode ser dividida em duas partes na forma (GEMAN et. al., 1992):

erro(§) =(E[§]- E[s/x])f +E[(§-E{§])2] , (6.1)

onde E[g]—E[s/x] é denominado bias e F [(§ mE[§3)2] ¢ denominado varidncia da fungio
de aproximacgdo g.

Portanto a minimiza¢io de erro(g) representa um compromisso entre os niveis de
bias ¢ varifincia associados a fungio de aproximagio 2, de tal forma que uma fungfio §

muito flexivel geralmente vai apresentar um bias muito baixo, mas uma varincia elevada. Por

outro lado, uma funcdo g pouco flexivel geralmente conduz a bias elevado e varifincia baixa.

Desse modo, surgem as seguintes questdes: como reduzir o bias sem aumentar
proporcionalmente a variincia e como reduzir a varidncia sem aumentar proporcionalmente o
bias?

Considerando apenas a informacdo representada pelo conjunto de dados de
aproximacio {(x 1:8] )}l‘i 1» € possivel definir o erro quadritico médio (MSE — do inglés mean

squared error) do problema de aproximacio na forma (veja Capitulo 3):
N are V)2
MSE(@)=—2 (st = 8(xp)) (6.2)
I=1

Comportamentos tipicos de erro(g), dado pela equagio (6.1), e MSE(g), dado pela
equacfio (6.2), sdo apresentados na Figura 6.1(a), (b) e (¢).
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Figura 6.1: (a) Curvas tipicas para erro(g) e MSE(§). (b) e (c) Comportamentos da curva de erro

de treinamento e validacio de uma rede MLP para problemas reais.

Existem duas formas bdsicas de se combater o sobre-treinamento (SARLE, 1995;
PRECHELT, 1997): reduzindo a dimensdo do espago de parimetros (dimensio da rede) ou
reduzindo o tamanho efetivo da dimensdo de cada parmetro (valores dos pesos): ou seja, por
selecdo de modelo ou por regularizagio. Técnicas empregadas para produzir um espaco de
pardmetros de dimensfio reduzida s3o os métodos construtivos, métodos de poda e outros que
serdo analisados no Capitulo 7. Técnicas para reduzir a dimensdo de cada pardmetro
(elementos do vetor de pesos) sdo a regularizagdo ou os procedimentos de validagdo cruzada
que serdo vistos neste capitulo.

Procedimentos de validagdio cruzada (CV) sdo largamente utilizados por serem de facil
entendimento e implementaciio. Também apresentam melhores resultados do que a teoria de

regularizacfio em alguns casos (PRECHELT, 1997-1998).
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(c)
Figura 6.2: Funcio sen(x)xcos(2x) com ruido uniformemente distribuido no intervalo [-0.15, 0.15]. +
pontos de treinamento; — saida desejada; - - - saida da rede. (a) Treinamento interrompido muito cedo
(underfitting). (b) Treinamento excessivo (overfitting). {c) Treinamento com procedimentos de

validacio cruzada (CV).

A Figura 6.2 mostra os trés tipos de comportamentos resultantes da aproximacio de
fungdes realizada pelas redes MLP. No caso (a) a rede nfio treinou o suficiente para
representar o conjunto de dados (underfitting); no caso (b) ocorreu o treinamento excessivo
(overfitting) e no caso (¢) foram utilizados procedimentos de validacfio cruzada para

determinar um ponto 6timo de interrupgéo do treinamento.

6.2.2 Técnicas Basicas

A utilizagdo de procedimentos de CV é geralmente feita da seguinte maneira:
¢ divida o conjunto de dados em treinamento, validacdo e teste,
e treine somente com o conjunto de treinamento e avalie o erro do conjunto de

validagdo a cada k iteragdes (épocas);

117




* interrompa o treinamento quando o erro do conjunto de validagdo for maior do que
era k iteracGes atrds e

+ utilize o conjunto de pesos anteriores como o resultado do treinamento.

Esta abordagem utiliza o conjunto de valida¢do para antecipar o comportamento em
situagOes reais (ou em um conjunto de teste), assumindo que o erro em ambos 0s casos serd
semelhante: o erro de validacdo geralmente é uma estimativa do erro de generalizacdo. A
utilizagio de um conjunto de teste nem sempre é empregada, principalmente quando o
niimero de amostras de treinamento € pequeno. Alguns pesquisadores preferem dividir o
conjunto de dados em duas partes apenas e avaliar o comportamento do algoritmo apés o
treinamento utilizando outros conjuntos de dados.

A Figura 6.1(b) e (c) mostra o comportamento real das curvas de erro de treinamento e
validagdo que ocorrem durante a evolugdo do processo de treinamento. Verifica-se que o erro
do conjunto de validagfo sofre um decrescimento quase monotdnico no inicio do processo,
mas em seguida comeca a aumentar continuamente conforme o treinamento prossegue. Outra
caracterfstica importante destas curvas ¢ a existéncia de virios minimos locais. Ndo existe
nenhuma regra clara para decidir quando o minimo global do erro de generalizacio & obtido.
As curvas de erro de validagdio real, como as apresentadas na Figura 6.1, quase sempre
apresentam varios minimos locais.

Infelizmente, as curvas apresentadas na Figura 6.1(b) e (c), ou quaisquer outras curvas
de comportamento do erro de validagfo ndo sdo tipicas, ou seja, as curvas ndo apresentam o
mesmo comportamento qualitativo. Algumas curvas nunca alcangario um minimo melhor do
que o primeiro, ou do que o terceiro; os vales e picos na curva podem ter tamanhos, larguras e
formas diferentes. A Unica caracteristica que todas as curvas tém em comum & que a diferenca
entre um minimo local e os seguintes nio € grande.

Como podemos ver, definir um critério de parada envolve uma relagio entre tempo de
treinamento e capacidade de generalizagfio. Isso levanta a questiio de qual critério utilizar,

com o procedimento de validagdo cruzada, para decidir quando interromper o treinamento.

6.2.2.1 Particionamento do Conjunto de Dados

Nio existe um consenso geral sobre como fazer o melhor particionamento do conjunto
de dados, ou seja, dividi-lo de forma que possamos encontrar uma rede com a melhor

capacidade de generalizacdo em todos os casos. Por outro lado, para que haja sucesso nos
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procedimentos de validagio cruzada empregados, € necessario que os conjuntos sejam
estatisticamente independentes (dentro do possivel) e representativos do problema.

Em muitos casos, € possivel gerar um conjunto de amostras para avaliar uma
arquitetura desenvolvida ou aperfeicoada. Quando isso ocorre, tem-se mais liberdade e
controle sobre os dados, de forma que os pré-requisitos de independéncia estatistica e
relevincia das amostras podem ser atendidos.

As abordagens mais cldssicas (HAYKIN, 1994; PRECHELT, 1997) sugerem que o
conjunto seja dividido da seguinte forma: 50% dos dados para treinamento, 25% para
validacio e 25% para teste.

AMARI et. al. (1996) propdem em seu artigo uma teoria estatistica para o problema do
sobre-treinamento, considerando procedimentos de validacdo cruzada e redes com dimensio
muito elevada. E feita uma estimativa do valor percentual do conjunto de dados que deve ser
usado para cada um dos trés passos. Quando o niimero de pardmetros P da rede é grande, a

melhor estratégia ¢ utilizar quase todas as N amostras no conjunto de treinamento e utilizar

apenas %/ﬁ padrdes para os outros conjuntos. Por exemplo, gquando P = 100, somente 7%

dos dados serfio utilizados para validagio e teste.

TETKO & VILLA (1997) investigam a possibilidade de combinar treinamento
supervisionado € ndo-supervisionado para a particio do conjunto amostral. Esta estratégia é
utilizada para fornecer um particionamento eficiente de um conjunto de dados contendo ruido.
£ proposto que sejam feitas vérias subdivisSes do conjunto amostral e que seja escolhido uma
média de todos os valores obtidos como sendo o valor final. O algoritmo ndo-supervisionado

é responsével pelas subdivises dos dados.

6.2.3 Critérios de Parada

Existe uma grande quantidade de critérios de parada que podem ser utilizados. Para
este estudo tomou-se trés deles como base (PRECHELT, 1998). Para descrever um critério,
facamos primeiro algumas defini¢ces. Seja MSE a funcdo objetivo (erro quadritico médio —
do inglés mean squared error). Entdio MSE,(1) é o erro do conjunto de treinamento, MSE,.(f)
o erro do conjunto de validagdo utilizado pelo critério de parada e MSE,.(f) o erro do conjunto
de teste.

O valor MSE,,(f) € definido como sendo o menor erro do conjunto de validagio

obtido até o instante ¢:
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MSE (1) = min MSE,uf). (6.3)

Agora definimos a perda de generalizacdo na iteragdo f como sendo o aumento
relativo do erro de validagio em relacio ao minimo (percentual).

MSE,,(1) 1}

GL(1) =100
MSE,, (1)

6.4)

Uma alta perda de generalizagdo é um bom motivo para interromper o treinamento,
pois indica diretamente que a rede estd sendo sobre treinada. Isto resulta no primeiro critério
de parada: pare assim que a perda de generaliza¢do supere um limiar £.

Gl : pare apds a t-ésima época caso GL(f) > &

Caso o treinamento esteja progredindo rapidamente, ¢ desejével que ele nio seja
interrompido. A razdo para isso ¢ que quando o erro de treinamento estd caindo muito
rapidamente, sua queda sempre predomina sobre um possivel aumento na variincia. Para
formalizar esta nogdo define-se um nimero de épocas k de treinamento, apds o qual § feito o
procedimento de validagio cruzada. O progresso de treinamento (em milhares) medido apés k

iteragdes € dado por:

' MSE, (¢t
Zr':r—k-i»l ”( ) “I], (65)

P (t)=1000 — -
k.min, ., MSE_(t")

/

que significa “quanto a média do erro de treinamento durante k épocas é maior que o minimo
erro de treinamento durante k épocas?”
O critério de parada pode ser definido entfio como sendo o quociente entre a perda de

generalizacdo e o progresso de treinamento.

GL(t)

PQ,, : pare apés a t-ésima época caso
P (1)

>E.

O iltimo critério de parada estudado neste trabalho &, talvez, o mais conhecido de
todos. Este critério interrompe o treinamento quando o erro de generalizacfio aumenta s vezes
a cada k épocas. Assim o critério de parada torna-se:

CV: pare apds a época t se MSE,(f) > MSE,.(t - k) durante 5.k épocas.

Nenhum dos critérios apresentados garante uma interrupgio do treinamento, portanto é
importante definir um limite de épocas ou um limiar para o valor do erro ou do vetor

gradiente.

120



6.3 Teoria de Regularizacao

Regularizadores sio funcionais de custo adicionados ao funcional de erro que estd
sendo minimizado. Regularizagdo € o procedimento de obtengdo de um problema de
aproximagio bem-comportado a partir de um problema de aproximacdo mal-comportado pela
imposicdo de restricdes de suavidade ao modelo de aproximagido (VON ZUBEN, 1996). As
arquiteturas MLP minimizam a diferenca entre as saidas da rede e as saidas desejadas (egs.
3.14 e 3.2) em relagfio ao valor do vetor de pardmetros 0. Por conveniéncia as equacgdes 3.14 e

3.2, respectivamente, serdo repetidas aqui:

N m

J®) =33 (g,0-%,x0f,
i g (6.6)

0% = arg min J(9),
oeR”

onde g(.) é a funcdo a ser aproximada e 2(.) a aproximac#o fornecida pela rede.

Termos adicionais, cujo objetivo € reduzir a flexibilidade da rede neural no sentido de
atender aos critérios de generalizacdo, sao chamados de regularizadores (JONDARR, 1996).
Assim, ao mesmo tempo que minimiza o funcional de erro apresentado na equagio (6.6),
deve-se minimizar uma outra funcfo, como por exernplo, a soma dos pesos da rede.

Alguns métodos de regularizagiio comumente utilizados nas redes MLP serfo

discutidos brevemente a seguir.

6.3.1 Decaimento dos Pesos (Weight Decay)

E o regulador mais conhecido. O principio bésico é minimizar a soma dos quadrados
dos pesos de cada conexdo, evitando um aumento exagerado dos valores dos pesos das
unidades intermediarias. Utilizando o custo com relagdo aos pesos (Cyeay) € 2 equagio (6.6),

podemos definir o funcional de custo total (Crpm):

P
C,..®)=)> 07,
decay ( ) ; i (6.7)

Crotai = f(@) + Cdecay(e)-
Tomando a derivada desta funcio teremos uma lei de ajuste do vetor de parAmetros

que deve considerar dois termos na minimizagdo do funcional de custo total.
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6.3.2 Regularizador de Rumelhart

RUMELHART et. al. (1986) introduziram duas medidas diferentes de complexidade em
fun¢iio dos pardmetros da rede. Cp..s mede a complexidade de todos os pardmetros da rede:
0

pesos 1+62 . (68)

Cunia mede os pesos em cada unidade, encorajando cada né a ser independente do

vizinho.

6?
C, . = 6.9
unid 1+Zre,2 ( )

Também existe um fator, A, que considera uma proporcionalidade entre o erro e a

complexidade:
Cootat = A J(8) + (1-R) Complexidade(0). (6.10)
A equagdo (6.8) é utilizada para determinar a seguinte relacéo:
aoC 28,
55: = m . (6.11)

Neste caso a equagdo (6.1) é implementada com A iniciando em 1 ¢ aumentando até

que o desempenho piore, ou seja, até que a complexidade domine o termo de erro.

6.3.3 Minimizacao do Produto dos Pesos

Ao invés de minimizar a soma dos pesos em uma dada unidade, uma alternativa é
minimizar o produto dos pesos. Seja w a matriz de pesos correspondente ao vetor de

pardmetros 6, entdo:

C pesos = Z Hwij ) (6.12)
ij
fornecendo a seguinte relagfo:
anesas — Hw‘k (6.13)
il
Wy k#j

6.3.4 Regularizador de Girosi

GIROSI et. al. (1995) introduziram uma funcdo de regularizagio ¢ na forma:
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dz, (6.14)

onde Ge F sdo as transformadas de Fourier de g e f respectivamente. F é uma fungiio
definida positiva previamente especificada que se aproxima de 0 quando ”z”m)oc, de tal

forma que I/F corresponda a um filtro passa-alta. A fungio F € assumida ser simétrica
(fungfo par) e definida de forma a garantir a existéncia de g tal que a integral da equagio
(6.14) exista (VON ZUBEN, 1996).

Neste caso, para N finito, o problema de aproximagfo regularizado é encontrar o

modelo de aproximacio g que minimize o seguinte funcional:

o L 5
(@)= 2 (5= 2xDF +20(2), (6.15)

I=1
onde A ¢ um nimero positivo denominado parmetro de regularizacio. O primeiro termo,
como discutido anteriormente, representa uma medida de distdncia entre g e ¢, enquanto o
segundo termo representa o grau de suavidade da fungfio g. O compromisso entre suavidade

do processo de aproximagio e fidelidade aos dados pertencentes ao conjunto de aproximagio

¢, portanto, controlado pelo pardmetro de regularizacio A.

6.3.5 Unidades Competitivas

Este método remove a complexidade sem utilizar um regularizador propriamente dito.
As unidades devem competir para aumentar os seus pesos em qualquer dire¢do do espago.
Cada conexdio possui uma direcdo (vetor de pesos normalizado), w* e um fator de ganho
(magnitude), g, que determina o vetor de pesos utilizado pelo neurbnio.

Os neurbnios terio mais facilidade para detectar caracterfsticas na camada
intermedidria.

Ap6s cada retro-propagagio do erro, a mudanca no fator de ganho g, para um peso no
nd i, é dada por:

g, ==y (wiw; g,
i (6.16)

*

W, = g;W,
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6.4 Padronizacao

Esta segdo discute porque conjuntos de treinamento padronizados (benchmarks) e regras
de padronizacio para o aprendizado e apresentagdo de resultados de redes neurais artificiais
sao realmente necessdrias. Comenta-se também sobre a necessidade de se utilizar problemas

reais e artificiais para validar procedimentos tedricos.

6.4.1 Por que Utilizar um Benchmark?

Estudos recentes sobre algoritmos de treinamento de RNA's (PRECHELT, 1996)
mostraram que a avaliagdo de desempenho dos algoritmos é um aspecto para o qual a
comunidade cientifica da drea nio tem dado muita atencdo, dificultando o “controle de
qualidade” dos novos algoritmos propostos na literatura. A maior parte dos artigos
encontrados em revistas e jornais apresentam resultados de desempenho considerando apenas
um pequeno nimero de problemas ~ raramente mais do que trés. Na maioria dos casos um ou
mais destes problemas € artificial e pouco representativo, constituindo problemas de paridade,
simetria ou codificagdo. Geralmente ndo sdo feitas comparacdes com algoritmos
desenvolvidos por outros pesquisadores (com excegio do algoritmo padrio).

Por que isso ocorre? Virias justificativas tém sido empregadas (PRECHELT, 1994):

1. O treinamento de RNA's € demorado, tomando muito tempo de CPU.

2. Os algoritmos de outros pesquisadores geralmente ndo estio disponiveis sob a
forma de programas; ou suas implementacdes nio sio estiveis ou sio baseadas em
algum ambiente exético.

E dificil conseguir dados referentes a problemas reais.

4. E um processo complicado preparar dados para o treinamento de RNA's.
Resultados independentes obtidos para o mesmo problema ndo podem ser
comparados diretamente, pois existem vdrias representacdes para o mesmo
problema ou diferentes metodologias de experimentagio.

No entanto, nenhum destes argumentos é convincente pelos seguintes motivos:

1. Néo € realmente um problema. As méaquinas disponiveis hoje em dia sio répidas o
suficiente para que o tempo de treinamento seja, pelo menos, bem menor que o
tempo de desenvolvimento do algoritmo.

2. Normalmente € verdade, mas ndo seria um problema se pudéssemos comparar com

os resultados diretamente apresentados pelos préprios autores.
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3. Parcialmente verdadeiro. Muitos pesquisadores que utilizaram dados reais em suas
pesquisas estdo dispostos a fornecer os conjuntos de dados que foram testados.
Existem também cole¢bes acessiveis de dados, como por exemplo o UCI
Repository of Machine Learning Databases and Domain Theories, (URL 2).

4. Correto. Realmente €, mas nem todos precisam fazer a preparagio dos dados.
Como uma comunidade de pesquisadores, € necessdrio que haja divuigacio e
disponibilidade de resultados ja obtidos.

5. Este € um problema real que apresenta duas faces: muitas vezes a preparacdo dos
experimentos ¢ feita de forma a invalidar seus resultados e algumas vezes os
experimentos nao sdo documentados de maneira coerente.

Esta discussdo mostra que € necessdria uma padronizacio dos conjuntos de dados e
forma de apresentacdo dos resultados. Aspectos de algoritmos de aprendizagem que podem
ser estudados utilizando a abordagem que € apresentada aqui sdo, por exemplo, velocidade de
convergéncia, capacidade de generalizacio e facilidade de sele¢io de pardmetros definidos
pelo usudrio. Por outro lado, ndo sfio tratados aqui aspectos referentes & representagio
adequada de dados.

Viérias dreas de pesquisa possuem um conjunto de benchmarks bem definidos.
Atualmente ndo existe uma metodologia amplamente aceita para medir e comparar a
velocidade de algoritmos de aprendizagem em RNA's (FAHLMAN, 1988). Alguns
pesquisadores propdem novos algoritmos baseados apenmas em uma andlise tedrica.

Geralmente € dificil avaliar o desempenho prético destes modelos tedricos.

6.4.2 Por que Estabelecer Padronizaciao?

A discuss@o anterior mostra que utilizar conjuntos de dados padronizados
(benchmarks) é uma condicio necessdria mas ndo suficiente para aumentar, verdadeiramente,
a qualidade das publica¢Bes cientificas da drea de RNA's. Um incremento na qualidade €
realmente alcangado se os resultados que forem publicados puderem ser reproduzidos e
comparados. Isto ndo € trivial, uma vez que cada aplicagfio de um algoritmo de treinamento a
um problema particular envolve um nimero significativo de parAmetros que sdo definidos
pelo usudrio. Se pelo menos um destes pardmetros ndo for publicado com os resultados, o
experimento torna-se irreprodutivel e uma comparacio ndo pode ser feita.

Assim, um conjunto de problemas padrdes (benchmark sets) deve ser complementado

com um conjunto de regras padronizadas (benchmark rules) que descrevem e padronizam
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formas de se conduzir ¢ documentar experimentos, Tais regras ndo reduzem a liberdade de
escolha de virias formas possiveis de condugio e apresentagdo de experimentos, apenas
sugere um conjunto de passos a serem seguidos com o intuito de maximizar a
comparabilidade dos resultados experimentais e mostrar o que deve ser documentado e de que

forma. Estas regras reduzem o risco de pesquisadores produzirem resultados invélidos.

6.4.3 Regras Padronizadas (Benchmarking Rules)

Esta sec¢io descreve:

e como conduzir um experimento e

¢ como publicar os resultados.

O propésito das regras € garantir a validagdo e reprodugdo dos resultados por outros
pesquisadores. Um beneficio adicional & padronizagio é que os resultados serio mais

diretamente compariveis.

6.4.3.1 Principios Gerais

Os principios gerais para formulagio das regras sdo:

Validade: E necessario que haja um minimo de padronizacfio do experimento para
garantir que os resultados obtidos sejam vélidos, no sentido de que nio constituam
artefatos criados por fatores aleatérios ou por algum erro experimental,
Reprodutividade: Todos os aspectos dos experimentos necessérios para sua fiel
reprodugdo devem estar coerentemente documentados. Resultados que nio podem ser
reproduzidos ndo sio resultados cientificos.

Comparabilidade: E muito importante que seja possivel fazer uma comparagio direta
dos resultados apresentados. As regras, apresentadas aqui, recomendam virias
escolhas padrfes que devem ser utilizadas, a menos que existam razdes especificas

para ndo fazé-lo.

6.4.3.2 Conjunto de Treinamento, Validagao e Teste

Para cada problema X a ser considerado, deve-se indicar exatamente a procedéncia
dos dados para treinamento. Se for possivel, especificar quando e onde outros pesquisadores
utilizaram estes dados.

Quando estamos verificando a capacidade de generalizacio das redes neurais

artificiais utilizando procedimentos de validagfio cruzada é necessario dividirmos o conjunto
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de dados em pelo menos duas partes: uma na qual o treinamento ¢é efetuado (conjunto de
treinamento), e outra que € utilizada na avaliagdo de desempenho (conjunto de validagdo). O
conjunto de validacfio deve avaliar o comportamento do algoritmo quando submetido a dados
de teste. Isso significa que os dados utilizados para validagfio nfo devem estar disponiveis
para o treinamento; sendo o benchmark ¢ invilido.

Como visto neste capitulo, em muitos casos existe o conjunto de teste, que é utilizado
para avaliar o desempenho da rede treinada, quando em operac@o. Diferentes particSes do
conjunto amostral resultardo em diferentes conclusdes. E importante apresentar quantos e, se
possivel, quais s3o os dados que fazem parte de cada conjunto.

Maiores detalhes sobre procedimentos de validagfo cruzada podem ser vistos na Segdo

6.1 deste capitulo.

6.4.3.3 Representacdo de Entrada e Saida

A representagiio dos atributos de entrada e saida de um problema de aprendizagem
influencia a qualidade das solugdes obtidas. Dependendo do tipo de problema, existern vdrias
maneiras diferentes de representacdo dos atributos. Para cada tipo de atributo existem vérios
métodos plausiveis de representacio. Vamos discutir alguns tipos de atributos e suas
representacoes:

Atributos com valores reias: sdo geralmente normalizados por algum operador que
os mapeiam no intervalo [0, 1] ou [-1, 1]. Procedimentos de normalizacdo dos dados
de entrada sdo apresentados no Capitulo 3.

Atributos com valores inteiros: geralmente sdo tratados como os atributos reais. Se o
nimero de valores diferentes € pequeno, uma das representacdes utilizadas para
atributos ordinais deve ser apropriada.

Atributos ordinais: com m valores distintos sfo mapeados em uma escala
eqiiidistante transformando-os em valores pseudo-reais, ou s&o representados por m-1
entradas das quais a k-ésima mais a esquerda tem valor 1 para representar o valor do k-
ésimo atributo enquanto todos os outros sfo 0. Um cédigo bindrio utilizando apenas
log, m entradas também pode ser usado. Este tipo de atributo aparece muito raramente.
Atributos nominais: com m valores diferentes sdo geralmente representados

utilizando um c6digo bindrio ou 1-de-m.
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Atributos com valores inexistentes: podem ser substituidos por um valor fixo (por

exemplo, a média dos valores existentes) ou pode ser representado explicitamente

adicionando outra entrada ao atributo que € 1.

Grande parte da discussdo acima também € aplicdvel as saidas da rede, exceto pelo
fato de que os valores de saida sempre existem.

Ao utilizar benchmarks que ndo fazem parte de um conjunto bem definido de dados, é

importante especificar exatamente a representacdo de entrada e saida utilizada.

6.4.3.4 Algoritmo de Treinamento

Uma especificagdo exata do algoritmo de treinamento utilizado é fundamental. Ao
utilizar um algoritmo conhecido, especifique com referéncias que descrevam e utilizam o
algoritmo de maneira precisa. Caso sejam feitas alteracSes no algoritmo original, apresente-as
detalhadamente. Se estd propondo um novo algoritmo, dé-lhe um nome para que outros
autores possam fazer referéncia ao seu trabalho. Se existem muitas variantes do seu algoritmo,
dé a cada variante um nome, talvez acrescentando um digito ou letra ao nome principal.

Novo, ou ndo, especifique claramente para o seu algoritmo os valores de todos os
parémetros livres utilizados. Ao introduzir um novo algoritmo vocé deve indicar claramente
um vetor de pardmetros protétipo (incluindo nomes de parimetros) que deve ser
apresentado na documentagdo de cada algoritmo. Um erro muito comum é deixar algum
pardmetro nfo especificado.

Estes pardmetros devem incluir (dependendo do algoritmo) taxa de aprendizagem,
momento, taxa de decaimento dos pesos (weight decay), inicializagfio, etc. Para cada
pardmetro deve haver um tnico nome e talvez um sfmbolo. Para cada parimetro adaptativo, a
regra de adaptacdo deve ser explicitada. Um aspecto particularmente importante dos
algoritmos de treinamento € o critério de parada.

Procure especificar porque foi escolhido um valor para determinado parimetro, e se

possivel, caracterizar a sensibilidade do algoritmo a esta escolha.

6.4.3.5 Medidas de Erro

Existem vérias medidas de erro (também denominadas de funcional de erro, funcio
objetivo, fungdo custo ou fungdo de perda) que podem ser utilizadas para o treinamento. A
mais comum ¢ o erro quadrdtico apresentado na equagdo (6.6). Alguns pesquisadores

multiplicam esta equagfio por ¥2 com o obijetivo de tornar a derivada mais simples; isso ndo €
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considerado padrdo. Esta medida apresenta o valor do erro para todos os padrdes. Também
pode ser utilizado como medida o erro quadrdtico médio (MSE), que possui a vantagem de

ser independente do tamanho do conjunto de dados.

1 N m
IO==33 (g5 (0 - &3 (x.0) P (6.17)

i=1 j=t
Outras medidas de erro que podem ser citadas sdo: softmax error, cross entropy, erro
linear, erro exponencial e erro de varidncia minima (PRECHELT, 1994; SHEPHERD, 1997).
Para problemas de classificacdo, a funco alvo geralmente nio é a medida continua de
erro utilizada durante o treinamento, mas o desempenho de classificagio. O desempenho de
classificagdo deve ser apresentado como um percentual de padrdes classificados

incorretamente, o erro de classificagio.

6.4.3.6 Arquitetura Utilizada

Especifique exatamente a topologia (arquitetura) da rede utilizada durante um
experimento. A arquitetura de uma rede é descrita pelo grafo de nés (unidades, vértices,
neurdnios) e conexGes (pesos, sinapses). O termo ‘peso’ deve ser usado para se referir ao
pardmetro ligado a uma conex&o, mas ndo A prépria conexdo.

Para descrever a topologia faca referéncia a modelos comumente utilizados. Para as
redes do tipo MLP totalmente conectadas, o nimero de nés em cada camada pode ser dado
como uma seqiiéncia: uma rede 5-4-6, ou uma rede {5, 4, 6] que referem-se a uma rede com
5 entradas, 4 unidades intermedidrias e 6 saidas. Existe confusio em como contar a
quantidade de camadas de uma rede, entdo nfo chame a rede acima uma “rede com trés
camadas” (contando todos os grupos de nés) nem uma “rede com duas camadas” (contando
somente 0s nds com conexdes de entradas). Prefira a expressio uma rede com uma camada
intermedidria (ou escondida).

Especificar o niimero de unidades nfio é o suficiente, utilize expressdes como com
todas as conexdes de propagaciio direta (feedforward) entre camadas adjacentes ou algo
semelhante.

Grande parte das redes também apresentam um limiar (bias ou threshold) para as
unidades intermedidrias e/ou de saida. Especifique se a rede possui ou nfo os limiares. Ao
calcular a quantidade de parAmetros livres da rede inclua todos os limiares.

Para redes recorrentes padrdes utilize nomes usuais como, Jordan ou Elman, onde

apropriado. Arquiteturas de rede que ndo sfo padrdes devem ser detalhadas.
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6.4.3.7 Resultados Experimentais

Se estivermos interessados na capacidade de generaliza¢io da rede, o erro de teste &
geralmente o resultado principal a ser apresentado para qualquer problema tratado. Os erros
de treinamento e validacdo sdo grandezas de interesse marginal, e nio necessariamente
precisam ser apresentados. Por outro lado, como o conjunto de dados ndo é dividido de
maneira rigorosa, e como no existem critérios bemn definidos de particionamento dos dados, é
aconselhdvel que pelo menos o erro de validagdo seja apresentado.

Como o treinamento de redes neurais geralmente envolve algum processo de
inicializago, os resultados de vdrias simulagbes do mesmo algoritmo com condigdes iniciais
distintas serdo diferentes, por haver uma dependéncia em relacfio & condigdo inicial. Para
apresentar resultados que representem bem o desempenho dos algoritmos, devem ser feitas
vdrias simulages e apresentada uma estatistica da distribnicio. Se possivel utilizar 10
simulagbes, ou alguma poténcia de 10 para produzir a distribui¢do. As estatisticas geralmente
utilizadas para apresentar os resultados sdo a média e o desvio padrio do erro do conjunto de

teste, o melhor resultado e em seguida os valores minimo e midximo da distribuigio.

6.4.3.8 Tempo de Treinamento

Comentdrios gerais sobre tempo de treinamento e esforco computacional despendido
na solugio de um problema foram vistos no Capitulo 5 que trata dos aspectos numéricos do
treinamento de redes MLP. Considera-se como medida de desempenho o nimero de épocas
de tremamento necessdrio para cada algoritmo convergir e faz-se um estudo sobre a
quantidade de operagdes de ponto flutuante (flops) consumida por iteragdo, para cada um dos
algoritmos apresentados no Capitulo 3.

Caso seu algoritmo nilo requeira grande quantidade de operagdes adicionais além das
usuais, a época constitui uma medida sensivel do tempo de treinamento e pode ser vista como
a quantidade de vezes que as conexdes sdo “atravessadas” (pode-se considerar a atualizacio
dos pesos). Esta medida € importante pois independe da mdquina ou implementacdo. A
propagacdo dos dados e a retro-propagaciio do erro pela rede podem ser analisadas
separadamente para algoritmos que requerem maior quantidade de uma grandeza do que de
outra.

Se seu algoritmo executa por época vérias operacdes adicionais, além das usuais,
como procedimentos de busca unidimensional, escalonamento, andlise espectral e inversdo de

matrizes (ver Capitulos 3 ¢ 4), entio uma medida de esfor¢o computacional deve ser
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apresentada. Um dos grandes problemas dos resultados apresentados desta forma € que
dependem da efici€ncia na implementagio do algoritmo. Por isso, é recomenddvel que os
algoritmos sejam implementados de maneira semelhante e de preferéncia utilizando o mesmo
software computacional. Ao mencionar tempo de CPU ¢ importante especificar a
configuracio da maquina utilizada para simulagfio; apresente comentérios sobre a eficiéncia
do algoritmo implementado.

E importante especificar critérios de parada e procedimentos de reinicializacdo.

6.4.3.9 Detalhes Finais

Alguns detalhes importantes que nfio devem ser esquecidos:

Funcio de ativacdo: especifique exatamente a fungdo de ativacio utilizada para cada

unidade, ou camada. Indique se as unidades de saida possuem fungio de ativacio

diferente da linear na saida.

Método de inicializacfo: especifique qual o tipo de inicializacfio da rede. Diferentes

procedimentos de inicializagdo serdo vistos posteriormente. Assim como o critério de

parada, o ponto inicial da rede possui grande impacto no resultado final apresentado.

O capitulo 9 apresenta os resultados computacionais para os diversos algoritmos
implementados neste trabalho. Os resultados apresentados seguem os modelos sugeridos nesta
se¢do, incluindo descricbes detalhadas dos conjuntos amostrais, algoritmos, valores de

parimetros livres, medidas de desempenho, critérios de parada e virias referéncias.
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Capitulo 7

Limitaces

Os principais problemas das arquiteturas MLP que serdo abordados s3o a sensibilidade
a minimos locais, 0 néo conhecimento a priori da arquitetura 6tima de rede e a implementacgio
destes modelos em paralelo. A sensibilidade a minimos locais serd reduzida através de uma
defini¢do mais cuidadosa do conjunto inicial de pesos de treinamento; métodos construtivos e
de poda serdo apresentados com o objetivo de otimizar a determinagdo de uma arquitetura
otima de rede ¢ comentdrios gerais sobre técnicas de implementacio em paralelo destas

arquiteturas serdo revistos.

7.1 Introducao

A velocidade de treinamento das redes do tipo MLP depende principalmente:

e da condicdo inicial dos pesos e limiares;

* da determinagiio adequada das fungbes de ativacio;

¢ da arquitetura da rede;

¢ do conjunto de dados e

* do algoritmo de treinamento.

O algoritmo de treinamento pode ser visto como um procedimento de otimizacfio nfo-
linear irrestrita, e como todo método iterativo de otimizacfio necessita da definicdo de um
ponto inicial de busca no espago de solugdo. A superficie de erro caracterizada pela funcdo a
ser minimizada apresenta, em geral, uma grande quantidade de minimos locais, ¢ portanto a
defini¢fio de uma condigdo inicial adequada se faz necessdria.

As fungOes de ativagdo a serem utilizadas nas unidades (neurdnios) que compdem a
rede exercem um papel muito importante no desempenho do modelo. Alguns aspectos que
devem ser considerados na escolha da fungfio de ativagiio sdo, por exemplo, satisfazer o
critério de aproximagfo universal e facilidade de computagfio (esforgo computacional).

Outro aspecto importante na determinagfio de um modelo de aproximacdio é a escolha
da dimensdo deste modelo. Métodos de determinacfio da dimenso 6tima da arquitetura a ser

utilizada serdo apresentados e comparados.
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Virios algoritmos eficientes de treinamento para arquiteturas do tipo perceptron com
miultiplas camadas foram apresentados nos Capitulos 3 e 4.
Por fim, podemos citar a capacidade de implementacio paralela dos algoritmos como

sendo uma das principais caracteristicas das RNA's.

7.2 Condigdes Iniciais Otimas

A qualidade e eficiéncia do aprendizado supervisionado em redes multicamadas
depende fortemente da especificacio de arquitetura da rede, funcfio de ativagdo dos neurdnios,
regra de aprendizagem, valores iniciais do vetor de parimetros (pesos) e dos dados de
treinamento.

Valores 6timos destes itens sdo desconhecidos a priori, pois dependem principalmente
do conjunto de treinamento e da natureza da solu¢do (THIMM & FIESLER, 1997).

Assumimos aqui que a arquitetura da rede, as fungdes de ativagdo dos neurdnios e a
regra de aprendizado ja foram determinados adequadamente, embora nfio necessariamente de
maneira 6tima. Sob essas consideragdes, um processo de treinamento bem sucedido passa a
depender somente de uma boa defini¢io do conjunto inicial de pesos, ou seja, um conjunto
que guie o processo de treinamento para uma solucdo satisfatéria, fora de minimos locais
pobres e problemas de instabilidade numérica.

O ajuste dos pesos da rede neural, a partir de um conjunto de dados de entrada-saida
{conjunto amostral), é denominado treinamento supervisionado, e pode ser visto como um
problema de otimizagdo, cuja fungio de custo € fun¢do do conjunto de pesos, também
conhecido como pardmetros da rede neural (FAHLMAN, 1988).

A importincia de uma boa escolha do conjunto de pesos iniciais € enfatizada por KOLEN &
POLLAK (1990). Eles mostraram que uma busca global pelo conjunto &timo de pesos nio €
factivel. Assim, por questdes priticas, a regra de aprendizagem pode ser baseada em técnicas
de otimizacdo que empregam busca local (SHEPHERD, 1997). Por outro lado, a busca local
implica que a solugo a ser obtida estd fortemente relacionada 4 condi¢fio inicial, pois cada
condicdo inicial pertence & base de atracdo de um minimo local particular, que atraird para a
solugdo (HERTZ et. al., 1991).

Consegiientemente, apenas minimos locais podem ser produzidos, na pritica, como
resultados de um processo de treinamento supervisionado bem sucedido. Se este minimo for o

minimo global, ou um bom minimo local da funcdo de custo, o resultado é uma rede neural
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adequadamente tremnada. Caso contrédrio, quanto pior for o minimo local, pior o desempenho
da rede treinada.

Diversas estratégias de inicializagdo dos pesos jd foram sugeridas. Os métodos mais
simples baseiam-se em uma distribuicdo uniforme aleatéria (KOLEN & POLLAK 1990,
representando a auséncia total de conhecimentos sobre o conjunto amostral. Considerando
abordagens melhor elaboradas, existem basicamente dois paradigmas alternativos para busca
do melhor conjunto inicial de pesos via treinamento supervisionado, ou seja, melhor condigdo
inicial para o processo de otimizagio resultante:

» paradigma do caminho mais ficil: ndo é tdo comum na literatura. A idéia bésica é
fornecer uma condicfio inicial ndo necessariamente proxima da solugdo 6tima, mas
que seja tal que o processo de treinamento possa evoluir mais rapidamente, em média,
¢ mais eficientemente, a partir da condigo inicial. A estratégia mais simples € definir
automaticamente um intervalo de inicializacdo para os pesos e utilizar uma
distribui¢o uniforme neste intervalo.

* paradigma do caminho mais curto: € a abordagem geralmente empregada na literatura.
A idéia basica € fornecer uma condi¢do inicial o mais préxima possivel da solucdo
otima, ainda desconhecida. A idéia intuitiva por trds desta abordagem ¢ que quanto
mais préxima da solugio 6tima estiver a condicfo inicial, menor a probabilidade de
existéncia de minimos locais no caminho até esta solugfio, e mais eficiente se torna o
processo de treinamento. Duas estratégias podem ser consideradas: extracio de
conhecimento do conjunto de treinamento com o objetivo de descobrir peculiaridades
da superficie de otimizagdo (baseado em aspectos tebricos), ou exploragio da
superficie de otimizagdo para aumentar as chances de se encontrar uma regiio

promissora na busca pelo 6timo (baseada em aspectos heuristicos).

O paradigma do caminho mais ficil geralmente ignora o conjunto de treinamento na
tentativa de definir um bom intervalo de valores para os pesos. Como conseqiiéncia, o
caminho entre a condigdo inicial e a solugdo 6tima, embora ficil de ser atravessado, pode ser
muito longo.

Por outro lado, o paradigma do caminho mais curto considera todo o conjunto de
treinamento, mas geralmente ignora as conseqiiéncias da combinagio (dados de entrada-saida)

+ {pesos) no processamento de sinais da rede neural. Como conseqiiéncia, o caminho entre a

condi¢do inicial e a solugdo Gtima, embora curto, pode ser muito dificil de ser atravessado.
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Na Se¢fio 7.2.3 iremos propor um paradigma hibrido, que representa um compromisso
entre 0 caminho mais ficil e o caminho mais curto, buscando assim definir um método de

inicializagdo mais eficiente e robusto.

7.2.1 Exemplos do paradigma do caminho mais facil

FAHIMAN (1988) realizou estudos sobre técnicas de inicializacdo aleatéria para redes
multicamadas. Ele propds o uso de uma distribuicdo uniforme no intervalo [-1.0, 1.0], mas
resultados experimentais mostraram que o melhor intervalo de inicializacdo para os problemas
por ele abordados variaram entre [-0.5, 0.5] e [-4.0, 4.0].

Alguns pesquisadores tentaram determinar o melhor intervalo de inicializac@o utilizando

outros pardmetros da rede. Seja dj, o fan-in do neurdnio. BOERS & KUIPER (1992) inicializam

os pesos utilizando uma distribui¢cdo uniforme no intervalo [—7 i y }, sem apresentar
‘\}din ‘Vdr'n

nenhuma justificativa matemdtica.

NGUYEN & WIDROW (1990) propdem uma simples modificagfo do processo aleatério de
inicializagdo do conjunto de pesos. A abordagem ¢ baseada em uma andlise geométrica da
resposta dos neurbnios intermedidrios a uma nica entrada; a andlise € estendida para o caso
de multiplas entradas utilizando transformada de Fourier. Os pesos que ligam as unidades
intermedidrias as unidades de saida sdo inicializados em valores pequenos no intervalo [-0.5,
0.5]. A inicializagio dos pesos das unidades de entrada para as unidades intermedidrias é

projetada para aumentar a habilidade dos neurbnios intermedidrios aprenderem. O fator de

escala € dado por: B:G.'?(l)“k =0.74T, onde I é o nimero de unidades escondidas e & é o

nimero de entradas. Os pesos sdo inicializados aleatoriamente no intervalo [-0.5, 0.5] e em

Bv
¥

seguida a seguinte transformacfio é aplicada: v= os limiares permanecem com valores

no intervalo especificado acima.

KM & RA (1991) calculam o limite inferior para o comprimento inicial do vetor de

esos como sendo | %/, |, onde o é a taxa de aprendizagem.
p d. P g
in
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7.2.2 Um exemplo do paradigma do caminho mais curto

LEHTOKANGAS ef. al. (1995) propdem um método baseado no algoritmo dos
quadrados minimos ortogonais (OLS). O algoritmo OLS, tem sido largamente utilizado com

sucesso no treinamento de redes do tipo funcdo de base radial (RBF) (CHEN et. al., 1996).

7.2.2.1 Algoritmo dos Minimos Quadraticos Ortogonais (OLS)

Uma arquitetura MLP pode ser considerada como um modelo de regressdo onde os
neurdnios intermedidrios sfio os regressores. No processo de inicializagio dos pesos o
problema ¢ determinar qual o melhor regressor disponivel. Um algoritmo eficiente para
determinagdo do regressor 6timo é o algoritmo OLS. Sejam p € g o nimero de unidades de
entrada e intermedidrias, respectivamente.

Seja s a saida desejada da rede. Um modelo de regressiio para esta saida pode ser dado,
em notacdo matricial, pela expressao:

s=RO +¢, 7.1
onde § = Li,sz,...,s”]r, R ¢ a matriz de regressores (fungdes fixas das entradas),

8=108,,9,...,8 sdo pardmetros do modelo e e = },82,...,8'2 s30 o8 ruidos absorvidos
091 M p

durante o processo de amostragem. M é o niimero de regressores.

R e Ryl
7wk ]
A matriz de regressdo R pode ser decomposta em:

R =HU, (7.3)

onde a equagio (7.3) representa uma decomposi¢io ortogonal, com UM + 1)x(M + 1) sendo

R (7.2)

triangular superior com 1 em toda a sua diagonal

Voo o3 o o

0 1 o3 - oy
U= 0 0 1 1o 0:.’3(M+1) . (7'4)

0 0 0 o0 1

H € uma matriz n X (M + 1) com colunas ortogonais h; tais que:
HH=B (1.5)

A matriz B € diagonal e seus elementos sdo:
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13
by :h§hj :?_‘{(hﬁ)z j=12,...M +1. (7.6)

A equagdo (7.1) pode ser reescrita como
s=Hg+¢, (7.7)
quando a condicdo Uw = g € satisfeita. A estimativa dos minimos quadriticos para o novo
vetor de parmetros g pode ser calculada pela expressgo:
g=HH)'H 's=B"'H's. (7.8)
A decomposicio ortogonal da equacio (7.3) pode ser obtida utilizando-se o algoritmo

de Gram-Schimidt, cujo procedimento € o seguinte:

hy=rn
g o Bom =120 (1.9)
"Thln,  [i=23..01-D) |

hmr—mzjly!

Como os regressores h; e h; sio ortogonais para i # j, a soma dos quadrados de s é:

Mil
sTs= Zgjhjhj+s £. (7.10)

Se s € o vetor de saidas desejadas depois de ser tirada a sua média, entdo a estimativa

de sua varidincia é dada por:

var(s) :lsTs. (7.11)
n

O termo da soma da equacdo (7.10) € a parte da varidncia da saida desejada que pode
ser explicada pelos regressores h;. Assim, cada regressor possui sua prépria contribui¢io para
a soma total e o problema ¢ determinar os g regressores que possuem a maior contribui¢io.

Pode-se definir uma razao de reduc@o do erro pela expressfo abaixo:

g2hth,
err; *——’—5:’—’, J =12 (M +1). (7.12)
§'Ss

O procedimento prético pode ser descrito, em linhas gerais, como segue:
1. Calcule a razdo de redugfio do erro para cada um dos regressores originais (h;=1r;) e
selecione aquele com maior valor. O regressor selecionado torna-se h; e ¢ retirado

do conjunto dos r;.

137




2. Utilize os r; regressores restantes como candidatos para obter h,. Faca como no

passo | até que os g melhores regressores tenham sido selecionados.

7.2.2.2 Inicializagdo com o algoritmo OLS

Considere a saida da rede como sendo linear, e funcdo de ativacio das unidades
intermedidrias a tangente hiperbélica (tanh). Seja X a matriz de dados de entrada e w; a matriz
de pesos da primeira camada da rede (incluindo os limiares). A matriz de regressdo ¢ dada
por:

R =tanh(v'X), ou

p (7.13)
R} = tanh Zvijx;-
i=1

Deve ser observado que durante o processo de inicializacfio, o nimero de unidades
intermedidrias € M, que deve ser significativamente maior do que o nimero desejado ¢. E
sugerido um valor de M = 10g. A equacio (7.13) mostra que cada uma das M unidades
intermedidrias corresponde a um regressor, entio devemos utilizar o algoritmo OLS para
selecionar os ¢ melhores. Antes de utilizar o algoritmo OLS, os M candidatos a regressores
devem ser gerados. Uma forma simples de inicializar os pesos dos candidatos a regressores €
atribuindo valores uniformemente distribuidos em um intervalo [-a, a]. Se um regressor 6
escolhido pela rede, entdo os valores iniciais dos regressores selecionados sdo os valores
iniciais da rede. Cada regressor possui p + | conexdes. O niimero de entradas determina a
dimens@o do espago de pardmetros formado pelos regressores. Quanto menor a dimensio do
espaco de parimetros, menor a quantidade de graus de liberdade existentes para a
inicializacfio dos regressores.

O processo de inicializagio da rede pode ser sintetizado como segue:

1. Linearize a saida da rede. Defina M regressores de forma que M >> g. Inicialize os
regressores, ou seja, 0s pesos da primeira camada v com valores uniformemente
distribuidos. Selecione os g melhores regressores utilizando o algoritmo OLS e tome
os valores iniciais dos regressores como sendo os valores iniciais da rede.

2. Calcule as saidas das ¢ unidades intermedidrias para todos os padrdes. Faca uma
regressdo linear para a parte linear da rede e utilize os coeficientes de regressio

obtidos como sendo o vetor de pesos w da camada de saida da rede.
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7.2.3 Uma Alternativa Simples e Robusta para Inicializagcao (INIT)

Nesta se¢io € proposto um paradigma simples e eficiente que pode ser interpretado
como um método intermedidrio entre os paradigmas do caminho mais ficil e do caminho mais
curto. Este paradigma hibrido explora a informagfio contida nos dados de treinamento, ao
mesmo tempo em que tenta considerar os aspectos de processamento de sinal da rede.

E de consenso geral que, uma vez saturadas, as unidades da rede neural nio conseguem
sair desta condi¢do facilmente, pois o gradiente do erro é tdo pequeno que o tamanho da

direcio de busca para estes pesos ¢ quase zero'

, € 08 pesos correspondentes ndo sofrerdio
mudangas significativas nas préximas iteragdes. STAGER & AGARWAL (1997) desenvolveram
um algoritmo para detectar unidades intermedidrias saturadas ¢, de alguma forma, reativd-las
enquanto transfere suas contribuicdes para os vetores de limiar da mesma camada.

Na abordagem a ser descrita a seguir, busca-se evitar a saturacdo das unidades
intermedidrias no momento da inicializagdo dos pesos, através de uma definiciio apropriada
do conjunto inicial de pesos. Para que isso seja feito, consideramos tanto o conjunto de
treinamento quanto o seu efeito no processamento, camada a camada. O objetivo € garantir
que, para os dados de entrada considerados, as unidades intermedidrias estejam inicialmente
ativas na parte linear da fungfo de ativagio.

Esta idéia torna o algoritmo mais flexivel para convergir rapidamente para a solugfo
otima, assim como na abordagem do caminho mais facil, e o intervalo de defini¢io dos pesos

¢ obtido como sendo funcdo do conjunto de treinamento, assim como na abordagem do

caminho mais curto, e com um esfor¢go computacional reduzido.

b Vo -
Funcdo de N
ativagio

: Vn

interno

Figura 7.1: Definicdo do sinal interno de um neurdnio.

! Dependendo da precisio da méquina utilizada, o gradiente pode ser avaliado em zero.
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Para desenvolver nosso método, consideremos que os dados possuem distribui¢do
uniforme ou gaussiana em torno de uma média. Outras distribuicdes podem ser consideradas,
sem perda de generalidade.

Na Figura 7.2(a), apresentamos nosso objetivo, ou seja, posicionar a distribuicio dos
sinais internos dos neurdnios (veja Figura 7.1) em torno da regidio aproximadamente linear da
fungio de ativagfo. As Figuras 7.2(b) e (c) apresentam os casos que se deseja evitar. Os pesos
iniciais ndo devem ser definidos de forma a extrapolar a regidio aproximadamente linear das
fungSes de ativagdio, como mostrado na Figura 7.2(b), para um subconjunto dos dados de
treinamento, € na Figura 7.2(c), para todos os dados de treinamento. E &bvio que se
inicializarmos os pesos de forma que a resposta interna de uma ou mais unidades esteja fora
da regidio linear da rede para um ou mais padrdes de treinamento, a derivada da fungio de
ativacdo serd aproximadamente zero, tornando o processo de treinamento mais lento e sujeito
a problemas numéricos.

Seja v o vetor de pesos para a camada intermedidria, X o conjunto de dados de entrada

para treinamento e z as saidas (ativagio) das unidades intermedidrias quando X é apresentado

/N

arede.

(a)

.....,//\ _ A \\_/—
L/

®) ©

Figura 7.2: Fungdo de ativagio tangente hiperbélica, com a distribuicdo de sinais (uniforme ou

gaussiana). (a) Distribuicio de sinais em torno da regido aproximadamente linear da funcdo. (b)
Distribui¢fio de sinais parcialmente fora da regifio aproximadamente linear da fungdio. (c) Distribuigio

de sinais completamente fora da regido aproximadamente linear da fungio.
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Em notag@o matricial, a saida das unidades intermedidrias z pode ser calculada pela
expressdo:
z = tanh(v'X). (7.14)
Se as unidades intermedidrias estdo respondendo, supostamente, na regido linear da
funcdo de ativagdo, entdo a equacio (7.14) pode ser reescrita pela forma aproximada:
z=v'X. (7.15)
A seguinte pergunta pode ser feita: “Dada uma distribuicio de midltiplas entradas, qual
a melhor combinacéo dessas entradas tal que a combinagio de saida z seja uma distribuigio
normal de média zero e varidncia pequena?”’

A resposta para essa questdo € a solugfio do seguinte problema de minimizagio:

r&ig“vTX - z” . (7.16)

A restricdo imposta a este problema de minimizagio ¢ devido ao fato de que ndo
estamos interessados na solucfo trivial, ou seja, v = 0. A solucdo trivial pode ser evitada
tomando-se uma distribui¢ao uniforme com média zero e varidncia fixa na definicio de z.
Uma solug@o para o problema apresentado na equacdo (7.16) € obtida por meio da pseudo
inversdo:

v = (XXT)’I xzT (7.17)

Nesta abordagem ¢ preciso garantir que X seja uma matriz de posto completo, o que
pode ser facilmente obtido simplesmente manipulando os dados de entrada de forma a
eliminar redundéncias.

Como dltimo passo do algoritmo hibrido proposto, € necessdrio inicializar os pesos
das camadas seguintes. Estes pesos sfo inicializados com o mesmo valor pequeno, ao invés de
se utilizar uma distribuicio normal ou uniforme, pois as saidas da primeira camada
intermedidria j4 estdo caracterizadas por uma certa distribui¢do em torno da faixa linear da

resposta dos neurdnios, que deve ser preservada até as saidas da rede.

7.3 Determinacao Automatica da Dimensao da Rede Neural

Até recentemente, a determinac@o adequada da dimensfio de uma rede MLP para uma
dada aplicacdo geralmente envolvia apenas a experiéncia do projetista na implementagfo de
métodos de tentativa e erro. No entanto, trabalhando com um conjunto de informagdes
maiores sobre o conjunto de treinamento resultante, muitos pesquisadores tém proposto vérios
métodos para tratar o problema de determinagio da dimensido da rede de forma automética
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(KWOK & YEUNG, 1993). Dentre estes, a arquitetura chamada cascade-correlation é
provavelmente a mais conhecida (FAHLMAN, 1988). Outros métodos como algoritmos que
trabalham com busca de projegdo (projection pursuit learning) (VON ZUBEN, 1996) ¢
estratégias evolutivas (algoritmos genéticos) (BELLEW ef. al., 1990) estio sendo também
bastante difundidos. Serfo revistos alguns métodos utilizados para resolver problemas de
regressdo. A idéia bisica é comegar com uma arquitetura de rede de dimensdo reduzida, e ir
adicionando unidades intermedidrias e conexdes até que uma solucio satisfatéria seja
apresentada.

Outra forma, também muito estudada, de determinagdo da dimensdo da arquitetura de
rede sdo os chamados métodos de poda (pruning methods), cuja idéia é iniciar com uma
arquitetura de dimensgo elevada e ir retirando unidades ou conexdes até que se chegue a uma

dimensio satisfatdria.

7.3.1 Arquiteturas Pré-Fixadas, Redes Construtivas e Métodos de Poda

Como dito anteriormente, a utilizag@o da arquitetura MLP para a solugo de problemas
de classificagdo, aproximagfio de fungbes e regressio, pode ser mal-condicionada (ver
Capitulo 5) caso ndo seja feita uma escolha adequada da dimensfo do espago de parimetros a
ser explorado. Além disso, redes com dimensdo muito reduzida podem nio aprender bem
determinados problemas, enquanto redes sobre-dimensionadas geralmente apresentam pouca
capacidade de generalizagio. Portanto, algoritmos capazes de determinar a arquitetura da rede
automaticamente sdo desejdveis.

A utilizagio de procedimentos de validagdo cruzada (CV) ou teoria de regularizagio,
vistos no Capitulo 6, diminuem os problemas em relagio ao sobre-treinamento da rede e
conseqiientemente amenizam os efeitos das redes sobre-dimensionadas. Outro problema é que
as redes sobre-dimensionadas exigem um esforgo computacional mais intenso e
desnecessario.

Os métodos construtivos comegam com uma arquitetura minima de rede e adicionam
neurdnios até que uma solu¢o satisfatéria seja encontrada, caminho oposto ao utilizado pelos
métodos de poda. A determinagio da arquitetura de rede inicial nos métodos construtivos &
imediata, enquanto nos métodos de poda néio sabemos na prética qual o tamanho inicial da
rede, j& que ndo € possivel determinar a priori o que seria uma dimensdo suficientemente
elevada para um dado problema. Além disso, os algoritmos construtivos sempre efetuam a

busca a partir de arquiteturas de dimensio reduzida, resultando em um menor esforco
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7.3.2.4.2 Definindo o Novo Grafo de Conectividade

Independente de A ser mono ou multivaridvel, deve ser considerado como gerar o
proximo estado a partir do estado atual; ou de outra forma, como serd o préximo grafo de
conectividade. Uma forma simples € fazer com que todas as unidades estejam na mesma
camada intermedidria, resultando numa rede com uma tnica camada escondida. A estrutura
resultante € regular e o nimero de conex0Oes ligadas a cada neurbnio intermedidrio (fan-in) é
constante, facilitando a implementacio em hardware. Entretanto, se as unidades
intermedidrias possuem apenas formas simples, entdo cada uma delas sé poderd aproximar
funcdes simples.

Existern algoritmos que permitem a construcdo de redes com viérias camadas
intermedidrias. As unidades intermedidrias que estdo mais préximas da saida sdo capazes de
representar funges mais complexas das entradas. Outra forma de gerar funcdes mais
complexas da entrada € permitir uma maior complexibilidade das funcbes de ativacdo das

unidades intermediarias de uma rede neural com uma dnica camada.

7.3.2.4.3 Aproximacio Universal e Convergéncia

A familia de fun¢bes implementadas pela rede resultante deve ser abrangente o
bastante para conter a saida desejada g(.) ou uma boa aproximacio 2(..0) desta. Esta
caracteristica de aproximac¢do universal também ¢ fundamental em arquiteturas fixas e
métodos de poda (ver Capitulo 2),

A seqiiéncia de redes produzidas pelo algoritmo deve convergir para a saida desejada,

Uma seqiiéncia { £,(.,0) } é dita convergir para g(.) se lim[|g()-£,(.8)] =0.
n—os

7.3.2.5 Generalizando a Busca

Cada estado no espaco de estados corresponde a apenas um conjunto de pardmetros de
uma rede neural e o algoritmo construtivo mantém apenas uma rede neural a cada instante.
Alguns algoritmos mantém um conjunte de redes e permite uma exploragio mais ampla do
espaco de estados simultaneamente. Esta estrutura pode ser generalizada utilizando-se um
espaco de estados generalizado GS, onde cada estado em GS € um conjunto contendo vérios
estados como os descritos anteriormente. Exemplos de algoritmos que mantém um conjunto

de redes sdo os algoritmos genéticos.
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7.3.3 Caracteristicas Gerais dos Algoritmos de Treinamento

Dados Ce I a determinagdo de W € direta, basta apenas ajustar os parfimetros da rede
neural (treinar a rede). Nas redes com arquitetura fixa, os pesos sdo conduzidos a seu valor
Otimo apenas uma vez, enquanto nos métodos construtivos e de poda, o treinamento é
repetido a cada vez que ¢ introduzido um novo neurénio. Assim, a eficiéncia computacional
em termos de tempo e espago € um aspecto importante. Existem geralmente duas formas de se
reduzir a complexidade computacional:

¢ treinando apenas as novas unidades introduzidas, ou

* combinando o processo de treinamento com memorizagio.

7.3.3.1 Treinando Toda a Rede

Uma abordagem simples ¢ treinar toda a rede apds a inclusiio de cada nova unidade na
camada intermedidria. O esfor¢o computacional envolvido no processo de treinamento
depende do algoritmo de otimizagdo niio-linear utilizado. Uma discussio aprofundada sobre
métodos de otimizagdo no-linear irrestrita para o treinamento de redes MLP é apresentada no
Capitulo 3.

A utilizagdo de métodos de treinamento mais eficientes como o método de Newton &
sempre recomenddvel caso o treinamento possa ser reduzido a problemas de pequena

dimensio.

7.3.3.2 Treinar Apenas as Novas Unidades Intermediarias

Uma forma de simplificar o problema de otimizaciio é assumir que as unidades
intermedidrias j4 introduzidas sdo capazes de modelar parte da funcdo objetivo. Assim, é
possivel manter fixos os pesos das conexdes que alimentam estas unidades, e permitir a
variacdo apenas dos pesos que ligam as novas unidades s entradas e saidas. O ndmero de
pesos a serem otimizados e o tempo e mem6ria consumidos por iteraciio serdo reduzidos de
maneira significativa. Esta redugio é ainda maior quando a quantidade de neurdmios na
camada intermedidria é grande.

Cada unidade intermedidria é treinada para reduzir a0 méximo os erros residuais e em

seguida € instalada permanentemente na rede.
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7.3.3.3 Retro-ajuste (Back-fitting)

O ajuste fino das conexdes das unidades ji introduzidas é feito por um procedimento
chamado de back-fitting (FRIEDMAN & STUETZLE, 1981; VON ZUBEN & NETTO, 1997). Este
processo faz um ajuste ciclico das conexdes ligadas as unidades ji instaladas, enquanto
mantém os pardmetros (pesos e outros parametros que definem as fungdes de ativagio das
unidades intermedidrias) das outras unidades fixos, até que ndo haja varia¢do significativa no
desempenho.

Lembre-se que unidades intermedidrias que utilizam fungdes de ativa¢do simples sdo
capazes de modelar uma variedade limitada de fungdes considerando-se uma rede com uma

inica camada intermedidria.

7.3.3.4 Reduzindo o Esforgo Computacional

Qutra forma de reduzir o esfor¢o computacional do procedimento de otimizacio é
transformando-o em um problema de otimizacdo linear, utilizando neurfnios intermedidrios
com ativacdo polinomial. Outra abordagem é decompor o conjunto de pesos a serem treinados
em subconjuntos disjuntos, de forma que o problema complexo de otimizacio original seja
decomposto em subproblemas com dimensio inferior. Nos algoritmos construtivos, isso
geralmente € feito treinando-se camada por camada: um grupo de pesos é otimizado de cada

vez, enquanto os outros sdo mantidos fixos.

7.3.4 Algoritmos Construtivos

Nesta secdo serdo apresentados alguns algoritmos construtivos, como projection
pursuit learning (PPL), cascade-correlation (CC), A*-algorithm (A*), ¢ uma estrutura

baseada em algoritmos genéticos (GA).

7.3.4.1 Projection Pursuit Learning (PPL)

Algoritmos nesta classe s@o inspirados por técnicas estatisticas baseadas nos modelos
de regressdo por busca de projecdo (projection pursuit regression — PPR) propostas por
FRIEDMAN & STUETZLE (1981). Geralmente a fungfo de ativagiio é a soma de n fungdes ndo

lineares (sem perda de generalidade, assuma uma tinica saida):

gx=Y fi@ix), (7.20)
j=t
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onde a; € o vetor de projegdo, x é o vetor de entrada e /i € a funcio de ativagiio do j-ésimo
neurdnio, chamado de smoother na literatura referente a estatistica. Existe uma similaridade
evidente entre o PPR e as redes MLLP com uma dnica camada intermedidria. Considerando
uma arquitetura MLP com uma tnica camada intermedidria, a expressao para a fungio

aproximada pela rede é dada por:

! k

§P=w0p+2 Wi, f; Zv§x,-+v0j , (7.21)
i=1 i=l

onde / e k sdo o nimero de unidades intermedidrias e de entradas, respectivamente; vy (i20) é

O peso conectando a i-€sima entrada i j-ésima unidade intermedisria, wp (7#20) é o peso

conectando a j-ésima unidade intermedidria & p-ésima saida e wy e vp sdo os limiares.

O mapeamento de transicio de estados é monovaridvel. O néimero de unidades
intermedidrias € aumentado de um a cada transicdo de estados, e a nova unidade sempre €
adicionada & mesma camada. Ao invés de utilizar fun¢io de ativagdo sigmoidal e efetuar o
treinamento completo, estes algoritmos utilizam unidades intermedidrias com funcdo de

ativagdo mais complexas e treinam apenas as novas unidades. E feita a utilizacdo do

procedimento de retro-ajuste (back-fitting) mencionado anteriormente.

7.3.4.1.1 Fungdes de Ativacdo das Unidade Intermedidrias

Uma caracteristica deste algoritmo é a utilizacio de funcdes de ativagdo mais
complexas. No PPL a fungdo de ativagdo é niio-paramétrica, como, por exemplo as splines, ou
os polindmios de Hermite. Para as redes que utilizam os polindmios de Hermite, cada unidade

ntermedidria € representada como sendo uma combinagio linear dos polindmios de Hermite:

R
F@)=Y eh(2), (7.22)

r=1
onde 4,(z) € o polindmio ortonormal de Hermite e R € um pardmetro definido pelo usudrio,
chamado de ordem. Estas funcdes (polindmios de Hermite) permitem a interpolagéio suave e o
cdlculo rdpido e preciso das derivadas. O parimetro R controla a flexibilidade das unidades

intermediérias.
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Figura 7.5: Arquitetura tipica de um modelo PPL..

7.3.4.1.2 Treinamento

QOutra caracteristica desta arquitetura é que ao invés de retreinar toda a rede apds
inserir uma nova unidade intermedidria, apenas a nova unidade € treinada. Assim, para o PPL,
ap0s adicionar a n-€sima unidade intermedidria, os Unicos parfmetros a serem treinados sio a
funcio de ativagdo f, e o vetor de projecio a, (em (7.20)).

HWANG et. al. (1994) faz com que os parimetros que devem ser treinados apés a
adicfio do n-ésimo neurdnio sejam divididos em trés grupos:

1. conexdes da entrada para a saida;

2. pardmetros associados & funcfio de transferéncia em (7.22), ou seja, ¢, e pardmetros

associados aos polindmios de Hermite £,(2) e
3. pesos da camada intermedidria para a saida.
Os pesos s@o otimizados em relagfio ao critério de erro, mantendo os grupos 2 ¢ 3 fixos. Em
seguida os pardmetros associados a funcfio de transferéncia sdo atualizados, enquanto os
grupos 1 e 3 permanecem inalterados. Por ultimo, atualiza-se os pesos das conexdes de saida.
Assim, 0 problema original de otimizagio ndo-linear € reduzido para vérios problemas de
menor dimensdo. Para o caso de saidas lineares, somente a otimizagfo das diregdes de

projecdo permanecem um problema néo-linear.
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7.3.4.1.3 Propriedade de Convergéncia

Teoricamente, considerando-se que o PPL utiliza polindmios de ordem finita, as
propriedades de aproximagio universal e convergéncia para a funcdo alvo ndo se garantem. E
possivel fazer uma modificacdo na equagiio (7.20) através da inclusdo de um limiar (bias) em

cada proje¢do linear das varidveis de predicfio
n
g =) fi@’x+i)), (1.23)
j=1

de forma que o PPL recupere a capacidade de aproximagio universal e convergéncia (KWOK
& YEUNG, 1996). Experimentalmente, essa modificagio também aumenta a taxa de
convergéncia com relagdo ao nimero de neurdnios intermedidrios e fornece um melhor
desempenho de generalizaciio (KWOK & YEUNG, 1996).

No Capitulo 8 serd apresentado um método, utilizando os mapas auto-organizaveis de
Kohonen, de definigiio de um conjunto inicial de vetores visando uma maior exploragio do

espago de busca inicial dos modelos baseados em busca de projecio (arquiteturas PPL).

7.3.4.2 Cascade-Correlation

Ao contririo do algoritmo anterior, a arquitetura cascade-correlation proposta por
FAHLMAN & LEBIERE (1990), constréi redes com muiltiplas camadas intermedidrias. Este
arranjo estrutural permite o desenvolvimento de detetores de caracteristicas poderosos mesmo

com unidades intermedidrias simples.

7.3.4.2.1 Esquema de Conectividade para as Novas Unidades Intermedidrias

Quando uma nova unidade intermedidria est4 para ser criada, além de estabelecer a
conexdo com cada uma das entradas e saidas originais da rede, também é feita uma conexio
entre a nova unidade e as unidades intermediérias preexistentes. Cada nova unidade adiciona
uma nova camada com um tnico neurdnio a rede, gerando uma arquitetura em cascata (Figura
7.6). Geralmente ¢ utilizado com unidades intermedidrias simples, mas esta estrutura em
cascata pode ser combinada com neurbnios intermedidrios mais complexos. LITTMANN &
RITTER (1992) apresentam exemplos onde cada unidade intermedidria é um mapeamento

linear local que aprende uma aproximagio linear da fungdo alvo.
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Figura 7.6: Arquitetura cascade-correlation. No diagrama, elipses vazias representam unidades de

entrada, intermedidrias e de saida, enquanto os pontos pretos referem-se a conexdes entre unidades.

Embora a estrutura de rede resultante seja um detetor de caracteristicas poderoso, o
nimero de conexdes para a n-ésima unidade aumenta muito e leva a dois problemas:
I. o desempenho em termos de generalizagio € reduzido quando n € grande e
2. havera grandes atrasos de propagacdo e um aumento da quantidade de conexdes
ligadas a cada unidade intermediéria, dificultando a implementacdo em hardware.
O primeiro problema pode ser aliviado utilizando procedimentos de valida¢fio cruzada

e teoria de regularizagdo, como discutido no Capitulo 6.

7.3.4.2.2 Treinamento

Somente as conexdes ligadas as novas unidades intermedidrias sofrem modificagio, e
sdo atualizadas camada a camada. Primeiro os pesos ligados 4 nova unidade sfo treinados
(treinamento da entrada) através da otimizac3o da fungfo objetivo, enquanto todas as outras
conexOes sdo mantidas fixas. Geralmente existe um conjunto de candidatos a unidades
intermedidrias, cada um utilizando uma condicé@o inicial aleatéria diferente. Em seguida, as
conexbes ligadas a esta unidade sdo fixadas e os pesos que conectam as unidades
intermedidrias as saidas sdo atualizados (treinamento da saida). Se a saida da rede € linear, o
treinamento da saida torna-se um problema linear ¢ o conjunto de pesos da saida é
convenientemente determinado utilizando-se o célculo exato da pseudo-inversa.

As novas unidades intermedidrias maximizam a covariincia entre o erro residual e a

ativacdo das unidades intermedidrias:
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(7.24)

?

Scascor = Z
o

onde p faz a varredura por todos os padrBes de treinamento, o trata de todas as unidades de

Z(Jpo_jo)(Hp_ﬁ)
r

saida, Hp € a ativacio da nova unidade intermedidria para o padrio p, Jpo € 0 erro residual da

saida o para o padrfio p antes da adi¢do da nova unidade intermedidria e H e J, sdo os

valores médios correspondentes para todos os padrées.

7.3.4.2.3 Fungdes de ativacio

O algoritmo original proposto por FAHLMAN & LEBIERE (1990) foi modificado para
permitir a utilizacdo de mais de uma funciio de ativacdo para os candidatos (ENSLEY &
NELSON, 1992). Isso significa que unidades com funcBes de ativagdo diferentes podem
competir simultaneamente. O algoritmo CASCOR seleciona automaticamente o melhor
candidato, permitindo definir qual fungio de ativacdo, a partir de um conjunto fechado, é mais
adequada ao problema.

As Tabelas 7.1, 7.2 e 7.3 apresentam possiveis conjuntos de fungdes de ativagio que

podem ser utilizados na implementa¢io do CASCOR.

Tabela 7.1: Fungdes de ativagio senoidais.

Fungéo de ativagio Expresséo. | Grifico " Intervalo.

Sen Ax) = sen(x) J\ [-1.0, 1.0]
Cos J(x) = cos(x) / \ {-1.0, 1.0]

Tabela 7.2: Fungdes de ativagiio gaussianas.

 Funglo do ativagio |  Expressio | Grifico . Intervalo
Gaussiana fx)= et 2) /\ (0.0, 1.0}
Inverso da Gaussiana | f(x) = ) v [-1.0, 0.0)
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Tabela 7.3: Funcio de ativagio hiperbélica.

Funcio de ativagio Expressio . :::Gr.éﬁco o & 1ﬁtérvalo.

Tangente Hiperb6lica | f{x) = tanh(x) (-1.0, 1.0)

7.3.4.2.4 Propriedades de Convergéncia

A capacidade de generalizag@o universal desta arquitetura € evidente, pois estas redes
podem ser reduzidas a redes com uma tnica camada intermedidria; basta eliminar as conexdes
em cascata. Existem demonstragdes formais para a propriedade de convergéncia desta
arquitetura utilizando neur6nios na camada intermedidria com ativagdo dada pela tangente

hiperbdlica (DOERING et. al., 1997).

7.3.4.3 Arquitetura A* (A*-Algorithm)

A construgdo de um grafo de estruturas de rede e a determinacfio de valores de
avaliagiio para estes grafos sdo os problemas abordados pelo algoritmo A*. A aplicagio deste

algoritmo garante, teoricamente, a otimalidade da solugfio e da busca.

7.3.4.3.1 Algoritmo A*

O algoritmo A* trabalha no grafo cujos arcos sio denominados custos. Um
subconjunto do conjunto de nds € o conjunto alvo, cujos elementos satisfazemn algum critério
de sucesso. Os objetivos do algoritmo A* sdo:

1. se existe uma solucdio, encontrar um elemento do conjunto alvo que seja uma

soluc@o admissivel; e

2. encontrar a solugdo com o menor esfor¢o de busca possivel em relagio ao niimero

de unidades introduzidas (otimalidade).

A idéia bdsica do algoritmo A* € que dado um nd m; do grafo, o custo do caminho
otimo partindo deste nd, ao né alvo n:; (em termos de custos) seja descrito por uma fungfo

A*(n;). Nem o caminho 6timo, nem os custos associados a ele sfo conhecidos. Por outro lado,
se o custo associado ao caminho 6timo puder ser estimado por uma fungfo, como A(n;), que
avalia alguma heuristica conhecida sobre o problema de busca, entdo a fungio de avaliagio

pode ser dada por:

f () =g(n;)+hin;) (7.25)
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g(n):  custos associados ao melhor caminho conhecido, partindo do né ng ao né n;.

h(n;):  estimativa dos custos do melhor caminho do né n; a0 elemento mais proximo do
Ty * . 3 -
conjunto alvo ng; (funcgdo heuristica)
Esta funcdo quantifica quio promissora é a expansio do n6 a;. O algoritmo A* simplesmente

busca a estratégia de sempre expandir o né mais promissor. Duas condigbes sao necessarias
para o sucesso do algoritmo A*:

1. Vn: h(n) < h*(n) (condi¢do admissivel)

2. Vm:Vn’ € {T(m)}: h(n) < Cost(n, n’) + h{n’) (condigdo de monotonicidade)
onde Cost(n, n’) representa o custo do caminho 6timo entre os nds 7 e 1’ e I'(n) representa um
operador de expansdo que serd definido posteriormente. A condigio (1) garante que o
algoritmo A* encontrard o caminho do né alvo com custo minimo: e se a condigdo (2) for
satisfeita, o algoritmo A* serd superior a qualquer algoritmo admissivel que utiliza

informagdes heuristicas (DOERING et. al., 1997).

7.343.2 Aplicagio do Algoritmo A* para a Solugio do Problema de Otimizacio da

Estrutura

Considere o grafo de rede dado na se¢fio 7.3.2.1 por C (V, E), onde V corresponde aos
nés (unidades) e E corresponde as conexdes (pesos). Partindo desse grafo, € possivel construir
um conjunto A = {C} finito de estruturas de rede. Para aplicar um algoritmmo de busca a este

conjunto, € preciso definir relagSes entre seus membros.

A
5-4-5-3)

S e
b (5-5-4-3)

(5-3—5—3).l i
544

&3
TS
(5_34_3}8?;—3- /(?51353’)

q

> >
- 3)/( (5-5-3-3)

(s
;QM-S“" }3 (543 /3)

O-«-—-—--)- —— O---—i-—
(5-3) (5-3-33 {5-3-3-3) (5-3-3-3-3)

adigfio de camadas intermedisrias

Lh

adi¢iio de neurbnios intermedidrios

Figura 7.7: Aplicacdo sucessiva do operador de expansio I'(C) & uma estrutura inicial com cinco

entradas, trés saidas e nenhuma unidade intermediria.
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A aplicagdo de um algoritmo de busca é equivalente a definir um operador de
expansio T'(C): A — 2* que mapeia qualquer estrutura C € A em um conjunto de sucessores
(que € subconjunto de A).

Cada elemento C' € A pode ser visto como um nd do grafo cujos arcos sio
determinados por I'(C) (ver Figura 7.7). Um critério de avaliagio que determina o conjunto
alvo G esta definido:

G={CeAINO)=M0} (7.26)

Para aplicar o algoritmo A* a um valor nfo negativo propriamente escolhido de ng
ainda ¢ necessdrio definir uma fungfo custo e uma fungdo heuristica.

Funciio custo: a cada operador de expansiio C” € I'(C) ¢ especificado um vetor de

funcio de custo.

Funcio heuristica: a cada estrutura de rede C pode ser especificado um vetor de

parimetros 6* que minimiza a esperanga de uma funcio de custo, 0% = argming

E(gr(fns(X.0).Y)).
gr(fns(X,0),Y) denota o erro de generalizacfo da rede.

defina a estrutura inicial Cp na lista
- ABERTA ¢ calcule fiCy)

selecione a estrutura com o menor valor
. de avaliagiio, C/* da lista ABERTA

se (Ci*e @)
¢ termine com a solugdo C/*

sendo

*»  coloque G/ na lista FECHADA

s caleule {fTT(C*))} para todos os
sucessores que ainda nio foram
gerados (ou seja, aqueles que ndo
estdo nem na lista aberta e nem na
fechada)

¢ marque todos os sucessores abertos

Figura 7.8: Algoritmo A* para otimizagdo da estrutura. O cdlculo da avaliagfio da funciio f{C) inclui a

fase de treinamento e avaliagio.
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A aplicagdo do algoritmo A* para a construgdo da estrutura da rede pode ser resumida

pelo diagrama da Figura 7.8.

7.3.4.4 Algoritmo Evolutivo para a Definicdo da Estrutura

Existem, atualmente, virios algoritmos evolutivos utilizados para a determinacgdo da
estrutura de uma rede do tipo MLP. Estes algoritmos podem ser capazes, ou nio, de definir
arquiteturas multicamadas, otimizar o vetor de pardmetros 9 e otimizar o niimero de unidades
em cada camada. Nosso objetivo nesta secfio é apresentar apenas uma estratégia evolutiva
simplificada para a determinagdo da quantidade 6tima de unidades a serem adicionadas 3 uma
tnica camada intermedidria e a otimizagdo do vetor de parfmetros 0. Dentre algumas
referéncias que tratam com algoritmos mais poderosos, podemos citar os trabalhos de

SHIFFMANN ef. al. (1992) e de OPITZ & SHAVLIK (1997).

7.3.4.4.1 Estratégia

O método apresentado determina a estrutura apropriada, ou seja, o nimero apropriado
de unidades intermedidrias, de forma que solugdes 6timas locais sejam evitadas (SARKAR &
YEGNANARAYANA, 1997). Neste método a rede é evoluida de forma a determinar um conjunto
6timo de parmetros (8), ou seja, pesos e limiares. A eficiéncia deste método é aumentada
através da incorporagfio de conceitos de mutagiio adaptativa da estrutura.

Para a obtencéc de uma arquitetura 6tima de rede, sdo necessérios métodos avancados
de busca e otimizagfo. O método de busca visa determinar: (a) o ndmero 6timo de unidades
intermedidrias € (b) o valor 6timo para o conjunto de parimetros. A funcdo objetivo é entdo
formulada de modo que sua minimizagdo gere uma configuracio 6tima de rede.

A programagéo evolutiva (PE) minimiza uma fungio objetivo, como o erro quadritico
médio (MSE) para um conjunto de treinamento. A minimizagio do erro quadritico médio
permite obter uma arquitetura 6tima de rede e um conjunto de parimetros 6timo. A PE
otimiza a funcfo objetivo empregando uma busca estocdstica controlada, e faz esta busca de
forma paralela partindo de mais de um ponto. Em outras palavras, 20 mesmo tempo que busca
um minimo local, esta técnica explora vérios caminhos simultaneamente.

Embora a PE seja baseada em uma busca estocéstica, ela nfio é totalmente aleatéria — &
uma busca aleatéria controlada. Esta agfio de controle & feita através de alguns parimetros de
mutagao. A escolha dos parimetros de mutacio possuem um forte impacto no desempenho de

convergéncia do método apresentado.
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7.3.4.4.2 Programagio Evolutiva (PE) da Estrutura de Rede

Quando estamos projetando uma rede MLP para um determinado problema,
objetivamos encontrar um niimero 6timo de neurénios da camada intermedidria e um conjunto
6timo de pardmetros. Formalmente, isso pode ser escrito como um problema de determinacio
de um minimo global para o funcional g(.): X ¢ R" — R, A idéia geral pode ser formulada
COmo segue:

1. gere uma populagdo aleatoria de redes (chame-a de pais);

2. encontre o valor de aptiddo (fitness) para cada pai (fitness — medida da qualidade

da aproximacdo da rede para um dado problema);
gere uma rede descendente (offspring) para cada um dos pais;

4. determine o valor de aptiddo para cada rede descendente;

a competicdo comega entre todos os pais ¢ descendentes baseada no valor da
aptidao;

6. as redes mais aptas sobrevivem (chame-as de pais)

7. se o numero de geragdes € menor que um limiar pré-especificado volte ao passo 3.

A rede que apresenta os melhores resultados em um conjunto de teste é considerada a
melhor. O conjunto de teste contém vetores de entrada que ndo existern no conjunto de

treinamento.

7.3.4.4.3 Caracteristicas de Implementagio

Funcio de aptidio: o valor da aptiddo de uma rede define quio boa é a rede durante a
fase de competi¢do. Redes com maiores valores de aptiddo possuem maiores chances de
sobreviverem. O inverso do erro quadritico médio para um conjunto de treinamento é usado
como fungdo de aptiddo. F = 1/J, onde J é dado pela expressdo (5.4).

Geracdo dos descendentes: para gerar os descendentes é necessirio fazer a
duplicac@o dos pais e a mutacdo. Nesta abordagem, a rede é representada pelo ntimero de
neurdnios intermedidrios, e pelo vetor de parimetros. Estes valores entdo sdo copiados dos
pais para os filhos gerados.

Mutagdo: O operador de mutagdo é utilizado para evitar mfnimos locais durante o
processo de minimizagio da fungfo objetivo. Em particular, durante a busca por um conjunto

6timo de parimetros sfio encontrados minimos locais (chamados de minimos locais

paramétricos), e durante a busca por um ndmero 6timo de neurdnios intermedifrios sdo
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encontrados minimos locais (chamados minimos locais estruturais). Minimos locais
paraméfricos ¢ estruturais sdo aliviados por mutagio paramétrica e estrutural,
respectivamente.

Mutagdo paraméirica: neste procedimento, cada peso 8, é perturbado com um ruido
gaussiano. Assim, 8 = 8 + Z0,7). Claramente, o grau de mutacio Z0,7) é um nimero

aleatério gaussiano com média O e varifncia fixa 7. A intensidade da mutacio paramétrica
deve ser alta quando a aptiddo dos pais € baixa e vice-versa. Se 7, para uma rede particular,
for considerada como sendo sua temperatura, definida na forma:

T =alU(0.) ap.tzdao minima ’ (1.27)
aptiddo da rede

onde U(0,1) é uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo O, DHea<l
constante. Grandes mutagdes sdo necessérias para escapar de minimos locais paramétricos
durante a busca; mas muitas vezes isso pode afetar a capacidade dos descendentes
apresentarem melhor desempenho do que os pais.

Mutacdo estrutural: durante este processo, uma unidade intermedidria pode ser
adicionada ou removida na geracfo dos descendentes. Os momentos especificos de adi¢do ou
retirada de unidades intermedidrias dependem da probabilidade de mutacio estrutural, que por
sua vez depende da aptiddo da rede. A unidade intermediiria que deve ser introduzida ou
retirada, € selecionada de forma aleatéria (uniformemente). A quantidade de mutagio
estrutural depende do valor de probabilidade da mutagiio estrutural (p,,). O valor de DPm €

aumentado quando a populagdo tende a ficar presa em um minimo local e deve ser reduzido
quando a diversidade da populago é grande. Sejam F ¢ Frhax 08 valores médio da aptidio
e a aptiddo médxima da populagdo e ki € kn2 duas constantes. Para medir a diversidade da
populagdo, o conceito de entropia do valor de aptiddo pode ser utilizado. Para medir a
entropia o intervalo (Fpi, Fog) € dividido em L subintervalos (Fouin + JD, Foin + (j+1)D), onde
i=0,1,...,L-1 e D = (Fp - Fin)/L. Aqui }:"rj ¢ definido como r’z'j /2P onde ﬁjé 0 ndmero
de membros da populagdo no j-ésimo intervalo e 2P € o tamanho da populacdo (P pais + P

filhos). A entropia é entdo definida como:

= (2P) Z p;Inp;. (7.28)
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Se os membros estio uniformemente distribuidos, entdo o maior valor de g é 1. O

valor de p,, € definido por:

F..-F . =
P ——km,m(iwg )+km2 se FzF (7.29)
=k (1-¢&") se F<F

7.3.5 Métodos de Poda

Como nfo conhecemos, de antemdo, a melhor arquitetura de rede, podemos treinar
vérias redes de diversos tamanhos e escolher a menor delas capaz de aprender o conjunto de
dados. Esta abordagem, embora direta, ¢ bastante ineficiente pois muitas redes devem ser
treinadas até que seja determinada a melhor. Mesmo se a dimensdo 6tima da rede for
conhecida, as menores redes com complexidade suficiente apenas para aprender os dados,
serdo mais sensiveis as condigBes iniciais e aos parametros de treinamento (REED, 1993). E
dificil dizer se uma rede é muito pequena para aprender um problema, se ela estd aprendendo
muito lentamente, ou se ficou presa em algum minimo local devido & condi¢Bes iniciais
improprias.

A abordagem adotada pelos algoritmos descritos nesta se¢fio € treinar uma rede que
seja maior do que o necessdrio e remover as partes que ndo sd3o necessdrias. A grande
dimensdo inicial permite que a rede aprenda rapidamente com menor sensibilidade s
condi¢Bes iniciais, enquanto a complexidade reduzida do sistema que sofreu algum tipo de
poda favorece o aumento da capacidade de generalizaciio.

Nenhum método de poda existente garante a determinagido da melhor estrutura de rede
para solucionar determinado problema (THIMM & FIESLER, 1995). Objetivamos nesta secio
apresentar alguns poucos métodos de poda dentre os vdrios existentes.

Em contradicio aos métodos construtivos, nos métodos de poda tem-se

1. V2 Vi

2. Ez cE i

7.3.5.1 Algoritmos de Poda

Um método de poda para cada peso, utilizando forca bruta, é: leve cada peso do
conjunto de pesos para zero e avalie o comportamento do erro; se ele aumentar muito entio
restaure a conexdo, sendo remova-a. Uma abordagem ainda mais conservativa seria avaliar a

variagdo do erro para todos os pesos e padrdes e eliminar o peso que influencia menos o
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comportamento do erro. Como estes tipos de analises podem ser muito lentos para redes de
grande dimensdo, os métodos apresentados aqui empregam abordagens menos diretas.

A maioria dos algoritmos podem ser colocados em dois grandes grupos. Um grupo
estima a sensibilidade da fungfio de erro em relagfio a remocfio de uma unidade; os elementos
com os menores efeitos podem ser removidos. O outro grupo adiciona um termo a funcdo
objetivo que faz com que a rede escolha a solu¢o mais eficiente. Um termo proporcional a
soma da dimensdo de todos os pesos, por exemplo, favorece as solugdes com os menores
pesos; aqueles que estdo préximos de zero ndio exercerdo muita influéncia sobre a saida e
poderdo ser eliminados.

Em geral, os métodos de sensibilidade modificam a rede treinada, ou seja, a rede ¢
treinada, as sensibilidades sdo estimadas, e depois os pesos ou nds sdo removidos. Os
métodos que utilizam um termo de penalizagdo, por outro lado, modificam a funcio objetivo
de forma que o algoritmo de treinamento (ver Capitulo 3) zere os pesos desnecessirios
durante a otimizagdo da funcio objetivo. Mesmo os pesos ndo sendo removidos, a rede
funciona como um sistema reduzido. Os dois métodos de poda apresentados séo detalhados
em (REED, 1993).

7.3.5.1.1 Um Método de Célculo da Sensibilidade
Este método mede a sensibilidade da funcio de erro em relacio a remocio de cada

conexdo e remove 0s pesos com menor sensibilidade. A sensibilidade do peso wy; é dada por:

5. = (7.30)

)

JwH-JO) ¢
w/ -0 .
onde w & o valor final do peso apds o treinamento, 0 é o valor apés a remocio, e J(0) é o erro
guando o peso € removido.
Ao invés de remover o peso e calcular o erro J(0) diretamente, a sensibilidade S &
aproximada pela monitoragdo da soma de todas as mudangas dos pesos durante o treinamento.

A sensibilidade estimada é:

A E-l 57 wi,
S mmz__ wy; () ——2L— (7.31)
! n—Gawfj ’ ff

3 ]
i
Wij =Wy

onde £ € o nimero de épocas de treinamento ¢ i € o valor inicial do peso. Todos os termos da
expressdo (7.31) estdo disponiveis durante o treinamento, tornando esta equagio ficil de

avaliar,
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Ao final do treinamento cada peso possui uma sensibilidade estimada e os pesos com
menores sensibilidades sdo removidos. Se todas as conexdes de saida de um né forem

removidas, entdo o nd pode ser removido.

7.3.5.1.2 Um Método de Termo de Penalidade

Estes métodos modificam a fungdo objetivo de forma que o algoritmo de treinamento
efetue a poda da rede fazendo com que alguns pesos sejam levados para zero durante o
processo de treinamento. Estes pesos podem ser removidos quando decaem abaixo de um
limiar pré-definido.

Uma forma de modificar a fungfio objetivo para incluir o termo de penalidade pode ser
vista abaixo:

N C. 2wl

J©)=> (g,(x)-2,(x,0))+ le——L-z——%, (7.32)

i=1 =t 1+wi fw,
onde N representa o conjunto de todas as amostras ¢ C o grafo de conexdes. O segundo termo
representa uma medida da magnitude dos pesos em relac@o a constante w,. Para lwil >> w, o
custo de uma conexfo aproxima-se de A. Para lwjl << w, o custo aproxima-se de zero.

Quando A é grande, este método assemelha-se ao método de decaimento dos pesos

apresentado no Capitulo 6. O valor de A depende do problema e requer ajustes. Se for muito

pequeno, nado terd efeito significativo; se for muito grande, todos os pesos tenderdo para zero.

7.4 Implementacdo em Paralelo

A velocidade de aprendizagem das redes com muitiplas camadas sempre demonstrou
ser um aspecto limitante na aplicacdo desta arquitetura. Quanto maior a popularidade das
RNA's em dominios diferentes, mais critica torna-se a necessidade de obtencdo de resultados
em tempo real. Embora exista uma grande variedade de implementacdes de RNA's em
méquinas seqiienciais, a quantidade de tempo de processamento destes algoritmos € muito

elevada, especialmente quando as dimensdes sdo muito elevadads (MISRA, 1997).

7.4.1 Introducao

A principal fonte de inspiragio para as RNA's sdo os modelos biolégicos que sdo
massivamente paralelos, constituidos de vdrias unidades bdsicas que cooperam entre si na
solugdo de determinados problemas. A implementacdo de modelos massivamente paralelos

em méquinas seqiienciais € altamente ineficiente quando o processador tem que simular um
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modelo unidade por unidade. Isso resulta em elevado tempo de processamento. E natural
pensarmos em uma implementagio paralela destes modelos neurais. Entretanto, a
implementagdo paralela destes modelos ndo € trivial e requer técnicas sofisticadas de projeto
dos algoritmos. Os algoritmos devem ser convertidos para um ambiente que seja de facil
manipula¢do para os usudrios de RNA's. Neste tépico discutiremos alguns esforcos que tém
sido feitos no intuito de atingir tais implementaces paralelas, incluindo tecnologias de
suporte necessdrias para estas implementagdes. Nosso objetivo final é verificar se existe um
ambiente paralelo capaz de mapear os vdrios modelos neurais existentes em modelos para

serem usados em méquinas paralelas.

7.4.2 O Estado da Arte

Antes de comegarmos a falar sobre a drea de implementagio paralela de RNA's,
faremos breves comentédrios sobre alguns trabalhos relevantes na 4rea de simuladores
seqiienciais. Isto nos permitird identificar caracterfsticas que devem ser consideradas nos
ambientes de simulagdo paralela. Um dos simuladores neurais mais populares é o PDP, que
acompanha o livio PDP (RUMELHART et. al, 1986). Uma nova versio (PDP++) ja estd
disponivel. Esta versio apresenta uma interface grafica que permite ao usudrio estruturar a
rede, escolher pardmetros, definir parimetros de treinamento e inspecionar os resultados da
simulagdo. Este software é projetado utilizando técnicas de orientagio a objetos e
implementado utilizando C++.

Outro excelente simulador segiiencial de domfnio piblico é o SNNS (Stuttgart Neural
Network Simulator) desenvolvido pela Universidade de Stuttgart. Algumas das idéias neste
simulador foram inspiradas por outro simulador seqiiencial, 0 RCS (Rochester Connectionist
Simulator). SNNS possui uma opgio que permite treinar miiltiplas copias da mesma RNA, ou
diferentes RNA's simultaneamente em virias mdquinas conectadas em rede. Existem
ambientes de simulagdo como o DESCARTES (Development Environment for Simulating
Connectionist ARchiTEctureS) que permitem-nos simular redes heterogéneas/hibridas.

Virios outros simuladores comerciais estdo disponiveis para méquinas seqiienciais.
Dentre eles podemos citar PlaNet, UCLA-SFINX, Xerion, NeuroGraph, BrainMaker, Asprin-
Migraines, Pigmalion e 0 TOOLBOX do Matlab. Detalhes sobre estes simuladores podem ser
encontrados no site comp.ai.neural-nets (URL 1).

Alguns autores té€m trabalhado na drea de desenvolvimento de linguagens concisas na

descrigdo de arquiteturas de RNA's. Estas linguagens podem ser usadas para criar ambientes
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de simulagdo tanto para miquinas seqiienciais quanto para maquinas paralelas. Antes que um
ambiente seja desenvolvido para implementar modelos de RNA's de maneira eficiente em
méquinas paralelas, deve ser feita uma andlise tedrica do mapeamento dos modelos neurais
para os vérios modelos de arquiteturas paralelas existentes.

Alguns requisitos necessdrios para uma implementacdo eficiente em um
multicomputador de um modelo neural genérico deve envolver estratégias de mapeamento e

uma andlise das simula¢des dos mapeamentos.

7.4.3 Caracteristicas Desejadas

Ainda ndo parece haver um ambiente integrado que permita ao usuério escolher um
modelo neural dentre os mais comuns a partir de um menu e implementa-lo em uma variedade
de maquinas paralelas. Este ambiente facilitaria a dificil transicZo encontrada por grande parte
dos pesquisadores quando desejam migrar de uma implementagdo seqiiencial para uma
paralela. Quais caracteristicas este ambiente deveria possuir? A seguir encontram-se alguns
itens que devem ser considerados quando da criagiio de um ambiente que permita ao usudrio
gerar cédigos paralelos otimizados para implementar determinado modelo de RNA em uma
méquina paralela:

e Anilise tedrica do paralelismo inerente: antes de criarmos um ambiente para a
implementacio paralela, uma andlise detalhada do paralelismo inerente da
arquitetura de rede a ser implementada deve ser levado em conta. Esta andlise deve
investigar qual modelo de computagfio paralelo explora melhor o paralelismo
existente em cada arquitetura de RNA. Isto farda com que o pesquisador tenha uma
idéia da quantidade de paralelismo que pode ser explorada quando cada modelo é
implementado na mdaquina paralela mais selecionada. O Capitulo 5 apresenta
comentarios sobre a paralelizabilidade dos principais algoritmos estudados neste
trabalho.

¢ Portabilidade: um dos grandes problemas no mundo da computagfo paralela é
que a maior parte das maquinas possui uma vida ttil de poucos anos. Um usudrio
que desenvolveu um codigo para uma mdquina ha alguns anos atris, geralmente
tem que rescrevé-lo para uma outra mdquina caso a original nfio esteja mais
disponivel. No ambiente de simula¢io otimizado, os usuérios devem ser capazes
de atualizar facilmente suas implementaces para uma nova méiquina. Uma forma
de alcancar esta portabilidade € desenvolvendo o ambiente de maneira modular,
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onde a descri¢io de uma determinada arquitetura de rede seja mantida em um
formato independente da méquina, e os médulos de transicio estejam disponiveis
para cada maquina paralela.

* Facilidade de uso do ponto de vista do usudrio: o ambiente deve apresentar uma

interface grafica de usudrio (GUI) que permita ao usudrio entrar dados no sistema.
O usudrio deve ser capaz de escolher a arquitetura de rede desejada, definir
parametros apropriados e escolher a miquina paralela a ser usada a partir da GUL
O ambiente deve entdo gerar um cddigo otimizado para executar a rede escolhida
na maquina especificada.

¢ Acesso a descricio de modelos das RNA's em vérios niveis: o ambiente deve

fornecer aos usudrios acesso a descri¢dio dos modelos de RNA's em virios niveis.
Um novo usudrio do sistema deve ser capaz de utilizd-lo apenas em nivel da GUI,
escolher a arquitetura de rede, definir os parimetros de usudrio e escolher a
méquina naquele nivel. Um usudrio intermedidrio deve ser capaz de acessar a
descricio do modelo neural, e modificd-lo diretamente neste nivel. O usudrio
avancado deve ser capaz de acessar o cddigo paralelo diretamente e modifici-lo
quando desejado.

Um ambiente ideal para a implementacdo das RNA's em méquinas paralelas deve
entdo ser portavel, ficil de se utilizar e que permita aos usudrios implementar vérios modelos
neurais em diferentes maquinas paralelas de maneira eficiente.

MISRA (1997) apresenta uma rica andlise sobre quais autores tem trabalhado na drea
de implementagio de modelos paralelos para redes neurais artificiais, porém afirma que
grande parte dos trabalhos desenvolvidos até o momento concentram-se em uma arquitetura
especifica de rede e/ou de miquina. Uma arquitetura de implementacio ideal deve fornecer
aos usudrios métodos dtimos de implementagdo de grande variedade de modelos neurais em
diferentes tipos de mdquinas paralelas, algo muito distante quando avaliamos as

implementagdes até aqui desenvolvidas.
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Capitulo 8

Mapas Auto-Organizaveis de Kohonen

Neste capitulo visamos apresentar uma descrigio de um método de poda desenvolvido
para as redes auto-organizdveis de Kohonen e um novo método de inicializagiio das direcdes
de busca dos modelos de aprendizagem baseada em busca de projegdo. A partir de uma
andlise estatistica do conjunto amostral, desenvolveu-se um algoritmo simplificado cujo
objetivo principal ¢ a eliminagio das unidades de saida excedentes de um mapa auto-
organizdvel unidimensional, permitindo assim a determinagiio de uma arquitetura minima
capaz de representar o conjunto de dados. O algoritmo apresentado como resultado pode ser
facilmente aplicado a estruturas de dimensbes mais elevadas, como os mapas bidimensionais.

Os resultados aqui apresentados diferem daqueles descritos e desenvolvidos nos capitulos
anteriores por constitufrem técnicas de treinamento nfo-supervisionado. Duas sdo as
motivagles basicas que fundamentam sua apresentacdo no contexto deste trabalho:

1. a &nfase na necessidade de se ajustar a complexidade da rede neural em funcio da
natureza do_problema abordado, como também se verificou no caso de treinamento

supervisionado e

2. a necessidade de aplicagiio destes mapas auto-organizdveis na definicio de condicdes

iniciais Otimas para as redes neurais sujeitas a treinamento supervisionado,
particularmente no caso de treinamento construtivo baseado em busca de projecio

(projection pursuir).

8.1 Introducao

O Capitulo 7 apresenta procedimentos de poda para as arquiteturas do tipo MLP. Para
0s mapas auto-organizdveis de Kohonen (SOM), a abordagem torna-se um pouco diferente.

As arquiteturas auto-organizdveis, como propostas por KOHONEN (1982), geram
mapeamentos de um espaco de dimensdo elevada em estruturas cuja dimensdo topolégica é
inferior a original. Estes mapeamentos sdo capazes de preservar as relagbes de vizinhanca dos
dados de entrada. Isto os torna interessantes para aplicacdes em diversas dreas, como
reconhecimento de voz, andlise exploratria de dados (KASKI, 1995;1997) e otimizacgio

combinatéria. O fato de que mapeamentos similares podem ser encontrados em diversas dreas
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do cérebro humano e de outros animais indica que a preservagio da topologia é um principio
importante pelo menos em sistemas de processamento de sinais.

A redugio de dimenséo pode acarretar uma perda de informaciio (a qual se procura
minimizar) ou entdo pode levar a uma transformaco topoldgica da informacio original (de
modo a explicitar relagbes ndo evidenciadas até entfio). Em ambos os casos, o que se procura
¢ preparar a informacdo disponivel para um processamento posterior, eliminando todo tipo de
redundincia e apresentando a informacio de forma que ela possa ser diretamente manipulada.

Em termos de aplicagio, foi verificado que a utilizacdo de estruturas do modelo de
Kohonen com dimensdo arbitrdria mas fixa implicam em limitagdes nos mapeamentos
resultantes (FRITZKE, 1993). Um grande niimero de variagdes do algoritmo original, com o
objetivo de determinacdo de uma arquitetura mais adequada ao problema a ser abordado, tem
sido proposto na literatura. FRITZKE (1993} apresenta um mapa auto-organizdvel construtivo
para treinamento supervisionado e ndo-supervisionado. E apresentado um procedimento
controlado de inclusio de unidades (crescimento), juntamente com procedimentos de poda
para a remocdo ocasional de neurdnios. CHO (1997) introduz um método dinfimico de
“divisdo” de unidades que representam mais de uma classe. Sdo feitos comentdrios sobre
procedimentos de poda para a eliminacio de unidades pouco significativas, mas nenhum

método é formalmente descrito e suas propriedades ndo sdo analisadas.

8.2 Os Mapas Auto-Organizaveis de Kohonen

Os mapas auto-organizaveis de Kohonen fazem parte de um grupo de redes neurais
chamado redes baseadas em modelos de competi¢cdo, ou simplesmente redes competitivas
(FAUSETT, 1994). Estas redes combinam competicdo com uma forma de aprendizagem para
fazer os ajustes de seus pesos.

Outra caracteristica importante deste tipo de rede € que elas utilizam treinamento nio-
supervisionado, onde a rede busca encontrar similaridades baseando-se apenas nos padrdes de
entrada. O principal objetivo dos mapas auto-organizdveis de Kohonen é agrupar os dados de
entrada que sdo semelhantes entre si formando classes ou agrupamentos denominados
clusters.

Em uma rede classificadora hd uma unidade de entrada para cada componente do vetor
de entrada. Cada unidade de saida representa um cluster, o que limita a quantidade de clusters

ao nimero de saidas. Durante o treinamento a rede determina a unidade de saida que melhor
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responde ao vetor de entrada; o vetor de pesos para a unidade vencedora é ajustado de acordo
com o algoritmo de treinamento a ser descrito na préxima segio.

Durante o processo de auto-organizagio do mapa, a unidade do cluster cujo vetor de
pesos mais se aproxima do vetor dos padrdes de entrada é escolhida como sendo a
“vencedora”. A unidade vencedora e suas unidades vizinhas tém seus pesos atualizados

segundo uma regra a ser descrita a seguir.

8.2.1 Arquiteturas

A Figura 8.1 apresenta arquiteturas tipicas de um mapa auto-organizavel de Kohonen,
considerando configurages de vizinhanca unidimensional e bidimensional, embora
dimensGes mais elevadas possam ser consideradas. Além disso, dada a dimensdo, a
quantidade de unidades ou neurdnios de saida pode ser arbitrada e mantida fixa, ou entfio
definida automaticamente pelo algoritmo de treinamento, como serd descrito mais adiante
para o caso de vizinhangas unidimensionais.

A quantidade de elementos de entrada depende do banco de dados a ser utilizado no
treinamento da rede. O grid de saida pode ser de vérias dimensdes, com quantidade de

elementos variavel.

O 0000
00000 é_'""“"' unidades de
0000 unidades de saida j saida j
00000 | <——pesoslasconexdew;
CO0O000 _
‘ ) e+ (O €<——unidades de

pesos das conexdes wy Xt X2

X entrada

cas umdades de entrada i
X1 X2

Ly

(a) (b)

Figura 8.1: Arquiteturas tipicas de uma rede de Kohonen. (a) Arquitetura bidimensional. (b)

Arquitetura unidimensional.
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8.2.2 Algoritmo de Treinamento

O algoritmo padrao de treinamento € apresentado abaixo (KASKI, 1997):

1. Inicializagio e defini¢des de parémetros
¢ Inicialize os pesos wy.
¢ Defina os parémetros de vizinhanca.

e Defina os parfmetros de aprendizagemn.

2. Enquanto a condic¢3o de parada & falsa, faca:

2.1. Para cada J calcule:
2.1.1. D(j)r-argmin{ “wjmxj" }
J

2.1.2. Encontre o indice J tal que D(J} seja um
minimo.

2.1.3. VjeNcdeld, eV i:

wy; (nove) = wy(antigo) + a[x,- - Wy (anrigo )]
2.2. Atualize a taxa de aprendizagem

2.3. Reduza ¢ raio de wvigzinhanca

A taxa de aprendizagem decresce lentamente com o tempo. A formacdo de um mapa
ocorre em duas fases:

e formagdo inicial da ordem correta

e convergéncia final

A Figura 8.2 mostra um fluxograma representativo do algoritmo de treinamento do
SOM. O algoritmo comega lendo os vetores dos padrdes de entrada x;, Xy, . . . , xy (bloco 1). E
assumido que sdo utilizados N padrdes diferentes durante o processo de treinamento,

O préximo passo € selecionar os valores iniciais para os pesos das conexdes wy
(i=1, .., n e j=1, .., m) e o raio de vizinhanca Nc. Kohonen sugeriu que os pesos das
conexdes sejam inicializados com valores aleatérios pequenos KOHONEN (1982).

O raio de vizinhanga Nc € importante para atualizar os pesos (veja o bloco 7 da Figura
8.2). Como mostrado na Figura 8.3, os vizinhos de um né de saida s3o definidos dentro de um
bloco quadrado, com o né j sendo o centro do bloco. Por exemplo, os vizinhos do né de saida

j com Nc = 4 incluem 81 nés no quadrado maior NE; (Nc = 4) da Figura 8.3.
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11 minimo de D_]

[I=l+1] | p=p+l | *
i :

7 | atualiza os pesos dond j e seus

vizinhos [N =N_"1] 12

Figura 8.2: Diagrama de fluxo para o algoritmo que produz os mapas auto-organizaveis.

No processo de treinamento, Nc € decrementado de 1 apés um determinado nimero de
iteragbes (veja bloco 12 da Figura 8.2) até que Nc seja igual a zero. Aqui, diz-se que ocorreu
uma iteragio quando o vetor de padrdes xi, xp, . . ., xy tiver sido apresentado uma vez. O
procedimento detalhado dentro de uma iteragio € descrito como segue.

Depois de especificado os pesos iniciais das conexdes, o valor de ativacio de cada né
de saida pode ser computado. O né J com o mdximo valor de ativagfio é selecionado como a
unidade vencedora. Isto € o que o algoritmo de treinamento faz no bloco 6 da Figura 8.2.

No bloco 7, os pesos das conexBes para o né J e todos os nés em sua vizinhanga
definidos por NE; como mostrado na Figura 8.3 sio atualizados.

Os procedimentos acima sdo repetidos para cada padrio de entrada. Quando todas as

N amostras de entrada tiverem sido apresentadas, dizemos que uma iteragio estd completa.
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Figura 8.3: Vizinhos do né j, NE; (Nc). (a) Arquitetura bidimensional. (b) Arquitetura unidimensional.

8.2.3 Exemplo e Motivagao para o Procedimento de Poda

Padrées parz Treinamento Contiguragéo final do velor Ge pesos
15 !
* o o s[
% o ’
1 +* 88 7 ° 0.6}
- .
osk 0.4F
0.2F
¥ op ¥ 1]
-0.2r
0.5+
b 3 .43
x*‘ *
* 0.6
1 x e
x
Nl Rt o8
1 * «1 5
5 1 0.5 1} 4.5 1 1.5 “1 0.5 [} 0.5 1
X x
(a) (b)

Configuragao final do vetor de pesas
1.5p

0.5}

(©)

Figura 8.4: Motivagio para o desenvolvimento de um método de poda para o SOM. (a) Conjunto de

pontos a serem mapeados. (b) Mapeamento resultante para rede com 8 saidas. (c) Mapeamento
resultante para uma rede inicialmente com oito saidas e cujas unidades redundantes foram retiradas

pelo procedimento de poda proposto.
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A Figura 8.4(a) apresenta um conjunto de dados composto por quatro classes disjuntas
distribufdas no espago R*. Cada classe & composta por dez elementos. O algoritmo original,
com oito unidades de saida, proposto por Kohonen e descrito nas segdes precedentes
apresenta, como um possivel resultado, a configuracdo de pesos vista na Figura 8.4(b).

E intuitivo que quatro dos oito vetores de pesos podem ser eliminados de alguma
forma, para que a rede possua uma arquitetura minima e ainda seja capaz de representar
satisfatoriamente os dados de treinamento. Um conjunto de vetores de pesos como vistos na
Figura8.4(c), pode ser obtido através de procedimentos de poda, o qual certamente ndo

conhece previamente o niimero de classes do problema.

8.3 Procedimento de Poda (PSOM) para Vizinhanc¢a Unidimensional

Quando pensamos em eliminar unidades pouco relevantes de uma rede neural artificial,
trés questdes basicas surgem naturalmente:

e existem efetivamente unidades em excesso?

* se existirem, quais unidades devem ser eliminadas e de que forma?

* como arede deve comportar-se apds a retirada de uma unidade?

Ao longo desta seglio pretendemos apresentar uma resposta para estas perguntas.

Como mencionado anteriormente, este método tem por objetivo reduzir a dimensdo
topolégica do mapa gerado pelo algoritmo de treinamento original, e suas aplicacdes podem
ser diversas, mas com énfase em problemas de classificag@o ou agrupamento de padrdes.

Os algoritmos de poda apresentados no Capitulo 7 permitem a retirada de unidades
intermedidrias através de uma andlise de sensibilidade ou da inclusio de um termo de
penalidade na funcdo objetivo a ser minimizada.

Para as redes auto-organizadas em estudo, nfo existe um critério de erro a ser
minimizado, mas sim um critério de disténcia a ser avaliado. Nosso objetivo & retirar unidades
que sao pouco representativas. Para isso, € preciso saber quais sio estas unidades, se
existirem. Definimos um vetor medida de agrupamento (M#&) responsével por avaliar o grau
de representatividade de cada unidade de saida da rede. Aquelas unidades cujas medidas de
agrupamento M# sdo inferiores a um determinado limiar (§) sdo retiradas uma-a-uma,
juntamente com todas as suas conexdes.

Por outro lado, se uma determinada unidade de saida possui uma medida de

agrupamento M#A& muito grande, um termo de penalizagio (1) pode ser adicionado 4 medida de
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agrupamento desta unidade, aumentando a probabilidade de que outras unidades possam
classificar parte do conjunto amostral, evitando assim, excessos no processo de poda.

Apo6s avaliada a medida de agrupamento de cada unidade de saida, ¢ feita a poda de
uma destas unidades (uma-a-uma), alguns fatores devem ser considerados. Geralmente os
critérios de parada dos mapas auto-organizdveis sdo um limite de iteragSes ou um valor
minimo do passo de ajuste (o), nos casos em que o decresce durante o processo de
aprendizagem. O procedimento de poda deve ser um procedimento retardado, ou seja, a rede é
treinada da maneira usual durante algumas iteragDes, e assim que o mapa apresenta uma
topologia pré-definida, inicia-se a eliminacfo de unidades cuja M& é pequena. Torna-se
6bvio, entdo, que ao retirarmos uma unidade em fase adiantada do treinamento, o valor
reduzido da taxa de aprendizagem permitird pequenos ajustes no vetor de pesos. Este
argumento evidencia a necessidade de uma reinicializacdo do valor do passo (o) e do raio de
vizinhanca Ne sempre que uma unidade for retirada.

A poda implica na retirada da unidade e reinicializaco dos pardmetros de treinamento,
tendo como condigdes iniciais, por exemplo, o estado anterior do processo. O aproveitamento
do resultado obtido pela rede antes do processo de poda, torna intuitiva a idéia de que o
algoritmo proposto (PSOM) seja sempre superior ao algoritmo padrio (SOM) para a mesma
arquitetura final € mesmos pardmetros comuns, COmMO € € Cuin, CASO O Critério de parada seja
Clnin-

A condigdo de parada sugerida € um valor minimo (O.,) para a taxa de aprendizagem
(o).

O pardmetro & é um valor percentual, ou seja, se uma unidade nio representa nem £%
do conjunto de dados, estdo ela pode ser retirada. Se a distribui¢fo do conjunto de dados a ser
utilizado é conhecida, entdo € sugerido que a metade do valor percentual da classe menos
representativa do conjunto seja utilizada. Caso nfio saibamos nada a respeito dos dados de
treinamento, geralmente sio utilizados valores baixos como 0.5% ou 1% para o pardmetro &,
de forma que a rede ndo perca a capacidade de representar todas as classes possiveis,
inclusive as menos representativas.

Para conjuntos amostrais pequenos, com até algumas dezenas de amostras, o nimero de
saidas inicial da rede pode ser tomado como sendo igual ao nimero de amostras disponiveis,
ou seja, m = N; pois ndo € possivel que existam mais do que N elementos distintos em um

conjunto contendo N dados. Se o conjunto de dados é grande, esta estratégia é pouco
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recomenddvel devido ao esforgo computacional do inicio do processo de treinamento, mesmo
contando etapas de poda.

Algumas das desvantagens do método proposto sfo a quantidade de parimetros a serem
arbitrados e um processo que inicia com uma arquitetura grande e tenta reduzi-la durante a
adaptacdo.

Neste trabalho foi considerada a aplicagdo do método de poda apenas para o caso de

vizinhangas unidimensionais, pela simplicidade na redefini¢fo da vizinhanga apés a poda.

8.3.1 Algoritmo

O algoritmo PSOM de treinamento € apresentado abaixo:

i. Inicializagdo e defini¢des de pardmetros
* Inicialize os pesos wy
* Defina os par@metros de vizinhanga (N¢;) e aprendizagem {Cly)
¢ Defina os pardmetros de penalizac8o (1) e poda (£)
¢ Defina o nlmero minimo de saidas (M) e o retardo (rer)

2. Enquanto a condig¢do de parada é falsa, faca:

2.1. Para cada j calcule:

2.1.1. D(j)*afgfﬂinﬂwj“xjn}
J

2.1.2. Encontre o indice J tal que ID{J) seja um minimo
2.1.3. Incremente o componente MA correspondente a J
2.1.4. VjeNcdel, eV i:
w;; (novo) = wy; (antigo) + alxi — Wy (antigo)J
2.2. Atualize a taxa de aprendizagem
2.3. Se (m > Mmn) & (Rgp > ret)
2.3.1. Ent&o, retire a unidade que classifica menos
que § amostras, faca ¢ = Oy e Ne = Nop
2.3.2. Sendo, mantenha todas as unidades
2.4. Se MA(k) é grande, penalize-o com o parametro T

2.5. Reduza © raio de vizinhanca
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8.4 Um Método de Inicializacdo para os Modelos de Busca por Projecéo
(KODIR)

Como visto no Capitulo 7, a determinacio de uma condi¢do inicial adequada do
conjunto de pesos € de fundamental importancia para garantir a convergéncia do processo de
treinamento das arquiteturas do tipo MLP.

Embora apresentando uma dependéncia menor em relacdo 4 condigdio inicial, por tratar
cada neurbnio individualmente, os modelos baseados em busca de projecfio (PPL), também
estudados no Capitulo 7, devem utilizar um conjunto inicial de vetores de pesos para cada
neurdnio com o objetivo de explorar ao mdximo o espago de busca da solugiio 6tima. Foi
desenvolvida uma estratégia que faz uso dos mapas auto-organizaveis de Kohonen (SOM), no
intuito de gerar um conjunto de vetores aproximadamente uniformemente distribuidos em um
espaco multidimensional, para que a caracteristica de mdxima exploragdo do espaco de
solucdo fosse atendida.

Como mencionado anteriormente, o algoritmo de treinamento do SOM tem como um de
seus aspectos intrinsecos a realizacdo de um mapeamento de um espaco de dimensdo n
(nimero de entradas) para um espago de dimensdo m (ntimero de saidas). A questdo que surge
¢: para que os vetores de entrada permitam um mapeamento aproximadamente uniforme nas
saidas qual deve ser o conjunto de treinamento?

Como resposta para esta pergunta propomos a seguinte alternativa: se estamos buscando
um conjunto de vetores que estejam o mais uniformemente distribuidos no espago, entéio
(pelas caracteristicas do SOM) os vetores de treinamento também devem ser distribuidos da
maneira mais uniforme possivel.

Proposta uma forma de solug@o para o problema, torna-se necessdrio avaliar a qualidade
dos resultados oferecidos por esta estratégia. A abordagem adotada neste item envolve uma
anilise de dados direcionais (MARDIA et al., 1979),

Sejal, i= 1,2, ..., N, um vetor unitrio qualquer no espago m-dimensional. Se m = 2,
estes pontos podem ser representados no espago de dimensdo 2 e visualizados.

Considere:

I==>1,, 8.1

como sendo o vetor médio. A direciio do vetor médio I &
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1, z%, R={"1)", 82)

onde R é a distancia do vetor médio em relacio & origem e © denota a operagdo de
transposicio vetorial.

Por fim, considera-se o vetor resultante como sendo
_ N
r=NI=>1,. (8.3)
=

Para avaliar o espalhamento dos vetores fornecidos pelo método proposto, considera-
se a distincia do vetor médio resultante 3 origem do sistema de coordenadas, ou seja, a
amplitude do vetor resultante.

O método aceita como par@metros de entrada a dimensdo do espago de saida (ndmero
de entradas da rede) e o nlimero de direcSes que se deseja gerar (mimero de saidas da rede).

Alguns exemplos de aplicagdes no espaco de saida de dimensfo 2 serdo apresentados

mais adiante no Capitulo 9.
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Capitulo 9

Resultados Experimentais

Neste trabalho foram feitas simulagBes envolvendo grande parte dos topicos
apresentados. Primeiramente foi feita uma andlise dos conjuntos amostrais (Capitulo 5). Em
seguida foram comparados alguns dos métodos de otimizagio ndo linear irrestrita
apresentados no Capitulo 3 e verificado as suas respectivas capacidades de generalizagdo
como no Capitulo 6. Os procedimentos de inicializaciio e métodos construtivos vistos no
Capitulo 7 também serdo comparados. Para verificar o desempenho dos algoritmos
implementados, fez-se uma breve comparacio com alguns dos algoritmos que constituem o
TOOLBOX de Redes Neurais do MATLAB®,

Por tltimo, serfio apresentados os resultados de desempenho do método de poda e do
método de inicializagdo das direcSes dos modelos baseados em busca de projecio propostos

no Capitulo 8, que trata das redes auto-organizadas de Kohonen.

9.1 Os Problemas Abordados (Benchmarks)

Para a andlise dos algoritmos estudados e validacdo dos métodos propostos, foram
abordados oito problemas (benchmarks). Estes problemas podem ser divididos em trés
grupos:

» problemas de paridade;

» classificacdo; e

e aproximagdo de fungdes.

Seja k o nimero de entradas, N o niimero total de amostras e m o nimero de saidas.

Uma descrig@o mais detalthada dos conjuntos amostrais € apresentada a seguir.

9.1.1 XOR

Problema de paridade, k = 2, N = 4 e m = 1. Trata-se de um problema artificial
bastante conhecido na literatura. E caracterizado por um alto grau de ndo linearidade e por
ndo preservar a idéia de vizinhanga, ou seja, mudando apenas um bir de cada vetor de

entradas, a saida € invertida,
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9.1.2 COD/DEC

Problema de paridade, k=10 N =10e m = 10, Uma classe de benchmarks muito
utilizada em redes neurais € a familia dos codificadores N-I-N. A rede consiste de N unidades
de entrada, N unidades de saida e [ neurbnios na camada intermediaria. O vetor de entrada €
composto de N bits, um dos quais possui valor ‘1’, e o resto ‘0’. O vetor de saidas desejadas é
idéntico ao vetor de entradas, de forma que a tarefa da rede € realizar uma autoassociacio
entre os vetores de entrada e saida. O objetivo € aprender o mapeamento de N entradas para [
unidades escondidas (codificagfio) e em seguida das / unidades intermedidrias para as N saidas
(decodificacfio). Em geral I < N. Se [ < logy N diz-se que se trata de um ‘codificador apertado’

(tight encoder) (FAHLIMAN, 1988).

9.1.2.1 Quando o Treinamento esta Completo

Uma fonte de confusdo no estudo de velocidade de aprendizagem reside no fato de
que cada pesquisador escolhe um critério de parada diferente. Para os problemas da familia
COD/DEC (codificador/decodificador), este critério € estabelecido de maneira clara. Adota-se
um critério de “limiar ¢ margem” semelhante ao utilizado pelos projetistas de l6gica digital:
se a saida da rede ¢ linear, deve-se escolher um valor acima do qual a saida é considerada um
bit ativo, ou seja ‘1", e um valor abaixo do qual a saida é considerada inativa, ou seja ‘0.
Deve existir também uma faixa marginal entre estes valores onde a saida nfo pertence a
nenhuma das duas classes.

Para definir qual a faixa de valores mais adequada a uma saida linear, executou-se os
algoritmos algumas vezes. Os valores determinados, através de testes, para os limiares
superior e inferior foram 0.45 e 0.4, respectivamente. Isso significa que uma saida com valor
inferior a 0.4 € considerada um bit ‘0’, ¢ uma saida com valor superior a 0.45 é considerada
bit ‘1.

Definida a faixa de valores de decodificacdo da rede neural, esta é considerada treinada
quando € capaz de reproduzir a matriz de saidas desejadas na saida da rede apds a

decodificacdo.

9.1.3 sen(x)xcos(2x)

Problema de aproximagdo de fungdes, k = 1; N =25 e m = 1. Este problema é um

pouco mais complicado do que o problema de aproximar a fungfio sen(x), mas ainda € muito
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facil para os modelos de rede do tipo MLP. As 25 amostras sdo distribuidas uniformemente a0

longo de um periodo (21) da fung&o (VAN DER SMAGT, 1994; SHEPHERD, 1997).

9.1.4 ESP (Estabilizador de Sistemas de Poténcia)

Problema de aproximagdo de funcbes, k=2, N=75em =5. A funcio de um ESP
implementado em um gerador sincrono é melhorar a estabilidade dinimica deste tipo de
sistema, fornecendo um torque de amortecimento adicional & malha de excitacio do gerador.
O projeto do ESP ¢ feito utilizando-se modelos linearizados do sistema de poténcia em torno
de um determinado ponto de operacio.

Os dados utilizados para sintetizar o ESP neural sdo compostos pelos parimetros do
estabilizador com ganhos programados, juntamente com os pares de valores de P e Q,
poténcia ativa e reativa, respectivamente. A rede neural possui duas entradas que recebem os
valores de P e Q e cinco saidas que produzem os parimetros do estabilizador (BARREIROS ef.
al., 1996).

9.1.5 SOJA

Problema de aproximagdo de funcées, k = 36; N = 144 ¢ m = 1. Trata-se de um
problema de mundo real no qual os dados amostrados sio compostos de anilises quimicas do
solo ¢ das folhas das plantas quando estfio com, aproximadamente, trés meses de idade. A

varidvel dependente € a produtividade, dada em kg/ha (CASTRO et. al., 1997-1998a).

9.1.6 RIS (iris de Plantas da familia das iridaceas)

Problema de classificacdo, k=4; N =150 e m = 1. O conjunto amostral é composto de
trés classes, cada uma contendo 50 amostras, referentes a um tipo de iris de planta diferente
(as 4 varidveis sdo largura e comprimento da sépala e largura e comprimento da pétala). Uma
classe € linearmente separdvel em relagfio as outras duas; as duas Gltimas ndo sio linearmente
separdveis entre si. A defini¢iio do nimero de saidas da rede com treinamento supervisionado
¢ feita considerando-se uma saida para cada classe, ou seja, trés saidas (m = 3). Este conjunto
de dados estd disponivel no enderego URL 2 (URL 2), e faz parte do banco de dados do UCI
Repository of Machine Learning Database.

9.1.6.1 Distribuicdo das Classes

As classes que compGem esta base de dados estdo distribuidas da seguinte maneira:

¢ Classe 1: 50 amostras — 33,33% (Iris setosa);
180



e (Classe 2: 50 amostras — 33,33% (Iris versicolor);

e Classe 3: 50 amostras — 33,33% (Iris virginica);

9.1.7 GLASS (Tipos de Vidro)

Problema de classificagdo, k = 10; N = 214 e m = 1. O estudo de classifica¢io de tipos
de vidro foi motivado por investigagbes criminoldgicas. O conjunto de dados é composto por
214 amostras, com 10 entradas (atributos) e uma saida que caracteriza o tipo de vidro. Uma
das entradas contém apenas o nimero de identificagfio, e foi suprimida nos processos de
treinamento supervisionado. E definido que o nimero de saidas da rede com treinamento
supervisionado trés (m = 3), indicando uma codifica¢do bindria para as classes. Este conjunto
de dados esta disponivel no enderegco URL 2 (URL 2), e faz parte do banco de dados do UCT

Repository of Machine Learning Database.

9.1.7.1 Distribuicao das Classes

As classes que compdem esta base de dados estdo distribuidas da seguinte maneira:
¢ Classe 1: 70 amostras — 32,71% (vidros utilizados em construgio);

e Classe 2: 76 amostras — 35,51% (vidros utilizados em construgio*);

» (Classe 3: 17 amostras — 7,94% (vidros de automéveis);

¢ (Classe 4: 13 amostras — 6,07% (containers);

¢ (Classe 5: 9 amostras — 4,21% (vidros de mesa) e

e (Classe 6: 29 amostras — 13,55% (bulbos de limpadas).

* A diferenca entre as classes 1 e 2 estd no processo de fabricagio.

9.1.8 ECOLI (Localizacao de Proteinas)

Problema de classificacdo, k = 7; N = 336 e m = 1. Trata-se de um problema de
predicdo de localizagdo de protefnas em células eucariGticas. E definido que o nimero de
saidas da rede com treinamento supervisionado trés (m = 3), indicando uma codificagio
bindria para as classes. Este conjunto de dados estd disponivel no endere¢o URL 2 (URL 2), e

faz parte do banco de dados do UCI Repository of Machine Learning Database.

9.1.8.1 Distribuicdo das Classes

As classes que compdem esta base de dados estfio distribuidas da seguinte maneira:

o Classe 1. 143 amostras — 42,56% (citoplasma);
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e Classe 2: 77 amostras — 22,92% (membrana interna sem a seqiiéncia de sinais);
o Classe 3: 52 amostras ~ 15,48% (periplasma);

e Classe 4: 35 amostras — 10,42% (membrana interna com a seqiiéncia de sinais);
¢ Classe 5: 20 amostras - 5,95% (membrana externa);

¢ Classe 6: 5 amostras — 1,49% (membrana externa lipoproteica);

* Classe 7: 2 amostras — 0,60% (membrana interna lipoproteica) e

* Classe 8: 2 amostras - 0,60% (membrana interna com a seqiiéncia de sinais).

9.2 Andlise dos Conjuntos Amostrais

O Capitulo 5 apresenta seis critérios que podem ser utilizados para avaliar a relevancia
dos dados utilizados no processo de treinamento. Utilizaremos estes critérios para avaliar os
conjuntos amostrais empregados neste trabatho. Serfio analisados o mimero de atributos (NA),
0 nimero de valores nominais diferentes por atributo (DNAV), a quantidade de atributos
irrelevantes (IA#f), o tamanho do conjunto amostral (7CD), o tamanho do espaco de descricfio
(TED) e a densidade do conjunto amostral (D). Os resultados estiio apresentados na Tabela
9.1

Segundo os critérios adotados, e a partir da Tabela 9.1, os problemas (1L, @, 06,3 e
(6) possuem conjuntos de dados que sdo relevantes o suficiente para permitir bons resultados
computacionais; enquanto os problemas (7) e (8) estio em um ponto intermedidrio; e o

problema (4) possui uma base de dados pouco significativa para descrevé-lo.

Tabela 9.1: Andlise dos conjuntos amostrais utilizados nos experimentos.

D# |PROBLEMA |NA DNAV | i« |7TcD| 16D | D |ctas
1 XOR 02| 00 Niio 4 4 1.00 | Al

2 Sen(x)xcos(2x) | 01 00 Néo 25 25 1.00 Alta

3 COD/DEC 10, 02 Ndo 10 | 1.02e+03 | 97.66e-04 | Alta

4 SOJA 36 10 Sim' 144 | 1.62e+58 | 8.89e-57 | Baixa
5 ESP 02| 00 Nio 75 | 3.60e+03 | 0.020833 | Alta

6 RIS 04 | 00 Nio 150 | 7.62e+05 | 1.97e-04 | Alta

7 GLASS 09 { 09 Ndo | 214 | 3.77e+17 | 5.68¢-16 | Média
8 ECOLI 07 | 03 Ndo | 336 | 7.32e+09 | 4.59¢-08 | Média

! De acordo com uma classificagiio feita por um mapa auto-organizavel de Kohonen (SOM), existem atributos
irrelevantes neste conjunto amostral.
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Obs.: CLAS refere-se a classificacio da densidade do conjunto.

9.3 Velocidade de Convergéncia

Tomando alguns dos algoritmos de treinamento descritos no Capitulo 3, nesta seciio
objetivamos verificar seu desempenho em relacéo a velocidade de convergéncia para cada um
dos oito problemas propostos acima. Os algoritmos a serem comparados s&o:

¢ algoritmo padrio (BP);

e método do gradiente (GRAD);

o Fletcher-Reeves (FR);

e Polak-Ribiére (PR);

* secante de um passo (OSS);

s gradiente conjugado escalonado modificado (SCGM);

¢ Davidon-Fletcher-Powell (DFP); e

* Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS).

Somam-se ao total oito algoritmos dos onze apresentados no Capitulo 3. Acrescentamos
também que uma versio do método de Newton chegou a ser implementada, mas nio foi
utilizada para comparacdes pois a construcdo exata da matriz hessiana é uma tarefa
excessivamente custosa do ponto de vista computacional, considerando-se a dimensionalidade
dos problemas abordados.

Os resultados serdo apresentados individualmente para cada problema, com uma
descricio detalhada da arquitetura utilizada e parimetros associados a cada um dos
algoritmos. Para diminuir a varidncia nas solugdes, todos os algoritmos foram empregados no
treinamento de uma rede neural inicializada com o mesmo vetor de pesos (distribuidos
uniformemente em um dado intervalo) em cada caso, sendo que foi utilizada uma quantidade
diferente de condigOes iniciais (N;) para cada problema. Utilizou-se redes do tipo MLP com
uma tnica camada intermedidria, com fungdo de ativacio tangente hiperbdlica ( fix) =
tanh(x)) para as unidades intermedidrias e funcao linear ( f(x) = x ) para as unidades de saida.
O limite de épocas de treinamento foi definido em 50.000 para os métodos de primeira ordem
e 5.000 para os métodos de segunda ordem.

Para os problemas menos complexos, todos os algoritmos foram capazes de convergir,
incluindo os métodos de primeira ordem (ver Capitulo 3). Nestes casos, utilizou-se como
medida de erro (critério de parada) a soma dos erros quadrdticos (SSE) pois sua medida

independe do niimero de amostras para treinamento. Ao tratar problemas de complexidade
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mais elevada, verificou-se que alguns dos algoritmos testados nio foram capazes de convergir
para os critérios de erro desejados. Uma forma de amenizar este problema é utilizar
procedimentos de validagdio cruzada, onde o conjunto amostral foi dividido em trés grupos
(treinamento, valida¢do e teste) ¢ o treinamento interrompido segundo algum critério de
generalizagfio pré-definido. Ao dividir o conjunto de dados em partes de diferentes tamanhos,
o mimero de amostras de cada parte nfio pode influenciar no valor absoluto do erro, e por isso
utilizou-se o erro quadrético médio (MSE) para os casos em que ndo houve convergéncia.

O método de busca simples do passo, utilizado pelo algoritmo do gradiente possui os
seguintes pardmetros: £, = 1.2 e t, = 0.618 (razdo durea).

O coeficiente de momento w & utilizado apenas pelos métodos de primeira ordem (BP e
GRAD). Os valores das taxas de aprendizagem (Owp) foram definidos através de
procedimentos de tentativa e erro de forma a adequar-se aos problemas tratados e, por isso
geralmente, apresentam valores diferentes para problemas distintos. O intervalo de
inicializagdo do conjunto de pesos da rede, em alguns problemas, foi reduzido de [-1.0; 1.0]
para [-0.2; 0.2]. Isso deve-se, principalmente, ao fato de que estudos efetuados (CASTRO et. al.
1998b; CASTRO & VON ZUBEN, 1998¢) demonstraram que ao inicializarmos os pesos da rede
na regido aproximadamente linear das fungdes de ativagio (tangentes hiperbélicas) aumenta-
se as chances de que o algoritmo tenha convergéncia mais rapida e seja menos susceptivel a

problemas de instabilidade numérica.

Legenda:
Net [entradas, intermedidrias, saidas)
P nimero de pardmetros livres da rede
N nimero de amostras
N, quantidade de condigdes iniciais diferentes utilizadas no lreinamento
Inic. intervalo de inicializagfio dos pesos
SSE soma dos erros quadrdticos desejada
T tempo de processamento dado em segundos*
flops nimerc de operagdes de ponto flutuante (complexidade computacional)

VIOl normal,; do vetor gradiente apds convergéncia
Olpp taxa de aprendizagem do aigoritmo padrio
Olquick taxa de aprendizagem do quickprop

u coeficiente de momentum utilizado nos métodos de primeira ordem
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O tempo de processamento foi medido utilizando-se estacdes de trabalho SPARC
ULTRA 1 da Sun. E importante mencionar que essa medida é fungdo da carga & qual a

méquina estd submetida e de sua arquitetura.

9.3.1 XOR
Parametros da rede:
Net: [2, 35, 1] SSE: 0.0t
P: 141 Olpp: 0.001
N: 4 I 0.95
N 20 Inic.:  [-1.0;1.0]

A Tabela 141.8 apresenta a comparagio de desempenho médio (N,;=20) dos
algoritmos para o problema XOR. Todos os métodos foram capazes de convergir.

Para este problema em particular, o nimero de unidades intermedidrias escolhido (35)
foi bastante elevado, pois foram feitos experimentos simplificados sobre o comportamento
dos algoritmos em relagio ao aumento da complexidade do problema. Sendo assim, para a

mesma arquitetura de rede ([k, 35, 1]), variou-se a paridade k=2, 3, ..., 9.

Tabela 9.2: Velocidade média de convergéncia dos métodos de otimizagiio para o problema XOR.

_ EPOCAS | IVJ@N | Teeg) | flopsx10°
861 0.12879 14.65 5.34
85 0.24059 1.48 0.66
151 0.51931 26.94 9.95
19 0.37450 3.93 1.49
45 0.79577 10.05 3.45
9 0.33544 1.10 0.67
30 0.52997 13.05 153.13
23 0.52833 12.71 151.40
9.3.2 COD/DEC
Pardmetros da rede:
Net: [10, 7, 10] Inic.. [-0.2;0.2] Ngoo 20
P 157 Olpp: 0.001
N: 10 L 0.95
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Tabela 9.3: Velocidade média de convergéncia dos métodos de otimizagfio para o problema
COD/DEC.

SSE_ | EPOCAS | VIO | flopsx10F | Teseg)

404 0.595155 5.26 6.55

85 1720502 1.22 1.49

22 2.596097 2.39 2.16

60 1.166772 3.53 4.36

5 392 1.789399 3.86 3.20
Rele), 22 0.672523 2.17 2.18
DEP 125 0.735807 344.52 41.22
BFGS | 2.6851 122 1.579901 537.35 44.43

Neste caso tem-se 7 > log; 10, e portanto nio se trata de um codificador apertado. A
Tabela 9.3 apresenta a comparacio de desempenho médio (N, =20) dos algoritmos de

otimizagio para este problema.

Como mencionado anteriormente, o critério de parada adotado para este problema é
diferente dos demais, e portanto € feita apenas uma avaliagio da soma do erro quadratico ap0s

a convergéncia,

9.3.3 sen(x)xcos(2x)

Pardmetros da rede:

Net: [1, 10, 1] SSE: 0.1
P 31 Olpp: 0.005
25 W 0.95
N 20 Inic.:  [-1.0;1.0]

A Tabela O apresenta a comparagio da velocidade média (N,; = 20) de convergéncia

dos algoritmos para o problema de aproximagdio da funcdo sen(x)xcos(2x).
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Tabela 9.4: Velocidade média de convergéncia dos métodos de otimizagdo para o problema

sen{x)xcos(2x).
“Hooms | wien | e | T
15257 0.021516 195.86 374.67
11324 0.022548 143.74 342.45
360 0.623722 32.21 60.81
414 0.328516 36.41 65.00
2709 0.251328 282.89 469.95
172 0.717829 17.19 23.63
P oo 134 0.325639 21.39 19.74
BEGS 199 0.568088 35.35 3323
9.3.4 ESP
Pardmetros da rede:
Net: 2,10, 5] SSE: 0.1
P: 85 Olby: 0.005
N: 75 iu: 0.95
Neit 10 Inic.:  [-0.2;0.2]

A Tabela 9.5 apresenta a comparacio de desempenho médio (N,; = 10) dos algoritmos

de treinamento quando aplicados ao problema do estabilizador de sistemas de poténcia (ESP).

Tabela 9.5: Velocidade média de convergéncia dos métodos de otimizagdo aplicados ao problema

ESP.

TR s
0.234668 50000 0.006857 3377.82 2282.60
0.226450 50000 0.006580 3786.36 2410.22
0.099937 881 0.090815 474.99 256.68
0.099839 2116 0.386405 1046.72 488.36
0.097950 7586 0.354955 2071.72 1097.94
0.099199 587 0.115537 276.95 177.87
0.251334 5000 0.011506 3059.57 1341.53
_____ 0.251657 5000 0.011414 3665.34 1437.99
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9.3.5 SOJA

Parimetros da rede:

Net:  [36, 10, 1]

Nc;:

dos métodos de otimizagdo aplicados ac problema de previsio de produtividade de soja

381
116
10

A Tabela 9.6 apresenta a comparacio da velocidade média (N,; = 10) de convergéncia

(SOJA).

SSE:

&

Inic.:

0.1
0.005

0.95
[-0.2:0.2]

Tabela 9.6: Velocidade média de convergéncia dos métodos de otimizagio para o problema SOJA.

 EPOCAS | V@I | flopsx10° [ Tesegy

BP 20318 8.454046 4503.32 1289.66
GRAD 18803 0.128312 4784.54 1050.39
FR . 1221 0252503 2637.69 506.47
PR 540 0.444752 1135.71 198.31
0ss 1383 0.614701 3340.76 692.731
SCGM 257 0.715872 521.39 96.68
DEP. 291 1.049450 32660.79 3694.84
BFGS 322 0.698576 30941.98 3199.89

9.3.6 IRIS

Pardmetros da rede:

Net:  [4,10,3] SSE:  0.15

P: 83 Olp: 0.001

N: 150 J: 0.95

N 10 Inic.:  [-0.2;0.2]

dos métodos de otimizagfo aplicados ao problema de classificagdo de tipo de fris (IRIS).
Neste caso, os algoritmos de primeira ordem, os métodos de quase-Newton e o método 0SS,
ndo foram capazes de convergir em nenhuma das 10 simulagbes. Como os métodos de

gradiente conjugado foram capazes de convergir dentro do limite de épocas pré-especificado,

A Tabela 9.7 apresenta a comparagio da velocidade média (N,; = 10) de convergéncia

ndo foram testadas redes com dimensdes superiores 2 apresentada ({4, 10, 3]).
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Tabela 9.7: Velocidade média de convergéncia dos algoritmos de otimizac¢do para o problema IRIS.

" ssE | Eeocas | wu@l | flepsx10° | Teem)

BP | 1469 50000 0.069797 5826.55 3203.67
GRAD | 6.82 50000 0.849566 6116.95 5210.66
R | 015 2405 0.250552 2016.16 1093.83

R | 0I5 2111 1.155984 1716.25 966.08
088 4.48 5000 0.462826 5695.23 2574.17
SCGM | 0.15 1019 0.326285 812.62 503.15
DFP | 642 5000 1.730771 10845.78 2536.61
BFGS. | 9.11 5000 0.776759 11840.64 2972.65

9.3.7 GLASS

Pardmetros da rede:

Net: [9, 16, 3] SSE:  0.15

P: 211 Ol 0.001

N: 214 u: 0.95

Nei: 10 Inic.:  [-0.2;0.2]

Nenhum algoritmo foi capaz de convergir para o critério de erro desejado. Para que
ainda fosse possivel fazer a comparagdo entre os diferentes métodos, foi feito o treinamento
exaustivo de todos os métodos, ou seja, os métodos de primeira ordem foram treinados até um
limite de 50.000 épocas, e os métodos de segunda ordem até 5.000 épocas. O critério de erro
utilizado foi o erro quadritico médio (MSE), pois como dito anteriormente, este é
independente do tamanho do conjunto de dados. MSE,, corresponde ao erro do conjunto de
treinamento, MSE,, ao erro do conjunto de validacio e MSE,, ac erro do conjunto de teste.
Maiores detalhes sobre estas medidas de erro serdo dados posteriormente, nas simulagdes que
envolvem procedimentos de validagfio cruzada.

A Tabela 9.8 apresenta uma comparacio da velocidade média (N,= 10) de
convergéncia dos métodos de otimizagido implementados quando aplicados ao problema de

classificac@o de tipos de vidro (GLASS).
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0205891 | 22426 | 3.08130 8529.80
D | 0324729 | 24465 | 179153 | 50000 | 134.632 | 9942.66
| 0156150 | 12.7743 | 113970 | 5000 | 0.6438 | 7066.38

| 0136103 | 2.3864 | 4.56294 | 5000 | 2.6744 | 7450.81
| 0307864 | 24813 | 284755 | 5000 | 3.2956 | 9360.64
SCOM | 0.081086 | 3.3898 | 4.20241 | 5000 | 104.3746 | 754526

DFP ' 0.688553 | 1.8633 | 2.90665 | 5000 | 2.0361 | 101991.95
BFGS | 0281159 | 4.9137 | 1.78893 | 5000 | 2.9778 | 105521.20

 MSE, | M

9.3.8 ECOLI

Parimetros da rede:

Net: [7.16, 3] SSE: 0.15

P: 179 Olpp: 0.001

N: 336 1% 0.95

N 10 Inic.:  [-0.2;0.2]

Tabela 9.9: Velocidade média de convergéncia dos métodos de otimizacio para o problema ECOLI

0.246722 | 1. 0.600617 | 50000 127.9263 14292.85
0.216865 | 0.979296 | 0.566425 50000 0.21687 16178.95
0.163703 | 3.889876 | 1.246959 5000 0.71825 11788.05
0.155086 | 2.567767 | 1.480892 5000 0.43058 15116.22
0.454733 | 0.774083 | 0.740226 5000 2.41160 15116.22
0.067541 | 4.562005 | 4.669367 5000 366.9990 | 12274.50
0.211168 | 1.671458 | 0.922441 5000 1.6766 71799.41
0.188654 | 1.541187 | 1.030033 5600 1.9453 74278.86
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Os algoritmos nfo foram capazes de resolver este problema dentro do limite de épocas
especificado, por isso as mesmas consideracdes do problema anterior serdo feitas.

A Tabela 9.9 apresenta uma comparacio da velocidade média (N, =10) de
convergéncia dos métodos de otimizacdo implementados quando aplicados ao problema de

classificaciio de proteinas (ECOLI).

9.3.9 Estatisticas e Comentarios

A Figura 9.1 apresenta as estatisticas de desempenho de todos os algoritmos testados
para todos os problemas propostos. Nos tltimos dois problemas (GL.ASS e ECOLI), nio
foram comparados o tempo de processamento e nem o esforco computacional envolvido no
processo de aprendizagem, pois nenhum algoritmo convergiu e foi considerado o treinamento
exaustivo. Nestes casos, ser@o comparados apenas os algoritmos que foram capazes de atingir

o menor erro quadrédtico médio para o conjunto de treinamento.

12.5% 12.5% 16.7% 16.7%

75.0% 66.7%

(a) (b)

33.3%

GRAD
BSCG

(c)

Figura 9.1: Comparagdo geral de desempenho dos algoritmos em relagfio aos oito problemas
abordados. Os valores percentuais indicam o quanto cada um dos algoritmos mostrou-se superior aos
outros para todos os problemas. (a) Nimero de épocas para convergéncia. (b) Menor tempo de

processamento. (¢} Menor esforgo computacional.
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O tempo de processamento ndo foi considerado, na simulacio dos dois tltimos
problemas (GLLASS e ECOLI), pois os algoritmos foram executados em mdquinas com
arquiteturas muito distintas, inviabilizando uma comparagio envolvendo este parametro.

Os resultados apresentados nesta secdio confirmam os argumentos propostos no
Capitulo 5, que trata dos aspectos numéricos envolvidos no processo de aprendizagem das
arquiteturas MLP. Os métodos que utilizam informacdes de segunda ordem tiveram
convergéncia em um ndmero menor de épocas para todos os problemas, e exigiram menor
esforgo e tempo de processamento na maioria dos casos estudados.

Estes resultados despertam o sentimento de que existe a necessidade clara de
utilizagdo de abordagens mais atuais, eficientes ¢ bem fundamentadas teoricamente no
processo de treinamento das redes do tipo perceptron de miltiplas camadas. Em contrapartida
4 mspiragdo biolégica inicialmente proposta para as redes neurais artificiais, estamos
propondo, formalizando e mostrando na prética que a utilizacio dos algoritrnos de otimizagdo
ndo-linear irrestrita no aprendizado das RNA's constitui uma andlise indispensdvel para o

desenvolvimento de algoritmos mais eficientes ¢ robustos.

9.4 Capacidade de Generalizacio

Como estudado no Capitulo 6, ao trabalhar com conjuntos de dados reais, deve sempre
ser considerado o fato de que as amostras a serem utilizadas estio sujeitas a ruidos, obtidos
principalmente, durante os procedimentos de amostragem. Além disso, podem haver dados
redundantes ¢ um nimero de amostras insuficientes para representar o problema desejado.
Estes fatores tornam necessdria a utilizagdo de procedimentos de validacdo cruzada, ou
regularizagiio, para que se possa obter uma rede com melhor capacidade de generalizagdo, ou
seja, uma rede que responda corretamente a dados que ndo foram utilizados durante o
processo de treinamento. Sendo assim, para os problemas reais (todos com excegdo do XOR e
COD/DEC) foram aplicados procedimentos de validacio cruzada (CV) no treinamento. Para o
problema de aproximagdo da funcfio sen(x).cos(2x) introduziu-se ruido uniformemente
distrubuido para que pudessem ser aplicados os procedimentos de CV.

Foram utilizados procedimentos de validagio cruzada, tomando-se como base os
critérios CV e PQ apresentados no Capitulo 6 (se¢do 6.1.2), coms =2, 4, 6 e PQ = 0.5. Por

conveniéncia repetiremos a seguir a descrigio dos critérios de parada CV e PQ.
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9.4.1 Critérios de parada dos procedimentos de validacao cruzada (CV)

Existe uma grande quantidade de critérios de parada que podem ser utilizados. Para
este estudo tomou-se trés deles como base. Para descrever um critério, facamos primeiro
algumas definigdes. Seja MSE a func@o objetivo (erro quadratico médio — do inglés mean
squared error). Entio MSE,(f) € o erro do conjunto de treinamento, MSE..(f) o erro do
conjunto de validagdo utilizado pelo critério de parada e MSE,.(t} 0 erro do conjunto de teste.

O valor MSE,,(r) € definido como sendo o menor erro do conjunto de validacdo
obtido até o instante £

MSE"P!(I) = IBSi:n MSEvaI(t)' (91)

Agora definimos a perda de generalizacdo na iteragcio ¢ como sendo o aumento
relativo do erro de validacio em relagiio ao minimo (percentual).

MSEWJ! (I) _ 1}

GL(t) =100
MSE,, (1)

(9.2)

Uma alta perda de generalizacdo ¢ um bom motivo para interromper o treinamento,
pois indica diretamente que a rede esté sendo sobre treinada. Isto resulta no primeiro critério
de parada: pare assim que a perda de generalizacdo supere um limiar ¢ .

Gl : pare apés a +-ésima época caso GL(f) >a

Caso o treinamento esteja progredindo rapidamente, ¢ desejivel que ele ndo seja
interrompido. A razdo para isso € que quando o erro de treinamento estd caindo muito
rapidamente, sua queda sempre predomina sobre um possivel aumento na varifncia. Para
formalizar esta nogo define-se um nimero de épocas k de treinamento, apds o qual é feito o
procedimento de validacdo cruzada. O progresso de treinamento (em milhares) medido apés &

iteracdes € dado por:

Zt’=t—fc+§ MSE::- (f’) 1]

k.min’._,,, MSE, (t)
A

P, () =1000 9.3)

que significa “quanto a média do erro de treinamento durante & épocas ¢ maior que o minimo
erro de treinamento durante k épocas?”
O critério de parada pode ser definido entdo como sendo o quociente entre a perda de

generalizacdo e O progresso de treinamento.

GL(1)

PQ, : pare ap6s a t-€sima época caso ~—-> ¢

F.(1)
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O ltimo critério de parada estudado neste trabalho &, talvez, o mais conhecido de
todos. Este critério interrompe o treinamento quando o erro de generalizaciio aumenta s vezes
a cada k épocas. Assim o critério de parada torna-se:

CV: pare ap6s a época t se MSE, (1) > MSE,.«(t - k) durante s.k épocas.

Nenhum dos critérios apresentados garante uma interrupgio do treinamento, portanto é
importante definir um limite de épocas ou um limiar para o valor do erro ou do vetor

gradiente,

9.4.2 Medidas de desempenho

A descrigdo da arquitetura de rede e seus parimetros € a mesma utilizada anteriormente.
O critério de erro € o erro quadrético médio (MSE). Além do MSE foi utilizada uma outra
grandeza que mede a quantidade de dados que a rede estd sendo capaz de representar,
chamada fracdo de varidncia inexplicada (FVU), dada por:

Fyy = M5E (9.4)

MS T
onde:

m N 2
MSE=—3 3 (G, )->0) ¢
=i =1
N _ ¢ - 1 ¥
(. )= () onde 3(i)= =2 3G ).
o]

Ms

T=_L
N

_i_f.

i=] j=I
Legenda:
Ny ndmero de amostras utilizadas no treinamento
Nya:  mimero de amostras utilizadas nos procedimentos de validacgdo cruzada
Nie: mimero de amostras utilizadas no teste da rede
Os dois melhores resultados em relagio ao menor erro de teste e menor fracdo de
varidncia inexplicada (FVU) do conjunto de teste estfio sombreados. O tracejado em alguma

linha implica que o algoritmo ndo atingiu o critério antes de esgotado o limite de épocas.

9.4.3 sen(x)xcos(2x)

Divisdo do conjunto amostral:
N;r: 25 Nfe: 25
Nyal: 25
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Tabela 9.10: Capacidade de generalizagfio para o critério s = 2, 4 e 6. Problema sen{x)xcos(2x).

s MSE FVU EP | flops
(x10%
MSE, | MSE., | MSE, | FVU, | FVU. | FVU,
2 ] 0.12975 | 0.11856 | 0.13974 | 0.49398 | 0.47806 | 0.52150 | 1320 | 21.84
BP 4 | 0.13100 | 0.11813 | 0.13915 | 0.49877 | 0.47636 | 0.51929 | 1950 | 31.84
6 | 0.02165 | 0.03404 | 0.02536 | 0.08242 | 0.13727 | 0.09463 | 2640 | 39.50
2 | 0.13208 | 0.12034 | 0.14192 | 0.50288 | 0.48524 | 0.52963 | 590 | 11.00
GRAD | 4 | 0.12843 | 0.11780 | 0.13875 | 0.48899 | 0.47500 | 0.51780 | 1120 | 20.68
6
2 1012329 | 0.11437 | 0.13412 | 0.46941 | 0.46116 | 0.50051 | 110 | 12.14
FR 4 | 0.00522 | 0.01003 | 0.01281 | 0.01988 | 0.04044 | 0.04779 | 730 | 70.10
6 | 033862 | 0.40668 | 0.38042 | 1.28923 | 1.63987 | 1.41968 | 990 | 82.62
2 | 0.02180 | 0.03227 | 0.02589 | 0.08299 | 0.13013 | 0.09662 | 260 | 27.60
PR 4 1000432 | 0.01088 | 0.01142 | 0.01645 | 0.04387 | 0.04262 | 1310 | 114.78
6 |0.00432 | 0.01088 | 0.01142 | 0.01645 | 0.04387 | 0.04262 | 1310 | 114.78
2 10.11838 | 0.11266 | 0.13063 | 0.45070 | 0.45428 | 0.48747 | 210 | 27.94
SCG 4 10.00275 | 0.01136 | 0.01238 | 0.01047 | 0.04582 | 0.04621 | 1390 | 129.63
6 |0.00144 | 0.01382 | 0.01284 | 0.00547 | 0.05572 | 0.04791 | 4550 | 420.60
2 10.02178 | 0.03457 | 0.02529 | 0.08294 | 0.13941 | 0.09439 | 590 | 79.20
0SS 4 1002178 | 0.03457 | 0.02529 | 0.08294 | 0.13941 | 0.09439 | 590 | 79.20
6 }0.02178 | 0.03457 | 0.02529 | 0.08294 | 0.13941 | 0.09439 | 590 | 79.20
1 2 | 000771 | 001090 | 001117 | 0.02935 | 0.04395 | 0.04169 | 730 | 120.10.
DFP | 4 {0.00539 | 001149 | 0.01270 | 0.02052 | 0.04632 | 0.04740 | 1760 | 217.67
. 6 990605 0.01171 | 001103 10.02305 | 004723 004115 2350 30562
2 }0.00925 | 0.01136 | 0.01152 | 0.03522 | 0.04582 | 0.04230 | 760 | 741.77
BFGS | 4 |0.00466 | 0.01184 | 0.01251 | 0.01773 | 0.04773 | 0.04669 | 1220 | 199.42
6 |0.00540 | 0.01128 | 0.01161 | 0.02056 | 0.04548 | 0.04333 | 1420 | 228.50

Para que pudéssemos aplicar procedimentos de validacdo cruzada neste problema, foi
inserido ruido uniformemente distribuido no intervalo [-0.15, 0.15], tanto nas amostras de
treinamento, quanto nas amostras de validagdo e teste.

As Tabelas 9.10 ¢ 9.11 apresentam os resultados para a capacidade de generalizagio

dos algoritmos aplicados ao problema do sen(x)xcos(2x).
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Tabela 9.11: Capacidade de generalizagdo para o critério PQ = 0.5. Problema sen(x)xcos{2x).

MSE EVU flops
PO Ep | (x109
MSE,, MSE, MSE,., Fvu, FVU, . FVU,,
BP 0.5 | 0.17960 | 0.15870 | 0.17801 | 0.68381 | 0.63992 | 0.66431 | 1340 | 22.33
GRAD | 05 | oo N e e S D -
FR 0.5 | 0.07492 | 0.07622 | 0.08607 | 0.28523 | 0.30733 | 0.32120 | 130 | 14.34
PR 0.5 | 0.06117 | 0.06272 | 0.07345 | 0.23291 | 0.25292 | 0.27409 | 170 | 17.20
SCG | 05| 002633 | 0.04172 | 0.03178 | 0.10025 | 0.16824 | 0.11861 | 80 | 1032
088 105 ) o | e | o |t | e | e ] [
DFP | 0.5 | 002585 [ 0.03988 | 0.03179 | 0.09842 | 0.16079 | 0.11864 | 100 | 17.70
BFGS | 0.5 | 0.06966 | 0.06418 | 0.08228 | 0.26523 | 0.25877 | 0.30701 | 320 | 66.53
9.4.4 ESP
Divisdo do conjunto amostral:
Ny 63
Nz 6
N 6

196




Tabela 9.12: Capacidade de generalizacdo para o critério s = 2, 4 ¢ 6. Problema ESP.

§ MSE FvU EP | flops

MSE, | MSE., | MSE, FVU, | FVU,, | FVU, (x10%

2 | 030237 | 0.18766 | 0.41197 | 0.44816 | 0.28256 | 0.43215 | 230 | 14.04

BP 4 1029884 | 0.19739 | 039279 | 0.44294 | 0.29680 | 0.41204 | 260 | 15.86

6 | 030066 | 0.19515 | 0.39930 | 0.44563 [ 0.29343 | 0.41886 | 270 | 16.48

2 | 0.16010 | 0.12090 | 0.12814 | 023729 | 0.18178 | 0.13442 | 760 | 49.48

GRAD | 4 | 0.12581 | 0.08941 | 0.07595 | 0.18647 | 0.13443 | 0.07967 | 2240 | 139.90
6 | 0.08005 | 0.07265 | 0.05245 | 0.11865 | 0.10923 | 0.05502 | 5870 | 347.84

2 | 031732 | 020193 | 0.41704 | 0.47033 | 0.30361 | 043747 | 30 | 13.50

FR 4 | 008135 | 0.06503 | 0.07027 | 0.12058 | 0.09778 | 0.07372 | 330 | 142.37
6 | 005501 | 0.05134 | 0.04380 | 0.08153 | 0.07720 | 0.04504 | 420 | 172.16

2 | 0.13243 | 0.06562 | 0.10275 | 0.19629 | 0.09867 | 0.10778 | 130 | 58.45

PR 4 | 0.06741 | 0.05499 | 0.06081 | 0.09991 | 0.08268 | 0.06379 | 950 | 393.98
6 | 001727 | 0.05895 | 0.04480 | 0.02560 | 0.08863 | 0.04700 | 4800 | 1839.1

2 | 0.13031 | 0.08319 | 0.10389 | 0.19315 | 0.12508 | 0.10898 | 90 | 40.04

ScG | 4 | 005559 | 0.05057 | 0.05535 | 0.08240 | 0.07604 | 0.05806 | 300 | 123.46
1 6 | 0.01472.| 0.03770 | 0.01908 | 0.02182 | 0.05669 | 0.02002 | 1050 | 395.00

2 | 0.12004 | 0.08021 | 0.08807 | 0.17792 | 0.12059 | 0.09238 | 350 | 190.61

0SS 4 | 012004 | 0.08021 | 0.08807 | 0.17792 | 0.12059 | 0.09238 | 350 | 190.61
6 | 002985 | 0.04227 | 0.03457 | 0.04425 | 0.06356 | 0.03626 | 4450 | 2171.2

2 | 011174 | 007277 | 0.10150 | 0.16562 | 0.10941 | 0.10647 | 630 | 11107

DEP 4 1006544 | 005911 | 0.04371 | 0.09699 | 0.08887 | 0.04585 | 2160 [ 37802

6
] 2 ]o0.14428 | 0.09436 | 0.14054 | 021385 | 0.14188 | 0.14743 | 240 | 435.63
BEGS | 4 | 004721 | 004834 | 003414 | 0.06997 | 007075 | 0.03881 | 3250 | 59056
N

A divisdo deste conjunto amostral foi feita baseada no critério proposto por AMARI et.

al. (1996), apresentado no Capitulo 6.
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Tabela 9.13: Capacidade de generalizagfo para o critério PQ = 0.5. Problema ESP.

MSE FVU flops
PQ EP | (x109
MSE, | MSE., | MSE,, | rvu, | Fvu. | Fvo,

BP 0.5
GRAD | 0.5 | 0.29857 | 0.19630 | 0.37408 | 0.44254 | 0.29514 | 0.39241 | 30 | 1.93
FR 0.5 | 029795 | 0.23408 | 0.35773 | 0.44162 | 0.35195 | 0.37525 | 80 | 35.99
PR | 05| 0.19899 | 0.10488 | 031194 | 020405 | 0.15770° 032722 | 40 | 18:89
scG | 05 e |
0ss | 05 —
DFP | 05 | 023097 | 015896 | 031266 | 0.34234 | 023001 | 032798 | 70 | 122.72.
BFGS | 0.5 . N

9.4.5 SOJA

Divisdo do conjunto amostral:
Ny 116
Noat: 14
Nie: 14
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Tabela 9.14: Capacidade de generalizacdo para o critério s = 2, 4 e 6. Problema SOJA.

s MSE FVU EP flops

MSE, | MSE,, | MSE, FvU, | FVU, | FvU, (x10°%

| 2 | 0:08739 | 0.08662 | 0.06488 [ 0.63772 | 0.59313 | 0.74735 | 60 | 1290

BP | 4| 008739 | 0.08662 | 0.06488 | 063772 | 059313 | 0.74735 | 60 | 1290

[ 6 | 0.05476 | 0.06533 | 0.15324 | 039964 | 0.44733 | 1.76529 | 560 | 121.34

2 | 0.11583 | 0.12159 | 0.07768 | 0.84533 | 0.83264 | 0.89484 [ 170 | 42.20

GRAD | 4 | 0.10184 | 0.08471 | 0.10656 | 0.74318 | 0.58009 | 1.22749 | 230 | s6.97
6 | 0.05790 | 0.07882 | 0.14997 | 0.42254 | 0.53977 | 1.7276 | 1230 | 305.94

2 | 0.06734 | 0.08206 | 0.09283 | 0.49145 | 0.56192 | 1.06941 | 20 | 41.63

FR 4 | 0.06408 | 0.06631 | 0.09478 | 0.46763 | 0.45408 | 1.09183 | 30 | 6354
6 | 0.00302 | 0.11282 | 0.23094 | 0.02204 | 0.77253 | 2.66034 | 450 | 971.73

2 | 0.05753 | 0.07740 | 0.14399 | 0.41986 | 0.53004 | 1.65868 | 60 | 129.14

PR 4 | 0.05399 | 0.06720 | 0.17493 | 0.39402 | 0.46019 | 2.01500 | 70 | 150.96
6 | 0.02431 | 0.11928 | 0.52467 | 0.17744 | 0.81677 | 6.04408 | 190 | 413.14

2 | 0.04709 | 0.05308 | 0.30947 | 0.34362 | 0.36348 | 3.56501 | 30 | 70.69

SCG | 4 [ 0.02478 | 0.07667 | 0.43000 | 0.18084 | 0.52501 | 495348 | 60 | 140.82
6 | 0.00810 | 0.16703 | 0.65537 | 0.05909 | 1.14374 | 7.54965 | 140 | 323.36

| ] 2| 009673 | 0.09246 | 0.06824 | 070588 | 0.63316 | 0.78612 | 20 | s50.74
0SS | 4 | 0.07213 | 0.12710 | 027320 | 0.52642 | 0.87037 | 3.14718 | 40 | 104.43
6 | 0.07009 | 0.06332 | 0.19461 | 0.51151 | 0.43360 | 2.24187 | 50 | 130.84

2 | 0.04992 | 0.09066 | 0.20595 | 0.36433 | 0.62081 | 2.37249 | 40 | 3917.00

DFP | 4 | 0.02897 | 0.08738 | 0.50772 | 0.21139 | 0.59836 | 5.84874 | 50 | 5178.37
6 | 0.02897 | 0.08738 | 0.50772 | 0.21139 | 0.59936 | 5.84874 | s0 | 5178.37

2 | 006183 | 0.05721 | 0.21518 { 0.45123 | 039179 | 2.47883 | 20 | 196.70

BFGS | 4 | 0.04988 | 0.09061 | 0.20584 | 0.36440 | 0.62045 | 2.37116 | 40 | 3936.18
6 { 0.01812 | 0.15315 | 0.48108 | 0.13226 | 1.04876 | 5.54191 | 110 | 11225.46
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Tabela 9.15: Capacidade de generalizagdo para o critério PQ = 0.5. Problema SOJA.

MSE FVU flops
PO Ep | (x109
MSE, | MSE. | MSE. | FvU, | Fvu. | FvU,,
BP 0.5 | 0.06368 | 0.11079 | 0.31610 | 0.46475 | 0.75867 | 3.64138 | 870 | 189.46
GRAD | 0.5 | 0.03588 | 0.11758 | 0.11405 | 026183 | 0.80512 | 1:13381 | 2890 | 718:15
FR |05 0.05805 | 0.07305 | 0.13006 | 0.42360 1050020 | 149828 130 | 6592
PR 0.5 | 0.03184 | 0.16603 | 0.43486 | 0.23238 | 1.13693 | 5.00951 | 90 | 197.97
SCG | 0.5 | 0.03076 | 0.08382 | 0.44568 | 0.22449 | 0.57400 | 5.13407 | s0 | 11738
0SS | 0.5 | 0.70562 | 1.56487 | 099932 | 5.14944 | 107157 | 115119 | 140 | 374.35
DFP | 0.5 | 0.04875 | 0.09267 | 0.28475 | 0.35576 | 0.63454 | 328020 | 30 | 3221.07
BFGS | 0.5 | 0.04839 | 0.08650 | 0.30971 | 0.35316 [ 0.59232 | 3.56774 | 30 | 3235.90
9.4.6 IRIS
Divisdo do conjunto amostral:
Ny 126
Nyar: 12
Nee: 12
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Tabela 9.16: Capacidade de generaliza¢do para o critério s = 2, 4 e 6, Problema IRIS.

5 MSE FvU EP Sflops

MSE, | MSE,, | MSE. | FVU, | FVU.. | FVU, (x10%

2 | 0.12372 | 0.00780 | 0.05362 | 0.04640 | 0.00293 | 0.02011 | 15780 | 162126

BP 4 | 0.12079 | 0.00738 | 0.04884 | 0.04530 | 0.00277 | 0.01832 | 23660 | 2290.13
6 | 0.12047 | 0.00658 | 0.05004 | 0.04517 | 0.00247 | 0.01876 | 28100 | 2799.46

2 | 0.13927 | 0.01039 | 0.10210 | 0.05223 | 0.00390 | 0.03820 [ 660 | 73.71
GRAD | 4 | 0.13723 | 0.01047 | 0.08129 | 0.05146 | 0.00393 | 0.03048 | 1420 | 155.82
6 | 0.10841 | 0.02424 | 0.11668 | 0.04065 | 0.00909 | 0.04376 | 21690 | 2353.53

2 | 0.14075 | 0.01931 | 0.05806 | 0.05278 | 0.00724 | 0.02177 | 140 | 10723

FR | 4 | 0.10888 | 0.00696 | 0.07773 | 0.04083 | 0.00261 | 0.02915 | 480 | 355.73
6 | 0.00295 [ 0.02255 | 0.07068 | 0.00111 | 0.00846 | 0.02650 | 830 | 619.25

2 | 0.11854 | 0.00522 | 0.04771 | 0.04445 | 0.00196 | 0.01789 | 260 | 209.64

PR | 4 |0.11662 | 000523 | 0.04662 | 0.04373 | 0.00196 | 0.01748 | 450 | 346.73
6| 0.10562 | 0.01554 | 0.03530 | 0.03961 | 0.00583 | 0.01324.| 580 | 45639

| 2 [0.12680 | 0.00576 | 0.04799 | 0.04755 | 0.00216 | 0.01800 | 80 | 68.78
SCG | 4| 0.11765 | 0.00324 | 0.04041 | 0.04412 | 0.00122 | 0.01515 | 220 | 173:30

16 | 011652 | 000323 | 0.04111 | 0.04369 | 0.00121 | 0.01542 | 230 | 18671

2 [ 0.12446 | 0.00637 | 0.04946 | 0.04667 | 0.00239 | 0.01855 | 660 | 664.68

0ss | 4 |0.11719 | 0.00585 | 0.04519 | 0.04394 | 0.00219 | 0.01695 | 1550 | 1485.67
6 0.11600 | 0.00673 | 0.04199 | 0.04350 | 0.00252 | 0.01575 | 1640 | 1648.44

2 | 0.13828 | 0.01235 | 0.09607 | 0.05185 | 0.00463 | 0.03603 | 180 | 372.27

DFP | 4 |0.11951 | 0.00714 | 0.04584 | 0.04482 | 0.00268 | 0.01719 | 1020 | 2090.76
6 [ 0.11934 | 0.00730 | 0.04475 | 0.04475 | 0.00274 | 0.01678 | 1070 | 2193.04

2 [0.13572 | 0.00964 | 0.06319 | 0.04976 | 0.00362 | 0.02370 | 240 | 54285

BFGS | 4 | 0.13269 | 0.00782 | 0.08072 | 0.05090 | 0.00203 | 0.03027 ] 270 | 599.77
6 [0.11325 | 0.01401 | 0.05603 | 0.04247 | 0.00525 | 0.02101 | 1810 | 4022.31

201




Tabela 9.17: Capacidade de generalizagio para o critério PQ = 0.5. Problema IRIS.

MSE FVU fiops
PQ EP | (x10%
MSE, | MSE. | MSE. | FvU, | Fvu. | Fvu.,

BP |05
GRAD | 0.5 | 0.65968 | 0.94557 | 1.07244 | 0.24738 | 035459 | 0.40216 | 40 | 4.41
FR [ 05058239 | 032184 | 036670 | 0.21840 | 0.12069 | 0.13751 | 30 | 26.23
PR |05 ]022833 | 0.10365 | 0.27611 | 0.08562 | 0.03887 | 0.10354 | 30 | 2643
SCG | 05| 0.19102 | 0:03893 | 0.19962 | 0.07163.| 0.01460 | 0.07486.| 30 | 2788
0SS | 05| 039231 | 0.49700 | 0.68612 | 0.14712 | 0.18638 | 025720 | 30 | 31.91
DFP | 0.5 | 0.30226 | 0.31778 | 0.52996 | 0.11335 | 0.11917 | 0.19873 | 30 | s8.75
BFGS | 0.5 | 0.30336 | 0.32917 | 0.53841 | 0.11376 | 0.12344 [ 020190 | 30 | 6456

9.4.7 GLASS

Divisdo do conjunto amostral:

Ny
Nval:
Ne:

118
48
48
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Tabela 9.18: Capacidade de generalizaciio para o critério s = 2, 4 ¢ 6. Problerna GLASS.

$ MSE FVU EP flops

MSE, | MSE.. | MSE. | FVU, | FVUy | FVU, (x10°%)

2 | 1.83201 | 1.65293 | 1.57631 | 0.76520 | 0.71747 | 0.68422 | 30 | 7.17

BP 4 | 172320 | 1.62628 | 1.52358 | 0.71976 | 0.70591 | 0.66133 | 50 | 10.61

6 | 1.72320 | 1.62628 | 1.52358 | 0.71976 | 0.70591 | 0.66133 | 50 | 10.61

| 2 | 1.63608 | 1.65609 | 1.46894 | 0.68337 | 0.71885 | 0.63761 | 40 | 9.47
GRAD: 4| 104312 | 157713 | 1.25956 | 0.43570 | 0.68457 | 0.54673. 820 | 18871

1 6

2 | 0.80625 | 1.96817 | 1.58372 | 0.33676 | 0.85431 | 0.68743 | 130 | 198.07

FR 4 | 0.39355 | 1.90151 | 2.47399 | 0.16438 | 0.82537 | 1.07387 | 430 | 631.46
6 | 0.39355 | 1.90151 | 2.47399 | 0.16438 | 0.82537 | 1.07387 | 430 | 631.46

2 | 132120 | 1.68135 | 1.34222| 0.55185 | 0.72981 | 0.58261 | 40| 67.57

PR 4 |043120 | 2.00269 | 2.04357 | 0.18011 | 0.86929 | 0.88703 | 420 | 653.23
6 |0.43120 | 2.00269 | 2.04357 | 0.18011 | 0.86929 | 0.88703 | 420 | 653.23

2 | 0.17484 | 3.15870 | 2.32111 | 0.07303 | 1.37107 | 1.00751 | 1680 | 2561.64

SCG | 4 |0.08116 | 3.38325 | 4.29195 | 0.03390 | 1.46854 | 1.86297 | 4990 | 7530.34
6 |0.08116 | 3.38325 | 4.29195 | 0.03390 | 1.46854 | 1.86297 | 4990 | 7530.34

2 | 1.68219 | 1.69053 | 1.52019 | 0.70263 | 0.73377 | 0.65986 | 20 | 41.01

0SS 4 087257 | 1.61428 | 1.43276 | 0.36446 | 0.70070 | 0.62191 | 360 | 746.27
6 |0.77479 | 1.64684 | 1.59313 | 0.32362 | 0.71483 | 0.69152 | 440 | 904.81

2 | 1.83201 | 1.65293 | 1.57631 | 0.76520 | 0.71747 | 0.68422 | 10 | 171.72

DFP | 4 |1.14208 | 1.55740 | 1.35144 | 0.47703 | 0.67601 | 0.58661 | 440 | 8669.63
6 | 1.14208 | 1.55740 | 1.35144 | 0.47703 | 0.67601 | 0.58661 | 440 | 8669.63

2 | 1.83198 | 1.65292 | 1.57630 | 0.76519 | 0.71747 | 0.68421 | 30 | 175.27

BEGS | 4 |0.60927 | 2.07322 | 1.79416 | 0.25448 | 0.89990 | 0.77878 | 280 | 5502.96
6 |0.41644 | 226906 | 1.76495 | 0.17394 | 0.98491 | 0.76610 | 1220 | 25408.5
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Tabela 9.19: Capacidade de generalizacio para o critério PQ = 0.5, Problema GLASS.

MSE FVU flops
PQ gp | Xi0)
MSE, | MSE. | MSE. | FvU, | FVvU.. | Fvu.,
BP 0.5 | 1.58542 | 2.49193 | 1.84903 | 0.66221 | 1.08165 | 0.80259 | 1380 | 275.91
GRAD | 0.5 | 033650 | 2.32994 | 1.78269 | 0.14055 | 1.01134 | 0.77380 | 43089 | 7900.51
FR 0.5 [ 0.91067 | 2.31361 | 1.97953 | 0.38037 | 1.00425 | 0.85924 | 110 | 170.57
PR 0.5 | 0.37616 | 2.31726 | 2.14649 | 0.15712 | 1.00583 | 0.93171 | 680 | 1040.57
SCG | 0.5 | 025189 | 2.40206 | 1.82690 | 0.10521 | 1.04264 | 079209 | 570 | 884.16
0SS | 0.5 ] 0.33095 | 2.34534 | 2.70962 | 0.13823 | 1.01802 | 1.17614 | 3890 | 7349.75
DFP | 0.5 | 1.68567 | 2.14927 | 1.92107 | 0.70408 | 0.93298 | 0.83386 | 250 | 4962.96
BFGS | 0.5| 1.27689 | 2.03501 | 1.41634 | 0.53334 | 0.88332 | 0.61478'| 160 | 3134.70
9.4.8 ECOLI
Divisdo do conjunto amostral:
Ny 224
Nyar: 56
Nie: 56
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Tabela 9.20: Capacidade de generalizag@o para o critério s = 2, 4 e 6. Problema ECOLI.

s MSE FvVU EP flops

MSE, | MSE. | MSE. | FVvU, | FVU,, | FVU, (x10%)

2 | 053082 | 0.58753 | 0.67932 | 0.26778 | 0.28121 | 0.30470 | 1100 | 368.19

BP 4 | 050215 | 0.51938 | 0.57536 | 0.25329 | 0.24859 | 0.25807 | 1460 | 493.55
6 | 0.48534 | 0.51836 | 0.56013 | 0.24481 | 0.24811 | 0.25124 | 1650 | 548.95

2 | 0.81479 | 0.78813 | 0.98327 | 041098 | 0.37723 | 0.44103 [ 140 | 50.07

GRAD | 4 | 046389 | 0.50769 | 0.58326 | 0.23399 | 0.24300 | 0.26161 | 2140 | 788.01
6 | 0.43770 | 0.49756 | 0.56299 | 0.22078 | 0.23815 | 0.25252 | 2550 | 930.40

2 | 0.68037 | 0.68275 | 0.91642 | 0.34318 | 0.32679 | 0.41105 | 100 | 269.75

FR | 4 | 042746 | 051481 | 054139 | 021561 | 0.24640 | 024283 | 270 | 703.13
"6 | 042746 | 051481 | 054139 | 021561 | 024640 10.24283 | 2707 | 703.13

2 | 0.45459 | 0.54873 | 0.57700 | 0.22930 | 0.26264 | 0.25881 | 150 | 404.63

PR 4 | 0.44778 | 0.47420 | 0.59202 | 0.22586 | 0.22697 | 0.26554 | 180 | 496.61
6 | 0.41487 | 0.56777 | 0.59610 | 0.20926 | 0.27175 | 0.26737 | 220 | 580.62

2 | 0.47419 | 0.47654 | 0.59744 | 023919 | 0.22809 | 0.26797 | 90 | 265.13

SCG | 4 | 041998 | 0.60122 | 0.58256 | 0.21184 | 0.28777 | 0.26130 | 100 | 283.25
6 | 0.43001 | 0.48196 | 0.56495 | 021735 | 0.23068 | 0.25340 | 120 | 344.44

2 | 0.46638 | 0.52056 | 0.57191 | 0.23524 | 0.24916 | 0.25652 | 450 | 1503.63

0SS | 4 | 047498 | 0.53332 | 0.59037 | 0.23958 | 0.25527 | 0.26480 | 460 | 1590.15
6 | 047498 | 0.53332 | 0.59037 | 0.23958 | 0.25527 | 0.26480 | 460 | 1590.15

2 | 0.48037 | 0.59970 | 0.63661 | 0.24230 | 0.28703 | 0.28554 | 140 | 1907.66

DFP | 4 | 046529 | 0.51125 | 0.58543 | 0.23469 | 0.24470 | 026258 | 170 | 2380.95
6 | 046529 | 0.51125 | 0.58543 | 0.23469 | 0.24470 | 0.26258 | 170 | 2380.95

oo | 2 | 044210 | 052418 | 056679 | 022210 | 0.25089 | 0.25422 | 170 | 2519.09
BFGS | 4 | 044210 | 0.52418 | 0.56679 | 0.22210 | 0.25089 | 025422 | 170 | 2519.09
| 6 ] 041548 | 0.60041 | 055158 | 0.20057 | 0.28737 | 024740 | 270 | 407386
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Tabela 9.21: Capacidade de generalizacio para o critério PQ = 0.5. Problema ECOLL

fops

PO MSE FVU EP )
(x10%)

MSE,, MSE,.; | MSE,, FVU,, FVU, | FVU,,

BP 0.5 ] 0.65761 | 0.70936 | 0.74208 | 0.33170 | 0.33952 | 0.33285 | 1750 | 578.17

GRAD | 0.5 | 0:26879 | 0.78770 | 0.58293 | 0.13558 | 0.37702 | 0.26147 | 17890 | 604657
FR |05 | 037224 | 072822 | 052557 | 0.18776 | 0.34855 | 0.23573 | 350 | 93622 -

PR 0.5 | 0.36675 | 0.73178 | 0.58880 | 0.184%59 | 0.35026 | 0.26410 | 260 703.32

SCG 0.5 | 0.36045 ] 0.82725 | 0.62972 | 0.18181 | 0.39595 | 0.28245 140 389.45

0SS 05 ~o- | e | e ] e | e ] i | e S

DFP 0.5 1 1.03698 | 1.03410 | 1.17037 { 0.52306 | 0.49495 | 0.52495 140 1916.18

BFGS | 0.5 | 0.25812 | 0.80169 | 0.63013 | 0.13020 | 0.38372 | 0.28264 | 2650 | 39585.1

9.4.9 Estatisticas e Comentérios

As comparacdes apresentadas na Figura 9.2 baseiam-se apenas no critério de parada
CV. O critério PQ foi apresentado de forma ilustrativa, devido ao fato de que alguns
algoritmos ndo foram capazes de satisfazé-lo para todos os problemas abordados, indicando
que, nestes casos, 0 quociente entre a perda de generalizacdo e o progresso de treinamento
permanece inferior ao limiar 0.5 pré-estabelecido. Isto quer dizer que o valor da perda de
generalizaclo estd pequeno em relagdio ao progresso de treinamento. Qutros valores para o
limiar PQ poderiam ter sido utilizados, fornecendo resultados superiores aos apresentados.

A Figura 9.2(c) demonstra que houve um certo equilibrio entre o desempenho dos
diversos métodos testados. Um dos fatores que podem ter levado a esta ignaldade foi uma ma
escolha (divisio) dos conjuntos utilizados no treinamento, validacdo ¢ teste. A utilizagdo de
estratégias melhor elaboradas na particio do conjunto amostral constitui uma boa ferramenta
para evitar este tipo de “empate técnico”. E importante mencionar que, embora tenha havido
um empate técnico entre os métodos de primeira e segunda ordem, os tltimos apresentam

taxas de convergéncia superiores, justificando assim a sua preferéncia,
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Figura 9.2: Comparac¢io geral da capacidade de generalizagio dos algoritmos em relacio a seis dos
oito problemas abordados. Os valores percentuais indicam o quanto cada um dos algoritmos mostrou-
se superior aos outros para todos os problemas. (a) Menor erro de treinamento. (b) Menor erro de

validacfo. (c) Menor erro de teste.
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9.5 Algoritmos de Inicializacao

Foram testados os seguintes métodos de inicializacdo para redes MLP:
* método de BOERS;

s método de WIDROW;,

¢ método de KIM;

* método OLS ¢

¢ 0 método proposto chamado INIT.

Estes métodos foram testados apenas para os conjuntos de dados cujos algoritmos
foram capazes de convergir. Para testé-los utilizou-se apenas o algoritmo do gradiente
conjugado escalonado modificado de MOLLER (1993) SCGM, devido a superioridade
demonstrada pelo mesmo em relagio a velocidade de convergéncia. Os pardmetros da rede
(nimero de unidades intermedidrias e critério de parada) foram os mesmos utilizados
anteriormente. As Tabelas 9.22 e 9.23 apresentam os valores rn;’nimo, maximo, médio € o
desvio padrdo & do mimero de épocas necessdrias para convergéncia. A média foi calculada
considerando-se 10 condigdes iniciais distintas para cada algoritmo.

Devido ao critério de parada e & complexidade do problema COD/DEC, nem sempre o
algoritmo € capaz de convergir para a solugio desejada podendo ficar preso em um minimo
local, onde este € considerado quando a norma euclidiana do vetor gradiente é menor do que
um limiar £ = 1x10™. A Tabela 9.22 apresenta os resultados para este problema e quantas
vezes o algoritmo ficou preso em um minimo local em funcio do ndmero total de simulagdes.

Neste caso, foram utilizadas 20 condi¢cbes iniciais distintas.

Tabela 9.22: Comparagio de desempenho dos métodos de inicializagio apresentados no Capitulo 8.

Problema codificador/decodificador.

_Problema | Método | Méximo | Minimo | Média | & | Convergéncias
o BOERS | 40 12 221 | 7.94 14/20
ROW | 32 7 1236 | 681 14/20
CODDEC KM | 298 10 38.17 | 69.07 18/20
. s | 216 7 97.78 | 102.03 9/20

16 6 944 | 253 16/20
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Tabela 9.23: Comparagio de desempenho dos métodos de inicializagio apresentados no Capitulo 8.

Problema | Méodo | Miximo | Mimimo | Meédia | 3
| BOERS" | 129 6 42.90 48.32

| WIDROW: 93 8 20.50 25.92

XOR kM | s4 6 32.50 25.91
o |oEs ] 166 5 46.70 46.50

oo mr | w 8 18.60 12.76

. |BOERS 187 79 135.10 35.39
- |wmrow | 243 123 178.60 41.27
sinx.cos2) |KIM | 231 95 164.50 44.89
~joLs 133 39 91.40 33.06

~}INIT - 449 181 254.80 80.69

|BOERS " | 1618 340 883.40 467.52

| | wmrow | 2280 236 825.40 639.74
BSP (KM | 1763 425 715.40 397.82
. o Jois ] 202 35 545.42 586.62
Slmer | 762 383 479.20 118.19

- |'BOERS 174 136 158.60 13.14

~ |wmrow | 464 176 266.30 79.27

solA . |KIM | 280 177 219.40 28.34
o | 5000 4303 4922.40 219.05

236 136 188.00 29.30

1568 735 1102.40 281.33

1240 676 918.60 183.72

2063 767 1294.80 43834

5000 2075 4140.20 1384.74

1407 662 869.80 216.73
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9.5.1 Estatisticas e Comentarios

As Tabelas 9.22 e 9.23 mostram que em 66,67% dos casos o método proposto é em
média superior aos outros. A Figura 9.3(a) indica que em 42.9% dos casos o método dos
quadrados minimos ortogonais (OLS) e também o método INIT necessitaram de um menor
ntimero de €pocas para convergir, 0 método BOERS apresentou os melhores resultados em
16,67% dos problemas tratados.

E importante ressaltar que, mesmo o algoritmo OLS apresentando bons resultados
para os problemas artificiais, seus resultados sdio praticamente os piores quando se trata de

problemas de mundo real.

16.7% 16.7%
BOERS @A BOERS
BINIT - 7% WIDROW
BOLS ' HA0LS
MINIT
50.0%
(a) (b)

B BOERS
NINIT
BOLS

66.7%

(©)

Figura 9.3: Comparagéo de desempenho dos diferentes métodos de inicializagfo em relagio a seis dos
oito problemas abordados. Os valores percentuais indicam o quanto cada um dos algoritmos mostrou-
se superior aos outros para todos os problemas. (a) Menor nimero minimo de épocas. (b) Menor

niimero maximo de épocas. (c) Menor média.

210



9.6 Comparacdo com o TOOLBOX do MATLAB®

Para simples verificagio do desempenho dos algoritmos implementados foram feitas
comparagBes com alguns algoritmos do TOOLBOX 2.0 de Redes Neurais do MATLAB®.
Estes algoritmos s30 muito utilizados pela comunidade académica em problemas de aplicagiio
prética e também em atividades didéticas.

Algoritmos comparados:

¢ Algoritmo padrio

s Método do gradiente

Problemas abordados:

e XOR com 2 entradas
Arquitetura: [2,35,1]
SSE =0.01

e sen(x)xcos(2x)

Arquitetura: {1,10,1]

SSE = 0.1
Pardmetros:
a: 0.001 t;: 1.2
B: 0.95 t: 0.618

Obs.: Os parmetros 1, e ¢, sdo utilizados nos procedimentos de busca simples do passo .

Tabela 9.24: Comparagio de desempenho para os problemas XOR e sen(x).cos(2x). Algoritmo padrio

e método do gradiente.

50000 314.95 sen(x)xcos(2x)
7720 96.31
5983 36.42
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Sejam TBP ¢ TGRAD os algoritmos do TOOLBOX 2.0 do MATLAB®. A Tabela
9.24 apresenta os resultados dos algoritmos implementados neste trabatho quando
comparados com seus equivalentes presentes no TOOLBOX 2.0 do MATLAB®. Os valores
apresentados sdo a média tomada a partir de 10 simulagdes.

Como pode ser visto pela Tabela 9.24, os algoritmos do TOOLBOX sio, em geral, um
pouco superiores aos algoritmos implementados quando estd sendo comparada a quantidade
de épocas para convergéncia, entretanto o algoritmo padriio implementado foi muito superior
para o problema sen(x)xcos(2x).

Os algoritmos implementados demandam maior esforgo computacional pois efetuam
um maior ndmero de célculos por iteragdo, como por exemplo, o vetor gradiente é construido
a cada passo e sua norma também € calculada, enquanto os algoritmos contidos no
TOOLBOX néo se preocupam com este tipo de andlise, a qual mostrou-se necessaria para o
sucesso na convergéncia do problema sen(x)xcos(2x). Outra caracteristica dos codigos
implementados € a utilizagdo da fungiio de ativacdo do tipo tangente hiperbélica (tanh),
enquanto os algoritmos do TOOLBOX trabatham com a fungfio logistica (logsig) que

demanda um esforgo computacional inferior para seu célculo.

9.7 Algoritmos Construtivos

Como dltima andlise das redes feedforward, serfio comparados o desempenho de trés
métodos construtivos estudados no Capitulo 7:

* treinamento por busca de projecio — PPL;

e A% e

* cascade correlation com miltipla escolha da fungdo de ativacio - CASCOR.

A ordem dos polindmios de hermite utilizados pelo algoritmo PPL foi 5 para os
problemas XOR e sen(x)xcos(2x) e 10 para os demais. O algoritmo A* possui fungdes de
ativagio do tipo tangente hiperbdlica para os neurbnios de saida, enquanto o PPL e o
CASCOR possuem safdas lineares. As camadas intermedidrias do CASCOR sio treinadas
com o algoritmo quickprop e a saida linear é calculada diretamente pelo método dos
quadrados minimos. O conjunto fechado de fungSes de ativagio que podem ser utilizadas na
camada intermedidria do algoritmo CASCOR é composto pelas seguintes funcdes: tangente
hiperbélica, sen(x), cos(x), gaussiana e inverso da gaussiana (ver Secgio 7.3.4.2). Maiores

detalhes sobre os algoritmos construtivos testados podem ser encontrados 1o Capitulo 7.
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Para avaliar o comportamento de cada um dos algoritmos, utilizou-se sete dos oito
problemas sugeridos, excluindo-se apenas o COD/DEC que € caracterizado pela definigio
prévia da arquitetura da rede. O resultado a ser apresentado serd o miimero de unidades e
camadas intermedidrias utilizadas por cada um dos algoritmos para solucionar os problemas,
com critério de parada definido como MSE = 0.01 para todos os casos. O nimero de unidades
intermedidrias a serem introduzidas no PPL ficou limitado a 20 devido a problemas
numéricos e a 30 para os outros algoritmos (A* e CASCOR). Nestes casos, serd apresentado o
valor do erro quadritico médio (MSE) ao finai do processo de treinamento.

A Tabela 9.25 apresenta os resultados obtidos pelos métodos construtivos. Pelos
resultados apresentados nesta tabela percebemos que os métodos A* ¢ CASCOR ndo

necessitam de nenhuma unidade intermedidria para solucionar o problema ESP.

Tabela 9.25: Arquitetura resultante dos métodos construtivos.

..... i Arquitetura resuliéfité:-' ) T R

CUUPPL | A-‘?"::._.;::f:-'.'!'-' 'CASCOR.
XOR : [2,1,1] 2,2, 1] 2,1, 1]
sin(x).cos(2x) [1,3, 1] (1,6, 1] (1,2 1]
BSP [2,5, 5] [2,0, 5] [2,0, 5]
SOJA - 136, 4, 1] 136, 3, 1] [36, 3, 1]
IRIS [4, 20, 3], MSE =0.0233 14, 4, 3] [4,9, 3]
ECOLI [7,20, 3], MSE = 0.2444 | [7, 50, 3], MSE = 0.0484 [7, 48, 3]
GLASS [9, 20, 3], MSE = 0.0699 [9, 24, 3] [9, 28, 3]

9.7.1 Comentarios sobre os Algoritmos Construtivos

Os resultados apresentados na Tabela 9.25 mostram que os algoritmos A* e CASCOR
nem sempre necessitam adicionar neurfnios ou unidades intermedidrias para resolverem os
problemas propostos.

Verificou-se que, embora o A* permita a criagiio de redes com miiltiplas camadas e
miiltiplos neurdnios por camada, sempre uma rede com uma tnica camada intermediéria foi
escolhida. Este fato refor¢a o teorema da aproximacio universal, aplicdvel as redes neurais
artificiais, apresentado no Capitulo 2.

Outro aspecto importante, ¢ o fato de que o CASCOR sempre escolheu (para os

problemas abordados) como fungfo de ativagdo as funges seno ou coseno.
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O algoritmo PPL apresentou resultados muito pobres para a maior parte dos problemas
cuja rede possui mais de uma saida. Esta é uma das dificuldades do método e virios estudos

tém sido feitos no sentido de amenizar os seus efeitos.

9.8 Mapas Auto-Organizaveis de Kohonen

A partir de uma andlise estatistica do conjunto amostral, desenvolveu-se um algoritmo
simplificado cujo objetivo principal € a eliminagdo das unidades de safda excedentes de um
mapa auto-organizdvel unidimensional, permitindo assim a determinagio de uma arquitetura
minima capaz de representar o conjunto de dados. O algoritmo apresentado como resultado
pode ser facilmente aplicado a estruturas de dimensdes mais elevadas, como os mapas
bidimensionais. Outra aplicagio dos mapas auto-organizdveis de Kohonen (SOM) foi a sua
utilizagio na geragdo das diregBes de busca dos modelos de aprendizagem baseados em busca
de projecdo (ver Capitulo 8).

A partir desta se¢@io apresentaremos os resultados referentes as variagdes introduzidas nas
redes auto-organizadas de Kohonen (SOM). Os resultados das simulagdes com o método de
poda para os mapas de Kohonen (PSOM) e com o novo método de inicializacfo das dire¢des

de busca dos modelos de aprendizagem baseados em busca de projecdo serfio fornecidas.

9.8.1 Método de Poda para as Redes de Kohonen

Nesta secéo apresentaremos os resultados computacionais do método de poda, proposto
no Capitulo 8, para os mapas auto-organiziveis de Kohonen. Sera feita uma comparacio de
desempenho do algoritmo proposto com o algoritmo padrio desenvolvido por KOHONEN
(1982). O comportamento dos algoritmos sera avaliado em relagdo a quatro problemas, onde
dois sfo artificiais e dois naturais. Os problemas naturais em questdo sdo o problema de
classificaciio de tipos de vidro (GLASS) e classificagio de tipos de iris (IRIS) vistos na Secdo
9.1. A legenda utilizada nesta secfio pode ser vista abaixo.,

Legenda:
m quantidade inicial de saidas da rede
m_min  quantidade minima permitida de saidas da rede
N; raio de vizinhanga inicial
o taxa de aprendizagem inicial
o_min  taxa de aprendizagem minima (final)

X valor do decrescimento geométrico da taxa de aprendizagem
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max_ep nimero maximo de épocas permitido
'3 valor percentual utilizado pelo procedimento de poda
Inic. intervalo de inicializaciio do conjunto de pesos
Para os quatro problemas abordados, foram tomadas trinta condicSes iniciais distintas

e os resultados apresentados referem-se ao valor médio obtido.

9.8.1.1 Agrupamento de Padrdes Disjuntos

Como um primeiro € mais simples conjunto de dados, tomou-se quatro classes

compostas de dez elementos cada uma. As classes sfo disjuntas e podem ser vistas na figura

abaixo.
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Figura 9.4: Amostras utilizadas no treinamento do mapa de Kohonen.
Para o problema apresentado na Figura 9.4, o método de poda proposto para a rede de
Kohonen foi capaz de determinar a arquitetura minima, ou seja, com quatro unidades de saida
e 100% de classificagdo correta para os dados. O mesmo resultado foi obtido para o algoritmo

original.

9.8.1.2 Agrupamento de Padrées Nao Disjuntos

Este problema € muito semelhante ao problema anterior, a diferenca é que agora
existem cinco classes que ndo sdo disjuntas, e cada classe contém cingiienta amostras.

A Figura 9.5 apresenta as classes a serem agrupadas. Esta figura permite observar que
existem elementos de algumas classes que estdo “dentro” de outras. A seguir sdo apresentados

os pardmetros da rede utilizados para solucionar este problema.
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Figura 9.5: Classes a serem agrupadas,

Parametros da rede SOM:

m: e [6; 10] A 0.8
N floor(m/2) max_ep: 100
o 0.9 Inic. ; [-0.1; +0.1]
o_min: 0.001
Parimetros da rede PSOM:
n: 10 X 0.8
m_min: 3 max_ep: 100
N.: 5 &: 2%
o 0.9 Inic.: [-0.1; +0.1]
o_min: 5

Para os pardmetros apresentados acima das redes SOM e PSOM, os resultados da
Tabela 9.26 foram obtidos. Esta tabela traz as seguintes informacdes: para os parimetros
apresentados acima, o algoritmo PSOM em 90% dos casos, atingiu uma arquitetura minima

com 7 unidades de saida e um percentual médio de classificacio correta de 79.5%.
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Tabela 9.26: Comparacio de desempenho entre o algoritmo original (SOM) e algoritmo proposto com

o método de poda (PSOM) para o problema de agrupamento de classes ndo disjuntas.

9.8.1.3 Classifica¢éo de Tipos de Vidro (GLASS)

Para este problema tomou-se os seguintes parimetros:

Parametros da rede SOM:
m: e [5;9] X 0.8
Ne: floor(m/2) max_ep: 100
o 0.9 Inic.: [-0.1; +0.1]
o_min: 0.001

Parimetros da rede PSOM:
m: 15 X 0.8
m_min: 2 max_ep: 100
N 7 & 0.5%
o 0.9 Inic.: [-0.1; +0.11
o_min: 5

Tabela 9.27: Comparacio de desempenho entre o algoritmo original (SOM) e algoritmo proposto com

o método de poda (PSOM) para o problema de classificago de tipos de vidro.
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9.8.1.4 Classificagéo de Tipos de [ris (IRIS)

Para este problema tomou-se os seguintes parimetros:

Parimetros da rede SOM:
M e [3;7] X 0.8
N, Floor(m/2) max_ep:. 100
o 0.9 Inic. : [-0.1; +0.1]
o_min: 0.001

Parimetros da rede PSOM:
m: 15 % 0.8
m_min. 2 max_ep: 100
N 7 E: 15%
o 0.9 Inic.: [-0.1; +0.1}]
o_min: 5

Tabela 9.28: Comparagio de desempenho entre o algoritmo original (SOM) e algoritmo proposto com

SOM: |
vow
e I I N ;

9.8.1.5 Mapeamentos

Para verificar o comportamento das arquiteturas, descreveremos o mapeamento

realizado por algumas estruturas em alguns dos problemas abordados.
Agrupamento de Classes Nio Disjuntas

Como pode ser visto pela Tabela 9.29, para os dois métodos, as unidades de saida
mapearam a mesma quantidade de vetores de entrada, a dnica diferenca foi a classe mapeada
em cada unidade. No algoritmo original, a classe (2) composta pelos elementos que estdo
localizados na regido central do espago de distribuigdo misturaram-se aos demais, causando

erros de representagio maiores que o algoritmo PSOM.
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Tabela 9.29: Mapeamentos efetnados pelos mapas auto organizdveis de Kohonen. Problema das

classes ndo disjuntas. JAM representa a quantidade de elementos mapeados pelo neurdnio indicado.

— — 16. . .3.9
(3) (3) (3) (3) (1)

37 16 | 31 16 | 39
o lowlo ol o

Agrupamento de Tipos de Vidro (GLASS)

O agrupamento dos diversos tipos de vidro para uma arquitetura com sete unidades de
safda € apresentado na Tabela 9.30.

Para este problema, e no caso de uma arquitetura com sete unidades de saida, é
possivel perceber algumas diferengas entre os resultados apresentados pelos dois mapas. A
Secdo 9.1 apresenta detalhes sobre a distribuicdo de cada uma das classes. No algoritmo
original, a classe (4) que contém 13 elementos difundiu-se nas demais; no algoritmo PSOM, a
classe (5) que contém apenas 9 elementos difundiu-se nas outras. Para este problema foi
possivel perceber que classes como a (1), (2) e (3) so facilmente separdveis das demais, a
dificuldade reside nas classes que sdo pouco representativas, como as classes (4) e (5).
Embora a classe (3) possua apenas 17 elementos, os algoritmos ainda sio capazes de

distingui-la.

Tabela 9.30: Mapeamentos efetuados pelos mapas auto organiziveis de Kohonen. Problema GLASS.

(QAM representa a quantidade de elementos mapeados pelo neurdnio indicado.
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Agrupamentos dos Tipos de Iris (IRIS)

Tabela 9.31: Mapeamentos efetuados pelos mapas auto organizdveis de Kohonen. Problema IRIS.

{JAM representa a quantidade de elementos mapeados pelo neurdnio indicado.

3)

A Tabela 9.31 apresenta um resultado que jd era conhecido, ou seja, a classe (1) é

linearmente separdvel das demais. Ambos os algoritmos sdo capazes de identifici-la

facilmente. A diferenga entre os resultados apresentados pelos dois métodos é minima.

9.8.1.6 Utilizagdo do PSOM para o Projeto de Receptores FH-CDMA

Uma das possibilidades do servico de comunicagbes digitais é a investigacdo da
técnica de modulagio de espalhamento espectral utilizando chaveamento por deslocamento
em freqti€ncia. Um sistema FH-CDMA pode ser representado por matrizes de transmissio e
recepgdo. A regra de decisdo que minimiza a probabilidade de erro de mensagem no receptor
€ conhecida por I6gica majoritéria.

A partir de um diagrama de blocos para o receptor de I6gica majoritdria, JUONIOR
(1998) desenvolveu uma anidlise utilizando 0 PSOM com o objetivo de mostrar que suas
operagdes no célculo de valores intermedidrios sio equivalentes aos efetuados em um outro
modelo de rede construtiva por ele proposto. Observando a matriz de pesos sinipticos,
resultante do treinamento do PSOM, verificou-se que as colunas ficaram responsdveis pela
classificacdo das mensagens de entrada. Concluiu-se que o modelo PSOM apresenta

resultados compativeis com outras arquiteturas que utilizam treinamento supervisionado.

9.8.1.7 Comentérios sobre o Método PSOM

Os resultados apresentados mostram que o método proposto é capaz de definir uma
estrutura reduzida que representa os dados com melhor desempenho do que o algoritmo
original. Isso pode ser explicado pelo fato de que o método proposto € reinicializado cada vez

que uma unidade de saida € retirada, ou seja, a taxa de aprendizagem retoma o valor inicial e

220



o raio de vizinhanga a metade do mimero atual de saidas da rede. Este procedimento permite
que o conjunto de pesos definido ao final do procedimento de ajuste anterior seja utilizado
como a nova condico inicial do algoritmo apés a poda.

A aplicagio do algoritmo PSOM ao projeto de receptores FH-CDMA indica a

importancia da utilizago desta arquitetura a problemas de mundo real.

9.8.2 Método de Inicializacdo dos Modelos Baseados em Busca de Proje¢do
(KODIR)

Para que seja mais fécil visualizar os resultados obtidos pelo método proposto no
Capitulo 8, serdo apresentados os resultados considerando-se apenas um espaco de saida

bidimensional.

A Figura 9.6 apresenta a configuragdo final dos vetores de pesos variando-se a

quantidade de vetores distribuidos em um espago de saida de dimensfo 2.

Camguonsie: Frwé do welor de sonon Carguracko bral o v de past Coorgqureic i do vt cr e et

ash a8 / as /

1. Rl / ¥
DO: 0.0623 b0: 0.0950 DO: 0.0683
N=2 N=3 N=4
Configamio I 5 Ve da pasas Contimachc trat oo velor de Dot Coniagts Kl do v de pasos

) £ - a5 o as ¥ 1E X -+ 035 ° .5 1 15 h As B -5 < as 1 15
x

DO: 0.0705 DO: 0.0206 DO: 0.0356
N=5 N=6 N=12

Figura 9.6: Simulagdes do método KODIR para geragio de vetores aproximadamente uniformemente

distribuidos em um espaco de dimensdo 2, onde DO ¢ a distincia do vetor resultante 3 origem e N o

mimero de vetores (direcdes).
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9.8.2.1 Comentérios sobre o método KODIR

Através de vérias experimentagdes verificou-se que o método desenvolvido & capaz de
gerar vetores aproximadamente uniformemente distribuidos em espacos de dimenséo elevada.
Esta caracteristica permite a sua aplicacio como método Gtimo de inicializacdo dos modelos

baseados em busca de proje¢io.
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Capitulo 10

Conclusoes

Neste capitulo visamos apresentar, de forma sucinta, as diversas contribuices deste

trabatho e propor algumas possiveis perspectivas de projetos a serem desenvolvidos como

extensio ou complemento desta dissertacio.

10.1

Contribuicdes

O estudo de redes neurais artificiais com base em conceitos de teoria de aproximaggo de

fungdes e andlise numérica conduz a resultados de andlise ¢ sintese fundamentais para a

aplicacfio destas estruturas conexionistas a variados tipos de problemas nio-lineares.

A arquitetura de rede neural do tipo perceptron de miltiplas camadas (MLP — do inglés

multilayer perceptron) para treinamento supervisionado foi investigada detalhadamente,

resultando:

em estratégias otimizadas de treinamento das arquiteturas MLP;

no estudo dos principios envolvidos no projeto de algoritmos de treinamento
eficientes para redes do tipo MLP;

na compreensdo dos méritos dos algoritmos de segunda ordem, derivados de teorias
avancadas de otimizagio e comparados com os métodos convencionais de
treinamento;

na implementacio de uma grande variedade de métodos de segunda ordem
(incluindo métodos de gradiente conjugado e quase-Newton);

no estudo da capacidade de generaliza¢io dos modelos de redes neurais resultantes;
na comparagio de desempenho de diferentes algoritmos de treinamento quando
aplicados a vdrios problemas cléssicos e de natureza distinta;

em estratégias de redugio dos efeitos indesejdveis associados a minimos locais;

no estudo de estratégias de determinagfio da dimensdo Stima das arquiteturas
empregadas;

em estudos preliminares sobre a implementagio em paralelo destas arquiteturas

Este trabalho foi finalizado com estudos sobre os mapas auto-organizdveis de Kohonen

(SOM, do inglés Self-Organizing Maps), cujo treinamento é do tipo ndo-supervisionado, ¢ foi
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proposto um método de determina¢fo da arquitetura minima, ou quase minima, para este tipo
de rede. Ainda utilizando os SOM's apresentou-se uma nova estratégia de inicializago para o
método de aprendizagem baseado em modelos de proje¢dio. Este método visa explorar ao
miximo o espaco inicial de solugdes, gerando vetores aproximadamente uniformemente
distribuidos em um espaco multidimensional.

As redes auto-organizaveis de Kohonen sdo muito utilizadas para mapear um conjunto
de dados de entrada em regibes definidas em um mapa de saida. Em outras palavras, seu
objetivo € agrupar dados que possuem caracteristicas semelhantes em regides préximas do
espago de saida. Neste contexto, a determinac@o da dimensdo do espagco de mapeamento de
saida permanece uma incOgnita, e uma escolha inadequada desta dimensdo pode levar a
redundincias nas solucdes, assim como a um desperdicio do potencial computacional
utilizado na modelagem da estrutura. A estratégia desenvolvida efetua uma andlise estatistica
do mapeamento feito pela rede durante o treinamento e verifica a existéncia ou nfo da
necessidade de se eliminar unidades redundantes, ou seja, que representam o mesmo grupo de
dados.

Os resultados deste trabalho sdo caracterizados por apresentarem uma vigorosa
formalizagéo tebrica ¢ uma proximidade marcante com outras linhas de pesquisa e atuacio
cientifica ji estabelecidas, particularmente em aspectos vinculados as ferramentas mais
modernas e versdtels empregadas nestas dreas. Estes aspectos se justificam pelo cardter
multidisciplinar das redes neurais artificiais, pela maturidade que caracteriza todas as
contribui¢des envolvendo a drea e pela sua natureza intrinsecamente voltada ao tratamento de
problemas de complexidade elevada.

Qutra contribuicdo relevante deste trabalho foi a proposta de um método de
inicializagdo do conjunto de pesos das redes MLP que visa explorar correlagbes presentes no
conjunto de dados e proporcionar aos neurdnios a capacidade de utilizar informagdes contidas
nas proprias amostras de treinamento para gerar um vetor inicial de parimetros mais
adequado a tarefa a ser desempenhada. Grande parte dos diferentes métodos de inicializaco
do processo de treinamento que se encontram na literatura desprezam as informagdes
existentes nos dados e consideram apenas a arquitetura de rede que est4 sendo utilizada para
definir os pesos miciais. A abordagem € baseada em procedimentos estatfsticos, validados

pelos resultados experimentais obtidos.
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10.2 Extensoées

Existem vdrios topicos relacionados ao tema deste trabalho, cuja abordagem pode ser

viabilizada a partir dos resultados obtidos e apresentados nesta dissertacdo. Dentre eles

podemos citar:

estudos sobre a capacidade de generalizacio das redes utilizando-se teoria de
regulariza¢do e comparagio com os resultados obtidos utilizando-se procedimentos de
validacdo cruzada;

compara¢do de desempenho (incluindo complexidade computacional do processo de
busca) de diferentes procedimentos de busca 6tima do passo de ajuste, como Fibonacci,
Secio Aurea e Falsa Posicdo:

utilizagdo de estratégias que ndo utilizam diferenciacio, como algoritmos genéticos (AG)
e simulated annealing (SA), na determinagio de arquiteturas e pesos 6timos da rede;
verificagdo de desempenho de outros tipos de fungio de ativacio para os neurdnios das
redes do tipo MLP, por exemplo, extraidos de um conjunto de fungfes candidatas:

andlise mais detalhada do efeito bias/varidncia;

estudo de técnicas eficientes para particio do conjunto amostral, em treinamento,
validaciio e teste, garantindo uma maior capacidade de generalizagio da rede treinada:
implementagdo computacional em arquiteturas paralelas dos métodos de segunda ordem;
estudo de métodos construtivos para os mapas auto-organizéveis de Kohonen:

verificagdo de desempenho do método de poda proposto para as redes de Kohonen
utilizando mapas com dimensao igual ou superior a 2;

verificagdo mais abrangente da aplicagdo do algoritmo KODIR (Capitulo 8) para a
geragdo das dire¢Oes iniciais das redes construtivas baseadas em modelos de busca por

projeciio.
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Apéndice A

Conceitos Basicos de Algebra Linear e Notacio

As definicSes e axiomas apresentados a seguir representam uma coletinea de conceitos
basicos de dlgebra linear, fundamentais para a formulagio de boa parte dos resultados
apresentados neste estudo. A inclusdio destes conceitos na forma de apéndice se justifica pela
sua utilizacdo generalizada na apresentacio dos resultados principais deste trabalho. Sendo
assim, no texto da tese, assume-se familiaridade com os tépicos aqui referenciados. Criam-se,
portanto, condi¢Oes para que o texto se ocupe apenas de tépicos mais avancados.

Na apresentagdo que se segue, os resultados sdo apenas referenciados, sendo que
discussdes mais detalhadas podem ser encontradas na literatura (CHEN, 1984; LUENBERGER,
1969, STRANG, 1988; BAZARAA ¢t. al. , 1993).

A.1 Escalar

Uma varidvel que assume valores no eixo dos nimeros reais é denominada escalar. Os
escalares sdo descritos por letras mintisculas do alfabeto romano expressas em itdlico. O

conjunto de todos os escalares reais € representado por R.

x sex=20

¢ O modulo de um escalar real x é dado na forma: ixi z{ 0
—-X se x<

A.2 Vetor

Um arranjo ordenado de n escalares x; € R (i=1,2,...,n) é denominado vetor de
dimensdo n. Os vetores sdo descritos por letras mindsculas do alfabeto romano expressas em

negrito, e assumem a forma de coluna ou linha:
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Para coeréncia de notac@o, salvo mencéo contriria, o texto desta dissertaciio considera os
vetores na forma de coluna. O conjunto de todos os vetores de dimensdo n com elementos

reais € representado por R”.

o Um escalar € um vetor de dimensio 1.

o  Vetor 0,: € o vetor nulo de dimensfo », com todos os elementos iguais a zero. O
subscrito # € suprimido quando ndo hi margem & didvida.

¢ Vetor 1,: € o vetor de dimensfo » com todos os elementos iguais a 1.

¢ Vetor e; € o vetor normal unitrio de dimensdo »n (a dimensdo deve ser indicada
pelo contexto) com todos os elementos iguais a 0, exceto o i-ésimo elemento que €

igual a 1. Neste caso, 1 £i<n.

A.3 Matriz

Um arranjo ordenado de m.n escalares x; (i=1,2,...,m; j=1,2,....n) é denominado matriz
de dimensdo mxn. As matrizes sdo descritas por letras maiisculas do aifabeto romano

expressas em negrito, ¢ assumem a forma:

20 DR v IR T
X={"2 %22 7 o
Xmt Xm2 " X

O conjunto de todas as matrizes mxn com elementos reais € representado por R™”,

Xy;

I

. - . Xy | .
* As colunas da matriz X sdo vetores-coluna descritos por x; =| "¥ |, i=1,...,n.

X mi
* As linhas da matriz X sdo vetores-linha descritos por x, n m[xﬂ Xjp oo xj,,],

J=1,....m.

e  Um vetor é uma matriz com niimero unitirio de linhas e/ou colunas.
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A.4 Conjuntos e operagdes com conjuntos

Um conjunto pode ser definido como uma agregacio de objetos. Os conjuntos sio
descritos por letras maitisculas do alfabeto romano expressas em itlico. Por conveniéncia de

notagdo, alguns conjuntos especiais so descritos por simbolos especificos. Exemplos:

* X: conjunto dos nlimeros naturais
* R: conjunto dos niimeros reais

¢ C: conjunto dos nimeros complexos

O estado légico ou associagdo de um elemento x a um conjunto X qualquer é
representado por

xe X:xpertence a X

X ¢ X: x nfo pertence a X

Um conjunto pode ser especificado listando-se seus elementos entre colchetes

X={X,X5,...,X, }
ou evidenciando uma ou mais propriedades comuns aos seus elementos
X> = {x e X tal que P(x) € verdade} ouX, = {x e X;: P(x)}

As principais operagdes entre conjuntos sio:

» Unido: XuX,={xxeX ouxeX,};

o Intersegio: X, NX, ={x: xe X, e xeX, };

X,NnX,=0 (conjunto vazio) se X; e X, sio conjuntos

disjuntos.
O complemento de um conjunto X é representado por X e é definido na forma:
X={xxe¢X}.
S € um subconjunto de X, se x € § implica x € X. Neste caso, diz-se que § estd contido

em X (§ < X) ou que X contém § (X o ). Se S < X e S ndo é igual a X, entdo S é um

subconjunto proprio de X,
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A.5 Conjuntos especiais de numeros reais

Se a e b sdo nimeros reais (a,b € R), define-se:

[a.b]={x: a<x<b}
(a,b]={x a<x<bh}
la.b)={x a<x<b}
(a,b)={xa<x<b}

Se X € um conjunto de nimeros reais, entdo o menor limitante superior de X, dado por

¥ =supx =sup{x: x€ X},
xeX

¢ o supremo de X, e o maior limitante inferior de X, dado por

x=inf x=inf{x: xe X},
xeX

€ o infimo de X. Se X = <o entdo X ndo € limitado superiormente. De forma andloga, se

X = —ec entdo X ndo € limitado inferiormente.
A.6 Espaco vetorial linear
Um espago vetorial linear (X,3) consiste de um conjunto X de vetores e de um campo

3, sobre os quais estdo definidas duas operacdes:

* Adigdo (+): mapeamento XxX — X tal que, V x, y € X, (x,y) — (x+y) produz x+y
e X.
e Multiplicacdo por escalar (-): mapeamento RxX — X tal que, Vxe XeVae 3,

(a,x) — (a-x) produz a-x e X,

Uma série de axiomas podem ainda ser deduzidos para o espago (X,3):

(1) x+y =y+x (comutatividade na adi¢go)
(2) (x+y)+z = X+(y+2) (associatividade na adicio)
3) ax+y)=ax+ay (distributividade na adicfo)
4) x+0=x {(elemento nulo)
(5) (ab)yx=a(bx) (associatividade na multiplica¢do)
(6) (a+b)yxX=ax+bx (distributividade na multipligdo)
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(7 Ix=x (elemento neutro)

Exemplos: (R, R),(R*,RN), (R™" R), onde n e m sdo inteiros positivos,
A.7 Subespaco vetorial linear

Seja (X,S) um espaco vetorial linear e S um subconjunto de X. Diz-se entfio que (5,3) é
um subespago linear de (X,3) se S forma um espaco linear sobre 3 através das mesmas

operacdes definidas sobre (X,3).

A.8 Variedade linear

A translacio de um subespaco € chamada de variedade linear. Uma variedade linear V
pode ser descrita na forma:

V=x+35,

onde (5,3) € um subespago linear de (X,3) e x é qualquer elemento de X.
A.9 Conjunto convexo

Diz~se que um conjunto X em um espago vetorial linear é convexo se dados quaisquer
elementos x;,X; € X, todos os elementos da forma ax, + (1-a)x;, com 0 <a < | também estio

em X. S3o conjuntos convexos:

* 0 conjunto vazio, por definicio; *  subespagos;
» variedades lineares; * intersegdo de conjuntos convexos.

As propriedades de convexidade e ndo convexidade estdo ilustradas na Figura A.1.

() (b)

Figura A.1: Convexidade. (a) Convexo. (b) Ndo convexo.
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A.10 Combinacéao linear e combinagao convexa

Seja § = {X1, X3, .., X;} um subconjunto de um espago vetorial linear (X,3).
Combinagdes lineares de elementos de § sdo formadas através de
QX +a,X,++a, X,
onde a;, as, ..., G, € 3.
O conjunto de todas as combinacGes lineares de elementos de S é chamado de

subespago gerado e € representado por [S]. [S] € um subespago linear de (X,3).

~ . . n -
Se os escalares ay, a3, ..., a, € 3 sfo tais que @; 2 0 (i=1,2,...n) e 2,-— a; =1, entdo a

1

combinagio linear € chamada combinacdo convexa dos elementos X, X3, ..., X, € X.
A.11 Dependéncia linear

Diz-se que um vetor x € linearmente dependente em rela¢do a um conjunto de vetores S
se X pode ser expresso como uma combinacdo linear de elementos de S, ou seja, se x € [S].
Caso contrério, diz-se que x € linearmente independente em relagdo ao conjunto S. Um

conjunto de vetores X, X, ..., X, ¢ linearmente independente se e somente se a equacio

n s r .
2;—1 a;X; =0 tem como dnica sohigo a; =0, i = 1,2,....n.

A.12 Base e dimensao de um espaco vetorial linear

Um conjunto § de vetores linearmente independentes forma uma base para (X,3) se §
gera (X,3). Se § = {xi, Xo, ..., X,} é uma base para (X,3), entfio diz-se que o espaco vetorial
(X,3) € de dimensdo n (ou n-dimensional). Qualquer outra base para o mesmo espago (X,3)
possui 0 mesmo mimero r de elementos.

Qualquer y € X pode ser expresso na forma:

ytblxl +b2X2‘*“"+bnxn =[Xi XZ e X
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onde b:[bI by v+ bn]T ¢ a representagdo de y na base S (o superscrito T representa a

operacio de transposigio).
A representagdo de um vetor numa determinada base é dnica.

Se n ¢ finito, diz-se que o espago vetorial (X,3) é de dimensio finita. Para n infinito,

(X,3) é dito ser de dimens&o infinita.
A.13 Produtos entre vetores

Produto interno

O produto interno € uma fungdo fp: R"xR" — R que associa a cada par de vetores

X, ¥ € R" um escalar dado por:
Xy) =Xy = xiy1 + X232 + - + Xy,

onde x = [x; x; - xn]Tey=DH Y2 yn]T-

Produto externo

O produto externo € uma fungio fpz: R™R" — R™" que associa a cada par de vetores

xe R™ y e R" uma matriz de dimensio mx»n definida na forma:

MY XYy oo 1 Yn
X yExy’ = x2:y1 .
xmyl o xmyn

A.14 Norma, semi-norma e quase-norma

A norma € uma fungfio fy: K" — R que associa a cada vetor x € R” um escalar

representado por [[x||. A norma satisfaz os seguintes axiomas:
e [x[20, VxeX; |x|=0=x=0;
o |x+y|<Ix|+[5], Vx,yeX (designaldade triangular);
o |ax|=|djjx], VxeX, Vae$3.

Dentre as fungdes fy que atendem a estes axiomas, é possivel destacar:
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" p
* “XHP:[Z[;:JP] (norma p);

i=1

[
o Parap=1temese x|, =D |x;

i=]

>

112
n
e Parap=2tem-se [x], =(x,x)"* = (}(Tx)”2 = [leflzJ (norma euclidiana);
i=1
e Parap = e tem-se |x| = max|x,]|.
]

A semi-norma € uma funcgio fov: R" — R que satisfaz todas as propriedades de norma,
com excegdo do primeiro axioma. O subespago linear Xy — K" onde ||x]| =0 é denominado

espaco nulo da semi-norma.

»

A quase-norma € uma funcio fon: R" — R que satisfaz todas as propriedades de

norma, com excecdo do segundo axioma (desigualdade triangular), o qual assume a forma:

o |x+yl|<b(x|+ly]) ¥Yx.yeX, com beR.

Os conceitos de norma, semi-norma e quase-norma sio fundamentais para a definicdo

de propriedades topolégicas.
A.15 Vetores ortogonais e ortonormais

Dois vetores X, y € R" sfio ortogonais entre si, x Ly, se o seu produto interno se
anula:

xly={&xy)=0.
Além disso, se (x,x) = (y,y) = 1, entdo os vetores X, y € R" sdo ortonormais entre si.

Um vetor x é ortogonal a um conjunto S{(x 1 ) se (x,s)=0,Vse S.

A.16 Relacao entre produto interno e norma euclidiana

A desigualdade de Cauchy-Schwartz-Buniakowsky
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(3} < (xx)y,y) =[xy < I, ],

estabelece uma importante relagdo entre produto interno e norma euclidiana. A igualdade é

valida se e somente se os vetores X e y estiverem alinhados.
A.17 Projecao de um vetor em uma determinada direcéo

Dado um espago vetorial linear X, seja y € X um vetor que fornece uma determinada

diregdo. A projecio de qualquer vetor x € X na direcdio de y é dada na forma:

xy) vy _xTy
(y,y)IIZ (y,y)uz yTy

proj, (x) =

A.18 Vetores ortonormais gerados a partir de vetores linearmente

independentes

Apesar de todo conjunto de vetores ortonormais ndo-nulos ser linearmente
independente, nem todo conjunto de vetores linearmente independentes é ortonormal, mas
pode passar por um processo de ortonormalizagio, como segue.

Dado um conjunto de m vetores n-dimensionais (m < n) linearmente independentes

{x1, X2, ..., X}, € sempre possivel estabelecer uma combinac¢io linear adequada destes vetores
que produza m vetores n-dimensionais mutuamente ortogonais {u, uy, ..., W,} que geram o
mesmo espaco. Além disso, se os vetores w; (i=1, ..., m) apresentarem norma unitdria, eles sio
mutuamente ortonormais,

Um conjunto de vetores ortonormais {u;, s, ..., u,,} pode ser obtido a partir de um
conjunto de vetores linearmente independentes {X,,X,, ..., X} através do processo de

ortogonalizacio de Gram-Schmidt, o qual pode ser dividido em duas etapas:

Etapa (1) ¥ =X,
-1 2
Yz'mxz“ (Xr’y..’)yj, 122,. .m
i=1 (yj’yf)
Et =i j =
apa (2) W m—— i=1, .., m
(¥i,¥:)
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Com isso tem-se
U = 11X
Uz = anX; + dnXs

W3 = d X + a3X; + dsXs

com a; > 0 (i=1,...,m). Certamente existem outros processos de ortonormalizacio mais gerais,

que ndo impSem qualquer tipo de restricdo aos coeficientes a;; (i 2 J; i,j=1,...,m).
A.19 Algumas propriedades de matrizes

Simetria

Uma matriz A = {a;} de dimensio nxn € dita ser simétrica se a; = aji, Lj=1,2,....0.

Inversdo

Dada uma matriz A de dimensio nxn, se existe uma matriz B de mesma dimensiio tal

que AB = BA =1 entfio B € tinica e é denominada a matriz inversa de A, ou seja, B = Al

Pseudo-inversdo
Dada uma matriz A de dimensiio mxn, sempre existe uma matriz B satisfazendo as

seguintes igualdades:

o ABA=A; e BAB=B; e (AB)Y = AB; e (BA) =BA:

A matriz B, geralmente denominada A®, é tnica e é conhecida como a inversa de
Moore-Penrose ou a pseudo-inversa da matriz A. A matriz A® pode ser diretamente
determinada através da decomposicio de A em valores singulares.

Se a matriz A € de posto completo, ou seja, se p(A) = min(m,n) (veja definicio mais
adiante), a pseudo-inversa é dada na forma:

o sem<n p(A)=meA’=ATAATY;

e sem>n, p(A)=neA=(ATAY'AT;

o sem=npA)=m=neA"=A"
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Portanto, se A € uma matriz inversivel (matriz quadrada e de posto completo), a

pseudo-inversa € igual a inversa.

Cofator
Dada uma matriz A de dimensio nxn, o cofator do elemento a; (ij=1,2,....,n) é dado na
forma:
cy = (ml)"ﬁ m
onde m; € o determinante da matriz formada eliminando-se a i-ésima linha e a j-ésima coluna

da matriz A.

Determinante

Dada uma matriz A de dimensio nxn, o determinante de A é dado na forma:

Z:;; a;Cy;, para qualquer i
Al = det(A) = ou

n

i a;c;, para qualquer j

onde ¢; € o cofator do elemento a;.

Seja A=[a, . a; - a,] (1<j<n). O determinante de A possui as seguintes

propriedades:
e [Invarifncia: det([a; Ay e an}) = det({a1 @y ta e an}), J#k,
1<),k <

* Homogeneidade: det({a1 - ba; - a,,]) :b.ciet([a1 SR FRRLL an})

Com isso, se B é uma matriz obtida de A pela troca de duas de suas colunas, entdo

det(B) = —det(A).

Traco
Dada uma matriz A de dimensio nxn, o trago de A, representado por tr(A), é a soma

dos elementos da diagonal de A, ou seja:

tr(A) = i &;
i=1

243



Adjunta
Dada uma matriz A de dimensio nxn, a adjunta de A, representada por adj(A), ¢ dada

na forma:
adi(A) = { a; }
onde a,-’j = ¢j;, 0 cofator do elemento aj.

A.adi(A) = det(A)T_
adj(A). A = det(A).I det(A)

]

Sdo vdlidas as seguintes igualdades: {

Singularidade
Diz-se que uma matriz A de dimensdo nxn € singular se det(A) = 0. Caso contrério,
diz-se que A é ndo-singular. Como A™' = adj(A)/det(A), A admite inversa se e somente se

det(A)} # 0, ou seja, se A é nfo-singular.

Range e posto

O range de uma matriz A de dimensdo mxn é um subespaco do R”™ definido na forma:
R(A)= {ye R™: y = Ax, paraalgumx e 9?”}.

Portanto, R(A) é dado pelo conjunto de todas as possiveis combinaces lineares das
colunas de A. A dimensdo de R(A) € denominada posto da matriz A e é representado por
p(A). O posto € o nimero de colunas linearmente independentes de A.

Como p(A) = p(A", o posto pode ser também considerado como sendo o nimero de
linhas linearmente independentes de A. Se n 2 m e p(A) = m, entdo R(A) = R™, donde se

conclui que

dim{R(A)} = p(A) = p(A") < min(m,n).

Nulidade

O nulo de uma matriz A de dimens&o m>n € um subespago do R”* definido na forma:

N(A)A{xeR": Ax=0}
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A dimensdo de N(A) € denominada nulidade da matriz A e é representada por v(A). A

nulidade e o posto estdo relacionados por:
V(A) +p(A) =n
Sdo propriedades importantes: ~ N(A) LR(A")no ®K*  NA") L R(A) no R"
Autovalor e autovetor
Seja uma matriz A de dimensfio nxn. Diz-se que um escalar A € € (conjunto dos

nimeros complexos) é um autovalor de A se existe um vetor nio-nulo x € C", chamado de

autovetor associado a A, tal que
Ax =2Ax.

® Ax = Ax pode ser reescrito como (AI - A)x = 0;

o IxeC’, x=0tal que (A\I-A)x =0 se e somente se det(Al-A)=0;

o A(A)2det(M - A) é o polindmio caracterfstico de A;

e Como o grau de A(A) é n, a matriz A possui n autovalores.
Positividade

Uma matriz A de dimensio nxn ¢ dita ser definida positiva se e somente se

<XAX>=xXAX>0,Vxe R*, x#0,

ou, de forma equivalente, se todos os seus autovalores forem positivos.

Uma matriz A de dimensgo nxn ¢ dita ser semi-definida positiva se e somente se
<X AX>=xAx20,Vxe R,

ou, de forma equivalente, se todos os seus autovalores forem ndo-negativos.
Uma matriz A de dimensfo nxn é dita ser definida negativa (semi-definida negativa) se

—A ¢ definida positiva (semi-definida positiva).
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A.20 Teoremas envolvendo propriedades de matrizes

Teorema: Seja A uma matriz de dimensio mxn e considere o sistema de equacgdes lineares

Ax =y . E possivel afirmar que:

1) Dados A € R™ ey € R™, existe x € R" tal que Ax =y se e somente se y € R(A), ou seja,
se € somente se y puder ser expresso como uma combinagio linear das colunas de A.

Nota: ye R(A) = p(A)= p([Afy]) .

2) Dado A € R™, para todo y € R” existe x € R" tal que Ax = y se e somente se
R(A) =R"™.
Nota: R(A)=R" = p(A)=m

Teorema: Seja A uma matriz de dimensfo mxn tal que p(A) = m. Entio a matriz

Q = AA” € R™ ¢ definida positiva.

Teorema: Seja A uma matriz de dimenséo nxn. Entdo os autovetores associados a autovalores

distintos sdo linearmente independentes.

Teorema: Seja A uma matriz simétrica de dimensdo nxn. Entdo os autovalores de A sio reais e

autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais.

Teorema: Toda matriz A de dimensdo mxn que tenha posto unitdrio pode ser fatorada na

forma A = uv’, para algumu e R"eve R"
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