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RESUMO

Os c6digos corretores de erros s30 hoje largamente utilizados em
diversos sistemas de armazenamento, processamento ou transmissio de informagio
digitalizada. Entretanto, existem ainda hoje vérios problemas de Implementagio
fisica de cddigos eficientes. A grande dificuldade reside na implementagio de

decodificadores para cddigos longos ou para certos cédigos multinfveis.

Uma técnica muito eficiente de utilizag@io de cdédigos consiste na
concatenagic de dois ou mais cddigos que em geral sdo decodificados
isoladamente. Recentemente, todavia, tém surgido técnicas onde um
decodificador recebe informagio de confiabilidade do decodificador anterior.
Dessa forma, ganhos adiclonais podem ser conseguidos sem aumento significativo

da complexidade total.

O objetivoe deste trabalho € estudar estas téenicas recentes e propor
alteragdes que podem levar a uma maior eficiéncia computacional. Para isso,
sdo estudados os sistemas concatenados com um cddigo interno e um eédigo
externo. Neste iltimo, utiliza~se um c¢ddigo de Reed-Solomon onde uvma
decodificagio com decisio suave pode fornecer ganhos da ordem de 2 dB em

relagdo i decodificacio com decisido abrupta.
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NOTACAO
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distancia minima para um comprimento i de um cdédigo convo-
lucional.

soma modulo 2.

pardmetros de um cédigo Interno em um sistema de dois
cédigos concatenados.

pardmetros de um cédigo externo em um sistema de dois
cddigos concatenados.

poténcia de um ndmero primo.

corpo de Galois de extensio m, m inteiro ndo nulo, sobre
GF(p).

mondmio associado & palavra cddigo c.

matriz identidade (n-k)x(n-k).

matriz identidade kxk.

vetor obtido por decisio abrupta.

1-€simo estado de um decodificador de Viterbi.
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INTRODUCAO

Neste trabalho Iniciamos com um revisio das técnicas de
decodificacio de cddigos corretores de erros, comegando com os decodificadores
que utilizam decodificagio abrupta e conclulndo com os que utilizam
decodificagao  suave. A seguir analizamos a utilizacio destas técnicas de
decodificacio em estruturas que utilizam cédigos concatenados. Neste momento
surge o algoritmo de Battail que tenta solucionar os problemas decorrentes da
utilizagio da decodificagao suave nos estdglos intermedidrios do

decodificador para cddigos concatenados.

Ocorre que a utilizagdo do algoritmo de Battail necessita de uma
forma ndo usual de representagdo dos c¢ddigos corretores de erros. S3o entdo
estudadas as estruturas de treliga que facilitam a implementagio do algoritmo.
Para resolver o problema da transferéncia de confiabilidade entre os estdgios
de decodificagio utilizamos o decodificador de Hartmann e Rudolph que possibi-

lita esta tranferéncia.

Assim, da unido do algoritmo de Battail com o algoritmo de Hartmann
e Rudolph na decodificacio de cdédigos concatenados, apresentamos o Algoritmo

de Battail Modificado para decodificagio de cédigos concatenados (ABM).

Em seguida, apresentamos uma forma adicional do ABM que deve ser
utilizada principalmente na decodificagio de cédigos longos. Finalmente,
avaliamos o desempenho destes decodificadores, medido em termos de probabili-

dade de erro de bit, através de simulagdo em computador.

iv



CAPITULO 1

CONCEITOS BASICOS

1.1. INTRODUCAO

Neste capitulo apresentaremos uma breve descricio dos conceitos a
serem utilizados ao longo deste trabalho. Iniciaremos com os conceitos de
cédigos lincares sobre um corpo finito, cddigos ciclicos, c¢ddigos de
Reed-Solomon e cédigos convolucionais. A seguir descreveremos os cédigos
lineares concaienados e finalmente a decodificagio de cédigos com safda
ponderada como instrumente na decodificagdo de ¢dédigos lineares concatenados.
Utilizaremos, para tanto, alguns conceitos de dlgebra moderna [13] que serio

descritos nos Apéndices.

1.2, CODIGOS DE BLOCO LINEARES

Considere Vn 0 espago vetorial formado por todas as é&nuplas sobre um
corpo de Galois GF{q}, onde q € uma poténcia de um nimero primo. Assim,
definimos € como sendo um cédigo linear de pardmetros {n,k) sobre o corpo base
GF(p) se e somente se¢ & < vV ¢ um subespago vetorial, onde k € a dimensio do

cédigo G.

Um  parémetro importante a ser considerado € a  distincia

minima de Hamming de €. Por definigio,
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d = MIN {d {e,¢’') :¢c,c’ € & c#c’} {1.1)
min H

onde dH(c,c’), ¢, ¢ € B, ¢ a distincia de Hamming entre ¢ e ¢, dada pelo

nimero de simbolos distintos, posig3o a posigio entre ¢ e ¢’,também chamado de

peso de Hamming de c~c’.

Assim, para um cddigo linear

clmiu = MIN {w(c) ,ce6;¢c= 0} (1.2)

onde w(c) € o peso de Hamming de ¢ [13].

Este parametro € largamente utilizado quando da avaliagio do
desempenho de cédigos lineares. Contudo, nio € o inico indicador para um bom

cédigo. Definimos ainda capacidade de corregio de um cddigo como sendo

. |4 -
t-LzJ, {1.3)

onde d € a distincia minima do cddigo e L—l representa a parte inteira

contida no argumento.

1.2.1. Descrichde dos Cédiges

Desde que um cédigo € um conjunto de énuplas, a sua enumeracgio seria
suficiente para descrevé~lo. Contudo, isso se torna impraticdvel quando se
estd considerando cdédigos de parimetros q ou k elevados, desde que €N = qk.

Recorremos, entfo, i caracteristica linear do cédigo para descrevé-lo através

de matrizes.
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Seja € um cédigo linear sobre GF(q) de parimetros {n,k). Seja uma
matriz G, constituida de k linhas ¢ n colunas, que tenha como conjunto de
vetores linha uma base para €, podemos mostrar que & € o espago linha de G.
Esta matriz € chamada matriz geradora de €, Uma outra maneira de descrever € €
através da matriz de paridade H. Essa matriz € definida como sendo a matriz
geradora do cdédigo € que € o cédigo dual a €. Por sua vez, 6§ € definido como
sendo o complemento ortogonal do subespago vetorial € em Vn. Desta forma,

podemos descrever € tanto através da matriz H quanto da matriz G.

Um cédigo & de parimetros (n,k) estd em forma sisteméitica se cada
palavra cddigo ¢ € € possui em suas k primeiras posigdes os coeficientes

da combinagdo linear das k linhas de G, matriz geradora de €, que produziu c.

1.2.2. Céddiges Ciclices [13]

A estrutura dos cddigos lineares € regida pelos conceitos de estru-
turas alg€bricas como corpos, classes laterais, etc. Ou seja, por uma 4lgebra
clementar. Assim como os cddigos ciclicos consistem de uma extensio dos codi-

gos lineares, as estruturas que regem os cédigos ciclicos correspondem a uma

extensio daguelas utilizadas em cddigos lineares.

Considere um cddigo linear € de paramentos (n,k). Seja v € B,

¥y = (vl,...,vﬂ), v, € GF(p) Vi. Chamamos de deslocamento ciclico de v o vetor

v o= (vn,v s Voo e vn_l}. O codigo € serd dito ciclico se sempre que v € €

1 2

entdo v' € €.

Dizemos que um cddigo ciclico sobre GF{g) ¢ um ideal em um anel de

polindmios sobre GF{(g), assim como um cédigo linear € um subespago vetorial de
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um espago vetorial sobre GF(q). Podemos ainda dizer que um cédigo ciclico

sobre GF(q) € um subespago vetorlal c¢iclico de um espago vetorial em GF(p).

Uma outra maneira de se caracterizar um cddigo ciclico € através das
raizes de um polindmio chamado polinémio gerador do cédigo ciclico. Assim,
seja {f(x)} uma classe de residuos para um anel de polindmios sobre GF(g) e
sejam &, ..,  elementos de algum corpo de extensio de GF(g). Entio {f(x)}

estd no cdédigo ciclico € se e somente se @, e forem rafzes de f(x).
Neste caso, g(x), o  polindbmio gerador do cédigo ciclico €, ¢ dado por
glx)= MMC(ml(x), ..... , mr(x)), sendo mi(x) a fungio minima de ., i=1, ..., r.

Em geral, supde-se que nfdo hd rafzes miiltiplas no conjunto {cxi}.

Dentre  os  cdédigos ciclicos, existe uma classe de cddigos de
interesse em nosso trabalho, os e¢ddigos de Reed-Solomon (RS). Os cddigos RS
sdo largamente utilizados em estruturas concatenadas por sua capacidade de
corregio de blocos de erros e por serem 6timos segundo o critério da distancia
minima de Hamming, jd que sio cédigos de méxima separagio, ou seja, para oS

cédigos de Reed-Sclomon dmia =n-k +1

Se € € um cddige de Reed-Solomon, entfo {f(x)} estd no cddigo € se e
somente se «, n:z, e o9 sdo raizes de f{x), onde a € GF{g), f(x) & um

polinémio sobre GF(g) e g uma poténcia de um nimero primo. Neste caso, € € um

cddigo de parametros n = ordem {«) ¢ d = n-k+1, onde d = dmm.

Existe ainda a possibilidade de se representar um c¢édigo ciclico
através de matrizes. Sendo o cddigo ciclico um ideal para uma 4lgebra de
polindmios sobre um dado corpo base, ¢ ideal deve possuir um polindmio gerador
que se for monico (Apéndice B) deverd ser idnico. Este polindmio gerador pode

ser usado na construg@o da matriz G geradora do cdédigo.

Seja € um cddige ciclico sobre GF(q) de parimetros (n,k) e seja
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g{x) seu polinémio gerador. Entfo, a matriz geradora de § ¢ dada por

go gi gr 0
0 go gr-l gr 0
G =
o o o 0 g 3
sendo g(x) = g +gX+ ..+ g x" ¢ r=k.

1.2.3. Decodificagio dos Cddigos

Em geral, dado um vetor recebido r e um cédigo € sobre um
corpo GF(q), a decodificacio por decisdo abrupta € feita escolhendo-se ¢ € €

tal que

dH(F,c) = {w(c—-;) ,ce B } (1.4}

¢ minima, onde r ¢ obtido através da decisio abrupta sobre cada componente do

vetor recebido r ¢ w(c~r) é o peso de Hamming de c-r.

Este tipo de decodificagio € denominada decodificagio de minima
distancla por decisio abrupta. Observe que r deve ter componentes em GF(g) ¢
que a decodificacio descrita acima € tal que a distincia de Hamming seja
minimizada. Outros tipos de métrica, tals como a distincla Fuclideana, podem

tammbém ser utilizadas.

Um exemplo para este tipo de decodificagio € o arranjo-padrio onde o
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espago Vu € decomposto em classes laterais (cosets) que tém como Ifderes as

palavras de menor peso dentro da classe.

O critério de minima distincia € equivalente ao critério da Miéxima
Verossimilhanga e minimiza a probabilidade de erro de palavra quando as pala-

vras cddigo sio equiprovdvels. Neste caso, ele coincide também com o critério

do Miximo a Posterior! (MAP).

O decodificador para o canal gaussiano scleciona palavras cddigo de
maneira a minimizar a distincia Euclidiana em vez da distincia de Hamming.
Neste caso, dizemos que o decodificador efetua uma decodificagio por decisdo
suave, pois as amostras ou simbolos recebidos s3o quantizados em niveis

(geralmente estes simbolos sio quantizados em 2° nfveis com s = 3,4 ou 5).

Pode-se mostrar [4] que a decodificacdo suave apresenta um ganho
assintético da ordem de 3 dB sobre a decodificacio abrupta, desde gque se

utilize uma modulagio antipodal para transmissio dos simbolos e que esta

transmissdo ocorra em um canal gaussiano.

1.3. CODIGOS CONVOLUCIONAIS {14]

Os cddigos convolucionais diferem dos cédigos de bloco por possuirem
um codificador com memdria. Ou seja, as n safdas codificadas em um dado
instante de tempo dependem nio sé das k entradas naquele instante de tempo mas

também de v entradas anteriores, isso para um cédigo de parametros (nk,v).

Um cdédigo convolucional pode ser implementado através de um circuito

linear discrete. Se os parimetros do cddige sfo {n,k,v), entdo n serd o nimero
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de safdas, k serd o nimero de entradas e v serd o tamanho da memdria utiliza-

da pelo circuito linear discreto.

Consideremos um exemplo simples como ilustragio. Seja um cddigo convo—
lucional bindrio de parimetros (2,1,3) que pode ser implementado como mostra a

Figura 1.1, onde o vetor w € a entrada e os vetores vm e \r(:M formam a

saida.
v (1)
—— 0
-
u K___‘i.
H 1
v(2)
Fig. 1.1. Um codificador bindrio convolucional (2,1,3)
Considerande  adicio em GF(2), a seqgiéncia de  informagio
U = (uo,nl,...) entra no codificador bit a bit e as seqgiéncias codificadas

S (Vin’ ey

L e v{z) = (viz), vu), ...) podem ser obtidas de

1

_— * g{l) (1.5)

ey . g

il
=

{1.6)

ou seja, cada P pode ser obtida através da convolugio da entrada w com a

®

respectiva resposta impulsional g , i = 1,2. Para o codificador da

Fig 1, g =001DegP =011

{1)

. P . 2 s
Resta ainda multiplexar as duas safdas v € v() de maneira que

(v(i)v(Z),v(E)v{ZJ
I+ o 1 i

, ...} seja a saida codificada.
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1.3.1. Descricfe dos Cédigos Convolucionals

Pode-se definir uma matriz geradora para o c6digo convolucional a
partir de suas respostas impulsivas, também denominadas seqiiéncias geradoras.

No caso da Fig. 1.1, temos

" (1) (2 1) (2 1) (2
g( )g() g( )g() _g( )g{)

o o 1 i R PR Y]
(1) (2) (1) () (1) ()
o Bo v-1 B By B,
G = - -

onde os vazios correspondem a zeros. Podemos, entfo, escrever

veuG (1,7)

onde as operagdes sio em GF(2). A matriz G € semi-infinita porque o

comprimento de u € semi-infinito.

Para um cddigo convelucional (n,k,v) codificado por um circuito
linear de k entradas, n saidas e de memdria v, podemos definir a matriz

geradora da seguinte forma

onde
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) (2) (n)]
i1 By By
(1) (2) {n)
2,1 P21 77 gz,i
G =
1
1y (2) (n)
__g o gk.l gk, }

sendo git) a j-ésima componente da seqliéncia geradora associada & entrada i e

saida t.

Com a definigio de G torna-se mais fédcil definir o pardmetro v do
cédigo. Seja ki a memdria associada h i-ésima entrada, com i1 = 1, ..., k. A

memdria do cddigo € entdo definida por

v = max ki (1.8)
i

A restrigio de comprimento K (constraint length) de um cédigo convolucional

¢ definida por [14]
K2nw+ 0 (1.9

que pode ser interpretada como sendo o miéximo nimero de saidas codificadas

que podem ser afetadas por um bit de informacio.

Assim como os cdidigos de bloco, os cdédigos convolucionais possuem

critérios de distincia importantes na andlise de sco desempenho. Desta {orma,

definindo

vl = (3 e ey o @) ey
i 1] [+] [+] i H i i i i

(a] = (u{l}uiz} u{k}’ u{i)u(ﬂ u{k) o u(l)ufl’}m nfk) )
i o o 0 i 1 i i i i
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a distancia minima do cédigo € definida por

d, & min (@ (v, IvD) ¢ Iw] = ]

= min {w(v)i : [n]0 =0} (1.10)

onde v € a palavra cédigo associada a u e o fndice i é um inteiro nio nulo. Um

outro pardmetro bastante utilizado na avaliagio de cédigos convolucionais ¢ a

distancia livre dFREE do cédigo, dada por
dFREE = lim di (1.11)
i=w

1.3.2. Decodificagfio de Cddigos Cenvolucionais

Existem vdrias técnicas de decodificagio de cddigos convolucionais.
Normalmente, cada uma dessas técnicas € descrita através de um algoritmo, que
surge como uma forma de implementacio da mesma. O algoritmo de Viterbi (AV)
corresponde a técnica mais largamente empregada na decodificagio dos cddigos
convolucionais, apesar de sua complexidade computacional crescer
exponencialmente com o comprimento e ndmero de estados do cddigo. Em geral,
para um K muito elevado utiliza-se decodificagiio seqiiéncial [14), algoritmo de

Fano por exemplo, em vez do algoritmo de Viterbi na decodificagio de cdédigos

convelucionais.

No sentido de se compreender o algoritmo de Viterbi, € preciso
introduzir o conceito de diagrama de trelica. Este diagrama ¢ obtido

considerando-se cada combinagio possivel nas posi¢cdes de memdria do c¢édigo e

i0
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das posicdes de entrada ¢ obtendo-sc transigbes de estados através do
codificador. Por exemplo, considere o cdédigo (3,1,2) dado pelo codificador da
Fig. 1.2, onde u corresponde ao vetor de¢ entrada do codificador e v(l), v{z} €

v(3) formam a safda codificada pelo codificador.

A treliga para este cdédige e a tragetdria correspondente a uma se-

quéncia de informagdo de comprimento L = 5 € dada na Fig. 1.3.

Fig. 1.3. Trelica para o cédigo (3,1,2)

i1
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E interessante agora definir uma métrica para esta treliga.

Se utilizarmos o critério da Mdxima Verossimilhanga uma métrica étima seria

L-1
Mr/vD) =} M(r /v) (1.12)
i=o
onde
A
M(ri/vi) = log P(ri/vi) (1.13)
sendo
P(ri/vi) = probabilidade de ocorréncia da componente r, dado o bit
v,
1
r=1{r, .., r )} o vetor recebido
o L-1
v = (vo, ees vL—l) o caminho de comprimento L na treliga
O

algoritmo de Viterbi produz o caminho de mixima Verossimilhanca
quando utiliza a expressio (1.12) como métrica e serd apresentado no Capitulo
2. Existem ainda algoritmos sequenciais utilizados na decodificagdo dessa
classe de cédigos, come por exemplo o algoritmo de Fano e o algoritmo stack.
Tais algoritmos surgem no sentido de superar algumas limitagdes do algoritmo

de Viterbi, mas apresentam desvantagens que 2s vezes ndo podem ser toleradas.

Os algoritmos seqlienciais nio serdo estudados neste trabalho.

12
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1.4. CONCATENACAO DE CODIGOS LINEARES

O concelto de concatenagio de cdédigos fol iniclalmente introduzido
por Fornmey (1966) ¢ surge como um recurso para se obter cddigos longes a
partir da combinagio de cddigos curtes. Um possivel esquema consiste em
codificar a saida da fonte através de um cddigo sobre GF(qg), onde q & uma
poténcia de um mimero primo, denominado cédigo externo (n I’k 1}' A seguir, cada
simbolo do cddigo externo, que sio elementos de GF(q), € codificado através de
um cédigo (nz’kz) denominado cédigo interno.

Apds a safda do canal, o decodificador interno recupera cada um dos
simbolos até formar uma seqiiéncia de n, simbolos sobre GF{g). A partir desta

seqiiéncia o decodificador externo deve recuper a informagdo transmitida.

A codificacio concatenada pode ser representada como na figura

abaixo

N COD.EXT. CODJNT.
CANAL
SE DEC.EXT. DEC.INT,

Fig. 1.4 - Esquema de cdédigos concatenados

O conjunto formado pelo codificador intermo (cod. int.), canal e
decodificador interno (dec. int.), figura 1.4, € denominado supercanal, que

pode ser considerado como scndo um canal digital. Uma vez que o decodificador
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externo corrige surtos de erros de tamanho limitado, haverd problemas caso
ocorram surtos de erros muito longos na safda do supercanal. Quando isto
ocorre, utiliza-se um dispositive denominado par embaralhador/desembaralhador
que tem por fungdo promover a independéncia entre os simbolos adjacentes
decodificados. Além disso, este dispositivo pode também ser utilizado para
promover o© casamento entre os codificadores interno e externo, quando nio
ocorre uma atuacdo direta do cdédigo interno sobre os simbolos do cédigo
externo, ou secja, quando m # kz onde m € um inteiro nio nulo tal que o cédigo
externo scja definido sobre GF(p™). Assim, quando m = k2 dizemos que os

c6digos Iinterno e externo estio casados [14].

Dentre os esquemas de decodificagio conhecidos, existe uma classe de
decodificadores que utiliza uma informacio sobre a qualidade do simbolo
decodificado, nio s6 o seu valor discreto. Como exemplo, temos o Algoritmo de
Viterbi que atua sobre os valores reais dos sfmbolos recebidos ou sobre
valores suavemente quantizados. Tal classe de decodificadores efetua uma

decodificacio com decisio suave.

Observe, mna figura 1.4, que o decodificador interno recebe os
sfmbolos transmitidos a partir da safda do canal. Desta forma, o decodificador
interno recebe toda a informagio disponivel sobre cada simbolo recebido,
podendo sempre efetuar uma decodificacio suave. Por sua vez, o decodificador
externo recebe os simbolos  decodificados pelo  decodificador  interno.
Conseqlientemente, uma  decodificagio svave torma-se¢ impossivel caso o
decodificador interno ndo entregue também alguma informagido a respeito da
decodificagdo de cada simbolo. Quande o decodificador interno entrega ao
decodificador externo alguma informagio a respeito da decodificagio de cada

simbolo, ndo s6 o resultade de mesma, a decodificagio & dita decodificagiio com

14
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saida ponderada. Caso contrédrio, dizemos que a decodificagio é abrupta.

A decodificagio dos simbolos pelo decodificador interno deve ser tal
que a atuagio do mesmo entregue ao decodificador externo a informagio a
respeito  do simbelo, ou parte dela, recebida do canal, por exemplo, o
decodificador internc pode informar qual a chance de cada um dos simbolos
ter sido codificado corretamente através de uma medida de probabilidade. Quan-
to "maior" for a quantidade de informagio entregue pelo decodificador interno,
melhor serd o processo de decodificagio suave efetuado pelo decodificador
externo, no caso podemos dizer que quanto mals precisa for a medida de proba-
bilidade entregue pelo decodificador interno melhor serd o processo de decodi-

ficagdo com saida ponderada cfetuado pelo decodificador externo.

Caso o decodificador interno produza simbolos independentes, podemos
afirmar que o ganho assintético da decodificacdo suave com saida ponderada

sobre a decodificagiao abrupta € dado por [4]
G =10 log |—9 (1.14)
- g 1t +1 .

onde d € a distincia minima e t € a capacidade de corregic do cdédigo externo.
Logo, um cddigo externo que atue sobre simbolos transmitidos atarvés de um
canal AWGN, com modulagido antipodal e independentemente decodificados pelo
cédigo interno poderd fornecer um ganho assintético de aproximadamente 3dB

sobre a decodificagio abrupta, caso seja decodificado com saida ponderada [4].
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CAP[TULO 2

ALGORITMOS DE DECODIFICACAO
DE CODIGOS CONCATENADOS

2.1. INTRODUGAO

A concatenagdo de cddigos € uma técnica introduzida por Forney
(1966} como uma maneira de se obter uma taxa de erro de decodificacio
exponencialmente decrescente, em fungio do comprimento do cédigo ou tamanho da
memoria utilizada, sem incorrer em um crescimento exponencial da complexidade
do decodificador [8]. Battail [7], [11] e Hagenaver et al [3] apresentaram
resuitados sobre a decodificagdo de cddigos concatenados com transmissio de
informagdo adicional entre estdgios de decodificagdo, ou seja, decodificagio
de cddigos concatenados com saida ponderada {ver cap. 1, item 1.4). Tais
resultados, juntamente com conceitos jd conhecidos na literatura, foram utili-
zados no sentido de estender o que ji fora apresentado em Hagenauer [3] e
Battail [7]. Para tanto, foi necessdria uma representacio em trelica para cé-

digos de bloco, tal como desenvolvido em Battail [1].

A introdugdo da decisdo suave em um esquema de decodificagio usual
pode acarretar um ganho da ordem de 2 a 3 dB [4]. E este o objetivo dos
esquemas que ora estudamos, lembrando que estamos considerando o capal linear

com ruido gaussiano, aditive e branco (AWGN) e modulagio antipodal.

No que diz respeito & complexidade. n2c nos parece necessdrio

i6



Cap. 2 - digonltmos de Decodificacdo de Gdédigos Boncatenadsos

discuti-la uma véz que, no esquema ora estudado, © decodificador interno
utiliza técnicas de decodificagio amplamente conhecidas (decodificagio palavra
a palavra via algoritmo de Hartmann e Rudolph [13] ¢ decodificagio por
correlagdo completa [13]) no que diz respeito 4 complexidade e ao desempenho.
Além disso, como poderd ser observado a seguir, o esquema estudado € tal que
nio se apresenta iteragdo entre os processos de decodificagio interno e
externo a ponto de um processo interferir no outro. Ou seja, o decodificador
externo utiliza a informagio entregue pelo decodificador interno sem

interferir no processo utilizado para obté-la.

2.2. DIAGRAMA DE TRELICA PARA CODIGOS DE BLOCO [1]

Um diagrama de trelica para um cédigo de bloco nada mais € senio uma
representagdo compacta para um cdédigo de bloco. Através desta representacio ¢
possivel implementar algoritmos decodificagdo que visam 2 obtencio de um

caminho 6timo segunde determinade critéric.

2.2.1. Alfabeto

Serao considerados cédigos definidos sobre corpos finitos GF(q),

onde q € uma poténcia de nimero primo positivo.
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2.2.2. Representagio em Trelica para uma Palavra Cddigo

Sejam € um cdédigo de bloco linear de parimetros {(n,k) sobre um

corpo base GF{g) e ¢ = [C1’C2""’ c 1 tal que, ¢ € €.

O mondmio associado a ¢ € dado por

que € fungio de ¢ rens€ e Assumindo que o cddigo estd em sua forma

v
sistemdtica, podemos afirmar que os primeiros k simbolos de ¢ corresponderdo
aos simbolos de informacio e os n-k dltimos aos sfmbolos de redundincia.

Ocorre que para representagdo em trelica de cada palavra cédigo de €
84 serdc necessdrios os X:i que correspondam aos simbolos reduntantes, ou
seja, os simbolos que nio sejam de informagio. Como se trata de um cddigo em
<

sua forma sistemdtica s6 serio necessdrios os Xii com | = k+i,...,n.

Finalmente, definimos

§ =10 En_k] , onde Ia .

[
que € uma matriz nxn e que serd utilizada para obter-se o fator de X

necessario 4 representagdo de ¢ na trelica. Assim definimos,

X = X {2.3)
onde s indica que sé os coeficientes de ¢ correspodentes aos simbolos de

redundéincia serio considerados.

18
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2.2.3. Representacfio do Cddigo

Para representagio do  cddige €, necessitaremos de  algumas

definigdes adiclonals. Seja iniclalmente

T = -HT (2.1)

uma matriz que serd denominada matriz Tc do cddigo €, onde H & a matriz de
paridade do cdédigo, que assumimos estar na sua forma sistemdtica.

A partir de Tc podemos definir o polindmio descritor da trelica de

acordo com a expressido

(5.

]
Et.:j e
-]

tST

Z v x5 H" ,i=0,1, .., n (2.2)
j s

meGF(q)

onde tj € a j-¢ésima linha da matriz Tc ey, ¢ uma varidvel que corresponde
aos ganhos de ramo em uma transigdo de estados e cujo significado ficard mais

claro adiante. Observe que o produto thT produz os simbolos de redundancia de

C.

A construgdo da trelica & feita a partir do polindmio descritor

como segue [1]

1 -~ Construa a treliga colocando na vertical todos os possiveis simbolos em
grupos de n-k simbolos e na horizontal todos os niveis da profundidade O
até a profundidade n. A coluna vertical serd denominada estados da treli-

g¢a e a linha horizontal os niveis de nds da treliga.

Esta trelica terd o mesmo formato da treligca que € construfda para
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os c¢édigos convolucionais, com a diferenga de que agora trata~se de uma
trelica de comprimento finito, ou seja, tem comego e fim. Além disso, ¢
possivel decodificar-se & medida que se vai avangando em diregio ao final,
através da expressio (2.2), sem a necessidade de se armazenar toda a treliga.
Em um dado ponto, a expressio (2.2) especifica o préximo estade a ser atingido
e a decodificagio funciona como no caso de cddigos convolucionals. Pode-se,
para © caso de cédigos curtos, armazenar toda a treliga e utilizar a sua

estrutura completa para a decodificagio.

2 - Expanda o produtdrio, do nivel de nd i=0 até o nivel de né i=n.

O estado atual € determinado pelo coeficiente de X em ﬁc p para um
dado i, e os proximos estados sdc determinados pelos coeficientes de X

Tym
no produto de E’“ por Z (yia—i X:i+ls} . Isto pode ser melhor entendido
: mEGF(g)

utilizando-se o raciocinio a seguir.

Considere um termo genérico do primeiro fator da expressio  (2.1)

¥ ¥ L4
definida acima, ou seja, y. X ox 2 Xnn—k

onde v = (v, ..., v =
1 k+1 k+2 (1’ ! )

mtIST com t.m ¢ S j& definidos anterlormente. O produto efetuado por este

termo € um termo genérico do segundo fator da expressio (2.1) serd dado por

s V1+V; V2+V; Vn k+\f; k T
m m - -

X X X onde ¥ = (v',....v’ = mtS, ¢com [, m' e
Y1¥2 Mea1 k+2 n ' ( R n—k) 2 2’

S jé definidos acima e sendo a soma a mesma operagio de soma do corpo GF{p).

.

Este termo indica o simbolo associado a transigdo do estado 0 para o estado v,
através da poténcia de yp o simbolo associado 2 transigdo do estado v para
o estade v + v', através do simbolo m’. Se efetsarmos o produte, como definido
acima, de cada um dos q termos do primeiro fator da expressio (2.1) com cada

um dos g termos do segundo fator da expressio (2.1) obteremos q2 termos da

s ¥ ’ v +v’
1 i 2 2 = -k s .
forma y!:y? Xk+1 Xk+2 ...Xan 2% o gue corresponde a avangar dois niveis

v’ v _+w

z0
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na trelica, com os simbolos associados a cada transigio determinados pelas

poténcias de Y, €Y,

3 - Repita as operagdes definidas no item anterior, considerando agora os
produtos entre cada um dos qz termos obtidos e cada um dos q termos do
terceiro fator da expressio (2.1). Esta operagio prossegue até que todos

os " estados sejam atingidos.

4 - A partir de cada um dos qn—i estados atingidos, considere os produtos de

cada um destes qn"k termos obtidos € os termos restantes da expressio

(2.2).

Estes produtos representario todo o espago sobre o qual o c¢ddigo
estd "mergulhado”, ouw seja, representam o© espago Vn. Desta representagio,
somente os caminhos que retornam para o estado nulo, apds efetuados todos os
produtos restantes da expressio ({2.1), corresponderio a ‘palavras cddigo do

¢6digo a ser representado {1].

O exemplo (2.1) ilustra um cddigo (4,2) representado através desta
estrutura de trelica, o que deixard mals clara a maneira de se construi-la

[1l.

Exemplo 2.1
Considere representagdo para o corpo de Galois de 4 elementos,
GF(4), dada por {0,108}, onde ¢« + ¢ = 0, B+ 8 =0 e a +F =1 ¢ seja € um

cédigo (4,2) sobre GF(4) cuja matriz H € dada por

(2.4)

=

|

]
O ek 2T
O R
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Ent3o, a matriz T_ para este c6digo € dada por

108«

Tc=01a8. {2.5)
0010
0001

Substituindo a matriz Tc no polinOmio descritor do cédigo obtemos a

seguinte expressio

B o 2.6)
G’m(1+ylx3 +y1x3xﬁ+y§xax)x ¢

4

X

R
W
-

o« B x B
(1+y2x3x4+2x3x4+y§x X)X
o o B

(}+y3x3+y3x3+ygx3)x

(1+y x +yaxf+yfx3}.

Observe que os clementos de GF(4) sio tais que « = -« € § = -8. Para obter a
trelica deste cd6digo utilizaremos as regras previamente apresentadas. Com
i = 0 iniciaremos com o estado 0 (ver fig. 1.2), isto corresponde a considerar
o primeiro termo do primeiro fator da expressio (2.6) (1). Se efetuarmos o
produto destetermo com o primeiro termo do segundo fator de (2.6) (1) obte-
remos o valor 1, isto corresponde a avangar dois niveis na trelica (fig. 2.1).

0.0

De outra forma, dizemos que partimos do né representado pelo termo y2x3x4,

efetuamos o produto deste iltimo termo por yixzxi e obtivemos y?yg xzxg, que
represcnta 0 né  obtido ao final desta transicio. Observe que as poténcias de
vy, e, correspondem aos simbolos associados & transicio do nivel de né 0 ao

nivel de né 1 no estado {0,0) ¢ do nivel de né 1 ac nivel de né 2 aindz no

estado (0,0) (ver fig. 2.1).
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Continuando a construgio considere agora o né representado pelo ter-

mo ygygxixg, que representa um né no estado (0,0) e nivel de né 2. Seja o pro-

duto deste termo pelo primero termo do terceiro fator de (2.6), ou seja, o

0000 0.0 0.0 0 040 040 00000
roduto de X X r y.X.Xx o que od = X X .
p ¥i¥pX3%, POT ¥ XX, © que produz y y y.X, X, Y ¥y¥3X,%, O que

corresponde a avangar mais um né na treliga partindo do né de nivel 2 no esta-

do (0,0) para o né de nivel 3 no estado (0,0). Finalmente, considere o produto

¢ 0000 , ¢c_0 0
de Y,¥,¥,X.X,, que representa um né de nivel 3 no estado (0,0), por Y X%,
que ¢ o primeiro termo do quarto fator de (2.6). Do resultado deste produto

0 0
obtemos ylygygygxgx4 que representa o né de nivel 4 no estado (0,0). Como este

né € um nd final ¢ estd no estado (0,0), a seqiéncia obtida pelas poténcia dos

yi’s corresponde a palavra cédigo (0,0,0,0) ( ver fig. 2.1).

Como exemplo final, suponha que apds dois avangos na diregio do
1.0 «
X X

final da treliga obtivemos o mondmio y‘fyz X,

, que representa o nd de nivel 2

- . 0
no estado (0,¢). Se¢ efetuamos o produte deste mondmio pelo monémio y;x;x 3
&« 1_1+0_0+a

1.1
obtemos )»"E;yzy:;x3 XX

&
¢ = Y|Y,¥,x,X/ que representa o nd de nfvel 3 no estado

(1,a) e finalmente efetuando o produto deste iltimo termo pelo mondmio yixgxf

@ 1 1 _1+0_Brax _ 11 1.1
obtemos y?y2y3y4 X, X, = YY,Y.Y, XX, Observe que neste caso o estado
final {0,0) {poténcias de x3x4) ndo foi atingido, logo as poténcia dos yi'
(8,,1,1) nao formam uma palavra cédigo (ver fig. 2.1). Concluimos que nem
todos o0s produtos obtidos da expressio (2.6) correspondem a caminhos que

convergem para o estado (0,0) no nivel de nd 4, nido sendo portanto

correspondentes a palavras cddigo de 6.

A representagio de todas as outras palavras cédigo pode ser obtida
similarmente. Resta ainda observar que o estado obtido ao se avangar dois
niveis de né na treliga define os dois dltimos simbolos do caminho que passa

por este estado ¢ converge ao estado nulo, caminho este que correspode a uma
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palavra c¢dédigo. Por exemplo, o monbmio y’?y;x:xa

4 corresponde ao né de nivel 2

no estado (0,x) logo a palavra cédigo associada ¢ (B8,1,0,a), onde os dois pri-
meiros sfmbolos foram obtidos das poténcias de y, ey, e os dois dltimos do
estado atingido no nivel de né 2, desde que somente os caminhos que convergem

ao estado (0,0) correspondem & palavras cddigo ¢ « = -a,

Figura 2.1 - Treliga para o cddigo do exemplo 2.1

Observe que, realmente ndo € necessdrio nenhum atraso para a
convergéncia do caminho decodificado, visto que as treligas para cddigos de

bloco tém comprimento finito.

24



Bap. 2 ~ dlgonitmos de Decedificacdo de €ddigos Concatenadoos

2.3 - DECODIFICACAQO DE BATTAIL [t}

Neste esquema de decodificagio de cddigos concatenados, a medida de
confiabilidade a ser transmitida entre estdgios de decodificagio € dada pela
probabilidade de decodificagio correta de cada simbolo em cada posigio da
palavra cddigo. Assim, seja Pi(ci) a probabilidade a priori {(em relagio ao
decodificador externo) do i-ésimo simbolo transmitido tomar o valor c €

GF(q), logo,

Plc)=1,Vi=1, .., n. 2.7)
CIGGF(Q)

Neste ponto devemos considerar um algoritmo que percorra a treliga

de modo a determinar uma palavra cdédigo 6tima segundo determinado critério.

Seja ¢ = (cl, Cpp o € ), c, € GF(q). Ignorando-se as restrigoes
1
™1

do cédigo, temos que Plc) = I Pi(ci). Por outro lado, quando as restrigdes

do cddigo sio consideradas, temos

P(e;c = i‘a’(nl,kl)) 1 a

n
1
P(clc € g(nl’ki)) = Plc e E‘{nl,kl)) = ;Ei Pi(ci) Z igx Pi(C;)
c'E@(nl,kl)

(2.8)

onde o produtério do numerador €& tomado somente sobre palavras cdédigo de
&. Assim, o critéric do Miximo a Posteriori (MAP) ou, equivalentemente, o
critério da Mixima Verossimilhanca, agui utilizado, consiste em maximizar o

numerador da expressio {2.8).

Para tanto, considere o termo yn: na expressio {(2.2). Esta varidvel

deve ser substitufda por ’Pi{m}, supostamente conhecido, onde m € GF{(g). Como
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y? corresponde a0 ganho de ramo quando se passa de um né no nivel i-1 para um
né no nivel i, vé-se que cada caminho na trelica corresponde a um valor de

P(c¢), desde que yﬁ: scja associado a Pi(m).

Vemos, entdo, que um algoritmo que percorra a treliga maximizando

P(c) deverd realmente efetuar uma decodificagio de mixima verossimilhanca.

2.3.1. Determinagio de Pi(ci)

A determinagio das probabilidades de ocorréncia para cada simbolo

pode ser felta utilizando-se a equagéo
_ -n-1
Pk(ck) =[p = /p(r)] Ak(ck) (2.9}

onde

n-k
Pl P a-1 p-1 .,
Al)=7 0% § 1m Y ow ety p(r 1)
t<o i51 150

(2.10)

w = exp(2nv-1/p)

c}l = |-ésimo simbolo da j-ésima palavra cddigo do cédigo
dual a €.

6k1 = 1 se k=], 6H=O se  k=#l

p(r) = densidade do vetor recebido r.

p(r![i) = densidade condicional da componente r, de r dado o
o simbolo 1.

P = niimere primo nioc nulo e diferente de 1.
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Esta equagdo, devida a C.R.P. Hartmann e L.D. Rudolph [2], €
largamente utilizada na decodificagio simbolo a simbolo de um cédige G(nk) €
é aqui considerada em suva forma completa.

No préximo capitulo apresentaremos uma versio mais conveniente da

equagido (2.3).

2.3.2. Ponderagio

A cficiénca do algoritmo de Battail se baseia numa ponderagio
efetuada sobre as probabilidades associadas a cada simbolo em cada posigio da
palavra cédigo. Assim, para efeito de decodificagio, devemos substituir Pj(m)

por Zj(m) na equagido (2.2) e associar Z}(m) a cada yr;1 na expressio (2,8), onde

Zj(m) = logc hj_ Pj(rn) , (2.11)

Zj(u}) {2.12)

sendo

E ¢bvie que maximizar P(c) corresponde a maximizar

o
1

Z{c) =[ Z{c) {2.13)
o 1
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onde

cj € GF{(q).

Observe que estamos considerando simbolos em GF(q), que €é o corpo
base para o cddigo externo. Logo, este método se aplica quando cada simbolo
para o cddigo externo, em GF(q), € codificado por um cddigo interno em cada
posicdo. Assim, € possivel projetar um cddigo diferente para cada simbolo em
cada posigio em uma palavra cédigo do cédigo externo. Contudo, neste trabalho
utilizaremos um tnico cddigo interno, ou seja, nio serd utilizada a codifica-

¢3o concatenada com protegdo desigual.

2.3.3. A Decodificacio de Battail

A decodificagio ¢ efetuada  através de um algoritmo que procura
sobre a treliga o caminho de métrica méxima, ou seja, maximiza Pl(c) e obtém a
palavra cd6digo de mdxima verossimilhanga. Tal algoritmo, denominado algoritmo
de Battail, poderia ser encarado como uma versio do algoritmo de Viterbi {(AV)
para treligas finitas, suopondo uma métrica conveniente. Na realidade, Battall
{11 afirma que este algoritmo € computacionalmente mais eficiente que o AV

para o caso de cdédigos de bloco representados por este tipo de treliga.

O algoritmo de Battail pode sofrer algumas simplificagbes, em detri-
mento da otimalidade, a fim de que seu desempenho computacional seja melhora-
do. Pode-se ainda wutilizd-lo para decodificagdo abrupta no estdgio posterior,
supondo que o decodificador anterior nio ecfetuou uma decodificagdo com saida
ponderada. Neste caso a decodificacido externa resulta em uma decodificagio por

distincia minima de Hamming.
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2.3.4. O Algoeritmo de Battail

1 -

¥

Determine u tal que zZ (u) = 0, onde z (v) = ZZi{ui), u € GF(q).
1 1 1=1

Este passo determina a palavra cédigo, através de seus simbolos
de informacio, que servird de candidato inictal no processo de
decodificagio, ou seja, poderd ser descartada e substitufda por wuma
palavra de métrica malor (na realidade mais préxima de zero) dada por

Zk (u), se esta existir. Neste momento, estamos selecionando o
1

caminho candidato na treliga que deve ser armazenado inicialmente.

Determine a métrica associada ao caminho determinado em 1, Z {u), ¢ faga
n
1

deste valor o limiar inicial, onde n, € o comprimento de uma palavra
cédigo do cddigo externo.

Nos passos 1 e 2 estamos inicializando o algoritmo com a palavra
codigo que supostamente ndo possui nenhum simbolo de informagio errado.
Obviamente, esta € uma condigio inicial conveniente em muitos casos.

Observe que ndo existe palavra cdédigo com métrica maior gue zero.

1 1
Determine Z, {u ) para um outro vetor de informagio u .
1

Este outro vetor deve ser escolhido segundo uma lel que minimize o

tempo de execugio do algoritmo. Battail [1] propde que z ') seja
1

considerado dentro de um conjunto de nUmeros reais ordenados
decrescentemente. Caso se faga uma selegdo decrescente em Pj(m) para cada
j» este fato ocorrerd naturalmente. Um algoritmo com uma selegio adequada

serd apresentado no Capitulo 4.

Verifique se existe vetor de informacgio u® tal que Z_ ') > z {u).
1 i

Casc positivo determine Zﬂ ®').
1
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Caso negativo, u € a seqliéncia selecionada ¢ fim.

Este passo corresponde ao momento de comparagio entre os valores
parciais de métrica e o limiar. E um passo importante no que diz respeito
2 climinagio de alguns caminhos sem a necessidade de cdlculo de seus
valores de métrica final. Pode ser comparadoc no AV ao momento em que
este eclimina caminhos para cada estado considerado A procura de um

iinico sobrevivente.

5 -~ Verifique se z @' > z (u)
1 1

Caso negativo volte ao passo 3

Caso positivo substitua o limiar por z (') e v por u' e volte ao passo
1

3.

Este passo corresponde & alteragio do limiar. Garante que a
a palavra cdédigo sclecionada € a de maior valor de métrica sem a
necessidade de wuma comparagio duas a duas entre todas as métricas

possiveis.

2.4. DECODIFICACAO DE HAGENAUER {3]

Este esquema de decodificagio de cddigos concatenades, alternativo
ao de Battail, corresponde a uma aplicagio pura e simples do algoritmo de
Viterbi (AV) 2 treliga construida para uwm cdédigo convolucional. Uma simples
modificagdo permitird a transferéncia de confiabilidade entre estdgios de
decodificagio. Este processo deve ser utilizado quando se estd considerando
codigos externcs, de bloco ou convolucionais, concatenados a cddigos

convolucionais internos que tenham como corpo base GF(2}.
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Uma vez que o processo de decodificacio externa sé depende do
resultado da decodificagdo interna e ni3o do tipo de decodificagido interna,

pode-se usar como cddigo interno um cédigo convolucional.

O cédlculo da confiabilidade de cada digito bindrio pode ainda ser
efetuado através de uma decodificagio interna digito a digito. Contudo, seria
interessante utilizar uma técnica que fizesse use do algoritmo de Viterbi por
sua reduzida complexidade em comparagio com o decodificador digito a digito de

cédigos convolucionais.

Assim, podemos utilizar os resultados de J. Hagenauver e P. Hoher [3]
na determinagio da confiabilidade de cada digito bindrio decodificado pelo

decodificador interno.

2.4.1. O Algoritmo

Seja wu = (ul, S ), w € GF(2), i = 1, ..., n

. um vetor de
2

2
informagdo. Suponha que u seja codificado ¢ enviado através de um canal com
rufido gaussiano, branco, de média nula e variincia o?. Assuma gue o algoritmo
de Viterbi efetua uma decisio final com retardo 8. Seja v a memdria do cédigo
E(nz,kz,v) utilizado em wu. Seja St um estado, entre os possiveis § = 2Y

estados, em um instante t. Entio, o algoritmo de Viterbi Modificado pode

ser descrito pelos seguinies passos

(i} Armazenamentos

t {indice de tempoc mdédulo 3+1)
o=

u o= {u a{St), - Gt(St)}, {valores da decisdo abrupta § e (211
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A A A M
I..(St) = (Lt_a(St), aes Lt(St)}, {confiabilidades 0 = L = w)

l"(St), 0= St = S-1 (valores da métrica acumulada)

(ii) Algoritmo

Para cada estado St

a} Determine
E N
- (l) 2
I, 8) =T )+t Z (219

para cada uma das possiveis transicdes {St—l’ S‘), onde

E
ﬁﬁ 4 razio sinal-ruido 2 saida do canal

ytj = j-€simo simbolo recebido associado ao ramo (St_l, St)
xt.i 4 j~ésimo simbolo associado ao ganho do ramo (St~1’ St)
i 4 possivel transigido {SH, St}

N =

nimero de digitos bindrios em um ramo (Sz~1’ St).
b} Encontre I"(St) = MIN I"(SH, St}
c) Armazene F(S:) e o correspondente ut(St)

Estes passos correspondem ao algoritme de Viterbi cldssico,

onde ocorreu o necessdrio retardo que garante a convergéncia do algoritmo.

A seguir, uma comparagio entre caminhos convergindo em cada estado $

produzird a medida de confiabilidade gue necessitamos.

d) Armazene A = Max I‘(St_i, St) - Min T(Stwl, S:}
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e) Faga Lt(St) =+ @
f} Para j=t-»  até am compare os simbolos entre os caminhos convergindo em

cada estado St' onde Sm € o comprimento dos caminhos até eles convergirem

em S.
t

Se houver simbolos distintos entre o caminho de méxima verossimi-

thanga e os outros possivels caminhos, entdo,
Lj & f(A,Lj) , para j onde os simbolos s3o distintos

A fungédo f (A,f,}) € dada por

(aL§+A}

~ +

fAL) = Lgogl*t e °~ (2.16)
I« aL

A i
e” + e

e

free

E
5
N

onde « garante E[L ] assintoticamente unitdrio.
i

Uma boa aproximagdo para a equagio {2.2) €

f(L 8 = Min {f.j,A/a) (247

Esta fungdo pode ainda ser tabulada em LJ_ e A

A aplicacdo deste algoritmo s6é deverdi ser considerada para o caso

bindrio, ou secja, o nimero de simbolos do corpo base para o cédigo € 2 (dois).

33



Bap. 2 - Algonitmos de Decodificacdo de €édigos Eoncatenadoa

2.5. CONCLUSAC

Se compararmos a técnica de decodificacio de Battail a técnica de
decodificagio de Hagenauer, verificarecmos que ambas as técnicas permitem a
extensdo para concatenagio com protegio desigual, visto que cada simbolo €
decodificado em separado. O segundo método, decodifi-cagio de Hagenauer,
permite a concatenagdo de mais de dois cédigos em seqiién-cia, necessitando-se

para tantc simplesmente de uma métrica adequada a partir do segundo estigio.

Observe que na decodificagio de Hagenauer [3] € preciso decodificar
uma palavra cdédigo do cédigo iInterno inteira para que se possa determinar a
confiabilidade de cada digito desta palavra cdédigo. O decodificador de Battail
{1] determina digitos e confiabilidades individualmente, fato que simplificaréd
o decodificador externo, como veremos a seguir. Além do mais, o decodificador
de Hagenauer neceséita de uma estrutura, denominada embaralhador/desembaralha-

dor, que elimine os surtos de erro produzidos pelo decodificador interno.
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CAPITULO 3

ALGORITMOS MODIFICADOS

3.1. INTRODUCAO

Os algoritmos apresentados no capitulo anterior encontram-se em sua
forma bdsica. A sua aplicagio na decodificagio de cddigos de bloco
concatenados, ou mesmo de um cddigo convolucional concatenado a um cédigo de
bloco, necessita de algumas modificagdes no sentido de promover uma interface
adequada entre os cédigos. Como afirmado antes, apresentaremos um esquema de
corregio de erros baseade no uso de um cdédigo externo concatenado a um outro

codigo interno.

No contexto deste trabalho, uma interface entre os cddigos deve ser
entendida como sendo o processo de transferéncia de confiabilidade do cédigo
interno para o codigo externo. Esta interface se dd através da transferéncia
dos digitos constituintes de cada simbolo em cada posicio da palavra cddigo do

cédigo externo juntamente com suas probabilidades de ocorréncia [3)], {7].

O cdlculo da probabilidade de ocorréncia dos digitos constituintes
de cada sfmbolo pode ser feita de duas maneiras. Na primeira, considera-se
cada simbolo constituinte de uma palavra cdédige como um todo, o que pode ser
obtido através de wuwma decodificagio palavra a palavra. Na  segunda,

consideram-se os digitos constituintes de cada simbolo separadamente, o gque
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pode ser obtido através de uma decodificagiio Interna digito a digito para cada
simbolo. Mostraremos que a decodificagdo palavra a palavra para o cdédigo
interno levard a uma decodificagio por correlagio completa para o cédigo

concatenado.

3.2. DECODIFICADOR INTERNO
3.2.1. Cédigo de Bloco

Considere como cddigo interno um cddigo de bloco fa’(nz,kz). 0
casamento entre este cddigo e o cédigo externo, definido sobre um corpo base
GF(p™), serd conseguido quando k2 = m. Isto feito, decodificar uma palavra do

cédigo interno corresponderd a decodificar um sfmbolo do cédigo externo.

Desta forma, para todo vetor recebido r e toda palavra c, de

Ts’(nz,kz), temos

p{r/ct) ?(ct)
P(Ct/r) = —p(l“:jw““" (3.1)

onde P(-} representa uma f{uncio de distribuigio de probabilidade discreta e

p{-) representa uma fungio de densidade de probabilidade.

-

Seja. ¢ tal que P(c:/r) € mdximo. Assim, supondo fonte

equiprovivel (P(c )} = P({!*) Y ¢ ), temos
quip t t t

P(ct/’r ) p(r/ct)
-— = ‘1 {3.2)

P(c:/r) p(r/c:)

36



Gap. 3 - dlgonitmeos Modificadss

mas, desde que estamos suponde canal com ruido gaussiano, branco, de média

nula e varifncia 0-2, temos, para c = (t:l,i::z,...,c:u ),
2
-2 2 -2, 2 -2 2 -2
plr/c) = L TRy L o /2 02 0 e (3.3)
Y Zmrz ¥ 21!0'2
Logo,
-2 -20 0
P(ct/r) T Ze.or. ey Ec_ri
.S = I 1 1 {3.4)
P(ct/r)
e
In ___P(c{r) = &2 c.r - &2 Z cr
P(ct/r) i i i
-2 - )
= z o (ci—ci) r, = 0. (3.5)
i
Daf, a médtrica para cada simbolo do cédigo externo serd dada por
P(ct/r)
In —e— =z (c) (3.6)
P(ct/r) £

onde o indice (cc) indica que esta € a métrica de simbolo quando decodificador
interno efetua uma decodificagdo palavra a palavra utilizando para tal a

correlagio completa.

Agora, considere um cdédigo externo i?(nl,ki) concatenado a um cddigo
interno @(nz,kz). Assim, se o decodificador externo utiliza o algoritmo de
Battail {1], a métrica para uma palavra cédigo ¢ do cédige externo serd dada

por
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) nooR
— — -2 — *
ch(d - ): zcc{ci) - Z { Z v (Cij ci}) rij} 6.7
i=1 i=1 \j=1
m
onde ¢ € E’(nl,kl). c e GF(p) , r = (ri, e r";) er = (r“,..., rmz),
i = 1, .. n, s3o os vetores reccbidos correspondentes 2 cada simbolo

1
transmitido.
Vé-se, pela equagio (3.7), que para uma decodificagio interna do tipo
palavra a palavra, obtemos uma decodificagio por correlagdo completa para o

cédigo concatenado (nlnz,kikz).

Suponha, agora, que os sfmbolos da palavra cédigo ¢ € E"(nl,kl) sejam

independentemente decodificados, ou seja,

™ non
Ple/ry = 11 Plc/r) = T T Plc /r) (3.8)
i=1 i i i=l j=1 ij i
com r ec jé definidos e r:ij € GF(p), i =1, .., n, ji=1, .., n,.

A partir do esquema de decodificagio simbolo a simbolo proposte por
Hartmann ¢ Rudolph [2], podemos obter as probabilidades de ocorréncia de cada

digito deceodificado pelo decodificador interno.
De fato, scja ¢ = (Ci’ . cn), c € GF(pm), uma palavra cédigo do
i

cédigo externo E(nl,ki). Conforme j4 vimos, o cddigo interno, @(nz,kz), atua
sobre o0s simbolos e das palavras cddigo do cdédige externo. Assim, E(nz,kz) é
um cédigo sobre GF(p).

Suponha que o decodificador interno receba 2 saida do canal um

vetor r‘i = {r, ... . 4 i=1, .. n1 com componenties reais rij' Entao,

4

P(ci}/ri) = {p € GF(p) (3.9

-1
2
/P(ri)} A{cij_) . |r:ij
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onde
n -
Alc ) = o w it P n; o woSCL Tt
i } Z 1=1 Z Py /8
t=o k=1 §+0
(3.10)
[
A
w = exp(2nv=1/p)}
<:l’d & I-ésimo digito da k~ésima palavra do cédigo dual a
t’s’(nz,kz)
6“ =lse j=1 e 5“ = 0 caso contrdrio
p = nimero de elementos de GF(p)
Seja c:j tal que P(c;j/rl) seja méximo em J, para cada i. Secja também
Plc /) "2 Ale, )
— = I (311
P(c /r) oA’
i ij
ou
Plc /r) ) Ale )
ln ———— [ 'j
P(c /r Y =1 A(cij)
Para p = 2 (caso bindrio}, obtém-se
_kz
2 "2 1 -s{e’ ~t8 )
Ae, ) l:{ -7 Z hS SZO 0™ plr, /9) (3.12)
n_-k
2 22 "2 ¢’
=Z 0 [p(r /0) + (-1) plr. / 1)] (3.13)
k=1
] -—kz
Z "2 e’® 4
s 1) kgl o {p(r”/m + D% % pte, / 1}} (3.14)
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onde ® = soma em GF(2).
Definindo
n_-k
2 2 2 n2 .
«, = k);x 0, [p(r“/G) + (-1) p(r“/ 1)] (3.15)

temos

LPAL T

-c 2 2 c'e &

A(cij) = o« ¢+ (~1) i}kgl ]131 {p(r“/m + (-1 @ p(r“/ 1)] {3.16)

Podemos ainda reescrever a expressio (3.16) em tfermos da razio de
verossimilhanga ¢, = p(ruli)/p(r“l{)) da seguinte forma
a_-k
2 2 2 n, .
a = k);1 NIl [p(ril/()) + (-1 u p(r“/ 1)}
n_-k
222 Y "2 o
= ): 4, plr /00 T [1 + {(-1)x ¢“] =
k=1
n_~k
nz 22 2 nz o
=0 p(r“/O) E 0 {1 + {-1) "kt ¢“] =
k=1
)
= EEI p(r”/O) Bi (3.17)

Analogamente,




Assim,

onde

It
—
;
[y
e
i
“
—
s

]
—
|
ks
Yt
i
Lx]
-

Ale,) B + (D% B,

£l - c&
A(c”) B, + (-1)71j Bij

I=1

<

2
1§1 {1 + {~1} u

»

yh

m [1 + (<D ¢“]

[1 + ((D%® 9 ;b“]

@ 5,
L ¢“}

. . . . 2
Para o canal com ruido gaussiano de média nula e variincia ¢

Finalmente,

it

2
20 r
=)

if.

Plc/r) &
 [Heirn) = L

i

1

nz B+ (-1)%i1 B
i ii

X In

I=1

B, + (DI B

{3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

{3.22)

(3.23)
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onde Bi e 8” sdo definidos por (3.2) e (3.3), respectivamente, ¢ € i?(nl,kl) e

r € o vetor recebido.

Assim, para este tipo de decodificador interno podemos definir

uma métrica Zbr(-) , 4 partir das expressdcs de Hartmann e Rudolph (3.26),

dada por
n
1
Z (o) = i; z (c) (3.24)
e Zm(-ci) dado por
n

2 B+ (-1)°1; B
zhr(ci) = ): in - o 20
j=1 Bi + (-1) i Bij

i=1, .., n. (3.26)

onde o indice (hr) indica que esta é a metrica de simbolo quando o
decodificador interno efetua uma decodificacdo digito a digito utilizando para

tal as expressdes obtidas por Hartmann e Rudolph [2].

Observe que a expressio (3.7), repetida aqui por simples
conveniéncia
Y ) - .
200 = [ 2,0) = i; {j;l & (e ) rij} 3.7)

depende dos cddigos utilizados no esquema de c¢édigos concatenados e da razio
sinal-ruido canal por onde foram enviadas as palavras cddigo. Assim, se
fixarmos um cédigo interno bindrie (6,3) , fizermos n, =1 ¢ gerarmos um ruido
branco gaussiano para varios valores de razdo sinal-rufdo poderemos observar o
comportamento da métrica da correlagiio completa quando utilizada em um canal

AWGN para viérios valores de razio sinal rufdo. Isto feito, obtivemos a
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primeira curva (curva pontilhada) da figura 3.1.

para

Por outro lado, se considerarmos a expressio (3.26) com o findice |
fixo, fixarmos o mesmo cddigo bindrio (6,3) e gerarmos novamente um canal AWGN
vidrios

valores de

razio sinal-ruido obteremos
continua) da fig. (3.1).

a segunda curva {curva

seja (uase

Estes resultados nos sugerem que a métrica de Hartmann e Rudolph
estatisticamente equivalente

a4 métrica

da correlagio
quando se fixa um cédigo ¢ se varia a razio sinal-ruido em um canal com rufdo

completa,

branco e gaussiano. Fato que € confirmado pela pequena diferenga de desempenho
entre as métricas.

10 T T '
c/codificagdo (6,3) —
5 s/codifaicagdo =
. / -
P
A Ay -
O -“"-\ H '\. AN ," H ,"‘ LY :" .‘! ;" “t }"—--\\ f'
b _,,—“ \ F [} ," \ PR 5 kY ,/4\ ! i 1 AV
w ~ \"‘t \/ \‘\”-"” - “'l .\/ /‘__\\ ”' N, 3 5 ] "’l 1Y
~ H H
v/ .
-35 : : '
1 2 3 4 5
X

Fig. 3.1 - Simulagio de métrica
F(x) ¢ dado pela eq. 3.7 na curva pontilhada ¢
¢ dado pela eq. 3.26 na curva continua
x =

razio sinal-ruido medida em dB.
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Na realidade, a fig. (3.1) mostra na curva superior uma soma
ponderada de amostras de um processo gaussiano e branco obtidas para vérios
valores de razéo sinal-rufdo (métrica da correlagdo completa) e na curva
inferior os valores obtidos quando estas amostras sio utilizadas como
argumento na equacado {3.26), também para virios valores de razio sinal-ruido

(métrica de Hartmann e Rudolph).

Observe que o esquema que utiliza a métrica de Hz;rtmann e Rudolph tem
sua complexidade dependente do cédigo dual ao cédigo usado. Logo, ele deve ser
utilizado quando se utilizam cdédigos internos de taxas elevadas. Por outro
lado, o esquema que utiliza a métrica da correlagio completa deve ser
utilizado no caso de cddigos internos de baixas taxas, pois sua complexidade €
fungdo do cdédigo wutilizado. Contudo, como descrito no capitulo anterior,
Hartmann ¢ Rudolph mostram uwma técnica de decodificacio simbolo a sfmbolo onde
a complexidade do decodificador ¢ fungdo do cdédigo utilizado ¢ nio de seu
dual. Assim, podemos sempre usar a métrica de Hartmann e Rudolph para qualquer

taxa de codificagao.

Observamos que a expressio de Zhr(') apresenta  uma elevada
redundancia em termos de operagdes de adicdo e multiplicagdo, Jj4 que Bi € Bi}
sé precisam ser determinados n, vezes e n n, vezes respectivamente {para um
c6digo concatenado (nlnz,klkz)) ¢ podem ser obtidos em paralelo, pois possuem
basicamente a mesma estrutura. Assim, o cédigo interno pode ser decodificado

da forma usual sem Onus significativo para o tempo de decodificagio do mesmo.

Apresentaremos, agora, a equacio (3.26) de uma maneira mais

conveniente para fins de implementagio.

"2

Assim, dividindo 8, por I a + ¢aﬂ) temos,
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Usando a identidade

1+ (-1)%ki ¢, [1 - ¢i]°k;

1+ ¢il 1+ ¢li
temos,
B_—k
B, 2 2 2 8 1-¢ 1%
n = ): lgl = 71
2 k=1 1+¢
i
i 1+ ¢11)
Analogamente,
B -k R
B}j 22 2 n, 1__¢“ cﬂ@ 631
n = Z 1El =7,
2 k=1 1+ ¢
zr=rl 1+ ¢il)
Assim,
ki1
2
P(cii = Q/r) _ 31;1’1 (1 + ¢“) Bi + Bij
= : )
P(cij=1/r) N (+¢) Bi"Bij
1=1 il
'Ji + Vi.
= ——'—j » i= }-a Fl ni
LAY i=1, ., n

(3.27)

(3.28)

(3.29)
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Como exemplo, utilizaremos o cédigo de Hamming (7,4) apresentado em

[2], para ilustrar este procedimento.

Quando se trata de decisio abrupta, temos

cij=0 se € s se 'a'ij>0
podemos calcular os valores de 7;3 através de um circuito que pode se obtido a
partir da expansio da equagio (3.27) [2]. Para o caso de um cddigo de

Hamming (7,4) este circuito pode ser apresentade da seguinte forma, onde o

retangulo superior deve ser utilizado para armazenar cada um dos vetores r
1}

recebidos,

e e [s4 302110}

1 1
1 +—3

X 1
1 $

Y‘f“‘*x)’ 1 bY 5

1

X H
1

H

Fig. 3.2 - Circuito decodificador

Quando se trata de decisio suave, € preciso calcular a constante 7
O circuito da fig. (3.3), obtido a partir da equagio (3.29), calcula os
valores de ¥, apropriados. Observe que o circulto da fig. (3.3) pode ser
obtido a partir do circuito da fig. (3.4) simplesmente invertendo-se a entrada

correspodente ao campo indexado com o nimero 0.
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Ti

Fig. 3.3 - Circuito adicional

O funcionamento dos circuitos das fig. (3.3) e (3.4) ¢ bastante
simples [2]. Cada componente, rij do vetor recebide r € processada e
introduzida, como mostram as fig. (3.3) e (3.4), nas posigdes 6,5,4,3,2,1 e 0.
Neste momento o valc; Y, estd presente a saida do somador e cada deslocamento
ciclico, que ocorre como indicado em cada uma das figuras, produz os

valores de ¥ iporen¥ para i = 1,...,n1.

i7

3.2.2. Codige Coenvelucional

Considere agora um cddigo convolucional E(nz,kz,v) atuando como
cédige interno. Segja ¢ € E’(nz,kz,v)‘ Como afirmado anteriormente, Hagenauer ¢
Hohen [3] mostraram que uma boa medida da confiabilidade para um simbolo

bindrio < de ¢ € dada por

(ocf, + 4}
L e—é in ii *e ! } {3.30)

onde
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o= 4d e.E /No (garante E{Lj] = 1 assintoticamente)

N
Z (yj]._xi?)z
-8 i1

m

—N—s 4 razio sinal-ruido 2 safda do canal
L¢]

yJi a i-ésimo digito bindric recebido, de um bloco de N
digitos bindrios, no instante j

xgi)é i-ésimo digito bindrio modulado (modulagio antipodal), de
um bloco de N digitos bindrios, no instante j
referente ao caminho t, t = 1,2

s 2

retardo necessdrio 2 convergéncia (8 = kz).

Observamos que esta medida de confiabilidade leva em conta possiveis
erros de decodificagdo anteriores num caminho de métrica mdxima (que € o cami~

nho de métrica M, por hipdtese), para cada estado.

Assim, cada simbolo para o cédigo externo (em GF(2™)) deve ser
decomposto em dfgitos bindrios e codificado via E’(nz,kz,v). A  decodificagio
deve produzir uma seqiiéncia de k2 digitos {\;k} juntamente com uma seqgiéncia
de k 5 nimeros reais {ik}, que medem a confiabilidade de cada um dos k2

digitos, em GF(2), e que formam um simbolo para o cédigo externo.

O decodificador externc deve utilizar o algoritmo de  Viterbi sobre
a trelica construida para o cddigo externo ¢ deve usar como métrica a seguinte

expressio [3]
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1}
_ )
M, = ); Z X Yy Ly (3.31)

onde

x:;} j-¢ésimo digito do i-¢simo simbolo associado ao caminho t,

ne=

x(t)

i e {#1},

€

i
I

4 j~¢simo digito do 1-ésimo simbolo estimado e yij e {#1}.

L
1

4 medida de confiabilidade de ;ij

Evidentemente, § deve ser suficientemente grande (3 = kz) para que

o processo de decodificagZo interna produza um simbolo para o cédigo externo.

Neste trabalho, mostramos que a decodificagio de Viterbi sobre uma
trelica para o cddigo externo € equivalente 2 decodificagio externa que
utiliza o algoritmo de Battail, no caso bindrio, quando a métrica utilizada

pelo decodificador externo € dada pela equagio (3.31).
De fato, o decodificador externo de Viterbi produz,

xff} L y -

ij ij i} ij yij € {x1}

b

max Mt = max

(3.32)

onde

¢ a confiabilidade do j-ésimo digito bindrio do i-ésimo simbolo de uma
palavra cddigo do cddigo externc, sendo
= P'(yi‘E #* yij/ri} (3.33)

L
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ende r € o 1-ésimo vetor recebido, yu ¢ o j-ésimo digito bindrio do i-ésimo
simbolo da palavra cédigo do cdédigo externo transmitida e yij € o J-ésimo

digito bindrio do i-ésimo sfmbole de uma palavra cédigo do cédigo externo.

Mas, desde que,

n 0 n} u2 n 1
~ 2
= y . o= (: 1) =nn
11 }=1 i iZI jZI i i=1 j=1 12
entio,
il iz {ty » d2 {t) = .2
max M = max x "y L & min— (x.” -y )L
b L i=1 j=1 i3 t 4 i=1 jzl i ij i
e
n Dy P
1 El ):2 ©  ~ .2 1 Ex iz 1-p, iy T Yy
— x." -y )L =— In .
4 isl j=1 1 i i 4 i=1 j=1 pi}
Mas,
(ty _°
“ 0 se S
(xg)— Yi;)z /4 = S (3.34)
vy °
1 se xij # yi}

e desde que [3]

0=p =1/2 » pi}?sl"p

i i

podemos fazer

£ _ _ [ - {t)
P(cij).m 1 pij =2 cij xij
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para cada caminho t, que corresponde a uma palavra cédigo do cédigo externo.

O que resulta

P(v;:i 7ri§ .
] 1 se c = C
ij i}
logo,
"y 2 W f1 2 P(c;;/r)
max Z Z xi}, y Lj & max z In 2 C?. = (3.35}

t i=1 j=1 0o c i=1 j=1

com t:ij e c;3 J4 definidos anteriormente.
Concluimos que a métrica para o decodificador externo proposta por
Hagenauer [3] € equivalente 3 métrica definida pela equagic (3.29)

apropriadamente adaptada.

Observe que o© esquema que utiliza um decodificador interno via
Hartmann e Rudolph nos parece mais complexo quando comparado com o esquema que
decodifica via Hagenauer ¢ Hoher. Contudo, como veremos a seguir, esta
vantagem aparente perde sentide gquando se¢ considera o decodificador externo

atuando.
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3.3. DECODIFICADOR EXTERNO
3.3.1, Cddigoes de Bloco Concatenados

Quando se estd utilizando cédigo de bloco no codificador interno, o
decodificador externo utilizard o algoritmo de Battail [1]. Tal algoritmo,
descrito no capitulo anterior, se baseia nas probabilidades de ocorréncia de

cada simbolo na palavra cédigo do cédigo externo,

Assim, considerando E”(nl,kl) um cdédigo multinivel sobre GF(pm) , € €

E’(nl,kl) e r um vetor recebido temos

n
1

Plc/r) = I P(c;/r) s ¢ € GF{(p™),

que € a probabilidade de ocorréncia da palavra cddige ¢ a posteriori

em relagio ao decodificador interno. Note também que

n
H

In Ple/r) = Z In P(ci/r) .

i=]

Para cada ¢ e GF(p™), i = 1, B, seja c: tal que ?(c:/r) é

méximo em GF(p"), ou seja, para a i-¢sima posi¢do encontre o simbolo que

possui probabilidade mdxima de ocorréncia. Entio escreva,

™1
ln{?(c/r) / Ple /r)} = Z in{?(ci/r) / P(ci/r)} =0, {3.36)
T=1
Evidentemente,

max Ple/r) < max In (Ple/r) / Ple /1))
c c
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Mas, j4 vimos que,

Zhr(c) ,» para probabilidades marginais

In(P(c) / P(c)) = (3.37)
Zec(c) . para probabilidades conjuntas

Vemos, entio, que a estrutura do decodificador externo, que
maximiza (3.37), poderd utilizar duas métricas distintas. O decodificador que
utiliza a métrica de Hartmann e Rudolph assume a hipdtese de independéncia
entre 0s digitos constituintes de cada palavra do cddigo interno, o que nio
ocorre para o decodificador interno palavra a palavra. Esta hipdtese de
independéncia nos parece razodvel para os digitos de informacioc. Contudo, nio
€ verdadeira quando se consideram também os digitos de redundincia de cada

palavra codige do cddigo interno.

Assim, € de se esperar que o desempenho medido pela probabilidade de
erro de bit seja inferior para o esquema que utiliza a métrica de Hartmann ¢

Rudelph.

O algoritmo de Battail [1] foi apresentado anteriormente em sua
forma bdsica, ou seja, supondo ser aplicado a um esquema sem concatenagio.
Contudo, guando aplicado em estruturas concatenadas necessita de algumas
modificagdes no sentido de otimizar seu desempenho.

Como contribuigdo do nosso trabalho, apresentamos o algoritmo de
Battail modificado para o caso bindrio. Esse algoritmo supde a utilizagio de
um decodificador digito a digite interno no sentido de melhorar seu

desempenho.

Desta forma, sejam ¢ € B’(nl,ki), ¢ = (cl, vons cnl), c € ﬁ(nz.kz),
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¢ = (cn. ey cinz} e Z(cij), I =1, .., n; § =1, S definido pela

expressio abaixo

P(c, /r)
Z(c ) = In —!
] P(c, /r)
e ainda
k ::2
Z (o) = le i);Iz ) , k=1 ., n . (3.38)

» * ’
onde (:ij € tal que P(cij/r) < P(ci}/r) s b=t oL, n, para cada i.
X

Seja ainda a seqliéncia de vetores ul, vy us, s = 2! tal que
Z (ul) > Z (uz) > ..> Z (us) . Com v o= ,...,ui Y, v e GF(2), i =
k k K 1i a1 i1
1 1 1 1
I, e S, ] o= 1, .., n. e i = 1, .. n,. Entio, o decodificador

externo utiliza um algoritmo de decodificagdio composto pelas instrugdes

1 - Calcule Z ")

2 - Fixe iimiall'a«zn (ul);Jel
3-—J<—J+1;K<—DI;B@O.SeJ#SvéparaQ
4-K<—-I(+1;L<—0.S£:K=n}vépar38
5-Le—L+1.SeL=n2vzipara4
6-BeB+Z (ug )

7 - 8¢ B < « vd para 3. Senfio vd para 5

8 - Fixe limiar .ae—Beul ew Vi para 3

9 -u' éa sequéncia decodificada e fim.

onde § € o nimero total de caminhos utilizados na trelica.

Observe que este algoritmo apresenta essencialmente ¢ mesmo ntmers
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de instrugbes que o algoritmo bdsico. Contudo, os passos 5 € 6 permitem que

somente as métricas de sfmbolo que forem utilizadas sejam calculadas.

O algoritmo de Battail modificado pode sofrer alteragbes no sentido
de se melhorar seu desempenho computacional, em detrimento da otimalidade. No
capitulo 4 mostraremos uma versio deste algoritmo em que o processo de
ordenagio se apresenta de maneira natural, de forma ra permitir gque alguns
caminhos sejam eliminados, melhorando-se assim seu desempenho computacional. O

exemplo (3.1), a seguir, ilustra o algoritmo de Battail modificado.

Exemplo 3.1
Considere o cddigo de parametros (4,2) sobre GF{(4) utilizado para
construir a trelica da fig. 2.1 (cap. 2). Seja a seguinte representacio para

os elementos de GF(4)

0 =00
1 = 01
a = 10
B =11

Adicionalmente suponha que a seguinte palavra cddigo foi transmitida com

modulagdo antipodal através de um canal AWGN

¢ = (0,0,0,0)

Apdés a decodificagdo interna obtemos os seguintes valores de

probabilidade de ocorréncia de simbolos

L

Plfﬂ) =056 Pz(ﬁ) = 0.4 P3(0} 8.5 P4(0) = 0.5

(i
Il
i
]

Pl(l) 0.2 ?2(1) g3 Ps(B) 0.3 P4(1) 02

Pl(a:) =01 Pla} =02 Ps(l} 01 P, la) = 02

i
Il

PI(B) =01 P (B =01 PS(G) 01 P, (B) = 0.1.
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O algoritmo seleciona inicialmente a palavra cédigo ¢ definida pelos dois
simbolos mais confidveis em cada uma das posiges de informagio, ou scja,

caminho candidato inicial €
¢ = (0,0,0,0)
e sua métrica, que serd utilizada como limiar inicial A, tem o valor

A = 0.6*0.4¥0.1*0.5 = 0.012

Num préximo passo o algoritmo seleciona uma seqiiéncia de informacgio
candidata w alterando o simbolo de informagio da posigio menos confidvel e

calcula sua métrica
u = (G,1) Au = 0.6*0.3 = 0.18

Desde que Au > A o algoritmo prossegue calculando a métrica A’ dos 3 primeiros
u

sfmbolos da palavra cddigo definida por uw, dados por 0,1 e w

A=A * 0.5 = 0,18*0.5 = 0.09

u u

¢ finalmente desde que A’ n3o € maior que A nido € necessario calcular a
u

métrica final A;’ da palavra cédigo c = (0,1,&,B), definida por u e dada por
AT = ATt 01 = 0.009.
u u

Como A; < A a seqliéncia uw ¢ substituinda pela nova seqliéncia candidata,
obtida agora considerando o segundo simbolo mais provdvel na posigio menos

confidvel

= {0,a) }.a = 0.6%0.2 = 0.12
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Se prosseguirmos, como feito para o caso de u = {0,0), obteremos uma métrica

final e uma palavra cédigo associada ao vetor de informagio u dados por
c, = (0,0,81) A = 0.6%0.2*0.3%0.2 = 0.0072

que ¢ menor que a métrica inicial A.

O préximo passo do algoritmo € considerar w = (0,8), ou seja, o
algoritmo seleciona como préximo candidato o simbolo menos provdvel da posigio

menos confidvel da palavra recebida. Neste caso a métrica ¢ dada por
u = {0,8) RB = 0.6*0.1 = 0.06

Desde que Au < A ndo precisamos determinar A;, associada aos trés primeiros
simbolos da palavra cédigo definida por u = (0,8) e dada por

A’ = 7\“"‘ 0.1 = 0.06*0.1 = 0.006.

u

Neste ponto o algoritmo elimina w = (0,8) e seleciona uma nova seqiiéncia de
informagéio, agora considerando simbeolos na segimda posicic menos confidvel da
palavra recebida. A selegio continua até que todas as 16 palavras  cédigo
sejam testadas. Apés o que obtemos ¢ = (0,0,0,0) como a palavra cédigo de
métrica mdxima sendo pois a palavra decodificada. A fig. (3.4) mostra os
caminhos que foram testados, juntamente com suas métricas, no processo de
decodificagio ora descrito. Observe que nem todos os caminhos sio pecorridos

até o seu final.
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Fig. 3.4 - Decodificacio de uma palavra cddigo

do cddigo (4,2) sobre GF(4),

3.3.2. Cddigos Internos Convolucionais

Quando o cédigo interno for um cédigo convolucional, o decodificador
externo utilizard o algoritmo de Viterbi com métrica dada por (3.30). Neste
caso o0 processo de transferéncia de confiabilidade se dd4 através da
probabilidade de erro para cada digito em cada simbolo constituinte de uma

palavra cédigo do cédigo externo, ou seja,

- (t), =
P, = P{xij * xk/ ri}

~

onde x. ¢ o digito correto, X, ° digito estimade pelo decodificador interno
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e r o vetor recebido. Assim, P € a probabilidade de ;ij ser decodificado

incorretamente. A métrica para o decodificador externo é dada por

n n
- () =
M, = ): ): X X Ly (3.39)
i=1 j=1
onde
1-p
= In 1
i P,

que € Otima para o caso bindrio, segundo o critério de Mdxima Verossimilhanga.

Ji vimos que este esquema se apresenta bem mais simples que aquele
que utiliza a métrica de Hartmann e Rudolph. J4 vimos, também, que ambos sio

equivalentes quando atuwam sobre GF(2).

Contudo, observe que (3.7) terd valor nulo quando nio houver erro a
ser corrigido pelo decodificador externo . Assim, temos que para altas razdes
sinal-ruido o algoritmo de Battail torna-se muito mais rdpido uma vez que
somente ocorre decodificagio interpa, fato que nio ocorre quande se wutiliza o
algoritmo de Viterbi [1], que necessita sempre de ambos os decodificadores.
Neste trabalho, todavia, nio estamos considerando algoritmos de Viterbl com

complexidade reduzida.

Logo, vé-se que embora o esquema que emprega cddigos convolucionais
no cdédigo interno simplifique o decodificador interno, o seu desempenho medido
pelo tempo de processamento deve ser inferior, em relagio ao algoritmo de

Battail, quando ambos atuam num mesmo esquema concatenado.

Existe, contudo, uma limitacio do esquema de Hagenauer jd que o

mesmo necessita que os simbolos bindrios decodificados secjam descorrelacio-
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nados, ou seja, necessita de um par embaralhador/desembaralhador, fato que

ndo ocorre para o esquema que utililiza a métrica de Hartmann e Rudolph.

Finalmente, podemos contornar o problema de aumento do tempo compu-
taclonal quando se usa o algoritmo de Viterbi no decodificador externo, sim-
plesmente utilizande (3.30) em (3.29) e fazendo uso do algoritmo de Battail

para o cdédigo externo,

n n n 2] i n
1 2 Ple, /r) 1 2 1-p T2
= ij i il -1)
Zhr(C} Z ): in Plc* /r ) ): [ b - Z ZLij
j=1 i=1 1 j=1 i=1 pij j=1 i=1
onde
(aI:. )
L e 1 In tre .
i« i) a{,
e +e ij
A 4 diferenga de métricas convergindo num estado Sk

a=4d E/N
free s o
Observe que neste caso também podemos utilizar a versio modificada
do algoritmo de Battail, visto que os digitos bindrios, juntamente com

suas probabilidades, sio produzidos individualmente.

Assim, mesmo sendo esquema de Hagenauer mais simples, em relagio ao
cdlculo da métrica, ele perde em desempenho computacional devido a dependéncia
dos digitos bindrios decodificados, pois necessita de um par
embaralhador/desembaralhador, e perde também devido 2 impossibilidade de se

decodificar digito a digito.
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3.4. CONCLUSAO

Como vimos, existemn védrias maneiras de se combinar técnicas de
transferéncias de confiabilidade. Somente as técnicas que supdem a independén-
cia entre os digitos decodificados pelo cddigo interno, podem ndo apresentar
resultados coincidentes com o decodificador de correlagio completa. O préximo

capitulo apresenta resultados de algumas simulagdes utilizando coédigos de

bloco multiniveis.

61



CAPITULO 4

RESULTADOS DE SIMULACAO

4.1 INTRODUCAO

Neste  capitulo avaliamos o desempenho, medido através da
probabilidade de erro de bit, do algoritmo de Battall modificado  descrito no
Capitulo 3. Para tanto, utilizamos esquemas em que um cd6digo externo €
concatenado a um outro interno ¢ uma modulagio tal que o conjunto de simbolos
transmitidos através do canal permite o mapeamento do bit "O" no simbolo -1 ¢
do bit "1" no simbolo +1. Apresentamos uma versio sub-6tima do algoritmo de
Battail juntamente com um exemplo que avalia o desempenho do mesmo, medido

pela probabilidade de erro de bit, em canal gausiano.

Serdo wutilizados dois esquemas de cdédigos contenados. No primelro
serd utilizade um cddigo externe de Reed-Soiomon (7,3) concatenado a2 um cédigo
interno bindrio (6,3). No segundo esquema de cddigos concatenados utilizaremos
o mesmo cddigo externo do primeiro esquema concatendo a um cddigo interno

bindrio (4,3).

O objetive destas duas simulagdes € avaliar o desempenho da métrica
de Battail guando |utilizada mna decodificacio de cddigos concatenados e
compard-lo com o desempenhc Stimo obtido pela correlagio completa. Para tanto
utilizaremos a métricas de Battail e da correlacio completa na decodificacio

dos cddigos concatendos,
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Também serd apresentado um terceiro esquema em que concatenamos um
cédigo externo de Reed-Solomon (15,12) a um cddigo interno bindrio de Hamming
(7,4) com o intuito de avaliar o desempenho do algoritmo de Battail quando
utilizado para decodificagdo de cdédigos relativamente longos. Neste esquema
utlizaremos, na decodificagio, o algoritmo de Battail sub-6timo, que serd

convenientemente apresentado no item 4.3.

Em todos os esquemas de cddigos concatenados o canal utilizado serd

um canal AWGN e o métedo de simulaciio serd o de Monte Carlo.

4.2 SIMULACAO DO ALGORITMO DE BATTAIL MODIFICADO

Considere um esquema de cddigos concatenados com um o cédigo externo

da classe Reed-Solomon e definido pelo polindmio
glx) = X'+ X rax ¢ a3,
onde « € um elemento primitivo de GF(23), trata-se de um cddigo de paridmetros

(7,3) que possui distincia minima 5, e com um cddigo interno bindrio, de

parametros de (6,3) e definido pela matriz de paridade H dada por

i161 00
H=]0 11 0 1 0].
i11001

Utilizando o métode de Monte Carlo para determinar a probabilidade
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de erro de bit no decodificador externo, ou seja, comparando a safda do
decodificador externo com a palavra transmitida e contando o nuimero de bits em
erro para um nimero suficientemente elevado de palavras decodificadas, obtemos
as curvas da Fig. (4.1). Observe um ganho de aproximadamente 2.0 dB da
decodificagdo com safda ponderada sobre a decodificagio abrupta no segundo

estdgio para uma probabilidade de erro de bit ( Pcb ) de 107%. Pode-se notar,

nesta figura, uma diferenga de desempenho de aproximamamente 0.4 dB entre o
esquema que utiliza a métrica de Hartmann e Rudolph e o esquema que utiliza a
métrica da correlagio completa (onde codificador interno € palavra a palavra)

confirmando o que j4 fora afirmado anteriormente.

Codigo ¢
1 T T T ¥ ! ! :
: i i i  Hortman e Rudoiph -o—
i { i decisbo abrupta ~t-
: i correlocdo complete B
E % i s/ codificacfo
0.4 bommen iy oo s =i PAIQYIQL G pOlg vrg A
b '
0.04 oo e S SRRSO P SR SN 4
H as H i %
L H e e \\’.\.. i
a i . \"\\ § ™ ‘--.__" ;
a ; N 5 ..
g : H i ; T i
0004 F e o edannn , B ST S R RETTRED ...'?"\-.;:#:-_.-- - -
) f | : \"‘\
- 1
i : * ;
: ; A h >
: | ; oy “§
0.0004 + _..._.._..._......i.-.m...,.._.... .._..5... ————— .......J:...,..-M......-.-_.f,. —_— u.-‘-‘a........;.... PR —
: ' : ; N
i H : N
; i ¥
1e-05 i i i i 2
G q 2 3 4 5 6 7 8
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Fig. 4.1 ~ Desempenho do cédige RS {7,3,5) concatenado ao cddige (6,3)
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Se, da mesma forma, concatenamos um cédigo de Reed-Solomon {7,3,5)
a um cédigo (4,3) bindrio, com um digito de verificagio de paridade, obtemos
as curvas da fig. (4.2). Novamente, observa-se aproximadamente 2.0 dB de ganho
do esquema que utiliza decodificagio suave no segundo estdgio sobre o esquema
que utiliza uma decodificagio abrupta no segundo estdglo. Contudo, a
diferenca de desempenho entre o esquema que utiliza a métrica de Hartmann e
Rudolph e o esquema que utiliza um decodificador interno palavra a palavra ¢
de apenas 0.2 dB, isto porque o cédigo (4,3) possui taxa de codificagio supe-
rior & do cddigo (6,3). Observe que o aumento da taxa de codificagio faz a

métrica de Hartmann ¢ Rudolph se aproximar de uma fungio linear.

Codigo 2

94 T T T 1 T

{ decisfo obrupteo -+-
correlagdo complefa -8--

i
|
i
a
!

§
Hartmann e Rudoiph -o—

:
: : .
i { “rh
2 . 3 4 5
dB

B R T TR PRI SIS ..." A

Fig. 4.2 - Desempenho do cédgo {7,3,5) concatenado ao cédigo {(4,3)
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4.3 ALGORITMO DE BATTAIL MODIFICADO SUB-OTIMO

4.3.1 Intreducgfo

O algoritmo de Battail apresentado no capitulo anterior (item 3.3)
quando aplicado na decodificagio de cédigos longos apresenta problemas de tem-
po de processamento, uma vez que a técnica de ordenagio utlizada naquele algo-
ritmo supde que o cédigo externo tenha um nidmero reduzido de palavras cédigos.
Com o objetivo de solucionar este problema apresentamos um versio do algoritmo
de Battail para decodificagio de cddigos concatenados em que é possivel abor-

tar a decodificaglio sem a necessidade de testar todas as palavras cédigo.

Com esta versio do algoritmo de Battail ¢ possivel determinar o
nimero de caminhos na treliga como uma fung¢io da probabilidade de erro de bit
medida na safda do decodificador externo, de modo que seja possivel
determinar, através de simulagdes, o nimero adequado de caminhos de acordo com
o desempenho requerido. Vale a pena lembrar que quanto maior for o nimero de

caminhos na treliga utlizado maior serd o tempo de processamento.

4.3.2 Algoritme de Battail sub-étime

e GF2™), i, j=1 .., n e k=1 ., 2% m

Seja Pj(cik), C .

ik
inteiro, as probabilidades de ocorréncia de cada um dos digites decodificados
pelo decodificador interno. Estas probabilidades podem ser obtidas através de

um decodificador interno digito a digito, como descrito ne capftulo anterior,

Considere uma ordenagdo tal que Mj = Pj(cij) > Pj(ciq}, g = 2",

m inteiro, ¢ M} > Mk se j> k.
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-1

Defina ?tl = Mi

- m
Defina Zifci) = logc AiPl(ci} . € € GF(27), ¢

Z{c) =
g

L e o

1 zl(ci) , 1=1, ..., n,

Um algoritmo sub-6timo, porém relativamente eficiente, pode ser
obtido do algoritmo de Battail modificado. Os passos deste algoritmo podem ser

obtidos da seguinte versic do algortimo de Battail modificado

1 - Determine u = (P (M), PX(M), .., PIM )
1 1 2 2 kl kl

2 - Fixe limiar ¢ = Zn {u). J « 0.
1

3 - Se a = 0 entdo v4d para i1

k
4-JeJ+1.L>0.% J=q"' entdo v4 para 11

5—Le—L+1.ScL=qJentﬁovépara4
6 — Faca v' uma nova permutacio dos J simbolos menos confidveis de u

7-8 Z (') < o entdo v4 para 5
1

8 - Calcule Zn @h)
1

9 -SeZ (u') < « entdo v4 para 4
1

10 - Fixe novo limiar a = Zn(ul) ¢ faga u = ul. v4 para 4
i

11 - » € a seqiiéncia decodificada e fim.

Obviamente, este algoritmo necessita da representagdo em treliga do
cédigo externo para sua implementagio. Observamos gue a ordenagiio inicial
implica que os valores de métrica sejam decrescentes 2 medida que a decodifi-

cagdo se desenvolve. Por isso, € possivel eliminar alguns caminhos  simples-
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mente testando no passo 9, se a métrica « € inferlor a algum valor dado por
uma probabilidade de ocorréncia de sfmbolo, ou seja, podemos eliminar todos os
caminhos que apresentam simbolos confidveis em posi¢cbes em que a métrica pos-

sa ser desprezada.

Por exemplo, observe o resultado de simulagio apresentado na fig.
(4.3). Nesse grifico obtivemos o desempenho com canal gaussiano e modulagio
antipodal, do cédigo (15,12) de Reed-Solomon concatenado ao cddigo (7,4) bind-
rio ¢ ciclico. A curva correspondente ac ndmero de caminhos 4096 (indexada por
uma cruz) foi obtida considerando-se corretos os 8 simbolos de informacio mais
confidveis, o que corresponde a abortar a decodificagio sempre que o limiar
for inferior probabilidade de ocorréncia do 4¢ simbolo de informagio menos

confidvel.

Codigo 3

I T : : !

i i s/codificagdo ©
: : i 4096 +-

65536 -

T
i

0.01

0.0014

0'0001 . ——— ;- e e e e PO O PP mmmai——— 1
.
: M 2 1 pJ H M 3
; i \ !
| ; i 3 : i
E i i 1
; i § = b :
4e-06 i | ; i i ! ] :
o 4 2 3 4 5 & 7 8 9

dB

_ s R e ———

Fig. 4.3 - Desempenho do cédigo concatenado (105,48)

68



Bap. 4 ~ Resullados de Pimulagde

A curva associado ao nimeroe 65536 {(indexada por um quadradao) fol
obtida da mesma forma, s6 que consideramos os 5 simbolos menos confidveis € o
teste fol efetvado com respeito ao 5¢ simbolo menos confidvel. O passo 7 pode

ser decomposto de modo a permitir um teste para cada digito.

O nimero de caminhos deve ser determinado de acordo com um compro-
misso entre o tempo de processamento e o ganho de codificagio. Na figura (4.4)
temos uma comparagio entre os desempenhos, medidos pela probabilidade de erro
de bit, dos decodificadores que utilizam 4, 10 ¢ 16 caminhos para decodificar

o cédigo de Hamming (7,4).

Codigo 4
1 - T T ! T ! T ]
i i s/codificogio  ~0—
; : i ; ; (4t
i 1 i 1 10 -0~
H ; ; g ; §€6... fos e
0.4 g S ORI SOOI .‘im R .m,.%m - ‘. N
-------- . i : :
1 H 1 H
i H : H i
i : i i
0‘01 --g - -E‘- ﬁ;‘ ;‘..,.,.....4-......_
o | i
@< : : 1
a é :
!
0.001 s .. . ..: . gt .. o PO .
BN
\§\ S
: ; (AN
i PN ™
0.000 ..A...............E.._...A...,.‘.3,‘“...__._._._%.........._...‘.‘., - i ...\.4{
g
!
i i i 1 H
i : H : H
: : 3 :
4e-05 i i i 1 F i i
0 4 2 3 4 5 & 7

Fig. 4.4 - Decodificagio do cdédigo (7,4)
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4.4, PROPOSTAS FUTURAS

O presente trabalho se baseou em uma estrutura constituida por dois
cédigos concatenados. A extensio para um niimero maior de cddigos pode ser
feita simplesmente codificando cada simbolo da palavra cédigo do cédigo
externo com um cédigo diferente. Este esquema permite uma protegio desigual
para cada sfmbolo e ¢ possivel  utilizar-se tanto a métrica de Hartmann e

Rudolph quanto a métrica de Hagenauer na decodificagio interna.

Pode-se também estudar o© comportamento destas estruturas quando
se utilizam cddigos TCM no codificador interno para um ou mais cddigos

internos. Também neste caso ambas as métricas pode ser utilizadas.

4.5. CONCLUSAO FINAL

Em Battail {6} s3o apresentados alguns resultados de simulagio
quando se wutiliza o algoritmoc de Battall, onde s3o observados ganhos de
aproximadamente 2,0 dB, e uma completa avaliagdo do desempenho computacional

do mesmo.

Wolf [10] e Battail [1] apresentam duas técnicas de construgio de
uma trelica para c¢d6digos de bloco. Em Wolf [10] o objetivo € implementar o
algoritmo de Viterbi e em Battail [7] o objetivo ¢ implementar o algoritmo de

Battail.

Em Rocha [9] € apresentada uma nova classe de cédigos de mdxima

separagio que, como os cddigos de Reed-Solomon, também podem ser utilizados
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como c6digos externos. Trata-se de cédigos de méxima separagio com diferente
parametrizagio.

Em Brine [8] € apresentado um esquema de decodificagio em que um
cédigo de Reed-Solomon (15,9) € concatenado a um cédigo (7,4) bindrio, e
ciclico. A decodificagio € suave inter-estdgios, porém, o algoritmo sé se
aplica a cédigo externos ciclicos. Além disso, poucos detalhes sio

apresentados sobre o algoritmo proposte.

Battail [7] apresenta um outra forma de se obter as probabilidades de
ocorréncia dos simbolos decodificados por um cédigo interno em um sistema de
cédigos concatenados. Contudo, os resultados s6 se aplicam para o caso de
c6digos internos convolucionals ¢ sofrem das mesmas limitagdes observadas
quando da andlise do decodificador que wutiliza a métrica de Hagenauer, ou
seja, necessita de uma estrutura que descorrelate os digitos decodificados.
Obtém-se um ganho de aproximadamente 1.5 dB quando esta técnica € utilizada em
um esquema em que um cédigo convolucional interno € concatenado a um outre

cédigo convolucional externo que efetua uma decodificagio suave.

Em Hagenauver [3] € apresentade um esquema em que um cddigo
convolucional internc € concatenado a2 um cédigo de bloco externo. £ obtide um
ganho de aproxidamente 1.5 dB da decodificagio com saida ponderada sobre a

decodificagio abrupta.

Observamos que a técnica apresentada neste trabalho generaliza o que
fora apresentado em Battail {7], onde foi sugerido um algoritmo para
decodificacdo com decisio suave e safda ponderada de cddigos convolucionais
concatenados, sendq que o algoritmo ora proposto além de poder ser usado tanto
para decodificagdo de cdédigos convolucionais concatenados gquanto para

decodificagdo de cddigos de bloco concatenados se apresenta num forma gque
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permite o controle do desempenho computacional em fungio da otimalidade, ou

seja, € possivel determinar o desempenho computacional do algoritmo para uma

dada probabilidade de erro.

Também sugerimos uma ordenacio de métricas que simplifica e
generaliza o que fora apresentado em Battail [1], onde somente o caso bindrio
foi estudade. Na realidade, € esta ordenagio que permite o controle do

desempenho a partir da probabilidade de erro.

Finalmente, vemos que ¢ possivel projetar sistemas concatenados em
gque hd transferéncia de informagio entre os estdgios de decodificagio sem que
haja um aumento significativo na complexidade do sistema, uma vez que fora
mantida a estrutura bdsica dos decodificadores de cada um dos estdgios de
decodificagio. Por este motivo, podemos afirmar que a complexidade do esquema
de decodificacio de cédigos concatenados proposto € aproximadamente igual a
soma das complexidades dos esquemas de decodificagio utilizados em cada estd-
gio. Em outras palavras, ndo hd dependéncia entre as complexidades dos decodi-

ficadores em cada estdgilo.
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APENDICE A

ESTRUTURAS ALGEBRICAS |

1. INTRODUGAO

Uma revisio da tcoria algébrica € apresentada no sentido de tornar o
presente trabalho um pouco mais auto-suficiente. Trata-se de conceitos bidsicos
de 4lgebra moderna largamente utilizados na teoria de codificagie [4], [13],

[14].

2. GRUPOS

Seja G um conjunto qualquer e * uma operagio sobre os elementos

deste conjunto. Sejam ainda os seguintes axiomas:

{a) SegeGeheG, entiog*hedG
(b) Vg, heteG , entaio(g*h)*&=g*(h=*
(c) 3eeG talque e*g=g VgeG.

(d) vgeG3IheG , talqueh*g=e.

O conjunte G, juntamente com uma operagio * gue satisfaga os axiomas

(a), (b), {c) e {d) sobre G, é dito um grupo e denotado <G,*>.
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Por exemplo, considere o conjunto G = {0, 1} e a operaglo sobre G

Este conjunto G junto com a operagio * € um grupo. Se o grupo <G,*>

satisfaz ao axioma

() vg heG g*h=h*g

dizemos que <G,*> ¢ abeliano.

3. ANEIS

Seja <G,*> um grupo e defina + uma operagic sobre G que satisfaga
(a), (b) e (c} e suponha ainda que <G,*> ¢ abeliano. O grupo <G,*> assim
definido juntamente com a operago "-" ¢ dito wm anel & serd representado por
<G,*,+>. O anel <G,*+> ¢ dito comutativo se o axioma (e) for satisfeito para

" _

a operagio e,

Por exemplo, o conjunte {0, 1} juntamente com as operagdes

* o 1 ° 0
0.0 i 0:0 0
1 H 0 1 o

¢ um anel.
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4. CORPOS

Seja <G,*,*> um anel comutativo e suponha que o axioma (d) também
seja satisfeito por "+". Entio, o anel <G,*+> torna-se uma estrutura

algébrica denominada um corpo.

Por exemplo, o conjunto {0,1} juntamente com as operagles

*10 1 =10 1

o0 1 c|lo o0

11 0O 110 1
€ um corpo.

5. SUBGRUPOS E GRUPOS FATORES

Seja H € G. Se <H,*> for um grupo dizemos que <H,*> € um subgrupo de

<G, %>,

Suponha que os elementos de um grupo <G,*> sejam gy &y - € que
os elementos. do subgrupo <H,*> de <G,*> sejam hl, hz’ ... & considere o
arranjo definido como segue: a primeira linha € formada pelos elementos de H,
com a identidade aparecendo i esquerda e cada elemento aparecendo uma e sé uma
vez. O primeiro clemento da segunda linha € qualquer clemento que ndo apare-
ceu mna primeira linha e o resto dos elementos sio obtidos multiplicando-se
cada elemento do subgrupo por este primeiro eclemento a esquerda. Similarmente,

uma terceira, quarta e quinta linha sio formadas e assim por diante, até que

todos os elementos do grupo aparegam no arranjo. Assim,

7



O conjunto de elementos formados por uma linha deste arranjo € deno-
minado classe lateral (coset) & esquerda. Os elementos da primeira coluna sfio
os lideres das classes laterais. Classes laterais a direita podem ser simi-
larmente construidas. O arranjo assim obtido ¢ denominado decomposigio em

classes laterais do grupo G.

Um subgrupo <H,*> de <G,*> ¢é dito subgrupo normal se ¥V g € G, h € H,

gl*h*geH ondeg €tal queg’ *g=ce.

6. ESPACOS VETORAIS

Um conjunto V de elementos € um espago vetorial sobre um corpo

<F,*,-> se satisfaz aos seguintes axiomas:

(A) <V, +> ¢ abeliano (elementos do corpo F sio escalares € os elementos de V
sio vetores)

(B)vifeFeveV fvé bem definido

{C)Vu veVefeF flu+v)="_fu+fy

D Ve, feFeveV, (c+f)v=cv+ iy

(E) Vc, feFevelV (fiv=clfv) elv =v , onde 1 € o elemento

identidade da operacio de multiplicagio de <F,+,->.
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Uma énupla sobre um corpo € um conjunto ordenado de n elementos do

corpoc e ¢ denotado por (a 2 an). onde cada a, pertence ao corpo.

g
Adig3o de énuplas € definida por

(al, 8, e an) + (bl, bz, .y bn) = (a1 + bl' a, + bz’ ST bn)

e multiplicagio por um elemento ¢ do corpo € definida por

c(al,‘a - a})={ca, €a,, . can) .

28 77 T 1

Com estas duas definigbes pode-se facilmente verificar que o conjunto de todas

as énuplas sobre um corpo forma um espago vetorial.

O eclemento identidade do espago vetorial serd denotado por 0, isto €
0= (0, 0, .. 0)

Seja V um espago vetorial e U & V. Se U for também um espago veto-
rial, entdo dizemos que U ¢ um subespago vetorial de V. Finalmente, uma com-

binagio de k vetores Vi oo Vo sobre um corpo F € a soma da forma

Lo

Se 3 aiaeo, a € F, 1 =1, .. n, tal que w = 0, entio {vl. s vk}

é dito lincarmente dependente, senio, Ve e Y é dito linearmente indepen-—

dente.

Sejam \;'i e V, i =1, .., k com {vi, vk} linearmente indepen-

dente. Quando
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VueVBaieF.lml,...,k,tais que av = u

entdo dizemos que {vl, e vk} € uma base para V, e que a dimensio de V € k.
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ESTRUTURAS ALGEBRICAS I

1. INTRODUCAO

Alguns conceitos importantes de 4lgebra moderna sioc apresentados

neste apéndice. Tais conceitos podem ser vistos como extensdes dos conceitos

apresentados no Apéndice A [13], [14].

2. CORPOS DE EXTENSAO

Seja o conjunto F = {0, 1, .., p - 1} onde p € um nimero primo ndo

nulo. Considere a fungio:

x mod p = resto da divisio de x por p.

Assim, o conjunto F juntamente com as operagdes

W
@
g

i

{(x + y) mod p

14

x @y = {xy} mod p

forma o corpo <F,@,0> = F
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Pode-se mostrar que qualquer corpo finito € isomorfo a F, ou seja, &

estruturalmente equivalente a F.

Agora, seja p{x} uvm polindmic definido sobre o corpo F. Considere
ainda que p(x) é um polindmio irredutfvel, ou seja, nio existe polinémio g(x)

de grau mailor que zero e menor que m, o grau de p(x), tal que p(x) = g(x)s(x).

Seja F(x) o conjunto de todos os polindmios com cocficientes em F e

ainda,
s(x) mod p(x) = Resto da Divisdo Polinomial de s(x) € F(x) por p{x).

Defina ainda, para s(x), t(x) € F(x),

{ s(x) + t(x)) mod p(x) = s(x) * t(x) (B.1)

( s(x) . t(x)) mod p{x) = s(x) x t(x) (B.2)

Assim, o conjunto F(x) munido das operagdes * ¢ x forma o corpe de
Galois GF(p™) que é um corpo de extensio de grau m (grau de p(x)) sobre GF(p).
Por simplicidade faremos * = + e x = . , adigio e multiplicagic ordindrias

respectivamente.

Este processo de construgic € denominado adjungio de raizes, isto
porque, se p(x) € primitivo em F, ou seja, se 3 « tal que pla) = 0 ¢ o' =1 se
t=m-1, a #1se0<t<m-1, comea® =1, ento podemos representar cada
elemento nio nulo de F(x) através de uma poténcia de «a. befinimos vm elemento

de F(x) como sende cada conjunto de polindmios {f(x)} tais que

t(x), s(x) € {f(x)} e» (s{x) - t(x)) mod p(x) = O (B.3}
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Como exemplo vamos construir GF(24).

Neste caso, tome p{x) = x*rx+1e seja « tal que pla) = 0. Assim,

m=4, e
ao =1
1
« =X
2 z
o = X
3 3
@ =X
4
o =X + 1
5 2
@ =X +X
3
a6 =X +x2
7 3
« =X +xXx +1
as =x2+1
9 3
o« =X + X
10 2
=X +x +1
3
au=x + X+ X
12 3
o =X +x +x+1
i3 3
@ =X +x +1
14 3
& =X +1
1 4
or.5=x +x=x+1+x=1

Portanto, vemos que os clementos de Gr2Y) podem ser representados pelo

conjunto de todos os polindmios de grau menor ou lgual a 3 sobre GF{2).
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3. IDEAIS DE ANEIS

Seja A{x) o conjunto de todos os polindmios de grau n sobre um corpo
F, que pode ser GF(p"), m = 1.

Considere as operagbes B.l ¢ B2 com p{x) = x - 1. Assim, estas

novas operagdes juntamente com o conjunto A(x) formam um anel, denominado anel
de polindmios médulo p(x), e cada elemento a(x) deste anel € definido como em

(B.3).

Considere a fatoragao de x" - 1 = g(x) h{x). O conjunto de todos os
miltiplos de g(x) ¢ definido como sendo um ideal de A(x). Podemos
equivalentemente definir um ideal cspccificando as rafzes de g(x) em algum
corpo de extensio em relagdo ao corpo base de g(x), ou sefa, o corpo onde

estac definidos os coeficientes de g(x).

A fungio minima de um elemento « € o polindbmio moénico de menor grau,
sobre determinado corpo, que tem o« como raiz, onde «a pode ou nio ser elemento

do corpo base da fungio minima.

Um polindmio p{x) € dito mdnico quando o coeficiente ndo nulo

associado 2 malor poténcia de x em p(x) € 1.
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