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Resumo e Abstract

Resumo

Neste estudo, é descrito um problema de dispersao de poluentes numa regiao de
pantanal. E apresentado um modelo matemético descritivo do problema, assim como as
justificativas e usos prévios, em funcao dos fenomenos fisicos considerados. E verificada
a existéncia de solu¢do no sentido fraco e, a seguir, sdo propostos métodos numéricos pa-
ra aproximacao, cujos resultados sao apresentados através de graficos, de forma a serem,
visualmente, mais compreensiveis. Finalmente, sao feitos alguns comentdrios sobre as possi-
bilidades de aplicagao do modelo e, portanto, do c6digo numérico para o estudo de atividades

agroindustriais em tais regioes.

Abstract

In this study, a problem of environmental pollution is described for impacting pro-
ducts in flooded areas, a mathematical model is presented and justified for their previous
uses in function of the physical phenomena that have been considered. The existence of a
solution is verified in the weak sense. Numerical means are proposed for defining approxi-
mations of which results are shown by graphs. Finally, some remarks are made about the
possibilities of application of this model and consequentely the numerical codes for studies

and levels of activity in these kinds of areas.
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Introducao

O estudo da dispersao de poluentes, através da modelagem matemadtica, tem se
mostrado bastante eficiente para o estudo de perturbacoes globais ou mesmo de ecossistemas
em particular. Neste sentido, é que se propoe o presente estudo do problema da dispersao
de poluentes em regioes de dreas alagdveis, onde o processo de dispersao ocorre em meios
distintos como o ar e a agua.

O rapido desenvolvimento industrial, ocorrido na segunda metade do tltimo século,
levou ao agravamento dos problemas ambientais, dificultando os esforcos de preservacao
dos sistemas ecoldgicos. A poluicao local, causada pelos emissores industriais em muitas
cidades ou regioes, tem superado o valor maximo permitido para uma boa qualidade de vida
(Marchuk, 1986). Em alguns casos, é muito pior: tém sido ultrapassados (e muito!) os
limites minimos.

Nas trés ultimas décadas, a emissao de poluentes industriais no meio ambiente levou
a disturbios do equilibrio de varios ecossistemas, como a erosao e a contaminacao de extensas
areas por metais ferrosos e nao-ferrosos, além de outros metais (Univ. Mata Atlantica, 2002;
Gore, 1993; Neto e Bertoni, 1990; Marchuk, 1986).

Isto reforcou a necessidade urgente de estudos e monitoramento de cenarios ambien-
tais, abrindo um promissor campo de trabalho para pesquisadores das mais variadas areas.
Como as questoes ambientais estao fortemente interrelacionadas, elas nao devem ser tratadas
de modo isolado para a busca de solugoes viaveis.

Desta forma, a prote¢ao ambiental vem, cada vez mais, ganhando um papel relevante
no cenario mundial, principalmente nesta ultima década, tendo como marcos a realizacao
da Conferéncia Mundial ocorrida no Rio de Janeiro em 1992 (a chamada Rio-92) e mais

recentemente com o chamado Protocolo de Quioto.



Se, por um lado, tais estudos ganharam maior destaque nos 6rgaos governamentais
somente nesta ultima década, por outro, no meio cientifico isso ja vinha ocorrendo desde
a década de 70, como por exemplo, a realizacdo em 1970 do International Environmen-
tal Protection Symposium, ocorrido na antiga Tchecosloviaquia com ampla participagao de
pesquisadores (Marchuk, 1986).

Desde essa época, até o inicio do século atual, uma pléiade de encontros de todos
os niveis continuaram ocorrendo, abrindo um importante espaco para discussao e analise de
situagoes—problema em praticamente todas as regioes do planeta. Bem como para o estudo
de cendrios possiveis (variando entre provéveis e possiveis de evitar).

Estes tltimos, permitiram a realizacao de andalises de planos para a adocao de
politicas ou estratégias de preservacao de comunidades sustentaveis e, em algumas ocasioes,
tornando possivel adiar e até evitar situacoes criticas.

E no quadro do estabelecimento de cenarios possiveis, em funcao de politicas adota-
das por autoridades regionais no continente sulamericano que se localiza o presente estudo.
Sera apresentado no primeiro capitulo um problema real e suas modelagens matematicas,
passando de um estudo restrito ao meio aéreo a um sistema ar-agua.

Em seguida, serao feitas a formulacao variacional, a demonstracao de existéncia
e unicidade das respectivas solugbes “fracas” e as discretizacoes (espacial e temporal) do
modelo para os poluentes com dispersao sé no meio aéreo (segundo capitulo) e para aqueles
cuja dispersao acontece nos dois meios — aéreo e aquatico — (terceiro capitulo).

Um estudo de caso, para aplicacao do modelo, é desenvolvido no quarto capitulo,
com apresentacao dos resultados obtidos, através de graficos para melhor visualizagao.

Por fim, sao feitas as consideragoes finais no 1ltimo capitulo.



Capitulo 1

O problema e suas modelagens

Neste capitulo serd feita a caracterizacao de um problema de poluicao do meio
aquatico e aéreo, obtida da literatura atual. Segue-se uma descri¢ao suscinta dos pesticidas
presentes neste tipo de situacao. Em seguida, é feita a descri¢ao da 4rea de estudo e, por fim,
sao apresentados modelos matematicos que descrevem o problema a ser estudado, nas suas

formulagoes cléssicas, cujas andlises e discretizacoes serdo tratadas nos capitulos seguintes.

1 Introducao

Em muitas situagoes, tem acontecido a coexisténcia de regioes de exploracao agro-
industrial préximas a dreas de protecdo e/ou preservacido ambiental. No caso da ocorréncia
de impacto nestas regides, fruto das atividades naquelas, barreiras isoladoras podem ser
estabelecidas em terra, de discutivel eficiéncia. No caso de meios aquaticos e aéreos, as
barreiras se tornam muito mais dificieis, se nao impossiveis.

Assim, poluentes transportados advectivamente® viajam, até planetariamente, inva-
dindo outras regioes que deviam ou necessitam ser protegidas das atividades antrépicas. E
o0 caso, por exemplo, da deriva de agroquimicos em lagoas préximas as regioes de plantio, ou
das cinzas provenientes de queimadas, afetando lagoas e baias como ocorre na parte norte do

Pantanal Mato-grossense. Neste caso, inclui-se também a pulverizagdo por avidao de produtos

10O termo adveccdo é usado para designar o fendmeno de transporte no meio, tais como ventos ou corren-
tezas que transportam um produto no ar ou na 4gua, enquanto o temo convectivo é usado para os casos em
que trnasporte estd associado ao fendmeno em estudo como, por exemplo, as correntes geradas por varia¢ao
de tempratura.



agro-quimicos em dreas de plantio, vizinhas a dreas alagdveis.

Neste estudo, é considerada a pulverizagao por aviao de areas de plantio de arroz
vizinhas a regido de FEsteros del Iberd, que sera melhor descrita na secao 3, adiante. Esta
drea estd situada na provincia de Corrientes, Argentina (fig. 1.2), a oeste das grandes
plantacdes de trigo e soja do Rio Grande do Sul. Ele faz parte do Projeto INCO-ERB IC18-
CT98-0262/Unicamp, denominado “Manejo de Recursos Naturais em Regides de Pantanal
no Mercosul”.

Um estudo integrado do impacto sobre regides a serem preservadas, proximas a
atividades agro-industriais, ird exigir uma modelagem integrada do problema, englobando
tanto o meio aéreo quanto o aquatico. E o que se estd propondo através dos modelos
matematicos apresentados na secao 4, deste capitulo.

Estes modelos destinam-se ao estudo avaliativo, para as possibilidades do desen-
volvimento de estratégias de coexisténcia dessas atividades agro-industriais, em situacao

compativel com as necessidades de preservacao ambiental.

2 Caracterizando a poluicao

Na realidade, nosso planeta estd repleto de substancias téxicas. Muitas delas ocor-
rem de maneira natural, completamente independentes de qualquer atividade antropogénica.
Por exemplo, o vapor de um vulcao em atividade pode conter uma quantidade suficiente-
mente grande de enxofre que nao permita o crescimento de plantas nas suas proximidades.
Os rios que fluem através das florestas podem tornar-se desoxigenados devido as substancias
organicas naturais neles depositadas, as quais, ao se decompor, resultem em contaminagoes
semelhantes aquelas causadas pelos esgotos domésticos. O mercirio, que existe naturalmen-
te nos oceanos, pode vir a se concentrar nos peixes em niveis que chegariam a alarmar as
autoridades de satide piblica (Mellanby, 1982).

No entanto, quando se fala de poluicao, geralmente, a referéncia é quanto a presenca
de substancias toxicas introduzidas pelo homem no meio ambiente. Isto nao quer dizer que
apenas a poluicao causada pelo homem seja nociva, embora muitos de seus atos tenham,

frequentemente, conseqiiéncias mais dramaticas do que os efeitos dos envenenamentos de



origem natural.

Os modernos métodos quimicos sao sensiveis a ponto de detectar vestigios de vene-
nos perigosos em qualquer lugar. Nosso préprio corpo, mesmo em perfeito estado de saude,
contém apreciaveis quantidades de substancias consideradas venenosas, presentes natural-
mente, como arsénico, mercirio e outros metais pesados (Mellanby, 1982).

Além disso, é possivel absorver quantidades mensuraveis de venenos elaborados pelo
homem, como o DDT e produtos quimicos industriais como os policloro-bifenis?, sem que
isto ocorra em niveis que sejam, em geral, considerados como prejudiciais a satide (Mellanby,
1982).

Neste sentido, pode-se dizer que nossos corpos sao “poluidos”, ao menos pelas
substancias quimicas produzidas pelo homem. Entretanto, alguns preferem considerar tais
vestigios como contaminacdo, a menos que estejam produzindo um efeito caracteristico, o
que pode ser dificil de se estabelecer, uma vez que a diferenca entre polui¢ao nociva e con-
taminac¢do nao é muito clara (Mellanby, 1982). De fato, alguns autores preferem evitar esta
distincao, enquanto outros ja preferem diferenciar as duas coisas, como Alloway e Ayres
(1997), por exemplo, que usam o termo “contaminagdo” quando a substancia estd presen-
te no meio ambiente sem causar um dano ébvio, enquanto “poluicao” é reservada para os
casos onde os efeitos danosos sdao aparentes. No entanto, com a melhoria dos métodos de
andlise e diagnoéstico, o problema com esta distincao é que, a principio, o que parecia ser
uma contaminagdo, na realidade trata-se de poluicao (Alloway e Ayres, 1997).

Os poluentes persistentes, freqiientemente chamados hoje em dia de “nao-biodegrada-
veis”, mais pela precisdao do termo do que por sua elegancia, colocam-se como um problema
completamente diferente. Quando diluidos a um grau inofensivo, eles podem permanecer
no nosso meio ambiente, porém com a possibilidade de serem concentrados, possivelmente
por organismos vivos. Além disto, alguns produtos quimicos mais persistentes permanecem
inalterados indefinidamente, ou tém mudancas extremamente lentas.

Por essas razoes, é valido o temor de que substancias quimicas produzidas pelo

homem venham causar polui¢ao global permanente. Embora para alguns isto poderia ser

20s policloro-bifenis, ou bifenis policlorados, mais conhecidos pela sigla PCB, sdo largamente utilizados
na inddstria eletroquimica e na fabricagdo de matérias plasticas.



considerado como um exagero, no entanto, pesquisas recentes® tém demonstrado o nivel
preocupante a que se chegou.

Em relatério recente (C.D.C.Environ.Health, 2001), o CDC (Centro de Controle e
Prevencao de Doencas dos Estados Unidos) divulgou um relatério sobre a exposi¢do humana
aos produtos quimicos ambientais, alertando para a gravidade da situacdo atual.

Um estudo recente da Academia Nacional de Ciéncias dos Estados Unidos (National
Res.Council/USA, 2000), indica que em cada quatro problemas que afetam o desenvolvi-
mento e comportamento das criancas hoje, um pode estar relacionado a fatores genéticos e
ambientais, dentre os quais inclue-se a exposicao a compostos neurotéxicos como o chumbo
e os pesticidas com organofosfatos.

Resumidamente, os riscos conhecidos a saide de alguns dos produtos téxicos, con-
forme apresentado no citado relatério (C.D.C.Environ.Health, 2001), podem ser descritos da

seguinte forma:

— Chumbo: é encontrado em tintas, tubulacoes antigas, na eletronica, ceramica esmaltada
e solos contaminados. E uma toxina que afeta a reproducao e o desenvolvimento,

reduzindo a fertilidade e provocando o aborto.

— Mércurio: na forma inorganica é utilizado em equipamentos elétricos e alguns fungici-
das. A incineracao de lixo hospitalar, baterias, lampadas fluorescentes dentre outros
produtos, libera mércurio. O metil-mércurio é a forma mais perigosa, pois é absorvido
pelo corpo e penetra facilmente no cérebro e na placenta. A maior parte dos casos da
exposi¢ao ao metil-mércurio advém da ingestao de peixes, tais como o atum, espada,
tubarao e licio que, por se encontrarem no topo da cadeia alimenticia, tém um risco
de contaminac¢ao maior devido ao processo de bioacumulagdao. Assim como o chumbo,

o mércurio é uma toxina que afeta a reproducio e o sistema nervoso.

— Pesticidas com Organofosfatos: compoem cerca de metade de todos os inseticidas utili-
zados. Sao pulverizados em lavouras como milho, algodao, frutas, verduras e legumes,

sendo também utilizados em produtos domésticos de controle de pragas e aspersores de

3vide Reboucas, 1997b



jardins*. Sdo derivados do 4cido fosférico e foram desenvolvidos como agentes neurais

durante a II Guerra Mundial.

— Ftalatos: sao aditivos aos plasticos, especialmente PVC, que lhes conferem uma varie-
dade de caracteristicas que vao desde a flexibilidade até a retardacao de chamas. Por
nao estarem ligados ao pléstico, os ftalatos podem vazar para o meio ambiente®. Em
animais silvestres e de laboratorio, foram relacionados a efeitos na saiude reproduti-
va, inclusive reducao da fertilidade, aborto, defeitos congénitos, contagem anormal de

esperma e dano testicular, como também cancer de figado e dos rins.

— Cotinina: fornece uma indicacdo de exposicdo a nicotina. Cerca de dois tercos da
fumacga dos cigarros nao é tragada pelos fumantes, mas é liberada no ambiente circun-
vizinho. Conseqiientemente, os ndo-fumantes (préximos) inalam os mesmos produtos
quimicos® contidos nesta fumaca com efeitos semelhantes, que nos fumantes, embora

com um grau menor.

Para se ter uma primeira no¢ao do processo de transporte e transformacao dos po-
luentes no meio ambiente, é apresentada a figura 1.1, a seguir. Este processo estd relacionado

com:
— propriedades fisico-quimicas dos poluentes;
— processo de transporte no meio ambiente e
— processo de transformacao do poluente.

Em geral, o tratamento do problema da polui¢ao tem sido considerado somente de

modo isolado em cada um dos compartimentos indicados na figura 1.1, isto é, no ar ou na

4A Ageéncia de Protecio Ambiental dos Estados Unidos cancelou, no verdo de 2000, os registros de vérios
clorpirifés - amplamente utilizados em pulverizacoes de frutas, verduras e legumes para matar insetos e em
produtos para controle de cupins e tratamento de jardins - por provocarem riscos & saide das criancas (35.000
toneladas sdo utilizados anualmente nos Estados Unidos)

586 nos Estados Unidos sdo produzidos quase 500.000 toneladas, anualmente.

6Cerca de 4.000 produtos quimicos téxicos (incluindo benzeno, cianureto, cddmio, chumbo, polénio ra-
dioativo, benzo(a)pireno, amonia, mondxido de carbono e nicotina) produtos estes que podem causar cancer,
doencas cardiacas e asma, entre outras.
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Figura 1.1: Processo de transporte e transformacao do poluente
(1) Bioacumulagio; (2) Excre¢do/Secre¢io; (3) Evaporacdo; (4) Precipitacio;
(5) Volatizagio; (6) Absor¢io e (7) Diluigio - adaptado de Connel e Miller (1984)

dgua ou na biota ou nos solos/sedimentos, sendo que a énfase depende da édrea de interesse
do pesquisador que esta realizando tal modelagem ou estudo.
Neste sentido, o presente trabalho procura levar em consideracgao, senao de forma

completa, pelo menos boa parte dos processos indicados pelo diagrama da figura 1.1.

2.1 Poluicao aérea

Para se falar sobre a poluicdao do ar faz-se necessario, antes de mais nada, definir
o que se entende por atmosfera limpa, pelo menos na faixa em que se concentra a maioria
dos seres vivos, ou seja, a atmosfera proxima ao solo (baixa troposfera — abaixo de 8.000m
de altitude). Segundo Seinfeld (1986), seria considerada como atmosfera limpa aquela que
apresentasse os gases com as caracteristiscas especificadas pela tabela 1.1.

Além desses gases a atmosfera limpa contém, também, o chamado “Aerossol At-

mosférico”, formado pela matéria particulada — particulas sélidas ou liquidas, com diferentes



Tabela 1.1: Gases que compoem a Baixa Troposfera
Tabela adaptada de Seinfeld (1986)

Concentracao T d
Gds | média (ppm) empo. de Ciclo Situacao
aproximada residéncia
Ar 9.340 e nenhum (Acumulados
Ne 18 e " ao longo da
Kr 1,1 e 7 histéria da
Xe 0,09 e 7 Terra)
N, 780 840 10° anos (bioldgico e ?
O, 209 460 10 anos | microbiolégico) ?
H>,O variavel 10 dias de chuvas, etc.
CH, 1,65 7 anos biogénico
co 339 15 anos antropogénico
2 e biogénico
CO | 00502 | 65dias | niroposenico | (Equilibrio
) ’ e quimico ou estado
biogénico e quase esta-
H, 0,58 10 anos quimico ciondrio)
N,O 0,33 10 anos
SO, | 1075~ 107* | 40 dias | 2ntroposénico
2 e quimico

composi¢oes quimicas, formas e tamanhos — que se mistura aos gases especificados na ta-

" na atmosfera dos

bela 1.1. Cabe ressaltar a notdvel diferenca nos tempos de residéncia
gases especificados, situagdo que retrata a maior ou menor interacao entre as espécies e seus
respectivos receptores.

A poluigdo do ar seria, portanto, um fenémeno caracterizado pela presenga no ar (em
geral no nivel préximo ao solo) de substéancias estranhas aquelas especificadas na tabela 1.1,
em niveis de concentracoes que sejam capazes de produzir efeitos indesejaveis ou perniciosos
— mensuraveis — nos seres vivos e/ou nos materiais (Orsini e Andrade, 1997).

Assim, tais substancias passam a ser chamadas de poluentes, sendo que na realidade,
mesmo as substancias presentes na tabela 1.1, quando em concentracoes acima do nivel 14

indicado, podem ser consideradas poluentes, até mesmo o oxigénio (Orsini e Andrade, 1997).

A tabela 1.2 apresenta os principais poluentes com suas respectivas fontes geradoras.

"Para a defini¢do precisa ver Apéndice A, se¢do 2 - eq. A.2.1(pg. 81).



Tabela 1.2: Principais poluentes atmosféricos e suas fontes majoritarias
Tabela modificada do relatério CETESB (1996), obtida de Orsini e Andrade (1997).
Fontes Poluentes

Material particulado, SO,, mondxido
Combustao de carbono, hidrocarbonetos, 6xidos de
nitrogeénio e cotinina

material particulado, SO,, HCI, Hi-

Fontes Processos industriais drocarbonetos, mercaptanas, HF, H,S,
NO,
Estacionarias | Queima de residuo sélido material particulado, SO, HCI, NO,
Outros hidrocarbonetos, material particulado

material particulado, monéxido de car-
Veiculos: gasolina, diesel, dlcool, | bono, é6xidos de enxofre, Oxidos de
avioes, motocicletas, etc. nitrogénio, hidrocarbonetos, aldeidos,
acidos organicos

Fontes Moveis

material particulado, SO,., HyS, CO,
NO,, HC, DMS®, DMDS?
Fontes Naturais

*DMS significa dimetil sulfeto
"DMDS significa dimetil di-sulfeto
poluentes secunddrios: aldeido, 4cidos

Reacgoes quimicas na atmosfera orginicos, nitratos organicos, aerosol
fotoquimico, etc.

De acordo com a tabela 1.2 tem-se uma descricao dos principais poluentes at-
mosféricos, lembrando que, quando uma atmosfera estd poluida, ou seja, a qualidade do
ar estd comprometida, se diz que ela apresenta um “Problema de Poluicao do Ar”, comu-
mente designado pela sigla PPA.

Segundo Orsini e Andrade (1997), todo PPA se desenvolve num sistema de poluigao
do ar com trés componentes principais, a saber: fonte poluidora, atmosfera e receptor.

Orsini e Andrade (1997), consideram a existéncia de varios tipos de PPA, que podem
ser classificados sob diferentes aspectos. Quanto ao tamanho de sua area de influéncia
eles podem ser: local, municipal, estadual, regional, continental e global, ou conforme suas
caracteristicas ele pode desdobrar-se em: urbano, industrial, rural ou misto. Em todos os
casos podem estar atuando fontes poluidoras méveis e fixas ou estaciondarias.

Infelizmente as indicacoes atuais sao no sentido de que ainda se tera de conviver por
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muitos anos com esse problema da polui¢ao do ar, uma vez que tem havido pouco empenho
com o objetivo de harmonizar os conflitos existentes entre o nosso modus vivendi e os reais
interesses do meio ambiente, particularmente, os da nossa atmosfera (Orsini e Andrade,

1997).

2.2 Poluicao aquatica

Segundo Rebougas (1997a), a moderna gestdo dos recursos hidricos — 4guas at-
mosféricas, superficiais e subterraneas - impoem a pratica de determinados principios, tais

como:

adocao da bacia hidrografica como unidade fisico-territorial de planejamento;
— usos multiplos integrados da agua;

— reconhecimento da dgua como um bem natural limitado e de valor econémico;

gestao descentralizada e participativa.

Neste particular, de acordo com Rebougas (1997a), deve-se ressaltar que, no para-
digma do desenvolvimento global sustentavel, a disponibilidade de d4gua doce é reconhecida,
como fator competitivo ambiental e econdmico essencial do mercado global.

O critério mundial de classificacao das dguas da Terra designa como “dgua doce”,
aquela que tem teores sélidos totais dissolvidos (STD) inferiores a 1000 mg/1. “A dgua, além
de elemento essencial a vida, é recurso econémico valioso e exerce papel fundamental no
equilibrio dos ecossistemas” (Rebougas, 1997a).

O Brasil possui um dos maiores potenciais de dgua doce distribuidos numa das mais
extensas e densas redes hidrograficas do mundo, dando-lhe com esse grande potencial, um
capital ecolégico de inestimével importancia e um fator competitivo fundamental para um
desenvolvimento sécio-econdmico sustentado. No entanto, conforme Reboucas (1997a), a
falta de conhecimento desta perspectiva vem colocando o Brasil na vala comum dos paises —

desenvolvidos e periféricos — que estao, relativamente, ameagados pela crise da agua.
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Efetivamente, nosso pais apresenta em todo seu territério condicdes bem favordveis
ao desenvolvimento da vida e ao ciclo de renovacao dos seus potenciais de dgua doce. En-
tretanto, boa parte desta dgua ja perdeu a sua caracteristica de recurso natural renovavel,
exatamente nos locais onde ela se faz mais necessaria, ou seja, nas regioes mais densamente
povoadas (Rebougas, 1997a).

As principais causas dessa deterioracao se devem aos processos pouco estruturados
de urbanizacdo, industrializacdo e de producao agricola, que sdo estimulados, consentidos ou
tolerados, sem que se levem em conta “os limites de suporte dos respectivos ecossistemas”
e, em especial, seus potenciais de dgua doce (Rebougas, 1997a).

Essa degradacao dos recursos hidricos esta associada ao langamento — deliberado ou
tolerado — de mais de 90% dos esgotos domésticos e cerca de 70% dos efluentes industriais
nao tratados, o que tem gerado uma poluicao dos corpos de agua doce de superficie a niveis
nunca imaginados (Rebougas, 1997a).

Infelizmente, no Brasil, rio ainda é sinonimo de esgoto e convive-se com a maior parte
do lixo que se produz, fruto de uma intervencao politico-institucional altamente predatoria
do espago, atrelada a questao cultural da falta de conhecimento da populacao em geral, para
atitudes cotidianas efetivas no sentido da “consciéncia ambiental”.

O principal resultado da Conferéncia das Nacoes Unidas para o Meio Ambiente e
desenvolvimento — Rio/92, foi um documento de 40 capitulos, chamado de Agenda 21. Ela
propoe um novo paradigma onde o desenvolvimento economico deve promover a sustentabi-
lidade ambiental e a melhoria da qualidade de vida da populagao (Rebougas, 1997a).

O capitulo 18 da Agenda 21 trata especialmente dos recursos de dgua doce, como
componente essencial da hidrosfera da Terra e necessaria em todos os aspectos da vida.
Nesta abordagem, ressalta-se a necessidade de protecao da qualidade e do abastecimento
dos recursos hidricos, por meio da aplicacao de critérios integrados no desenvolvimento,
manejo e uso dos recursos hidricos. De acordo com Rebougas (1997a), a Agenda 21 propde

as seguintes dreas de programa para o setor de dgua doce:

— Desenvolvimento e manejo integrado dos recursos hidricos.
— Avaliacao dos recursos hidricos.
— Protecao dos recursos hidricos, da qualidade da agua e dos ecossistemas aquaticos.
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— Abastecimento de dgua potavel e saneamento.

— Agua e desenvolvimento urbano sustentével.

- Agua para producao sustentavel de alimentos e desenvolvimento rural sustentavel.
— Impactos da mudanca do clima sobre os recursos hidricos.

Desta forma, a avaliagao do problema da agua de uma dada regiao nao pode
restringir-se ao simples balanco entre oferta e demanda. Deve abranger também os inter-
relacionamentos entre seus recursos hidricos com as demais peculiaridades geoambientais e
socio-culturais, buscando alcancar e garantir a qualidade de vida da sociedade, a qualidade
do desenvolvimento sécio-economico e a conservacao das suas reservas de capital ecolégico —

agua doce e biodiversidade, em particular (Rebougas, 1997a).

2.3 Caracterizacao dos pesticidas

Dentre os agroquimicos em geral, sera dedicada mais atencao aos pesticidas, devido
ao seu alto poder téxico, o que implica num impacto maior na qualidade ambiental, sobretudo
para a biota.

O uso de pesticidas na agricultura tem possibilitado ao agricultor a producao de
alimentos a um custo menor. Assim como os fertilizantes, tém sua aplica¢ao na producao
de graos e de algodao, sendo também empregados nos campos de cultivo de hortalicas e
frutiferas em geral (Loehr, 1984).

Quanto a sua aplicabilidade os pesticidas podem ser agrupados em cinco categorias
distintas (Loehr, 1984):

a) Fungicidas;
b) Herbicidas;
c) Inseticidas;
d) Formicidas e
e) Raticidas.
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Os pesticidas utilizados em maior escala, na produc¢ao agricola, sdo aqueles que se
encontram nas trés primeiras categorias, sendo que os demais sao bem menos utilizados, se
comparados aqueles.

A producao e aplicacao de pesticidas, em larga escala, comegou por volta dos anos
40, aumentando gradativamente até a década de 70, quando o uso de fungicidas e inseticidas
diminuiu, devido a restricoes ambientais, enquanto o uso dos herbicidas continuou a crescer
(Loehr, 1984).

Uma propriedade importante dos poluentes é a solubilidade, uma caracteristica in-
trinseca da substancia quimica que nos indica a facilidade com que ela se mistura ao meio
liquido, formando um sistema homogéneo (Thibodeaux, 1979). Tal propriedade é um dos
fatores determinantes no transporte de poluentes no ambiente aquético (Haque et al., 1980).

Quanto a solubilidade no ambiente aquatico, de uma maneira geral, pode-se classi-

ficar os poluentes em dois grupos principais, a saber:
(i) os nao-soliveis e
(ii) os soldveis.

Esta classificacao faz-se necessaria para um melhor tratamento do problema, de
modo a obter modelos mais adequados a realidade. Estes modelos serao descritos na secao

4, mais adiante.

3 Descricao da area de estudo

Nesta secao serd feita a descricao da area de estudo, com um breve relato histérico
do “Projeto Iberd”, uma apresentagao suscinta das caracteristicas fisicas da regiao e da sua
biodiversidade. Esta descricao apoia-se no texto relativo ao Projeto Iberd, elaborado por

Canziani et al. (1998), bem como em Pregnolatto (2002).
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3.1 Breve historico

Conforme é relatado em Pregnolatto (2002), no inicio do século passado, houve um
movimento da sociedade argentina para a inclusao do parque hidrografico, denominado Este-
ros del Iberd, no circuito economico e legal daquele pais. Em 1905, este movimento culminou
com a organizagao e realizacdo de uma expedi¢do de reconhecimento, denominada “Expe-
digao Iberd”, proposta pela Sociedade Cientifica Argentina. A Sociedade, coube a elaboracao
dos objetivos da expedicao e a indicacao dos responsaveis cientificos pelas diferentes areas
tematicas a serem abordadas, cabendo ao governo central o financiamento da expedicao.

As questoes abordadas nesta expedi¢ao se tornaram muito atuais em funcdo de
um comentado projeto de hidrovia sulamericana, que possivelmente seria financiado pelo
Banco Mundial, com o objetivo de retificar a calha do Rio Parana, na regiao de Ibera. Com
este projeto, buscava-se aumentar a eficiéncia do transporte fluvial dos graos produzidos na
Macro-bacia do Prata (Pregnolatto, 2002).

Em 1998, durante a realizacao de um dos Workshops de Ecologia Matematica, reali-
zado no ICTP (Trieste — Itélia), discutiu-se a formulagdo de um projeto no qual se estudassem
diversos aspectos e estratégias que contribuissem para um manejo sustentdvel na regiao de
pantanal, da Provincia de Corrientes, no referido Esteros del Iberd.

De acordo com Pregnolatto (2002), este projeto recebeu alguns apoios imediatos,
tais como: os de pesquisadores em Ecologia Matematica das Universidades de Tandil e Lujan
(Argentina), UFRGS (Porto Alegre), UFMG (Belo Horizonte) e de pesquisadores do grupo
de Biomatematica da Unicamp. Além destes, também teve o apoio de pesquisadores do
Depto. de Ecologia Quimica da Universidade de Siena e do Instituto Oceanografico ligado a
Universidade de Roma, os quais assumiram a cooordenacao do projeto.

Outros pesquisadores se agregaram a esta equipe inicial, como os da Universidade de
Céadiz (Espanha), de Aveiro (Portugal), de York (Inglaterra) e da Universidad del Salvador
(Buenos Aires). O projeto foi constituido e avaliado de modo relativamente rapido e recebeu
o apoio financeiro da Comunidade Européia (Pregnolatto, 2002).

No projeto final, coube ao grupo da Unicamp a modelagem e andlise numérica de dois
aspectos basicos. Primeiro, o da presenca e influéncia de produtos impactantes nos meios

aquaticos, sobre a biota local, devido as atividades antrépicas, particularmente o cultivo
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de arroz na regiao circunvizinha. Segundo, o da modelagem e simula¢do numérica de uma
endemia que atinge ciclicamente a populacao de uma das espécies “carismaticas” da regiao,

a das capivaras (Hydrochoerus hydrochoeris).

3.2 Caracteristicas geograficas da area

A figura 1.2 mostra uma foto de satélite (GOES—12) com a composi¢ao das imagens

visivel e infravermelho, onde estd indicada a localizacao da regiao de Iberd.

2003/08/10__182

Figura 1.2: Foto de satélite mostrando a regiao de Iberd.

Os Esteros del Iberd se localizam na regiao nordeste da Argentina (fig. 1.2) entre os
paralelos 27° 35’ e 28° 41’ sul e os meridianos 58° 58’ e 60° a oeste de Paris (Pregnolatto,
2002). Esta regido ocupa boa parte da provincia de Corrientes, sendo parte integrante da
Bacia do Prata. A dinamica tréfica e hidrica de Ibera nao habilita a regiao a ser classificada
como um sistema pantanoso tropical, mas como eutréfico® temporario ou semipermanente,
semelhante aos sistemas que ocorrem na bacia do Prata (Canziani et al., 1998).

Iberda é abastecido, em boa parte, por aportes pluviométricos diretamente ou através
do escorrimento superficial ou subsuperficial (run off), ao longo de uma bacia de captagao que

supera os 13.000 km?. Apresenta um regime de flutuacdo hidrométrica gradual e estacionéria,

8 Ambientes produtivos, com abundéncia de nutrientes cf. Odum (1988), pg. 91.
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com baixa circulagdo de 4gua em razao do relevo quase plano e do abundante tamponamento
por macréfitas (Canziani et al., 1998).

A profundidade média das lagoas, canais e esteros oscila entre 2 e 3 metros, com uma
variacao anual em seu nivel de aproximadamente 1 metro. Os registros mais profundos sao
de até 4 metros, que correspondem as partes mais profundas de alguns canais ou lagunas.
O lago de Ibera apresenta uma profundidade média de cerca de 3 metros, com um leito

completamente plano de pouquissimos micro-relevos.

3.3 Caracteristicas ecoldgicas

Este sistema sustenta algumas espécies de fauna vulneravel e ameacada, sendo consi-
derado um ecossitema extremamente fragil e sensivel a perturbagoes de acordo com o tratado
de Ramsar?. E um sitio com alta diversidade biolégica, contendo um nimero apreciavel de
espécies endémicas, possui uma porcao representativa dos habitats da regiao e abriga ele-
mentos caracteristicos da regiao biogeografica.

Registram-se cerca de 81 espécies de peixes para o macrosistema geral, com uma
importante avifauna em torno de 200 espécies, caracteristicas dos alagados. Se destacam pe-
lo menos 3 familias de anfibios (Hilidae, Leptodactylidae e Pseudidae). Entre os mamiferos
destacam-se o cervo pantaneiro (Blastoceros dichotomus), a lontra (Lontra longicaudis) e
a capivara (Hydrochaeris hydrochaeris). A fauna de répteis é caracterizada por grande
abundancia de jacarés (Caiman yacare e, em menor grau, Caiman latirostris, Canziani et al.
(1998)).

Dentre as espécies ameacadas ou protegidas por tratados internacionais tal como o
CITES!, os Esteros abrigam populacdes importantes dentre as quais, na nomeclatura local:

jacaré “overo” (Caiman latirostris), jacaré “negro” (C. Yarare), sucuri amarela (Funectes

90 tratado de terras inundadas, assinado em Ramsar, Ird, em 1971, é um tratado intergovernamental
que fornece a estrutura de agdo nacional e cooperagdo internacional para a conservacio e uso racional de
areas alagdveis e seus recursos. Ha, atualmente, 136 partidarios que assinaram a convencdo, com 1288 locais
catalogados, totalizando 108,9 milhdes de hectares, designados para a inclusdo na lista Ramsar de 4reas
alagdveis de importéancia internacional. Para mais informagdes ver: http://www.ramsar.org/.

10Gigla em inglés do tratado internacional para espécias ameagadas da flora e fauna selvagens. Seu texto
final foi firmado por representantes de 80 paises, em Washington — DC/USA, no dia 3 de margo de 1973 —
cf. hitp://www.cites.org/.
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notaeus), pato “crestudo” (Sarkidiornis melanotos), lontra (Lontra longicaudis) e o cervo
pantaneiro (Blastoceros dichotomus), entre outras.

Os Esteros sustentam uma proporcao significativa de subespécies, espécies ou familias
de peixes autoctonos e etapas de seus ciclos biolégicos, bem como as interagoes interes-
pecificas ou interpopulacionais, contribuindo de modo significativo para a diversidade biolégica.
Dentre as espécies mais significativas, pode-se destacar a presenga do dourado (Salminus ma-
zillosus) — cf. Canziani et al. (1998).

Floristicamente, nas terras inundadas se destacam as comunidades de “estero”, de
“embalsado” e de corpos aqudticos abertos como lagoas e riachos. O estero, fisionomicamente
é um pirizal (Cyperus giganteus), geralmente associado com diversos Scirpus ou Schoenoplec-
tus. Na parte mais elevada, menos sujeita a inundacoes, nas areas imidas desenvolvem-se
agrupamentos de Zizaniopsis bonariensis, acompanhados por Panicum grumosum, enquanto
nas pequenas depressoes encontramos colonias de Thalis spp. O fundo das depressoes com
pirizal é rico em sedimentos organicos parcialmente decompostos, de onde emerge o terreno,
caracterizando o solo ai encontrado.

Os embalsados ocupam uma superficie importante dos 46 km de perimetro (aproxi-
madamente) do lago de Iberd e das nacentes do rio Mirifiay. Fisionomicamente, trata-se de
um pirizal flutuante, basicamente constituido por Cyperus giganteum e/ou Fuirena robus-
ta, sendo que também sao encontrados os géneros Talia, Panicum e Zizanopsis, formando
distintas comunidades de embalsados (Canziani et al., 1998).

Nas etapas iniciais de formacao do embalsado, predominam Scirpus cubensis, depois
de consolidados sao mais ricos em espécies que os esteros, incluindo Pteridofitas e até varios
elementos arbéreos dos géneros Sapium, Ocotea ou Croton. Seu solo é caracterizado por seu
baixo peso especifico e agregado de materiais organicos pouco decompostos. Estes embalsa-
dos sao refugio e habitat para muitos vertebrados caracteristicos de Iberd (Canziani et al.,
1998).

O lago de Iberd e os riachos que dela partem constituem outra importante unidade
de paisagem que cobrem cerca de 5.500 hectares. Nele, sao encontradas comunidades de
plantas submersas instaladas nas dguas profundas e claras, nas dreas protegidas de vento
das lagoas e dos leitos dos riachos. Chegam a formar pradarias submersas ocupando uma

area de até 50% de seu leito, onde ocorrem os géneros Egeria, Cabomba e Ultricularia. Sobre
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estas pradarias estruturam-se comunidades biéticas complexas, que sustentam grande parte
das redes tréficas do sistema (Canziani et al., 1998).

Também sdo encontradas comunidades de plantas flutuantes e emergentes dos géneros
Eichornia, Nymphoides e Nymphaea, em certos lugares das lagoas e recantos dos riachos, on-
de a correnteza é menos ativa. As associacoes de Lemma, Salvinia, Azolla ou Ricciocarpus,
estendem-se pelas depressoes e setores de baixa profundidade. Entretanto, estas associagoes
periféricas ocupam uma 4rea reduzida deste sistema, uma vez que 90% da lagoa se encontra
submetida aos efeitos do vento e das ondas provocadas por ele (Canziani et al., 1998).

A seguir (fig.1.3), uma vista aérea de parte da regido de Iberd, onde pode ser obser-

vado ao fundo os campos de cultivo de arroz, proximo a area de preservacao.

Foto: J.F.C.A. Meyer

Figura 1.3: Vista aérea de uma parte de Esteros del Iberd, onde se véem os canais de captacao
de dgua dos esteros para os arrozais correntinos
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3.4 Caracteristicas climaticas

A temperatura média anual na regido é de 21°C, com médias mensais indo dos 16°C
em junho/julho aos 27°C em janeiro/fevereiro. As méximas absolutas chegam aos 44°C, com
minimas de -2°C. A umidade relativa é elevada, com minimas de 60%, no periodo de seca, e
méaximas no perido das chuvas que superam os 75%.

As chuvas oscilam entre 1.200 e 1.500 mm anuais, mas estes valores podem variar
periodicamente, cuja evapo-transpiragdo é de 1.040 mm (média anual). N&o existe uma
estabilidade hidrica nitida, nao obstante registram-se chuvas pronunciadas, principalmente

na primavera e outono.

3.5 Uso e ocupacao da area

Em relacao ao manejo, observa-se a extracao de dgua para irrigar os arrozais da
regido circunvizinha, mas que tem diminuido em razao da situagdo econémica por que passa
a Argentina. Das atividades agricolas, as mais desenvolvidas sao o cultivo de arroz e as
atividades silvicolas.

Especificamente, nao vém sendo aplicadas as Diretrizes do Uso Racional de Terras
Inundadas de Ramsar, nem suas Orientagoes Adicionais. Entretanto, existe um plano de ma-
nejo integrado do macrosistema, elaborado na provincia, ainda que nao tenha sua aplicagao
plena.

Segundo denuciou a Fundagdo Mundial para a Vida Silvestre (WWF), a regiao
estaria sofrendo um processo de inundagao, por infiltracao subterranea, devido a represa de
Jacireta.

Cabe ressaltar que, apesar disso, este sistema ainda esta pouco alterado, mesmo com

as atividades humanas nas suas proximidades, dai a importancia deste projeto.

4 Modelos matematicos

Na descricdo dos modelos que serdo apresentados a seguir, haverd uma distingao

entre dois tipos de poluentes, seja devido a densidade ou a solubilidade, a saber: (i) aqueles
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que ndo penetram na agua e (ii) aqueles que penetram na agua.

4.1 No meio aéreo

Na primeira parte do trabalho aqui proposto, serda modelado o transporte aéreo do
poluente e seu depdsito na superficie da lagoa ou bafa''. A escolha do dominio se deve a
uma suposicao inicial de simetria por translacao, levando, portanto, a escolha de um dominio

bidimensional, conforme ilustrado na figura 1.4, a seguir.

Vento predominantej‘>
Escolha dx‘/

< v

Figura 1.4: Escolha do dominio para estudo

O plano é escolhido na vertical e contendo o vetor que indica magnitude e direcao
predominantes do vento na regiao.

No modelo deverao ser considerados os fenomenos de difusdo (ou dispersdo, conforme
Okubo (1980)), o transporte advectivo, os diversos fendémenos de decaimento aproximados
em conjunto, as possiveis fontes poluidoras e a penetragdo no meio aquético, no caso (ii).

Assim, chamando de u(z,y,t) a concentracdo do poluente, no ponto (z,y), para o
instante t, o modelo é descrito, de forma genérica, por:

ou

ot

1 Usa-se, no escopo deste trabalho, a terminologia lagoa ou bafa no sentido de indicar corpos aquéticos de
baixa circulagao, como ocorre em Iberd e no pantanal matogrossense.

= {difusdo} — {transporte} — {decaimento} + {fonte}
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Em termos de modelagem cléssica destes fendmenos, tem-se:
{difusao} = div|[e,Vy] (cf. Okubo (1980));
{transporte} = div [V . u] (cf. Edelstein-Keshet (1988));

{decaimento} = cte.u =o,u (cf. Bassanezi (2002))

Finalmente, em termos da modelagem da fonte, serd considerada ora sua auséncia,
ora fontes pontuais (o fenémeno de run off — como descrito na pg.16 — indica uma fonte
pontual na margem do corpo aquético, o ponto (xr,yr) na fig.1.6 — pg.25) ou ainda no
ingresso de poluentes no dominio considerado, por deriva.

Resulta, portanto, que a equacao que modela o processo de dispersao efetiva do

poluente no dominio aéreo indicado na figura 1.4 e descrito acima, é dada por:

0
8—1: = div(a, Vu) — diV(V)u) —ouu+ f, (1.4.1)
( y = (2,9, 1), (aproxima a difusibilidade efetiva no meio aéreo),

V= (v1(z,y,t); v2(x, y,t)) com

div(V) =0 (aproximando um campo “bem comportado” no
onde < sentido dos fluxos aéreos),
Oy (aproxima linearmente o decaimento total

no meio aéreo)

\ f (é o termo fonte).
Desta forma, o dominio'? 2 (descrito pela figura 1.5) a ser considerado neste pro-

blema de valor de contorno (Boyce e Diprima, 1979), terd as condigdes de contorno generi-
camente indicadas por:

Ingresso de poluente no dominio: por parte ou partes do contorno, pode haver
o ingresso de poluente, numa quantidade que depende de situacoes externas. Este ingresso
pode dar-se num sé ponto (como, por exemplo, um vazamento num duto) ou ao longo de

toda uma parte do bordo (que é o que ocorre no fenémeno da deriva).

260 =ToUIl'y Uy U3 UTy sendo que [y, I'y, T'y, I's e 'y sdo disjuntos
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1—*1 r x=L

Figura 1.5: Descri¢ao do dominio {2 de estudo
Q=(0,L)x (0, H) C R?

Neste caso, denominando 7 o vetor normal exterior unitdrio ao longo do contorno,

tem-se:

ou

an =g Vi, (z,y) €Ty (1.4.2)

To

_au

Perda de poluente para o solo: muitas vezes ocorre uma perda de poluente
para o solo, seja por infiltragdo, por percolacao, ou por algum tipo de biodegradagao. A

modelagem desta perda serd por aproximacao linear e, assim, sua equacao ¢ dada por:

ou

I

Em outros casos, pode nao ocorrer uma perda por parte da fronteira. E plausivel
supor, por exemplo, que nao haja passagem de poluente do meio aéreo para o aquatico,
gerando uma condi¢ao de contorno natural dita homogénea, dada por:

ou

—| = 1.4.4
ol =0 (1.44)

To

Esta condicao pode, em alguns casos de simetria, indicar a parte da fronteira por

onde ocorre tal simetria.
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Finalmente, podem ser identificados mais dois tipos de ocorréncia de condicdes ho-
mogéneas:
A primeira,

Qul _y (1.4.5)
on rs

indica uma fronteira suficientemente distante, de modo que o comportamento, relativamente
ao espaco, possa ser considerado assintoticamente estacionario, ou que o balanco entre o que
sai e 0 que entra seja nulo. Esta condicdo de contorno é denominada condi¢do de Neumann
(Bassanezi e Ferreira Jr., 1988).

A segunda, denominda condic¢ao de Dirichlet (Bassanezi e Ferreira Jr., 1988), dada

por:

ul =0 (1.4.6)
Ty

caracteriza um trecho da fronteira, também suficientemente longe da fonte (e a montante de

V) de modo que nao se registre a presenca de poluente nessa regiao.

4.2 Inclusao do Meio Aquatico

Em segunda aproximagao, inclui-se o meio aquéatico, no caso de substancias poluentes
que penetrem na agua. Neste caso, além da concentracao de poluente no ar, indicada por
u(z,y,t), serd designada por a(z,y,t) a concentracdo do poluente na dgua no ponto (z,y),
para o instante ¢, na parte do dominio a ser considerada (ver figura 1.6).

Como em (1.4.1 — 1.4.6) no ar, em termos gerais, tem-se:

0
8_1; = {difusdo} — {transporte} — {decaimento} + {fonte}
+{poluente proveniente do meio aquético}

(ou — {poluente indo do ar para a dgua})

sendo este ultimo termo o que diferencia esta equacao de (1.4.1), enquanto que, no meio

aqudtico, a taxa de variacdo da concentra¢ao do poluente a(z,y,t), pode ser genericamente
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iyl

Figura 1.6: Incluindo o meio aquético no dominio de estudo

designada por:

% = {difusdo} — {transporte} — {decaimento} + {fonte}

+{poluente proveniente do meio aéreo}

(ou — {poluente indo da dgua para o ar})

O que se obtém, entao, é o sistema:

(0
a_?: = div(auVu) — div(Vu) — ogu -+ f,
X e (1.4.7)
Oa :
— = q,Aa — dlv(Wa) — o0+ F
\ Ot
Qg (é a constante de difusibilidade efetiva no meio aquético)
onde W, (é o campo de velocidade em €,)
o (é o decaimento global no meio aquético)

Pode-se observar que o movimento de poluente do meio aéreo para o aquéatico, ou
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vice-versa, nao figura no sistema (1.4.7) acima, ja que ocorre na fronteira entre os dois meios,
aparecendo como condi¢ao de contorno, cujas expressoes sao:

No meio aéreo:

— ua_u =g (como em 1.4.2) (1.4.8)
1,
ou
%6_77 = kiu  (perda para o solo, como em 1.4.3) (1.4.9)
I
ou
o= | = Pr2(u—a) (1.4.10)
877 Iy T

que descreve a passagem de poluente de um a outro meio com uma taxa proporcional a

diferenca de concentragio (condicdo do tipo Fick), com constante de proporcionalidade (5.

u| =0  (como em 1.4.6) (1.4.11)

Ts

Como em 1.4.4, a condicao de estabilidade assintética para a parte da fronteira no

ar (I'y,), é dada por:

ou

. =0 (1.4.12)

T4,

No meio aquatico:
A condicao de estabilidade assintética, como em 1.4.12, para a parte da fronteira no
meio aquatico, é dada por:

da

—| = 1.4.1
5| =0 (1413)

T4,

A penetracao do poluente no sedimento, analogamente como em 1.4.9 substituindo

o solo pelo sedimento, é dada por:

oa
—0a=—| = ksa (1.4.14)
aan 1—‘3
Na interface dgua-ar, a passagem de poluente é descrita pela equagao:
da
ag—| = Por(a —u) (1.4.15)
aan .




onde o fenémeno j& descrito (na eq. 1.4.10) apresenta diferenca na constante de proporcio-
nalidade, que indica a passagem no sentido contrario: f; (passagem de poluente da dgua
para o ar).

Finalmente, o termo F, presente em (1.4.7) ird descrever a fonte existente precisa-
mente na interseccao dos meios aéreo com o aquatico e em contato com o solo: o run off no
ponto P = (z1,yr). Esta fonte serd modelada por:

Ae™  se  (x,y) = (v1,y1)
F = (1.4.16)

0 se  (z,y) # (vp,y) Vt €]0,7],

ou, numa notacao mais condensada, dp Age "

onde dp é o operador de Dirac no ponto P (a
fonte é pontual).

Esta escolha de F se deu, considerando que haja um actimulo do poluente na frontei-
ra ['; e que o mesmo seja transportado pelos canais de drenagem e/ou afluentes até o ponto
de descarga no meio aquatico — ponto (z, y,) do dominio — tal como o efeito “run off”, no
caso de campos de cultivo de arroz em varzea, comum em areas alagiveis (Soderquist et al.,
1977).

Estas equagoes é que constituem a chamada formulacao classica ou “forte” do pro-
blema. Tendo em vista a necessidade de demonstrar e obter, de algum modo, a existéncia
e unicidade de solucao do problema. E, visando a aplicacao do método de Elementos Fi-
nitos, via Petrov/Galerkin para a discretizacdo espacial, de modo a obter as aproximagoes
numéricas adequadas da solugao para cada instante ¢ € [0, T], faz-se necessdria a obtencao
da formulacao variacional ou “fraca” do problema, feita para os dois casos, nos capitulos 2
e 3, a seguir.

A formulacao fraca é preferivel pois permite uma maior amplitude de acao, tanto
do analista (visto que facilita a demonstragao de garantia que a solucao existe e é tnica),
quanto do analista numérico (porque os algoritmos computacionais sdo, nessa formulagao,
mais flexiveis e mais robustos).

H4, ainda, a favor da formulacao fraca, ou variacional, o fato de se poder incorporar
incomodos analiticos, como a descontinuidade (de condigdes iniciais ou parametros) ou como
a existéncia de fontes pontuais, visto que as derivagoes se dao no sentido das distribuicoes

(Kolmogorov e Fomin, 1976), um universo em que os “incomodos” acima inexistem na forma
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de incomodo ou sdo o arroz-com-feijao.
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Capitulo 2

Analise e discretizacao das equacoes
no meio aéreo

Neste capitulo, serd obtida a formulagao variacional do problema 1.4.1-1.4.6, apre-
sentado no capitulo anterior em sua formulagao classica. Aqui, o objetivo serd o de propor
uma solugao “fraca”, ou no sentido de distribuicoes; uma vez que neste contexto variacional,
hilbertiano, obtém-se com maior simplicidade os resultados de existéncia e unicidade da so-
lugao fraca. Neste caso, sao definidos processos de aproximacao, cuja convergéncia pode ser
provada (analiticamente) e comprovada (numericamente). E, por fim, a formula¢io varia-
cional foi obtida em funcao da escolha de aproximagao pelo Método dos Elementos Finitos,

via Método de Galerkin.

1 Introducao

A formulacao variacional do modelo consiste em obter uma outra formulacao das
equacoes 1.4.1 e 1.4.7, cuja solucdo, denominada solucao fraca, deve ser procurada num
espago métrico conveniente. A justificativa de tal procedimento estd na possibilidade de se
poder usar fun¢oes que comportem modelos de descontinuidade, por exemplo, para a funcao
que modela alguns dos fenémenos presentes no problema, como no caso de fontes pontuais
no dominio, tipico de problemas como o que foi proposto neste estudo, ou de “manchas” de

poluentes.
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O processo para obtencao da formulagdo variacional é desenvolvido da seguinte for-

ma;
1. Considerar as derivadas de 1.4.1-1.4.6 e 1.4.7-1.4.15 no sentido de distribuicoes;

2. efetuar o produto interno de cada termo das equacdes por uma fun¢ao v, denominada

funcao teste, sendo esta pertencente a um subespaco conveniente de

ov Ov

HH(Q) = {y(ac,y) € L (x,y) : p e 8_y € XQ(Q)},

que serd denotado por U (caracterizado mais adiante), onde £? é o espago das fungoes

de quadrado integravel, no sentido de Lebesgue. Em U, o produto interno é definido

<f‘g>0;Q = //Qf -gdy; (2.1.1)
(7 H?) = [[ D@ (212

<f‘g>0;F = /Ff - gdy. (2.1.3)

cuja integragao ¢ feita no sentido de Lebesgue.

da seguinte forma:

Na situacao de dispersao somente no meio aéreo, o subespaco a ser considerado é

dado por:
U={ueH (Q):u=0em parte de I'(Ty),V¢ € [0, 7]}

No segundo caso, incluindo o meio aquético, serdo procuradas as solugoes u (x,y,t)

ea(zr,y,t) em V e W, respectivamente, dados por:
V={ve L [0,T),H ()] : v =0 em parte de ' (I's), V¢ € [0,7T]} .

W={we . L*[0,T],H"(Q)] : w =0 em parte de I' (T'5) ,Vt € [0,T]}.

Os subespacos serao caracterizados, adiante, de forma mais especifica, para os casos

apresentados nas segoes 4.1 e 4.2, do primeiro capitulo (pg.21 e 24).
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2 Formulagao variacional

Considerando as equacoes apresentadas na secao 4.1 do capitulo anterior, serd obti-
da, a seguir, a formulacao variacional para o caso dos poluentes que nao penetram na agua,
conforme comentado na se¢ao prévia.

Para este problema, caracterizando o subespaco V; de H' (), como se segue:

V) = {1/ € Z[(0,T),H' ()] :v=0em Ty e ?9_: € L*(Q);Vte [O,T]}

Neste caso, tomando f genérica, com a entrada (por deriva) de poluente pela fron-
teira 'y e, além disso, considerando o coeficiente de difusao aérea «, variavel com relacao
somente a altura y, uma vez que a densidade do ar tem maior variacao em relagao a altitude,

tem-se:

g—? — div(ay(y)Vu) + div(Vu) +ou = f (2.2.1)

Assim, realizando o produto interno conveniente em V;, vem:

// Vd,u—// (ay(y) Vu) ud,u+// Vu )vdu
+ / / opuvdy = / / Frdp (2.2.2)

VveV,Vte (0,T]

Desta forma, considerando funcoes e derivadas primeiras de quadrado integraveis,
no sentido fraco, e tomando V = (Vi(y); =V5) (conforme justificativa adiante — pg.32),

obtem-se:

// yd,u // V(o (y)Vu) Z/d,u+// Vi(y —I/d,u // Vg@l/d,u
o Oy
—|—// auw/d,u:/ frduy  (2.2.3)
Q Q

Vv eV, Vte (0,T].
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Ao fazer uso de um teorema de Green, aplicado no segundo termo do lado esquerdo

da equacao 2.2.3, vem:

ou ou ou
/ . Eyduﬂ—//ﬂ oy (y)VuVrdy + //Q‘/}(y)%ud,u — //QVQa—yzxd,u
ou
+// Uuuydu—/au(y)—ud’y = // frdu  (2.2.4)
Q r on Q

VveV,Vte (0,T]
Dai, supondo uma variacao linear crescente no coeficiente de difusao, ou seja,
ay(y) = ap + a1y, aq, 0 >0 5y € [0, HJ;
que o decaimento global g, seja constante e V dado por:

V = (Viyi; —Va)

onde Vi,/y representa uma primeira aproximagao do campo de velocidade para a componente
horizontal do vento predominente (no transporte por deriva). E, nesta primeira abordagem,
V5 constante para a componente vertical da velocidade resultante da acgao gravitacional.
Conforme Figueiredo (1979), supondo que a resisténcia do ar seja linearmente proporcional
a velocidade, resulta na aproximacao (V,), assintoticamente, desta componente por uma

constante. Dai, a equagio (2.2.4) se torna:

ou ou ou
—d—l—// + VVd—i—V// —d—V//—d
//Qat”“ Q(Ozo ary)VuVrdu + Vi Q\/ﬂaxvu 2 ] gyt
ou
—i—ou// uvdy — au—ydfyz// frdu (2.2.5)
Q r on Q

VveV, Vte (0,T]

Finalmente, considerando as condi¢bes de contorno dadas por (1.4.2-1.4.6), substi-

tuindo no ultimo termo do lado esquerdo da eq. (2.2.5), vem:
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// @ydu + // (oo + 1y) (Vu.Vl/> du+ Vi // \/ga—ul/du
ou
—Vq // —vdp + oy // uudu—i—kl/ uvdy = // fl/du-l-/ gvdy (2.2.6)
o 0y Q I Q To

YveV,Vte (0,T]

Agora, usando a notagao para o produto interno definida anteriormente na segao 1,

ou ou
sz) —I—V( y—y> —V(—y)
0;0 ' \/_83: 0; ’ 9y 00
)=
0;I"1

1/) . + k1<u | U>0'P0 + <f 1/) i (2.2.7)

’ I )

a equacao 2.2.6 pode ser reescrita na formas:

ou
ot

u) + ((ao + a1y)Vu
00

+0y (u

VveV, Vte (0,T]

E importante observar que em (2.2.6) aparecem apenas as derivadas de primeira
ordem, no sentido de distribui¢des ou “fraca”, da solugdo u(z,y,t), enquanto na equacao
(1.4.1) aparecem as derivadas de segunda ordem, no sentido cldssico.

Desta forma, passando dessa formulagao cléssica (1.4.1-1.4.6) para a formulagdo va-
riacional (2.2.6), sdo enfraquecidas as hipéteses de regularidade da solucao, o que proporciona
um aumento da classe de funcoes para as quais o problema faz sentido.

Além disso, na formulacao variacional, a demonstracao de existéncia e unicidade da
solucao fraca, cuja demonstracdo serd tratada na préxima secdo, se torna bem mais simples

e, hoje, viavel em comparacao com a da solugao classica.

3 Existéncia e unicidade de solucao

Considerando a formulagao variacional obtida na se¢ao prévia, serd feita a demons-
tracdo de existéncia e unicidade da solugdo para a equagio (2.2.6), de acordo com o que se

segue.
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Para estabelecer a existéncia e unicidade da solugdo de (2.2.6), serd utilizado o
Teorema de Lions (Lions, 1961, Teor. 1.1 — Cap. IV, pg. 46). Devera ser provado que este
problema na sua formulacio variacional (eq. 2.2.6) satisfaz as hip6teses do citado teorema,
seguindo o procedimento adotado, por exemplo, em (Diniz, 1994), (Castro, 1993) e (Mistro,
1992).

De fato, agrupando termos de (2.2.6) na forma abaixo e introduzindo a notagao
usada no referido teorema (Lions, 1961), tem-se:

2

A(t; o) = Z %(A”(x t) 88 ) + Z 8?61 (z,t) + Ao (2.3.1)

ij=1

o que, em (2.2.6) mediante as escolhas indicadas mais abaixo, fornece:

// yd,u-l—// tuud,u—i—kl/nuudv—
= /FO gvdy + //Q frdp + <//Q uozxdp,) do(t) (2.3.2)

VveV,Vte (0,T)

ou, numa notacao mais compacta:

(?91; )+A(t u,v) = L(v) (2.3.3)

At u, v) ://Qﬁ(t;u)ydwkl /F uvdy
Lf(l/):/rogl/dfy—f—/ frdu+ (//Quol/du)éo(t)

dadas as escolhas em (2.3.2) de:
+ i=]j
Ay = Qo T oy se J
0 se 1#]
Vi i =1
A = { WY se i

Vo se 1 =2

onde

A() = Oy
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lembrando que dy é o operador de Dirac que “fixa” a condicao inicial.
Para a demonstragao de existéncia e unicidade da solucao, serd verificado se (2.3.3)

satisfaz as hipéteses do citado teorema, enunciado na forma a seguir.

Teorema 3.1 (Lions). Dado o conjunto aberto Q C R", considere os espagos H(R),
Hi(Q) e Vy tais que: H5(Q) C Vi C HY(Q)

para w = w(x,t) e v = v(x,t), seja o operador A dado por':

aw ov
A(t;w,v) Z/a” 9 jaxzd +Z/ a;(x (%zvdﬂv-l—/Q o(x, t)wvdx

2,j=1

Se
i) aj, a; € ay € 32(9 x (0, T));
it) Yw,v € Vi, a fungdo: A:t—— A(t; w, v) é mensurdvel;
iii) I\ € R tal que: [A(t,w,w)[> + Mw|| % > 0wl 0y, 0 >0, w € V1, g.t.p.;
w) [A(t; w,v)] < Mwlla@llvllx @
v) Ls(v /fvdx+ </ woudx) do(t) € continuo;
vi) fe L2 ((—oo,T);f%Q)) e wy(x) € L?*(N)

entdo, existe uma tnica fungio w € £* ((—oo,T);.i”%Q)) e {w: (—00,0) — 0} que é
solugdo do problema variacional (2.5.3).

Prova: Para a demonstragio do teorema consultar (Lions, 1961, Teor.1.1-Cap.IV). O

Para averiguar que (2.3.3) satisfaz as hipdteses acima, tem-se:

LEm R serd considerado dx = dx; dxs--- dzp
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1. Com efeito, é imediato verificar que A satisfaz as hipéteses i) e ii) do teorema enunciado

acima, tendo em vista as escolhas de a;;, a; e ay.

2. A hipétese iii) em (2.3.3) — denominada coercividade do operador A — pode ser obtida

pelo que se segue:

Como

A(t,v,v) + A|v]%e :// E(t;l/)l/d,u,—i—kl/ 2y + ||| |%e

// (g + ay)Vu - VZ/d,u—i—Vl// \/_—l/d,u Vg// —Vd,u

+ oy // vidu + kl/ v2dy + A|v||%e
Q ¥
ou seja,

o\ ? ov
Aton) 3 = [[ @oram|(52) +(5) ]d“
ov ov 9 2
Vi \/ga_ydu_vQ 8—udu+k1 vidy + (A + 0u)||[v]ly:
Q T v % N

temos que:

(2.3.4)

V1// ﬁ@l/du‘ <V <V |1/\du <
Q (93:

ov

vivE| | e Yy elo. H
g2

logo

— V1// Vg Vdu‘ -1

Q ¥2

€ Como

R CRCIY A > e e

Assim, seja ¢ = max{|Vi|vH, |V} e aplicando a desigualdade de Holder ao 2¢ e

32 termos do lado direito da equagdo (2.3.4) vem:

o\’ A%
At Mv|%, > — — ) |d A+ o) ||V]|%e2
)+ 2 0o [[ [(52) +(52) an+ 0+ ol

ov ov
i L

0y

IWlle + ' ||u||zz} Tl

z? z?
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ou
2

ov||? 0
At + Nl > o | 52 '—” )+0+ -+ k)l
T || g2 8!/ 2
(2.3.5)
| il Ty i T
a.’r 2 <? ay 2 <2

Usando o recurso classico da desigualdade

1
ab < a2 + —b? Y a, b positivos
2 4e

que, aplicado aos termos:

@
0z || 4o

ov||? 1 2
Y|y 4e|| || 42

o))

[ PZIS

N |

ov vllye < ellov]? n 1 2
— V|2 < =||=— —||v
0y || o2 <=9 0y |l o 4e|| || 2

somando membro a membro, chega-se a desigualdade:

ov ov llgn < e (||ov]|? ov||? n 1 Lt
— — Vg < = ||=— — — ||| %
0T || o2 0y || o2 < =9\ ||ox 2 0Y || o2 2¢" 1
dai,
v v Ce (|| ov]]? ov|? ¢y
—C ||l = — 2 > — (|| == — — > |v%
7 W Y R £ W e B B

logo, a desigualdade (2.3.5) torna-se:

ov

o ov
oy

ox

2 2

el

IS R
2€ Z

5:min{<a0—%); <)\—|—au+k1—2%)}

podemos escolher ( e €, de modo que § > 0 e, portanto, tem-se:

ov ov||?
TR o] (s - I = I
Y| o2

ox
Vv €V, para cada t € (0,7)

At 1,0) + M| > (ao - %) H

Assim, tomando

2

n
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3. A condic¢ao dada na hipétese iv) em (2.3.3) — denominada continuidade do operador A

— pode ser obtida da seguinte forma:

Dado que // udu+ A(t,u,v) = Lf(v) onde

A(t; u,v) =// ;1\(15; U)Vdu+k1/ uvdy
Q N}

// A\(t; u)vdp = // (g + oqy)Vu - Vedu + V4 // \/Qa—uyd,u
Q Q q " 0x
// zxd,u—i—au// uvdy
Q

// (g + vy)Vu - Vvdp < |ag + ag H| // Vu - Vvdu
Q Q

dai, para cada t € (0,7T), seja ¢ = max{|ag+ a1 H|,|oy|} e usando a desigualdade

como

de Cauchy-Schwartz, obtem-se:

lag + o H // Vu-Vvdy + o, // uvdp < el|ul|y @) [V ] @)
Q Q

|V1|// f—vdu<|vlf|// Vdu

e, pela desilgualdade de Holder, tem-se:

\Vlf\// —vdu<|vl

ou
Vil [[ Govdn < val| 3

dada a continuidade da imersdo de H'(Q) em .£?, obtem-se:

além disso,

14

2 < |VivVH||Julls @)l ]|2: @)
”

14

< [Valllulla @ llv[l2:

L2 2

kl/r uvdp < |y [|ull 22y V]| 22y < TRl 2200) (V] 2200) <
1

< k1| [Jull 22 IVl 22 < [Rlllulla @) 7] @)
dai

At u, )| < ellulla) [Pl @) + [VivVBIlulla @) [7l130) + Valllulla e V]l @
k[ wllz @) (7120
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logo, tomando M = ¢ + |VivVH| + |Va| + |ky|  vem:

At u,v)| < Mllulla o) [[7ll7 @)

4. Como o termo Ly(v) de (2.3.3) é dado por:
Ly(v) =/ gl/d7+// frdu+ (// uOvdu>5o(t)
I 0 0

[ollez < p)vllar@  Yveh,

e, além disso,

dadas as escolhas de f, g e uy € Z? (Q x [0, T]) tem-se que:

L) = j{Ogudv+-/0/qudu+-(jC/szudu)aou>\s
<o T e (] oo

< [lgllz2llvlle> + [ fll 22Vl 22 + [luolle V] 22 <

gv UV

< (lallon + 1122 + ol el
o que satisfaz as hip6teses v) e vi) do teorema.

Portanto, existe uma tinica solugao do problema (2.3.3), formulado variacionalmente.

4 Discretizacao do problema

Nesta secao, serd feita a discretizacdao do modelo, para a formulacao obtida na secao
2 deste capitulo (eq. 2.2.6), através do Método dos Elementos Finitos (discretizacao espacial)
e Crank-Nicolson (discretizac¢do temporal), descritos a seguir.

O primeiro passo da discretizagao, no caso a espacial, sera via Método dos Elementos
Finitos. Este método é uma técnica geral para construgao de aproximagoes da solugao

de um problema de valor de contorno, que envolve a divisao do dominio da solucao num
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nimero finito de subdominios simples (os Elementos Finitos) e usando conceitos variacionais,
construir uma aproximante da solugao sobre a cole¢ao de Elementos Finitos (ver Becker et al.
(1981) ou Carey e Oden (1981)).

O segundo passo, serd o da discretizacao da varidvel temporal (no caso, Crank-
Nicolson), optou-se por um método implicito com diferencas centradas (Carnahan et al.,
1969; Kardestuncer e Norrie, 1987), de modo a transformar os modelos, discretizados es-
pacialmente, num sistema de equagdes algébricas implicitamente definido como em (Lacaz,
1999; Sossae, 1995; Diniz, 1994; Castro, 1993; Mistro, 1992).

Para isso, deve-se trabalhar com a formulagao variacional do problema, dada pe-
la equacdo (2.2.6). Denominando de V;,, o subespago de V; gerado pelas N, fungoes ¢;
(chamadas de fungoes teste). Assim, Vv, €V, é da forma:

Np,

Vi = Y vi(t)e;(,y)

j=1
Neste modelo, como o processo de dispersao se da apenas no ar, serd feita a discre-

tizagdo do dominio aéreo (£2), considerando o subespago Vy,, de Vi, a eq. (2.2.6) pode ser
reescrita na forma do seguinte sistema de EDQO’s:

-~ Oup,
(A(t; Up,) Vhl) + ( 81’; Vh1> + k1<uh1 l/h1> = <g Vh1> + (f
0;Q 0;Q 0;I 0;To

Vup, € Vi, Vte (0,T)

Vhl) (241)
0;Q2

o que, mediante as escolhas de A;;, A; e Ay indicadas anteriormente, nos fornece o seguinte

R
sistema de EDQO’s discretizado:

d
o // @j pidp + ZU/J // o + o1y) (V(p_? Vgp,) du

(2.4.2)

:/ QSOid’Y+// <f @01') du YV p; da base de Vy,
To Q
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A discretizacao seguinte é a da varidvel temporal, isso serd feito pelo método de

. . At . . ~
Crank-Nicolson, com diferencas centradas em ¢, + = fazendo as seguintes aproximagoes:

du; At uwitt —u? "
dt] (t + 5 ) ]Tt] onde uit = w(tnga) (2.4.3)
e
At ul
tn ~% T 2.4.4
w0+ 5 ) =g (244

dai, levando (2.4.3) e (2.4.4) em (2.4.2), obtem-se o sistema linear

AutD) = Bu™ 4 gt dado u® (2.4.5)

At At
a;j = (1 + —O’u> // wijpidp + —// (a0 + a1y) Ve, - Vodp
0 0
it ff v ] 5
+k1 / p;pidy
bz.j:( — )// wjpidp — —// (ao + 1Y)V, V - pidp
0 0
_Vl_// NG (pjsozdquVQ—// Hi,
_kl/ @;pidy
I
d?+§ = // f(tn—f—%’ -)(Pzd/,L‘F/ g(tn+%a ')@Zdry
Q To

Np,y

©)]4) Zu (5] i=1,2, ..., Ny,

onde

A matriz A é chamada matriz de rigidez e o vetor resultante das operacoes B.u(™ +

d"+%, para cada instante ¢, at, é denominado vetor carga.
A ordem das aproximagoes temporais é, localmente, O(A#?).
A escolha das fungoes teste ¢; serd a de elementos finitos triangulares de primeira

ordem, que consiste em:
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— Construir uma malha (dos Elementos Finitos) sobre o dominio 2, que serd denotado

por Qr.

— Escolher as fun¢oes base {(pl(x, Y), pa(z,y), -+, o, (, y)} definidas globalmente, do

tipo linear por partes e satisfazendo a seguinte condigao:

1 se 1=

pi(rj,y;) =
n {o se i

onde (z;,y,) sdo as coordenadas do j-ésimo né da malha.

Desta forma, obtem-se uma funcao “piramide” sobre cada né, que é linear por partes,
assumindo o valor 1 no j-ésimo n6 e ZERO nos demais.

No capitulo seguinte, é feito esse mesmo estudo para o caso dos poluentes que
penetram na agua. Neste caso, inclui-se 0 meio aquatico, o que implica num novo dominio

e, portanto, uma nova formulagao variacional.
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Capitulo 3

Analise e discretizacao das equacoes
incluindo o meio aquatico

Neste capitulo, serd demonstrada a existéncia e unicidade de solu¢do para condicées
homegéneas do problema apresentado no primeiro capitulo (na se¢ao 4.2) em sua formulagao
classica. Conforme justificado no segundo capitulo, aqui também sera obtida a formulacgao
variacional do problema, buscando encontrar aproximagoes da solucao “fraca”, ou no sentido
de distribuigoes, em funcao da opc¢ao de aproximacao pelo Método dos Elementos Finitos,

via Método de Galerkin.

1 Existéncia e unicidade incluindo o meio aquatico

Nesta secao, sera obtida uma condicao de existéncia e unicidade de solugao para o
problema de dispersdo de poluentes que penetram na dgua (1.4.7 — do primeiro capitulo).
Conforme denominado anteriormente, sendo u(z,y,t) e a(x,y,t) as concentragdes do po-
luente nos meios aéreo e aqudtico, respectivamente, o sistema de equagoes (1.4.7), pode ser

escrito (levando as incégnitas para o primeiro membro), na forma:

g_j ~ div(on(y)Vu) + div(Vu) + ogu = f
(3.1.1)
% — O,/aACL + le(W)a) + 0.0 = f(SL(Qa)

Um resultado bastante geral de existéncia de solugbes para sistemas de equacgoes

parabdlicas (como em 3.1.1) foi provado por Amann (1978), tratando de sistemas de equagoes

43



diferenciais parciais dados por:

( %—1; +A(t,x)u=1f(t,x,u,Vu) em Qx (0,7]
{ B(x)u=0 em 02 x (0,7 (3.1.2)
\ u(0,x) = uy(x) em Q

onde x = (£1,%2,---,%y), U = (U1, U, ..., Un), VU = (Vuy, Vug,...,Vu,) é uma matriz

m X n, com o operador A dado por:

A(t,x)u = (A (t,x)u1, A%(t, X)ug, . . ., A™(t, X)Up,)

2

i “ i 0°v - i ov i .
At x)v = ]%::lpjk(t: X)m +;Qj(tax)a—mj +r'(t, x)v i=1,...,m

Agora, seguindo o procedimento adotado em Pregnolatto (2002), supondo:
1. os niimeros d h* € {0,1};
2. as fungoes b' € C'T*(0Q, R), b > 0;

3. os vetores n* € C'7*(9%, R) com diregoes apontando ao exterior da superficie e nao

tangentes a ela;

4. B'(x)v = b'(x)v(x) + hig—;i(x), sendo bi(x) = 1Vx € 99 quando 6 k' = 0.

Assim, considerando o operador B (para i = 1,...,m) dado por:
B(x)u = (B'(x)ui, B*(x)us, ..., B"(X)u,) para u:0Q x [0,7] - R"

e, além disso, pelo teorema enunciado a seguir.
Teorema 1.1 (Amann). Se a fun¢do vetorial f(o,0,&,() é:

i) a-Hélder uniformemente continua em relagdo a & e (, pertencentes a subconjuntos

limitados de R* x R™;
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ii) £(t,%,0,0):[0,T] x Q x R* x R™ — R™ ¢ localmente Lipschitz-continua, uniformente

em relacdo a (x,t) € QA x[0,T] e

i1) Eziste uma constante ¢ > 0 tal que ||£(¢,x,&, Q)| < e(1+]|<||?) para todo (t,x, &, C) €

[0,7] x 2 x R* x R™,

Entdo eziste uma tnica solugdo cldssica em C*t%(Q x (0,T)]) para o sistema (3.1.2).

Prova: Para a demonstragio do teorema, consultar Amann (1978). O

Nestas condigoes, aplicando o teorema de Amann (Op. cit) e para algumas escolhas
das condigbes de contorno (1.4.8 a 1.4.15) tem-se a existéncia de uma tnica solugao clédssica
de (3.1.1) em C**(Q2 x (0,T1)).

Isto resolve o problema de existéncia e unicidade de solucao para uma escolha das
condicoes de contorno que caem no problema de Dirichlet homogéneo. Infelizmente, isto
nao ocorre no caso das equagbes (1.4.8 a 1.4.15), denominado problema de contorno com
condigoes mistas (Dirichlet e Neumann).

Um resultado de existéncia e unicidade global exige (além das esperadas exigéncias
de regularidade) um tratamento analitico para a parte da fronteira interna do dominio total,
em que ocorrem as trocas entre o meio aéreo e o meio aquatico.

As demonstragoes de cada um dos casos isolados estd feita (no meio aéreo — ver
capitulo anterior; no meio aquético — ver Meyer e Diniz (1997)). Do ponto de vista prético,

isto é suficiente para que se aceitem as aproximagoes realizadas neste capitulo.

2 Formulacao variacional incluindo o meio aquatico

Nesta secdo, serd considerado o problema dos poluentes que penetrem na dgua (soli-
veis), o que implica na reformulagdo do dominio conforme apresentado na figura 1.6 (pg.25),
bem como as novas condi¢des de contorno, estabelecidas pelas equagdes (1.4.8 a 1.4.15) do
primeiro capitulo, de modo a obter a formulacao variacional para o poluente nos dois meios

(ar e dgua).
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Para este problema, os subespacos Vs, e V,, de H! (2 = Q, U Q,), serdo caracteri-

zados da seguinte forma:

Vs, = {1/ € Z?[(0,T),H" ()] :v=0em I} eg—lz € L*(Q)Vt € [O,T]}

0
Vs, = {l/ €. Z”[(0,T),H" (%)) :v=0em I; ea—lz € L)Vt € [O,T]}
Neste caso, considerando o sistema (3.1.1) da segao anterior e aplicando o produto

interno indicado na se¢do 1 do segundo capitulo (pg.31), em cada termo do sistema 3.1.1

Vel

// l/du / V (o (y)Vu)v]du + // u)vdp
Qy Qy
+// oyuvdy = / frdp, VYveV,,
Q Qu

// Z/du // o, Aavdy + // a)vdpy
Qg Qq

—i—// ogavdp = / For(Q)vdu VveV,, Vte (0,T]
Qq Qg

Novamente, considerando funcoes e derivadas primeiras de quadrado integraveis, no

(Vivy; —Va), W = (W1; —Ws) e f genérica (como em (2.2.5)

(3.2.1)

sentido fraco, tomando V =

da se¢do 2, do segundo capitulo) obtém-se:

// l/d,LL / V [(ew(y)Vu) I/]du—i-‘/l// f—l/du
Qy
// Vd,u + // opuvdy = / fl/d,u, Vv e,
Qu Qy

// ydu // a,Aavdy + // (Wl— — W, ga)ydu
Qa Qa Qq
—i—// ogavdy = / For(Qq)vdp Vv eV, Vte (0,T]
Qq Qq

Tomando os coeficientes de difusdo no ar (€2,) e na dgua (£2,), respectivamente, por:

(3.2.2)

\

ay(y) = ap+ a1y, og,00>0; y €[0,H e a, constante;
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dai, fazendo uso de um teorema de Green, aplicado no segundo termo do lado esquerdo de

cada uma das equagoes do sistema 3.2.2, vem:

\

// Vd,u + // (ag + a1y)[Vu - Vv|du + V; // \/_ Z/d/J,
Qy
ou
—Vs // —Vd,u—l—au // uud,u—/ gy —vdy
o, 0y Qu o0, 0N
= // frdu Vv eV,
Qy

// yd,u+aa/ Va - Vz/d,u+// [Wl——Wan]yd,u
Qa Qg Qg
+// oeavdy — aa/ —I/d’)/ // For(Q)vdu
Q 90, ON (8

VeV, Vte (0,T]

(3.2.3)

Por fim, considerando as condigdes de contorno dadas pelas equagoes (1.4.8-1.4.15)

e levando-as no sistema 3.2.3, tem-se:

// yd,u—l— // (ag + a1y)[Vu - Vyldu + V; // \/_ udu
Qy
Vs // —uyd,LH—au // uz/du—/ ng’7+k1/ uvdry
Qu 8y Qy To I

+ﬂ12/ (u—a)vdy = / frdu Vv e,
T Qu

0
// ydu—i—aa/ [Va- Vz/du—i—// Wl——WQ U vdp
a, Ot Q0 oy
+0, // avdy + ﬂ21/ (a —u)vdy + kg/ avd-y
Qq T2 Ts

— / Fé,(Q)vdp VveV,,Vte (0,T]
Q

(3.2.4)
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que, apés a separagdo das incégnitas, se torna:

.
/ o I/d,LH— // (oo + oqy)[Vu - Vldu + V3 // \/— Vd,u
Qu Qy
// I/du—l—au // uvdy + kl/ uz/dfy—l—ﬂu/ uvdry
Qu Qy Iy 'y

:/ fl/d,u—i-ﬁlg/ avdv—l—/ grdry Vv eV,
Qy

Ty To

4 (3.2.5)

/ ydu—i—aa/ Va- Vz/du-i—// Wl——Wzaa vdp
Q 3t Qu Qu 8
+0, // alxd,u-f-ﬂm/ CLVd’)/+k3/ avdy
Qo 1) rs

= / T&L(Qa)ydu—i—ﬂzl/ uvdry VveV,,Vte (0,T]
Qq

T2

\

Como observado anteriormente, em (3.2.5) aparecem apenas as derivadas de primeira
ordem, no sentido de distribuigoes, das solugoes u(zx,y,t) e a(x,y,t), enquanto nas equagoes
do sistema (3.1.1) aparecem as derivadas de segunda ordem, no sentido classico.

Passando da formulagao cldssica (3.1.1) para a variacional (3.2.5), as hipdteses de
regularidade da solugao sao enfraquecidas, o que proporciona um aumento na classe de
funcoes para as quais o problema faz sentido, como ja mencionado no capitulo anterior.

Na se¢ao seguinte, serd feita a discretizacdo do problema em sua formulagao varia-

cional.

3 Discretizacao incluindo o meio aquatico

Nesta secdo, serd feita a discretizagdo do modelo, para a formulagao (3.2.5) obtida
na segao 2 deste capitulo, através do Método dos Elementos Finitos (discretizacao espacial)
e Crank-Nicolson (discretizagdo temporal), conforme o procedimento adotado no capitulo
anterior. Neste caso, deve-se trabalhar com a formulacao variacional do problema, dada pelo

sistema (3.2.5).
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Denominando de V,, e V,, os subespacos de Vs, e Va,, respectivamente, gerado
pelas Ny, e Ny, fungdes ¢; (chamadas de fungoes teste).

Assim, qualquer vp,,, € Vp,, ou V,, pode ser escrita na forma:

Nh2u Nh2a
Vhyy = Z vi(t)pi(z,y) Vhye = Z vi(t)pi(z,y)
i=1 =1

Neste modelo, o processo de dispersao ocorre em ambos os meios. Com isso, sera
feita a discretizacdo dos dominios aéreo e aqudtico (€2, e €2,, respectivamente), considerando

os subespagos Vy,, € Vh,, de Vo, e Vy,, 0 que fornece para o sistema (3.2.5):

h h
2u du 2u
e // pjpidp+ Zug //Q (a0 + a1y) (V%-V%)du
h2u h2u
+Vlzu]// ( 9 %)du VQZ%// ( L] soz)du
Qy

hh

tond [ wedith S [ eedvon 3w [ et

jel Jel'2

= / f%dﬂ +/ gpidy + Bi2 Z a]/ pjpidy Ve; € base de V,,

j€ET2

4 (3.3.1)
Nhog (1(1 Nhog
— // o oidp + g Z a; // (Vgpj : Vgoi>du
h2a 6 h2a, a
+Wh EE: a]‘/S/‘ ( éfj(pz>(jﬂ, Wy j{: a]‘/;/‘ ( gh(pz>(iﬂ
Qo Qg
h%
+0, Z a; // pioidp+ks Y a / pipidy + B Y / @jpidy
jel's j€ry
— / .7-'6L( Yoidp + Bar Z uj/ 0;pidy Vp; € base de V,,
\ Jj€Tls

Novamente, via o método de Crank-Nicolson, com diferencas centradas em ¢,, + %

usando as aproximagoes (2.4.3) e (2.4.4) em (3.3.1), para a discretizagao temporal, obtem-se
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o sistema linear acoplado:

( Nho, u§n+1) . ugn) .
> = / / i

j=1
(n+1

) | . (n)

+uy
+’— [// (o + a1y) (V% Veoz)du

Qu
0
i ff L (e)av ff (G )

Qy Qo Yy
+oy / / i pidp + ky / ppidy + Pz / SDjSDid/Y:|}

Qy I Ty

D)

(n)
+a;
=/ fsoz-du+/ gpidy + Bz E R 5 ! / pjpidy
(979 To Ty

J€r
Vy; € base de V,,

1 d W 1

//Qa< oz vr)eR T Qe oy SD

+0o, / / pipidp + k3 / 00y + Ba1 / Widv]}
Qg T's I'y

W 1
= / ForL(Q)pidp + o Z %/ jpidy
Qo 1)

j€ely

L Vo, € base de V,,

(3.3.2)

Multiplicando por At e reagrupando para os termos (n + 1) e (n), com as notagoes

dos produtos internos dadas por (2.1.1) e (2.1.2), tem-se:
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) N At
(p. —_
" on 2

Pk %

V‘Pz‘)
0;0

Pk’

([ao + a1y|Vy;

( "2 ( 1) g, At
n+ u
7j=1

. ey
+V1 (ﬂ% %‘) -V (% %‘) + k1<90j ‘Pz‘> + ﬂ12<§0j 90i>
z 0;2 Y 0;2% 0T 0;T»

B2 At n

_% > (il =
J€s 0;T"2

] oo At At
= Z ”gn) { <1 - u2 ) (%‘ %') By ([ao + a1y Vy; V%‘)

j=1 0;€2,, 0;Q,

0p; 0p;
+Vi <\/§ o wz)o;nu VZ( By

%‘) + ky <§0j
0;Q,

<Pz'> + 512<90j
0Ty

)

901'>
0;T»

)

}

At n
+ﬂ12 Z a; )<‘PJ' 90i> + (f %’) + <g (Pi> Y; € base de Vp,,
2 j€T2 0;T"2 0; 0;To
<
Lz 0, At At
Z “g'nﬂ) { (1 + a2 ) (%’ %’) T [T (V% V%‘)
Jj=1 052 050

0 0,
+W (% %) — WQ(% %) + ks<<pj (Pi> +ﬂ21<90j </>¢> ] }
x 050 Yy 050 0;T3 ;T
Par At n
-5 2w il
jErs 0;T'2
2 oL At At
= Z ag.") (1 - a2 ) <<pj g0i> — 5 |t (Vgoj V(pi>
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(3.3.3)

Denominado U o vetor coluna formado pelos vetores uy,, e a,, , ou seja,

uh2u
a'h2a

o sistema de equagoes lineares algébrico (3.3.3) pode ser escrito de maneira mais compacta

U=

o1



na forma matricial:

(0)
A- U = B.U™ 4 ¢tz dado UO® = [u ] (3.3.4)

0

A figura 3.1, a seguir, ilustra a discretizagdo do dominio, incluindo os dois meios,
e apresenta a fungdo base ¢;(z,y) para o i-ésimo nd. Neste caso, também foi escolhida a

discretizacao por elementos triangulares de primeira ordem.

1

Figura 3.1: Tlustracdo da funcdo base ¢;(z,y)

Na se¢ao seguinte é descrito um critério de estabilidade para o método numérico

adotado para as aproximacoes da solucao fraca.

4 Estudo de estabilidade

Os métodos de aproximacao numérica para a solucao de equacoes evolutivas denomi-
nadas “de transporte”, como as apresentadas nos modelos para este problema, podem trazer
sérias dificuldades, usualmente devido a componente advectiva, quando ela é preponderante
na equacao.

Isto pode ser testado pela simples comparacao entre os parametros Ve Q, Ou W

e a4. Naqueles casos em que V é bem maior que «, ou W > a4, certamente aparecerao

52



oscilacbes numéricas na aproximacao, quando o tamanho da malha excede um valor critico
(Heinrich et al., 1977). Em mecanica dos fluidos, problemas semalhantes aparecem com
relacdo a componente convectiva da equagao de Navier-Stokes.

A principal razao destes problemas é que a matriz associada ao termo convecti-
vo/advectivo é ndo simétrica, podendo gerar sistemas mal-condicionados (Moreira e Wrobel,
1983). Uma maneira de suprimir tais fenémenos é usar malhas bem refinadas, de maneira
que a convecgdo/adveccdo perca sua preponderancia a nivel de elemento. Entretanto, tal
estratégia tem um custo operacional alto, pois com uma malha mais refinada a ordem do
sistema obtido deverd ser bem maior, o que torna o sistema mais pesado do ponto de vista
computacional.

Nas simulagoes apresentadas no capitulo seguinte, a escolha dos parametros de dis-
cretizacao levou em conta a condicao de estabilidade do método, com base no nimero de
Peclet (Brooks e Hughes, 1982; Heinrich et al., 1977; Christie et al., 1976). Esta condigao é
dada por:

ViAx;
o

<2 (3.4.1)

onde
Vi é a componente do termo advectivo V na direcao z;

Ax; € o comprimento maximo do intervalo na dire¢ao x;

o é o coeficiente de difusdo.

Outro critério, utilizado nos casos de adevecgdo transiente (com o coeficiente de
difus@o nulo), é a condi¢do dada pelo numéro de Courant (Brooks e Hughes, 1982), que

estabelece:

Vi At
=2 <2 4.2
Cr Az, = (3.4.2)

No problema em estudo, este critério nao se aplica, uma vez que o coeficiente de
difusao apesar de ser pequeno, é sempre diferente de zero, exceto para o mercirio metalico,
cujo coeficiente de difusdo é tao pequeno que pode ser considerado como nulo (Mistro, 1992).

No capitulo seguinte sdo apresentados os resultados numéricos obtidos pelo método

descrito anteriormente.
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Capitulo 4

Resultados, analise e discussao

Neste capitulo serao apresentados alguns cendrios para simular a dispersao de po-
luentes em regides préximas a lagoas/baifas e, vale a pena ressaltar, a possibilidade de obter

tais simulagoes foi a grande motivagao do drduo trabalho dos capitulos precedentes.

1 Introducao

Alguns dos parametros utilizados foram encontrados na literatura, entretanto, dado
o carater inédito do modelo proposto, muitos dos parametros tiveram de ser estimados,
dentro de espectros presumidamente plausiveis, para a simulacao dos cenarios e teste dos
c6digos numéricos desenvolvidos.

Neste sentido, os resultados apresentados na secao seguinte servem mais para efeito
de teste dos modelos, mesmo considerando a busca de uma abordagem o mais realistica

possivel.

2 Simulacao de cenarios

Nas simulagoes apresentadas em seguida, a principal caracteristica, que merece ser
ressaltada, é sua visualizacao através de graficos, cuja compreensao pode ser melhor as-
similada por nao-matematicos, uma vez que o problema de dispersao de poluentes tem

despertado o interesse de pesquisadores das mais variadas areas, bem como de organizacoes
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nao-governamentais ligadas aos problemas ambientais, cujo cardter interdisiciplinar é inques-
tionavel.

Os cédigos foram desenvolvidos para utilizacdo no ambiente do MATLAB®, cuja
facilidade de interface grafica, permite a obtencao de animacoes que descrevem o processo
evolutivo de dispersao do poluente no dominio discretizado, para um determinado periodo

de tempo previamente escolhido.

2.1 Dispersao de agrotéxicos em Esteros del Ibera

Na regiao de Esteros del Ibera existem 5 produtores agricolas que utilizam uma area
de cerca de 2.500 ha para o plantio de arroz de varzea, utilizando aproximadamente 1,5 m3
de dgua por m? de arroz plantado, durante 100 dias. Nos canteiros, a lamina d’dgua tem
uma altura de 10 a 15 cm. Apdés sua utilizagao, grande parte evapora ou infiltra no solo e o
restante escorre pelos canais de drenagem. A produgao anual é de 6 ton/ha.

No cultivo do arroz, apesar de nao existir uma lista especifica homologada de pesti-
cidas, na Argentina o TASCAV (Instituto Argentino de Sanidad y Calidad Vegetal) autoriza
o uso de numerosos produtos, de acordo com a praga. Entretanto, o quadro 4.1 apresenta
alguns dos mais usados na regiao de Ibera.

Com base nos dados apresentados na tabela 4.1, levando em consideracao a dosagem
usada pelos agricultores na preparacao dos pesticidas e no esquema de aplicacao, ou seja,
nimero de aplicacoes e periodo de uso durante o ano, foram realizadas algumas simulacoes,
cujos resultados sao apresentados na secao seguinte.

O mapa de ventos (fig. 4.1, obtido de url: http://www?2.cptec.inpe.br) foi utilizado
para uma melhor avaliagao do regime de ventos na regiao de Iberd, servindo para uma esti-
mativa, em termos qualitativos, para a velocidade do vento na regido considerada, tomando
por base as indicacoes nas areas mais proximas.

Na implementacao dos cédigos numéricos para a obtengao dos resultados apresen-
tados mais adiante, como em Cantao (1998); Sossae (1995), foram desenvolvidas algumas
rotinas especificas para este caso. Os cdédigos numéricos foram implementados no Matlab
6.1-R.12 em ambiente Sun/Unix. Na secdo 3, mais adiante, é feita a andlise dos resultados

obtidos.
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Figura 4.1: Mapa de ventos nas regioes Tropical e Sul
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Tabela 4.1: Principais pesticidas usados no plantio do arroz na regiao de Ibera
Dados obtidos do relatério parcial do projeto INCO-ERB IC18-CT98-0262/ UNICAMP

Herbicidas Inseticidas Fungicidas
Round up;
Marcas Comand,; Furadan 47F;
Facett S.C.; Decis e Benlate
comerciais Stam; Thiodan
Misil e
Bagasagran
Vendas anuais 17.500 Lts. 1.000 Lts. 500 Lts.
Férmulas dos Glifosato 48%;
pesticidas mais Clomazone 48% ; Deltametrina 5 %;
usados: composi¢ao Quinclorac 25%; Carbofuran 47%; Benomil
de rétulo Propanil 48%; Endosulfidn 35% 50%

Bentazén 48%

Doses de cada
marca comercial
usada pelos
agricultores
na preparacao
dos pesticidas

Glisofato 2-4 L/ha;
Clomazone 1-1,5 L/ha;
Quinclorac 1-1,5 L/ha

Propanil 4-6 L/ha;

Bentazon 2-2,5 L/ha

Deltametrina 50-100 cc/ha;
Endosulfdn 1-3 L/ha;
Carbofuran 5000 ¢cm? /ha

Benomil 1 L/ha

Glisofato: Ago-Set;

Periodo de uso de Clomazone, Pro- Deltametrina e Endo- Benomil:
cada marca durante panil, Bentazon e sulfan: Out-Jan; Out-Fev
0 ano Quinclorac: Set-Jan Carbofuran: Out-Nov
Numero de aplica- Glisofato, Cloma- Deltametrina
¢oes de cada zone, Propanil, Ben- e Endosulfan: Benlate:
marca tazon e Quinclorac: 1lou?2 1 aplicagao
1 aplicagao aplicagoes

2.2 Simulacao de cenarios no caso da dispersao s6 no meio aéreo

As trés simulagoes a seguir foram obtidas, considerando diferentes discretizagoes do
dominio aéreo mostrado na fig.1.5 (pg. 23), os dados apresentados na tabela 4.1, para uma
mesma estimativa de condicao inicial e supondo que nao ha fontes no interior do dominio.

No primeiro caso, considerou-se uma difusao moderada e a predominancia de ventos
fracos, ou melhor, com velocidade média inferior 5 km/h. Dali, foi feita a simulagdo para
um cenario caracterizado pelos parametros constantes da tabela 4.2, cujos resultados estao
apresentados nos gréaficos da fig. 4.2.

Agora, para uma difusao moderada e supondo a predominancia de ventos moderados,
isto é, ventos com velocidade superior a 5 km/h e inferior a 15 km/h. Neste caso, os

parametros utilizados na simulac¢ao do cendrio 2 (fig.4.3), sdo os constantes da tabela 4.3.
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Tabela 4.2: Parametros utilizados na simulac¢ao do cenério 1

Parametros do modelo Valores | Unidades

(07) 0,3 km2/h
o 0,01 km/h
Oy 0,001 h~!
Vi 2,0 km/h
Va 0,01 km/h
kl 0,1 km/h
9o 0,005 1/(km.h)

Parametros da discretizagao | Valores | Unidades
Az 0,2 km
Ay 0,125 km
At 0,025 horas

0.01
0.08 0.8

0.008
0.06 0.6 0.006
0.04 0.4

0.004

0.02
0

t=25 x10°
1 7
0.8 6
5
06 4
0.4 3
2

0.2
1
0 0
0 0.5 1 15 2

No. Peclet = 1,333

Figura 4.2: Simulagao do cendrio 1 - vento fraco e difusao moderada
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Tabela 4.3: Parametros utilizados na simulagao do cenéario 2

Parametros do modelo Valores | Unidades

o 0,15 km?/h
o 0,01 km/h
Oy 0,00015 h!

Vi 12,0 km/h
Vo 0,9 km/h

k1 0,005 km/h

9o 0,023 1/(km.h)

obs.: go =0Vt > 5
Parametros da discretizagao | Valores | Unidades

Ax 0,02 km
Ay 0,111 km
At 0,02 horas

0.06
0.8 0.05
06 0.04
0.03
0.4
0.02
0.2 0.01
0 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4
t=5 t=6 x 107
1 1
0.8 0.8 15
. 0.6
06 10
0.4 0.02 0.4
5
0.2 0.01 0.2
0 0 0 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0 0.1 0.2 0.3 0.4
No. Peclet = 1,6

Figura 4.3: Simulagao do cenario 2 - vento moderado e difusao moderada
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Para a simulagio do cendrio 3 (fig. 4.4), considerando uma difuséo alta e a predo-

minancia de ventos fortes, isto é, ventos com velocidade superior a 15 km/h. Neste caso, os

parametros utilizados sdo os constantes da tabela 4.4, a seguir.

Tabela 4.4: Parametros utilizados na simulacao do cenéario 3

Parametros do modelo Valores | Unidades

Q 0,5 km?/h
Qly 0,1 km/h
Oy 0,001 h=!
Vi 20,0 km/h
Va 0,2 km/h
k1 0,0001 km/h
9 0,1 700005t | ] /(km.h)

Parametros da discretizagao | Valores | Unidades
Ax 0,046875 km
Ay 0,1 km
At 0,0333 horas

2.3 Simulacao de cenarios no caso da dispersao nos meios aéreo e

aquatico

No caso de poluentes que penetram na dgua, com a inclusao do meio aquéatico, o
dominio considerado nas simulagoes apresentadas a seguir, para as diferentes discretizagoes, é
como aquele mostrado na fig. 1.6 da pg. 25. O dominio foi escolhido com alguma regularidade
de forma a simplificar os c6digos implementados, para testar o modelo e o céligo.

Para as simulagoes a seguir, foi feita uma mesma estimativa da condigdo inicial,
supondo que a fonte no dominio €2 é aquela dada por F, através da descarga dos canais de
drenagem no ponto (zr;yr).

Na simulacao do cenario 4, foi considerada uma difusao moderada e suposto a predo-
minancia de ventos fracos, ou seja, ventos com velocidade inferior a 5 km /h, cujos parametros

sao os constantes da tabela 4.5. Os resultados estao apresentados nos gréaficos da figura 4.5.
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Figura 4.4: Simulagao do cendario 3 - vento forte e difusao alta

Tabela 4.5: Parametros utilizados na simulacao do cenario 4

Parametros do modelo

Parametros | Valores | Unidades | Parametros | Valores | Unidades
ap 0,11 km?/h Ay 0,5 1/(km?h)
o 0,01 km/h Qy 0,01 km?/h
Oy 0,0001 h! o, 0,0001 h!

Vi 3,0 km/h Wi 0,2 km/h
Vo 1,0 km/h Wy 0,18 km/h
k1 0,001 km/h ks 0,0001 km/h
B2 0,02 km/h o1 0,01 km/h
90 0,5 1/(km.h) K 0,05 h™!
Parametros da discretizagcao

Parametros Valores Unidades

Az 0,0667 km

Ay 0,1 km

At 0,1 horas
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Figura 4.5: Simulagao do cendrio 4 - vento fraco e difusao moderada

Na simulacao do cendrio 5, as hipétese s’ao de difusdo moderada e que haja a
predominancia de ventos moderados, isto é, ventos com velocidade compreendida entre 5
km/h e 15 km/h. Neste caso, os pardmetros utilizados para esta simulagéo (fig.4.6), sdo os
constantes da tabela 4.6.

Na simulagéo do cendrio 6 (fig. 4.7), foi considerada uma difusio alta e a predo-

minancia de ventos fortes, cujos parametros sao os constantes da tabela 4.7.
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Tabela 4.6: Parametros utilizados na simulacao do cenario 5

Parametros do modelo

Parametros | Valores | Unidades | Parametros | Valores | Unidades
ag 0,3 km?/h Ao 0,5 1/(km?h)
%1 0,01 km/h Qg 0,01 km?/h
Oy 0,0001 h=! o, 0,0001 h™!

Vi 8,0 km/h Wi 0,2 km/h
Vo 1,0 km/h Wy 0,1 km/h
k1 0,0001 km/h ks 0,00001 km/h
ﬂlz 0,2 km/h ﬁgl 0,1 km/h
9o 0,5 1/(km.h) K 0,5 h—!
Parametros da discretizagao

Parametros Valores Unidades

Ax 0,0667 km

Ay 0,1 km

At 0,1 horas

t=0
0.5 .
03 ﬂ .
-0.5
0 0.5 1

0.5

t=12

0.5

1

0.5

-0.5
0

No. Peclet = 1,7778

0.5

1

t=20
05 0.4
0.3
0 0.2
0.1
-05 0
0 0.5 1

Figura 4.6: Simulagao do cenario 5 - vento moderado e difusao moderada



Tabela 4.7: Parametros utilizados na simulacao do cenario 6

Parametros do modelo

Parametros | Valores | Unidades | Pardmetros | Valores | Unidades
Qo 0,5 km?/h Ay 0,25 1/(km?h)
o 0,01 km/h Qg 0,01 km?/h
Ou 0,0001 h=! o, 0,0001 h—!

i 20,0 km/h W, 0,3 km/h
Vo 1,0 km/h W, 0,15 km/h
ky 0,0001 km/h ks 0,00001 km/h
ﬁl? O,]_ km/h /621 0,2 km/h
9o 0,25 1/(km.h) K 0,0001 h—!
Parametros da discretizagao
Parametros Valores Unidades
Az 0,05 km
Ay 0,1 km
At 0,1 horas
t=0 t=6
0.5 K 0.5 014
0.12
: 0.1
0.08
0 : 0 0.06
0.04
E 0.02
0
-0.5 -0.5
0 0.5 1 0.5 1
t=12 t=20
0.5 0.5 0.15

0.5

1

0.05

-0.5
0

No. Peclet = 2,0

0.5

0.05

Figura 4.7: Simulagao do cenéario 6 - vento forte e difusao alta
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3 Analise dos resultados

No primeiro cendrio, foi estabelecida como condigdo inicial (em t = 0) uma con-
centracdo de 100 ml/km? em cada né ao longo de I'; (intersecgao do plano vertical com o
solo préximo da area de cultivo — nos graficos, os 5 primeiros nds sobre o eixo x) e de 80
ml/km? nos nés adjacentes e acima destes. Os gréficos seguintes (t = 0,5; 1 e 2) mostram a
dispersao do poluente pelo dominio com maior propagac¢ao na dire¢do do eixo x (dire¢ao do
vento predominante).

Pode-se observar também, uma concentracao decrescente com a altura sobre o eixo
y. O que reflete a entrada do poluente, por deriva, (condi¢ao estabelecida pela equagao
1.4.2), ao longo desta fronteira. Com o passar do tempo, este poluente é transportado pelo
dominio concentrando-se nos pontos mais préximos ao eixo x, de acordo com a hipétese do
campo de velocidade de transporte para o meio aéreo (V) que, neste caso, foi de vento fraco
na diregao de x (2 km/h) e uma queda a 0,9 km/h na diregao de y (componente vertical de
V).

No segundo cendario, a condi¢ao inicial foi estabelecida de modo semelhante ao do
primeiro cendrio, com concentragdo de 100 ml/km? nos 5 primeiros nés do eixo x e de
80 ml/km? nos nds adjacentes acima destes. Neste cendrio, supondo que a entrada de
poluente no dominio, por deriva, aconteceu somente até o instante t = 5. Para ¢t > 5 foi
considerado ¢ = 0 na equagao 1.4.2. Com isso, o gréifico seguinte (¢ = 6) mostra uma queda
da concentracao do poluente em todo o dominio, mas com acumulo na regido mais préxima
do eixo x.

Levando em conta a hipétese de vento moderado na dire¢ao de x (12 km/h), os
resultados mostram que o processo de dispersao do poluente foi mais rapido nesta direcao,
se comparado aos resultados da primeira simulacao, como era de se esperar.

O terceiro cenario apresenta resultados semelhantes ao primeiro, diferenciando-se
deste pela concentragdo significativamente menor, uma dispersdao mais rapida na direcao do
eixo x e maior concentracao nas suas proximidades. O que esta de acordo com as hipdteses
de vento forte (21 km/h) na diregdo de x, difusdo alta («, = 0,55+ 0, 1y) e baixa entrada
de poluentes por deriva (considerando gy = 0, 1720905 ] /(km_.h)).

Nas simulacdes seguintes, com o novo dominio incluindo o meio aquéatico, ficou
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evidente a contaminagdo da lagoa, nos trés cendrios considerados, a partir do ponto de
descarga P = (z1;yr), assim como a passagem pela interface ar-dgua.

Nos trés casos, a velocidade do vento influenciou na rapidez do processo de contami-
nacao do meio aquatico, ou seja, na presenca de ventos moderados ou fortes a contaminacao
se deu de forma mais acelerada que na simulagdo do cenério 4.

Neste sentido, o modelo pode ser 1itil para o estudo de riscos de contaminacao e, even-
tualmente, através do cédigo numérico seria possivel avaliar estratégias de contencdo e/ou
tratamentos dos efluentes dos canais de descarga, de modo a minimizar os danos ecolégicos.

Esta seria, portanto, uma grande contribui¢ao do presente trabalho. Uma vez que o
grau de contaminac¢ao do meio aqudtico ira se propagar por toda a cadeia tréfica do sistema
considerado. Com o agravante que, a cada nivel da cadeia, a biomagnificacio® do poluente se
torna cada vez mais alta, podendo chegar a niveis toxicoldgicos graves. Isto teria um perigoso
efeito nas populagoes ribeirinhas que, de uma forma ou de outra, estariam se utilizando dos

recursos naturais de uma regiao contaminada.

4 Conclusoes

Nas simulacoes apresentadas na secao 2, os resultados obtidos mostraram-se de
acordo com as expectativas para os fenomenos considerados. Naqueles cendrios, o compor-
tamento do processo de dispersao apresentado nos graficos foi compativel com o que ocorre
em situagoes reais.

Apesar das limitacoes impostas pela condi¢ao de Peclet, foi possivel fazer simulacoes
com condicoes de vento bem adversas, que impuseram um numero de Peclet bem préximo
de seu limite. Mesmo assim, as oscilagoes numéricas inerentes neste tipo de aproximacao
ocorreram apenas nas primeiras iteracoes. De modo que o comportamento do processo de
dispersao do poluente pode ser avaliado, qualitativamente ao longo do tempo, em termos de
seu efeito sobre o dominio.

Outra vantagem na escolha dos métodos de aproximagao (Petrov/Galerkin — para a

discretizacao espacial — e Crank-Nicolson — para a discretizagdo temporal) pode ser percebida

Lef. Connel e Miller (1984)
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no tratamento de descontinuidades. Como nos trés ultimos cendrios (fig. 4.5, 4.6 e 4.7),
em que a fonte de poluentes foi colocada no ponto de interseccao de I'y, I'y e I's, que foi
denominado por P. Os resultados das aproximacoes mostraram-se coerentes com situacoes
em que ocorre o efeito run off, onde se observa um salto na concentracao do poluente na
vizinhanca da interface ar-dgua.

No caso das limitacoes impostas pela condicao de Peclet, estas podem ser con-
tornadas usando técnicas como SUPG (Streamline Upwind Petrov/Galerkin), que ddo um
tratamento adequado para as oscilagoes indesejaveis (Brooks e Hughes, 1982; Heinrich et al.,
1977), nas situagoes de advecgdo dominante, como nos casos de vento moderado e vento
forte. E o que pretendemos fazer num futuro préximo, como primeiro aperfeicoamento do
presente trabalho.

Os modelos e os cdédigos numéricos aqui apresentados poderao integrar futuros estu-
dos sobre o manejo sustentavel de regioes de protecao préximas de areas de intenso cultivo

agro-industrial, incluindo recomendagdes e/ou politicas de protecdo ambiental.
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Consideracoes finais

Neste momento, cabe uma reflexao do que foi desenvolvido nos capitulos precedentes,
do ponto de vista da contribuicao para o conhecimento de um modo geral, no desenvolvimento
desta tese.

Em primeiro lugar, quanto ao modelo matemaético aqui proposto, podem ser desta-

cados os seguintes pontos, em termos de originalidade:
— No modelo do sistema aéreo:
— A fonte por deriva.
— No modelo do sistema ar-agua:

— A fonte por run-off e

— O acoplamento dos sistemas.

Outra contribuicao original foi a abordagem numérica e algoritmica, ao longo da
fronteira ar-agua, com a dupla atribuicao dos nés ao longo desta fronteira.

Merece ser destacada, também, a compatibilizacao da formulacao do problema para
a demonstracao de existéncia e unicidade de solugao.

Temos consciéncia das limitagoes, tanto do modelo proposto, quanto do algoritmo
implementado. Neste sentido, novos desafios apontam, em primeiro lugar, para a melhoria
do algoritmo de forma a tratar o problema para dominios mais irregulares, o que ja vem
acontecendo dentro de nosso grupo de pesquisa em Ecologia Matematica.

Em relagao as possibilidades para trabalhos futuros, podem ser explorados os se-

guintes pontos:
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— Demonstracao de existéncia e unicidade de solucao para o sistema acoplado;
— Uso de elementos finitos de ordem superior;
— Analise e simulagdo para um dominio tridimensional;

— Inclusdao de SUPG (cf. Cantao (1998); Oliveira (2003));

Inclusao de caracteristicas fuzzy.

O uso da “modelagem fuzzy”, na linha do que ja vimos desenvolvendo com o cha-
mado processo “fuzzyness” para a condicao inicial (Diniz et al., 2001a,b), pode ser mais
apropriado nos casos em que hé incerteza ou imprecisao na condicdo inicial.

Para o tratamento dos pardmetros nos modelos, como em Barros et al. (2000);
Hiillermeier (1993), pode ser adequado o uso de fuzzy, uma vez que a presenca de vento traz,
naturalmente, alguma incerteza para o termo advectivo. Assim, podemos vislumbrar uma
série de trabalhos futuros que podem melhorar o modelo aqui proposto.

Isto posto, fica evidente que este trabalho nao se encerra por aqui. Buscando me-
lhorar tanto os modelos quanto os algoritmos, faz-se necesséria a elaboracao de projetos em
conjunto com pesquisadores de outras dareas, como por exemplo, as de Engenharia Quimica e
Engenharia Ambiental — em cooperagao com outras intituigoes como EMBRAPA e CETESB
— garantido assim um envolvimento interdisciplinar e interinstitucional para o aprimoramento

do presente trabalho.
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Apeéndice A

Conceitos e definicoes

Neste apéndice, sao apresentados alguns conceitos basicos de Andlise Funcional,
utilizados nos capitulos 2 e 3, de modo a facilitar a compreensao dos termos ali empregados.
Sao apresentadas, também, algumas defini¢oes cuja terminologia é mais especifica, ou que

nao tenham sido dadas no decorrer dos capitulos.

1 Conceitos variacionais

Nas subsec¢oes seguintes serdo abordados alguns conceitos bésicos de forma a definir
os termos empregados ao longo desta tese. Outros conceitos mais comuns, que por ventura
tenham sido omitidos, podem ser encontrados em referéncias como, por exemplo, Bassanezi
e Ferreira Jr. (1988) — para equagoes diferenciais, ou Kolmogorov e Fomin (1976) e Simmons

(1963) — para Analise Funcional.

1.1 Distribuicoes

Para o estudo de solugoes de equacgoes diferenciais parciais dentro da classe de funcoes
localmente integraveis, possivelmente fun¢oes descontinuas, a diferenciacao precisa ser inter-

pretada num sentido generalizado. Aqui, sera feita uma revisao breve de alguns conceitos
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bésicos sobre distribuigoes.

Seja €2 um subconjunto aberto de R™. Para todo compacto K C €2, denotamos por
Dk (2) o conjunto de todas as fungdes de classe C*® definidas de €2 em R que se anulam fora
de K. Denota-se por D(Q2) o conjunto de todas as fungdes C°, ¢ : @ — R com suporte
compacto contido em 2.

Denomina-se multi-indice & m-upla de inteiros nao negativos a = (a1, g, - - - , Q).

A todo multi-indice @ associamos o operador diferencial:

o \*" o\
De=(—1) ...[=
(8:61) (8:cm)
com ordem |a| = ay + --- + . Para cada N > 0, definimos a norma:

[6]lv = max {[D*¢(x)|;x € 2, |a| < N}.

Com as notacdes acima, o espaco de distribuicoes a valores vetoriais, denotado por

D'(©2; R™), é o conjunto de todas as aplicacdes A : D(2) — R", com a seguinte propriedade:

— Para todo compacto K C (2, existem um inteiro N nao-negativo e uma constante C,

tais que:
IA(@)| < Cliglln V¢ € Dk(9).

Se existe algum inteiro N para o qual a inequagdo acima vale V K (possivelmente
com diferentes valores de C'), o menor desses N determina a ordem de A. Se A tem ordem
0, entao tal aplicacao pode ser extendida por continuidade ao conjunto de todas as funcoes
continuas ¢ : 2 — R com suporte compacto. Neste caso, A pode ser identificada com a
medida do vetor sobre ).

A funcdo caracteristica de um conjunto K é definida por:

1 se €K,
Xk (z) =
0 se z¢K.

Dizemos que uma funcao f : 2 — R" é integrdvel localmente se, para todo com-
pacto K C €0, o produto f - xx de f pela funcao caracteristica de K é integravel o que

denotamos por f € 4!
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— Umaseqiiéncia de fungdes (f,) -, converge para f € Z..se aseqiiéncia (f,)-xx € £,

para todo conjunto compacto K.

— Toda f € 4}, (Q;R") determina uma distribuigao de ordem 0, definida por:
A0) = [ F@)(@)ds Vo € D@)
Q
— Se a é um multi-indice e A € D'(2), entdo a derivada D*A ¢ a distribuicao:

DA(¢) = (=1)¥A(D*¢) V¢ € D(Q).

— Se uma fung¢do f é N vezes continuamente diferencidvel e |a| < N, entdo usando a

notacao acima tem-se D*Ay = Apay.

1.2 Diferenciabilidade de funcoes Lipschitz continuas

Seja f : R* — R™. Dizemos que f é diferencidvel num ponto zy, se existe uma

aplicacao linear D f(zy) : R* — R" tal que:

lim f(wo +w) — f(xo) = [Df(zo)]w -0

w—0 |w|

Dizemos que f é Lipschitz continua, se | f(x)— f(y)| < L|z—y| para alguma constante
L e z, y no dominio de f. Um resultado importante que se tem para fungoes de uma
variavel, é que toda funcao que é Lipschitz continua é absolutamente continua e, portanto,
diferencidvel. O teorema a seguir estende este resultado para funcdes de varias varidveis, e

usa o conceito de quase toda parte da Teoria da Medida (denotado por “qtp”).

Teorema 1.1 (Rademacher). Seja f : R* — R™ localmente Lipschitz continua. Entdo
f € diferencidvel gtp.

Prova: A demonstragao deste teorema se encontra em (Bressan, 2000, Teor. 2.8 — Cap.2,
pg.23-25). O
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1.3 Convergéncia fraca de medida e solucao fraca

Um conceito basico muito utilizado em Teoria da Medida e Andlise Funcional é o
da convergéncia fraca, descrito a seguir.

Denominando C¢(£2) o espago normado de todas as fungdes continuas f : 2 — R
com suporte compacto, cuja norma ¢ dada por: ||u|| = supgeq |u(z)]. O completado deste
espago é o espaco de Banach Cy(2) de todas as fungbes continuas f que tém a seguinte

propriedade:
Ve > 0 existe um compacto K C Q, tal que |f(z)| <e¢, Vo ¢ K

Sejam {2 um aberto de R" e p uma medida sobre 2. O teorema de representacao de
Riesz estabelece um isomorfismo isométrico entre o espago M(£2) das medidas limitadas sobre
2, munido da norma ||| := |u|(Q2) e o espago dual Cy(£2)*, cujos elementos sao funcionais

lineares continuos sobre Cy(€2). Isto é, para toda p € M(Q2) a aplicagio

fH/Qfdu

¢ um funcional linear limitado. Mais ainda:

[ du‘ — lul(®).

Definigao 1.1. Diz-se que uma seqiiéncia de medidas p, € M(Q) converge fracamente para

sup
feCo(Q),]fllI<1

i e denota-se p, — i, se

V—0Q

lim [ fdu, = / fdu Vf e Co(Q).
Q Q

Outro conceito importante em Analise Funcional é o de solucao fraca, que tem sua
aplicacao no campo das solucoes descontinuas, ou solucoes no sentido de distribuicoes para
sitemas onde se tem a lei de conservacao satisfeita. A vantagem de se trabalhar com este tipo
de solugao, estd no fato de que nenhuma regularidade é exigida a priori, como por exemplo,
o conjunto de pontos de descontinuidade pode até ser denso. Isto amplia, consideravelmente,
o conjunto de candidatas a solucao. A definicdo para este tipo de solucao, apresentada a

seguir, é dada em Bressan (2000).
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Defini¢ao 1.2 (Solugao fraca). Seja f : R" — R™ um campo vetorial suave. Uma funcio
mensuravel u = u(z,t), definida sobre um dominio aberto 2 C Rx R, com imagem em R", é

uma solucdo fraca, ou no sentido de distribuicoes, para o sistema'! com a lei de conservacao:
ur+ f(u)y, =0 (A.1.1)

Se, para toda funcao de classe C!, ¢ : Q — R", com suporte compacto, u satisfaz a equacio:

//Q [udy + f(u)¢y] dedt = 0. (A.1.2)

Outros conceitos variacionais podem ser encontrados em Bressan (2000); Amann

(1995) e Kolmogorov e Fomin (1976).

2 Conceitos Ambientais

A tabela 1.1 da subsecao 2.1 (pg. 9) introduz o conceito de tempo de residéncia que
merece uma apresentacdo mais detalhada de sua definicao e de sua estimativa.

Segundo, Seinfeld (1986) o ciclo global de uma determinada substéncia é determina-
do por todas a fontes significativas e mecanismos de perda na elaboragdao do balanceamento
do material. Se M é a massa total de material num reservatorio, entao a equacao de balango

é dada por:

dM
—=P+F—-R-S
dt *

= taxa de producdo total de massa

taxa de entrada total de massa
onde |

= taxa de remocao total de massa

(Co B~ S I

= taxa de saida total de massa

\

10s indices nas equacdes A.1.1 e A.1.2 referem-se s derivadas parciais de u.
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Uma constante de tempo caracteristica 7,, de cada substancia dentro de um reser-
vatério, é definida por:

1 _1dM _P+E R+S

. Md M M

Com isso, podem ser definidas também as seguintes constantes:

M .
= 5 tempo de producao,
M
TR = 5l tempo de entrada,
M .
TR = = tempo de remocao,
M
Ts = 5 tempo de saida;
a taxa de crescimento total:
To L=rpt 4+ 75t

e a taxa de decaimento total:
-1 _ -1 —1
Tp =Tp +7Tg -

Assim, temos que:

1 1 1

Em regime de estado estacionério, dM/dt = 0 e P+ E = R+ S, dai, 7¢ = p
e T, — o0o. Desta forma, em média, o tempo de residéncia de um dado composto num
reservatorio, é dado por (Slinn, 1980):

M M
" P+FE R+S

T (A.2.1)

Como exemplo, o tempo de residéncia de compostos sulfurosos na troposfera pode

ser obtido usando a defini¢do dada pela eq. A.2.1 e os seguintes dados (Seinfeld, 1986):
— A concentra¢do média de compostos sulfurosos é: 1 ppb (parte por bilho);

— A massa de ar da troposfera é em torno de 4 x 10*'g, o que nos d4 uma massa do

composto sulforoso: M = 4 Tg (Teragramas);
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— As fontes naturais e antropogénicas destes compostos contribuem com um crescimento

por volta de 200 Tg/ano.

Assim, o tempo médio de residéncia de tais compostos sulfurosos na troposfera pode

ser estimado por:
4T g

2007g/ano

1

T =~ 1 semana.
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Apéndice B

Cddigos fontes

Neste apéndice, sao apresentados os c6digos numéricos utilizados na implementacao
do método numérico escolhido para as aproximacées da solugao do problema. Foram utiliza-
dos dois cédigos, um para o caso dos poluentes nao-soliveis e outro para o caso de poluentes
soliveis, uma vez que os dominios sao bem distintos e, conseqiientemente, suas discreti-
zagoes. Ao final (secdo 2), é apresentado o cédigo implementado no Mathematica® para o

calculo das integrais dadas pelos produtos internos que aparecem nas equacgoes 2.4.5 e 3.3.4.

1 Cédigos para o MATLAB®

O cédigo a seguir, foi implementado em ambiente Sun/Unix - no Matlab® versao
6.1.0.450 Release 12.1, para as simulagoes de poluentes nao-soluveis, figuras 4.2, 4.3 e 4.4,

do capitulo 4 (pg. 59 e 62, respectivamente).

1.1 Para a dispersao no meio aéreo

0
1%
0 . . . . .
2 h Aproximacao de um sistema linear para simular a dispersao
3 h de poluente nao-soluvel num dominio retangular
0
1 %
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

clear all; tO=clock;

% parametros do modelo

a0=0.3; au=0.01;

g0=0.005; gl=0; g2=0;%

sgu=0.001; % coef. do decaimento

vli= 0.4e+1; % componente horizontal advectiva
v2= 0.1le-1; % componente vertical advectiva
k1= 0.1; % permeabilidade do solo

h

% parametros do dominio (espaco e tempo)

h

xmax=1.50; ymax=1.0;

tfinal=5.0;

h

% parametros da discretizacao

h

nx=10; % no. de subintervalos em x

nxs=4; % no. de subintervalos em Gama-1 (solo)
ny=8; % no. de subintervalos em y

nnx=nx+1; % no. de nos na direcao x

nny=ny+1; % no. de nos na direcao y

npt=200; % no. de passos no tempo

dx=xmax/nx; %
dy=ymax/ny; %
%

% parametros auxiliares da discretizacao

%

dxy=dxx*dy;
dxdy=dx/dy;
dydx=dy/dx;
dt=tfinal/npt;
mdt=dt/2;
nn=nnx*ny; 4
ntr=2*nx*ny; %
nty=2*ny; %
)

% calculo

h

do

npec = [v1*dx/(a0+au*ymax); v2*dy/(a0+au*ymax)];

h

no.

no.

no.

total de nos nao-nulos

% componentes do termo difusivo

comprimento do subintervalo na direcao x

comprimento do subintervalo na direcao y

total de triangulos

de triangulos na direcao y

no.

de Peclet

para as escolhas de deriva: g0 ou gl*y ou g2*sqrt(y)



47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

7

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

% montagem da malha de elementos finitos
%
malha=zeros(nn,3) ;
k=0;
for i=1:nx;
for j=1:ny-1;
k=k+1;
ind = (i-1)*ny + j;
malha(k,1)=ind;
malha(k,2)=ind+ny;
malha(k,3)=ind+1;
k=k+1;
malha(k,1)=ind+ny+1;
malha(k,2)=ind+1;
malha(k,3)=ind+ny;
end;
k=k+1;
ind=i*ny;
malha(k,1)=ind;
malha(k,2)=ind+ny;
k=k+1;
malha(k,3)=ind+ny;

% montagem da malha de coordenadas dos nos

for i=1:nnx
x = (i-1)*dx;
for j = 1l:nny
y = (j-1)*dy;
k =k + 1;
coord(k,1) = x;
coord(k,2) = y;

end;

% condicao inicial
u0 = zeros(nn,1);

for i = 1:ny:(nxs)*nny
u0(i)=0.1;
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u0(i+1)=0.1;

mm = max(u0);

% submatrizes de rigidez

% (fi-j)*(£fi-1i)

% [Sqrt(y)*(dfi-j/dx)*fi-i] e [(dfi-j/dy)*fi-i]
% para os triangulos inferiores e superiores

h

mdx1i=[ 1 -1 0; O O O0; O O O0J;

mdx2i=[ 0 0 O0; 1-1 0; O O O0];

mdx3i=[ 0 O 0; O 0; -4 4 0];

mdx1s=[-1 1 0; -1 1 0; O O 0];

mdx2s=[ 0 0 O0; O O 0; 4 -4 0];

%
mdy=(dx/6)*[-1 0 1; -1 0 1; -1 0 1];

% ( (alpha_0 + alpha_u y)*grad(fi-j) | grad(fi-i) )

mgl=[dxdy + dydx -dydx -dxdy; -dydx dydx O; -dxdy O dxdy];

% termo de entrada (por deriva) na lateral esquerda

% <g | fi-i > (em Gama-0)

mel = [1; 0; 1];
me2 = [1; 0; 1];

me3a= [ 2; 0; 3];

me3b= [-1; 0; 1];

me3c= [ 1; 0; 0];

me3d= [ 0; 0; 1];

%

% penetracao no solo

%

% < fi-j | fi-i > (em Gama-1)

ms1=(dx/6)*[2 1; 1 2];
%

88



131

132

133

134

135

136

137

140

141

142

143

144

145

146

147

148

149

150

151

152

154

155

156

157

158

159

160

161

162

163

164

165

166

169

170

171

172

h

preparacao dos parametros que independem das coordenadas

= mdt*sgu; %
= mdt*(a0/2 +auxdy/6); yA
= mdt*(a0/2 +au*dy/3); h
= mdt*vi*(1/(105xdy*dy)); %
= v2*mdt; %
= kl*mdt; %
= gO*dt*(dy/2); h
= glxdtx(dy/6); h
= g2*xdt*(2/(15*dy)); %

montagem das matrizes do

sparse(nn,nn) ;
sparse(nn,nn) ;

zeros(nn,1) ;

for iel=1:ntr;

coef. (fi-j | fi-i)

coef. (grad fi-j | grad fi-i) tri.inf.
coef. ( y grad fi-j | fi-i ) tri.sup.
coef. V-1 dt/2 (dfi-j/dx | fi-i)

coef. V-2 dt/2 (dfi-j/dy | fi-i)

coef. k_1 dt/2 <fi_j | fi-i> (Gama-1)
coef. g0 dt <g | fi-i> se g=g_0

coef. gl dt <g | fi-i> se g=g_1y

coef. g2 dt <g | fi-i> se g=g_1 sqrt(y)

sistema

itr = mod(iel,nty);
if itr™=0
y1 = fix((itr-1)/2)*dy;
y2 = yi+dy;
else
y1 = (ny-1)*dy;
y2 = ny*dy;
end;
for il=1:3
ig=malha(iel,il);
if ig™=0;
for j1=1:3;

jg=malha(iel,jl);
if jgT=0;

if mod(iel,2)==1

A(ig,jg)=A(ig,jg)+(1+crs) *mfi(il, j1)+

(cgsil+yl*auxmdt/2)*mgl(il, j1)+

vpx*(mdx1i(il,j1) *(35%(dy~2) *sqrt (y1°3)+

28*dy*sqrt (y1°5)+8*sqrt (y177)-8*(dy~3) *sqrt (y2) -

24x (dy~2) xy1*sqrt (y2) -2xdy*(y1~2) *sqrt (y2) -

8*(y1°3) *sqrt (y2))+mdx2i (il, j1)*(35*(dy~2) *sqrt (y1°3) +
28*dy*sqrt (y1°5)+8*sqrt (y177)-8*sqrt (y2°7) )+

mdx31i(il, j1) *(7*dy*sqrt (y1°5)+4xsqrt(y1°7)+
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(3*dy-4*y1) *sqrt(y2°5))) -vpy*mdy(il, j1);
B(ig,jg)=B(ig,jg)+(1-crs)*mfi(il,j1)-
(cgsi+ylxau*mdt/2) *mgl(il, j1)-
vpx*(mdx1i(il,j1) *(35%(dy~2) *sqrt (y1~3)+
28*dy*sqrt (y1°5)+8*sqrt (y177)-8%(dy~3) *sqrt (y2) -
24x (dy~2) xy1l*sqrt (y2) -2xdy*(y1~2) *sqrt (y2) -
8% (y1°3) *sqrt(y2))+mdx2i(il, j1)*(35*(dy"2) *sqrt (y1°3)+
28*dy*sqrt (y1°5) +8*sqrt (y177)-8*sqrt(y2°7) )+
mdx3i(il, j1) *(7*dy*sqrt (y1~5)+4xsqrt(y1°7)+
(3*dy-4*y1) *sqrt (y2°5))) +vpy*mdy (il, j1);
else
A(ig,jg)=A(ig,jg)+(1+crs) *mfi(il, j1)+
(cgs2+yl*auxmdt/2)*mgl (il, j1)+
vpx*(mdx1s(il,j1) *(8*sqrt(y1~7)-156*(dy~3) *sqrt(y2) -
3% (dy~2) *ylxsqrt (y2)+4*dy* (y1~2) *sqrt (y2) -
8% (y1°3) *sqrt(y2))+mdx2s (il, j1) *(7*dy*sqrt (y1°5) +
4xsqrt (y1~7)+7*dy*sqrt (y2°5) -4*sqrt (y2°7)) )+
vpy*mdy (il,j1);
B(ig,jg)=B(ig,jg)+(1-crs)*mfi(il,jl)-
(cgs2+ylxau*mdt/2) *mgl(il, j1)-
vpx*(mdx1s(il,j1) *(8*sqrt(y1~7)-156*(dy~3) *sqrt(y2) -
3% (dy~2) *yl*sqrt (y2)+4*dy* (y1~2) *sqrt(y2) -
8% (y1°3) *sqrt (y2))+mdx2s (il, j1) *(7*dy*sqrt (y1°5)+
4xsqrt (y177)+7*dy*sqrt(y2°5) -4*sqrt (y2°7)) ) -
vpy*mdy (il, j1);
end;
end;
end;
end;
end;
end;
h
% inclusao do termo na fronteira Gama-1
h
for iel=1:nty:nty*nxs;
for il=1:2
ig=malha(iel,il);
if ig™=0;
for jl=1:2;
jg=malha(iel,jl);
if jg=0;
Aig,jg)=A(ig, jg)+cskixms1(il,j1);
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B(ig,jg)=B(ig,jg) -cskl*ms1(il,j1);

end
end;
end
end;
end;
h
% inclusao do termo independente.

for iel=1:1:nty
for il1=1:3

ig=malha(iel,il);

if ig™=0;
if mod(iel,2) =0

d(ig) = d(ig) + gmel*mel(il);

end;

end;

end;

r = rcond(full(A));

% Fatoracao L U da matriz de rigidez

[11 uu] = 1uh);

% abertura da janela para montagem do grafico

fig=figure;
h

% refazendo a matriz malha para o grid
h
=0;
for i=1:nx;
for j=1:ny;
k=k+1;

ind = (i-1)*nny + j;
malha(k,1)=ind;
malha(k,2)=ind+nny;
malha(k,3)=ind+1;
k=k+1;
malha(k,1)=ind+nny+1;
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malha(k,2)=ind+1;
malha(k,3)=ind+nny;

end;
end;
h
%  estruturando o vetor solucao para o grafico
h

sol = zeros(size(coord(:,1)));
in=1;
aux = nn+nnx;
for ii=1:aux;
if mod(ii,nny)~=0;
s0l(ii) = u0(in);
in=in+1;
end
end;
mm = max(u0);
subplot(2,2,1)
trisurf (malha,coord(:,1),coord(:,2),s0l),title(’t = 0’),view(0,90),colorbar;
%

% resolucao dos sucessivos sistemas.

%
for it = 1:npt
t = it*dt;
ys = 11\ (B*u0+d);
s = uu\ys;
if t==
in=1;
aux = nn+nnx;
for ii=1:aux;
if mod(ii,nny)~=0;
sol(ii) = s(in);
in=in+1;
end
end;
mm = max(sol);
subplot(2,2,2)
trisurf (malha,coord(:,1),coord(:,2),so0l),title(’t = 1°),view(0,90),colorbar;
end
if t==2.5
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subplot(2,2,3)
trisurf(malha,coord(:,1),coord(:
end
if t==5
in=1;
aux = nn+nnx;
for ii=1:aux;
if mod(ii,nny) ~=0;
sol(ii) = s(in);
in=in+1;
end
end;
% mm = max(sol);
subplot(2,2,4)
trisurf(malha,coord(:,1),coord(:
end
ul=s;
end;
etime(clock,t0)

in=1;
aux = nn+nnx;
for ii=1:aux;
if mod(ii,nny) ~=0;
sol(ii) = s(in);
in=in+1;
end
end;

mm = max(sol);

,2),s01) ,title(’t = 2,5’),view(0,90),colorbar;

,2),s01) ,title(’t = 5’),view(0,90),colorbar;

1.2 Para a dispersao incluindo o meio aquatico

Em seguida, o coédigo utilizado para as simulagoes de poluentes soluveis, obtidas

pelas figuras (4.5, 4.6 e 4.7), do capitulo 4 (pg. 63, 64 e 65, respectivamente).

h
h
h

Aproximacao de um sistema linear para simular a dispersao

de poluente soluvel num dominio irregular
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clear all; tO=clock;

h
% parmetros do modelo
h
a0=0.11; au=0.01; aa=0.01;% componentes do termo difusivo
g0=0.5; g1=0; g2=0; % para as escolhas de deriva:
% g0 ou glxy ou g2*sqrt(y)
sgu=0.1e-3; % coef. de decaimento no ar
sga=0.1e-3; % coef. de decaimento na agua
vl= 0.3e+1; % componente horizontal advectiva no ar
v2= 0.1le+1; % componente vertical advectiva no ar
wl= 2.0e-1; % componente horizontal advectiva na agua
w2= 1.8e-1; % componente vertical advectiva na agua
kl= 0.1le-2; % permeabilidade do solo
k3= 0.1e-3; % permeabilidade do sedimento
b12 = 0.02; % permeabilidade do ar para a agua
b21 = 0.01; % permeabilidade da agua para o ar
Ain = 5.0e-1; % concentracao inicial poluente na fonte
kk = 0.05; % taxa de decaimento da fonte
h
% parametros do dominio (espaco e tempo)
h
xmax=1.0; ymax=0.5; ymin=-0.5;
tfinal=20.0;
h
% parametros da discretizacao
h
nx=15; % total de subintervalos em x
nxs=5; % no. de subinterv. Gama-1 (solo)
nxal=5; % no. de subinterv. Gama-2 (declive)
nxa2=nx-nxal-nxs; % no. de subinterv. Gama-2 (plano)
nyl=6; % no. de subinterv. em y (no ar)
ny2=nxal; % no. de subinterv. em y (na agua)
nnx=nx+1; % no. de nos na dir. x (no ar)
nnxal=nxal+1; % no. de nos na dir. x (na agua - declive)
nnxa2=nxa2+1; % no. de nos na dir. x (na agua - plano)
nnyl=nyl+1; % no. de nos na dir. y (no ar)
nny2=ny2+1; % no. de nos na dir. y (na agua)
npt=200; % no. de passos no tempo
dx=xmax/nx; % comp. do subintervalo na direcao x
dyl=ymax/nyl; % comp. do subintervalo na direcao y (no ar)
dy2=-ymin/ny2; % comp. do subintervalo na direcao y (agua)
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%  parametros auxiliares da discretizacao

h

dxy1l
dxdy
dy1d
dxy2
dxdy
dy2d
dt =
mdt=
ntn=
nn =
ntr=
ntt=
nty=
nty2

malh
k=0;

for

= dx*dyl;

1= dx/dy1;
x= dyl/dx;

= dx*dy2;

2= dx/dy2;
x= dy2/dx;

tfinal/npt;

dt/2;

nnx*nyl + nnxa2*nny2 + nnxal*nxal/2;
nnx*nyl;

2*%nx*nyl;
ntr+2*nxa2*ny2+nxal*ny2;
2*nyl;

=2xny2;

calculo do no. de Peclet

h
h
h
h
h
h

total de nos
no. de nos nao-nulos no ar
total de triangulos no ar

no. total de triangulos
no. de tri. na dir. y no ar
no. triang. em y, na agua

montagem da malha de elementos finitos

a=zeros(ntn,3);

i=1:nx;
for j=1:nyl-1;
k=k+1;
ind = (i-1)#*nyl + j;
malha(k,1)=ind;
malha(k,2)=ind+ny1;
malha(k,3)=ind+1;
k=k+1;
malha(k,1)=ind+ny1+1;
malha(k,2)=ind+1;
malha(k,3)=ind+ny1;
end;
k=k+1;
ind=i*ny1;
malha(k,1)=ind;
malha(k,2)=ind+ny1;
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end;

for i=1:

end;

k=k+1;
malha(k,3)=ind+ny1;

nxa?2

for j=1:ny2

k=k+1;

ind = nn + (i-1)*nny2 + j;
malha(k,1) = ind;
malha(k,2) = ind+nny2;
malha(k,3) = ind + 1;
k=k+1;

ind = i*nny2 + nn + j + 1;
malha(k,1) = ind;

malha(k,2) = ind - nny2;
malha(k,3) = ind - 1;
end;

nau = nn+l+nxa2*nny2;

for i=nxal:-1:1

for j=1:1i
ind = nau + j-1;
k=k+1;
malha(k,1) = ind;
malha(k,2) = ind+(nny2-(nxal-i));
malha(k,3) = ind + 1;
if j <1
k=k+1;
malha(k,1) = ind+1+(nny2-(nxal-i));

malha(k,2) = ind+1;
malha(k,3) = malha(k,1) - 1;
end
end;
nau = malha(k,3)+1;

montagem da malha de coordenadas dos nos no ar

nnx
x = (i-1)*dx;

for j = 1:nnyl
y = (j-1)*dy1;
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k=k + 1;

coord(k,1) = x;
coord(k,2) = y;
end;
end;
%
% malha de coordenadas dos nos na agua (parte plana)

aux = nx-nxa?2;
for i=nxa2:-1:0
x = (aux+i)*dx;

for j = 1:nny2

y = (3-1)*dy2;
k=k + 1;
coord(k,1) = x;
coord(k,2) = -y;
end;
end;
h
% malha de coordenadas dos nos na agua (pte inclinada)

nau = nx - nnxa2 - nxal;
for i=nxal:-1:1

x = (nau+i)*dx;

for j = 1:1
y = (3-1)*dy2;
k =%k + 1;

coord(k,1) = x;
coord(k,2) = -y;

end;

% condicao inicial
u0 = zeros(ntn,1);
for i = 1:nyl:nxs*nyl

u0(i)=0.04;
u0(i+1)=0.02;

% submatrizes de rigidez para o ar
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% (fi-j)*(fi-1i)

h

mufi=(dxy1/24)*[2 1 1; 1 2 1; 1 1 2];

% [Sqrt(y)*(dfi-j/dx)*fi-i] e [(dfi-j/dy)*fi-i]

% para os triangulos inferiores e superiores

mudx1i=[ 1 -1 0; 0 0; 0 0 0];

mudx2i=[ 0 0 O; -1 0; 0 0 0];

mudx3i=[ 0 0 O0; O O O0; -4 4 0];

mudxls=[-1 1 O0; -1 1 0; O 0O O0];

mudx2s=[ 0 O O0; O O O0; 4 -4 0];

%

mudy=(dx/6)*x[-1 0 1; -1 0 1; -1 O

%

% ( (alpha_0 + alpha_u y)*grad(fi-j) | grad(fi-i) )

% termo de entrada (por deriva) na lateral esquerda

% <g | fi-i > (em Gama-0)
%

mel = [ 1; 0; 1];

me2 = [ 1; 0; 11;

me3a= [ 2; 0; 3];

me3b= [-1; 0; 11;

me3c= [ 1; 0; 0];

me3d= [ 0; 0; 11;

%

% penetracao no solo
%

% < fi-j | fi-i > (em Gama-1)

ms1=(dx/6)*[2 1; 1 2];

% submatrizes de rigidez para a agua

(£i-j)*(£i-1i)

mafi=(dxy2/24)*[2 1 1; 1 2 1; 1 1 2];
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% ( (dfi-j/dx)*fi-i ) e ( (dfi-j/dy)*fi-i )
%

madx=(dy2/6)*[-1 1 0; -1 1 0; -1 1 0];

mady= (dx/6)*[-1 0 1; -1 0 1; -1 0 1];

% ( alpha_a *grad(fi-j) | grad(fi-i) )

% penetracao no sedimento

% < fi-j | fi-i > (em Gama-3)

msel=sqrt(dx"2+dy2°2)*(dx/6)*[0 0 0; 0 2 1; 0 1 2]; 7% parte inclinada

mse2=(dx/6)*[2 1 0; 1 2 0; 0 0 0]; % parte plana
%

% interface ar-agua

%

% < fi-j | fi-i > (em Gama-2)

maa=(dx/6)*[2 1; 1 2];

% preparacao dos parametros que independem das coordenadas

h

crsl = mdt*sgu; % coef. (fi-j | fi-i) p/ ar

crs2 = mdt*sga; % coef. (fi-j | fi-i) p/ agua

cgsl = mdt*(a0/2 +au*xdyl/6); % coef. (grad fi-j | grad fi-i) tri.inf.
cgs2 = mdt*(a0/2 +auxdyl1/3); % coef. (grad fi-j | fi-i ) tri.sup.
cgs3 = mdt*aa; % coef. (grad fi-j | grad fi-i) agua
vpx = mdt*vix(1/(105xdyl*dy1));% coef. V-1 dt/2 (dfi-j/dx | fi-i)

vpy = v2*mdt; % coef. V-2 dt/2 (dfi-j/dy | fi-i)

wpx = wlk mdt; % coef. W-1 dt/2 (dfi-j/dx | fi-i)

wpy = w2*mdt; % coef. W-2 dt/2 (dfi-j/dy | fi-i)

cskl = klxmdt; % coef. k_1 dt/2 <fi_j | fi-i> (Gama-1)
csk3 = k3*mdt; % coef. k_3 dt/2 <fi_j | fi-i> (Gama-3)
ck12 = bl12*mdt; % coef. b_12 dt/2 <fi_j | fi-i> (Gama-2)
ck21 = b21*mdt; % coef. b_21 dt/2 <fi_j | fi-i> (Gama-2)
gmel = gO*xdtx*(dyl/2); % coef. g0 dt <g | fi-i> se g=g_0

%gme2 = gixdtx*(dy/6) ; % coef. gl dt <g | fi-i> se g=g_1y
%gme3 = g2xdt*(2/(15xdy)); % coef. g2 dt <g | fi-i> se g=g_1 sqrt(y)
h

% zerando as matrizes/vetores do sistema
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A = sparse(ntn,ntn)
B = sparse(ntn,ntn)
dl = sparse(ntn,1);

% atribuindo os val

for iel=1:ntr;
itr = mod(ie
if itr™=0
yi
y2 = yl+dyil;

else
y1l = (ny1-1)*
y2 = nylxdyl;
end;
for i1=1:3
ig=malha(iel,
if ig™=0;
for jl=1:3
jg=mal
if jg~
if

else

’

’

ores nas matrizes A e B

1,nty);

fix((itr-1)/2)*dy1;

dy1l;

il);

ha(iel,jl);
=0;
mod(iel,2)==1
A(ig,jg)=A(ig,jg)+(1+crs1)*mufi(il, j1)+(cgsl+yl*au*mdt/2) *mugl (il, j1)
+vpx* (mudx1i (i1, j1) *(35*(dyl1~2) *sqrt (y1~3)+28*dyl*sqrt (y1°5)
+8*sqrt (y177)-8*(dy1~3) *sqrt (y2) -24* (dy1~2) *y1*sqrt (y2)
-2%dy1* (y1°2) *sqrt (y2)-8*(y1~3) *sqrt (y2))
+mudx2i (i1, j1)*(35% (dy1°2) *sqrt (y1°3)+28*dyl*sqrt(y1°5)
+8*sqrt (y1°7)-8*sqrt(y2°7) )+mudx3i(il, j1) *(7*xdyl*sqrt(y1~5)
+4*xsqrt (y177)+(3*dyl1-4*y1) *sqrt (y2°5))) -vpy*mudy(il, j1);
B(ig,jg)=B(ig,jg)+(1-crsl)*mufi(il,j1)-(cgsl+yl*au*mdt/2)*mugl (il, j1)
-vpx* (mudx1i (il, j1)*(35%(dy1~2) *sqrt (y1~3)+28*dyl*sqrt (y1°5)
+8*sqrt (y177)-8%(dy1~3) *sqrt (y2) -24* (dy1~2) *yl*sqrt (y2)
-2*dy1* (y1°2) *sqrt (y2)-8*(y1~3) *sqrt (y2))
+mudx2i (i1, j1) *(35* (dy1~2) *sqrt (y1~3) +28*dyl*sqrt (y1°5)
+8*sqrt (y177)-8*sqrt(y2°7) )+mudx3i(il, j1) *(7*dyl*sqrt(y1~5)
+4*sqrt (y177)+(3*dy1-4*y1) *sqrt (y2°5))) +vpy*mudy (il, j1);

A(ig,jg)=A(ig,jg)+(1+crs1)*mufi(il, j1)+(cgs2+yl*au*mdt/2) *mugl (il, j1)
+vpx* (mudx1s (il,j1) *(8*sqrt (y1~7)-15*(dy1~3) *sqrt (y2)

-3%(dy1°2) *ylxsqrt (y2)+4*dyl*(y1~2) *sqrt (y2)-8*(y1~3) *sqrt(y2))
+mudx2s (i1, j1) * (7*dyl*sqrt (y1°5)+4*sqrt (y1~7) +7*dyl*sqrt (y2°5)
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299

300

301

302

303

304

305

306

307

308

309

310

311

312

313

314

315

316

317

318

319

320

321

322

323

324

325

326

327

328

329

330

331

332

333

334

335

336

337

338

339

340

—-4*sqrt (y2°7)))+vpy*mudy (il, j1);
B(ig,jg)=B(ig,jg)+(1-crs1)*mufi(il,j1)-(cgs2+yl*au*mdt/2)*mugl (il, j1)
-vpx* (mudx1s (il, j1) *(8*sqrt(y1~7)-15%(dy1~3) *sqrt(y2)
-3%(dy1°2) *ylxsqrt (y2)+4*dyl*x (y1~2) *sqrt (y2)-8* (y1~3) *sqrt (y2))
+mudx2s (i1, j1) * (7*dyl*sqrt (y1°5)+4*sqrt (y1°7) +7*dyl*sqrt (y2°5)
-4*sqrt(y2°7)))-vpy*mudy(il, j1);
end
end
end;
end
end;
end;
h
% inclusao do termo na fronteira Gama-1
h
for iel=1:nty:nty*nxs;
for il=1:2
ig=malha(iel,il);
for jl=1:2;
jg=malha(iel,jl);
A(ig,jg)=A(ig,jg)+cskl*ms1(il,j1);
B(ig,jg)=B(ig,jg)-cskl*ms1(il,j1);

end;
end;
end;
%
% inclusao do termo independente (entrada por deriva)

for iel=1:(nty-4)
if mod(iel,2)~=0
for i1=1:3
ig=malha(iel,il);

if ig™=0;
di(ig) = di1(ig) + gmel*mel(il);
end
end;
end
end;
)
% Passagem ar—agua

auxl = nxs*nty+1;
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341

342

343

344

345

346

347

348

349

350

351

352

353

354

355

356

357

358

359

360

361

362

363

364

365

366

367

368

369

370

371

372

373

374

375

376

377

378

379

380

381

382

aux2 = ntr-nty+1;
for iel=auxl:nty:aux2
if mod(iel,2)"~=0

for il=1:2
ig=malha(iel,il);
for jl=1:2
jg=malha(iel,jl);
A(ig,jg) = A(ig,jg) + (ck12-ck21)*maa(il,jl);
B(ig,jg) = B(ig,jg) - (ck12-ck21)*maa(il,jl);
end;
end;
end
end;
)
% montagem da matriz de rigidez na agua
)
auxl= ntr+i;
for iel=auxl:ntt;
for i1=1:3
ig=malha(iel,il);
for j1=1:3;

jg=malha(iel, jl);
if mod(iel,2)==1
A(ig,jg)=A(ig,jg)+(1+crs2)*mafi(il, j1)+cgs3*mag2(il,j1)
+wpx*madx (il, j1) -wpy*mady (il,j1);
B(ig,jg)=B(ig, jg)+(1-crs2)*mafi(il, jl)-cgs3*mag2(il,j1)
-wpx*madx (il, j1) +wpy*mady (il,j1);
else
A(ig,jg)=A(ig,jg)+(1+crs2)*mafi(il, j1)+cgs3*mag2(il,jl)
-wpx*madx (il, j1)+wpy*mady (il,jl1);
B(ig,jg)=B(ig, jg)+(1-crs2)*mafi(il,jl)-cgs3*mag2(il,jl)
+wpx#*madx (il, j1)-vpy*mady (il,j1l);
end
end;
end;
end;
h
% inclusao do termo na fronteira Gama-3 (parte plana)
h
aux2= ntt-nxal*ny2;
for iel=auxl:2*ny2:aux2;
for il1=1:2
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383

384

385

386

387

388

389

390

391

392

393

394

395

396

397

398

399

400

401

402

407

408

409

410

411

412

413

414

415

416

417

418

419

420

421

422

423

424

end;

h

%
auxl
pas

for

auxl
aux?2

for

end;

ig=malha(iel,il);
for jl1=1:2;
jg=malha(iel, jl);
A(ig,jg)=A(ig,jg) +csk3*mse2(il, j1);
B(ig,jg)=B(ig,jg) -csk3*mse2(il, jl);
end;

end;

inclusao do termo na fronteira Gama-3 (parte inclinada)

= ntt-nxal*ny2;
2*xny2 - 1;
iel = auxl:pas:ntt;
for i1=2:3
ig=malha(iel,il);
for j1=2:3;
jg=malha(iel,jl);
A(ig,jg)=A(ig,jg) +csk3*msel (il,j1);

B(ig,jg)=B(ig,jg) -csk3*msel1(il, jl);
end;
end;

pas = pas - 2;

Passagem ar-agua - parte plana

= ntr+1;

= ntt-nxal*ny2;
iel=aux1:2*ny2:aux2;
if mod(iel,2)~=0

for il=1:2
ig=malha(iel,il);
for jl=1:2
jg=malha(iel, jl);
A(ig,jg) = A(ig,jg) + (ck21-ck12)*maa(il,jl);
B(ig,jg) = B(ig,jg) - (ck21-ck12)*maa(il,jl);
end;
end;
end
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425

426

427

428

429

430

431

432

436

437

438

439

440

441

442

443

444

445

446

447

448

449

450

451

452

453

454

455

456

457

461

462

463

464

465

466

% Passagem ar-agua - parte inclinada
h
aux2 = ntt-nxal*ny2;
2*%ny2 - 1;
for iel=aux2:pas:ntt
if mod(iel,2)~=0
for il=1:2
ig=malha(iel,il);
for jl=1:2
jg=malha(iel,jl);
A(ig,jg) = A(ig,jg) + (ck21-ck12)*maa(il,jl);
B(ig,jg) = B(ig,jg) - (ck21-ck12)*maa(il,jl);

end;

pas

end;

end

pas = pas - 2;
end;
r = rcond(full(A));
h
% Fatoracao L U da matriz de rigidez
h
[11 uul = 1u(Ad);

% abertura da janela para montagem do grafico

% refazendo a matriz malha para o grid
%
k=0;
for i=1:nx;
for j=1:nyl;
k=k+1;

ind = (i-1)#*nnyl + j;
malha(k,1)=ind;
malha(k,2)=ind+nny1;
malha(k,3)=ind+1;
k=k+1;
malha(k,1)=ind+nnyl+1;
malha(k,2)=ind+1;
malha(k,3)=ind+nnyl;

end;
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467 end;

468 for i=1:nxa2

469 for j=1:ny2

470 k=k+1;

471 ind = nn + nnx + (i-1)*nny2 + j;
472 malha(k,1) = ind;

473 malha(k,2) = ind+nny?2;

474 malha(k,3) = ind + 1;

475 k=k+1;

476 ind = i*nny2 + nn + nnx + j + 1;
a7 malha(k,1) = ind;

478 malha(k,2) = ind - nny2;

479 malha(k,3) = ind - 1;

480 end;

481 end;

482 nau = nn+nnx+nxa2*nny2+1;

483 for i=nxal:-1:1

484 for j=1:i

485 ind = nau + j-1;

486 k=k+1;

487 malha(k,1) = ind;

488 malha(k,2) = ind+(nny2-(nxal-i));
489 malha(k,3) = ind + 1;

490 if j <1

491 k=k+1;

492 malha(k,1) = ind+1+(nny2-(nxal-i));
493 malha(k,2) = ind+1;

494 malha(k,3) = malha(k,1) - 1;
495 end

496 end;

497 nau = malha(k,3)+1;

498 end;

499 %

500 estruturando o vetor solucao para o grafico
501

502 sol = zeros(size(coord(:,1)));

503 in=1;

504 Aaux = nn+nnx;

505 for ii=1:aux;

506 if mod(ii,nnyl)~=0;
507 sol(ii) = u0(in);
508 in=in+1;
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509

510

511

512

513

514

515

516

517

518

519

520

521

522

523

524

525

526

527

528

529

530

532

533

534

535

536

537

538

539

540

541

542

543

544

545

546

547

548

549

550

end
end;
aux=aux+1;
for ii=aux:length(sol);
s0l(ii) = u0(in);
in=in+1;

end;

mm = max(u0);
subplot(2,2,1)

trisurf (malha,coord(:,1),coord(:,2),sol),title(’t=0’),view(0,90),colorbar;

% resolucao dos sucessivos sistemas.

for it = 1:npt
f = Ainxexp(-kk*t);
dl(ntn) = f*dx*dy?2;
ys=11\ (B*u0+d1) ;

s=uu\ys;
h
% visualizacao e montagem dos graficos
h
if it==60
in=1;

aux = nn+nnx;
for ii=1:aux;
if mod(ii,nnyl)~=0;
so0l(ii) = s(in);
in=in+1;
end
end;
aux=aux+1;
for ii=aux:length(sol);

sol(ii) = s(in);

trisurf (malha,coord(:,1),coord(:,2),so0l),title(’t = 6’),view(0,90),colorbar;

in=in+1;
end;
subplot(2,2,2)
end
if it==120
in=1;
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551

552

553

554

555

556

557

558

559

560

561

562

563

564

565

566

567

568

569

570

571

572

573

574

575

576

577

578

579

580

581

582

583

584

585

586

587

588

589

590

aux = nn+nnx;
for ii=1:aux;
if mod(ii,nnyl)~=0;
sol(ii) = s(in);
in=in+1;
end
end;
aux=aux+1;
for ii=aux:length(sol);

sol(ii) = s(in);

trisurf (malha,coord(:,1),coord(:,2),s0l),title(’t = 12’),view(0,90),colorbar;

in=in+1;
end;
subplot(2,2,3)
end
if it==200
in=1;

aux = nn+nnx;
for ii=1:aux;
if mod(ii,nnyl)~=0;
sol(ii) = s(in);
in=in+1;
end
end;
aux=aux+1;
for ii=aux:length(sol);
sol(ii) = s(in);
in=in+1;
end;
subplot(2,2,4)

trisurf (malha,coord(:,1),coord(:,2),s0l),title(’t = 20’),view(0,90),colorbar;

end

% atualizando o tempo e o vetor u_0

t =t + dt;
ul=s;
end;
etime(clock,t0)

cputime
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2 Cédigos para o MATHEMATICA®

Para o calculo das varidveis de entrada das matrizes A e B, dadas pelas integrais
dos produtos internos que aparecem nas equacgoes discretizadas que modelam os problemas
(eqs.2.4.5 e 3.3.4), foram utilizados dois tridngulos genéricos de referéncia, um inferior e o

outro superior, conforme ilustra a fig.B.1, a seguir.

(Xi+Ax, y,+Ay)

(%, yi+ Ay)

(x;, yi+A4y)

(x+AX, y)

(Xi, %)

(X +AX, ;)

Figura B.1: Ilustracao dos triangulos de referéncia

O c6digo a seguir foi implementado, em ambiente Sun/Unix no Mathematica® para
o calculo dos produtos internos nos elementos de referéncia, de modo a construir as matrizes
A e B e o vetor d dos cédigos implementados no Matlab® e apresentados na secoes 1.1 e

1.2, anteriormente.

1 % Calculo da integral para o termo fonte, no triangulo inferior
2 %

3 ClearAll[F1,F2,F3,xmin,xmax,ymin,ymax];

4 ClearAll[G11,G12,G13,G21,G22,G23,G31,G32,G33];

5 ClearAl1[G111,G112,G113,G121,G122,G123,G131,G132,G133];

6 ClearAl1[H111,H112,H113,H121,H123,H122,H131,H132,H133];

7

8 Filx_,y_] :=1 - (x-xi)/dx - (y-yi)/dy;

9 F2[x_,y_] := (x-xi)/dx;

10 F3[x_,y_.] := (y-yi)/dy;

=
[

Alx_,y_,t_] = A0 Expl[ -k t];

-
s~ W

xmin = xi;

=
at

xmax = xi + dx;

=
(=)

ymin = yi;

—
~

ymax = yi - dy/dx (x - xi -dx);

=
©

G11[x_,y_]1 = Integrate[Alx,y,t] Filx,yl, yl;
G111[x_]

N
[=]

G11i[x,ymax] - G1i[x,ymin];
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21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73

Hi11[x_] = Integrate[Gi111[x], x];

FI111 = Simplify[H111[xmax] - H111[xmin]];
G12[x_,y_] = Integrate[A[x,y,t] F2[x,y], yl;
G112[x_] = G12[x, ymax] - G12[x,ymin];
Hi12[x_] = Integrate[G112[x], x];

FI112 = Simplify[H112[xmax] - H112[xmin]];
G13[x_,y_] = Integrate[A[x,y,t] F3[x,yl, yl;
G113[x_] = G13[x, ymax] - G13[x,ymin];
H113[x_] = Integrate[G113[x], x];

FI113 = Simplify[H113[xmax] - H113[xmin]];

TRID1 = {FI111,FI112,FI113};

Matl = MatrixForm[{TRID1}]

%

% Calculo da integral do termo fonte, no triangulo superior
%

ClearAll[F1,F2,F3,xmin,xmax,ymin, ymax];
ClearAl1[G11,G12,G13,G21,G22,G23,G31,G32,G33];
ClearAl1[G111,G112,G113,G121,G122,G123,G131,G132,G133];
ClearAl11[H111,H112,H113,H121,H123,H122,H131,H132,H133];

Filx_,y_] = -1 + (x-xi)/dx + (y-yi)/dy;
F2[x_,y_] = 1-(x-xi)/dx;
F3[x_,y_] = 1-(y-yi)/dy;

xmin = xi;

xmax = xi + dx;

ymin = yi - dy/dx (x - xi -dx);
ymax = yi + dy;

Alx_,y_,t_] = A0 Exp[ -k t];

G11[x_,y_]1 = Integrate[Alx,y,t] Filx,yl, yl;

Gl11[x_] = G1l1[x,ymax] - G1i[x,ymin];
Hi11[x_] = Integrate[Gi111[x], x];

FI111 = Simplify[H111[xmax] - H111[xmin]];
G12[x_,y_] = Integrate[Alx,y,t] F2[x,y], yl;
G112[x_] = G12[x, ymax] - G12[x,ymin];
H112[x_] = Integrate[G112[x], x];

FI112 = Simplify[H112[xmax] - H112[xmin]];
G13[x_,y_] = Integrate[A[x,y,t] F3[x,y], yl;
G113[x_] = G13[x, ymax] - G13[x,ymin];
H113[x_] = Integrate[G113[x], x];

FI113 = Simplify[H113[xmax] - H113[xmin]];

TRID1 = {FI111,FI112,FI113};
Matl = MatrixForm[{TRID1}]

% Calculo das integrais nos triangulos inferiores de
% (d Fi-j /dx | Fi-i)

ClearAll[F1,F2,F3,xmin,xmax,ymin, ymax] ;
ClearAll[DFix,DF2x,DF3x];
ClearAl1[G11,G12,G13,G21,G22,G623,G31,G32,G33] ;
ClearAl1[G111,G112,G113,G121,G122,G123,G131,G132,G133];
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74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
a7
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107

109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126

ClearAll[H111,H112,H113,H121,H123,H122,H131,H132,H133];

Filx_,y_]
F2[x_,y_]
F3[x_,y_]

1 - (x-xi)/dx - (y-yi)/dy;
(x=-xi)/dx;
(y-yi)/dy;

DFix = D[F1i[x,y],x];
DF2x = D[F2[x,y],x];

DF3x

xmin = xi;

D[F3[x,y],x];

xmax = xi + dx;

ymin = yi;

ymax = yi - dy/dx (x - xi -dx);

Gli[x_,y_] Integrate[Sqrt[y] DFix Filx,yl, yl;
G111[x_] G11[x,ymax] - G1i[x,ymin];

Hi11[x_] Integrate[G111[x], x];

FI111 Simplify[H111[xmax] - H11i[xmin]];
G12[x_,y_] = Integrate[Sqrt[y] DF2x Fi[x,yl, yl;
G112[x_] G12[x, ymax] - G12[x,ymin];
H112[x_] Integrate[G112[x], x];

FI112 Simplify[H112[xmax] - H112[xmin]];
G13[x_,y_] Integrate[Sqrt[y] DF3x Filx,yl, yl;
G113[x_] G13[x, ymax] - G13[x,ymin];
H113[x_] Integrate[G113[x], x];

FI113 Simplify[H113[xmax] - H113[xmin]];
G21[x_,y_] Integrate[Sqrt[y] DFix F2[x,y], yl;
G121[x_] G21[x,ymax] - G21[x,ymin];

H121[x_] Integrate[G121[x], x];

FI121 Simplify[H121[xmax] - H121[xmin]];
G22[x_,y_] = Integrate[Sqrt[y] DF2x F2[x,yl, yl;
G122[x_] G22[x,ymax] - G22[x,ymin];

H122[x_] Integrate[G122[x], x];

FI122 Simplify[H122[xmax] - H122[xmin]];
G23[x_,y_] Integrate[Sqrt[y] DF3x F2[x,yl, yl;
G123[x_] G23[x,ymax] - G23[x,ymin];

H123[x_] Integrate[G123[x], x];

FI123 Simplify[H123[xmax] - H123[xmin]];
G31[x_,y_] Integrate[Sqrt[y] DFix F3[x,yl, yl;
G131[x_] G31[x,ymax] - G31[x,ymin];

H131[x_] Integrate[G131[x], x];

FI131 Simplify[H131[xmax] - H131[xmin]];
G32[x_,y_] Integrate[Sqrt[y] DF2x F3[x,yl, yl;
G132[x_] G32[x,ymax] - G32[x,ymin];

H132[x_] Simplify[ Integrate[G132[x], x]11;
FI132 Simplify[H132[xmax] - H132[xmin]];
G33[x_,y_] Integrate[Sqrt[y] DF3x F3[x,yl, yl;
G133[x_] G33[x,ymax] - G33[x,ymin];

H133[x_] Integrate[G133[x], x];

FI133 Simplify[H133[xmax] - H133[xmin]];
TRID1 = {FI111,FI112,FI113};

TRID2 = {FI121,FI122,FI123};

TRID3 = {FI131,FI132,FI133};
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Matl = MatrixForm[{{TRID1},{ TRID2},{TRID3}}]

ClearAll[F1,F2,F3,ymin, ymax,xmin,xmax, TRID1,TRID2,TRID3,Matl];

Calculo das integrais nos triangulos superiores de

(d Fi-j /dx | Fi-i)

ClearAll[DF1x,DF2x,DF3x];

ClearAl1[G11,G12,G13,G21,G22,G623,G31,G32,G33] ;
ClearAl11[G111,G112,G113,G121,G6G122,G123,G131,G132,G133];
ClearAl1[H111,H112,H113,H121,H123,H122,H131,H132,H133];

Filx_,y_]
F2[x_,y_]
F3[x_,y_]

-1+ (x-xi)/dx + (y-yi)/dy;
1-(x-xi)/dx;
1-(y-yi)/dy;

DFix = D[F1il[x,y]l,x];
DF2x = D[F2[x,y]l,x];
DF3x = D[F3[x,y]l,x];

xmin = xij;

xmax = xi + dx;

ymin = yi - dy/dx (x - xi -dx);

ymax = yi + dy;

Gl1[x_,y_]
G111[x_]
Hi11[x_]
FI111
G12[x_,y_]
G112[x_]
H112[x_]
FI112
G13[x_,y_]
G113[x_]
H113[x_]
FI113
G21[x_,y_]
G121 [x_]
H121[x_]
FI121
G22[x_,y_]
G122[x_]
H122[x_]
FI122
G23[x_,y_]
G123[x_]
H123[x_]
FI123
G31[x_,y_]
G131[x_]
H131[x_]
FI131
G32[x_,y_]
G132[x_]

Integrate[Sqrt[y] DFix Filx,yl, yl;
G11[x,ymax] - G11[x,ymin];
Integrate[G111[x], x];
Simplify[H111[xmax] - H111i[xmin]];
Integrate[Sqrt[y] DF2x Filx,yl, yl;
G12[x, ymax] - G12[x,ymin];
Integrate[G112[x], x];
Simplify[H112[xmax] - H112[xmin]];
Integrate[Sqrt[y] DF3x Filx,yl, yl;
G13[x, ymax] - G13[x,ymin];
Integrate[G113[x], x];
Simplify[H113[xmax] - H113[xmin]];
Integrate[Sqrt[y] DFix F2[x,y]l, yl;
G21[x,ymax] - G21[x,ymin];
Integrate[G121[x], x];
Simplify[H121[xmax] - H121[xmin]];
Integrate[Sqrt[y] DF2x F2[x,y], yl;
G22[x,ymax] - G22[x,ymin];
Integrate[G122[x], x];
Simplify[H122[xmax] - H122[xmin]];
Integrate[Sqrt[y] DF3x F2[x,yl, yl;
G23[x,ymax] - G23[x,ymin];
Integrate[G123[x], x];
Simplify[H123[xmax] - H123[xmin]l];
Integrate[Sqrt[y] DFix F3[x,yl, yl;
G31[x,ymax] - G31[x,ymin];
Integrate[G131[x], x];
Simplify[H131[xmax] - H131[xmin]];
Integrate[Sqrt[y] DF2x F3[x,yl, yl;
G32[x,ymax] - G32[x,ymin];
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180
181
182

184
185
186

188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199

201
202
203
204

206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232

H132[x_] Simplify[ Integrate[G132[x], x11;
FI132 Simplify[H132[xmax] - H132[xmin]];
G33[x_,y_] = Integrate[Sqrt[y] DF3x F3[x,yl, yl;
G133[x_] G33[x,ymax] - G33[x,ymin];

H133[x_] = Integrate[G133[x], x];

FI133 Simplify[H133[xmax] - H133[xmin]];
TRID1 = {FI111,FI112,FI113};

TRID2 = {FI121,FI122,FI123};

TRID3 = {FI131,FI132,FI133};

Matl = MatrixForm[{{TRID1},{ TRID2},{TRID3}}]

%

% Calculo das integrais nos triangulos inferiores de
% (d Fi-j /dy | Fi-i)

ClearAll[F1,F2,F3,1limly,lim2y,limlix,1im2x];
ClearAll[DF1,DF2,DF3];
ClearAl1[G11,6G12,G13,G21,G22,G23,6G31,G32,G33];
ClearAl1[G111,G112,G113,G6121,G122,G123,G131,G132,G133];
ClearAl1[H111,H112,H113,H121,H123,H122,H131,H132,H133];

Filx_,y_] = 1- (x-xi)/dx - (y-yi)/dy;
F2[x_,y_] = (x-xi)/dx;

F3[x_,y_.]1 =(y-yi)/dy;

DF1 = D[F1i[x,y],y];

DF2 = D[F2[x,y],y];
DF3 = D[F3[x,y],y];
limly = yi;

lim2y = yi - dy/dx (x-xi-dx);
limlx = xi;
lim2x = xi + dx;

Gi1[x_,y_] = Integrate[DF1 Fi[x,yl , yl;

G111[x_] = G11[x,lim2y] - G11[x,limiy];
Hi11[x_] = Integrate[G111[x], x];

FI111 = Simplify[H111[1im2x] - H111[limix]];
G12[x_,y_] = Integrate[DF2 Fi[x,yl, yIl;

G112[x_] = G12[x, lim2y] - G12[x,limiy];
H112[x_] = Integrate[G112[x], x];

FI112 = Simplify[H112[1im2x] - H112[1limlx]];
G13[x_,y_] = Integrate[DF3 Fi[x,yl, yl;

G113[x_] = G13[x, lim2y] - G13[x,limiy];
H113[x_] = Integrate[G113[x], x];

FI113 = Simplify[H113[1im2x] - H113[limix]];
G21[x_,y_] = Integrate[DF1 F2[x,yl, yl;

G121[x_] = G21[x,1im2y] - G21[x,limly];
H121[x_] = Integrate[G121[x], x];

FI121 = Simplify[H121[1im2x] - H121[limix]];
G22[x_,y_] = Integrate[DF2 F2[x,yl, yIl;

G122[x_1 = G22[x,lim2y] - G22[x,limlyl;
H122[x_] = Integrate[G122[x], x];

FI122 = Simplify[H122[1im2x] - H122[limix]];

G23[x_,y_] = Integrate[DF3 F2[x,yl, yl;
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233
234
235

237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252

254
255
256
257

259
260
261
262

264
265
266

268
269
270
271
272
273
274
275

277
278
279
280
281
282
283
284

G123[x_]

G23[x,1im2y] - G23[x,limiy];

H123[x_] = Integrate[G123[x], x];

FI123 = Simplify[H123[1im2x] - H123[lim1x]];
G31[x_,y_] = Integrate[DF1 F3[x,yl, yl;

G131[x_] = G31[x,1im2y] - G31[x,limly];
H131[x_] = Integrate[G131[x], x];

FI131 = Simplify[H131[lim2x] - H131[lim1x11;
G32[x_,y_] = Integrate[DF2 F3[x,yl, yl;

G132[x_] = G32[x,1im2y] - G32[x,limly];
H132[x_] = Integrate[G132[x], x];

FI132 = Simplify[H132[1im2x] - H132[limix]];
G33[x_,y_] = Integrate[DF3 F3[x,y], yl;

G133[x_] = G33[x,1lim2y] - G33[x,limly];
H133[x_] = Integrate[G133[x], x];

FI133 = Simplify[H133[1im2x] - H133[limix]];
TRID1 = {FI111,FI112,FI113};

TRID2 = {FI121,FI122,FI123};

TRID3 = {FI131,FI132,FI133};

Mat1l

MatrixForm[{TRID1, TRID2, TRID3}]

Calculo das integrais nos triangulos superiores de

(d Fi-j /dy | Fi-i)

ClearAll[F1,F2,F3,1limly,1im2y,limlx,1im2x];
ClearAll[DF1,DF2,DF3];
ClearAll1[G11,G12,G13,G21,G22,G23,G31,G32,G33];
ClearAl1[G111,G112,G113,G121,G122,G123,G131,G132,G133];
ClearAll1[H111,H112,H113,H121,H123,H122,H131,H132,H133];

Filx_,y_]

F2[x_,y_]1 =

F3[x_,y_]

DF1
DF2
DF3

limly
1lim2y
limix

1im2x

-1+ (x-xi)/dx + (y-yi)/dy;
1-(x-xi)/dx;
1-(y-yi)/dy;

D[Filx,yl,yl;
D[F2[x,y]l,y];
D[F3[x,yl,yl;

yi
yi
xi;

xi

Gli[x_,y_]

G111[x_]
H111[x_]

FI111

G12[x_,y_]

G112[x_]
H112[x_]

FI112

G13[x_,y._]

G113[x_]
H113[x_]

FI113

+

dy/dx (x-xi-dx);
dy;

dx;

Integrate[DF1 Fi[x,y] , yl;
G11[x,1im2y] - G11[x,limiy];
Integrate[Gi11[x], x];
Simplify[H111[1im2x] - H111[limlx]];
Integrate[DF2 Fi[x,y]l, yl;

G12[x, 1im2y] - G12[x,limly];
Integrate[G112[x], x];
Simplify[H112[1im2x] - H112[1limi1x]];
Integrate[DF3 Fi[x,yl, yl;

G13[x, lim2y] - G13[x,limly];
Integrate[G113[x], x];
Simplify[H113[1im2x] - H113[lim1x]];
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G21[x_,y_]

= Integrate[DF1 F2[x,yl, yl;

G121[x_] = G21[x,1im2y] - G21[x,limly];
H121[x_] = Integrate[G121[x], x];

FI121 = Simplify[H121[1im2x] - H121[lim1x]1;
G22[x_,y_] = Integrate[DF2 F2[x,yl, yl;

G122[x_] = G22[x,1im2y] - G22[x,limly];
H122[x_] = Integrate[G122[x], x];

FI122 = Simplify[H122[1im2x] - H122[limix]];
G23[x_,y_] = Integrate[DF3 F2[x,yl, yl;

G123[x_] = G23[x,lim2y] - G23[x,limlyl;
H123[x_] = Integrate[G123[x], x];

FI123 = Simplify[H123[1im2x] - H123[1limlx]];
G31[x_,y_] = Integrate[DF1 F3[x,yl, yl;

G131[x_] = G31[x,1lim2y] - G31[x,limly];
H131[x_] = Integrate[G131[x], x];

FI131 = Simplify[H131[1im2x] - H131[limix]];
G32[x_,y_] = Integrate[DF2 F3[x,yl, yl;

G132[x_] = G32[x,1im2y] - G32[x,limly];
H132[x_] = Integrate[G132[x], x];

FI132 = Simplify[H132[1im2x] - H132[limix]];
G33[x_,y_] = Integrate[DF3 F3[x,yl, yl;

G133[x_] = G33[x,1lim2y] - G33[x,limly];
H133[x_] = Integrate[G133[x], x];

FI133 = Simplify[H133[1im2x] - H133[limix]];
TRID1 = {FI111,FI112,FI113};

TRID2 = {FI121,FI122,FI123};
TRID3 = {FI131,FI132,FI133};
Matl = MatrixForm[{TRID1, TRID2, TRID3}]

% Calculo das integrais nos triangulos inferiores

( Fi-i | Fi-j )

ClearAll[F1,F2,F3,xmin,xmax,ymin, ymax] ;

ClearAl1[G11,G12,G13,G21,G22,G23,G31,G32,G33];
ClearAl1[G111,G112,G113,G121,G122,G123,G131,G132,G133];
ClearAl1[H111,H112,H113,H121,H123,H122,H131,H132,H133];

Filx_,y.]
F2[x_,y_]
F3[x_,y_]

xmin = xi;
xmax = xi
ymin = yi;

ymax = yi

Gii[x_,y_]
G111[x_]
H111[x_]
FI111
G12[x_,y_]
G112[x_]
H112[x_]

=1 - (x-xi)/dx - (y-yi)/dy;
= (x-xi)/dx;
(y-yil)/dy;

+ dx;
- dy/dx (x - xi -dx);

= Integrate[Fi[x,y] Filx,yl, yl;

= Gl1[x,ymax] - G1i[x,ymin];

= Integrate[G111[x], x];

= Simplify[H111[xmax] - H111[xmin]];
= Integrate[Fi[x,y] F2[x,yl, yl;

= G12[x, ymax] - G12[x,ymin];

= Integrate[G112[x], x];
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339
340
341
342
343
344
345
346
347
348
349
350
351
352
353
354
355
356
357
358
359
360
361
362
363
364
365
366
367
368
369
370
371
372
373
374
375
376
377
378
379
380
381
382
383
384
385
386
387
388
389
390
391

FI112 = Simplify[H112[xmax] - H112[xmin]];
G13[x_,y_] = Integrate[Fi[x,y] F3[x,yl, yl;
G113[x_] = G13[x, ymax] - G13[x,ymin];
H113[x_] = Integrate[G113[x], x];

FI113 = Simplify[H113[xmax] - H113[xmin]];
G21[x_,y_] = Integrate[F2[x,y] Filx,yl, yl;
G121[x_] = G21[x,ymax] - G21[x,ymin];
H121[x_] = Integrate[G121[x], x];

FI121 = Simplify[H121[xmax] - H121[xmin]];
G22[x_,y_] = Integrate[F2[x,y] F2[x,yl, yl;
G122[x_] = G22[x,ymax] - G22[x,ymin];
H122[x_] = Integrate[G122[x], x];

FI122 = Simplify[H122[xmax] - H122[xmin]];
G23[x_,y_] = Integrate[F2[x,y] F3[x,yl, yl;
G123[x_] = G23[x,ymax] - G23[x,ymin];
H123[x_] = Integrate[G123[x], x];

FI123 = Simplify[H123[xmax] - H123[xmin]];
G31[x_,y_] = Integrate[F3[x,y] Filx,yl, yl;
G131[x_] = G31[x,ymax] - G31[x,ymin];
H131[x_] = Integrate[G131[x], x];

FI131 = Simplify[H131[xmax] - H131[xmin]];
G32[x_,y_] = Integrate[F3[x,y] F2[x,yl, yl;
G132[x_] = G32[x,ymax] - G32[x,ymin];
H132[x_] = Simplify[ Integrate[G132[x], x]1];
FI132 = Simplify[H132[xmax] - H132[xmin]];
G33[x_,y_] = Integrate[F3[x,y] F3[x,yl, yl;
G133[x_] = G33[x,ymax] - G33[x,ymin];
H133[x_] = Integrate[G133[x], x];

FI133 = Simplify[H133[xmax] - H133[xminl];
TRID1 = {FI111,FI112,FI113};

TRID2 = {FI121,FI122,FI123};

TRID3 = {FI131,FI132,FI133};

Matl = MatrixForm[{TRID1, TRID2,TRID3}]

%

% Calculo das integrais nos triangulos superiores

( Fi-i | Fi-j )

ClearAll[F1,F2,F3,xmin,xmax,ymin, ymax] ;

ClearAl1[G11,G12,G13,G21,G22,G623,G31,G32,G33] ;
ClearAl11[G111,G112,G113,G121,G122,G123,G131,G132,G133];
ClearAl1[H111,H112,H113,H121,H123,H122,H131,H132,H133];

Filx_,y_]
F2[x_,y_]
F3[x_,y_]

xmin = xij;
xmax = xi
ymin = yi

ymax = yi

Gl1[x_,y_]
G111[x_]

+

+

-1 + (x-xi)/dx + (y-yi)/dy;
1-(x-xi)/dx;
1-(y-yi)/dy;

dx;
dy/dx (x - xi -dx);
dy;

Integrate[F1[x,y] Filx,yl, yl;
G11[x,ymax] - G1i[x,ymin];
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392
393
394
395
396
397
398
399
400
401
402

404
405
406
407
408
409
410
411
412
413
414
415
416
417
418
419
420
421
422
423
424
425
426
427
428
429

431
432
433
434

436
437
438
439
440
441
442
443
444

Hi11[x_ ] =
FI111 =
G12[x_,y_] =
G112[x_] =
H112[x_] =
FI112 =
G13[x_,y.] =
G113[x_] =
H113[x_] =
FI113 =
G21[x_,y_] =
G121[x_] =
H121[x_] =
FI121 =
G22[x_,y_] =
G122[x_] =
H122[x_] =
FI122 =
G23[x_,y_] =
G123[x_] =
H123[x_] =
FI123 =
G31[x_,y.] =
G131[x_] =
H131[x_.] =
FI131 =
G32[x_,y_] =
G132[x_] =
H132[x_.] =
FI132 =
G33[x_,y_] =
G133[x_] =
H133[x_.] =
FI133 =
{FI111,FI112,FI113};

TRID1

Integrate[Gi11[x], x];
Simplify[H111[xmax] - H11i[xmin]];
Integrate[F1[x,y] F2[x,yl, yl;
G12[x, ymax] - G12[x,ymin];
Integrate[G112[x], x];
Simplify[H112[xmax] - H112[xmin]];
Integrate[F1[x,y] F3[x,yl, yl;
G13[x, ymax] - G13[x,ymin];
Integrate[G113[x], xI];
Simplify[H113[xmax] - H113[xmin]];
Integrate[F2[x,y] Fi[x,yl, yl;

G21[x,ymax] - G21[x,ymin];
Integrate[G121[x], x];
Simplify[H121[xmax] - H121[xmin]];
Integrate[F2[x,y] F2[x,y], yl;
G22[x,ymax] - G22[x,ymin];
Integrate[G122[x], x];
Simplify[H122[xmax] - H122[xmin]];
Integrate[F2[x,y] F3[x,yl, yl;
G23[x,ymax] - G23[x,ymin];
Integrate[G123[x], xI];
Simplify[H123[xmax] - H123[xmin]];
Integrate[F3[x,y] Filx,yl, yl;
G31[x,ymax] - G31[x,ymin];
Integrate[G131[x], x];
Simplify[H131[xmax] - H131[xmin]];
Integrate[F3[x,y] F2[x,yl, yl;
G32[x,ymax] - G32[x,ymin];
Simplify[ Integrate[G132[x], x11;
Simplify[H132[xmax] - H132[xmin]];
Integrate[F3[x,y] F3[x,yl, yl;
G33[x,ymax] - G33[x,ymin];
Integrate[G133[x], x];
Simplify[H133[xmax] - H133[xmin]];

TRID2 = {FI121,FI122,FI123};
TRID3 = {FI131,FI132,FI133};

Mat1l

MatrixForm[{TRID1, TRID2,TRID3}]

% Calculo das integrais para os triangulos inferiores de:

(grad Fi-j | grad Fi-i)

ClearAl1[G11,G12,G13,G21,G22,G23,6G31,G32,G33];
ClearAl1[G111,G112,G113,G121,G122,G123,G131,G132,G133];
ClearAll[H11,H12,H13,H21,H22,H23,H31,H32,H33];
ClearAll[F112,F112,F113,F121,F122,F123,F131,F132,F133];
ClearA11[GRAF1,GRAF2,GRAF3,GRTF1,GRTF2,GRTF3];
ClearAll[ymin,ymax,xmin,xmax,TRID1,TRID2,TRID3,Mat1];

GRAF1[x_,y_]
GRAF2[x_,y_]
GRAF3[x_,y_]
GRTF1[x_,y_]

{D[1-(x-xi)/dx-(y-yi)/dy,x],D[1-(x-xi)/dx-(y-yi)/dy,y1};
{D[(x-xi)/dx,x], D[(x-xi)/dx,yl};

{D[(y-yi)/dy,x], D[(y-yi)/dy,yl};

{{D[1-(x-xi)/dx-(y-yi) /dy,x]},{D[1-(x-xi)/dx-(y-yi)/dy,yl1}};
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GRTF2[x_,y._]
GRTF3[x_,y_]

xmin = xij;

{{DL(x-xi)/dx,x]1},{D[(x-xi)/dx,y]1}};
{{D[(y-yi)/dy,x]1},{D[(y-yi)/dy,yl}};

xmax = xi + dx;

ymin = yi;

ymax

Gli[x_,y_] =
G111[x_] =
H111[x_] =
FI111 =
G12[x_,y.] =
G112[x_] =
H112[x_] =
FI112 =
G13[x_,y_] =
G113[x_] =
H113[x_] =
FI113 =
G21[x_,y_] =
G121[x_] =
H121[x_] =
FI121 =
G22[x_,y.] =
G122[x_] =
H122[x_] =
FI122 =
G23[x_,y.] =
G123[x_] =
H123[x_] =
FI123 =
G31[x_,y_] =
G131[x_] =
H131[x_] =
FI131 =
G32[x_,y_] =
G132[x_] =
H132[x_] =
FI132 =
G33[x_,y.] =
G133[x_] =
H133[x_] =
FI133 =

yi - dy/dx (x - xi - dx);

Integrate [(GRAF1[x,y] .GRTF1[x,y]) (aO+au
G11[x,ymax] - G11[x,ymin];
Integrate[G111[x], x];
Simplify[H111[xmax] - H111[xmin]];
Integrate [(GRAF1[x,y] .GRTF2[x,y]) (aO+au
G12[x, ymax] - G12[x,ymin];
Integrate[G112[x], x];
Simplify[H112[xmax] - H112[xmin]];
Integrate [(GRAF1[x,y] .GRTF3[x,y]) (al0+au
G13[x, ymax] - G13[x,ymin];
Integrate[G113[x], xI;
Simplify[H113[xmax] - H113[xmin]];
Integrate [(GRAF2[x,y] .GRTF1[x,y]) (aO+au
G21[x,ymax] - G21[x,ymin];
Integrate[G121[x], x];
Simplify[H121[xmax] - H121[xmin]];
Integrate [(GRAF2[x,y] .GRTF2[x,y]) (alO+au
G22[x,ymax] - G22[x,ymin];
Integrate[G122[x], x];
Simplify[H122[xmax] - H122[xmin]];
Integrate [(GRAF2[x,y] .GRTF3[x,y]) (alO+au
G23[x,ymax] - G23[x,ymin];
Integrate[G123[x], xI;
Simplify[H123[xmax] - H123[xmin]];
Integrate [(GRAF3[x,y] .GRTF1[x,y]) (alO+au
G31[x,ymax] - G31[x,ymin];
Integrate[G131[x], x];
Simplify[H131[xmax] - H131[xmin]];
Integrate [(GRAF3[x,y] .GRTF2[x,y]) (alO+au
G32[x,ymax] - G32[x,ymin];

Simplify[ Integrate[G132[x], x]];
Simplify[H132[xmax] - H132[xmin]];
Integrate [(GRAF3[x,y] .GRTF3[x,y]) (alO+au
G33[x,ymax] - G33[x,ymin];
Integrate[G133[x], x];
Simplify[H133[xmax] - H133[xmin]];

TRID1 = {FI111,FI112,FI113};
TRID2 = {FI121,FI122,FI123};
TRID3 = {FI131,FI132,FI133};

Mat1

MatrixForm[{{TRID1},{ TRID2},{TRID3}}]

v,

y),

y),

v),

¥,

y):

y),

v,

v,

yl;

yl;

yl;

yl;

yl;

yl;

yl;

yl;

yl;

% Calculo das integrais para os triangulos superiores de:

(grad Fi-j | grad Fi-i)

ClearAll[DF1x,DF2x,DF3x,DF1y,DF2y,DF3y];
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498
499
500
501
502
503
504
505
506
507
508
509
510
511
512
513
514
515
516
517
518
519
520
521
522
523
524
525
526
527
528
529
530
531
532
533
534
535
536
537
538
539
540
541
542
543
544
545
546
547
548
549
550

ClearAll[G11,G612,G13,G21,622,G23,G31,G32,G33];

ClearAl1[GI11,GI12,GI13,GI21,GI22,GI23,GI31,GI32,GI33];

ClearAll[H11,H12,H13,H21,H22,H23,H31,H32,H33] ;

ClearAll[FI12,FI12,FI13,FI21,FI22,FI23,FI31,FI32,FI33];

GRAF1[x_,y_] = {D[-1 + x/dx + y/dy,x],D[-1 + x/dx + y/dy,yl};

GRAF2[x_,y_] = {D[1 - x/dx,x], D[1 - x/dx,yl};
GRAF3[x_,y_.] = {D[1 - y/dy,x], D[1 - y/dy,yl};

GRTF1[x_,y_] = {{D[-1 + x/dx + y/dy,x]},{D[-1 + x/dx + y/dy,yl}};

GRTF2[x_,y_] = {{D[1 - x/dx,x]},{D[1 - x/dx,yl}};
GRTF3[x_,y_] = {{D[1 - y/dy,x]},{D[1 - y/dy,yl}};

G11[x_,y_] = Integrate[(GRAF1[x,y].GRTFi[x,y]) (aO+au y),

GI11[x_] = Gl1[x,yi+dy] - Gili[x,yi-dy/dx (x-xi-dx)];
Hii[x_] = Integrate[GI11[x], x];

FI11 = Simplify[H11[xi+dx] - H11[xil];

G12[x_,y_] = Integrate[(GRAF1[x,y].GRTF2[x,y]) (a0+au y),
GI12[x_] = Gi12[x,yi+dy]l - Gi12[x,yi-dy/dx (x-xi-dx)];
H12[x_] = Integrate[GI12[x], x];

FI12 = Simplify[H12[xi+dx] - H12[xil];

G13[x_,y_] = Integrate[(GRAF1[x,y].GRTF3[x,y]) (aO+au y),
GI13[x_] = G13[x,yi+dy] - G13[x,yi-dy/dx (x-xi-dx)];
H13[x_] = Integrate[GI13[x], x];

FI13 = Simplify[H13[xi+dx] - H13[xil];

G21[x_,y_] = Integrate[(GRAF2[x,y].GRTF1i[x,y]) (aO+au y),
GI21[x_.] = G21[x,yi+dy]l - G21[x,yi-dy/dx (x-xi-dx)];
H21[x_] = Integrate[GI21[x], x];

FI21 = Simplify[H21[xi+dx] - H21[xil];

G22[x_,y_] = Integrate[(GRAF2[x,y].GRTF2[x,y]) (a0+au y),
GI22[x_.] = G22[x,yi+dy] - G22[x,yi-dy/dx (x-xi-dx)];
H22[x_] = Integrate[GI22[x], x];

FI22 = Simplify[H22[xi+dx] - H22[xil];

G23[x_,y_] = Integrate[(GRAF2[x,y].GRTF3[x,y]) (al+au y),
GI23[x_]1 = G23[x,yi+dy]l - G23[x,yi-dy/dx (x-xi-dx)];
H23[x_] = Integrate[GI23[x], x];

FI23 = Simplify[H23[xi+dx] - H23[xil];

G31[x_,y_] = Integrate[(GRAF3[x,y].GRTF1[x,y]) (aO+au y),
GI31[x_.] = G31[x,yi+dy] - G31[x,yi-dy/dx (x-xi-dx)];
H31[x_] = Integrate[GI31[x], x];

FI31 = Simplify[H31[xi+dx] - H31[xi]];

G32[x_,y_] = Integrate[(GRAF3[x,y].GRTF2[x,y]) (a0+au y),
GI32[x_] = G32[x,yi+dy] - G32[x,yi-dy/dx (x-xi-dx)];
H32[x_] = Integrate[GI32[x], x];

FI32 = Simplify[H32[xi+dx] - H32[xil];

G33[x_,y_] = Integrate[(GRAF3[x,y].GRTF3[x,y]) (al+au y),
GI33[x_.] = G33[x,yi+dy] - G33[x,yi-dy/dx (x-xi-dx)];
H33[x_] = Integrate[GI33[x], x];

FI33 = Simplify[H33[xi+dx] - H33[xil];

TRID1 = {FI11,FI12,FI13};

TRID2 = {FI21,FI22,FI23};

TRID3 = {FI31,FI32,FI33};

MaTRID1 = MatrixForm[{TRID1,TRID2,TRID3}]
)
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551
552
553
554
555
556
557
558
559
560
561
562
563
564
565
566
567
568
569
570
571
572
573
574
575
576
577
578
579
580
581
582
583
584
585
586
587
588
589
590
591
592
593
594
595
596
597
598
599
600
601
602
603

% Calculo das integrais para os triagulos inferiores ao longo de Gama-0

%

ClearAll[F1,F2,F3,G1,G2,G3,xmin,xmax, ymin, ymax] ;
ClearAll[gil,gl2,g13,g21,g22,g23,g31,g32,g33];
ClearAll[h11,h12,h13,h21,h22,h23,h31,h32,h33];

Filx_,y.]
F2[x_,y_]
F3[x_,y_]

Gily_]
G2[y_]
G3[y_]

xmin =
Xmax =
ymin =

ymax =

giily_]
hil
gi2[y_]
hi2
gl13ly_]
hi3
g21ly_]
h21
g22[y_]
h22
g23[y_]
h23
g31ly_]
h31
g32[y_]
h32
g33[y_]
h33
MATRO
MATR1
MATR2
VETO
VET1
VET2

xij;

xi
yi
yi

Ma
Ma
Ma

=1 - (x-xi)/dx - (y-yi)/dy;
= (x-xi)/dx;
= (y-yi)/dy;
1;
ys
Sqrtlyl;
+ dx;
+ dy;
Integrate[ Fi[xmin,y]l Gi[yl, yl;
Simplify[gll[ymax] - gli[ymin]];
Integrate[ F2[xmin,y] Gi[yl, yl;
Simplify[gi2[ymax] - gl2[ymin]];
Integrate[ F3[xmin,y] Gi[yl, yl;
Simplify[gi13[ymax] - gi13[ymin]];
Integrate[ Fi[xmin,y] G2[yl, yl;
Simplify[g21[ymax] - g21[ymin]];
Integrate[ F2[xmin,y] G2[yl, yl;
Simplify[g22[ymax] - g22[ymin]];
Integrate[ F3[xmin,y]l G2[yl, yl;
Simplify[g23[ymax] - g23[ymin]];
Integrate[ Fi[xmin,y] G3[yl, yl;
Simplify[g31[ymax] - g31[yminl]l;
Integrate[ F2[xmin,y] G3[yl, yl;
Simplify[g32[ymax] - g32[yminl]l;
Integrate[ F3[xmin,y] G3[yl, yl;
Simplify[g33[ymax] - g33[ymin]];
{h11, h12, h13};
{h21, h22, h23};
{h31, h32, h33};
trixForm[MATRO]
trixForm[MATR1]
trixForm[MATR2]

% Calculo das integrais para os trigulos inferiores

ao longo de Gama-1

ClearAll[F1,F2,F3,G1,62,G3];

ClearAll[gll,gl2,g13,g21,g22,g23,g31,g32,g33];
ClearAl1[h11,h12,h13,h21,h22,h23,h31,h32,h33];
Filx_,y_]
F2[x_,y_]
F3[x_,y_]

xmin =

xi

=1 - (x-xi)/dx - (y-yi)/dy;
(x-xi)/dx;
(y-yi)/dy;

119



604
605
606
607
608
609
610
611
612
613
614
615
616
617
618
619
620
621
622
623
624
625
626
627
628
629
630
631
632
633
634
635
636
637
638
639
640
641
642
643
644
645
646
647
648
649
650
651
652

xmax = xi

ymin = yi;

+ dx;

ymax = yi + dy;

glilx_] = Integrate[ Fi[x,ymin] Fi[x,ymin], x];

hit = Simplify[gii[xmax] - gii[xmin]];

gl2[x_] = Integrate[ Fi[x,ymin] F2[x,ymin], x];

hi2 = Simplify[gi2[xmax] - gi12[xmin]];

g13[x_] = Integrate[ Fi[x,ymin] F3[x,ymin], x];

h13 = Simplify[gl3[xmax] - g13[xminll;

g21[x_] = Integrate[ F2[x,ymin] F1[x,ymin], x];

h21 = Simplify[g21[xmax] - g21[xmin]];

g22[x_] = Integrate[ F2[x,ymin] F2[x,ymin], x];

h22 = Simplify[g22[xmax] - g22[xmin]];

g23[x_] = Integrate[ F2[x,ymin] F3[x,ymin], x];

h23 = Simplify[g23[xmax] - g23[xmin]];

g31[x_] = Integrate[ F3[x,ymin] F1i[x,ymin], x];

h31 = Simplify[g31[xmax] - g31[xminll;

g32[x_] = Integrate[ F3[x,ymin] F2[x,ymin], x];

h32 = Simplify[g32[xmax] - g32[xminll;

g33[x_] = Integrate[ F3[x,ymin] F3[x,ymin] [xmax], x];
h33 = Simplify[g33[xmax] - g33[xminll;

MATRO = {{h11,h12,h13},{h21,h22,h23},{h31,h32,h33}};
VETO = MatrixForm[MATRO]

%

% Calculo das integrais para os triagulos superiores,

ao longo de Gama-3 - parte inclinada

ClearAll[F1,F2,F3,G1,G2,G3];
ClearAll([gil,gl2,g13,g21,g22,g23,g31,g32,g33];
ClearAll[h11,h12,h13,h21,h22,h23,h31,h32,h33];

F2[x_,y_]
F3[x_,y_]

=1 - (x-xi)/dx;
=1 - (y-yi)/dy;

rlx_] = yi - dy/dx (x - xi -dx);

xmin xi;

xmax = xi

g22[x_] =
h22 =
g23[x_] =
h23 =
g32[x_]1 =
h32 =
g33[x_] =
h33 =
MATRO =
VETO =

+ dx;

Integrate[ F2[x,r[x]] F2[x,r[x]]
Simplify[g22[xmax] - g22[xmin]];
Integrate[ F2[x,r[x]] F3[x,r[x]]
Simplify[g23[xmax] - g23[xmin]];
Integrate[ F3[x,r[x]] F2[x,r[x]]
Simplify[g32[xmax] - g32[xmin]];
Integrate[ F3[x,r[x]] F3[x,r[x]]
Simplify[g33[xmax] - g33[xminll;
{{h22,h23},{h32,h33}};
MatrixForm[MATRO]

Sqrt [dx~2+dy~2],
Sqrt [dx~2+dy~2],
Sqrt [dx~2+dy~2],

Sqrt[dx~2+dy~2],
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