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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar uma abordagem matematica e estatistica usada na
construcao de cédigos turbo quaternarios e analisar seu desempenho com relacao aos melho-
res codigos turbo binarios vistos na literatura. Para estes codigos, foram analisados o esquema
de codificacao turbo, que consiste de dois codificadores convolucionais sistematicos recursivos
quaternarios, concatenados em paralelo e separados por um entrelacador do tipo s-aleatério, e
o esquema de decodificacdo turbo, que é formado por um algoritmo de decodificagao iterativo
quaternério, baseado na decodificagdo MAP (méximo a posteriori). Foram realizadas simulagoes

para comprovar a semelhanca do desempenho entre os casos binario e quaternario.

Abstract

The aim of this work is to present a mathematical and statistical model to build quaternary
turbo codes and analyze its performance in relation to that obtained with the best binary turbo
codes in the literature. Two turbo schemes were presented: a coding scheme, that consists of two
quaternary systematic recursive convolutional encoders separated by s-random interleaver; and
a decoding scheme based on the maximum a posteriori decoding algorithm - MAP. Simulations
were carried out to confirm the similarity between the results of the quaternary and the binary

schemes.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Apresentacao do Estudo

Desde que Ungerboeck introduziu os conceitos de cédigos treliga, em 1982 [5], os cddigos
turbo bindrios apresentados por C. Berrou, A. Glavieux e P. Thitimajashima em 1993 [1], repre-
sentam a mais importante descoberta para o estudo de codigos na area de teoria da informagcao
e codificacdo, por apresentar desempenho em seu esquema turbo (codificagao e decodificagao)
bem préximo ao limitante de Shannon para o canal AWGN (Aditive White Gaussian Noise).

O esquema de codificagao turbo é composto por dois codificadores convolucionais sistematicos
recursivos (sobre Z,), de taxa de codifica¢do igual a 1/2, separados por um entrelacador de N
bits e concatenados em paralelo junto com um mecanismo opcional de puncionamento. A mo-
dulagao considerada é a BPSK (Binary Phase Shift Keying).

O esquema de decodificacao é composto por um algoritmo de decodificagao de maximo a
posteriori (MAP), simbolo a stimbolo, que utiliza os conceitos de cédigo treliga [4], para calcular
a informacao a posteriori que é usada no processo de decodificacao iterativa turbo.

O processo de decodificacdo iterativa [1] usa o algoritmo de decodificacio MAP em cada
decodificador componente e tem a funcao de retirar a informacao extrinseca do estagio de

decodificacao anterior e usa-la como informacao a priori no préximo estagio de decodificacao,
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uma vez que este processo geralmente produz uma diminuicao na probabilidade de erro de
simbolo (ou bit) a cada iteragao.

A partir da descoberta dos cddigos turbo binarios, houve um grande aumento no estudo
destes cédigos, no sentido de encontrar codificadores e entrelacadores que proporcionem um
melhor desempenho com uma complexidade de decodificagao menor.

Utilizando o conhecimento adquirido sobre esses cédigos turbo binarios, propomos a seguir

os codigos turbo quaternarios.

1.2 Proposta

Com base nos estudos feitos sobre os cddigos turbo bindrios [1], [2], [15], [3], [7] e [6],
isto é, os codigos turbo definidos sobre o campo (corpo) dos nimeros inteiros médulo-2, Zs,
apresentamos os cédigos turbo quaternérios, ou seja, os cédigos turbo definidos sobre os anéis
de inteiros médulo-4, Zy.

Os cédigos turbo quaternarios tém uma esquematizagao similar a apresentada para o caso
bindrio [1]. Todavia, por estarmos trabalhando nos anéis de inteiros médulo-4, onde a operagao
inversa da multiplicacao nao é definida, devemos estabelecer algumas restricoes sobre os poli-
nomios da matriz geradora correspondente aos codificadores que compoem o esquema de codi-
ficacao turbo.

O esquema de codificacao turbo proposto é composto por dois codificadores convolucionais
sistematicos recursivos quaternarios, que obedecem a algumas limitacoes sobre o polinomio
de realimentac¢ao ou polindémio do denominador da matriz geradora g(D). Estes codificadores
sao concatenados em paralelo e separados por um entrelacador, juntamente com um meca-
nismo opcional de puncionamento. Temos ainda que o esquema de modulacao é o 4-PSK
(Quaternary Phase Shift Keying), pois esta modulagao se adequa perfeitamente com os simbolos
de Z4, e o canal considerado é o AWGN. Vemos também que o bom desempenho dos coédigos

turbo quaternarios esta diretamente associado a boa escolha dos componentes desse esquema
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de codificagao.

O algoritmo de decodificagao de maximo a posteriori (MAP) fornece a informagao a poste-
riori, a partir dos conceitos de codigo trelica e dos conceitos de distancia euclidiana no célculo
da probabilidade de transicao da métrica do ramo.

O processo de decodificacao iterativa utiliza o algoritmo de decodificaggo MAP (quater-
nério) em cada decodificador componente, para retirar a informacao extrinseca do estdgio de
decodificacao anterior e utiliza-la como informacao a priori no préximo estagio de decodificacao.
Este artificio de retirar a informacao extrinseca do decodificador anterior e utilizd-la como
informagao a priori no proximo decodificador é o que caracteriza a decodificacao iterativa e
fornece uma diminui¢do na probabilidade de erro de simbolo (ou bit), que é proporcional ao

“crescimento”do nimero de iteracoes.

1.3 Organizacao da Tese

Este trabalho utiliza a sistematizacao do esquema de codificacao turbo binario para uma
nova classe de codigos, os codigos convolucionais sistematicos recursivos sobre Z,, além de
utilizar os conceitos de distancia euclidiana ao quadrado no esquema de decodificacao turbo
quaternario. A tese estd organizada em 5 capitulos.

No Capitulo 1 apresentamos sinteticamente as propostas e objetivos que serao realizados
neste trabalho.

No Capitulo 2 introduzimos o esquema de codificacao turbo quaternario, que inicia com
as definigdes matemadticas que garantem a existéncia (construcao) dos cédigos convolucionais
sistematicos recursivos quaternarios, e segue com o esquema de codificacao turbo sobre Zjy,
descrevendo seus componentes, tais como: codificador, entrelacador e puncionador. Ainda
relacionado ao entrelagador, mostramos resultados simulados sobre sua aleatoriedade (ou sobre
o espalhamento dos seus elementos) e incluimos, também nesse capitulo, uma rapida descrigao

do modulador e do canal utilizado.



CAPITULO 1. INTRODUCAO 4

No Capitulo 3 apresentamos o algoritmo de decodificagao de maximo a posteriori (MAP),
onde obtemos as expressoes da probabilidade a posteriori, usando as propriedades estatisticas
e os conceitos de codigo treliga [1] e [4]. Em seguida, deduzimos a expressao recursiva direta,
ai(s), e a expressao recursiva reversa, Oi(s), e também o célculo da métrica do ramo vx(s', s).
E, finalmente, fazemos um resumo das principais expressoes do algoritmo MAP (ag(s), Bk(s) e
v:(8',8)) que sdo usadas para calcular a informacao a posteriori.

No Capitulo 4 descrevemos o processo de decodificagao iterativa. Esse capitulo é iniciado
com uma abordagem dos conceitos de distancia euclidiana, nas expressoes da probabilidade de
transicao da métrica do ramo, para, em seguida, mostrarmos que a informacao a posteriori é a
soma da informacao a priori, da informacao sistematica e da informagao extrinseca. O passo
final desse capitulo é exibir o funcionamento do esquema de decodificacao iterativa turbo (a
cada iteracao), fazendo uso dos conceitos de informagao intrinseca, extrinseca e a posteriori.

No Capitulo 5 mostramos os resultados das simulagoes realizadas para os cédigos turbo
sobre Z,4, que dependem de fatores de construcao dos componentes destes cddigos, tais como:
o grau dos polinomios da matriz geradora do codificador convolucional sistematico recursivo, o
comprimento da seqiiéncia de informacgao a ser entrelacada, a aleatoriedade ou espalhamento
entre os elementos dos entrelacadores, a taxa de codificagao e o nimero de iteracgoes utilizadas
no esquema de decodificacao. Desse modo, descrevemos aspectos relacionados as simulagoes,
analisando os resultados de forma comparativa e, finalmente, apresentamos as conclusoes e

sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Codificacao Turbo Quaternaria

2.1 Introducao

Neste capitulo, fazemos um estudo que contém uma representacao geral de todo esquema
de codificacao turbo quaternaria. Iniciamos definindo algumas propriedades matemaéticas que
garantem a existéncia e construcao dos cddigos convolucionais, que, por sua vez, sao de fun-
damental importancia para a construcao dos cédigos convolucionais sistematicos recursivos,
usados no esquema de codificagao turbo quaternario. Este esquema de codificacao turbo, que é
composto por dois codificadores idénticos, separados por um entrelagador, juntamente com um
puncionador, esta estruturado na Figura 2.1.

Além disso, precisamos construir codificadores e entrelacadores a partir de propriedades
matematicas e estatisticas que proporcionem melhor desempenho nos cédigos turbo. O pun-
cionador utilizado tem a funcao de reduzir a taxa do cdédigo e a modulagao 4-PSK foi escolhida

por ter um casamento (adequacao) melhor com os simbolos quaternérios sobre o canal AWGN.

2.2 Esquema de Codificacao Turbo

Inicialmente, descrevemos um esquema padrao de codificagao turbo (codificador turbo),

constituido por dois codificadores convolucionais idénticos, de taxa 1/2, separados por um en-
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trelagador de N-simbolos, juntamente com um mecanismo opcional de puncionamento. Esses
dois codificadores constituintes sao codificadores convolucionais, da variedade sistematico re-
cursiva e concatenados em paralelo, conforme a Figura 2.1.

O esquema de codificagao turbo quaternario que propomos € equivalente ao esquema binario
[1] e [15]; todavia, o esquema proposto trabalha com simbolos do alfabeto quaterndrio. Desse
modo, o entrelagador e o puncionador podem ser considerados os mesmos do caso binario,
enquanto que os codificadores serdo substituidos por codificadores quaternarios [8], [9], [11],

[16], [12] e [13], mostrados nas dedugdes posteriores.

u=x
Codificad. x

odificador
S e o /i —
3 RSC -1 S
"g S
S S P
S 5 X
< T
K . P2 A

> Codificador q
RSC -2

u = x° Seqiiéncia de simbolos de informacgao ou de simbolos sistemé&ticos
Seqiiéncia de simbolos de paridade proveniente do codificador RSC — 1
2P?  Seqiiéncia de simbolos de paridade proveniente do codificador RSC — 2
xP  Seqiiéncia de simbolos de paridade proveniente dos codificadores

RSC —1e RSC -2

, 2P Seqiiéncia cédigo (simbolos de informagao e simbolos de paridade)

Figura 2.1: Esquema de codificagao turbo.

Usamos agora as subsegoes seguintes para descrever os componentes individuais do diagrama

de codificagao turbo, mostrado na Figura 2.1, iniciando com os codificadores.
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2.2.1 Codificador Convolucional Sistematico Recursivo

Iniciamos o estudo dos cddigos turbo quaternarios dando um tratamento matematico

e estatistico a todos os componentes do esquema turbo, proposto sobre o anel de inteiros

modulo-4, Z,. Primeiro, comecamos definindo os fundamentos matemaéticos para a construgao

dos codigos convolucionais sistematicos e, a partir destes, construimos os coédigos convolucionais
sistematicos recursivos.

Seja Z, um anel de inteiros comutativo com identidade multiplicativa e seja Z4[D] um anel

dos polinomios com coeficientes em Z,4, onde os polinomios de Z,4[D] sao expressos pela série de

Laurent [20]
1) =3
i=0

com f; € Z4. O coeficiente minimo de um polindémio nao nulo, f(D), é o coeficiente da menor
poténcia de D com coeficiente nao nulo.

Agora, considere L(D) como sendo o conjunto formado por polinémios racionais do tipo
(D)
p(D)

Logo, o conjunto L(D), médulo a relagao de equivaléncia,

, onde ¢(D) e p(D) € Z4[D] e o coeficiente minimo de p(D) é inversivel em Z,.

a(D) = a1(D) se, e somente se, ¢(D) - p1(D) = q1(D) - p(D), (2.1)

p(D)  pi(D)

¢ um anel comutativo com identidade multiplicativa, chamado anel das func¢oes racionais na
variavel D.
Desse modo, chamamos de codificador convolucional com taxa de codificagdo k/n sobre o

anel de fungoes racionais L(D), o mapeamento linear
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que pode ser expresso como

onde G(D) é uma matriz kxn (chamada matriz fun¢ao de transferéncia ou matriz geradora),
com elementos em L(D), cujas linhas sao linearmente independentes sobre L(D). E, ainda, u(D)
¢ o polinomio correspondente a seqiiéncia de informacao e v(D) é o polinémio correspondente
a sequiéncia codigo.

Um conjunto

C = {uw(D)G(D) | u(D) € L(D)*},

onde G(D) é a matriz geradora de um codificador convolucional sobre L(D), é um cédigo
convolucional com taxa de codificacao k/n sobre Z4. Assim, por exemplo, dadas a seqiiéncia de
informagcao

u(D) =3+ 2D + D? + D* +2D°,

e a matriz geradora, 1x2,

G(D) = { 1+D+3D? 2+ D +2D? } ,
temos que o c6digo convolucional com taxa de codificagdo 1/2 sobre Z,4 é

v(D) = u(D)G(D)

= {3+D+3D3+3D5+D6+2D7 243D +2D?>+ D3+ Dd }

Agora, seja L.(D) um subanel de L(D) (chamado anel das fungoes realizdveis sobre Z,),
D
consistindo dos elementos da classe de equivaléncia que contém uma representacao M com

p(D)’
p(0) = 1.

Uma matriz geradora convolucional G(D), k x n, é dita como sistemética se ela possuir uma
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submatriz, k x k, que é uma matriz identidade. Assim, sendo por exemplo,

1 0 2 1
01 D 2+2D

esta matriz geradora convolucional G(D), 2x4, possui uma submatriz, 2x2, formada por suas
duas primeiras colunas, que é uma matriz identidade. Logo, G(D) é uma matriz sistemética.
Portanto, um cédigo convolucional C' sobre Z, é sistematico se ele possuir uma matriz

geradora sistemética. O teorema a seguir garante este resultado.

Teorema 2.2.1 Um codigo convolucional C' sobre o anel Z4 € sistemdtico se, e somente se, ele
possui uma matriz geradora, G(D), kxn, que possui uma submatriz kxk cujo determinante é

uma unidade em L.(D) - anel das fungoes realizdveis sobre Zy.

Prova.

(=) Se G(D) é sistemética, entdao G(D) = { I, G(D) } . Portanto, o determinante de I} é
uma unidade em Z, (e em L,.(D)).

(<) Se G(D) possui uma submatriz k x k, A(D), cujo determinante é uma unidade em
L.(D), entao, sem perda de generalidade, seja G(D) = { A(D) B(D) ] Como A(D) possui

determinante unitdrio em L,(D), entao A(D) possui uma inversa A~'(D) em L,(D) e

é uma matriz geradora equivalente para o cédigo C. m

Com base no que foi apresentado sobre os cédigos convolucionais sistematicos, construimos
agora os codigos convolucionais sisteméaticos recursivos sobre Z,.

Assim, um codificador convolucional sistematico recursivo-RSC' (Recursive Systematic Con-

volutional), com taxa de codificacdo k/n sobre o anel de fungoes de realizaveis L,(D), é um
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mapeamento linear

que pode ser expresso como

Observe que [ é uma matriz identidade kxk, X (D) é uma matriz kx (n-k) com elementos cuja
q(D)
p(D)
Exemplo: Considere o codificador convolucional nao sistematico representado pela matriz

representagao é em L.(D) e p(0) =1 em Zy.

geradora
1 1+D |2 1
G(D) =
0 1+2D|D 342D

Podemos transformar este codificador, nao sistematico, em um codificador RSC, como se segue.
Seja
1 1+D

Q(D) = ,
0 1+2D

a submatriz kxk (2x 2), formada pelas duas primeiras colunas da matriz G(D) e seja

1 343D
Q_l(D) = 1+]_2D )
0 142D

a inversa a direita da submatriz Q(D). Multiplicando Q@ ~*(D) por G(D), obtemos a matriz
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sistematica recursiva

2+3D+3D?> 2+ D+2D?

1 0
G, (D) = Q' (D)G(D) = 1+20 1rap
01 142D 142D

Este exemplo mostra a transformacao da matriz geradora de um codificador convolucional nao
sistematico numa matriz geradora de um codificador convolucional sisteméatico recursivo. Assim,

temos agora a defini¢ao do cédigo RSC"

Definicao 2.2.2 O conjunto
C = {u(D)g(D) | u(D) € L,(D)*},
¢ um codigo RSC com taza de codificacao k/n sobre Z,, onde g(D) = G,(D) é a matriz geradora

de um codificador RSC com elementos em L,.(D).

Daqui por diante usamos a notacao mais simples para a seqiiéncia codigo e para a seqiiéncia
de informacao, conforme o exemplo seguinte.

Exemplo: A Figura 2.2 mostra o diagrama de um codificador RSC que tem matriz geradora

24+ D +2D?

- 7 2.2
14+ D +3D? (2:2)

g(D) =

A seqiiéncia de informagcao

uv=z2'= 3 2 10123 310200110223210121

aplicada ao codificador RSC' da Figura 2.2 produz a seqiiéncia de saida (seqiiéncia cédigo)

z» 32 1012331020011022321012]1
Tr =
2213 0303211203122¢01222133 2
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Como era de se esperar, a seqiiéncia coédigo é composta pela seqiiéncia de informacao
(stmbolos sistematicos) - nas posigoes pares, e pela seqiiéncia de paridade - nas posigoes impares.
Os dois tltimos simbolos sistematicos sao os simbolos que fazem este codificador RSC, com esta
sequiéncia de informacao, voltar ao estado inicial. Esta é a condigao necessaria usada no calculo
da expressao recursiva x(s), que é vista no préximo capitulo.

Note que estamos interessados em um esquema turbo (codificagao e decodificagao) quater-
nario que fornega o melhor desempenho possivel. Por outro lado, sabemos, a partir de artigos
estudados para o caso bindrio [1], [2], [15], [3], [7], [6], [18] e [14], que os codificadores que
propomos (com méxima distancia euclidiana minima ao quadrado entre as palavras c6digo)

q(D)

proporcionam melhor desempenho se suas matrizes geradoras (g(D) = {1 W} ) obedecerem
p

as seguintes restricoes:

(D)
p(D)
sobre um anel (anel de Noetherian [17], [20] e [16]);

e O polinomio p(D) de é irredutivel e p(0) = 1 em Z4, uma vez que g(D) esta definida

®
v

N

) 4
N @

N
A
®

v

Figura 2.2: Diagrama de um codificador RSC quaternario.

Analisamos a seguir as propriedades dos entrelacadores que proporcionam melhor desem-

penho nos codigos turbo.
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2.2.2 Entrelacadores

Os entrelacadores, usados com grande freqiiéncia nos meios de comunicagao, tém por ob-
jetivo espalhar erros em surto (burst), causados pelo ruido impulsivo e pelo desvanecimento
(fading) seletivo. Sua funcao cléssica é entrelacar, de forma bastante aleatéria, os erros in-
troduzidos no canal, de tal forma que os erros possam ser considerados descorrelacionados,
contribuindo assim para que os decodificadores sejam mais eficientes.

Assim, seja

™ 4L — 7
i — 7(i) VieZ

uma permutacao nos inteiros Z. A permutacao assim definida é a representacao matematica
mais simples de um entrelagador. No entanto, o entrelacador é formado por um conjunto de
operagbes matematicas e ou estatisticas onde uma delas (ou a tunica delas) é a permutagao.
Desse modo, o entrelacador é uma funcao inversivel, que recebe em sua entrada /N-simbolos de
um dado alfabeto, e produz em sua saida os mesmos N-simbolos em uma diferente ordem no
tempo. Portanto, sua funcao no esquema de codificacao turbo, Figura 2.1, é tomar cada bloco
de N-simbolos de informacao que chega em sua entrada e rearranja-lo em uma forma pseudo
aleatoria para a codificacao a priori no codificador RSC-2.

Exemplo: O entrelacador matricial

1 12 |3 |4 |5

6 |7 |8 |9 |10

P={1112]13|14 |15}, (2.3)

16 | 17 | 18 | 19 | 20

211221232425

que ordena seus elementos como linhas da matriz P e os lé como coluna, ou equivalente ao
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entrelagador I, (ou permutagao 7(i)), da Figura 2.3, que transforma a seqiiéncia de informagao

»¥*=u= 32 1012331020011022321¢0121

na seqiiéncia de informacao entrelacada

w=32201230201302101132101271

que, por sua vez, inserida no codificador RSC-2 da Figura 2.1 (com matriz geradora descrita

na expressao ( 2.2)), produz a seqiiéncia c6digo

z 32 2012302013021011321H0121

xr =
2213030321 1203122¢01222112332
Definimos agora algumas propriedades matematicas e estatisticas que serao utilizadas na
construcao dos entrelacadores.

Seja

D) ={(Le, N) €22 | DNy =5 — i, NNy =7(j) — (i), 0<i<j<T},

o vetor espalhamento de um entrelacador I, onde T" é o periodo (comprimento) da permutagao.
Dai, um entrelagador possui fator de espalhamento (s,t), se, para |A,| < s, temos
|Ay| > t, onde s,t € Z* (conjunto dos nimeros inteiros positivos).

O entrelagador matricial I da Figura 2.3, que possui fator de espalhamento (s = 6,t = 6),
nao possui espalhamento satisfatério para um conjunto com mais de cinco erros em surto. Como
podemos ver, o ruido impulsivo que ocorre nas posigoes de 07 a 12, quando passa por I, sé separa
as posicoes de 07 a 11. Veja que |A,] = j -1 = 12 — 7 = 5 e

|Ay| = 7w(j) — 7(i) = 08 — 07 = 1, ou seja, as posi¢oes 07 e 12 ficam juntas nas posicoes
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(N[O IT|WO|O©| I~ O~ ([ N[M( IO INO|O|IO|— | AN M| WO
1 o000 |O|O| O ([~~~ ||| NN |N|N| NN
A 4
Entrelacador
T
l % % % %
n(i)w—coFcow—Nl\Nl\Noooocooomvovvovvmomom
OO~ |~[N|[O|O|~|m[N|O|O|~|~N|O|O|~| ~[N|O |~ |~ |N|AN
* * * *

Figura 2.3: Entrelagador matricial (ou permutagao) de bloco (N = 25).

07 e 08, respectivamente.

Esta apresentagao permite um melhor entendimento sobre como devemos projetar entrela-
cadores capazes de separar conjuntos de erros (em surto ou nao) de maneira satisfatéria. Ou
seja, dado que a distancia euclidiana entre as posi¢oes de um eventual conjunto de erros (em
surto) seja |A,| < s, devemos escolher um entrelagador que, sempre que possivel, separe as
posicoes destes erros a distancia euclidiana |A,| > ¢, onde s <t e s,t € Z* . Os entrelagadores
que apresentamos a seguir foram construidos com base nesse estudo para proporcionar melhor
separacao entre os erros.

Considere o entrelagador usado por C. Berrou, A. Glavieux e P. Thitimajashima em seu
esquema de turbo bindrio [1], [18], mostrado na Figura 2.4, cuja representagao matematica é a

seguinte:
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Tome K = 2%, M = 2™, k,m € Z% (conjunto dos nimeros inteiros positivos) e defina oito

nimeros primos:

p(l) = 17;
p(2) = 37;
p@3) = 19;
p(4) = 29;
p(d) = 4l
p(6) = 23;
p(7) = 13;
p@®) = T

Entao para cada ntimero inteiro i, tal que 0 < i < K - M. Seja

(i) = c(i) + M - r(7),

onde

r(i) = mod(p(l+1)-(co+1)—1,K);
c(i) = mod(M/2+ 1) (ro+co), M);
ro = mod(i, M);
co = (i—ro)/M;

I = mod((ro+ c),8).

Além do entrelagador anterior usado por C. Berrou, A. Glavieux e P. Thitimajashima [18] e
[19], destacamos também neste trabalho o entrelagador s-aleatdrio, conforme descrito a seguir.

A Figura 2.5 mostra um entrelacador s-aleatério [18] gerado por uma permutagao
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1000 | //‘
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Figura 2.4: Entrelacador de bloco, N = 1024, usado por Berrou-Glavieux.

s-aleatoria baseada em uma fonte de ruido aleatério. Por exemplo, um vetor ruido de com-
primento N é gerado e a permutagdo que poe (ordena) o vetor ruido na ordem sorteada (en-
trelagada) é usada para gerar o entrelagador.

Note que os entrelagcadores mostrados nas Figuras 2.4 e 2.5 exigem um estudo que vai além
das propriedades apresentadas sobre o espalhamento dos seus elementos, vistas nessa secao. Este
estudo, que foi usado para construir esses entrelagadores, pode ser visto nas referéncias [18], [1]
e [19]. Observe também que o entrelacador da Figura 2.5 apresenta melhor espalhamento entre
seus elementos que o entrelacador mostrado na Figura 2.4; por isso vamos usar o entrelagador

da Figura 2.5 em nossas simulagoes.
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Figura 2.5: Entrelacador s-aleatério de bloco (N = 1024).

2.2.3 Puncionador

A funcao do puncionador é apagar periodicamente simbolos de redundancia pré-seleciona-

dos dos codificadores, aumentando a taxa de codificagao.
Com base nos exemplos das expressoes (2.2) e (2.3), quando nao é usado o puncionador, a
taxa de codificagao turbo é 1/3 e a seqiiéncia cédigo correspondente ao esquema turbo é dada

por:

z 32101233 1020011022321012]1
=2 213 030321120312201222133?2
¥ 211 1002300202010132%22133 2

E, quando é usado o puncionador, a taxa de codificacdo turbo aumenta de 1/3 para 1/2,
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apagando-se os simbolos de paridade impares, provenientes do codificador RSC-1, e os simbolos

pares, provenientes do codificador RSC-2

2 32 1012331020011022321012]1
r=| Pt 2 3 3 3 1 2 3 2 0 2 2 3 2,

produzindo assim a seguinte seqiiéncia cédigo®

z 3 2101233102001 10223210121

z 21 313 0331020302003 2221332
(2.4)

na saida do esquema de codificacao turbo, ver Figura 2.1.
Conforme o exemplo anterior, quando usamos o puncionamento, ¢ mapeado N simbolo de
informagao em 2N simbolos do cédigo, enquanto que, sem o puncionamento, é mapeado N

simbolo de informacao em 3N simbolos do cédigo. Fazemos a seguir uma breve apresentacao

sobre a modulagao 4-PSK.

2.2.4 Modulador

Considere que a seqiiéncia de entrada do modulador seja composta por simbolos do alfabeto

0 ={0,1,2,3} € Zy. Assim, o sinal modulado serd representado por

Sy = W—Q—l—z in 7T_¢9+Z
o=\cos{ 5+ 5 t1))

Portanto, o modulador transforma os simbolos € Z, em pares ordenados, (n,m), de uma
constelacao em R2. Como podemos ver facilmente, os simbolos de Z,, quando modulados,

transformam-se em pontos pertencentes a intersec¢ao da circunferéncia de raio 1 (energia média

Seqiiéncia obtida com base nos exemplos associados as expressoes (2.2) e (2.3).
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normalizada em 1) com os eixos de simetria. Isto é, sao os pontos

( 1 1 ) I ( 1 1 > 5 ( 1 1 ) 3 ( 1 1 )

_7 = Y = __7 = 7 = __7 T = e = _7 T = )

V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2' V2
localizados nos quadrantes do R?, como mostra a Figura 2.6. A partir dai, estes simbolos sao

transmitidos pelo canal AWGN, que podemos ver melhor no exemplo a seguir.

O modulador recebe, por exemplo, a seqiiéncia do puncionador (ver expressao (2.4))

z 32101233 1020011022321012]1
Tr =
2211 10023002¢02¢01013222133 2

e produz a seqiiencia modulada de pares ordenados

z® (0.7071,-0.7071) (-0.7071,-0.7071) --- (—0.7071,—0.7071) (—0.7071,0.7071)

I
I

ZP (—0.7071,—0.7071) (—0.7071,0.7071) --- (0.7071,—0.7071) (—0.7071,—0.7071)

Em seguida, transmitindo  pelo canal AW GN, recebemos, devido ao ruido, por exemplo,

a seqiléncia

y*  (1.2148,-0.4456) (0.2371,-1.5382) --- (—0.0175,—0.9563) (—0.7002, —1.0324)
y:
y?  (—1.1094, —0.5743) (0.0021,—0.0010) --- (0.0114,—0.8953) (—0.0002, —1.5438)

na entrada do esquema de decodificacao turbo, a ser visto nos préximos capitulos.
A partir do que foi exposto, temos ferramentas suficientes para construir um esquema de
codificacao turbo quaternario, e, no préximo capitulo, apresentamos o algoritmo usado na de-

codificacao da informacao produzida pelo esquema de codificagao proposto.
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Im
A

Figura 2.6: Mapeamento entre sinais e simbolos.



Capitulo 3

Algoritmo MAP para Cdédigos Turbo

Quaternarios

3.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos o algoritmo de decodificacao turbo de maximo a posterior:
- MAP, utilizando cédigos RSC quaternarios. Este algoritmo tem por objetivo fornecer a
informagao a posteriori ou o valor do maximo logaritmo da probabilidade a posteriori, fazendo
uso de propriedades estatisticas e de conceitos de cédigos trelica [4], [1] e [2], 0 qual é desenvolvido
da seguinte maneira.

Inicialmente, associamos o simbolo transmitido com a transicao entre os estados na trelica
(ver expressao (3.2)). Em seguida, usando o fato de que os simbolos da seqiiéncia recebida, v,
sao independentes entre si, expressamos a probabilidade a posteriori como o produto de trés
probabilidades: «ax(s), Br(s) e yx(s’,s). O préximo passo é encontrar a expressao recursiva
direta, ag(s), a expressao recursiva reversa, Oi(s) e a métrica do ramo, vx(s', s). Desse modo, a
informacao a posteriori, a principio desconhecida, pode ser expressa em funcao de probabilidades
conhecidas, tais como, a probabilidade a prior: e a probabilidade de transicao da métrica do

ramo.

22



CAPITULO 3. ALGORITMO MAP PARA CODIGOS TURBO QUATERNARIOS 23

Finalmente, apresentamos um resumo do algoritmo que torna mais claro o uso das expressoes
ax(s), Be(s) e (s, s), no célculo da informacao a posteriori. O tratamento matemético que é

dado a esse capitulo é de fundamental importancia na implementacao do algoritmo.

3.2 Fundamentos do Algoritmo

A funcao do algoritmo MAP é fornecer a informagao a posteriori L(uy), definida da seguinte

maneira. Seja

L(ug) = max(In(p(ux = 0 [ y))), (3.1)

o maximo valor do logaritmo natural da probabilidade a posteriori de um simbolo
decodificado ser u, = 6 € {0,1,2,3}, dado que a seqiiéncia de simbolos recebida é
Y=y - Yk-1 Yk Ye+1 - YN-

Portanto, nosso objetivo é expressar a probabilidade a posteriori, p(ux, = 0 | y), em fungao
de probabilidades conhecidas, tal como, a probabilidade a priori, p(u), e a probabilidade de
transigdo da métrica do ramo p(yx | xx), onde z; é a palavra c6digo transmitida referente ao
simbolo de informagao uy e yx é a palavra cédigo recebida referente a palavra cédigo transmitida
Ty

Comegamos com a seguinte proposigao, que associa o simbolo transmitido com a transigao

entre os estados na trelica.

Proposicao 3.2.1 Se as transicoes entre o estado prévio, Sy_1 = s, e o estado presente,
Sy = s, sao mutuamente exclusivas (isto €, apenas uma delas pode ter ocorrido na trelica
referente ao codificador RSC), entdo

Z p(Sk—l = S/7Sk = 87y>
(s',8)

L(uy) = max | In , (3.2)

p(y)

onde (s',s) € o conjunto de transicoes do estado prévio, Sx_1 = §', para o estado presente,
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Sk = s, que pode ocorrer se o simbolo de entrada uy for igual a 6.

Prova. Usando a regra de Bayes, p(A, B) = p(A | B) - P(B), e o fato de que, se os estados
na trelica sao conhecidos, o simbolo de entrada que causa a transicao entre o estado prévio e o

estado presente serd conhecido. Temos, pela expressao (3.1) que:

L(ug) = max(In(p(ux =6 | y)))

= max [In| > p(Sk-1 =5,k =s| y)))

(s',s)

~ e [ ZP(Sk—1=S7Sk=8,y)>>'

(s',8) p(y)

Para simplificar a notagdo nas expressoes, assumimos que

p(sk—l - Sla Sk =S, y) - p(8,7 S7y)'

Assim, considerando na expressao (3.2) a probabilidade do numerador e usando o fato de

que os simbolos da seqiiéncia recebida,

Y=Y Y2 - Yk—1 Yk Yk+1 " YN,

sao independentes entre si, esta seqiiéncia y pode ser dividida em trés partes:

Parte 1: a seqiiéncia recebida antes da transicio presente y¥ ™' =41 yo -+ yp_1;
Parte 2: a palavra cédigo transmitida associada a transigao presente y¥ = yy;

Parte 3: a sequiéncia recebida depois da transicao presente y,ﬁl = Y1 Ykt “° YN-

Com base na divisao da seqiiéncia y, podemos escrever

p(S/,S,y) :p(‘s,as?yf_l?yk?yli\g-l)? (33)
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que pode ser expressa como o produto de trés probabilidades, ay_1(s"), v(s', s) e Bk(s), conforme

veremos no teorema que sucede as definigoes seguintes:

Definicao 3.2.2 Seja
ap1(s) =p(s' o), (3.4)

a probabilidade de estar no estado prévio s’ no tempo k — 1 e ter recebido a seqiiencia de canal

k-1
Yy -

Definicao 3.2.3 Seja

w (s,8) = p({yr, s} | 5), (3.5)

a probabilidade de receber a seqiiéncia de canal yi e estar no estado presente s, no tempo k,

dado que se estava no estado prévio s', no tempo k — 1.

Definicao 3.2.4 Seja

Bi(s) = p(ypiy | ), (3.6)

a probabilidade de receber a seqiiéncia futura de canal y,i\zrl, dado que se estd no estado presente

s, no tempo k.

Teorema 3.2.5 Se o canal € sem memoria e os simbolos da seqiiéncia recebida y sao indepen-

dentes entre si, entao

p(s's5,y) = ar-a(s') - (57 8) - B(s). (3.7)

Prova. Se o canal é sem memodria, entao a seqiiéncia recebida y,ﬁl depende apenas do

estado presente s e ndao do estado prévio s’ ou das seqiiéncias presente, ¥y, e prévia, y’f’l. Desse
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modo, utilizando a regra de Bayes, temos que:

p(s'5,9) = p(s' 5,00 vk Ui)
= pwen | 88,00 - p(s' 5,0 ue)
= plyei | 5) - p(s', 8,07 we)
= p(s, i) (e st s i}yl | )
= p(s", i) o st )} (i | 9)

= —1(8) - (8 8) - Br(s).

Sk—2 Sk-1 Sk+1
00, 12, 20, 30 & a .

A

.99

VaVAVa

11,23, 31,03

33,01, 13,21 é
ylf_ Yi yI]cVJrl
a-1(s") (s’ 5) Br(s)
. . . . 2+ D
Figura 3.1: Trelica do decodificador MAP para o codificador RSC com g(D) = |1 73D

A Figura 3.1, onde as linhas representam as transi¢oes com os simbolos de entrada sendo

0 € {0,1,2,3}, mostra a divisdo da seqiiéncia recebida do canal y e o significado da probabi-
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lidade dos trés termos ag_1(s'), vk (s, 8) e Bi(s), para a transicdo na trelica do estado prévio,

Sk_1 = §', para o estado presente, S, = s, conforme é mostrado pela linha em destaque, para o
2+ D

1+ 3D} '

Finalmente, substituindo a expressao (3.7) na expressao (3.2), obtemos

codificador RSC, cuja matriz geradora é dada por g(D) = [1

(Z) ar-1(") 9 (', 5) - Bi(s)

L(ug) = max | In (3.8)

p(y)

Calculamos nas segoes seguintes as expressoes recursivas para ag_1(s’) e fBx(s).

3.3 Calculo da Expressao Recursiva Direta a;(s)

Proposicao 3.3.1 Se o canal é sem memdria e os simbolos da seqiiéncia recebida y sao inde-

pendentes entre si, entdo

ag(s) = Z ap-1(s") -y (8, 5) . (3.9)

todo s’

Prova. Usando as hipoteses dadas e a regra de Bayes, temos que

ar(s) = p(s,yy)

= Z p(svscyiﬁiluyk)

todo s’

= Y ol d |5 D (50

todo s’

= Y pl{swd [ )p (0

todo s’

= Z ap_1(s") (s, s).

todo s’

Supondo que a trelica comeca no estado inicial Sy = 0, a condicao inicial para esta recursao



CAPITULO 3. ALGORITMO MAP PARA CODIGOS TURBO QUATERNARIOS 28

Estado Sk-1 Sk Sk+1
0 P °
ax-1(0) (0, 0) Yier1(0,0)  Brs1(0)
@_k(o)
5:(0)
’Vk(L 0)
1 L 0,1)®
1 (1) Yrr1(0, 1) B (1)
'7k(27 0
2 L4 'Yk—‘rl(O? 2 A
ar-1(2) Br+1(2)
'7k<3’ O)
7k+1<0’ 3)
3 ¢ L4 bt
ax—1(3) " Vi1 Br+1(3)

» »
» »

Figura 3.2: Trelica das expressoes recursivas a(0) e 55 (0).

- 1 para s =0
ap(So = s) = (3.10)
0 para s # 0.

A Figura 3.2 mostra todas as transigoes que chegam e partem do estado Sy = 0, na trelica
24D
143D

expressao recursiva direta a(s), usando ag_1(s') e v (5, ), é:

do codificador RSC, cuja matriz geradora é g(D) = [1 } . Diante disso, o célculo da

ap(0) = Y ar(s) - (s,0)

= @-1(0) -7 (0,0) + @1(1) - (1,0) + @-1(2) - 9 (2,0) + @1 (3) - 2 (3,0).-
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3.4 Caélculo da Expressao Recursiva Reversa [3;(s)

Proposicao 3.4.1 Se o canal é sem memoria e os simbolos da seqiiéncia recebida y sao inde-

pendentes entre si, entao

Bro1(s') = ) Brls) - (s, 9). (3.11)

Prova. Similarmente,

Be-1(s) = p(yy.s)

Supondo que o codificador sempre volta ao estado Sy = 0, a condigao inicial para esta

recursao é:

_ 1 paras=20
On(Sy =s) = (3.12)
0 para s # 0.

Com base na Figura 3.2, calculamos também a expressao recursiva reversa [ (0), a partir de

Brs1(5) e ves1 (0, s), do seguinte modo:

3
Be(0) = D Ber1(s) - et (0,5)
s=0

= Brt1(0) - 11 (0,0) + Brg1 (1) - g1 (0, 1) + Brr1(2) - o1 (0,2) + Brg1(3) - a1 (0,3).

3.5 Expressoes Recursivas Finais para «ay(s) e Gi(s)

Voltando a expressao (3.8), verificamos que, se utilizarmos o divisor p (y), caminhamos para
um algoritmo que nao converge para o limitante de Shannon [15] e [7]. Pois, a cada estdgio

da decodificacao, o decodificador que esta sendo utilizado recebe a contribuicao da informagao
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extrinseca, vinda do decodificador anterior, para dar origem a informacao a priori. Diante disso,

usamos o artificio de retirar da seqiiéncia recebida y o elemento de ordem k. Isto é, substituimos

ry)

, dando origem ao seguinte corolario.
P (Yr)

p(y) por

Corolario 3.5.1 Se os simbolos da seqiiéncia recebida y sao independentes entre si, entdo

5((5]3 =p(yf ™) p (v | ¥F) - (3.13)

Prova. Usando a regra de Bayes temos que:

ply) _ p )
P (k) p (Yx)
_ (i ) ()
P (Yx)

= pW™") p (v | )

|
o P ) -
Teorema 3.5.2 Se substituirmos p (y) por , entao
P (yr)
L(uy) = max | In | Y apa(s)) i (s',5) - Be(s) | | (3.14)
(s',5)

onde ag(s) e Br(s) sdo as novas probabilidades modificadas definidas como:

A O_ék(S)
B(s) A Br(s)
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Prova. Pelas expressoes (3.8) e (3.13), temos que

ag-1(8") -7 (5, 8) - Bi(s)
p(y)

L(ur) = max |In Z

— max | o Z@k—l(s)'%(sﬁs)' 1 (s) - p(yr)

&k—l(sl) / Bk(S)
— 1 PREA ST , R i
max [ In g AC) W o)

= max | In Z p-1(8") -y (8, 8) - Bi(s)

Desse modo, as expressoes recursivas finais de a(s) e Ox(s) sao dadas pelas proposigoes

seguintes.

Proposicao 3.5.3 Se o canal é sem memoria, os simbolos da sequéncia recebida y sao inde-

pendentes entre si, e vale a expressao

() = 3 anls), (3.16)

todo s

entao t dz ’ ak_l(sl) * Yk (3/7 8)
R S SR e e ) (3'17)

todo s todo s’
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todo s
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> ax(s); e, pelas expressoes (3.15)

Prova. Pela expressdo (3.4), temos que p (y¥)

(3.9), segue-se que

s)

ACH)
Vi (5, )
) (8, 8)

Vi (8

todo s

> ag-q(¢

D

todo s todo s’

> apq (8

todo s’
> > apa(s

todo s todo s’

) -
k-1(8) -
) -

(

Proposicao 3.5.4 Se o canal é sem memdria, os simbolos da seqiéncia recebida y sao inde-

p(yr) - p (2 1|y1)}

pendentes entre si, e vale a expressao
- k—1
P \Yy1 )

p (i ot
> Br(s) - vk(s',s)
7 o (3.18)

todo s

ﬁk_l(s): dZ dZ/Oék—l(Sl) Vi (

)

entao
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Prova. Pelas expressoes (3.15), (3.11), (3.16) e (3.9), e, pela expressao da hipdtese dada,

temos que: -
_ Bls)
p i 1vi™)
tdZ Bi(s) - (s’ 8) - p (i)
p(uF) oy | vh)
S Bils) (s s) o (wi ) o (yhhy | h)

todo s

(
> Y k(s ) %(S’ s)-p (yia | F)
's) -

todo s todo s’
p(n™')
) -

50t
35 o
> Br(s) - (s’ s)

todo s

> 2 (8w (s 8)

todo s todo s’

ﬂk—1(8) =

Observe que ay(s) e [k(s) sao calculados recursivamente pelas equagoes (3.17) e (3.18) e
possuem as mesmas condigoes iniciais que seus complementos naturais, dados em (3.10) e (3.12)
para ay(s) e fBi(s), respectivamente.

Finalmente, calculamos agora a métrica do ramo v (s',s). Este termo é considerado a
principal ferramenta no calculo do valor do maximo logaritmo da probabilidade a posteriori,
por ser ele o termo que possui as expressoes basicas que nos permitem, nao apenas calcular,

mais deduzir resultados importantes sobre todo o esquema de decodificacao iterativa.

3.6 Calculo dos Valores de ; (s, s)

Corolario 3.6.1 Se o canal é sem memoria e os simbolos da seqiiéncia recebida y sao indepen-

dentes entre si, entao

(s’ 5) = p(ye | z1) - plug). (3.19)
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Prova. Usando a regra de Bayes temos que:

(s'ss) = p(s,yx | s)
p(s, Y, 5)
p(s)
plys | s,8) - p(s'ys)
p(s)
p(ye | s,8") -p(s|s)-p(s)
p(s)
= p(yk | l‘k) ‘p<uk)>

onde:

ug - simbolo de entrada necessario que causa a transicao na trelica do estado prévio, s’, para o

estado presente, s;
x) - palavra codigo transmitida associada com esta transicao;
yr - palavra codigo recebida associada com a palavra coédigo transmitida .
p(ug) - probabilidade a priori deste simbolo;

Assim, a probabilidade de transigao, vx(s', s), é dada pelo produto das probabilidades:

e p(uy) - probabilidade a priori do simbolo de entrada wy necessério para a transigao,
derivada da saida do decodificador componente do esquema de decodificacao iterativa,

a ser visto no proximo capitulo.

e p(yr | xx) - probabilidade de receber a seqiiéncia de canal y, dado que a palavra cédigo
x), associada com esta transicao foi transmitida. Esta probabilidade é derivada a partir

da seqiiencia de simbolos recebida, y, e dos simbolos obtidos a partir da trelica.

Desse modo, apresentamos as expressoes ag_1(s'), Gr(s) e vk(s, ), necessarias para calcular

a informacao a posteriori, conforme serd mostrado no resumo a seguir.
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3.7 Resumo do Algoritmo MAP

Este resumo, conforme mostra a Figura 3.3, apresenta de forma mais clara as expressoes

mais importantes descritas no algoritmo M AP, usadas para calcular a informacao a posteriori

L(uy), ou ainda, para decodificar a seqiiéncia recebida do canal y, sendo organizado da seguinte

maneira;:

1-

A probabilidade de transigao, p(yx | xx), é usada juntamente com a probabilidade a priori,
p(ug), para calcular a métrica do ramo, x(s', s), de acordo com a expressao (3.19). Em

seguida, calculamos as expressoes recursivas ag(s) e fx(s).

A partir da métrica do ramo (s, s), dada na expressao (3.19), e da condigao inicial
ax(0), dada na expressdo (3.10), calculamos a expressdo recursiva direta ay_1(s’), dada

na expressao (3.17).

Com o0 uso da métrica do ramo (s, s), dado na expressao (3.19), da expressao recursiva
direta ay_1(s’), dada na expressao (3.17), e da condicao inicial f(0), dada na expressao

(3.12), calculamos a expressao recursiva reversa ((s), dada na expressao (3.18).

Finalmente, com o uso das expressoes ay_1(5"), Vk(s',s) e Bi(s), dadas nas expressoes
(3.17), (3.19) e (3.18), respectivamente, calculamos a informacao a posteriori, dada na

expressao (3.14), como explicitado na Figura 3.3.
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Pk | k) —> ag_1(8)
L
(8, s) € > L(ug)
—»
v
p(ug) — ¥ Br(s)

Figura 3.3: Resumo das principais expressoes usadas no algoritmo MAP.



Capitulo 4

Decodificacao Iterativa Turbo

Quaternaria

4.1 Introducao

Apresentamos neste capitulo o processo de decodificacao iterativa turbo sobre Z,. Este
processo de decodificagao, esquematizado na Figura 4.2, é composto por dois decodificadores
componentes, dois entrelagadores e um desentrelagador. Seu objetivo é calcular a informacao
extrinseca na saida do estdgio de decodificagao anterior (decodificador anterior), e usa-la como
informac@o a priori na entrada do préximo estagio de decodificagdo (préximo decodificador),
para reduzir a probabilidade de erro de simbolo (ou bit) & medida em que for crescendo o niimero
de iteracoes.

Os conceitos de distancia euclidiana e o fato de que o cédigo convolucional é sistematico sao
usados, na probabilidade de transi¢ao da métrica do ramo 7, (s, s), para expressar a informagao
a posteriori (expressao (4.4)) como a soma da informacao a priori, da informacao sistemética
(exp (L. - D%(y;,23))) e da informagao extrinseca, calculadas em cada estdgio da decodificagao

(cada decodificador), ver Figura 4.2.

37
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4.2 Um Estagio da Decodificacao Turbo

Nesta secao, expressamos a probabilidade de transi¢ao (fungao densidade de probabilidade)
em funcao dos simbolos sistematicos e dos simbolos de paridade e, em seguida, deduzimos as
expressoes de informagao intrinseca, extrinseca e a posteriori.

Sendo xj a palavra cédigo transmitida e n; o vetor ruido cujas componentes sao variaveis

;. . ;1. N . 2 0 ; oy .
aleatérias gaussianas com média zero e variancia o° = > (ruido aditivo gaussiano branco), a
palavra codigo recebida é dada por

Yk = Tp + Ng.

Além disso, sabendo que cada codificador RSC' do esquema decodificacao turbo tem taxa de

codificagao 1/2. A palavra cédigo transmitida é dada por
T = Ty, Th = uy ),
e a palavra codigo recebida ¢ dada por
Yk = Yi, Yi-

Ou seja, a palavra c6digo transmitida é composta por um simbolo de informagao (simbolo
sistemdtico) e por um simbolo de paridade; e, a palavra cédigo recebida é composta por um
‘simbolo’ associado ao simbolo de informagao transmitido e por um ’simbolo’ associado ao
simbolo de paridade transmitido.

Assim, se o canal é sem memdria e gaussiano, entao, condicionados aos simbolos transmitidos,

os simbolos recebidos também sao gaussianos com funcao densidade de probabilidade dada por

plur | o) = pli | =3) - plyg | 7)), (4.1)

onde
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x}, - simbolo sistematico da palavra cédigo transmitida zy;
x; - simbolo de paridade da palavra cédigo transmitida xy;
y; - 'simbolo’ recebido correspondente ao simbolo transmitido zj;

- ’simbolo’ recebido correspondente ao simbolo transmitido z}.

3

Agora, considerando a modulacao 4-PSK, os simbolos da palavra codigo transmitida
(x5 e 2%) e os simbolos da palavra cédigo recebida (y; e y;) sao pontos do plano cartesiano

R; (A x B), ou seja, sdo pares ordenados do tipo:

vy = (23, i)

xﬁ - (ZL‘Z];A’ :L‘Z];B)

s

Ve = (Wi Yiy)
Yo = Wi Yin)-

Portanto, sendo

DE(X,Y) = Y =X |7 (42)

= (ya—za)*+ (yg — 2zB)%

a distancia euclidiana ao quadrado entre os dois pontos X = (z4, zg) e Y = (ya, yp) do plano

bidimensional Ry (A x B), a funcao densidade de probabilidade da expressao (4.1) é dada por.

plye | zk) = ply|zs) - plyh | h)
2 2
S N (el ek i WO el B/ k1
7TNO NO No
= L 'eXp - H (yzA’ yZB) - (xZA7 x‘Z)B) H2 .eXp - H (yZA7 yiB) - (xiA’ sz) ”2
7TNO NO NO
= L “exXp | — (yZA _ xZA)Q + (yzB _ wZB)2 cexXp | — (yZA B sz)Q + (yZB B xiB)Q
WNO NO NO )

onde Ny ¢é a variancia do ruido.
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Para simplificar a notagao da expressao da funcao densidade de probabilidade usaremos a
distancia euclidiana ao quadrado, D%(- , -), entre sfmbolos, deixando subentendido que cada
simbolo corresponde a um ponto de Rs.

Desse modo, a fungao densidade de probabilidade (expressao (4.1)) é dada por

1 — |y — x5 || — || P — 2P |2
p(yr | 1) = —-exp( I 9 k”)-exp( e — 2 |l

7TN0 N() NO
1

= ——exp (L.~ D% (5, wi)) - exp (L. - D% (yl, o)),
7TNO

(4.3)

onde L, = — ¢ U = j.
No

A Figura 4.1 mostra as distancias entre os possiveis simbolos transmitidos § = {0, 1,2,3} e

o simbolo recebido r = (1.6664, —2.3332), ou seja,

1 1
0 = (+—=,+—= ) = D%(0,7) = 10.1636
V2 V2
1 ! + ! = D%(1,r) 14.8769
= ——, = r) = .
V2 V2 B
2 L = D%(2,7) 8.2777
= — - r) = .
3 +—1 L = D%(3,7) 3.5644
= - r)y = . .
V2 V2 B

Portanto, supondo que a palavra cédigo recebida seja, por exemplo,

rr = (1.6664, —2.3332) (1.6664, —2.3332)

e supondo que r 7 seja a primeira palavra cddigo a ser decodificada, podemos admitir que a
palavra c6digo decodificada (transmitida) é 3 3, pois a menor distancia, D%(3,r) = 3.5644,
produz maior probabilidade de transicao, p(yx | xx). Isto justifica melhor o fato de que decidir
pela maior probabilidade a posteriori L(uy) é similar a decidir pela menor distancia euclidiana
ao quadrado.

Aplicando os conceitos de informagao intrinseca e extrinseca usados por C. Berrou, A.

Glavieux e P. Thitimajashima [1] nas expressoes que compoem a informagao a posteriori,
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—-2.3332

Figura 4.1: Distancia euclidiana ao quadrado.

mostramos que a informacao a posteriori, L(uy), calculada através do algoritmo M AP, serd

dividida em trés termos:

1. Li(uy) - informagao intrinseca ou informagao a priori;
2. L.- D% (yi,uy) - informagao sistemdtica;
3. L°(uy) - informagao extrinseca, de acordo com os resultados a seguir.
Corolario 4.2.1 Se os simbolos da seqiiencia recebida y sao independentes entre si e o canal €

gaussiano, sem memoria e com modulacao 4-PSK , entdo

’Yk(sj 5,) = €xXp (Lc ) D?E (ylf:’ uk’)) ) 713(& 3/) 'p(uk>7
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onde

. 1
V(s s") = No cexp (L - Dy, (yf, 27)) -

Prova. Usando a expressao (4.3) da proposicao anterior na expressao da probabilidade de

transicao da métrica do ramo (3.19), temos que:

(s, 8) = plyr | 2x) - plur)

. 1
= oxp (Le- Dy (ks wn)) - - oxp (Le - D (,2) - plus)

= exp (Le- D% (i, uw)) - (s, 8) - plu).

Teorema 4.2.2 Se valem as hipdteses do coroldrio anterior, entao
L(uy) = L'(u) + L. - D% (y5, ug) + L(ug), (4.4)

onde

L' (uy) = In(p(us)),

¢ informacao intrinseca, e

L) =In | Y () - Buls) - v5(s,8) |

¢ a informacao extrinseca.

Prova. Aplicando o resultado do corolario anterior na expressao final da informacao a
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posteriori (3.14), temos que

L(ux) = max|In Z)Ozk_l(s’)-ﬁk(s)-%(s,s’))>

(s,8’

= max [ In (2) ar_1(8") - Br(s) - exp (L. - D% (yi, ur)) - vE(s, 8') p(uk))>

= max|In (Z)ak—1<s'>-ﬁk<s>-vz<s,s'>)+Lc-Dz<yz,uk>+1n<p<uk>>)

= max (Lc(ug) + Le - D% (v, up) + Li(ug)) .

Com base no que foi apresentado poderemos expor com maiores detalhes o significado dos

termos:

Informacao a priori - referenciada também como informacao intrinseca, a informacao a
priori sobre um simbolo é a informacgao conhecida antes de iniciar a decodificacao da

seqiiéncia de simbolos recebida na entrada do decodificador;

Informacgao extrinseca - em contraste com a referenciada informacao intrinseca, a informacgao
extrinseca sobre o simbolo u é a informacao fornecida por um decodificador, baseado na
seqiiéncia de simbolos recebida e na informagao a priori. Ou seja, com base na expressao
(4.4), a informagao extrinseca é calculada do seguinte modo: informacao a posteriori,
L (uy), menos a informagao sisteméatica, (L. - D% (y,ux)), menos a informagdo a priori

Informacao a posteriori - a informacgao a posteriori sobre um simbolo é a informacgao que o
decodificador fornece levando em conta toda informacao que entra no decodificador sobre

o simbolo uy.

A partir da informagao a posteriori L(uy), retiramos a informagao extrinseca, de acordo com



CAPITULO 4. DECODIFICACAO ITERATIVA TURBO QUATERNARIA 44

a expressdo (4.4), para usar no préximo estdgio de decodificacao *.

4.3 Decodificacao Iterativa Turbo

Na secao anterior, vimos como se realiza um estégio da decodificagao, isto é, como se obtém
as expressoes da informacao a posteriori, da informagao a priori e da informagao extrinseca.
Nesta secao, veremos que o processo de decodificacao iterativa turbo baseia-se em retirar a
informagao extrinseca de um estdgio de decodificagao anterior e usa-la como informacao a prior:
no outro estagio de decodificagao para que, a medida em que for crescendo o niimero de iteragoes,
va diminuindo a probabilidade de erro.

Assim, note que a Figura 4.2 organiza a seqiiéncia recebida do canal y em duas partes:

y! = y*1, P! - Seqiiéncia proveniente do codificador RSC-1 - recebida pelo primeiro de-
codificador componente, contém a versao recebida dos simbolos sistemdticos, y*!, e dos

sfmbolos de paridade, y*!, provenientes do primeiro codificador;

y? = y*2, yP? - Seqiiéncia proveniente do codificador RSC-2 - recebida pelo segundo de-
codificador componente, contém a versao entrelacada dos simbolos sistematicos, y*2, e dos

simbolos de paridade, y*?, provenientes do segundo codificador.

Processo Iterativo: considere inicialmente o primeiro decodificador componente na pri-
meira iteracao. Este decodificador recebe a seqiiéncia de canal, y', e produz uma estimativa
da informagao a posteriori Li;(ug) dos simbolos de dado uy, onde k € {1,--- N} e N é
o comprimento da seqiiéncia de informacao. Note que o subscrito 11 de Lii(ug) indica que
estamos na primeira iteracao e no primeiro decodificador e, ainda, nesta primeira iteracao a

informacao a priori que o primeiro decodificador componente recebe é In(p(uy = 0)) = In(1/4).

1Se a decodificacdo ocorreu no primeiro decodificador, basta entrelacar a informacdo extrinseca, obtida na
saida deste decodificador, para obter a informagao a priori a ser usada no segundo decodificador. Entretanto,
se a decodificagao ocorreu no segundo decodificador, devemos desentrelagar a informagao extrinseca, obtida na
saida deste decodificador, para obter a informacao a priori a ser usada no primeiro decodificador.
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. ySl — Seqiiéncia de Simbolos de Informacédo + Ruido, Proveniente do Codificador 1

ypl — Seqiiéncia de Simbolos de Paridade + Ruido, Proveniente do Codificador 1

2,5
~DpT (Y )

i > ifi Liu) g L i
Szgga ; Decodificador k;)R ( ; L Entrelagador L( “i )
Canal — > DEC-1 'Y de N-Simbolos

Entrelacador
de N-Simbolos
2,8
~DpT (Y )
> Decodificador | L(u, )k X LY u, )k Desentrelaador
> DEC-2 "% ”|  deN-Simbolos [ 7 “)

y52 — Seqiiéncia de Simbolos de Informacdo + Ruido, Proveniente do Codificador 2

N yP 2 Seqiiéncia de Simbolos de Paridade + Ruido, Proveniente do Codificador 2

Figura 4.2: Esquema de decodificacao turbo.

O segundo decodificador componente recebe a seqiiéncia de canal 32 junto com a informacao
extrinseca entrelacada do primeiro decodificador componente e fornece uma estimativa da in-
formacao a posteriori Lis(uy) dos simbolos de dado wuy, onde o subscrito 12 de Lqa(uy) in-
dica que estamos na primeira iteracao e no segundo decodificador componente. Note que a
informacao extrinseca entrelacada, utilizada pelo segundo decodificador componente é, na ver-
dade, a informacao a priori obtida com o entrelacamento da expressao: informacao a posteriori,
Ly (ug), menos informagao a priori, In(p(ux, = 0)) = In(1/4), menos a informacao sistematica,
L.- D% (v, u), todas do primeiro decodificador componente. Esta informacao a priori® (usada

no segundo decodificador) é calculada através da expressao (4.4) na saida do primeiro decodifi-

2A informacdo extrinseca calculada na saida do primeiro decodificador, apés ser entrelacada, é usada como
informacao a priori na entrada do segundo decodificador. E de forma analoga, a informagao extrinseca calculada
na saida do segundo decodificador, apds ser desentrelacada, é usada como informacao a priori na entrada do
primeiro decodificador e assim por diante.
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cador componente.

Na segunda iteragao, o primeiro decodificador componente novamente processa sua seqiiéncia
recebida de canal y'. Mas, dessa vez, ele também possui a informacao a priori L'(uy) fornecida
pela porcao extrinseca L¢(uy) da informagao a posteriori Lia(uy) calculada pelo segundo decodi-
ficador componente, na primeira iteragao. Portanto, ele pode produzir uma melhor informacao
a posteriori Loj(uy). Note que Loy (ug) é a informagao a posteriori na segunda iteragdo e no
primeiro decodificador componente.

A segunda iteracao continua no segundo decodificador componente usando uma melhor in-
formagao a posteriori Loj(uy) do primeiro decodificador para obter, através da expressao (4.4),
a melhor informagao a priori L'(uy) que serd usada junto com a seqiiéncia recebida de canal y?
para calcular Log(ug).

Este processo iterativo continua e, a cada iteragao, em média a taxa de erro de bit diminui
para uma mesma relagao sinal ruido - SN R (signal to noise ratio).

O exemplo apresentado aqui mostra a importancia do processo iterativo, ou seja, como a
confiabilidade sobre o simbolo decodificado melhora a cada passo da decodificacao, ou como a
taxa de erro de bit versus FEj/Ny diminui a cada iteragao.

Exemplo: considere a seqiiéncia de informacgao que possui N = 100 simbolos distribuidos
através das linhas da Tabela 4.1. Esta seqiiéncia, depois de ser processada pelo esquema de codi-

ficacdo da  Figura 2.1 (para o codificador RSC  com matriz geradora
2+ D +2D?

9(D) = |1 ——F7=73
1+D+3D

erros devido ao ruido e produz a seqiiéncia de informagao da Tabela 4.2 na saida do primeiro

} e taxa de codificagdo turbo 1/2), passa pelo canal que introduz

decodificador componente do esquema de decodificacao turbo da Figura 4.2. A nova seqiiéncia
apresentada na Tabela 4.2, para o primeiro decodificador componente e na primeira iteracao,
contém 23 erros entre os 100 simbolos decodificados e estes erros estao destacados conforme a
Tabela referenciada. J& a seqiiéncia da Tabela 4.3, obtida na saida do segundo decodificador
componente e na primeira iteracao, contém 7 erros a menos que a seqiiéncia apresentada na

Tabela 4.2.
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Na segunda iteracao, as seqiiéncias das Tabelas 4.4 e 4.5, obtidas nas saidas do primeiro e
do segundo decodificador componente, contém 15 erros e 11 erros, respectivamente.

Finalmente, a Tabela 4.6 apresenta a seqiiéncia que contém apenas 1 erro em 100 simbolos
decodificados, na saida do primeiro decodificador componente e na terceira iteragao. Enquanto
a Tabela 4.7, apresenta a seqiiéncia com 0 (zero) erro para 100 simbolos decodificados na saida
do segundo decodificador componente e na terceira iteracao.

Assim, o processo de decodificacao iterativa torna o algoritmo de decodificacao MAP bas-
tante eficiente na correcao de erros dos simbolos decodificados, proporcionando, em média,
uma diminuigao na probabilidade de erro de simbolo (ou bit) a cada iteragao, ver Figura 4.3,
que apresenta os pontos referentes a taxa de erro de bit em 1.1735e — 001, 5.6122¢ — 002 e
5.1020e — 003 versus Ej,/Ny = 1.25 dB correspondentes a primeira, segunda e terceira iteragao,
respectivamente.

Portanto, o processo de decodificacao iterativa, que é considerado a principal ferramenta
do algoritmo de decodificacao turbo, contribui para que este algoritmo seja considerado um
dos mais eficientes na correcao de erros para uma baixa relacao sinal ruido, como pode ser

comprovado a partir dos resultados apresentados no capitulo seguinte.

Seqiiencia de informagao a ser transmitida
1211121311023 |12|22]3|2]0]1]1]3|3
3|1 |13(1|2(2j0(3}212}1|2}1|1(3]1(0]0|0]3
2|12t (1|1 (3j211}2|1}112(3|3|1]2|1]0
211127012231 1}2|3]1|0(0|1 1|3 |12
1312121132221 /0}11]0]0]2]0]2]3|0

Tabela 4.1: Seqiiéncia de informagao de comprimento N = 100 simbolos.

Primeiro decodificador - primeira iteragao
121 /@®3|1j0]2(3|1]2(2(2[3[2|]0]1]1]3]|Q®
@ 11312123220 2|®|1|O®1]0]0]|0]@©
3121 @211 |OO®@2(1|2]1|1]O®|3|O@® ©O®|2|1]0
2111 ®0[1]2(2(3[@[1(213|@0|@®1|1|0@ 6| 2
113121211 13]2|2|2|]1]0]0@®®|0]0]2]®2]3]0

Tabela 4.2: 100 Simbolos decodificados - 23 erros ocorridos.
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Segundo decodificador - primeira iteragao

121 /®3|110]2(3|1]2(22|3[|2|0]1]1]3]|Q®
@13t 2(2|@®[3 2212|113 ]t]0]0|0]3
312 @2(1 |1 |@[3 21|21 |1|2|3|3|@|2|1]0
21 (@01 2231|1231 |® OO O @ 1]2
132213222 |1|0[@|®0[0]|2]®2]3]0
Tabela 4.3: 100 Simbolos decodificados - 16 erros ocorridos.
Primeiro decodificador - segunda iteragao
@21 |®3]1(0(2(3[1|2|2|2|3|210|1]1]3]|Q®
el o232 21[2]t][1[3]t]0]0]0] 3
3|2(1(2 (111|321 2112331210
2120122311231 |® @O 1]|®1]2
1(3(2|2(1](3|22]2|1|0[@|®0[0]|2]®2]3]0
Tabela 4.4: 100 Simbolos decodificados - 15 erros ocorridos.

Segundo decodificador - segunda iteracao

1211 /®3|1]0]2(3|1]2(2|2|3[2|]0]1]1]3]|Q®

@ 3|t |® 203221211 [3]t]0]0|0]3

3|2(12 (1111321211233 |1]2]1]020

2120122311231 |®® @ 1]3[1]2

1(3(2|2(®|3|22|2|1|0|@®O0[0]2]0|2]3]0
Tabela 4.5: 100 Simbolos decodificados - 11 erros ocorridos.

Primeiro decodificador - terceira iteracao
1(2(112|3(1j012(3/1|2|2|2[3|2[01|1]3]3
31131 |{@l2(0(3|2|2|1 |21 |1|3|]1]0]0]0]3
32|12 (1(1y1 132|121 (12|3]3]1]2]1]0
2112012231123 |1]0|0|1|1]3]|1]|2
1(3(2|2(1(3|2(2(2(1(/0(1|1/0l0]2|02]3]0

Tabela 4.6: 100 Simbolos decodificados - 1 erro ocorrido.

Segundo decodificador - terceira iteracao
1211231702312 |2|2[3|2[0|1|1]3]3
3|1{3}1(2(2/0|13(2|2}1}2(1(1|3]1]0]01]0]3
32|12 (1(11 132121123312 ]1]0
2120122311231 ]0]0|1|1]3]|1]|2
1(312|12|1(3}22|2|1|0]1]1]0]0210|2]3]60

Tabela 4.7: 100 Simbolos decodificados - 0 erro ocorrido.

48
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Taxa de Erro de Bit

—@— 12 lteracao
—4— 22 lteragdo
—*— 32 lteragdo

0 05 1 1.5 2 25
E, /N, [dB]

Figura 4.3: Efeito da variacao do ntumero de iteracoes para N = 100 bits, taxa de codificacao

2+ D +2D?
turbol/?eg(D)zll s

m} s sobre a curva de pb(€) X Eb/N().



Capitulo 5

Resultados e Conclusoes

5.1 Introducao

Neste capitulo, apresentamos as curvas da taxa de erro de simbolo versus Ej/N, referen-
tes as simulacoes realizadas e também as conclusoes e sugestoes para trabalhos futuros dentro
da classe dos cédigos turbo quaternarios. As simulagoes foram realizadas sobre o esquema
turbo proposto, considerando-se a variacao de alguns parametros, tais como: o comprimento
da seqiiéncia de informacao, a taxa do codificador turbo, o codificador RSC e o nimero de
iteracoes. A variacdo destes parametros esta diretamente associada com o desempenho dos

cédigos turbo.

5.2 Resultados das Simulacgoes

Inicialmente, organizamos os componentes do esquema turbo, analisando a contribuicao
dada por cada um deles para as simulacoes, e, em seguida, discutimos os resultados simulados.
Os componentes do esquema turbo serao organizados conforme a seguir.

Os codificadores convolucionais constituintes, que a principio tém a funcao de introduzir
simbolos de redundancia no sistema para que o esquema de decodificacao seja capaz de corrigir

eventuais erros ocorridos durante a transmissao, sao codificadores RSC' idénticos, com taxa de

20



CAPITULO 5. RESULTADOS E CONCLUSOES 51

92(D)
91(D)

codificagao igual a 1/2, com matriz geradora do tipo g(D) = [1 } , e organizados conforme
o esquema de codificagao turbo mostrado na Figura 2.1.

O entrelagador, usado na concatenacao em paralelo entre os dois codificadores
RSC-1 e RSC-2 do esquema de codificacao da Figura 2.1, evita que o erro ocorrido em um
dado simbolo, associado ao codificador RSC-1, ocorra neste mesmo simbolo, associado ao codi-
ficador RSC-2. Desse modo, nota-se que a presenca do entrelagador no processo de codificacao
fornecerd maior confiabilidade na decodificacao. E, ainda, com base no estudo feito sobre os
vérios tipos de entrelacadores, escolhemos, para nossas simulacoes, o entrelacador s-aleatério?,
pois como ja observado na Figura 2.5, ele apresenta melhores propriedades aleatérias que os
outros entrelacadores estudados.

O Puncionador, serve para aumentar a taxa de codificacao do codificador turbo. Assim, o
codificador turbo terd taxa 1/2 quando usado o puncionamento, e terd taxa 1/3 quando nao
usado o puncionamento.

O canal é AWGN e a modulacio é 4-PSK. O fato de o canal ser AWGN, usado junto com o
fato do codificador ser RSC, permite-nos obter a informagao extrinseca a partir da informacao
a posteriori. Isto é, permite-nos construir o processo de decodificacao iterativa, considerado a
ferramenta mais importante do esquema turbo.

Os decodificadores, sao decodificadores maximo a posteriori, M AP, e estao organizados
de acordo com o esquema de decodificagao iterativa turbo quaternario da Figura 4.2. Estes
decodificadores atuam de forma ciclica. Isto é, inicialmente, o primeiro decodificador fornece a
informacgao extrinseca que é usada no segundo decodificador, entao, este segundo decodificador
produz uma nova informacao extrinseca que sera usada no primeiro decodificador e assim por
diante. Este procedimento é chamado de processo iterativo e a cada iteracao ele fornece, em
média, uma melhor informacao a posteriori sobre o simbolo decodificado.

Assim, a contribuicao dada por cada um destes componentes faz com que o esquema turbo

1O entrelacador s-aleatério tem a vantagem de trabalhar com seqiiéncias de quaisquer comprimento N. Desse
modo, podemos utilizar, no esquema turbo proposto, seqiiéncias de informagao de quaisquer comprimento N.
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seja considerado um dos mais eficientes esquemas de decodificagao para a corregao de erros.
Desse modo, apresentamos agora os resultados (ou as curvas) obtidos por simulagoes, a partir
da variacao de parametros, tais como: o nimero de iteragoes, o comprimento da seqiiéncia de
informacao, o codificador RSC, e a taxa de codificagao do codigo turbo. Estes parametros, or-

ganizados de acordo com a Tabela 5.1, estao diretamente associados ao desempenho do esquema

turbo.
‘ Codificador ‘ C. S. Informagao ‘ Taxa Turbo ‘ Figuras ‘
N = 5000 Simbolos 1/2 5.4, 5.8,5.10 e 5.11
RSC-A | N =10000 Simbolos 1/2 54¢e5.9
4 Estados | N = 5000 Simbolos 1/3 5.5 ¢ 5.8
N = 10000 Simbolos 1/3 5.5e5.9
N =500 Simbolos 1/2 5.2¢e5.6
N = 2000 Simbolos 1/2 5.2eb.7
RSC-B | N = 5000 Simbolos 1/2 5.1,5.2,5.10 e 5.11
16 Estados | N = 20000 Simbolos 1/2 5.12
N =500 Simbolos 1/3 5.3e5.6
N = 2000 Simbolos 1/3 5.3e 5.7
| 8 Estados | N = 5000 Simbolos |  1/2 | 5.11 |
. | 2+ D
— Codificador RSC- A com matriz geradora g(D) = [1 53D
. . 24+ D +2D?
— Codificador RSC- B com matriz geradora g(D) = [1 T D+ SDQ]

Tabela 5.1: Parametros usados nas simulagoes.

5.2.1 Analises do Processo Iterativo ou do Nimero de Iteracoes

A Figura 5.1 apresenta as curvas das taxa de erro de simbolo versus Ej/Ny para o es-
quema turbo que possui: taxa de codificagdo turbo igual a 1/2, comprimento da seqiiéncia de
informagao, N = 5000 simbolos, codificador RSC-B, e o nimero de iteragoes variando de 1 até
15.

Observando as curvas relacionadas a décima quinta, sexta, quarta, segunda e primeira
iteracao, estas curvas alcancam a taxa de erro de simbolo de 107* em FE,/N, ~ 0.81 dB,

Ey/No ~ 1.0 dB, E,/Ny ~ 1.3 dB, Ey/Ny ~ 2.2 dB e E,/Ny ~ 3.8 dB, respectivamente. Desse
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modo, a curva da décima quinta iteracdo para taxa de erro de simbolo de 10~* tem um ganho?
aproximado de 0.19 dB, 0.5 dB, 1.4 dB e 3.0 dB em relacao a sexta, quarta, segunda e primeira

iteracao, respectivamente.

I

12 lteragéo |]
22 lteragéo |]
42 lteracao |{
62 lteragéo ||
152 lteragéo

Fitee

10-5 I [ [ I I I I
0 05 075 1 125 15 2 2.5 3 3.5 4
Eb/ N0 [dB]

Figura 5.1: Efeito da variagao do nimero de iteragoes para codificador RSC-B, taxa de codi-
ficagao turbo 1/2 e N = 5000 simbolos, sobre a curva de ps(e) x Ep/Np.

Desse modo, podemos perceber que o processo iterativo proporciona: um ganho bastante
acentuado da primeira até a quarta iteragao, um ganho menos acentuado da quarta até a sexta
iteracao e um ganho pequeno da sexta até a décima quinta iteracao. Verificamos também
que o processo iterativo produz um ganho de aproximadamente 3.0 dB entre a primeira e a
décima quinta iteragao para o codificador RSC-B, sendo assim considerado a ferramenta mais

importante do esquema turbo.

2Denotamos como ganho o valor absoluto da diferenca entre as duas razoes Ey/No(1) e Ey/No(2), calculada
para a mesma taxa de erro de simbolo.
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5.2.2 Analises do Comprimento da Seqiiéncia de Informacao

A Figura 5.2 apresenta as curvas da taxa de erro de simbolo versus E,/N, para o esquema
turbo que possui: codificador RSC-B, taxa de codificagdo turbo igual a 1/2, 15 iteragoes e
comprimentos das seqiiéncias de informacao N = 500 simbolos, N = 2000 simbolos e N = 5000
simbolos.

Para os comprimentos das seqiiéncias de informacao N = 5000 simbolos, N = 2000 simbolos
e N = 500 simbolos as curvas referentes a estes comprimentos alcangam a taxa de erro de
simbolo de 107* em E},/Ny ~ 0.81 dB, E,/Ny ~ 1.01 dB e E},/Ny ~ 1.46 dB, respectivamente.
Ou seja, para taxa de erro de simbolo de 107, a curva referente ao comprimento N = 5000
simbolos apresenta um ganho de aproximadamente 0.20 dB em relagao a curva referente ao
comprimento N = 2000 simbolos e um ganho de aproximadamente 0.65 dB em relacao a curva

referente ao comprimento N = 500 simbolos.

[~ N=500 Simbolos
L{ —— N =2000 Simbolos
—*— N = 5000 Simbolos

0 05 075 0.85 1 1.1 1.25 14 15
E, /N, [0B]

Figura 5.2: Efeito da variagao do comprimento da seqiiéncia de informacao para taxa de codi-
ficacao turbo 1/2, codificador RSC-B e quinze iteragoes, sobre a curva de p,(e) X Ej/Ny.
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A Figura 5.3 apresenta as curvas da taxa de erro de simbolo versus Ej/Ny para o esquema
turbo que possui: codificador RSC-B, taxa de codificagdo turbo igual a 1/3, 15 iteragoes e
comprimentos das seqiiéncias de informacao N = 2000 simbolos e N = 500 simbolos.

Note que, para os comprimentos da seqiiéncia de informacao N = 2000 simbolos e
N = 500 simbolos, as curvas referentes a estes comprimentos alcancam a taxa de erro de
sfmbolo de 107* em E;,/Ny ~ 0.36 dB e E,/Ny ~ 0.77 dB, respectivamente. Ou seja, para taxa
de erro de simbolo de 107*, a curva referente ao comprimento N = 2000 simbolos apresenta
um ganho de aproximadamente 0.41 dB em relagao a curva referente ao comprimento N = 500

simbolos.

- N =500 Simbolos
—— N = 2000 Simbolos
T T

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 07 0.8
E, /N, [dB]

Figura 5.3: Efeito da variagao do comprimento da seqiiéncia de informagao para taxa de codi-
ficagao turbo 1/3, codificador RSC-B e quinze iteragoes, sobre a curva de ps(e) X Ep/Np.

A Figura 5.4 apresenta as curvas da taxa de erro de simbolo versus Ej/Ny para o esquema
turbo que possui: codificador RSC-A, taxa de codifica¢do turbo igual a 1/2, décima quinta ite-
racao e comprimentos das seqiiéncias de informagao N = 10000 simbolos e N = 5000 simbolos.

Note que para os comprimentos da seqiiéncia de informacao N = 10000 simbolos e N = 5000
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sfmbolos as curvas referentes a estes comprimentos alcancam a taxa de erro de sfmbolo de 10~*
em E,/Ny ~ 1.81 dB e Ey/Ny ~ 1.98 dB, respectivamente. Ou seja, para a taxa de erro de
simbolo de 107%, a curva referente ao comprimento N = 10000 simbolos, apresenta um ganho

de aproximadamente 0.17 dB em relacao a curva referente ao comprimento N = 5000 simbolos.

| @ N =5000 Simbolos 1
—k— N = 10000 Simbolos X

I I | | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
E, /N, [dB]

Figura 5.4: Efeito da variacao do comprimento da seqiiéncia de informacao para codificador
RSC-A, taxa de codificagdo turbo 1/2 e quinze iteragoes, sobre a curva de ps(e) x Ey/Np.

A Figura 5.5 apresenta as curvas da taxa de erro de simbolo versus E,/N, para o esquema
turbo que possui: codificador RSC-A, taxa de codificacao turbo igual a 1/3, décima quinta ite-
racao e comprimentos das seqiiéncias de informagao N = 5000 simbolos e N = 10000 simbolos.

Note que para os comprimentos da seqiiéncia de informacao N = 5000 simbolos e
N = 10000 simbolos as curvas referentes a estes comprimentos alcancam a taxa de erro de
simbolo em 10™* para Ej,/Ny ~ 1.25 dB e E,/Ny ~ 1.1 dB, respectivamente. Ou seja, para
a taxa de erro de simbolo de 107*, a curva referente ao comprimento N = 10000 simbolos
apresenta um ganho de aproximadamente 0.15 dB em relagao a curva referente ao comprimento

N = 5000 simbolos.
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N
N

5000 Simbolos
10000 Simbolos

0 0.5 1 15
E, /N, [dB]

-
——

Figura 5.5: Efeito da variagao do comprimento da seqiiéncia de informagao para codificador
RSC-A, taxa de codificagao turbo 1/3 e quinze iteragoes, sobre a curva de ps(e) x Ey/Ny.

Portanto, as quatro figuras anteriores (5.2, 5.3, 5.4 e 5.5) mostram que aumentando-se o
comprimento da seqiiéncia de informacao temos um ganho em termos de Ej /Ny entre as curvas®.
Por exemplo, entre as curvas apresentadas na Figura 5.2, a curva correspondente ao comprimento
N = 5000 simbolos apresenta um ganho de aproximadamente 0.65 dB em relagao a curva
correspondente ao comprimento N = 500 simbolos. Logo, podemos admitir que o aumento

do comprimento da seqiiéncia de informacao deve ser considerado um elemento importante do

esquema turbo.

3Estima-se que a partir de um determinado valor de N (N grande) nio temos ganho significativo entre duas
curvas consecutivas , pois o ganho entre curvas consecutivas vai decrescendo com o crescimento do comprimento
da seqiiéncia de informacao, ver Figura 5.2.
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5.2.3 Analises da Variagao da Taxa de Codificagcao Turbo ou Uso do

Puncionador

A Figura 5.6 apresenta as curvas da taxa de erro de simbolo versus E,/N, para o esquema
turbo que possui: codificador RSC-B, comprimento da seqiiéncia de informagao, N = 500
simbolos, 15 iteragdes e taxas de codificagao turbo 1/2 e 1/3.

Como era de se esperar, as curvas referentes as taxas de codificagao turbo 1/2 e 1/3 alcancam
a taxa de erro de sfmbolo de 10™* em Ej/Ny ~ 1.46 dB e E,/Ny ~ 0.75 dB, respectivamente.
Isto é, a curva cuja taxa de codificagdo turbo é 1/3 apresenta um ganho de aproximadamente
0.71 dB em relagao a curva cuja taxa de codificagao turbo é 1/2, para taxa de erro de simbolo

de 107

|| -@ Taxa de Codificagdo Turbo 1/2
—4— Taxa de Codificagao Turbo 1/3
T T |

|
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.25 15
E, /N, [dB]

Figura 5.6: Efeito da variagao da taxa de codificacao turbo para codificador RSC-B, com-
primento da seqiiéncia de informacao N = 500 simbolos e quinze iteracoes, sobre a curva de
ps(e) X Ey/Np.

A Figura 5.7 apresenta as curvas da taxa de erro de simbolo versus Ej/Ny para o esquema

turbo que possui: codificador RSC-B, comprimento da seqiiéncia de informacao, N = 2000
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simbolos, décima quinta iteragao e taxas de codifica¢ao turbo 1/2 e 1/3.

As curvas referentes as taxas de codificagdo turbo 1/2 e 1/3 alcangam a taxa de erro de
simbolo de 10* em FEj/Ny ~ 1.01 dB e Ey/N,y ~ 0.36 dB, respectivamente. Isto é, a curva cuja
taxa de codificagao turbo é 1/3 apresenta um ganho de aproximadamente 0.65 dB em relagao

a curva cuja taxa de codificagao turbo é 1/2, para taxa de erro de sfmbolo de 107%.

T T
—8— Taxa de Codificagéo Turbo 1/2 |]
—4— Taxa de Codificagao Turbo 1/3 |]

10—5 I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.75 1 1.1

E, /N, [dB]

Figura 5.7: Efeito da variacao da taxa de codificagao turbo para codificador RSC-B, compri-
mento da seqiiéncia de informagao N = 2000 simbolos e quinze iteragoes, sobre a curva de

ps(e) X Eyp/No.

A Figura 5.8 apresenta as curvas da taxa de erro de simbolo versus Ej/Ny para o esquema
turbo que possui: codificador RSC-A, taxas de codificacdo turbo igual a 1/3 e 1/2, décima
quinta iteracao e comprimento da seqiiéncia de informacao N = 5000 simbolos.

As curvas referentes as taxas de codificagdo turbo 1/2 e 1/3 alcangam a taxa de erro de
simbolo em 10™* para FEj/Ny ~ 1.95 dB e E;,/Ny ~ 1.25 dB, respectivamente. Ou seja, para a
taxa de erro de simbolo de 107, a curva referente & taxa de codificagao turbo 1/3, apresenta um

ganho de aproximadamente 0.70 dB em relagao a curva referente a taxa de codificacao turbo
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1/2.

Na Figura 5.8 nota-se que existe uma saturacao das curvas (efeito "floor” (piso)) com o
aumento de Ej/Ny, ou seja, para cada curva existe um valor de Ej, /Ny a partir do qual a curva
satura, e, este valor de Ej,/Ny para o qual a curva satura varia de acordo com os parametros
(comprimento da seqiiencia de informagao, taxa de codificagao turbo, niimero de iteragao e co-
dificador RSC') utilizados no esquema turbo. Em outras palavras, quanto melhor for o esquema
turbo menor é o valor de FEj/Ny para o qual a curva satura, e, ainda, menor é o valor da taxa

de erro de simbolo em que a curva satura, ver Figura 5.8

| @ Taxa de Codificagdo Turbo 1/2
—*— Taxa de Codificagdo Turbo 1/3
T

0 0.5 1 1.5 2 25
E, /N, [0B]

Figura 5.8: Efeito da variacao da taxa de codificacao turbo para codificador RSC-A, compri-
mento da seqiiéncia de informagao N = 5000 simbolos e quinze iteracgoes, sobre a curva de

ps(e) X Ey/Np.

A Figura 5.9 apresenta as curvas da taxa de erro de simbolo versus Ej,/N, para o esquema
turbo que possui: codificador RSC-A, taxas de codificacao turbo igual a 1/3 e 1/2, décima
quinta iteracao e comprimento da seqiiéncia de informacao N = 10000 simbolos.

Note que, para as taxas de codificagdo turbo 1/2 e 1/3, as curvas referentes a estas taxas
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alcancam a taxa de erro de sfmbolo em 10 para F,/Ny ~ 1.81 dB e E,/Ny ~ 1.10 dB,
respectivamente. Ou seja, para a taxa de erro de simbolo de 1074, a curva referente & taxa de
codificacao turbo 1/3, apresenta um ganho de aproximadamente 0.71 dB em relagdo a curva
referente a taxa de codificagao turbo 1/2.

Portanto, as Figuras (5.6, 5.7, 5.8 e 5.9) mostram que a variacdo da taxa de codificagao
turbo de 1/2 para 1/3 fornece ganho maior que 0.65 dB da taxa, E,/Ny, entre as curvas. Assim,

o puncionador é considerado uma ferramenta importante do esquema turbo.

|| @ Taxa de Codificagdo Turbo 1/2 )
—*— Taxa de Codificagdo Turbo 1/3 Y

I I I | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
E, /N, [dB]

Figura 5.9: Efeito da variagao da taxa de codificagao turbo para codificador RSC-A, compri-

mento da seqiiéncia de informacao N = 10000 simbolos e quinze iteracoes, sobre a curva de

ps(e) x Ey/Ny.
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5.2.4 Analises do Desempenho do Cédigo Constituinte Utilizado em
Termos do Nimero de Estado da Trelica do Cédigo Constituin-

te

A Figura 5.10 apresenta as curvas da taxa de erro de simbolo versus E}, /Ny para o esquema
turbo que possui: codificadores RSC-A e RSC-B, comprimento da seqiiéncia de informacao,
N = 5000 simbolos, décima quinta iteracao e taxa de codificacao turbo 1/2.

As curvas referentes aos codificadores RSC-A e RSC-B, alcangam a taxa de erro de simbolo
de 107* em Ey/Ny ~ 1.98 dB e Ey/Ny ~ 0.81 dB, respectivamente. Isto é, a curva referente
ao codificador RSC-B apresenta um ganho de aproximadamente 1.17 dB em relagao a curva

referente ao codificador RSC-A para taxa de erro de simbolo de 1074

—@— Codificador RSC-A
—k— Codificador RSC-B
| |

1| | | | |
0.25 05 0.75 1 1.25 15 1.75 2
E,/ N, [dB]

Figura 5.10: Efeito da variagdo do codificador RSC para taxa de codificagao turbo 1/2; quinze
iteragoes e N = 5000 simbolos sobre a curva de ps(e) x Ej,/Np.

Portanto, a Figura 5.10 mostra que a variacao do codificador RSC' proporciona um ganho

bastante significativo da taxa Ej,/Ny. Em outras palavras, a curva referente codificadores RSC-
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B, apresenta um ganho de aproximadamente 1.17 dB em relacao a curva referente codificadores
RSC-A. Portanto, podemos considerar a escolha do codificador RSC' como sendo uma ferra-
menta muito importante do esquema turbo.

A Figura 5.11 apresenta as curvas da taxa de erro de simbolo versus Ej,/Ny para o esquema
turbo que possui: codificadores RSC' cujas trelicas possuem 4 estados, 8 estados e 16 estados,
comprimento da seqiiéncia de informacao, N = 5000 simbolos, décima quinta iteracao e taxa
de codificacao turbo 1/2.

As curvas correspondentes aos codificadores RSC' cujas trelicas possuem 4 estados, 8 estados
e 16 estados, alcancam a taxa de erro de sfmbolo de 10™* em E},/Ny ~ 1.98 dB, E,/Ny ~ 1.96 dB
e E,/Ny ~ 0.81 dB, respectivamente. Isto é, a curva referente ao codificador RSC que possui
uma trelica com 16 estados apresenta um ganho de aproximadamente 1.17 dB em relacao as
curvas referentes aos codificadores RSC' que possuem trelicas com 4 estados e 8 estados para

taxa de erro de simbolo de 107%.

- 4 Estados

—4- 8 Estados

—*— 16 Estados

10*5 I I [ I I I I
0

0.25 05 0.75 1 1.25 15 1.75 2
E, /N, [dB]

Figura 5.11: Efeito da variacao do nimero de estados da trelica para comprimento da seqiiéncia
de informacao N = 5000 simbolos, taxa de codificagdao turbo 1/2 e quinze iteragdes, sobre a
curva de ps(e) x E,/Np.
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Notemos que a curva referente ao codificador cuja trelica possui 8 estados ¢ equivalente
a curva referente ao codificador cuja trelica possui 4 estados. Observe que este fato ocorre
porque a maxima distancia euclidiana minima ao quadrado entre as palavras cédigo referentes
aos codificadores cujas trelicas possuem 4 e 8 estados sao iguais. Além disso, a trelica com 8

estados é equivalente a duas trelicas com 4 estados ver Apéndice A.

5.3 Conclusao

Neste trabalho, apresentamos uma estrutura matemadtica e estatistica suficiente para a
construcao de um esquema de codificagao e decodificacao turbo quaternario. Estudamos os
componentes do esquema de codificagao turbo (incluindo simulagées sobre os entrelagadores),
analisando a contribuicao dada por cada um deles para a construcao de um esquema de decodifi-
cagao turbo quaternario que forneca o maximo de confiabilidade sobre os simbolos decodificados.
Em seguida, fizemos a implementacao do algoritmo decodificacao obtendo como resultados as

curvas para a probabilidade de erro nas quais notamos que:

e quanto maior for o nimero de iteracoes,

quanto maior for o comprimento da seqiiéncia de informacao,

quanto maior for o nimero de estados da trelica referente ao codificador RSC com méxima

distancia euclidiana minima ao quadrado entre as palavras cédigo, e,

quanto menor for a taxa de codificacao turbo,

mais proxima a curva referente a simulacao para o esquema turbo encontra-se do limitante de

Shannon. Todavia, é importante notar que:

e Existe um determinado valor para o ntmero de iteracoes tal que, se aumentarmos este
valor, aumentamos em conseqiiéncia disto o tempo gasto na decodificacao, mas nao obte-

mos um ganho significativo entre as curvas correspondendo ao aumento dessas iteragoes.



CAPITULO 5. RESULTADOS E CONCLUSOES 65

Observando a Figura 5.1 para a taxa de erro de simbolo de 10™*, vemos que, enquanto o
ganho entre as curvas que correspondem a 1% e a 2% iteragao ¢ de ~ 1.6 dB, o ganho entre
as curvas que correspondem a 6* e a 15* iteragao ¢é apenas de 0.19 dB. Note também que
o valor a partir do qual nao teremos mais ganho significativo, se aumentarmos o nimero
de iteracoes, depende do codificador RSC, do comprimento da seqiiéncia de informacao e

da taxa de codificagao turbo;

e Existe um determinado valor para o comprimento da seqiiéncia de informagao (este valor
depende do codificador RSC, do ntmero de iteragdes e da taxa de codificagao turbo),
que, a partir deste valor, se aumentarmos o comprimento da seqiiéncia de informacao,
aumentamos em conseqiiéncia disto o tempo gasto na decodificagao, mas o ganho obtido
com esse aumento é muito pequeno. Observando a Figura 5.2 para a taxa de erro de
stmbolo de 107, temos que o ganho correspondente as curvas referentes aos comprimentos
da seqiiéncia de informacao N = 2000 simbolos e N = 500 simbolos é de 0.45 dB e o ganho
para as curvas referentes aos comprimentos da seqiiéncia de informacao N = 5000 simbolos

e N = 2000 simbolos é de 0.20 dB;

e Existe um determinado valor (16 estados) para o nimero de estados da treliga do codifi-
cador RSC, que, a partir deste valor, o tempo gasto na decodificacao é muito grande, pois
o numero de estados da trelica do codificador RSC quaternario é da ordem de 4™, onde

m ¢ o grau do polinomio da matriz geradora do codificador RSC',

e Finalmente, se baixarmos muito a taxa de codificacao turbo, ficamos com um esquema

turbo que transmite pouca informagao e muita redundancia.

Portanto, entre a faixa de valores que existe para esses parametros, devemos escolher valores
que proporcionem sempre baixa taxa de erro de bit (ou simbolo) versus baixa taxa Ej/Ny, para
um esquema turbo com baixa complexidade no algoritmo de decodificacao e que transmita o

maximo de informacao.
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Desse modo, a escolha do codificador-RSC' é um requisito importante no esquema turbo, pois
o codificador RSC-A, apesar de ser o codificador que possui maior distancia euclidiana minima
ao quadrado entre as palavras cddigo (entre os codificadores cuja treliga possui 4 estados), nao
proporciona bons resultados quando comparado com os resultados dos cédigos turbo bindarios
[15], [1] vistos na literatura. Por outro lado, o codificador RSC-B, que possui maior distancia
euclidiana minima ao quadrado entre as palavras c6digo (entre os codificadores cuja trelica pos-
sui 16 estados), proporciona desempenho semelhante ao desempenho apresentado pelos c6digos
turbo binarios.

Em outras palavras, a curva mostrada no esquema turbo quaternario da Figura 5.12 atinge a
taxa de erro de bit de 10~* em E}/Ny ~ 1.43 dB para o comprimento da seqiiéncia de informagao
N = 1000 bits e 15 iteragoes, enquanto que, para o mesmo comprimento da seqiiéncia de
informacao e o mesmo numero de iteragoes , a curva apresentada para o esquema binario atinge
a taxa de erro de bit de 107* em E},/Ny ~ 1.44 dB (ver Figura 5.13 ou [15]). E, finalmente,
para N = 40000 bits (valor maximo para o qual conseguimos realizar as simulagdes referentes
ao codificador RSC-B), a curva mostrada no esquema turbo quaternério da Figura 5.12 atinge
a taxa de erro de bit de 107* em Ej,/Ny ~ 0.71 dB com 15 iteragoes, taxa de codificacao turbo
1/2 e um entrelagador melhor do que o entrelagador utilizado por C. Berrou [1]. Portanto,
estamos a uma distancia de ~ 0.06 dB do valor encontrado para o esquema turbo binario (ver
Figura 5.14 ou [1]) cujo resultado é o seguinte: para o comprimento da seqiiéncia de informagao
N = 65536 bits, taxa de codificagdo turbo 1/2; a curva apresentada para o esquema bindrio
atinge a taxa de erro de bit de 107* em Ej,/Ny ~ 0.65 dB.

Logo, como o esquema turbo quaternério (com a modulacao 4-PSK) ocupa a metade da
largura de faixa (banda) utilizada no esquema turbo binario (com modulagao 2-PSK), ou seja,
para a mesma largura de faixa, o esquema turbo quaternario pode fornecer o dobro da quanti-
dade de informacao fornecida no esquema turbo binario, podemos concluir que o uso do esquema
turbo quaternario em um sistema de comunicagao que possua largura de faixa limitada sera mais

vantajoso que o esquema turbo bindrio.
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Finalmente, como o algoritmo de decodificacao turbo quaternario é computacionalmente
mais complexo que o algoritmo utilizado no caso binario, torna-se inadequada a utilizagao do
algoritmo turbo quaternario na realizacao das simulagoes para um comprimento da seqiiencia
de informagao N > 20000 simbolos. Portanto, sugerimos os trabalhos futuros: o algoritmo
de decodificagao “MAX-LOG-MAP”e o algoritmo de decodificagao “LOG-MAP” que tem uma
complexidade bem menor; Além destes, temos o “Algoritmo de Busca Reduzida”, que baseia-se
no fato de que: a partir de um certo valor para a taxa FE,/Ny, podemos diminuir o nimero de
iteragoes utilizado na taxa Ej /Ny seguinte sem ter perdas significativas no ganho, reduzindo-se
assim a complexidade do algoritmo. Estima-se que com estas modificagoes no algoritmo pode-
remos utilizar comprimentos das sequiencias da informacao maiores para uma complexidade do

algoritmo menor.

Taxa de Erro de Bit

=1000 Bits
= 40000 Bits
I

| o N
—— N

0 0.25 05 06 0.75 1 1.25 15
E, /N, [dB]

Figura 5.12: Efeito do codificador RSC-B cuja trelica possui 16 estados, comprimento da
seqiiéncia de informagao N = 40000 bits, taxa de codificagdo turbo 1/2 e quinze iteragoes,
sobre a curva de py(e) x E,/Np.
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(31.33) Turbo Code Comparison

10 T T T T

o= 1000
r= 142 {(even panty punctured}

15 iterations

Eb/No

Figura 5.13: Efeito do codificador turbo binario cuja trelica possui 16 estados, comprimento da
seqiiéncia de informagao N = 1000 bits, taxa de codificagao turbo 1/2, quinze iteragoes, sobre
a curva de py(e) X Ey/Ny [15].
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Figura 5.14: Efeito da variacao do ntumero de iteracoes para comprimento da seqiiéncia de
informacdo N = 65536 bits, taxa de codificagdo turbo 1/2 e codificador turbo binario cuja
treliga possui 16 estados, sobre a curva de py(e) X Ep,/Ny [1].



Apeéendice A

Aspectos Relacionados aos

Codificadores

A.1 Trelica com 4 Estados

24D
O codificador RSC, com matriz geradora g(D) = [1 +

m] , possui uma trelica com 4

estados cujos elementos sao descritos na Tabela A.1.

A Tabela A.1, que esta dividida em duas partes, contém os elementos da trelica nos dois
sentidos. Ou seja, a primeira parte da Tabela A.1 contém os elementos da trelica posterior?,
que pode ser observado da seguinte maneira: Considerando que a trelica encontra-se no Estado
Presente (EP € {0, 1, 2, 3}), qual o Préximo Estado (PE € {0, 1, 2, 3}) a ser alcangado
pela transicdo, e, qual a Préxima Saida (PS € {00, 01, 02, 03, ... , 32, 33}) associada a esta
transicao, dado que o simbolo 6 € {0, 1, 2, 3} foi recebido.

A segunda parte da Tabela A.1 contém os elementos da trelica anterior?, descrita conforme
a seguir.

Considerando que a trelica encontra-se no Estado Presente (EP € {0, 1, 2, 3}), qual o

Estado Anterior (EA € {0, 1, 2, 3}) do qual ocorreu a transi¢ao para o Estado Presente, e,

ITrelica que fornece o Préximo Estado e a Préxima Saida a partir do Estado Presente e do simbolo recebido.
2Trelica que fornece o Estado Anterior e a Saida Anterior a partir do Estado Presente e do simbolo recebido.

70
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qual a Saida Anterior (SA € {00, 01, 02, 03, ... , 32, 33}) associada a esta transi¢ao, dado

que o simbolo 6 € {0, 1, 2, 3} foi recebido.

f=0 =1 | #=2 | 6=3

EP| PE|PS| PE[PS| PE[ PS| PE[ PS
0 JO0Jo0o[ T [12] 2 [20] 3 [32
1| 3030 11|t [23] 2 [31
2 2 (02 310 0 [22] 1 |30
3 1 (o1 2 133 [20] 033

=0 | 6=1 | 6=2 | 6=
EP|[EA[SA||EA|SA| EA|SA | EA|SA

0 0 | 00 1 |11 2 | 22 3 | 33
1 3 | 01 0 | 12 1 |23 2 130
2 2 | 02 3 | 13 0 | 20 1 |31
3 1 103 2 |10 3 | 21 0 | 32

EP = Estado Presente
PE = Proximo Estado
PS = Préxzima Saida
EA = Estado Anterior
SA = Saida Anterior

Tabela A.1: Trelica posterior e anterior com 4 esta-
dos.

A.2 Trelica com 16 Estados

2+ D +2D?
1+ D+ 3D?
posterior com 16 estados, mostrada na Tabela A.2, e descrita da seguinte maneira: Considerando

O codificador RSC, com matriz geradora g(D) = {1 ], possui uma trelica

que a trelica encontra-se no Estado Presente EP € {00, 01, 02, 03, ... , 32, 33}, qual o
Préximo Estado PE € {00, 01, 02, 03, ... , 32, 33} a ser alcangado pela transicao, e qual
a Proxima Saida PS € {00, 01, 02, 03, ... , 32, 33} associada a esta transi¢ao, dado que o

simbolo 6 € {0, 1, 2, 3} foi recebido.
De maneira similar, apresentamos agora a trelica anterior mostrada na Tabela A.3. Isto é,
considerando que a treliga encontra-se no Estado Presente EP € {00, 01, 02, 03, ... , 32, 33},

qual o Estado anterior EA € {00, 01, 02, 03, ... , 32, 33} do qual ocorreu a transigao para o
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=0 | 6=1 | =2 | 6=3

EP | PE[PS| PE[PS| PE| PS| PE]|PS
00 ][00 [00 [ 10 [ 12 [ 20 [ 20 [[ 30 | 32
01 [[30 |00 |[ 00 [ 12 ]| 10 [ 20 || 20 | 32
02 |20 [ 00 |[30 [ 12 [ 00 [ 20 | 10 | 32
03 [[10 [ 00 |[ 20 [ 127 30 | 20 |[ 00 | 32
10 || 11 [03 ][ 21 [ 11 [ 31 |23 01 |31
11 |01 [03 ] 11 [11 |21 |23 3131
12 | 31 [ 03] 01 |11 | 11 |23 | 21 |31
13|21 [03 ][ 31 [11 | 01 |23 11 |31
20 22 [02 ([ 3210 02 [22 ] 12|30
21 12 [02 [ 22 [ 10 | 32 [22 | 02 | 30
22 02 [02 ][ 12 [ 10| 22 [22 ] 32 | 30
23 32 [02 ][ 02 [ 10| 12 [22 ] 22 [ 30
30 [[33 [ 0L [ 03[ 13 13|21 2333
31 |23 [ 01 [[33 [13] 03 [21 | 1333
32 |13 [ 01 [[23 [ 13|33 [21 || 03 |33
33 [[03 |01 [ 13[13] 23|21 3333

EP = Estado Presente
PE = Proximo Estado
PS = Proxima Saida

Tabela A.2: Trelica posterior com 16 estados.

Estado Presente, e qual a Saida Anterior SA € {00, 01, 02, 03, ... , 32, 33} associada a esta

transigao, dado que o simbolo 6 € {0, 1, 2, 3} foi recebido.

A.3 Trelica com 8 Estados

2+ D+ D?
Analisando o codificador RSC' com matriz geradora g(D) = [ rU

1+ D +3D?
grama ¢ descrito na Figura 2.2, verificamos que fazendo-se a multiplicagao por 2 moédulo 4, do

], cujo dia-

valor que entra no segundo elemento de memoria, o codificador resultante encontrado possui
uma trelica que contém apenas 8 estados. Ou seja, a trelica posterior correspondente ao codi-
ficador proposto contém apenas os 8 estados: 00 02 10 12 20 22 30 32 e é mostrada na

Tabela A 4.

Com base na Tabela A.4 verifica-se que esta trelica posterior com 8 estados, é equivalente a
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=0 =1 =2 =3

EP| EA[SA| EA[SA | BA[SA | BA|SA
00 | 00 | 00 || O1 | 12 | 02 | 20 || 03 | 32
01 11 1 03 || 12 | 11 13 ] 23 || 10 | 31
02 || 22 | 02 ] 23 | 10 || 20 | 22 || 21 | 30
03 (| 33 | 01| 30 | 13 || 31 | 21 || 32 | 33
10 || 03 | 00 || 00 | 12 || O1 | 20 || 02 | 32
11 10 | 03 || 11 | 11 12 ] 23 || 13 | 31
12 ) 21 | 02 || 22 | 10 || 23 | 22 || 20 | 30
13 | 32 | 01 || 33 | 13 | 30 | 21 || 31 | 33
20 )0 02 | 00 || O3 | 12 || 00 | 20 || 01 | 32
21 (| 13 | 03 || 10 | 11 || 11 | 23 || 12 | 31
22 | 20 | 02 || 21 | 10 || 22 | 22 | 23 | 30
23 || 31 | 01 || 32 | 13 || 33 | 21 | 30 | 33
30 | 01 | 00 || 02 | 12 | 03 | 20 || 00 | 32
31 12 1 03 || 13 | 11 10 | 23 || 11 | 31
32 | 23 | 02 || 20 | 10 || 21 | 22 | 22 | 30
33| 30 | 01 || 31 | 13 || 32 | 21 || 33 | 33

EP = Estado Presente
FA = Estado Anterior
SA = Saida Anterior

Tabela A.3: Trelica anterior com 16 estados.

duas trelicas com 4 estados. Isto é, as linhas correspondentes aos Estados Presentes 00 02 10
12 sao iguais as linhas correspondentes aos Estados Presentes 22 20 32 30, respectivamente.

A Tabela A.5, que descreve a trelica anterior para o codificador RSC' cuja trelica contém
apenas 8 estados, também apresenta caracteristicas semelhantes as da Tabela A.4.

Portanto, este codificador cujas trelicas (posterior e anterior) possuem apenas 8 estados
(ver Tabelas A.4 e A.5), tem desempenho equivalente ao codificador referente a Tabela A.1
cuja trelica possui 4 estados (ver Figura 5.11). Pois a maxima distancia euclidiana minima ao
quadrado entre as palavras codigo referentes a trelica com 8 estados ¢é igual a maxima distancia

euclidiana minima ao quadrado entre as palavras cédigo referentes a trelica com 4 estados.
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0= 0= 0= f=3
EP | PE[PS| PE[ PS| PE| PS| PE]| PS
00 ][00 [00 [ 10 [ 12 [ 20 [ 20 [[ 30 | 32
02 [[20 [02 30 [ 10 [ 00 | 22 [ 10 | 30
10 [ 12 [03 ][22 |11 32230231
12 [ 32 [01 02 [13] 12|21 |22 33
20 [[20 [ 02 [ 30 [ 10 [ 00 | 22 |[ 10 | 30
22 [[ 00 [ 00 |[ 10 [ 12 20 | 20 |[ 30 | 32
30 [[32 0L 03[ 13 12|21 2233
32 12 [03 ][22 [ 11| 32 [23 ]| 02 | 31

EP = Estado Presente
PE = Proximo Estado
PS = Proxima Saida

Tabela A.4: Treliga posterior com 8 estados.

=0 | 6=1 | 6=2 | 6=3
EP|[EA[SA| EA|SA | EA[SA| EA|SA
00 | 00 [ 00 02 [ 22
22 | 00 20 | 22
02 12 |13 10 | 31
30 | 13 32 | 31
10 00 | 12 02 | 30
22 | 12 20 | 30
12 [ 10 [ 03 12 | 21
32 | 03 30 | 21
20 | 02 | 02 00 [ 20
20 | 02 22 | 20
22 10 | 11 12 | 33
32 | 11 30 | 33
30 02 | 10 00 | 32
20 | 10 22 | 32
32 | 12 | 01 10 | 23
30 | 01 32 | 23

EP = Estado Presente
EA = Estado Anterior
SA = Saida Anterior

Tabela A.5: Trelica anterior com 16 estados.
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