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Resumo

A teoria dos grafos é comumente utilizada na area da engenharia para resolver
problemas que podem ser representados na forma de redes. Dentre diversos problemas abor-
dados, o problema de fluxo multiproduto é um dos que também podem ser modelados por
grafos.

Este trabalho apresenta uma proposta de solug¢ao para o problema de fluxo multi-
produto fuzzy. O problema foi modelado através de um grafo, cujos nds representam pontos
de oferta e demanda de produtos, os quais trafegam pelos arcos da rede. O algoritmo pro-
posto visa encontrar solugoes factiveis e boas para o problema de fluxo multiproduto fuzzy
em redes com incertezas nos custos e capacidades, contendo multiplas origens e multiplos
destinos. As incertezas sao modeladas por meio da teoria dos conjuntos fuzzy, que tem sido

aplicada com sucesso em problemas com incertezas.

Palavras-chave: Fluxo Multiproduto Fuzzy, Numeros Fuzzy, Programacao Matema-

tica Fuzzy, Teoria de Grafos.
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Abstract

The graph theory is commonly used in the area of engineering to solve problems
that can be represented in the form of nets. Among several problems, the multicommodity
flow problem is one that can be modeled by graphs.

This work presents an approach for solving the fuzzy multicommodity flow pro-
blem. The problem was modeled through a graph whose nodes represent points of supply
and demand of commodities, which pass through arcs of the network. Our algorithm aims to
find a set of good feasible solutions for the fuzzy multicommodity flow problem in networks
with uncertainties in the costs and capacities, containing multiple origins and multiple des-
tinations. The uncertainties are modeled by means of the fuzzy sets theory, which has been

successfully applied to problems with uncertainties.

Keywords: Fuzzy Multicommodity Flow. Fuzzy Numbers. Fuzzy Mathematical
Programming. Graph Theory.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria dos grafos é comumente utilizada para resolver problemas que podem ser
representados na forma de redes [1, 2]. Ela fornece uma modelagem intuitiva de um problema,
facilitando a implementagao de algoritmos que auxiliam na obtencao da sua solugao [1].

Acredita-se que a teoria dos grafos foi introduzida em 1736, quando Eiiler propos
uma solugao para o problema das Pontes de Koenisberg, apresentando uma condigao necessaria
para percorrer um grafo sem repetir arcos e retornar ao ponto inicial. Entretanto, foi na se-
gunda metade do século X X, que essa teoria teve um enorme crescimento, com intimeros
problemas e metodologias sendo propostos [1, 2].

Atualmente, problemas bem conhecidos como caminho minimo, fluxo de custo
minimo, alocagao, entre outros sao muito estudados utilizando esta teoria. Nas obras de
Gondran e Minoux [13], Goldbarg e Luna [12], Ahuja, Magnanti e Orlin [1], Bazaraa, Jarvis
e Sherali [2] tais problemas s@o encontrados, bem como os vérios algoritmos existentes para
resolve-los.

Geralmente, problemas reais tém associado véarios parametros que sao incertos,
tais como: capacidade, custo e demanda. Ao trabalhar com parametros incertos, uma in-
formacao deixa de ser representada por um tnico valor e passa a ser representada por um

conjunto. Assim, o uso da teoria dos conjuntos classica torna-se inviavel devido a sua ine-



ficiéncia no tratamento de informacoes incertas. No entanto, essas incertezas podem ser
estudadas e modeladas de forma mais robusta utilizando a teoria dos conjuntos fuzzy.

A introducao a teoria dos conjuntos fuzzy foi proposta pelo mateméatico Lotfi A.
Zadeh em 1965 [37]. Este foi o primeiro passo no sentido de se programar e armazenar
conceitos vagos em computadores, tornando possivel fazer cdlculos com informagoes incertas,
a exemplo do que faz o ser humano. Porém foi somente nas duas ultimas décadas que
houve uma intensificacao nos estudos desta area, onde extensoes das teorias que envolvem
programacao linear, nao linear, mista e inteira foram abordadas neste ambiente impreciso.

O tratamento de incertezas em problemas de grafos e as principais defini¢oes de
grafos fuzzy foram propostos por Rosenfeld em 1975 [29], marco inicial da teoria dos grafos
fuzzy. Em contraste aos inimeros trabalhos existentes utilizando a teoria de grafos classica,
o estudo dos grafos fuzzy ainda estd na sua fase inicial, tanto na teoria quanto na pratica.
Isto se deve ao fato da teoria de grafos e os problemas associados a mesma serem extensos.
Outro motivo se deve as diferentes abordagens que um problema de grafos fuzzy pode ter,
pois os niveis de incerteza podem estar associados tanto na estrutura (nés e/ou arcos) quanto
nos parametros (custo, capacidade, demanda) [33].

Quanto as solugoes de problemas de grafos fuzzy, estas podem ser tinicas ou um
conjunto.

Segundo [1], grande parte dos problemas de grafos se mostram computacional-
mente intrataveis, ou seja, apresentam complexidade muito alta, do tipo NP - completos, o
que os torna de dificil resolugao.

Considerando o vasto campo de aplicacoes da teria de grafos fuzzy e o estudo
inicial desta teoria e de suas aplicagoes, neste trabalho é estudado o problema de fluxo
multiproduto fuzzy e é proposto um algoritmo para resolve-lo.

Os trabalhos iniciais que tratam o problema de fluxo multiproduto foram propos-
tos por Ford e Fulkerson [9] e Hu [15], no inicio dos anos 60. J& para o problema de fluxo

multiproduto fuzzy sao encontrados, na literatura, poucos trabalhos. Dentre eles, podemos



citar o de Ghatee e Hashemi [11] no qual os autores propdem dois algoritmos para o pro-
blema de fluxo multiproduto fuzzy. O primeiro algoritmo utiliza caminhos minimos fuzzy e
k-caminhos para gerar os caminhos e encontrar o fluxo resolvendo um problema de fluxo de
custo minimo multiproduto classico. No segundo algoritmo, a oferta e demanda sao fuzzy e é
empregado uma ordem total em ntimeros trapezoidais fuzzy para reduzir o problema de fluxo
multiproduto fuzzy em quatro problemas de fluxo multiproduto cldssicos. Um outro trabalho
é o de Mendes [22], onde é resolvido um problema de transporte ferroviario multifluxo, sujeito
a restrigoes de trecho, frota, balanceamento, associado a ida e a redistribuicao dos vagoes
descarregados. O algoritmo proposto por Mendes é baseado em conceitos de p-caminhos
para tratar as incertezas nos custos, e as incertezas das capacidades sao tratadas fazendo
um mapeamento dos valores de pertinéncia dos arcos em relagao ao limitante superior, para
conceitos de p-caminhos.

No trabalho de Hernandes [14] sdo propostos algoritmos para problemas conheci-
dos na teoria de grafos, porém pouco estudados quando hé incerteza associada (caminho
minimo em grafos com estrutura crisp (conhecida) e pardmetros fuzzy) e também algoritmos
mais abrangentes para problemas de fluxo monoproduto de custo minimo com capacidades

e custos fuzzy.

Objetivos

Neste trabalho é feito um estudo dos algoritmos propostos por Hernandes para
os problemas de caminho minimo fuzzy e fluxo monoproduto de custo minimo fuzzy, e a
partir desse estudo, é proposto um algoritmo para o problema de fluxo multiproduto de
custo minimo fuzzy. O objetivo deste algoritmo é encontrar solugoes factiveis e boas para o
problema de fluxo multiproduto fuzzy em redes com custos e capacidades incertas contendo

multiplas origens e multiplos destinos.



Organizacao do trabalho

Este trabalho estd organizado da seguinte forma:
e No Capitulo 2 sao apresentados os conceitos basicos da teoria de conjuntos fuzzy;

e No Capitulo 3 sao apresentados os algoritmos de caminhos minimos fuzzy e algoritmos
de fluxo em redes fuzzy. Neste capitulo é feita uma revisao bibliografica dos trabalhos

ja existentes na literatura;

e No Capitulo 4 o problema de fluxo multiproduto fuzzy é conceituado, é apresentada

sua formulacao matematica e é proposto um algoritmo para resolvé-lo;

e No Capitulo 5 sao apresentados os resultados e analises dos testes computacionais rea-

lizados;

e No Capitulo 6 sao feitas as consideracoes finais deste trabalho e algumas propostas

para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Conceitos da Teoria dos Conjuntos

Fuzzy

A teoria dos conjuntos fuzzy foi introduzida em 1965 pelo matematico Lotfi A.
Zadeh [37] com intuito de tratar matematicamente termos lingiiisticos, como “em torno de”,
“aproximadamente”, entre outros. A teoria fuzzy consegue manipular e operar quantidades
exatas e inexatas (quantificadores através de valores lingiiisticos).

Neste capitulo sao introduzidos os conceitos basicos da teoria dos conjuntos fuzzy.
As obras de Dubois e Prade [8] e Pedrycz e Gomide [28] podem ajudar no aprofundamento

dos estudos desta teoria.

2.1 Conjuntos fuzzy

Conjunto é uma maneira de organizar, resumir e generalizar o conhecimento sobre
objetos. Assim, trabalha-se com uma dicotomia sobre um objeto pertencer ou nao a um
conjunto. Esta dicotomia pode ser representada matematicamente por uma funcao caracte-

ristica:



2.1. CONJUNTOS FUZZY

1, z€ A
fa(z) = (2.1)
0, ¢ A

Um conjunto fuzzy A em X é definido por uma funcao de pertinéncia 4 que
associa cada ponto de X a um ntmero real no intervalo [0, 1], com o valor de 4 em z
representando o grau de pertinéncia de x em A. Assim, quanto mais proximo o valor de
fa(z) estiver da unidade, maior o grau de pertinéncia de = em A.

Quando houver a necessidade de diferenciar entre conjuntos classicos e conjuntos
fuzzy, o conjunto com fungado caracteristica com dois valores (0 ou 1), serd chamado de

conjunto cléssico (ordinério ou crisp) ou simplesmente conjunto.

Definigao 2.1.1. Seja X o conjunto universo. Um conjunto fuzzy A € normal se e somente

se 3 x € X tal que pa(z) = 1.

Caso nao exista um valor x tal que o valor supremo (altura) da funcdo de per-

tinéncia seja igual a um (sup(pa(z)) # 1,Vx € A), entdo A é um conjunto subnormal.
Definicao 2.1.2. O a-corte de um conjunto fuzzy A € definido por:
Ao = {2 | pa(z) = o}
Definicao 2.1.3. O suporte de um conjunto fuzzy A € definido por:
supp(A) = {z € X | pa(x) > 0}

ou seja, o suporte € formado pelos elementos que possuem graus de pertinéncia nao-nulos.
Definigao 2.1.4. Um conjunto fuzzy A € convexo se sua func¢do de pertinéncia € tal que:

palAzt 4+ (1 — N)zo] > minfpa (1), pa(z2)]
para quaisquer x1,T9 € X e A € [0,1].
Definigao 2.1.5. O nicleo de um conjunto fuzzy A € definido por:

nucleo(A) = {z € X | pa(z) =1}



2.1. CONJUNTOS FUZZY

2.1.1 Operacgoes sobre conjuntos fuzzy

As operacoes basicas realizadas em conjuntos classicos também sao definidas para
conjuntos fuzzy. Com base nisso, Zadeh [37] definiu, a partir da fun¢ao de pertinéncia tais

operacoes bésicas.

Definicao 2.1.6. A uniao de dois conjuntos fuzzy A e B € definida por:

pavp(x) = max{pa(z), pp(@)} = pa(z) V pp(z)

Definicao 2.1.7. A interseccao de dois conjuntos fuzzy A e B € definida por:

prans(z) = min{pa(z), pp(z)} = pa(x) A pp(z)

Definigao 2.1.8. O complemento de um conjunto fuzzy A € definido por:

pa(r) =1— pa(z)

A intersecgao e a uniao podem ser identificadas pela conjuncao (E) e pela disjungao

(OU), assim, estas operagdes podem ser representadas pelos operadores A e V [28].

2.1.2 Relacgoes sobre conjuntos fuzzy

Seja. X um conjunto. Um subconjunto fuzzy S de X possui uma funcao
o : 8 — [0,1] que associa elementos x € S a um grau de pertinéncia, 0 < ¢ < 1. Simi-
larmente, uma relagao fuzzy sobre X é um subconjunto fuzzy de X x X, que possui uma
funcao p : S x X — [0, 1] que associa cada par ordenado de elementos (z,y) a um grau de
pertinéncia 0 < p(z,y) < 1. Nos casos em que ¢ e p podem assumir valores 0 e 1, eles se
tornam funcgoes caracteristicas de um subconjunto ordindrio de X e uma relagao ordinaria
sobre X, respectivamente.

Se T'C X é um subconjunto de X e R C X x X é uma relacao sobre X, entao R

¢ uma relagao sobre T desde que (z,y) € R implique que x € T ey € T, Vz,y. Sejam T e p



2.2. NUMEROS FUZZY

funcoes caracteristicas. Entao esta condi¢ao pode ser definida como:
R(z,y)=1=T(x)=T(y)=1 Vz,ye X
Pode-se associar estas condigoes as fungoes de pertinéncia:
ple,y) <7(x)A7(y) Vo,yes

onde A significa infimo.
Para o caso geral, onde S é um subconjunto fuzzy de X e ¢ sua fungao de per-
tinéncia, sendo R uma relagao fuzzy sobre X, diz-se que R é uma relagao fuzzy sobre S

se:

R(z,y) < S(x) ANS(y) Yo,y €S

Em outras palavras, para R ser uma relacao fuzzy sobre S, é necessario que o
grau de pertinéncia de um par de elementos nunca exceda o grau de pertinéncia dos préprios
elementos. Por exemplo, se os nés de um grafo forem os elementos e os arcos forem os pares,

é necessario que a pertinéncia de um arco nunca exceda as pertinéncias de seus nos.

2.2 Numeros fuzzy

Definicao 2.2.1. Um numero triangular fuzzy é um conjunto fuzzy convexo e normal cuja
funcao de pertinéncia € representada por uma fun¢dao continua, onde um unico elemento

possui grau de pertinéncia igual a um (ua(x) =1 para exatamente um tinico x € X ).

Definigao 2.2.2. Um ndmero fuzzy denotado por a = (m,a,[3), € definido pela sequinte

fungao de pertinéncia:



2.2. NUMEROS FUZZY

0, r<m-—u«
xf(’zfa), m—a<zx<m
pa(z) = 1, r=m (2.2)
(m+§)_x, m<z<m-+
0, xr>m+

A este nimero da-se o nome de numero triangular fuzzy, onde m : valor modal,

« : espalhamento a esquerda, (3 : espalhamento a direita.

X

0 m-« m m+/3

Figura 2.1: Exemplo de uma funcao de pertinéncia triangular

Os valores (m — «) e (m + ) sdo chamados de limitante inferior e superior,

respectivamente.

Defini¢ao 2.2.3. Um nimero trapezoidal fuzzy denotado por a = (mq, mag, a, 3) possui sua

fungao de pertinéncia ug(x), definida por:



2.2. NUMEROS FUZZY

0, r< m;—«

my—a<z<m

pa(r) = 1, m; <z < my (2.3)
(m%;ﬁ)_m, me < x < mo+ 3

07 z 2 ma + ﬁ
onde my : extremo inferior do wvalor modal, ms : extremo superior do valor modal, o :

espalhamento a esquerda, (3 : espalhamento a direita.

()

: : X
O0lmi—a mu ma mo + 3

Figura 2.2: Exemplo de uma funcao de pertinéncia trapezoidal

Definigao 2.2.4. Sejam a = (mq, a1, 31) e b= (ma, g, B2) dois nimeros triangulares fuzzy,

entao a soma fuzzy € dada por:
a®b=(my+my ar+as, B+ )
A soma de numeros trapezoidais fuzzy ocorre de maneira similar.
Definigao 2.2.5. Valor modal é o valor x € [m—a, m+ ] para o qual a funcao de pertinéncia
tem valor mdzimo, ou seja, 1.

10



2.3. TEORIA DE POSSIBILIDADE

2.3 Teoria de possibilidade

Seja G = (N, A) um grafo com custo ¢ = {cl-j} associado aos seus arcos. Sejam
dois subgrafos T* e T2, T # T?. O grau de possibilidade de T2 ter custo menor que 1" é
dado por [26]:

W = Poss Z Gij < Z Cij —supmm{uTl( ), iz ()} (2.4)

(i,)€T? (i,5)€T?

onde:
e Poss: medida de Possibilidade;

o uri(x) e pr2(x) sao as fungoes de pertinéncia dos custos totais dos subgrafos 7" e T2,

respectivamente;

e sup min : o valor supremo do minimo (intersecgao), ou seja, o maior grau de pertinéncia

que pode ser obtido do conjunto resultante da interseccao das funcoes de pertinéncia
pri(z) e prz(x).

Esta equacao também é estudada por Dubois e Prade [§].

Para encontrar uma solucao fuzzy utilizando a teoria de possibilidade, é preciso
encontrar todas as solugoes que possuem algum grau de possibilidade de ser a solucao étima
e comparar estas solugdes para obter o grau de possibilidade de cada uma [26]. O grau de

possibilidade de T ser a solucao 6tima é dado por:

Dy = min | Poss Z G < Z Gy (2.5)

Tker
(i.5)eT (i,§)eT*
onde 7 é o conjunto de todas as solugoes.

O grau de possibilidade do arco (i, j) pertencer a solugao 6tima é dado por [26]:

D;; = max {Dp} (2.6)

T*|(i,5)€ T*

11



2.3. TEORIA DE POSSIBILIDADE

Isso torna o problema de dificil resolucao pois, além de ter que enumerar todas as

solugoes, a comparacao entre elas torna o problema /N P-completo.

2.3.1 Relagoes de Ordem e Grafos Fuzzy

Na proxima secao serda abordado o problema de caminho minimo fuzzy, onde é
necessaria a comparacao entre numeros fuzzy, que é feita utilizando as relagoes de ordem

descritas a seguir.

1. Relagao de Okada e Soper [27]

O algoritmo de Okada e Soper tem como finalidade encontrar os caminhos nao domi-
nados, isto é, Pareto-6timos de uma rede. Nesse algoritmo utilizou-se niimeros trian-

gulares fuzzy e foi determinado o seguinte critério de dominancia fuzzy:

Defini¢ao 2.3.1. Sejam a = (mq, a1, 31) e b= (ma, g, Ba) dois nimeros triangulares
fuzzy, entdao a < b (@ domina ZN)) se e somente se my < mgy, (M —ay) < (my — an),

(m1 4 B1) < (mg+ Ba) e a #b.

2. Primeiro indice de Yager [34, 35, 36]

Este indice é chamado de centréide e é definido por:

1
@) = Jo cdada

=70,
fo ando
3. Indice de Liou e Wang [21]

Em [21] foi proposto um método de defuzzificacdo que trabalha com as dreas de es-
palhamento dos ntimeros triangulares fuzzy (espalhamento a direita e espalhamento a

esquerda). O indice proposto é definido a seguir.

12



2.3. TEORIA DE POSSIBILIDADE

Definigao 2.3.2. Dado um numero fuzzy a = (m,«,3), o indice de Liou e Wang é
dado por:
LW*@) = ASp(a) + (1 — \)Sg(a)

onde:

e Sp € a drea do espalhamento a direita;
e Sg € a drea do espalhamento a esquerda;

e \ € [0,1] € o grau que reflete o otimismo e o pessimismo do decisor.

4. Indice de Garcia e Lamata [10]

Garcia e Lamata propuseram um indice que, além de trabalhar com o grau de otimismo,

semelhante ao indice de Liou e Wang, inclui um grau de modalidade do usuario.
I(a) = (1 —0)[ASp(a) + (1 — N\)Sg(a)] + om
onde:

e Sp e Sg estao definidos em Liou e Wang [21];

e 5, A €0, 1] sdo os graus de modalidade e otimismo do decisor, respectivamente.

5. Indice de aceitabilidade de Nayeem e Pal [23]

Este indice é definido para nimeros triangulares fuzzy, sendo uma extensao do indice
proposto por Sengupta e Pal [30] para nidmeros intervalares. Tal indice é definido a

seguir.

Definicao 2.3.3. Dados dois nimeros triangulares fuzzy a = (my,oq,031) e
b= (ma, g, Ba), @ domina l~), se e somente se:

A(d<5):%21

13



2.3. TEORIA DE POSSIBILIDADE
Se 0 < A(@ < b) < 1 entdo @ domina b parcialmente.
6. Possibilidade de Dubois e Prade [8]

O indice de possibilidade de Dubois e Prade é definido por:

Definicao 2.3.4. Dados dois niumeros triangulares fuzzy, a = (mq,a1,01) e

b= (ma, g, Ba), @ domina b, se e somente se:
Poss(a < b) > Poss(b < a)

Vale lembrar que a medida de possibilidade de Dubois e Prade estd definida com mais

detalhes na secao 2.3.

Analisando as relagoes de ordem citadas anteriormente, observamos que:

Se o usuario desejar um conjunto de solugao de caminhos nao dominados e nao somente
um caminho, é interessante utilizar a relacao de ordem de Okada e Soper descrita na

definicao 1.

Caso esteja interessado em trabalhar com indice de defuzzificagao que utilize o valor

médio (centrdide), deverd utilizar o primeiro indice de Yager descrito na definigao 2.

Se estiver interessado em trabalhar com indices de defuzzificacao que utilizam os es-
palhamentos a esquerda ou direita, abordando otimismo ou pessimismo, é interessante

utilizar o indice de Liou e Wang descrito na defini¢ao 3.

Caso o interesse seja em indices que utilizam a modalidade, abordando otimismo ou

pessimismo, é interessante utilizar o indice de Garcia e Lamata descrito na definicao 4.

Se o interesse estiver no valor modal, recomenda-se o indice de Nayeem e Pal descrito

na definicao 5.

Caso deseja trabalhar com medida de possibilidade, utiliza-se a de Dubois e Prade

descrita na definic¢ao 6.

14
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2.3.2 Grafos Fuzzy

Um grafo fuzzy G = (o, 1) é um par de fungoes o : S — [0,1] e p: S xS — [0, 1],
onde para todo x,y € S temos pu(x,y) < o(z) A o(y).
Um grafo fuzzy H = (7,v) é um subgrafo fuzzy de G se:

7(z) < o(x)Vres

v(z,y) < p(e,y) Va,y €S

Neste trabalho nao trataremos esse tipo de problema.

15



Capitulo 3

Problemas de fluxo em redes fuzzy

Neste capitulo apresentaremos o problema de caminho minimo fuzzy e o problema

de fluxo monoproduto de custo minimo fuzzy.

3.1 Problema de Caminhos Minimos Fuzzy

Seja G = (N, A) um grafo direcionado, onde N é o conjunto de nés e A é o
conjunto de arcos. Um caminho entre dois ndés é uma sequéncia alternada de nés e arcos
tendo como pontos iniciais e finais um né. Assim, o custo de um caminho é a soma dos
custos dos arcos pertencentes a este caminho. Geralmente existe mais de um caminho entre
dois nos especificos, entao o problema de caminhos minimos consiste em encontrar o caminho
com menor custo dentre todos os possiveis [14].

Este problema é um dos mais importantes e mais estudados na teoria de grafos,
pois aparece em diversas aplicacoes, tais como: transporte, telecomunicacoes, etc.

O problema de caminhos minimos fuzzy é de alta complexidade computacional,
uma vez que os custos finais dos caminhos sao ntimeros fuzzy, o que torna dificil a comparacao
entre os mesmos, e as vezes ¢ impossivel determinar o menor caminho. Embora este assunto

tenha um enorme campo de aplicagoes, o estudo considerando incertezas ainda encontra-se

16
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na fase inicial.

3.1.1 Revisao bibliografica

Em problemas com a estrutura e parametros bem definidos (crisp), existem al-
goritmos que encontram o caminho de menor custo (ou comprimento) de forma eficiente
[1]. Contudo, é comum encontrarmos problemas onde os parametros e/ou a prépria estru-
tura possuem incertezas. Por exemplo, em um roteiro de viagem, o tempo de translado de
uma cidade (né) i a uma cidade j pode ser considerado um parametro sujeito a incertezas,
tais como: congestionamento, condicoes da rodovia, condigoes climaticas etc. Portanto, um

problema pode ter diferentes niveis de incerteza:

e Problemas onde a estrutura do grafo é bem definida (grafo crisp) e os parametros as-
sociados possuem incertezas. Estas incertezas podem estar associadas a parametros

tais como: custo, capacidade e tempo. Esses parametros sao modelados como niimeros

fuzzy;

e Problemas envolvendo um conjunto finito de itens cuja estrutura associada nao é clara

e é modelada como um conjunto de nés e arcos fuzzy, ou seja, grafo fuzzy.

O primeiro caso é o mais estudado, existindo assim, uma literatura significativa sobre o
mesmo.

Dentre os principais trabalhos da literatura destacam-se: Dubois e Prade [8], Klein
[17], Okada e Gen [24], Li, Gen e Ida [18], Lin e Chern [19], Chang e Lee [6], Okada e Soper
[27], Okada [26], Nayeem e Pal [23], Chuang e Kung [7], Ji e Shao [16] e Blue et al. [4]. Os
trabalhos de Takahashi [33] e Hernandes [14] também tratam deste assunto.

Uma das principais referéncias tratando este assunto é o trabalho de Dubois e
Prade [8], no qual é feita uma extensao de dois algoritmos cldssicos do problema do caminho

minimo (algoritmos de Floyd e de Ford-Bellman) para a teoria fuzzy. Porém ambos os

17



3.1. PROBLEMA DE CAMINHOS MINIMOS FUZZY

algoritmos podem retornar custos sem um caminho associado [33], problema este que foi
contornado por Klein [17] com o uso de dominéancia de conjuntos fuzzy.

Os trabalhos de Okada e Gen [24, 25] tratam de um caso especial de problemas de
caminhos minimos fuzzy, no qual foi feita uma generalizacao do algoritmo de Djikstra, mas
com o uso de intervalos no lugar de comprimento dos arcos e conceito de ordenagao parcial
dos mesmos.

Lin e Chern [19] propoe um algoritmo para encontrar arcos vitais em uma rede.
Arcos vitais sao aqueles em que a remoc¢ao dos mesmos resulta em um aumento da distancia
minima.

Li, Gen e Ida [18] apresentam um algoritmo para resolver problema de caminho
minimo fuzzy utilizando redes neurais. Para tanto, o problema de caminho minimo fuzzy é
transformado em um problema crisp.

Chang e Lee [6] utilizam um método de ordenacao de niimeros fuzzy que associa
a cada numero fuzzy um valor crisp e através deste resolve um problema classico associado.

Okada e Soper [27] introduziram o conceito de dominancia de caminhos e definiram
uma relacao de ordem entre nimeros fuzzy. No algoritmo proposto, a solu¢ao do problema
nao é o caminho minimo com maior grau de pertinéncia, mas sim um conjunto solucao fuzzy,
onde cada elemento é um caminho nao dominado.

Considerando a idéia de encontrar um conjunto solu¢ao, Okada [26] analisou a
interatividade entre caminhos fuzzy e introduziu o conceito de grau de possibilidade de um
arco pertencer a um caminho minimo. Ele definiu também um novo indice de comparacao
entre a soma de nimeros fuzzy considerando interatividade entre ntimeros fuzzy.

Blue et al. [4] apresentam uma taxionomia para grafos fuzzy e propoem alguns
algoritmos para os problemas de caminho minimo e corte minimo.

Em Chuang e Kung [7] é proposto um algoritmo para o problema de caminhos
minimos discretos fuzzy. Um método de comprimento minimo discreto fuzzy é proposto

para encontrar o comprimento minimo fuzzy e medidas de similaridade sao utilizadas para
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encontrar o caminho minimo.

Nayeem e Pal [23] propdem um algoritmo utilizando o indice de aceitabilidade
proposto por Sengupta e Pal [30], onde o usudrio escolhe, de acordo com seu ponto de vista
(otimista/pessimista) o melhor caminho. Mas esta escolha s6 é feita quando, na solucao final,
houver mais de um caminho entre dois nés, sendo que isso sé ocorrera se mais de um caminho
possuir os mesmos valores modais, pois, caso contrario, sempre havera um caminho minimo.

No recente trabalho de Ji, Iwamura e Shao [16] sdo propostos os conceitos de:
caminho minimo esperado, o caminho a-minimo e o caminho minimo absoluto e trés tipos
de modelos sao formulados. Para resolver esses modelos é proposto um algoritmo inteligente
hibrido integrando simulagao e algoritmos genéticos.

Uma desvantagem comum em todos os trabalhos citados nesta secao é o fato de
lidarem somente com parametros positivos.

Para contornar este problema, Hernandes [14], propos um algoritmo baseado no
algoritmo cldssico de Ford-Moore-Bellman [3]. Em tal algoritmo, para a construgao do con-
junto solugao, foi utilizado o conceito de dominancia de caminhos de Okada e Soper [27].

Neste trabalho utilizamos o algoritmo proposto por Hernandes [14] para encontrar
o conjunto de caminhos nao-dominados entre cada par de né origem-destino, para posteri-
ormente encontrar as solugoes factiveis para o problema de fluxo multiproduto fuzzy com

multiplas origens-multiplos destinos.

3.1.2 Formulagao matematica do problema

Seja G = (N, A) um grafo direcionado, onde N é o conjunto de nés e A é o conjunto
de arcos e cada arco é denotado por um par ordenado (i, j) € A, i,7 € N. Considere também
que hd um tnico arco direcionado (7, 7) de i para j e que ha pelo menos um caminho em
G = (N, A) entre s e t, onde s é o né origem e ¢t é o n6 destino. O problema de caminho

minimo fuzzy é formulado da seguinte maneira [26]:
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3.1. PROBLEMA DE CAMINHOS MINIMOS FUZZY

min f(ﬂ?) = Z C;j.fEij

(i,4)€ A
L, i=s (3.1)
s.a Zl’ij—zmﬁ: 0, i#£s t(i=1,...,r)
g ’ 1, i=t

onde 7: numero de nds e Y refere-se a soma de nimeros fuzzy.
O significado de min na equacao 3.1 é ambiguo, pois depende do indice de or-

denacgao de numeros fuzzy utilizado e a solugao 6tima pode nao ser obtida.

3.1.3 Algoritmo proposto por Hernandes

Como dito anteriormente, o algoritmo proposto por Hernandes [14] é baseado
no algoritmo cléssico de Ford-Moore-Bellman [3]. O algoritmo proposto é iterativo, tendo
como critério de parada o nimero de iteragoes ou a nao alteracao dos custos de todos os
caminhos encontrados na iteracao anterior com relagao a iteracao atual. Em tal algoritmo,
para a construcao do conjunto solugao, foi utilizado o conceito de dominancia de caminhos de
Okada e Soper [27] descrita na se¢ao 2.3.1, entdo cada caminho recebe um rétulo (etiqueta)
para que este seja construido no final do algoritmo, visto que a relacao de Okada e Soper

pode apresentar, entre dois nés, mais de um caminho nao dominado.

Notacgoes utilizadas no algoritmo

N: conjunto dos nos;

1t: contador de iteragoes;

(m + ()" limitante superior do custo do né i;

l;i custo do arco (4, 1);

EZ gyt custo do caminho entre os nés 1 e i, com rétulo k na iteragao it;

na: numero de arcos;

r: numero de nés;
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M =37 | (m+ B)" |, valor grande que substitui oo do algoritmo clédssico de
Ford-Moore-Bellman;

[';': conjunto dos nds predecessores do né i.

Algoritmo

Passo 1: Inicializacao
(] 6(171) — (O, 07 0)

.é? =(M+1,M,M+2) j=2,3,....r

j71)
o it — 1.
Passo 2: Determinacgao dos caminhos e verificacao da dominancia

~it

Ciay = (0,0,0)

eVjcl;'i=23,. .. r faca:

~it _ it—1 7
® k) = Clikn) @ i

e Verificagao da dominancia entre as etiquetas do né ¢, utilizando a relacao de ordem de

Okada e Soper:

it

— Se i my EZ n) €ntao elimine a m-ésima etiqueta

— Se 66 m) = 6?; n) €ntao elimine a n-ésima etiqueta

Passo 3: Critério de parada
o Se (Eg k) = 62';_,&) Vi€ N) ou it = r faga:
— Se it =1 ou 51(6,/%1) = 61(27;) V& para o passo 9;
— Senao va para o passo 4.

e Senao: it < it 4+ 1, va para o passo 2.
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Passo 4: Composicao dos caminhos
e Encontre todos os caminhos nao-dominados entre os nés 1 e 4.
Passo 5: Termine a execucao do algoritmo.

Observagao 3.1.1. O algoritmo foi proposto para nimeros triangulares, mas pode ser adap-

tado para numeros trapezoidais sem grande dificuldade.

Convergéncia e Complexidade

O algoritmo de Ford-Moore-Bellman examina todos os nés até que nao seja
possivel encontrar melhorias [12], dessa forma, aceita arcos com custos negativos. Como
o algoritmo proposto é baseado no algoritmo de Ford-Moore-Bellman, a estrutura é mantida.

A anélise de convergéncia do algoritmo proposto é semelhante a do algoritmo de
Ford-Moore-Bellman, ou seja, no caso de nao existir circuito negativo, o algoritmo converge
em no maximo r — 1 iteragoes, onde r é o nimero de noés.

A complexidade do algoritmo proposto é O(r?V?2, ) [14].

max

Observacgao 3.1.2. O algoritmo proposto por Hernandes [14] pode ser aplicado em redes com

custos quaisquer e possui complexidade computacional (O(r*V?2,.)) enquanto o algoritmo de

Okada e Soper [27] possui complexidade (O(r3V2,.)) [14].

max

3.2 Algoritmos de fluxo em redes fuzzy

O problema de fluxo de custo minimo (PFCM) também é um problema muito es-
tudado na teria de grafos. Este problema consiste em atender, com custo minimo, a demanda
em uma rede, dada a oferta de recursos e as restri¢coes de capacidade dos arcos. O problema
de caminho minimo descrito na secao 3.1 é um caso especial do PFCM.

Geralmente, existem restrigoes de fluxo associadas a cada arco (minimo e maximo)

e ¢ associado um custo referente ao transito em cada arco, por unidade de fluxo (¢;).
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Este problema tem aplicagoes em diversar areas, tais como: transportes, comu-
nicagoes, distribuigdo em redes de TV a cabo, entre outros [1].

Na literatura sao encontrados poucos artigos que abordam o problema de fluxo de
custo minimo fuzzy, onde as incertezas apresentadas estao nos custos e/ou nas capacidades. O
principal trabalho é o de Shih e Lee [31], no qual os autores fazem uma adaptacao do método
Hingaro para encontrar uma solucao para o problema de fluxo de custo minimo fuzzy em
uma rede com custos e capacidades fuzzy.Neste método é utilizada programagcao possibilistica
para problemas com multiplos niveis, no qual o problema resultante a ser resolvido é crisp.
No trabalho de Liou e Kao [20] é utilizado o indice de defuzzificagado de Yager, transformando
o custo fuzzy em crisp, e apos é aplicado um algoritmo classico para encontrar a solugao 6tima
do problema.

O trabalho de Takahashi [33] é um dos mais recentes, no qual sdo propostos
trés algoritmos para o PFCM fuzzy: um considerando os custos fuzzy, outro considerando
as capacidades fuzzy e o ultimo considerando os custos e as capacidades fuzzy. Para o
primeiro caso, o algoritmo de Takahashi é baseado em a-cortes, onde um problema crisp é
resolvido para cada valor de a. No segundo caso, afim de encontrar as solugoes factiveis,
as capacidades dos arcos foram utilizadas para desviar o fluxo para rotas alternativas, com
objetivo de enumerar todas as solucoes possiveis. O terceiro algoritmo é a uniao dos dois
primeiros, mas sé pode ser aplicado em problemas de pequeno porte visto que é necessario
enumerar as varias solucoes possiveis.

Hernandes [14] também tratou deste problema. Em seu trabalho, ele propos
alguns algoritmos para resolver o PFCM fuzzy com custos e capacidades incertas. O primeiro
algoritmo proposto é uma adaptacao do método do Big-M, transformando o problema fuzzy
em um problema classico. Em tal algoritmo, as incertezas nos custos e nas capacidades
sao tratadas de formas independentes. Para as capacidades sao aplicados a-cortes e depois
encontradas as solugdes com grau de pertinéncia iguais a a. Os custos sao abordados de

duas maneiras, na primeira é aplicado o primeiro indice de defuzzificagdo de Yager [36]; na
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segunda ¢é utilizado o valor modal.

Os demais algoritmos de Hernandes [14] propostos trabalham com o problema
fuzzy, onde quatro algoritmos foram propostos. O primeiro para o PFCM fuzzy com um né
origem e um né destino, o segundo para um noé origem e multiplos nés destinos, o terceiro,
para multiplos nés origens e um né destino e o ultimo, para multiplos nés origens e multiplos
nos destinos. Os quatro algoritmos citados sao diferentes dos existentes na literatura e sao
os Unicos, que se tem conhecimento, que tratam do PFCM fuzzy sem transformé-lo num

problema crisp.

3.2.1 Formulacao do problema de fluxo de custo minimo

Seja uma rede direcionada G = (IV, A) com custo ¢;; associado a cada unidade
de fluxo, z;; , que passa pelo arco (i,j) € A. Para cada arco (7, j), temos uma capacidade

minima /;; e méxima wu;; de fluxo, e para cada né tem-se um parametro b;, tal que:
e b; >0, se i for um né gerador (né origem);
e b; =0, se 7 for um né de passagem,;
e b; <0, sei for um né consumidor (né destino).

Considera-se que ),y b; = 0, ou seja, a quantidade total de demanda é igual a
quantidade de matéria prima disponivel nos nés geradores.

O PFCM cléssico é formulado da seguinte forma:

n n
min z = E E CijTij
=1 j=1
n

S.a Zl‘i]‘ — Zxﬂ = bi, Vie N (32)
j=1 j=1

lij <wij <wj, (1,5) €A
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no qual a primeira equagao de 3.2 é a funcao objetivo do problema (minimizar o custo total
do fluxo na rede), a segunda é referente a conservacao de fluxo em cada né e a terceira é a
restricao de capacidade dos arcos. Vamos considerar, sem perda de generalidade, que /;; = 0.

Existem varios algoritmos desenvolvidos para a resolucao do PFCM. Entre os
mais conhecidos estao: o método simplex para redes e o algoritmo Qut-of-Kilter, que estao

descritos em [2].

3.2.2 Formulacao do PFCM fuzzy

Seja um PFCM com custos e capacidades incertos. Este problema ¢ formulado

da seguinte forma:

n n
min z = E E 6ij$ij

=1 j=1
S.a ZIL’Z‘]‘ — ZZL‘jZ‘ = bi7 Vie N (33)
j=1 j=1

lj < ay; <y, (i,5) €A
onde: ¢, Z~ij e u;; sao, respectivamente, o custo fuzzy e os limitantes inferior e
superior da capacidade.
Sem perda de generalidade, os custos sao numeros triangulares fuzzy, escritos
na forma: (m,«, ) e as capacidades sdo numeros trapezoidais fuzzy escritos na forma:

(my — a,my,mg, my + (3), onde @« = m; = 0 e denotamos &« = m; —a e @ = my + .

Logo a capacidade é escrita da seguinte forma: («, my, mo, @).

3.2.3 Algoritmo proposto por Hernandes para o PFCM fuzzy

Como dito anteriormente, Hernandes [14] propos quatro algoritmos para o PFCM
fuzzy. Apresentaremos a seguir o algoritmo para o PFCM fuzzy com multiplas origens-
multiplos destinos. Tal algoritmo utiliza o indice de possibilidade de Dubois e Prade descrito

na secao 2.3.1, para ordenacao dos custos dos caminhos nao dominados. Esta ordenacao é
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3.2. ALGORITMOS DE FLUXO EM REDES FUZZY

feita da seguinte forma: apds determinar os caminhos nao dominados para cada par de nés
origem-destino, através dessa medida de possibilidade, verifica-se qual a possibilidade de cada
caminho ter custo menor em relacao aos demais. Depois verifica-se também a pertinéncia

das capacidades de cada caminho.

Algoritmo
Passo 1: Encontrar os caminhos minimos nao dominados para cada par de nés

origem-destino, com possibilidade de serem minimos (> «).

Passo 2: Ordenar todos os caminhos py:

MC@m:POSS{pk ser o melhor caminho}: min{,ucustm :ucapac} onde:
® licusto = Poss{py ser minimo}.

® flcapac = MING j)ep, { Heapaci )} = Poss{fluxo passar no arco(i, j) através de p;}.

Passo 3: Envio de fluxo:

e Enviar fluxo para o melhor caminho (de acordo com ) até que: ju,, = jip, . Caso

Hpy = Hp,,,, Preencher este caminho até o caminho com pertinéncia diferente.
o Atualizar yu,, Vpy e reordena-lo baseado em: p,, = min{,ucusmpk, ucapacpk}.

e Se o fluxo necessario ao né destino do primeiro caminho ordenado ja foi satisfeito,
eliminar todos os caminhos nao dominados que tenham tal né como né destino e voltar

ao Passo 2 do algoritmo. Senao, voltar a primeira etapa deste passo.

Passo 4: Critério de parada.
e Se existe fluxo a transitar va para o Passo 3.
e Senao = fim.
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3.2. ALGORITMOS DE FLUXO EM REDES FUZZY

O algoritmo descrito acima possui a vantagem de abordar as incertezas em dois
parametros (custos e capacidades), podendo ser aplicdvel a problemas de grande porte [14].
Como dito anteriormente, este algoritmo resolve o problema de fluxo monoproduto de custo
minimo fuzzy. No capitulo a seguir, apresentamos o problema de fluxo multiproduto de custo

minimo fuzzy, que é uma generalizacao do problema descrito neste capitulo.
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Capitulo 4

Problema de Fluxo Multiproduto
Fuzzy

O problema de fluxo multiproduto também é estudado em grafos. Este pro-
blema surge quando vérios produtos compartilham os arcos em uma rede e competem pela
capacidade dos mesmos. O objetivo é determinar o fluxo dos produtos em cada arco, a um
custo minimo, de modo a atender as restricoes de capacidade dos arcos e as restricoes de
conservacao de fluxo.

As restrigoes de capacidade dos arcos limitam o fluxo dos produtos, de modo que
em nenhum arco trafegue uma quantidade de produtos superior a capacidade suportada por
ele. Ja as restricoes de conservacao de fluxo gerenciam o fluxo dos produtos pelos arcos da
rede, que saem de um ponto de oferta e chegam em um ponto de demanda. Cada produto
pode ser transportado de um ou varios nds origens para um ou varios nos destinos da rede
(grafo) [5].

Geralmente é associado um custo referente ao transito em cada arco, por unidade
de fluxo. Estes custos podem ser os mesmos para todos os produtos ou podem ser diferentes
para cada produto. Neste trabalho, propomos um algoritmo para abordar problemas de fluxo

multiproduto.
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4.1. FORMULACAO DO PROBLEMA DE FLUXO MULTIPRODUTO

Os problemas de fluxo multiproduto, de um modo geral, tém recebido muita
atencao devido a aplicabilidade na resolucao de problemas atuais presentes nas mais diversas
areas, como transportes, telecomunicacoes, entre outras. A dificuldade pratica de se resolver
esse tipo de problema aumenta de forma muito rapida a medida que o mesmo cresce em
numero de variaveis e, principalmente, em relacao ao numero de produtos. Aplicacdes em
telecomunicacoes, por exemplo, tipicamente conduzem a instancias com um grande niimero
de produtos. Resolver tais instancias torna-se, portanto, um grande desafio [5].

Um fato que tem contribuido para o aumento de interesse no estudo deste pro-
blema é que, apesar de o problema multiproduto ser modelado como um problema de pro-
gramagao matematica genérico, de um modo geral, as instancias que surgem sao muito
grandes. Problemas com um pequeno ntimero de arcos, nés e produtos geram modelos com
um grande ntimero de variaveis e restrigoes, o que torna inviavel a utilizacao de métodos de
programagao matemadtica genéricos [5].

Este capitulo estd organizado da seguinte forma: na secao 1 é apresentada a
formulagao matematica do problema de fluxo multiproduto fuzzy. O algoritmo proposto esté

na secao 2.

4.1 Formulacao do problema de fluxo multiproduto

Seja G = (N, A) um grafo, onde N é o conjunto de nés e A é o conjunto de arcos.
Cada arco é denotado por (i,7) onde 4,7 € N. O problema de fluxo multiproduto fuzzy é

formulado como o seguinte problema de programacao linear:

29



4.1. FORMULACAO DO PROBLEMA DE FLUXO MULTIPRODUTO

_ ok ok
min z = g g Cij i

k=1 (i,j)€A

4.1
Sooah— > ahi=MVieNVE=1,.. K (4.1)

J:(3,5)€A J:(J,1)€A

K
<Dk <y, V(i,j) € A
k=1

S.a

onde:

° xfj é o fluxo do produto k que percorre o arco (i, j);

° Ei-“j é o custo unitario (o mesmo para todos os produtos) fuzzy do produto k associado

a cada unidade de fluxo z;; que percorre o arco (3, j);
° l~ij é o limitante inferior fuzzy da capacidade do arco (i, j);
e U;; ¢ o limitante superior fuzzy da capacidade do arco (i, j);
e K ¢é o numero total de produtos;
e bf ¢é a oferta ou demanda do produto k:

— Se b¥ > 0, i é né gerador do produto k
— Se b¥ < 0, i é né consumidor do produto k
— Se b¥ =0, i é né de passagem do produto k
Sem perda de generalidade, os custos sao niumeros triangulares fuzzy, escritos
na forma: (m,q, ) e as capacidades sdo nimeros trapezoidais fuzzy escritos na forma:

(my — a,my,mg, mg + (3), onde @« = my; = 0 e denotamos &« = m; —a e @ = my + f.

Logo a capacidade é escrita da seguinte forma: (a, my, ms, @).

30



4.2. ALGORITMO PROPOSTO

4.2 Algoritmo proposto

Nesta secao apresentamos o algoritmo proposto e uma explicacao detalhada sobre

O Imesmo.

e Passo 1: Encontrar os caminhos minimos nao dominados para cada par de nds origem-

destino de cada produto;

Para encontrar o conjunto de todos os caminhos nao dominados para cada par de
nos origem-destino de cada produto, utilizamos o algoritmo proposto por Hernandes,
descrito na secao 3.1.3. Tal algoritmo é baseado no algoritmo classico de Ford-Moore-
Bellman [3]. Trata-se de um algoritmo iterativo, tendo como critério de parada o
nimero de iteracoes ou a nao alteragao dos custos de todos os caminhos encontrados
na iteracao anterior com relagao a iteracao atual. Desta forma, sao encontrados todos
os caminhos nao-dominados entre os nos origem e destino de cada produto aplicando
a relagdo de ordem de Okada e Soper [27], descrita na se¢ao 2.3.1, para descartar os
caminhos dominados. Note que é necessario identificar os caminhos nao-dominados en-
contrados para cada produto, de forma que, ao ordenarmos e enviarmos fluxo, sabemos

qual é o produto em questao.

e Passo 2: Ordenar todos os caminhos py:

feam=Poss{py ser o melhor caminho}= min{ficusto, feapac}, onde:

L. feysto = Poss{py ser minimo}

2. fleapac = MING j)ep, { feapac(t, )} = Poss{fluxo passar no arco (i, j) através de py}

Para fazer a ordenacao dos caminhos:

— Calcular .50 para cada caminho, ou seja, verificar através da medida de possibi-
lidade de Dubois e Prade, qual a possibilidade de cada caminho ter o custo menor

em relagao aos demais;
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4.2. ALGORITMO PROPOSTO

— Selecionar os caminhos nao dominados que satisfazem a pertinéncia minima para

o fluxo transitar na rede («);

— Calcular fieqpec para cada caminho, ou seja, verificar a possibilidade dos arcos de

determinado caminho pertencerem a solucao 6tima;
— Calcular a pertinéncia de cada caminho: fieem = min{fleusto, feapac };

— Colocar os caminhos em ordem decrescente de acordo com fie,,. Se houver empate,
usar o valor modal dos custos dos caminhos: escolher aquele com menor custo. Se

ainda empatar, assumir a ordem que aparece.
Exemplo ilustrativo: Ordenacao dos caminhos

Dados trés caminhos entre os nés 1 e 6 da Figura 4.1, p; : 1 — 2 — 4 — 6,
pp: 1 —-3—4—6eps:1—2—5— 6, com respectivos custos (234, 75, 15),
(222, 62, 13) e (195, 18, 61), ordena-los utilizando a medida de possibilidade de Dubois
e Prade.

Figura 4.1: Rede exemplo

Na figura 4.2, temos as fungoes de pertinéncia dos custos dos caminhos py, ps e ps.
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4.2. ALGORITMO PROPOSTO

Figura 4.2: Fungoes de pertinéncia dos custos de p1, p2 € p3

Solugao:

— Poss(p1 < p2) = 0,8636,Poss(p1 < p3) = 0,7132 — Poss(p; ser minimo) =
0,7132 — ewsto(p1) = 0, 7132

— Poss(py < p1) = 1,Poss(py < p3) = 0,7805 — Poss(p, ser minimo) = 0, 7805 —
,ucusto<p2) = 0, 7805

— Poss(ps < p1) = 1,Poss(ps < p1) =1 — Poss(psser minimo) = 1 — fieysto(p3) =
1

Ordenacao dos caminhos: ps, ps e p1.

e Passo 3: Envio de fluxo :
1. Enviar fluxo para o primeiro caminho ordenado até alcancar a préxima pertinéncia
diferente desse caminho;

2. Se o fluxo necessario ao n6 destino do caminho em questao ja foi satisfeito, eliminar
todos os caminhos nao dominados do produto em questao que tenham tal né como

no6 destino;
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4.2. ALGORITMO PROPOSTO

3. Atualizar ftcapac, VPk-

Para enviar fluxo pelos caminhos de acordo com a ordenacao feita:

— Verificar se existe oferta no né origem do melhor caminho, caso nao haja, ir para

o proximo melhor caminho com oferta;

— Encontrar a préxima pertinéncia diferente (se houver) a do melhor caminho (de-
notaremos por [ fuz,) para calcular o fluxo a ser enviado nos arcos. Caso este seja

zero e a pertinéncia do melhor caminho for diferente de zero, usamos ela propria.
Exemplo ilustrativo: Pertinéncia das capacidades dos caminhos

Considerando que sao percorridos 8,439 unidades de fluxo nos arcos do caminho ps,

calcular a pertinéncia da capacidade de p3 (feapac)-

Tabela 4.1: Capacidades dos arcos da Figura 4.1

Arcos | Capacidades
1 (0, 0, 8, 10)
2 | (0, 0, 12, 16)
3 | (0, 0, 20, 22)
4 | (0,0, 11, 18)
5 | (0,0, 16, 18)
6 (0, 0, 10, 15)
7 (0, 0, 15, 20)
8 | (0,0, 16, 18)
9 | (0,0, 23, 27)

Solucao:

Analisando as capacidades do arcos de p3 temos:

— O arco (1,2) tem capacidade (0, 0, 8, 10), calculando a pertinéncia desse arco

temos:
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4.2. ALGORITMO PROPOSTO

(m+pB)—2x 10— 8,439
3 B 2
A férmula acima vem da definicdo de niimero trapeziodal fuzzy descrito na se¢ao

2.2.

u(1,2) = =0, 7805

— O arco (2,5) tem capacidade (0, 0, 16, 18), como a quantidade de fluxo percorrida

nesse arco ¢ menor que 16, a pertinéncia desse arco é 1.

w(@)

Figura 4.3: Capacidade do arco (2,5)

— Arco (5,6), idem ao arco (2,5).

— Portanto, fieapec(ps) = min{0, 7805, 1, 1} = 0, 7805

Observacao 4.2.1. Conforme as demandas forem atendidas eliminamos os caminhos
correspondentes, podendo ocasionar a sobra de somente um caminho, neste caso, rela-
xamos as pertinéncias dos arcos até o limitante superior. Fazemos o mesmo quando

temos varios caminhos e somente no ultimo hd oferta no no origem.

— Para calcular o fluxo a ser enviado, primeiramente calculamos o fluxo permitido
em cada arco do caminho em questao, usando pif1.,. A seguir, calculamos a
diferenca entre o fluxo permitido e o fluxo ja existente para cada arco do caminho

e tomamos 0 minimo.
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4.2. ALGORITMO PROPOSTO

— Se Ufluzo = Heam, €Nta0 pode acontecer de fieam = [leapac € POrtanto o fluxo permi-
tido sera igual ao fluxo presente no arco, logo nao enviamos fluxo algum. Neste

caso, utilizamos o préximo melhor caminho para enviar fluxo ou a seguinte opcao:

Opcgao 1. Recalcular o fluxo da seguinte forma:

min

{E do arco(i, j) — fluxo no arco(i, j) }
5 .

onde @ é o limitante superior do arco (i, j).
Dessa forma, enviaremos uma certa quantidade de fluxo, a qual garante que

nao alcancara o limitante superior de nenhum arco do caminho py.

e Passo 4: Critério de parada.

1. Se existir fluxo a transitar ir para o Passo 2.

2. Senao = fim.
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4.2. ALGORITMO PROPOSTO

Passo 1: Encontrar os caminhos
ndo dominados
para cada par de nds origem
destino de cada produto

Passo 2: Ordenar os caminhos

Passo 3: Enviar fluxo pelos

caminhos de acordo com a
ordenacdo feita

Passo 4: Critério de parada

Existe fluxo

a transitar?

FIM

Figura 4.4: Fluxograma do algoritmo proposto

No préximo capitulo apresentamos os testes computacionais feitos utilizando o

algoritmo proposto neste capitulo.
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Capitulo 5

Testes Computacionais

Neste capitulo apresentaremos os testes computacionais realizados em algumas
instancias com o algoritmo prosposto no capitulo anterior, implementado em Matlab 7.0.1
e executado em uma plataforma Intel Core Duo, 1.73 GHz e 2 Gb de meméria RAM, com
sistema operacional Windons Vista Business.

A primeira instancia é apresentada na secao 5.1. E uma rede pequena contendo
seis nos e nove arcos, com finalidade didatica pois permite uma analise detalhada.

A segunda instancia é apresentada na secao 5.2, maior que a primeira, com fina-
lidade de mostrar a funcionalidade e eficiéencia do algoritmo proposto.

A terceira instancia é apresentada na secao 5.3. E uma rede ferrovidria, um pouco
maior que as duas instancias apresentadas anteriormente.

A andlise dos resultados sera feita baseando-se no fluxo final de cada produto,
custo final de cada produto e na pertinéncia final. O custo final é calculado através da
multiplicacao dos custos dos arcos com a quantidade de fluxo percorrido em cada arco. A

pertinéncia final é o valor minimo dentre as pertinéncias dos arcos.
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5.1 Instancia 1

Caso 1: O primeiro exemplo foi resolvido utilizando o grafo apresentado na

Figura 5.1, representado pelos dados da Tabela 5.1. Consideramos dois produtos, os quais

estao descritos na Tabela 5.2.

Figura 5.1: Rede com dois produtos

Tabela 5.1: Custos e capacidades da rede da Figura 5.1

Arcos | Custos Capacidades
1 (2,1, 1) (0,0, 3, 4)
2 (3,2,1) | (0,0, 1,5, 2,5)
3 (3,3,2) (0023)
4 1(6,4,2)| (0,0,2,4)
5 (5,1,1) (0,0,7,8)
6 (5,2, 1) (0, 0, 3, 4)
7 (2,1, 1) (0,0, 4, 6)
8 (5,4, 2) (0,0, 4, 5)
9 (3,1, 1) (0,0, 2, 3)
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Tabela 5.2: Dados de cada produto

produto | origem | destinos | oferta demanda
p1 1 {4, 5, 6} 5 {2,3333; 1,3333; 1,3333}
P2 2 {4, 5, 6} 2 {0,6667; 0,6667; 0,6667}

Aplicando o algoritmo proposto passo a passo tem-se:
1¢ iteracao
Passo 1: Seja a = 0. Encontrar os caminhos nao-dominados para cada par de nés

origem-destino de cada produto. Caminhos encontrados para py:

e Caminho 1 (cam;): 1 — 2 — 4 com custo (8, 5, 3).

e Caminho 2 (camsy): 1 — 3 — 4 com custo (8, 4, 2).

e Caminho 3 (cams): 1 — 2 — 5 com custo (7, 2, 2).

e Caminho 4 (camy): 1 — 2 — 4 — 6 com custo (10, 6, 4).

e Caminho 5 (cams): 1 — 3 — 4 — 6 com custo (10, 5, 3).

e Caminho 6 (camg): 1 — 2 — 5 — 6 com custo (10, 3, 3).
Caminhos encontrados para po:

e Caminho 7 (camy): 2 — 4 com custo (6, 4, 2).

e Caminho 8 (cams): 2 — 5 com custo (5, 1, 1).

e Caminho 9 (camg): 2 — 4 — 6 com custo (8, 5, 3).

e Caminho 10 (camyp): 2 — 5 — 6 com custo (8, 2, 2).
Passo 2: Ordenagao dos caminhos nao-dominados de acordo com

ficam = MIN{ custo, [eapac}

40



5.1. INSTANCIA 1

® camg com i, = min{l, 0000, 1,0000} = 1,0000;
e camy com fieq, = min{0, 8000, 1,0000} = 0,8000;
e camy com fieq, = min{0, 5000, 1,0000} = 0, 5000;
® camg Com fieq, = min{0, 5000, 1,0000} = 0, 5000;
® cams COM fieq, = min{0,4000,1,0000} = 0,4000;
® camscom .., = min{0,3333,1,0000} = 0, 3333;
® camy Com fieq, = min{0,2857,1,0000} = 0, 2857,
e cams com fieq, = min{0,1667,1,0000} = 0, 1667;
® camyy COM fleqm = min{0, 1,0000} = 0;

® camg COM fleqm = min{0, 1,0000} = 0.

Passo 3: Enviar fluxo para o primeiro caminho ordenado até alcancar a préxima
pertinéncia diferente a desse caminho.

Relaxar as capacidades dos arcos de camg até 0,8000 (pertinéncia do segundo
melhor caminho).

Fluxo de py ao longo dos arcos é (0 0 0 0 0,6667 0 0 0 0). Como o fluxo de py
necessario ao n6 destino de camsg foi satisfeito, eliminamos tal caminho.

Atualizando fiegpee Para os caminhos restantes temos que: ficgpac = 1V cam.

Passo 4: Ainda ha fluxo a transitar.

2¢ iteracao:

Passo 2: Ordenagao.
® camy com fieq, = min{0, 8000, 1,0000} = 0, 8000;

® camy com [l = min{0,5000,1,0000} = 0, 5000;
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® camg com i, = min{0, 5000, 1,0000} = 0, 5000;
® camsy Com fieq, = min{0,4000, 1,0000} = 0,4000;
® camscom fi.qem = min{0,3333,1,0000} = 0, 3333;
® camy Com fleq, = min{0,2857,1,0000} = 0, 2857,
o camy com fim = min{0, 1667, 1,0000} = 0, 1667;
® camig COM fieqm = min{0, 1,0000} = 0;

® camg Com fieq, = min{0,1,0000} = 0.

Passo 3: Envio de fluxo.

Relaxar as capacidades dos arcos de cams; até 0,5000 (pertinéncia do segundo
melhor caminho).

Fluxo de py ao longo dos arcos é (0 0 0 0,6667 0,6667 0 0 0 0).

Como o fluxo de py necessario ao né destino de camy foi satisfeito, eliminamos tal
caminho.

Atualizando fiegpee Para os caminhos restantes temos que: fiegpae = 1V cam.

Passo 4: Ainda ha fluxo a transitar.

3 iteracao:

Passo 2: Ordenagao.
e camy com i, = min{0, 5000, 1,0000} = 0, 5000;
® camg com fieq, = min{0, 5000, 1,0000} = 0, 5000;
® camgy Com fieq, = min{0,4000, 1,0000} = 0,4000;
® camscom fi.qm = min{0, 3333, 1,0000} = 0, 3333;

® camy com fieq, = min{0,2857,1,0000} = 0, 2857;
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® cams com fieq, = min{0,1667,1,0000} = 0, 1667;
® camyy COM feqm = min{0, 1,0000} = 0;
® camg oM fieqm, = min{0,1,0000} = 0.

Passo 3: Envio de fluxo.

Relaxar as capacidades dos arcos de cam, até 0,4000, pois a pertinéncia de camyg
é igual a de cam;.

Fluxo de p; e py ao longo dos arcos é, respectivamente: (2,3333 0 0 2,3333 0 0
000)e(00 00,6667 0,6667 0 0 0 0).

Como o fluxo de p; necessario ao n6 destino de cam; foi satisfeito, eliminamos
camy e cams.

Atualizando fiegpee Para os caminhos restantes temos que: fiegpac = 1V cam.

Passo 4: Ainda ha fluxo a transitar.

4% iteracao:

Passo 2: Ordenacao.
o Ccamg com figem = min{0, 5000, 1,0000} = 0, 5000;
® camscom ., = min{0,3333,1,0000} = 0, 3333;
® camy Com fieq, = min{0,2857,1.0000} = 0,2857;
® cams com fieq, = min{0,1667,1,0000} = 0, 1667,
® camyy COM fleqm = min{0, 1,0000} = 0;
® camg com fieq, = min{0,1,0000} = 0.

Passo 3: Envio de fluxo.
Relaxar as capacidades dos arcos de camg até 0,3333 (pertinéncia do segundo

caminho ordenado).
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Fluxo de p; e py ao longo dos arcos é, respectivamente: (2,3333 0 0 2,3333 0 0
000)e (000 1,0000 0,6667 0 0,3333 0 0).

Atualizando ficqpee Para os caminhos restantes temos que: fiegpac(camyg) = 0, 3333,
Leapac(CAM3) = flcapac(CaMa) = fleapac(cams) = fteapac(camig) = fieapac(came) = 1,0000.

Passo 4: Ainda ha fluxo a transitar.

5% iteracao:

Passo 2: Ordenagao.
® cams com fieq, = min{0,5000,0, 3333} = 0, 3333;
® camgCom fiequm = min{0,3333,1,0000} = 0, 3333;
® camy oM fieq, = min{0,2857,1,0000} = 0, 2857;
o cams com Jigam = min{0, 1667, 1,0000} = 0, 1667;
® camig COM ey, = min{0, 1,0000} = 0;
® camg oM fieq,, = min{0,1,0000} = 0.

Passo 3: Envio de fluxo.

Relaxar as capacidades dos arcos de cams até 0,2857, pois a pertinéncia de camyg
¢ igual a de camsg.

Fluxo de p; e ps ao longo dos arcos é, respectivamente: (3,6667 0 0 2,3333 1,3333
0000)e(00 0 1,0000 0,6667 0 0,3333 0 0).

Como o fluxo de p; necessario ao né destino de camg foi satisfeito eliminamos tal
caminho.

Atualizando fieqpac Para os caminhos restantes temos que: flegpac(cams) = 0, 3333
[eapac(CaM4) = fleapac(CamMs) = fieapac(camio) = feapac(cams) = 1,0000.

Passo 4: Ainda ha fluxo a transitar.

6 iteracao:

Passo 2: Ordenagao.

44



5.1. INSTANCIA 1

® camg com i, = min{0,5000,0, 3333} = 0, 3333;
® camy com fieq, = min{0,2857,1,0000} = 0, 2857,

® cams Com fieq, = min{0,1667,1,0000} = 0, 1667,

camyg COM feqm = min{0, 1,0000} = 0;
® camg oM fieq, = min{0,1,0000} = 0.

Passo 3: Envio de fluxo.

Relaxar as capacidades dos arcos de camg até 0,2857 (pertinéncia do segundo
melhor caminho ordenado).

Fluxo de p; e ps ao longo dos arcos é, respectivamente: (3,6667 0 0 2,3333 1,3333
0000)e(00 0 1,0952 0,66670 0,4286 0 0).

Atualizando fieepac Para os caminhos restantes temos que: fleapac(cams) = 0, 2857
[capac(CAM4) = [eapac(CAMs) = Heapac(€amio) = Heapac(came) = 1,0000.

Passo 4: Ainda ha fluxo a transitar.

7¢ iteracao:

Passo 2: Ordenagao.
® camg com i, = min{0,5000,0,2857} = 0, 2857,
® camy com fleq, = min{0,2857,1,0000} = 0, 2857,
® cams COM fieq,m = min{0,1667,1,0000} = 0, 1667;
® camyg COM feqm = min{0, 1,0000} = 0;
® camg COM fleqym = min{0,1,0000} = 0.

Passo 3: Envio de fluxo.
Relaxar as capacidades dos arcos de camg até 0,1667, pois a pertinéncia de camy,

é igual a de camy.
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Fluxo de p; e ps ao longo dos arcos é, respectivamente: (3,6667 0 0 2,3333 1,3333
0000)e(000 1,3333 0,66670 0,6667 0 0).

Como o fluxo de py necessario ao nd destino de camg foi satisfeito eliminamos
camg € camyg.

Atualizando fieqpac Para os caminhos restantes temos que: flegpac(camy) = 0, 1667
Peapac(Cams) = feapac(camg) = 1,0000.

Passo 4: Ainda ha fluxo a transitar.

8¢ iteracao:

Passo 2: Ordenagao.
® camg com fieq, = min{0,2857,0,1667} = 0, 1667,
o cams com fiem = min{0,1667,1,0000} = 0, 1667;
® camg Com fieq, = min{0,1,0000} = 0.

Passo 3: Envio de fluxo.

Relaxar as capacidades dos arcos de cams até 0,1667, pois a proxima pertinéncia
é zero.

Aqui, o fluxo a ser enviado por camy é zero, dai utilizamos o proximo melhor
caminho ordenado, neste caso, cams.

Fluxo de p; e ps ao longo dos arcos é, respectivamente: (3,6667 1,3333 0 2,3333
1,3333 1,3333 1,3333 0 0) e (0 0 0 1,3333 0,6667 0 0,6667 0 0).

Como o fluxo de p; necessario ao né destino de cams foi satisfeito eliminamos
camy, cams € camsg.

Passo 4: Nao hd mais fluxo a transitar: fim.

O fluxo final dos produtos p; e ps em cada arco, segue na Tabela 5.3.

46



5.1. INSTANCIA 1

Tabela 5.3: Fluxo final de cada produto

arcos (L,2) | (1,3) [(23)] (24) | (2,5) | (34) | (46) | (5,4) | (5,6)
fluxo de p; | 3,6667 | 1,3333 0 2,3333 | 1,3333 | 1,3333 | 1,3333 0 0
fluxo de p2 0 0 0 1,3333 | 0,6667 0 0,6667 0 0
fluxo total | 3,6667 | 1,3333 0 3,6667 | 2,0000 | 1,3333 | 2,0000 0 0

Podemos observar, na 8% iteracao, que nao foi enviado fluxo do produto p; por
camy. Neste caso, podemos usar a Opcao 1, citada anteriormente, enviando fluxo pelo melhor

caminho segundo a ordenacao feita conforme a Tabela 5.4.

Tabela 5.4: Envio de fluxo com a Opcao 1

caminho produto | fluxo enviado
1—-2—-4—6 Pl 0,1667
1-3—-4—6 P1 1,1667

A Tabela 5.5 mostra o fluxo final de cada produto com a Opgao 1.

Tabela 5.5: Fluxo final de cada produto com a Opgao 1

arcos (1,2) (L,3) | (2,3) | (2,4) (2,5) (3,4) (4,6) | (5,4) | (5,6)
fluxo de p; | 3,8333 | 1,1667 0 2,5000 | 1,3333 | 1,1667 | 1,3333 0 0
fluxo de po 0 0 0 1,3333 | 0,6667 0 0,6667 0 0
fluxo total | 3,8333 | 1,1667 0 3,8333 | 2,0000 | 1,1667 | 2,0000 0 0
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Podemos observar na Tabela 5.3, que no arco (1,2) tem 3,6667 de fluxo e no
arco (1,3) tem 1,3333. Isso se deve ao fato do arco (1,2) pertencer aos melhores caminhos
segundo a ordenagao feita. Para py, os arcos (1,2) e (2,4) foram utilizados para atender toda
a demanda do né 4 (enviando 2,3333 pelo caminho 1 — 2 — 4) com custo (8, 5, 3). De
outra forma custaria (10, 6, 4), correspondente ao caminho 1 — 2 — 3 — 4 ou (12, 6, 4),
correspondente ao caminho 1 — 2 — 5 — 4 ou (8, 4, 2), correspondente ao caminho 1 —
3 — 4. Para py, o arco (2,4) foi utilizado para atender toda demanda do né 4 (enviando
0,6667 por 2 — 4) com custo (6, 4, 2), enquanto que as outras opgoes custariam (8, 5, 3)
correspondente ao caminho 2 — 3 — 4 ou (10, 5,3) correspondente ao caminho 2 — 5 — 4.
Portanto, os caminhos utilizados foram boas opcoes.

Neste exemplo, a op¢ao de usar o melhor caminho (Opgao 1), nao trouxe van-
tagens. O custo final total sem o uso da Opgao 1 foi (54,0000, 27,6667, 17,6667) e a
pertinéncia 0, 1667, referente ao arco (2,4); enquanto que, com o uso da Opgao 1 o custo
foi (54,0000, 27,8333, 17,8333) e a pertinéncia 0,0833 devido ao fluxo no arco (2,4) ter
aumentado. A tabela 5.6 ilustra o custo final de cada produto sem a Opgao 1.

O tempo de processamento foi de 7 segundos.

Tabela 5.6: Custo final de cada produto

custo final produto

(41,3333, 21,0000, 13,6667) n
(12,6667, 6,6667, 4,0000) P2

Foram realizados testes com diferentes valores de a. Observamos que, para «
variando de 0 até 0, 166, a solucdo final (custo, fluxo nos arcos, pertinéncia) foi a mesma e
a demanda foi atendida. Para a = 0,167 a demanda de p; (b = —1,3333) do né 6 nao é

atendida, como mostra a Tabela 5.7.
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Tabela 5.7: Fluxo final de cada produto para o = 0,167

arcos (L,2) | (1,3) | (2,3) | (24) | (2,5) | (34) | (46) | (54) | (5,6)
fluxo de p; | 4,0000 0 0 2,6667 | 1,3333 0 0,3333 0 0
fluxo de p2 0 0 0 1,3333 | 0,6667 0 0,6667 0 0
fluxo total | 4,0000 0 0 4,0000 | 2,0000 0 2,0000 0 0

Podemos observar na Tabela 5.7, que os arcos (1,2) e (2,4) estao no limitante
superior, isso se da porque ao utilizarmos o = 0,167, o caminho 1 — 3 — 4 — 6 foi
eliminado (fteusto = 0, 16667), dai o fluxo de p; do né 1 ao né 6 passou somente pelo caminho
1—-2—4—6.

Os caminhos 2 -5 —6el — 2 — 5 — 6, ambos com [i,s, = 0, também foram
eliminados, mas esta eliminagao nao inteferiu no resultado final, porque tais caminhos nao
foram utilizados na solucao.

Agora consideramos p; com origem no né 2 e destinos os nés 4, 5 e 6, ps com
origem no né 1 e destinos os nds 4, 5 e 6. As ofertas e as demandas de cada produto sao:
bl =5, b? =2 b =-23333 b3 =—0,6667, bt = —1,3333, b} = —0,6667, by = —1,3333 ¢
bz = —0,6667.

O algoritmo atendeu todas as demandas em dez etapas utilizando sete caminhos,
dos dez caminhos minimos nao-dominados.

O envio de fluxo ocorreu segundo a Tabela 5.8.

O fluxo final dos produtos p; e ps em cada arco, segue na Tabela 5.9.
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Tabela 5.8: Envio de fluxo dos produtos

etapa caminho produto | fluxo enviado | demanda atendida
1 2—5 1 1,3333 1,3333
2 2 —4 D1 2,3333 2,3333
3 2—-4—-6 D1 0,8667 0,8667
4 2—4—6 D1 0,1333 1,0000
5 1—-3—-4 D2 0,6667 0,6667
6 1—-2—-5 D2 0,6667 0,6667
7 2—-4—6 1 0,0952 1,0953
8 2—-4—6 1 0,2380 1,3333
9 1-2—-4—6 D2 0,0001 0,0001
10 1—-3—-4—6 D2 0,6665 0,6666

Tabela 5.9: Fluxo final de cada produto sem a Opcao 1

arcos (1,2) | 1,3) | (23) ] (24) | 25) | 34) | 46) | (54) | (56)
fluxode p1 | 0 0 0 [23333/13333| 0 |1,3333| 0 0
fluxo de py | 0,6668 | 1,3333 | 0 | 1,3333 | 0,6667 | 1,3333 | 0,6667 | 0 0
fluxo total | 0,6668 | 1,3333 | 0 | 3,6667 | 2,0000 | 1,3333 | 2,0000 | 0 0

Tabela 5.10: Custo final de cada produto

custo final produto
(31,3327, 17,3330, 9,9998) p1
(16,6665, 7,3333, 4,6667) J

O custo final total foi (47,9992, 24,6663, 14,6665) e a pertinéncia final foi 0, 1667
referente ao arco (2,4). O tempo de processamento foi 2,75 segundos. Neste caso, utilizando
a Opcao 1, os resultados obtidos foram os mesmos.

Caso 2: Na figura 5.2, temos p; e p; com origem nos nés 1 e 2 e 0s mesmos

20



5.1. INSTANCIA 1

destinos considerados anteriormente. Os dados dos produtos seguem na Tabela 5.11.

Figura 5.2: Rede com dois produtos, ambos com origem em dois nds

Tabela 5.11: Dados de cada produto

produto | origens | destinos | oferta demanda
D1 {1,2} | {4,5,6} | {2, 3} | {2,3333; 1,3333; 1,3333}
D2 {1, 2} | {4,5,6} | {1, 1} | {0,6667; 0,6667; 0,6667}

O algoritmo atendeu todas as demandas em nove etapas utilizando cinco cami-
nhos, dos vinte caminhos minimos nao-dominados (dez para p; e dez para ps).

O envio de fluxo ocorreu segundo a Tabela 5.12.
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Tabela 5.12: Envio de fluxo dos produtos da rede da figura 5.2

etapa caminho produto | fluxo enviado | demanda atendida
1 2—5 1 1,3333 1,3333
2 2—-5 D2 0,6667 0,6667
3 2—4 D1 1,6667 1,6667
4 2 —4 D2 0,3333 0,3333
5 1—-2—14 1 0,6666 2,3333
6 1—-2—4 D2 0,3334 0,6667
7 2—-4—6 1 0,6667 0,6667
8 1—-3—-4—6 1 0,6666 1,3333
9 1—-3—-4—6 D2 0,6667 0,6667

O fluxo final dos produtos p; e ps em cada arco, segue na Tabela 5.13.

Tabela 5.13: Fluxo final de cada produto sem a Opgao 1 referente a rede da figura 5.2

arcos (1,2) (1,3) | (2,3) | (2,4) (2,5) (3,4) (4,6) | (5,4) | (5,6)
fluxo de p; | 1,3333 | 0,6667 0 3,0000 | 1,3333 | 0,6667 | 1,3333 0 0
fluxo de po | 0,3334 | 0,6666 0 0,6667 | 0,6667 | 0,6666 | 0,6667 0 0
fluxo total | 1,6667 | 1,3333 0 3,6667 | 2,0000 | 1,3333 | 2,0000 0 0

O custo final total é (49,9990, 25,6662, 15,6664). A pertinéncia final é 0, 16667

referente ao arco (2,4).

Tabela 5.14: Custo final de cada produto

custo final produto
(35,3325, 18,6663, 11,3331) D1
(14,6665, 6,9999, 4,3333) D2

lizando a Opcao 1, os resultados foram os mesmos.
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5.2. INSTANCIA 2

Pensando em termos de uma fabrica, podemos concluir que é mais vantajoso
produzir p; na fabrica 2 (né 2) e py na fabrica 1 (né 1). A produgao de p; e p, em ambas as
fabricas (nds 1 e 2) também é uma boa opgao.

Para resolver o problema crisp, ou seja, quando os custos e capacidades sao
nimeros reais, utilizamos o solver do Xpress, que é um pacote de resolucao de problemas
de programacao linear que resolve através do simplex. Os custos sao os valores modais dos
custos da Tabela 5.1 e as capacidades, o limitante superior das capacidades da Tabela 5.1.

Os resultados seguem na Tabela 5.15.

Tabela 5.15: Fluxo final de cada produto para o caso cldssico
arcos (1,2) | (1,3) | (2,3) | (2,4) (2,5) | (3,4) | (4,6) | (5,4) | (5,6)

fluxo de p; 4 1 0 1.3333 | 2,6667 1 0 0 1,3333
fluxo de p2 0 0 0 0.6667 | 1.3333 0 0,6667 0 0.6667
fluxo total 4 1 0 3 4 1 0,6667 0 2

Os custos finais de p; e py foram respectivamente, 41,3333 e 12,6667. O custo
final total foi 54.
Analisando as solugoes do problema crisp e do problema fuzzy, observamos que as

mesmas sao proximas. Isso demonstra o bom funcionamento do algoritmo proposto.

5.2 Instancia 2

O segundo exemplo foi resolvido utilizando a Rede Optica Européia COST239
[32] apresentada pela Figura 5.3. As capacidades foram adaptadas para numeros fuzzy. Os
custos, a defini¢do dos nds e arcos foram retirados de Hernandes [14].

Os nds da rede estao definidos na Tabela 5.16.
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Copenhagen

Paris

Figura 5.3: Rede éptica européia

Tabela 5.16: Denominacao dos nés da rede COST239

Noés | Cidades || Nos Cidades
1 Paris 7 Amsterdan
2 Milan 8 Luxemburgo
3 Zurich 9 Brussels
4 Prague 10 London
5 Vienna 11 | Copenhagen
6 Berlin

Os arcos, custos e capacidades estao definidos na Tabela 5.17.

Neste problema consideramos os arcos com duplo sentido sendo que, os arcos de

26 a 50 correspondem aos arcos de 1 a 25 em sentido contrario.
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Tabela 5.17: Dados da Rede COST239

Arco | Origem — Destino Custos Capacidades
1 1—2 (820, 20, 20) (0, 0, 10, 12)
2 1—3 (361, 11, 9) (0, 0, 2,5, 4,5)
3 1—6 (677, 27, 6) (0, 0, 10, 12)
4 1—-9 (300, 10, 50) | (0, 0, 4,0, 6,5)
5 1—10 (450, 30, 20) | (0, 0, 2,5, 3,5)
6 2—-3 (186, 6, 7) (0, 0, 30, 34)
7 2—-5 (510, 15, 15) (0, 0, 20, 23)
8 2—-9 (930, 30, 30) (0, 0, 30, 34)
9 3—4 (667, 17, 196) | (0,0, 10, 12)
10 3—5 (748, 18, 22) (0, 0, 10, 12)
11 3—38 (443, 18, 22) | (0, 0, 2,5, 3,5)
12 4—5 (199, 9, 11) (0, 0, 20, 23)
13 4—6 (340, 30, 20) (0, 0, 10, 12)
14 4—-11 (740, 30, 30) (0, 0, 10, 12)
15 5—6 (660, 50, 30) (0, 0, 30, 34)
16 6— 11 (242, 12,18) | (0,0, 10, 12)
17 7—6 (410, 20, 30) (0, 0, 20, 23)
18 7—11 (472, 22, 18) (0, 0, 10, 12)
19 8 —4 (730, 20, 5) (0, 0, 2,5, 3,5)
20 8—7 (242, 12, 13) | (0, 0, 2,5, 3,5)
21 9—8 (137, 7, 8) (0, 0, 2,5, 3,5)
22 9—7 (130, 10, 20) (0, 0, 10, 12)
23 9—10 (242, 12, 18) | (0, 0, 2,5, 3,5)
24 10— 7 (342, 12, 8) (0, 0, 2,5, 3,5)
25 10 —» 11 (1310, 60, 120) | (0, 0, 2,5, 3,5)

Consideramos trés produtos, os quais estao descritos na Tabela 5.18 (em Gbits/s).
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Tabela 5.18: Dados de cada produto

produto | origem | destinos | oferta | demanda
p1 1 {3, 6, 11} 6 {0,5; 2,5; 3}
D2 11 {1, 5, 10} 5 {2; 0,5; 2,5}
p3 1 {4, 7,9 | 7 {4; 1; 2}

Para a = 0, o algoritmo atendeu todas as demandas em nove etapas utilizando
nove caminhos, dos onze caminhos minimos nao-dominados. O tempo de processamento foi
de 2,5380 segundos.

O envio de fluxo ocorreu segundo a Tabela 5.19.

Tabela 5.19: Envio de fluxo

etapa caminho produto | fluxo enviado | demanda atendida
1 1—9 D3 2,0 2,0
2 1—3 D1 0,5 0,5
3 1—-9—-7 P3 1,0 1,0
4 1—6 P1 2,5 2,5
5 11—-6—>4—5 P2 0,5 0,5
6 11 —-7-—10 D2 2,5 2,5
7 1-9—-7—-11 D1 3,0 3,0
8 11—-7—-9—-1 P2 2,0 2,0
9 1—-6—-14 P3 4.0 4,0

Podemos observar na Tabela 5.19 que para cada par de nds origem-destino de
cada produto, as demandas foram atendidas usando apenas um caminho. As Tabelas 5.20,
5.21 e 5.22, ilustram o fluxo final dos produtos p1, ps e p3, respectivamente e, as Tabelas 5.23

e 5.24, o fluxo total nos arcos.
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Tabela 5.20: Fluxo final do produto p;
arcos 2 3 4 18 22

fluxo de p; | 0,5000 | 2,5000 | 3,0000 | 3,0000 | 3,0000

Tabela 5.21: Fluxo final do produto po
arcos 12 29 38 41 43 47 49

fluxo de p2 | 0,5000 | 2,0000 | 0,5000 | 0,5000 | 4,5000 | 2,0000 | 2,5000

Tabela 5.22: Fluxo final do produto ps3
arcos 3 4 22 38

fluxo de p3 | 4,0000 | 3,0000 | 1,0000 | 4,0000

Tabela 5.23: Fluxo total nos arcos
arcos 2 3 4 12 18 22

fluxo total | 0,5000 | 6,5000 | 6.0000 | 0,5000 | 3,0000 | 4,0000

Tabela 5.24: Fluxo total nos arcos
arcos 29 38 41 43 47 49

fluxo total | 2,0000 | 4,0000 | 0,5000 | 4,5000 | 4,0000 | 2,50000

O custo final total foi 10% - (1,2425, 0,0592, 0,0655) e a pertinéncia 0,2000,

referente ao arco (1,9).

Neste exemplo, utilizando a Opcgao 1, os resultados foram os mesmos que os aqui

apresentados (sem a Opgao 1).

A Tabela 5.25 ilustra o custo final de cada produto.
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Tabela 5.25: Custo final de cada produto

custo final produto

103 - (4,5790, 0,1919, 0,2835) P1
10 - (2, 7475, 0,1250, 0,0975) P2
102 - (5,0980, 0,2680, 0,2740) P3

Para o problema crisp, ou seja, quando os custos e capacidades sao ntiimeros reais,
utilizando o solver do Xpress, obtivemos os resultados apresentados nas Tabelas 5.26, 5.27 e
5.28. Os custos sao os valores modais dos custos da Tabela 5.17 e as capacidades, os valores

modais das capacidades da Tabela 5.17.

Tabela 5.26: Fluxo final do produto p; para o caso cléssico
arcos 2 3 4 18 22

fluxo de p; | 0,5000 | 2,5000 | 3,0000 | 3,0000 | 3,0000

Tabela 5.27: Fluxo final do produto po
arcos 12 29 38 41 43 47 49

fluxo de p2 | 0,5000 | 2,0000 | 0,5000 | 0,5000 | 4,5000 | 2,0000 | 2,5000

Tabela 5.28: Fluxo final do produto p3 para o caso cldssico
arcos 3 4 22 38

fluxo de p3 | 4,0000 | 3,0000 | 1,0000 | 4,0000

Os custos finais de p;, pe e p3 foram respectivamente, 4579, 2747,5 e 5098. O
custo final total foi 12.425.
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5.3 Instancia 3

Neste exemplo, aplica-se o algoritmo numa rede maior, constituida de 15 nés e 34
arcos e transportando 8 produtos. A rede em questao é mostrada na Figura 5.4.
Este exemplo representa um sistema ferroviario de transporte de carga multipro-

duto. Os dados aqui descritos foram tirados de [22].

Figura 5.4: Grafo da rede ferroviaria
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Os oito produtos estao descritos na Tabela 5.29 (em toneladas).

Tabela 5.29: Dados de cada produto

produto | origem | destinos | oferta demanda
D1 4 {7, 13, 15} | 3000 | {1000; 1000; 1000}
D2 5 {1} 1000 {1000}
D3 15 {3} 1000 {1000}
P4 12 {10} 1000 {1000}
D5 9 {1} 2000 {2000}
D6 6 {1} 2000 {2000}
D7 14 {1} 1000 {1000}
D8 1 {6, 9, 15} | 3000 | {1000; 1000; 1000}

Os arcos, custos e capacidades estao definidos na Tabela 5.30. Neste problema,
consideramos os arcos com duplo sentido sendo que, os arcos de 18 a 34 correspondem,

respectivamente, aos arcos de 1 a 17 em sentido contrario.
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Tabela 5.30: Dados da Rede Ferrovidria

Arco | Origem — Destino Custos Capacidades
1 1—2 (2, 0,2, 0,2) | (0,0, 2200, 6500)
2 2—3 (2,0,2,0,2) | (0,0, 2200, 4500)
3 3—4 (2,0,2,0,2) | (0,0, 2200, 3500)
4 4—5 (2,0,2,0,2) | (0,0, 2200, 3500)
5 5—6 (2, 0,2, 0,2) | (0,0, 2200, 2425)
6 6—7 (2,0,2,0,2) | (0,0, 2200, 2425)
7 2—38 (2,0,2,0,2) | (0,0, 2200, 2425)
8 8—9 (2, 0,2, 0,2) | (0,0, 2200, 2425)
9 9—13 (2,0,2,0,2) | (0,0, 2200, 2425)
10 8 — 12 (2,0,2,0,2) | (0,0, 2200, 2425)
11 10— 3 (2,0,2,02) | (0,0, 2200, 2425)
12 3—11 (2,0,2,0,2) | (0,0, 2200, 4000)
13 11 — 12 (2,0,2,0,2) | (0,0, 2200, 2425)
14 12 — 13 (2,0,2,0,2) | (0,0, 2200, 2425)
15 411 (2,0,2,02) | (0,0, 2200, 2425)
16 11— 14 (2,0,2,0,2) | (0,0, 2200, 2425)
17 14— 15 (2,0,2,0,2) | (0,0, 2200, 2425)

Para a = 0, o algoritmo atendeu todas as demandas em doze etapas utilizando

os doze caminhos minimos nao-dominados encontrados.

3,9960 segundos.

O tempo de processamento foi de

O envio de fluxo ocorreu segundo a Tabela 5.31.

Podemos observar na Tabela 5.31 que, para cada par de nés origem-destino de

cada produto, as demandas foram atendidas usando apenas um caminho. As Tabelas 5.32,

5.33 e 5.34, ilustram o fluxo final dos produtos em cada arco.
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5.3. INSTANCIA 3

Tabela 5.31: Envio de fluxo

etapa caminho produto | fluxo enviado | demanda atendida
1 4 —-5—-6—7 D1 1000 1000
2 4 —11—12 — 13 D1 1000 1000
3 4—11 —-14 — 15 D1 1000 1000
4 15—-14—11 -3 D3 1000 1000
5 12 —-11 -3 —=10 D4 1000 1000
6 9—-8—-2—-1 D5 2000 2000
7 1—-2—-8—-9 D8 1000 1000
8 5—-4—-3-2-—1 D2 1000 1000
9 14—-11—-3—-2—1 7 1000 1000
10 6 -5—4—-3-2—-1 D6 2000 2000
11 1-2—-3—-4-5—6 Ps 1000 1000
12 1-2—-3—11 14 — 15 P8 1000 1000
Tabela 5.32: Fluxo final de cada produto em cada arco
arcos 1 2 3 4 ) 6 7 8 12 13
fluxo de py 0 0 0 1000 | 1000 | 1000 0 0 0 1000
fluxo de po 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
fluxo de p3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
fluxo de py 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
fluxo de ps 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
fluxo de pg 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
fluxo de pr 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
fluxo de pg | 3000 | 2000 | 1000 | 1000 | 1000 0 1000 | 1000 | 1000 0
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5.3. INSTANCIA 3

Tabela 5.33: Fluxo final de cada produto em cada arco

arcos 14 15 16 17 18 19 20 21
fluxo de py | 1000 | 2000 | 1000 | 1000 0 0 0 0
fluxo de po 0 0 0 0 1000 | 1000 | 1000 | 1000
fluxo de ps3 0 0 0 0 0 0 0 0
fluxo de py 0 0 0 0 0 0 0 0
fluxo de ps 0 0 0 0 2000 0 0 0
fluxo de pg 0 0 0 0 2000 | 2000 | 2000 | 2000
fluxo de p7 0 0 0 0 1000 | 1000 0 0
fluxo de ps 0 0 1000 | 1000 0 0 0 0

Tabela 5.34: Fluxo final de cada produto em cada arco

arcos 22 24 25 28 29 30 33 34
fluxo de py 0 0 0 0 0 0 0 0
fluxo de po 0 0 0 0 0 0 0 0
fluxo de ps3 0 0 0 0 1000 0 1000 | 1000
fluxo de py 0 0 0 1000 | 1000 | 1000 0 0
fluxo de ps 0 2000 | 2000 0 0 0 0 0
fluxo de pg | 2000 0 0 0 0 0 0 0
fluxo de p7 0 0 0 0 1000 0 1000 0
fluxo de pg 0 0 0 0 0 0 0 0

As Tabelas 5.35, 5.36 e 5.37 ilustram o fluxo total nos arcos.

Tabela 5.35: Fluxo total nos arcos

arcos 1 2 3 4 5 6 7 8 12

fluxo total | 3000 | 2000 | 1000 | 2000 | 2000 | 1000 | 1000 | 1000 | 1000
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5.3. INSTANCIA 3

Tabela 5.36: Fluxo total nos arcos
arcos 13 14 15 16 17 18 19 20 21

fluxo total | 1000 | 1000 | 2000 | 2000 | 2000 | 6000 | 4000 | 3000 | 3000

Tabela 5.37: Fluxo total nos arcos
arcos 22 24 25 28 29 30 33 34

fluxo total | 2000 | 2000 | 2000 | 1000 | 3000 | 1000 | 2000 | 1000

A Tabela 5.38 ilustra o custo final de cada produto.

Tabela 5.38: Custo final de cada produto

custo final produto
(18000, 1800, 1800) D1
(8000, 800, 800) D2
(6000, 600, 600) D3
(6000, 600, 600) P4

(12000, 1200, 1200) D5
(20000, 2000, 2000) Ds

(8000, 800, 800) D7
(26000, 2600, 2600) D8

O custo final total foi (104000, 10400, 10400) e a pertinéncia 0, 1163, referente
ao arco (2,1).

Neste exemplo, com o uso da Opcao 1, os resultados foram os mesmos, isso porque
o fluxo a ser enviado nao deu zero nenhuma vez.

Este exemplo, teve como objetivo mostrar que o algoritmo proposto é viavel para
problemas de médio porte e é eficiente computacionalmente, pois seu tempo de execucao é

pequeno.
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5.3. INSTANCIA 3

Novamente, utilizamos o solver do Xpress para resolver o problema crisp associado
a este problema, ou seja, quando os custos e capacidades sao nimeros reais. Os custos sao
os valores modais dos custos da Tabela 5.30 e as capacidades, os limitantes superiores das
capacidades da Tabela 5.30. Os resultados obtidos sao apresentados nas Tabelas 5.39, 5.40 e
5.41.

Tabela 5.39: Fluxo final de cada produto em cada arco para o caso cldssico
3 4 5 6 12 13

arcos 1

1000 | 1000 | 1000
0

fluxo de py 1000
fluxo de po
fluxo de p3
fluxo de py

fluxo de ps

o O o o o O =N
o o o o o o

fluxo de pg

o O o o o o o
o O O o o o O |WN
o O o o o o o
o o o o o o

o o o o o o

o O o o o o o |

fluxo de pr

o o o o o o
o o o o o o O

1000 | 1000 | 1000

fluxo de pg | 3000 | 2000 | 1000 | 1000 | 1000

Tabela 5.40: Fluxo final de cada produto em cada arco para o caso

arcos 14 15 16 17 18 19 20 21
fluxo de p; | 1000 | 2000 | 1000 | 1000 0 0 0 0
fluxo de p 0 0 0 0 1000 | 1000 | 1000 | 1000
fluxo de p3 0 0 0 0 0 0 0 0
fluxo de py 0 0 0 0 0 0 0 0
fluxo de ps 0 0 0 0 2000 0 0 0
fluxo de pg 0 0 0 0 2000 | 2000 | 2000 | 2000
fluxo de py 0 0 0 0 1000 | 1000 0 0
fluxo de pg 0 0 1000 | 1000 0 0 0 0
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5.3. INSTANCIA 3

Tabela 5.41: Fluxo final de cada produto em cada arco

arcos 22 24 25 28 29 30 33 34
fluxo de py 0 0 0 0 0 0 0 0
fluxo de po 0 0 0 0 0 0 0 0
fluxo de ps3 0 0 0 0 1000 0 1000 | 1000
fluxo de py 0 0 0 1000 | 1000 | 1000 0 0
fluxo de ps 0 2000 | 2000 0 0 0 0 0
fluxo de pg | 2000 0 0 0 0 0 0 0
fluxo de p7 0 0 0 0 1000 0 1000 0
fluxo de pg 0 0 0 0 0 0 0 0

O custo final total foi 103997.
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Capitulo 6

Conclusoes e trabalhos futuros

6.1 Conclusoes

Neste trabalho apresentamos um algoritmo para a resolucao do problema de fluxo
multiproduto fuzzy com incertezas em dois parametros (custos e capacidades) e possui a
vantagem de ser aplicdvel a problemas de grande porte. A anélise dos resultados dos testes
computacionais mostra que o algoritmo proposto apresentou resultados satisfatorios. A com-
paracao com o problema resolvido na forma crisp mostra que os resultados, de fato, foram
bons. Cabe ressaltar que o algoritmo proposto comporta problemas de fluxo multiproduto
com custos diferentes por produto por arco.

O uso da teoria fuzzy para tratar as incertezas nos custos e nas capacidades tornou
o algoritmo mais aderente a realidade e promissor para a resolucao do problema apresentado,
pois resolvemos o problema na forma fuzzy, sem transforma-lo na forma crisp para resolvé-lo.

Nos exemplos apresentados nas Segoes 5.1 e 5.2 temos valores de demanda que
nao sao inteiros: no primeiro exemplo consideramos que as unidades dos produtos podem ser
particionadas para destinos diferentes. Ja no segundo exemplo, a medida de trafego foi dada
em termos de Gbit/s [32].

Os resultados obtidos sao bastantes satisfatérios, comprovando que o uso da teoria
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6.2. PERSPECTIVAS FUTURAS

fuzzy no tratamento de parametros incertos é realmente promissor para obter boas solucoes
em diversos problemas, dentre eles, o de fluxo multiproduto de custo minimo que é abordado

neste trabalho.

6.2 Perspectivas Futuras

Apresentamos algumas sugestoes para trabalhos futuros:
e Tratar a integralidade, ou seja, trabalhar apenas com valores inteiros nas ofertas

e demandas dos produtos.

e Estudar métodos utilizando técnicas de decomposicao para problemas de grande

porte.

6.3 Trabalhos aceitos

Durante esse periodo foram aceitos dois trabalhos para apresentacao:

e (Verga, J., Ciappina, J.R. e Yamakami, A.) Algoritmo para resolugao do problema de
fluxo multiproduto fuzzy, aceito no X LI Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Operacional,

em setembro de 2009;

e (Ciappina, J.R., Verga, J. e Yamakami, A.) Problema de fluxo multiproduto fuzzy: pro-
posta de um algoritmo, aceito no X X X 11 Congresso Nacional de Matematica Aplicada

e Computacional, em setembro de 2009.

No primeiro, consideramos custos iguais nos arcos para todos os produtos, e no

segundo, consideramos custos diferentes nos arcos para cada produto.
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Apeéendice A

Algoritmo de Ford Moore Bellman

O algoritmo de Ford-Moore-Bellman, assim denominado em homenagem ao tra-
balho simultaneo desses pesquisadores [3], mas publicado em épocas diferentes, abre mao do
fechamento de um no a cada iteragao, e examina todos os nds até que nao seja mais possivel
melhorias, podendo, com isso, aceitar arestas negativas. O critério de parada estd associado
a nao modificacao de todos os rétulos em uma iteracao. A idéia basica é de que, se um
caminho de um no ¢ para um noé j contém k arcos, um caminho melhor de 7 para j contera,

no maximo, k + 1 arcos.

Notacgoes utilizadas do algoritmo
V' . conjunto dos nés;

1t: contador de iteragoes;

r: numero de nés;

lj;: custo do arco (j,1);

it.

c¢;': custo do caminho entre os nés 1 e 7 na iteragaoo t;

[';': conjunto dos nds predecessores de i.
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Algoritmo

Passo 1: Inicializacao das variaveis

. A=0
2. & =00,i=1,2,3,...,r
3.1t «—1

Passo 2: Determinacao dos caminhos das préximas iteragoes
it .
1. cf =0;

2.YVieV, i=1,2,3,...,r, faca:

it—1
()

¢ = min(c, min (¢ + 1))

jer—1 7

7

Passo 3: Critério de Parada
e Secit=cl"' VieV = FIM
e Senao:

1. Se it <r—1= Passo 2

2. Senao existe um circuito com custo negativo = FIM
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