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de Engenharia Elétrica e de Computação como
parte dos requisitos exigidos para a obtenção do
t́ıtulo de Mestre em Engenharia Elétrica. Área de
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Batista Rocha Moreira.

vi



Agradecimentos

Agradeço,

com profundo reconhecimento ao meu orientador e co-orientador, Profs. Drs. Pedro Luis
Dias Peres e Ricardo C. L. F. Oliveira, pela oportunidade, pela sublime orientação e com-
preensão.
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Resumo

Esta dissertação trata de um dos mais importantes problemas em aberto na

teoria de controle, o projeto de controladores por realimentação estática de

sáıda. A principal contribuição é propor um método para computar contro-

ladores robustos estáticos por realimentação de sáıda para sistemas lineares

incertos discretos no tempo, usando um controlador por realimentação de es-

tados como parâmetro de entrada do método. Além disso, os resultados são

estendidos para tratar do projeto de controle H2 robusto por realimentação de

sáıda. As condições de śıntese são formuladas em termos de um procedimento

convexo de otimização, baseado em um conjunto finito de desigualdades matri-

ciais lineares. Exemplos numéricos são apresentados para ilustrar a eficiência

dos métodos propostos quando comparados com outros métodos existentes na

literatura.

Palavras-chave: Sistemas lineares incertos; sistemas discretos do tempo; reali-

mentação de estados; realimentação de sáıda; norma H2; funções de Lyapunov

dependentes de parâmetros; LMIs.
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Abstract

This thesis deals with one of the most important open problems in control

theory, the design of static output feedback controllers. The main contribution

is to propose a method to compute robust static output feedback controllers for

uncertain linear discrete-time systems, using a state feedback controller as an

input parameter for the method. Additionally, the results are extended to cope

with H2 static output feedback control design. The synthesis conditions are

formulated in terms of a convex optimization procedure, based on a finite set of

linear matrix inequalities. Numerical examples are presented to illustrate the

effectiveness of the proposed approach compared to other methods available in

the literature.

Key-words: Uncertain linear systems; discrete-time systems; state feedback;

static output feedback; H2 norm; parameter-dependent Lyapunov functions;

LMIs.
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Introdução

O problema de realimentação estática de sáıda é uma das questões mais importantes

na teoria de controle [Ber92, SADG97], e tem atráıdo a atenção de muitos pesquisadores

nas últimas décadas. Tal interesse justifica-se pelo fato de que em inúmeras aplicações

o vetor de estados não está, por razões técnicas ou econômicas, completamente acesśıvel.

Como exemplos, mencionam-se a impossibilidade de instalação ou de construção de alguns

sensores, o custo dos sensores e dos sistemas de comunicação entre os sensores e o contro-

lador. Esses fatores motivam o desenvolvimento de estratégias baseadas na realimentação

de sáıda, que requer apenas a leitura das variáveis de sáıda da planta em tempo real.

Outra razão importante deve-se ao fato de que o projeto de controladores dinâmicos pode

ser formulado como um problema de realimentação estática de sáıda, envolvendo apenas

a planta aumentada do sistema, enfatizando ainda mais a importância do controlador por

realimentação estática de sáıda.

Apesar de essa estratégia de controle ser simples do ponto de vista de implementação

prática, a sua solução numérica é dif́ıcil em função da sua natureza não-convexa [BT00].

De fato, o problema de realimentação estática de sáıda pertence à classe dos problemas

NP-dif́ıceis (em inglês, nondeterministic polynomial-time hard — NP-hard), o que signi-

fica que o tempo computacional empregado para resolver esse tipo de problema cresce

exponencialmente em função do tamanho da entrada de dados.

Vários métodos têm sido propostos na literatura nas últimas décadas para resolver

o problema. Para um apanhado geral das abordadens existentes, recomenda-se o survey

[SADG97]. Entre as diversas técnicas existentes, podem ser citados trabalhos baseados

no posicionamento da autoestrutura [Kim75, KL82, Mag87, FM87, SL93, Wan96] ou em

propriedades do sistema em malha aberta [YBL74, HB90, GPZ01].

Há também diversos métodos baseados em buscas diretas no espaço dos parâmetros

do ganho, usando heuŕısticas, procedimentos de otimização ou algoritmos evolutivos. Vale

notar que a abordagem de busca aleatória para resolver problemas complexos de otimização

não é nova, tendo sido usada em sistemas de controle por [Mat65]. Entre outros, podem ser

1



Introdução 2

citados os trabalhos [Gol89, KB01, PdA04, SC05, BOL06, Tos06, GPCI07, DZ08, CC09]

que tratam o problema de realimentação de sáıda em vários contextos.

A abordagem mais utilizada, no entanto, é baseada na construção de uma função de

Lyapunov, cuja existência fornece o ganho de realimentação de sáıda [ABJ75, GPS96,

EOA97, CLS98, GdS98, CT99, PA01]. Em geral, esses métodos são extensões das es-

tratégias de controle por realimentação de estados, para os quais existem parametrizações

convexas do controlador [BPG89]. Essas parametrizações são obtidas por meio de algumas

mudanças de variáveis, que não são mais posśıveis no caso de realimentação de sáıda ou

geram condições apenas suficientes. Outras abordagens não seguem essa linha de mudança

de variáveis ou não são baseadas em funções de Lyapunov, como por exemplo [dCS00],

na qual a inversa da matriz de Lyapunov é tratada por um algoritmo iterativo e o ganho

de sáıda aparece isolado nas condições. Também menciona-se a abordagem de [HL06],

na qual o problema de realimentação de sáıda é escrito em termos da positividade de um

polinômio cujas variáveis são as entradas da matriz do controlador.

No caso de sistemas lineares com parâmetros incertos a situação é ainda mais compli-

cada. Por exemplo, o simples fato de usar-se a mesma função de Lyapunov para garantir

a estabilidade de todo o domı́nio incerto é uma fonte de conservadorismo [CT99, PA01].

Essa abordagem, conhecida como estabilidade quadrática, foi largamente utilizada para

análise de estabilidade robusta, desempenho e para śıntese de controladores e filtros

[BPG89, GZL90, PGB93, PTP97, GdO01, dOGB00]. Apesar de fornecer condições apenas

suficientes, a estabilidade quadrática permite tratar de forma convexa, com desigualda-

des matriciais lineares (em inglês, linear matrix inequalities — LMIs) [BEFB94], diver-

sos problemas relevantes em controle de sistemas dinâmicos. Algumas extensões foram

produzidas para tratar a realimentação de sáıda robusta [GA94, IS94, GPS96, GdS98].

Dentre os trabalhos que usam funções de Lyapunov dependentes de parâmetros para obter

controladores estáticos de sáıda e reduzir o conservadorismo da estabilidade quadrática,

destacam-se [APS03], [Sha03], [MBB04] e [DY07], sendo que [APS03], [MBB04] e [DY07]

não possuem a limitação de serem aplicáveis somente a sistemas com a matriz de sáıda

precisamente conhecida.

A principal caracteŕıstica comum aos métodos baseados na teoria de Lyapunov é a

formulação do problema em termos de procedimentos de otimização baseados em LMIs.

Apesar dos métodos serem apenas suficientes e, na maioria das vezes, baseados em pro-

cedimentos iterativos sem convergência garantida, o principal apelo é que a cada estágio

(ou iteração) um conjunto finito de LMIs é resolvido. A solução de problemas de otimiza-

ção envolvendo LMIs pode ser obtida usando-se interfaces de programação simples (LMI

Control Toolbox [GNLC95],YALMIP [Löf04]) e resolvedores de convergência global dis-

pońıveis comercialmente ou livremente pela Internet (SeDuMi [Stu99], SDPT3 [TTT99]).
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Essa maneira fácil e consistente de resolver LMIs foi e continua sendo a principal motiva-

ção de novas propostas de soluções do problema de realimentação estática de sáıda usando

LMIs, como o método proposto nesta dissertação.

Este trabalho investiga o problema de realimentação estática robusta de sáıda para

sistemas lineares incertos discretos no tempo, usando estratégia similar à adotada em

[PA01], [APS03] (para sistemas cont́ınuos) e [MBB04] (para sistemas discretos no tempo).

As matrizes do sistema são consideradas incertas e pertencentes a um politopo. O método

consiste em, primeiramente, projetar um controlador por realimentação de estados que,

a seguir, é usado como parâmetro de entrada para a śıntese do controlador de sáıda. A

principal novidade da abordagem proposta é a possibilidade de projetar ganhos robustos

de sáıda a partir de ganhos de realimentação de estados dependentes de parâmetros. Em

outras palavras, a mesma função de Lyapunov provê simultaneamente um ganho de estado

dependente de parâmetros e um ganho de sáıda constante. A vantagem imediata em

relação a, por exemplo [MBB04], que também foi desenvolvido para sistemas incertos

discretos, é que não é necessário que o sistema seja estabilizável por um controlador de

estado robusto. Os resultados obtidos neste trabalho são também estendidos para tratar

do projeto de controladores H2 robustos por realimentação de sáıda. Todas as condições

propostas são dadas na forma de LMIs.

Apresentação da dissertação

Esta dissertação foi estruturada em cinco caṕıtulos descritos a seguir:

• Caṕıtulo 1: No caṕıtulo é feita uma revisão dos principais conceitos relativos à

estabilidade e cômputo da norma H2 para sistemas lineares incertos discretos no

tempo na forma politópica. Também é apresentada a descrição matemática dos

sistemas analisados.

• Caṕıtulo 2: O objetivo do caṕıtulo é apresentar condições LMIs para tratar o pro-

blema do projeto de controladores estabilizantes por realimentação de sáıda robusta.

• Caṕıtulo 3: No caṕıtulo são apresentadas condições para tratar o projeto de con-

troladores por realimentação de sáıda com ı́ndice de desempenho dado pela norma

H2.

• Caṕıtulo 4: Apresenta as conclusões finais e algumas perspectivas para trabalhos

futuros.



Capı́tulo 1
Conceitos Preliminares e Definições

Este caṕıtulo é dedicado à apresentação de definições e conceitos essenciais relativos à

estabilidade de sistemas lineares politópicos a tempo discreto e ao ı́ndice de desempenho

dado pela norma H2. O objetivo é introduzir os fundamentos teóricos e as técnicas bá-

sicas, no contexto das desigualdades matriciais lineares, a serem utilizadas nos caṕıtulos

subsequentes. Todos os resultados podem ser encontrados na literatura indicada ao longo

do texto.

1.1 Descrição Matemática do Sistema

Considere o sistema linear a tempo discreto, incerto e invariante no tempo, descrito

pelas equações de estado

x(k + 1) = A(α)x(k) + B1(α)w(k) + B2(α)u(k),

z(k) = C1(α)x(k) + D2(α)u(k),

y(k) = C2(α)x(k),

(1.1)

sendo x(k) ∈ Rn o vetor de estados, w(k) ∈ Rr o vetor de distúrbios, u(k) ∈ Rm a entrada

de controle, z(k) ∈ Rp a sáıda controlada e y(k) ∈ Rq a sáıda medida. As matrizes do

sistema (A,B1, B2, C1, C2, D2)(α) não são precisamente conhecidas mas pertencem a um

domı́nio politópico D dado por

D =
{

(A,B1, B2, C1, C2, D2)(α) :

(A,B1, B2, C1, C2, D2)(α) =
N

∑

i=1

αi(A,B1, B2, C1, C2, D2)i, α ∈ ΛN

}

, (1.2)

com o vetor de parâmetros incertos α = (α1, . . . , αN) pertencendo ao simplex unitário

ΛN =
{

δ ∈ RN :
N

∑

i=1

δi = 1, δi ≥ 0, i = 1, . . . , N
}

. (1.3)

4



Caṕıtulo 1. Conceitos Preliminares e Definições 5

As matrizes Ai ∈ R
n×n, B1i ∈ R

n×r, B2i ∈ R
n×m, C1i ∈ R

p×n, C2i ∈ R
q×n e D2i ∈

R
p×m, i = 1, . . . , N , também conhecidas como os vértices do sistema, são dadas a priori.

Esse modelo de incerteza é amplamente difundido na literatura, sendo conhecido como

modelo politópico [BEFB94].

Para o sistema em malha aberta (u(t) = 0), a função de transferência da entrada w

para a sáıda z, para α fixo, é dada por

Hwz(ξ, α) = C1(α)(ξI − A(α))−1B1(α). (1.4)

Sendo ξ o operador de deslocamento (avanço).

Quando o problema em estudo apenas considerar a śıntese de controladores estabi-

lizantes para o sistema, isto é, śıntese sem nenhum critério de desempenho, utiliza-se o

seguinte sistema

x(k + 1) = A(α)x(k) + B(α)u(k),

y(k) = C(α)x(k),
(1.5)

com as matrizes do sistema (A,B,C)(α) pertencentes ao domı́nio politópico S dado por

S =
{

(A,B,C)(α) : (A,B,C)(α) =
N

∑

i=1

αi(Ai, Bi, Ci), α ∈ ΛN

}

. (1.6)

1.2 Estabilidade

Esta seção apresenta o critério de Lyapunov para o estudo de estabilidade de sistemas

dinâmicos no caso discreto. Originalmente, Lyapunov estudou o comportamento assin-

tótico do estado de um sistema mecânico, dinâmico e autônomo, em torno de um ponto

de equiĺıbrio [Kha96]. Em outras palavras, foram analisados os fenômenos de contração

e expansão do movimento em sistemas dinâmicos, caracterizando a estabilidade do ponto

de equiĺıbrio desses sistemas. Atualmente, é posśıvel encontrar aplicações da teoria de

Lyapunov em diversos campos da engenharia com diferentes interpretações f́ısicas.

Considere o sistema linear discreto autônomo representado por

x(k + 1) = A(α)x(k), x(0) = x0; A(α) ∈ A (1.7)

com

A =
{

A(α) : A(α) =
N

∑

i=1

αiAi, α ∈ ΛN

}

. (1.8)

Antes de apresentar a teoria de Lyapunov, faz-se necessário definir os conceitos de

ponto de equiĺıbrio e estabilidade assintótica.
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Definição 1.1 (Ponto de Equiĺıbrio na Origem) O vetor de estado x = 0 é um ponto

de equiĺıbrio do sistema, se x(k) = 0 para algum k = k0 implicar em x(k) = 0 para todo

k > k0.

Definição 1.2 (Estabilidade Assintótica da Origem) O ponto de equiĺıbrio x = 0 do

sistema (1.7) é (globalmente) assintoticamente estável se

lim
k→∞

x(k) = 0, ∀x(0) = x0 (1.9)

Uma condição necessária e suficiente para que o sistema (1.7) seja assintoticamente

estável é que a matriz A(α) seja Schur, isto é, que todos os autovalores da matriz A(α)

possuam módulo menor do que um,

max
i

|λi(A(α))| < 1, i = 1, . . . , n, ∀A(α) ∈ A. (1.10)

A teoria de Lyapunov propõe avaliar a estabilidade de sistemas por meio de funções,

conhecidas como funções de Lyapunov. Essas funções podem ser interpretadas como a

energia total do sistema, o que permite uma escolha particular para cada caso. Pode-se

associar essas funções à energia necessária para o deslocamento entre pontos do espaço de

estados. Portanto, a instabilidade pode ser vista como a exigência de energia infinita para

realizar tais movimentos [Vid93].

Definição 1.3 (Funções de Lyapunov) Uma função v(x) é chamada de função de Lya-

punov na vizinhança do ponto de equiĺıbrio em x = 0 se:

• v(0) = 0 e v(x) > 0 para x 6= 0;

• v(x) é cont́ınua em relação a todas as componentes de x ∈ Rn;

• v(x) é ilimitada para todo x ∈ Rn ilimitado.

Se v(x) for monotonicamente decrescente para todas as soluções do sistema (1.7), então

o sistema é globalmente assintoticamente estável. O teorema a seguir apresenta o critério

de Lyapunov para o estudo da estabilidade de sistemas dinâmicos a tempo discreto.

Teorema 1.1 Se existir uma função de Lyapunov v(x(k)) > 0 tal que

∆v = v(x(k + 1)) − v(x(k)) < 0, ∀x 6= 0

então, o sistema (1.7) é assintoticamente estável.
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É importante ressaltar que o Teorema 1.1 apresenta uma condição suficiente de esta-

bilidade para sistemas não lineares em geral, pois se não existir uma função que satisfaça

a Definição 1.3, nada pode ser afirmado sobre a estabilidade do sistema.

Uma candidata à função de Lyapunov amplamente difundida na literatura é a função

quadrática. Essa possui um papel decisivo no estudo de sistemas lineares, pois permite

determinar um teste de estabilidade necessário e suficiente no caso invariante no tempo.

Seja a forma quadrática

v(x, α) = x′P (α)x,

com P (α) = P (α)′ ∈ Rn×n. Tomando-se a restrição dinâmica (1.7) e usando-se o Teo-

rema 1.1 tem-se

∆v = x(k + 1)′P (α)x(k + 1) − x(k)′P (α)x(k)

= x(k)′A(α)′P (α)x(k)A(α)x(k) − x(k)′P (α)x(k)

= x(k)′
(

A(α)′P (α)A(α) − P (α)
)

x(k)

(1.11)

Assim, a estabilidade assintótica de (1.7) pode ser verificada pelo seguinte lema.

Lema 1.1 O sistema (1.7) é Schur assintoticamente estável se e somente se existir uma

matriz de Lyapunov dependente de parâmetros P (α) = P (α)′ ∈ Rn×n tal que

P (α) > 0, A(α)′P (α)A(α) − P (α) < 0, ∀α ∈ ΛN . (1.12)

As desigualdades matriciais apresentadas no Lema 1.1 devem ser verificadas por uma

matriz de Lyapunov em todos os pontos do domı́nio ΛN , isto é, a matriz de Lyapunov

dependente de parâmetros P (α) deve ser tal que para qualquer matriz genérica dentro

do domı́nio, gerada a partir de uma combinação convexa dos vértices do politopo, as

desigualdades sejam válidas. Por exemplo, considere o politopo de matrizes com seis

vértices ilustrado na Figura 1.1, as desigualdades precisam ser verificadas nos infinitos

pontos do domı́nio politópico A.

1.3 Norma H2

A norma H2 é um dos critérios mais usados na análise de desempenho de sistemas

dinâmicos. Para um sistema SISO, a norma H2 pode ser interpretada como a energia da

resposta ao impulso da planta Hwz. Nesta seção, o cálculo da norma H2 é apresentado

por meio de gramianos e, no contexto de programação convexa, por meio de LMIs.

A norma H2 (para um α fixo) da função de transferência Hwz dada em (1.4) é definida

como

||Hwz||
2
2 =

1

2π

∫ π

−π

Tr(Hwz(e
jω)∗Hwz(e

jω)) dω, (1.13)
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Figura 1.1: Representação gráfica de um politopo com seis vértices.

para sistemas a tempo discreto [Fra87, DGKF89, BB91].

Outra forma de calcular a norma H2 é por meio dos gramianos de controlabilidade e

observabilidade. Assumindo que a matriz A(α) seja estável ∀α ∈ ΛN , para um α fixo,

tem-se

||Hwz||
2
2 = Tr(C1(α)Lc(α)C1(α)′), (1.14)

= Tr(B1(α)′Lo(α)B1(α)), (1.15)

em que Lc(α) e Lo(α) são os gramianos de controlabilidade e observabilidade, respectiva-

mente, que podem ser obtidos das soluções das seguintes equações

A(α)Lc(α)A(α)′ − Lc(α) + B1(α)B1(α)′ = 0, (1.16)

A(α)′Lo(α)A(α) − Lo(α) + C1(α)′C1(α) = 0. (1.17)

Finalmente, será apresentado o cálculo da norma H2 por meio de um problema de

otimização, no contexto das LMIs, para o caso de sistemas lineares incertos. O objetivo

é determinar um limitante superior para a norma H2, para qualquer α ∈ ΛN , isto é, um

custo garantido µ tal que

||Hwz||2 ≤ µ, ∀(A,B1, C1)(α) ∈ D. (1.18)

O custo garantido ótimo H2 é dado por

µ∗ = minµ, (1.19)
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tal que (1.18) seja verificada.

O lema a seguir enuncia o problema de otimização para determinar o custo garantido

ótimo H2 para sistemas lineares incertos dado por (1.1).

Lema 1.2 Seja a matriz A(α) Schur estável. A desigualdade ||Hwy||
2
2 < µ2 é assegurada

para todo α ∈ ΛN , se e somente se, existirem matrizes simétricas definidas positivas P (α)

e W (α) tais que

Tr(W (α)) < µ2, (1.20a)

B1(α)′P (α)B1(α) − W (α) < 0, (1.20b)

A(α)′P (α)A(α) − P (α) + C1(α)′C1(α) < 0, (1.20c)

sejam verificadas. Ou, equivalentemente, por dualidade

Tr(W (α)) < µ2, (1.21a)

C1(α)P (α)C1(α)′ − W (α) < 0, (1.21b)

A(α)P (α)A(α)′ − P (α) + B1(α)B1(α)′ < 0, (1.21c)

sejam verificadas.

O Lema 1.2 apresenta duas formas equivalentes de calcular a norma H2 para sistemas

lineares discretos estáveis, usando-se problemas de otimização baseados em LMIs depen-

dentes de parâmetros. É importante ressaltar que essa equivalência é válida somente se

todas as desigualdades puderem ser resolvidas de forma exata, sem conservadorismo.

Os resultados do Caṕıtulo 3 usam as condições do Lema 1.2 para derivar condições

de projeto de controladores fixando uma estrutura particular, em termos do parâmetro α,

para as matrizes P (α) e W (α). Como consequência, as desigualdades do Lema 1.2 são

testadas com um certo grau de conservadorismo, podendo o conjunto de desigualdades

originado a partir de (1.20) fornecer resultados melhores que o conjunto obtido de (1.21)

e vice-versa.



Capı́tulo 2
Estabilização Robusta por Realimentação de

Sáıda

A proposta deste caṕıtulo é fornecer uma caracterização convexa baseada em LMIs,

referente ao projeto de controladores estabilizantes por realimentação de sáıda robusta

para sistemas lineares politópicos a tempo discreto. Nesta abordagem, propõe-se uma

estratégia baseada em funções de Lyapunov dependentes de parâmetros para computar

controladores robustos estáticos por realimentação de sáıda usando um controlador por

realimentação de estados como parâmetro de entrada no cômputo do controlador de sáıda.

A principal novidade é a possibilidade de encontrar controladores de sáıda robustos a partir

de controladores de estados dependentes de parâmetros.

2.1 Preliminares

As condições de realimentação de estados e de sáıda são obtidas a partir da seguinte

estrutura particular para a matriz de Lyapunov

P (α) =
N

∑

i=1

αiPi, α ∈ ΛN . (2.1)

Essa estrutura permite que as LMIs dependentes de parâmetros obtidas com essa esco-

lha particular sejam solucionadas por meio de um número finito de LMIs, parametrizadas

somente em termos dos vértices dos politopos. Apesar das condições propostas serem ape-

nas suficientes, os resultados são menos conservadores do que os obtidos com a estabilidade

quadrática [GdOH98, RP01, dOOL+02].

O problema a ser investigado é o projeto de um ganho estático K associado à lei de

controle por realimentação de sáıda u(k) = Ky(k) tal que o sistema em malha fechada

Acl(α) = A(α) + B(α)KC(α)

10
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seja robustamente estável para todo α ∈ ΛN . A estratégia usada é similar à utilizada

em [PA01], [APS03] (que trataram o caso cont́ınuo no tempo) e [MBB04], e consiste em

primeiramente projetar o ganho de realimentação de estados, que é usado como parâmetro

de entrada na condição que sintetiza o ganho de realimentação de sáıda. A diferença da

abordagem desenvolvida neste trabalho é que o ganho de realimentação de estados pode

ser dependente de parâmetros, permitindo que se encontrem soluções para o problema de

realimentação de sáıda quando a abordagem apresentada em [MBB04] falha. Note-se que

o método de [MBB04] só pode ser aplicado se existir um controlador de estado robusto.

2.2 Resultados

Como ponto de partida é fornecida uma condição de śıntese de realimentação de estados

que provê um ganho dependente de parâmetros.

Teorema 2.1 Se existirem matrizes simétricas Pi ∈ Rn×n, matrizes Gi ∈ Rn×n, Zi ∈

R
m×n, i = 1, . . . , N , tais que as seguintes LMIs sejam verificadas

[

Pi AiGi + BiZi

⋆ Gi + G′

i − Pi

]

> 0, i = 1, . . . , N, (2.2)

[

Pi + Pj AiGj + AjGi + BiZj + BjZi

⋆ Gi + Gj + G′

i + G′

j − Pi − Pj

]

> 0,

i = 1, . . . , N − 1, j = i + 1, . . . , N, (2.3)

então o sistema (1.5) é estabilizável pela lei de controle dependente de parâmetros

u = Z(α)G(α)−1x,

com

Z(α) =
N

∑

i=1

αiZi, G(α) =
N

∑

i=1

αiGi, α ∈ ΛN .

Prova: A prova usa a mesma estratégia de [RP02] para tratar produtos duplos de matrizes

dependentes de parâmetros. Note que (2.2) implica Gi + G′

i > P ′

i e, portanto, G(α) é

invert́ıvel. Multiplique-se (2.2) por α2
i e some para i = 1, . . . , N . Multiplique-se (2.3) por

αiαj e some para i = 1, . . . , N − 1, j = i + 1, . . . , N . Somando-se os resultados, obtém-se

[

P (α) Acl(α)G(α)
⋆ G(α) + G(α)′ − P (α)

]

> 0, (2.4)
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com Acl(α) = A(α)+B(α)Z(α)G(α)−1. Multiplique-se (2.4) à esquerda por [I −Acl(α)′]

e à direita pelo respectivo transposto, para obter

Acl(α)P (α)Acl(α)′ − P (α) < 0,

o que prova a estabilidade robusta do sistema em malha fechada com o ganho estático de

realimentação de estados dependente de parâmetros Z(α)G(α)−1 por meio da função de

Lyapunov dependente de parâmetros v(x) = x′P (α)x, com P (α) dada em (2.1).

Note que o ganho sintetizado não é uma função polinomial de α mas sim uma função

racional. Caso deseje-se um ganho robusto (independente de parâmetros), a seguinte

condição pode ser utilizada.

Corolário 2.1 Se existirem matrizes simétricas Pi ∈ R
n×n, i = 1, . . . , N , matrizes G ∈

R
n×n, Z ∈ Rm×n, tais que as LMIs dadas em (2.2) sejam verificadas com Gi = G, Zi = Z,

i = 1, . . . , N , então o sistema (1.5) é estabilizável pela lei de controle robusta u = ZG−1x.

Prova: Similar à prova do Teorema 2.1.

A condição do Corolário 2.1 foi originalmente publicada em [dOBG99] e será usada na

seção de experimentos numéricos, para fins comparativos. O próximo teorema apresenta

uma condição de śıntese para o ganho estático de sáıda usando as matrizes do ganho de

realimentação de estados Zi e Gi, i = 1, . . . , N, como parâmetros de entrada.

Teorema 2.2 Sejam Zi e Gi, i = 1, . . . , N, matrizes (constantes) soluções do Teo-

rema 2.1. Se existirem matrizes simétricas Pi ∈ R
n×n, matrizes Fi ∈ R

n×n, i = 1, . . . , N ,

e matrizes R ∈ Rm×m, L ∈ Rm×p tais que as seguintes LMIs sejam verificadas





G′

iPiGi G′

iA
′

iFi + Z ′

iB
′

iFi −G′

iC
′

iL
′ + Z ′

iR
′

⋆ Fi + F ′

i − Pi F ′

iBi

⋆ ⋆ R + R′



 > 0, i = 1, . . . , N, (2.5)













G′

iPiGj

+G′

jPiGi + G′

iPjGi

G′

iA
′

iFj + G′

jA
′

iFi + G′

iA
′

jFi

+Z ′

iB
′

iFj + Z ′

jB
′

iFi + Z ′

iB
′

jFi

⋆
2Fi + Fj + 2F ′

i

+F ′

j − 2Pi − Pj

⋆ ⋆

−(G′

iC
′

i + G′

iC
′

j + G′

jC
′

i)L
′ + (2Z ′

i + Z ′

j)R
′

F ′

iBi + F ′

iBj + F ′

jBi

3R + 3R′



 > 0,

i = 1, . . . , N, j 6= i, j = 1, . . . , N, (2.6)
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



Θ11 Θ12 Θ13

⋆ Θ22 Θ23

⋆ ⋆ 6R + 6R′



 > 0,

i = 1, . . . , N − 2,
j = i + 1, . . . , N − 1,

k = j + 1, . . . , N,

(2.7)

com

Θ11 =G′

jPiGk + G′

kPiGj + G′

iPjGk + G′

kPjGi + G′

iPkGj

+ G′

jPkGi,

Θ12 =G′

jA
′

iFk + G′

kA
′

iFj + G′

iA
′

jFk + G′

kA
′

jFi + G′

iA
′

kFj

+ G′

jA
′

kFi + Z ′

jB
′

iFk + Z ′

kB
′

iFj + Z ′

iB
′

jFk

+ Z ′

kB
′

jFi + Z ′

iB
′

kFj + Z ′

jB
′

kFi,

Θ13 = − (G′

iC
′

j + G′

jC
′

i + G′

iC
′

k + G′

kC
′

i + G′

jC
′

k + G′

kC
′

j)L
′

+ 2(Zi + Zj + Zk)
′R′,

Θ22 =2(Fi + F ′

i + Fj + F ′

j + Fk + F ′

k − Pi − Pj − Pk),

Θ23 =F ′

iBj + F ′

jBi + F ′

iBk + F ′

kBi + F ′

jBk + F ′

kBj,

então o sistema (1.5) é estabilizável pela lei de controle robusta por realimentação estática

de sáıda u = R−1Ly.

Prova: Usando-se a técnica de [RP01] para tratar produtos de três matrizes dependentes

de parâmetros, multiplique-se (2.5) por α3
i e some para i = 1, . . . , N . Multiplique-se (2.6)

por α2
i αj e some para i = 1, . . . , N , j 6= i, j = 1, . . . , N . Multiplique-se (2.7) por αiαjαk

e some para i = 1, . . . , N − 2, j = i + 1, . . . , N − 1, k = j + 1, . . . , N . Somando-se os

resultados obtém-se




G(α)′P (α)G(α) G(α)′A(α)′F (α) + Z(α)′B(α)′F (α) −G(α)′C(α)′L′ + Z(α)′R′

⋆ F (α) + F (α)′ − P (α) F (α)′B(α)
⋆ ⋆ R + R′



 > 0.

(2.8)

Multiplique-se (2.8) à direita por R1(α) e à esquerda por R1(α)′, com

R1(α) =





G(α)−1 0 0

⋆ I 0

⋆ ⋆ I



 ,

para obter




P (α) A(α)′F (α) + G(α)−1′Z(α)′B(α)′F (α) −C(α)′L′ + G(α)−1′Z(α)′R′

⋆ F (α) + F (α)′ − P (α) F (α)′B(α)
⋆ ⋆ R + R′



 > 0.

(2.9)
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Multiplicando-se (2.9) à esquerda por R2(α) e à direita por R2(α)′, com

R2(α) =

[

I 0 S(α)′

0 I 0,

]

,

e S(α) = ((R−1L)C(α) − Z(α)G(α)−1) , obtém-se

[

P (α) Acl(α)′F (α)
⋆ F (α) + F (α)′ − P (α)

]

> 0, (2.10)

com

Acl(α) =A(α) + B(α)Z(α)G(α)−1 + B(α)
(

(R−1L)C(α) − Z(α)G(α)−1
)

,

=A(α) + B(α)(R−1L)C(α).

Multiplicando-se (2.10) à esquerda por [I −Acl(α)′] e à direita pelo respectivo transposto,

obtém-se

Acl(α)′P (α)Acl(α) − P (α) < 0,

o que prova a estabilidade robusta do sistema em malha fechada com o ganho estático de

realimentação de sáıda R−1L por meio da função de Lyapunov dependente de parâmetros

v(x) = x′P (α)x, com P (α) dada em (2.1).

A principal caracteŕıstica das condições do Teorema 2.2 é que a função de Lyapunov

calculada deve ser capaz de garantir a estabilidade robusta do sistema em malha fechada

tanto para o ganho de estados quanto para o ganho de sáıda. Para observar esse fato

basta impor S(α) = 0 na matriz de transformação R2(α), obtendo-se a mesma equação

dada em (2.10) mas com a matriz dinâmica de malha fechada dada por Acl(α) = A(α) +

B(α)Z(α)G(α)−1.

As condições do Teorema 2.2 podem ser adaptadas para fornecer um ganho robusto de

realimentação de estados, como descrito no próximo corolário.

Corolário 2.2 Se existirem matrizes simétricas Pi ∈ R
n×n, matrizes Fi ∈ R

n×n, i =

1, . . . , N , e matrizes R ∈ Rm×m, L ∈ Rm×n tais que as LMIs (2.5), (2.6) e (2.7) sejam

verificadas com Ci = In, i = 1, . . . , N , então o sistema é estabilizável pela lei de controle

robusta por realimentação estática de estados u = R−1Lx.

Prova: Similar à prova do Teorema 2.2.

No caso de realimentação robusta de estados, as condições do Corolário 2.2, partindo

da solução dada pelo Teorema 2.1, podem ser uma alternativa quando as condições em

[dOBG99] não encontram solução. A justificativa para esse fato é que as condições sufici-

entes do Corolário 2.2, que procuram por uma função de Lyapunov capaz de certificar a

estabilidade robusta do sistema em malha fechada para dois tipos de ganhos (dependente
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de parâmetros e robusto), podem ser menos conservadoras que as condições suficientes de

[dOBG99], que procuram somente pelo robusto. O mesmo se aplica ao caso de realimen-

tação de sáıda.

Finalmente, nota-se que o ganho de realimentação de estados gerado pelo Teorema 2.1

foi calculado sem nenhum critério de desempenho, como por exemplo as normas H2 e

H∞, alocação de pólos etc. Avaliar quais desses critérios (ou outros) podem fornecer os

melhores resultados em termos de obterem-se mais soluções fact́ıveis no Teorema 2.2 fica

como perspectiva para futuras investigações.

2.3 Experimentos Numéricos

Todos os experimentos foram feitos usando o SeDuMi [Stu99] e o YALMIP [Löf04] com

o Matlab versão 7.0.1 em um computador Athlon 64 X2 6000+ (3.0 GHz), 2GB RAM (800

MHz) com Linux Ubuntu. A complexidade numérica associada aos exemplos é dada em

termos do número V de variáveis escalares, o número L de linhas de LMIs, e o tempo

computacional (em segundos).

Exemplo I

Seja o sistema linear incerto discreto no tempo descrito por

x(k + 1) = A(α)x(k) + Bu(k),

com

A1 =

[

1.0 −0.5
−0.3 −0.1

]

, A2 =

[

−0.6 0.6
0.7 −0.3

]

, B =

[

1.3
−2.6

]

.

Neste exemplo, não é posśıvel calcular um ganho robusto de realimentação de estados

diretamente pela condição do Corolário 2.1. Entretanto, as condições do Teorema 2.1

encontram um ganho por realimentação de estados dependente de parâmetros K(α) =

Z(α)G(α)−1 que estabiliza o sistema (V = 18, L = 12, Tempo= 0.02 s). As matrizes que

compõem o ganho são

[

Z1 Z2

]

=
[

−0.2095 0.0351 0.2084 −0.1308
]

,

[

G1 G2

]

=

[

0.7682 0.0969 0.7412 −0.0133
0.2307 0.7852 0.1035 0.7054

]

,
(2.11)

e os autovalores (calculados por uma grade fina no espaço de parâmetros) do sistema em

malha fechada, ou seja, de Acl(α) = A(α) + BZ(α)G(α)−1, são mostrados na Figura 2.1.
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Figura 2.1: Autovalores para o sistema em malha fechada do Exemplo I com ganho
Z(α)G(α)−1 e matrizes Zi e Gi, i = 1, 2 dadas em (2.11).

As matrizes dadas em (2.11) foram usadas como entrada para a condição do Corolá-

rio 2.2, na qual foi posśıvel calcular um ganho robusto de realimentação de estados para o

sistema (V = 17, L = 20, Tempo=0.03 s) dado por

K =
[

−0.1141 −0.2371
]

. (2.12)

A Figura 2.2 mostra os autovalores do sistema em malha fechada, ou seja, Acl(α) =

A(α) + BK.

O maior autovalor em módulo calculado para o sistema em malha fechada é |λmax| =

0.9738, demonstrando que o controlador robusto por realimentação estática de estados K,

dado em (2.12), de fato estabiliza o sistema. Para fins ilustrativos, a matriz de Lyapunov

obtida é dada por

P (α) = α1

[

0.0507 −0.0361
−0.0361 0.1477

]

+ α2

[

0.3027 0.1086
0.1086 0.1883

]

, α ∈ ΛN .

Exemplo II

Considere o sistema incerto

x(k + 1) = A(α)x(k) + B(α)u(k),
y(k) = Cx(k),
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Figura 2.2: Autovalores para o sistema em malha fechada do Exemplo I com ganho K

dado em (2.12).

com

A1 =

[

−0.3 −1.1
−0.6 −0.2

]

, A2 =

[

−0.3 0.7
0.5 0.9

]

,

B1 =

[

0.1
−1.6

]

, B2 =

[

−1.7
0.4

]

, C =

[

−0.7
0.6

]′

.

O objetivo é controlar esse sistema por meio de um ganho estático robusto de sáıda.

Assim como no Exemplo I, a condição do Corolário 2.1 não é capaz de projetar um con-

trolador de estado robusto para o sistema. Consequentemente, o método de [MBB04] não

pode ser aplicado para encontrar um controlador de sáıda robusto. As condições LMIs

de [DY07], que não precisam de um controlador de estado como parâmetro de entrada,

também não fornecem solução para o problema. Entretanto, esse sistema admite um ga-

nho de estado dependente de parâmetros obtido pelas condições do Teorema 2.1 (V = 18,

L = 12, Tempo=0.03 s). Usando esse ganho dependente de parâmetros como entrada, foi

posśıvel encontrar um ganho de sáıda robusto com as condições do Teorema 2.2 (V = 16,

L = 20, Tempo=0.04 s) dado por

K = [0.8396]. (2.13)

Os autovalores para o sistema em malha fechada são apresentados na Figura 2.3. O
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maior autovalor em módulo calculado para o sistema em malha fechada é |λmax| = 0.9008,

demonstrando que o ganho de sáıda robusto de fato estabiliza o sistema.
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Figura 2.3: Autovalores para o sistema em malha fechada do Exemplo II com o ganho K

dado em (2.13).

Usando o mesmo ganho dependente de parâmetros obtido pelo Teorema 2.1, também

foi posśıvel obter um ganho de robusto de realimentação de estados dado por

Ke =
[

−0.4861 0.5460
]

.

Com esse ganho de realimentação de estados robusto, foi posśıvel usar o método de

[MBB04], que também forneceu um ganho de realimentação de sáıda dado por K = 0.8514.

Isso mostra que o método proposto também pode ser usado para fornecer uma inicialização

para o método de [MBB04] quando as condições de [dOBG99] não encontram um ganho

de estado robusto.

Exemplo III

Neste exemplo, a abordagem proposta é comparada com os métodos de [MBB04] e

[DY07], que são as abordagens mais recentes na literatura capazes de tratar a matriz de

sáıda incerta. Para essa comparação será usado um sistema incerto na forma (1.5) com

dimensões maiores, isto é, n = 3, N = 4, m = 2, p = 2. As matrizes do sistema são dadas
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por

A1 = 0.3





1 + γ 2 −2
−2 1 −1 − γ

−1 1 + γ 1



 ,

A2 = 0.3





0 0 −2
−1 −2 0
1 0 −2



 , C2 =





−3 −1
2 −2
1 3





′

,

A3 = 0.3





−1 −1 −2
−1 −1 0
−2 −2 −2



 , C3 =





−2 −1
−2 0
2 2





′

,

A4 = 0.3





−1 1 −1
1 1 1
1 1 −2



 , C4 =

[

−3 −1 −2
1 3 −2

]

,

C1 =





−2 0
−1 −3
−2 −2





′

, Bi =





0 −2
−2 −1
0 0



 , i = 1, . . . , 4,

sendo γ ∈ R um escalar não-negativo.

Deseja-se determinar o maior valor posśıvel para o parâmetro γ tal que o sistema seja

estabilizável por um ganho robusto estático de sáıda. Usando as condições do Corolário 2.1

(ou seja, [dOBG99, Teorema 3]) é posśıvel encontrar um controlador de estado robusto,

viabilizando o uso das condições de [MBB04] nas comparações. As condições propostas no

Teorema 2.2 (T2.2) são usadas tanto com um controlador robusto de estados (denotadas

por T2.2∗) projetado pelo Corolário 2.1 quanto com um controlador dependente de parâ-

metros projetado com o Teorema 2.1. Para usar as condições do Teorema 2.2, usando um

controlador robusto como entrada, foram adotadas Gi = G, Zi = Z, i = 1, . . . , 4, com Z

e G projetadas pelo Corolário 2.1. As condições de [DY07], que não precisam de contro-

ladores de estado como parâmetro de entrada, também são usadas nas comparações. A

Tabela 2.1 apresenta os resultados obtidos e as complexidades computacionais associadas.

Tabela 2.1: Comparação entre os métodos de [MBB04], [DY07] e as condições do Teo-
rema 2.2 no Exemplo III. T2.2∗ denota que o Teorema 2.2 foi usado com um controlador
robusto como parâmetro de entrada.

Método γ V L Tempo (s)
[DY07] – 43 144 0.06

[MBB04] 0.0857 65 44 0.11
T2.2∗ 0.2304 68 160 0.11
T2.2 0.3104 68 160 0.19
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Como pode ser observado, as condições do Teorema 2.2 conseguiram estabilizar o sis-

tema para os maiores valores de γ. As condições de [DY07] não encontraram uma solução

para esse exemplo. Note também que as condições do Teorema 2.2 forneceram um resultado

melhor que [MBB04] mesmo usando um controlador de estado robusto como parâmetro

de entrada.

Exemplo IV

O objetivo deste exemplo é avaliar o ńıvel de conservadorismo da abordagem proposta

ao compará-la com os métodos [MBB04, DY07] por meio de uma análise estat́ıstica para

o problema de estabilização robusta por realimentação de sáıda. A comparação é similar

à apresentada em [MBB04], no qual sistemas lineares incertos de diferentes dimensões são

considerados.

A base de dados com 100 politopos estabilizáveis 1 (por realimentação estática de sáıda)

(A(α), B2(α), C2(α)) foi gerada para as dimensões

n = {3, 6}, m = {1, 2, 3}, p = {1, 2, 3}, N = {3, 4}. (2.14)

Similarmente à estratégia adotada em [MBB04], os vértices dos sistemas foram gerados

randomicamente tais que Ai seja instável e exista um ganho K com Ai −B2iKC2i estável,

i = 1, . . . , N . Os métodos foram aplicados e o número de avaliações positivas e o tempo

computacional foram armazenados. Os detalhes de como os métodos foram aplicados são

resumidos a seguir:

• Abordagem proposta: Primeiramente, o Teorema 2.1 foi aplicado. Então, os ganhos

obtidos foram usados como condição de entrada para o Teorema 2.2. O tempo

computacional é o tempo total para resolver as LMIs nos dois estágios;

• [MBB04]: Inicialmente, um controlador robusto estabilizante de estados foi obtido

usando-se o Corolário 2.1, ou seja, [dOBG99, Teorema 3]. Em seguida, esse ganho

estabilizante foi usado como condição inicial para [MBB04, Teorema 4.1]. O tempo

computacional considerado é o tempo total gasto para resolver as LMIs em ambos

os estágios;

• [DY07]: A transformação de similaridade requirida pelo [DY07, Teorema 1] foi obtida

seguindo a sugestão dada em [DY07, Equação (4)], isto é,

Ti = [C ′

2i(C2iC
′

2i)
−1 C⊥

2i].

1Dispońıvel para download em www.dt.fee.unicamp.br/~ricfow/robust.htm.
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Os resultados são mostrados na Tabela 2.2. O tempo é o total gasto para testar os 100

politopos de cada caso. A abordagem de [DY07] mostrou-se a mais conservadora e a mais

custosa do ponto de vista computacional. Com o aumento das dimensões dos sistemas,

a abordagem proposta encontrou aproximadamente o dobro de soluções fact́ıveis quando

comparada com o método de [MBB04]. Com respeito ao esforço computacional, a abor-

dagem proposta é sempre mais custosa do que a de [MBB04]. Finalmente, é importante

notar que as abordagens de [MBB04] e a proposta nesta dissertação são independentes, ou

seja, uma pode apresentar solução fact́ıvel quando a outra falha e vice-versa. Por exemplo,

para n = m = N = 3 e p = 2 foram encontradas mais soluções com o método de [MBB04].

2.4 Conclusão

Uma nova estratégia para projetar controladores estáticos robustos por realimentação

de sáıda foi proposta neste caṕıtulo. O método consiste em primeiramente calcular um

ganho de realimentação de estados dependente de parâmetros por um conjunto de LMIs.

O ganho dependente de parâmetros é depois usado como entrada para encontrar um ganho

robusto de realimentação de sáıda por meio de outra condição na forma de LMIs. Exem-

plos numéricos mostram que a abordagem proposta pode fornecer soluções quando outros

métodos da literatura falham. Uma análise estat́ıstica também indica que, em geral, o

método proposto é menos conservador que outros métodos.
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Tabela 2.2: Avaliações positivas e tempo computacional (em segundos) apresentados pelos métodos [DY07], [MBB04] e Teo-
rema 2.2 (T2.2) na análise estat́ıstica do Exemplo IV para sistemas com dimensões dadas em (2.14).

N = 3 N = 4
n m p [DY07] Tempo [MBB04] Tempo T2.2 Tempo [DY07] Tempo [MBB04] Tempo T2.2 Tempo

1 4 12.4 75 5.3 92 7.4 0 35.0 69 5.7 96 10.3
1 2 0 10.9 61 5.0 90 7.5 0 31.3 58 5.3 92 10.6

3 0 10.7 64 4.9 89 7.4 0 28.3 53 4.9 92 10.4
1 4 12.0 62 6.6 77 8.4 0 35.3 56 6.6 74 12.4

3 2 2 0 10.8 52 6.3 67 8.4 0 30.7 47 5.7 75 12.3
3 0 11.0 52 5.8 74 8.4 0 29.0 36 5.3 64 12.6
1 2 12.3 48 7.1 44 9.4 1 35.5 51 7.9 53 14.8

3 2 0 11.1 43 7.0 54 9.4 0 30.4 39 7.1 52 14.7
3 0 10.7 36 6.7 49 9.5 0 27.3 26 6.2 39 14.4
1 1 275.4 62 11.2 90 24.8 0 1587.0 53 12.8 87 49.7

1 2 0 246.6 49 10.3 79 25.4 0 1353.8 36 10.3 79 50.9
3 0 234.4 44 9.4 76 25.0 0 1231.9 37 10.0 76 47.8
1 2 279.1 47 13.4 67 29.3 0 1575.9 34 14.2 62 60.6

6 2 2 0 251.1 30 12.2 59 29.0 0 1349.9 26 11.6 49 57.4
3 0 238.8 11 9.0 46 30.2 0 1225.7 6 8.1 33 51.3
1 1 277.8 22 17.7 47 33.3 0 1570.6 24 19.1 52 69.4

3 2 0 254.0 15 13.9 39 33.7 0 1351.4 10 11.0 25 63.0
3 0 235.5 10 10.7 31 32.4 0 1213.3 4 7.2 9 46.6



Capı́tulo 3
Controle H2 Robusto por Realimentação de

Sáıda

A estabilidade de um sistema dinâmico é algo imprescind́ıvel dentro dos projetos de

engenharia. No entanto, a solução desse problema por meio do projeto de um controlador

apenas estabilizante pode não ser suficiente por não apresentar a possibilidade de otimi-

zar algum critério de desempenho desejado. A exigência de um funcionamento adequado,

que implique em um menor gasto de energia, é uma constante nos sistemas reais. Con-

sequentemente, tão importante quanto a garantia de estabilidade é a garantia de melhor

desempenho. Neste caṕıtulo, utiliza-se como critério de desempenho a norma H2, que tem

sido investigada a fundo por pesquisadores de todo o mundo nos últimos anos.

O objetivo deste caṕıtulo é apresentar condições estendidas dos resultados apresenta-

dos no Caṕıtulo 2 para tratar o projeto de controladores H2 robustos por realimentação

de sáıda para sistemas lineares incertos a tempo discreto. Novamente é apresentado um

procedimento para ser realizado em dois estágios. O primeiro estágio consiste em determi-

nar um controlador por realimentação de estados dependente de parâmetros. Em seguida,

os ganhos obtidos são utilizados como parâmetros de entrada para o segundo estágio, que,

por sua vez, permite projetar um controlador robusto por realimentação de sáıda com um

custo garantido H2. As condições são baseadas em funções de Lyapunov dependentes de

parâmetros e, diferentemente da maioria dos métodos presentes na literatura, podem ser

aplicadas a sistemas com a matriz de sáıda incerta.

3.1 Preliminares

Considere o sistema linear incerto a tempo discreto dado por (1.1). O problema a ser

investigado é o projeto de um ganho estático K associado à lei de controle por realimenta-

ção de sáıda u(k) = Ky(k) tal que o sistema em malha fechada seja robustamente estável

23
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para todo α ∈ ΛN , com um custo garantido H2. Empregando-se a função de Lyapunov

com dependência afim nos parâmetros, dada em (2.1), condições LMIs suficientes para o

projeto de controladores de estado e sáıda são apresentadas.

3.2 Resultados

Primeiramente, é apresentada uma condição LMI que provê um ganho dependente de

parâmetro por realimentação de estados com um custo garantido H2.

Teorema 3.1 Se existirem matrizes simétricas Pi ∈ R
n×n, Wi ∈ R

p×p, matrizes Gi ∈

R
n×n, Zi ∈ R

m×n, i = 1, . . . , N , tais que as seguintes LMIs sejam verificadas

Tr(Wi) < µ2, i = 1, . . . , N, (3.1)
[

Wi C1iGi + D2iZi

⋆ Gi + G′

i − Pi

]

> 0, i = 1, . . . , N, (3.2)

[

Wi + Wj C1iGj + C1jGi + D2iZj + D2jZi

⋆ Gi + Gj + G′

i + G′

j − (Pi + Pj)

]

> 0,

i = 1, . . . , N − 1, j = i + 1, . . . , N, (3.3)




Pi AiGi + B2iZi B1i

⋆ Gi + G′

i − Pi 0

⋆ ⋆ I



 > 0, i = 1, . . . , N, (3.4)





Pi + Pj AiGj + AjGi + B2iZj + B2jZi B1i + B1j

⋆ Gi + Gj + G′

i + G′

j − (Pi + Pj) 0

⋆ ⋆ 2I



 > 0,

i = 1, . . . , N − 1, j = i + 1, . . . , N, (3.5)

então, a lei de controle por realimentação de estados dependente de parâmetros dada por

u = Z(α)G(α)−1x, com

Z(α) =
N

∑

i=1

αiZi, G(α) =
N

∑

i=1

αiGi, α ∈ ΛN , (3.6)

estabiliza o sistema (1.1) com um custo garantido H2 dado por µ.

Prova: Usando-se a técnica de [dOOL+04] que trata os produtos de matrizes dependentes

de parâmetros no contexto de normas H2 e H∞, multiplique-se (3.1) por αi, (3.2) e (3.4)

por α2
i e some para i = 1, . . . , N . Multiplique-se (3.3) e (3.5) por αiαj, e some para

i = 1, . . . , N − 1, j = i + 1, . . . , N . Somando-se os resultados têm-se, com

W (α) =
N

∑

i=1

αiWi, α ∈ ΛN ,



Caṕıtulo 3. Controle H2 Robusto por Realimentação de Sáıda 25

Tr(W (α)) < µ2, (3.7)
[

W (α) Ccl(α)G(α)
⋆ G(α) + G(α)′ − P (α)

]

> 0, (3.8)





P (α) Acl(α)G(α) B1(α)
⋆ G(α) + G(α)′ − P (α) 0

⋆ ⋆ I



 > 0, (3.9)

com Acl(α) = A(α) + B2(α)Z(α)G(α)−1 e Ccl(α) = C1(α) + D2(α)Z(α)G(α)−1. Multi-

plique-se (3.8) à esquerda por [I − Ccl(α)] e à direita pelo respectivo transposto, para

obter

Ccl(α)P (α)Ccl(α)′ − W (α) < 0. (3.10)

Agora, aplique-se o complemento de Schur em (3.9) para obter

[

P (α) − B1(α)B1(α)′ Acl(α)G(α)
⋆ G(α) + G(α)′ − P (α)

]

> 0. (3.11)

Multiplique-se (3.11) à esquerda por [I − Acl(α)] e à direita pelo respectivo transposto

para obter

Acl(α)P (α)Acl(α)′ − P (α) + B1(α)B1(α)′ < 0. (3.12)

As desigualdades (3.7), (3.10) e (3.12) garantem (1.21) e, consequentemente, a lei de

controle dependente de parâmetros dada por u = Z(α)G(α)−1x estabiliza o sistema (1.1)

com um custo garantido H2, dado por µ para todo α ∈ ΛN .

O valor ótimo de µ tal que as condições do Teorema 3.1 são verificadas, pode ser obtido

por meio do seguinte problema convexo de otimização

µ⋆ = min µ (3.13)

s.a (3.1)–(3.5) .

Note que µ⋆ em (3.13) é um sub-ótimo com respeito ao ótimo global do Lema 1.2 devido

à estrutura particular imposta a P (α) e W (α), e ao teste de positividade de polinômios

suficiente que foi proposto, isto é, impor que todos os coeficientes do polinômio devam ser

positivos. Como é discutido em [dOOL+04], as relaxações do Teorema 3.1 têm-se mostrado

eficientes e têm um aumento polinomial da complexidade com respeito às dimensões do

sistema. Observe também que o ganho Z(α)G(α)−1 (isto é, as matrizes Zi e Gi, i =

1, . . . , N) foi obtido usando-se uma parametrização convexa de realimentação de estados

para (1.21).

O próximo teorema apresenta uma maneira diferente para se obter um ganho de reali-

mentação de estados com um custo garantido H2 usando a matriz de Lyapunov afim nos
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parâmetros dada em (2.1). Neste caso, uma parametrização convexa de realimentação de

estados baseada em (1.20) foi utilizada.

Teorema 3.2 Se existirem matrizes simétricas Pi ∈ R
n×n, Wi ∈ R

r×r, matrizes Gi ∈

R
n×n, Zi ∈ R

m×n, i = 1, . . . , N , tais que as seguintes LMIs sejam verificadas

Tr(Wi) < µ2, i = 1, . . . , N, (3.14)
[

−Wi ⋆

B1i −Pi

]

< 0, i = 1, . . . , N, (3.15)





Pi − Gi − G′

i ⋆ ⋆

AiGi + B2iZi −Pi ⋆

C1iGi + D2iZi 0 −I



 < 0, i = 1, . . . , N, (3.16)





Pi + Pj − Gi − Gj − G′

i − G′

j ⋆ ⋆

AiGj + AjGi + B2iZj + B2jZi −Pi − Pj ⋆

C1iGj + C1jGi + D2iZj + D2jZi 0 −2I



 < 0,

i = 1, . . . , N − 1, j = i + 1, . . . , N, (3.17)

então, a lei de controle por realimentação de estados dependente de parâmetros dada por

u = Z(α)G(α)−1x, com Z(α) e G(α) dadas em (3.6), estabiliza o sistema (1.1) com um

custo garantido H2 dado por µ.

Prova: Usando a técnica de [dOOL+04] que trata os produtos de matrizes dependentes de

parâmetros, multiplique-se (3.14) e (3.15) por αi, (3.16) por α2
i e some para i = 1, . . . , N .

Multiplique-se (3.17) por αiαj, e some para i = 1, . . . , N−1, j = i+1, . . . , N . Somando-se

os resultados, têm-se

Tr(W (α)) < µ2, (3.18)
[

−W (α) ⋆

B1(α) −P (α)

]

< 0, (3.19)





P (α) − G(α) − G(α)′ ⋆ ⋆

Acl(α)G(α) −P (α) ⋆

Ccl(α)G(α) 0 −I



 < 0. (3.20)

Aplicando-se o complemento de Schur em (3.19), obtém-se

B1(α)′P (α)−1B1(α) − W (α) < 0. (3.21)

Fazendo

Q(α) = P (α)−1, (3.22)

tem-se

B1(α)′Q(α)B1(α) − W (α) < 0. (3.23)
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Uma vez que (3.19) garante que P (α) é definida positiva, tem-se

−G(α)′P (α)−1G(α) < P (α) − G(α) − G(α)′ < 0. (3.24)

Substituindo-se (3.24) em (3.20), tem-se





−G(α)′P (α)−1G(α) ⋆ ⋆

Acl(α)G(α) −P (α) ⋆

Ccl(α)G(α) 0 −I



 < 0. (3.25)

Multiplica-se (3.25) à direita por





G(α)−1P (α) ⋆ ⋆

0 I ⋆

0 0 I



 (3.26)

e à esquerda pelo respectivo transposto, para obter





−P (α) ⋆ ⋆

Acl(α)P (α) −P (α) ⋆

Ccl(α)P (α) 0 −I



 < 0. (3.27)

Aplica-se o complemento de Schur em (3.27) para obter

[

−P (α) + P (α)Ccl(α)′Ccl(α)P (α) ⋆

Acl(α)P (α) −P (α)

]

< 0. (3.28)

Multiplica-se (3.28) à esquerda e à direita por

[

P (α)−1 ⋆

0 P (α)−1

]

(3.29)

para obter
[

−P (α)−1 + Ccl(α)′Ccl(α) ⋆

P (α)−1Acl(α) −P (α)−1

]

< 0. (3.30)

Aplicando-se o complemento de Schur em (3.28) e considerando-se a mudança de variáveis

(3.22), tem-se

Acl(α)′Q(α)Acl(α) − Q(α) + Ccl(α)′Ccl(α) < 0. (3.31)

As desigualdades (3.18), (3.23) e (3.31) garantem (1.20) e, consequentemente, a lei de

controle dependente de parâmetros dada por u = Z(α)G(α)−1x estabiliza o sistema (1.1)

com o custo garantido H2 dado por µ, para todo α ∈ ΛN .

Os seguintes corolários podem ser utilizados para se obter um ganho robusto (indepen-

dente de parâmetros). As provas são similares à prova do Teorema 3.1 e são, portanto,

omitidas.
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Corolário 3.1 Se existirem matrizes simétricas Pi ∈ R
n×n, Wi ∈ R

p×p, i = 1, . . . , N e

matrizes G ∈ Rn×n, Z ∈ Rm×n, tais que as LMIs (3.1), (3.2) e (3.4) sejam verificadas com

Gi = G, Zi = Z, i = 1, . . . , N , então, o sistema (1.1) é estabilizável pela lei de controle

robusta u = ZG−1x com desempenho H2 garantido dado por µ.

Corolário 3.2 Se existirem matrizes simétricas Pi ∈ R
n×n, Wi ∈ R

r×r, i = 1, . . . , N e

matrizes G ∈ Rn×n, Z ∈ Rm×n, tais que as LMIs (3.14), (3.15) e (3.16) sejam verificadas

com Gi = G, Zi = Z, i = 1, . . . , N , então, o sistema (1.1) é estabilizável pela lei de

controle robusta u = ZG−1x com desempenho H2 garantido dado por µ.

A condição do Corolário 3.1 foi originalmente publicada em [dOGB02, Teorema 9], e

será usada na seção de experimentos numéricos para fins comparativos. Na sequência são

apresentadas condições LMIs para o projeto de realimentação estática de sáıda usando-se

as matrizes Zi e Gi, i = 1, . . . , N , provenientes da realimentação de estados, como ponto

de partida.

Teorema 3.3 Sejam as matrizes Zi e Gi, i = 1, . . . , N , soluções do Teorema 3.1 ou

do Teorema 3.2. Se existirem matrizes simétricas Pi ∈ R
n×n e Wi ∈ R

r×r, matrizes

Fi ∈ R
n×n, Hi ∈ R

p×p, i = 1, . . . , N , e matrizes R ∈ R
m×m, L ∈ R

m×q tais que as

seguintes LMIs sejam verificadas

Tr(Wi) < µ2, i = 1, . . . , N, (3.32)

B′

1iPiB1i − Wi < 0, i = 1, . . . , N, (3.33)

B′

1iPjB1i + B′

1iPiB1j + B′

1jPiB1i − 2Wi − Wj < 0, i = 1, . . . , N, j 6= i, j = 1, . . . , N,

(3.34)

B′

1iPjB1ℓ+B′

1ℓPjB1i+B′

1jPiB1ℓ+B′

1ℓPiB1j +B′

1iPℓB1j +B′

1jPℓB1i−2(Wi+Wj +Wℓ) < 0,

i = 1, . . . , N − 2, j = i + 1, . . . , N − 1, ℓ = j + 1, . . . , N, (3.35)









−G′

iPiGi G′

iA
′

iFi + Z ′

iB
′

2iFi G′

iC
′

1iHi + Z ′

iD
′

2iHi G′

iC
′

2iL
′ − Z ′

iR
′

⋆ Pi − Fi − F ′

i 0 F ′

iB2i

⋆ ⋆ I − Hi − H ′

i H ′

iD2i

⋆ ⋆ ⋆ −R − R′









< 0,

i = 1, . . . , N, (3.36)
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















−G′

iPiGj

−G′

jPiGi − G′

iPjGi

G′

iA
′

iFj + G′

jA
′

iFi + G′

iA
′

jFi

+Z ′

iB
′

iFj + Z ′

jB
′

iFi + Z ′

iB
′

jFi

⋆
2Pi + Pj − 2Fi − Fj

−2F ′

i − F ′

j

⋆ ⋆

⋆ ⋆

G′

iC
′

1iHj + G′

jC
′

1iHi

+G′

iC
′

1jHi + Z ′

iD
′

2iHj

+Z ′

jD
′

2iHi + Z ′

iD
′

2jHi

(G′

iC
′

2i + G′

iC
′

2j

+G′

jC
′

2i)L
′

−(2Z ′

i + Z ′

j)R
′

0 F ′

iBi + F ′

iBj + F ′

jBi

3I − 2Hi − Hj − 2H ′

i − H ′

j

H ′

iD2i + H ′

iD2j

+H ′

jD2i

⋆ −3R − 3R′





















< 0,

i = 1, . . . , N, j 6= i, j = 1, . . . , N, (3.37)









Θ11 Θ12 Θ13 Θ14

⋆ Θ22 0 Θ24

⋆ ⋆ Θ33 Θ34

⋆ ⋆ ⋆ −6R − 6R′









< 0,

i = 1, . . . , N − 2,
j = i + 1, . . . , N − 1,

ℓ = j + 1, . . . , N,

(3.38)

com

Θ11 = −(G′

jPiGℓ + G′

ℓPiGj + G′

iPjGℓ + G′

ℓPjGi + G′

iPℓGj + G′

jPℓGi),

Θ12 = G′

jA
′

iFℓ + G′

ℓA
′

iFj + G′

iA
′

jFℓ + G′

ℓA
′

jFi + G′

iA
′

ℓFj + G′

jA
′

ℓFi + Z ′

jB
′

2iFℓ + Z ′

ℓB
′

2iFj

+ Z ′

iB
′

2jFℓ + Z ′

ℓB
′

2jFi + Z ′

iB
′

2ℓFj + Z ′

jB
′

2ℓFi,

Θ13 = G′

jC
′

1iHℓ + G′

ℓC
′

1iHj + G′

iC
′

1jHℓ + G′

ℓC
′

1jHi + G′

iC
′

1ℓHj + G′

jC
′

1ℓHi + Z ′

jD
′

2iHℓ

+ Z ′

ℓD
′

2iHj + Z ′

iD
′

2jHℓ + Z ′

ℓD
′

2jHi + Z ′

iD
′

2ℓHj + Z ′

jD
′

2ℓHi,

Θ14 = (G′

iC
′

2j + G′

jC
′

2i + G′

iC
′

2ℓ + G′

ℓC
′

2i + G′

jC
′

2ℓ + G′

ℓC
′

2j)L
′ − 2(Z ′

i + Z ′

j + Z ′

ℓ)R
′,

Θ22 = 2(Pi + Pj + Pℓ − Fi − F ′

i − Fj − F ′

j − Fℓ − F ′

ℓ),

Θ24 = F ′

iB2j + F ′

jB2i + F ′

iB2ℓ + F ′

ℓB2i + F ′

jB2ℓ + F ′

ℓB2j,

Θ33 = 6I − 2(Hi + Hj + Hℓ + H ′

i + H ′

j + H ′

ℓ),

Θ34 = H ′

iD2j + H ′

jD2i + H ′

iD2ℓ + H ′

ℓD2i + H ′

jD2ℓ + H ′

ℓD2j,

então o sistema (1.1) é robustamente estabilizável pela lei de controle por realimentação

estática de sáıda u = Ky, com K = R−1L e um custo garantido H2 dado por µ.

Prova: Usando-se a técnica de [dOOL+04] que trata o produto triplo de matrizes depen-

dentes de parâmetros, multiplique-se (3.32) por αi, (3.33) e (3.36) por α3
i e some para
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i = 1, . . . , N . Multiplique-se (3.34) e (3.37) por α2
i αj e some para i = 1, . . . , N , j 6= i,

j = 1, . . . , N . Multiplique-se (3.35) e (3.38) por αiαjαk e some para i = 1, . . . , N − 2,

j = i + 1, . . . , N − 1, k = j + 1, . . . , N . Somando-se os resultados têm-se

Tr(W (α)) < µ2, (3.39)

B1(α)′P (α)B1(α) − W (α) < 0, (3.40)









−G(α)′P (α)G(α) G(α)′A(α)′F (α) + Z(α)′B2(α)′F (α)
⋆ P (α) − F (α) − F (α)′

⋆ ⋆

⋆ ⋆

G(α)′C1(α)′H(α) + Z(α)′D2(α)′H(α) G(α)′C2(α)′L′ − Z(α)′R′

0 F (α)′B2(α)
I − H(α) − H(α)′ H(α)′D2(α)

⋆ −R − R′









< 0. (3.41)

Multiplica-se (2.9) à direita por R1(α) e à esquerda por R1(α)′, com

R1(α) =









G(α)−1 0 0 0

⋆ I 0 0

⋆ ⋆ I 0

⋆ ⋆ ⋆ I









,

para obter









−P (α) A(α)′F (α) + G(α)−1′Z(α)′B2(α)′F (α)
⋆ P (α) − F (α) − F (α)′

⋆ ⋆

⋆ ⋆

C1(α)′H(α) + G(α)−1′Z(α)′D2(α)′H(α) C2(α)′L′

−G(α)−1′Z(α)′R′

0 F (α)′B2(α)
I − H(α) − H(α)′ H(α)′D2(α)

⋆ −R − R′













< 0. (3.42)

Multiplica-se (3.42) à esquerda por R2(α) e à direita por R2(α)′, com

R2(α) =





I 0 0 S(α)′

0 I 0 0

0 0 I 0



 ,

e S(α) = R−1LC(α) − Z(α)G(α)−1, para obter




−P (α) Acl(α)′F (α) Ccl(α)′H(α)
⋆ P (α) − F (α) − F (α)′ 0

⋆ ⋆ I − H(α) − H(α)′



 < 0, (3.43)
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com

Acl(α) = A(α) + B2(α)R−1LC2(α), Ccl(α) = C1(α) + D2(α)R−1LC2(α).

Multiplica-se (3.43) à esquerda por
[

I Acl(α)′ Ccl(α)′
]

e à direita pelo respectivo trans-

posto, para obter

Acl(α)′(α)P (α)Acl(α) − P (α) + Ccl(α)′Ccl(α) < 0, (3.44)

a qual, junto com (3.39) e (3.40), garante que (1.20) é assegurada para todo α ∈ ΛN e, con-

sequentemente, o sistema (1.1) é robustamente estabilizável pelo ganho de realimentação

de sáıda R−1L com um custo garantido H2 dado por µ.

A novidade do Teorema 3.3 é a possibilidade de encontrar um ganho robusto por

realimentação de sáıda a partir de um ganho de realimentação de estados dependente

de parâmetros. Uma solução fact́ıvel produz o ganho robusto desejado e uma função

de Lyapunov dependente de parâmetros, que garante simultaneamente a estabilidade do

sistema em malha fechada com um ganho dependente de parâmetros de realimentação de

estados e com o ganho robusto da realimentação estática de sáıda. A habilidade de buscar

tal função de Lyapunov é explorada pela primeira vez nesta dissertação. Note que os

métodos similares apresentados em [PA01, APS03, MBB04] requerem um ganho robusto

de realimentação de estados como ponto de partida.

Um imediato subproduto do Teorema 3.3 é também a possibilidade de projetar um

ganho robusto por realimentação de estados, como apresentado no próximo corolário.

Corolário 3.3 Sejam as matrizes Zi e Gi, i = 1, . . . , N , soluções do Teorema 3.1 ou

do Teorema 3.2. Se existirem matrizes simétricas Pi ∈ R
n×n e Wi ∈ R

r×r, matrizes

Fi ∈ R
n×n, Hi ∈ R

p×p, i = 1, . . . , N , e matrizes R ∈ R
m×m, L ∈ R

m×n tais que as

LMIs (3.32)–(3.38) sejam verificadas com C2i = In, i = 1, . . . , N , então o sistema (1.1)

é robustamente estabilizável pelo ganho de realimentação de estados dado por K = R−1L

com um custo garantido H2 dado por µ.

Prova: Segue os mesmos passos da prova do Teorema 3.3.

Se o objetivo for determinar um ganho robusto por realimentação de estados, as con-

dições do Corolário 3.3 podem ser usadas como uma alternativa quando as condições de

[dOGB02] falham. A justificativa para este fato é que ambas abordagens são apenas su-

ficientes, apresentando diferentes ńıveis de conservadorismo. A caracteŕıstica particular

do método proposto é que se uma solução fact́ıvel não for encontrada na segunda fase,

o método pode ser executado novamente usando-se escolhas diferentes para o ganho de

realimentação de estado dependente de parâmetros que estabiliza o sistema. Note que o
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Teorema 3.1 e o Corolário 3.3 somente requerem que as matrizes Zi e Gi, i = 1, . . . , N

estejam associadas a um ganho estabilizante dependente de parâmetros de realimentação

de estados e não necessariamente com o critério H2 estabelecido. Outros requisitos de

desempenho associados ao controlador de estados como a norma H∞, alocação de pólos,

positividade real etc., podem ser utilizadas para gerar os ganhos, mas nada pode ser dito

a priori em relação à escolha que produzirá o melhor desempenho ao utilizarem-se as

condições do Teorema 3.3 ou do Corolário 3.3, no segundo estágio. Por exemplo, pode-se

usar as condições do Teorema 2.1 que considera apenas o problema de estabilização.

3.3 Experimentos Numéricos

Todos os experimentos foram feitos usando o SeDuMi [Stu99] e o YALMIP [Löf04] com

o Matlab versão 7.0.1 em um computador Athlon 64 X2 6000+ (3.0 GHz), 2GB RAM (800

MHz) com Linux Ubuntu. A complexidade numérica associada aos exemplos é dada em

termos do número V de variáveis escalares, o número L de linhas de LMIs, e o tempo

computacional (em segundos).

Exemplo I

Considere o sistema (1.1) com n = 2, N = 2 e as seguintes matrizes

A1 =

[

0.4 0.7
0.7 0.4

]

, A2 =

[

0.9 0.6
−0.7 −1.3

]

, B11 = B12 =

[

0.7
0.6

]

,

B21 =

[

0.5
2.1

]

, B22 =

[

0.4
0.2

]

, C11 = C12 =
[

1.3 0
]

,

C21 = C22 =
[

1 0
]

, D21 = 0.8, D22 = −0.9.

O objetivo é projetar um ganho robusto estabilizante por realimentação de esta-

dos. Usando as condições do Corolário 3.1 (o mesmo de [dOGB02, Teorema 9]) não

foi posśıvel encontrar uma solução fact́ıvel. Entretanto, usando as condições do Teo-

rema 3.1 é posśıvel calcular um ganho de realimentação de estados dependente de pa-

râmetros K(α) = Z(α)G(α)−1 que estabiliza o sistema (µ = 2.6594, V = 21, L = 26,

Tempo=0.06 s). As matrizes que compõem o ganho são

[

Z1 Z2

]

=
[

−0.9948 −1.4455 −0.3619 1.8595
]

,

[

G1 G2

]

=

[

2.8616 −0.9005 3.0302 −1.7254
0.1574 4.6547 −1.7254 3.0528

]

.

Usando-se estas matrizes como parâmetros de entrada para as condições do Corolário 3.3,

pode-se determinar um ganho robusto de realimentação de estados para este sistema (µ =
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3.7117, V = 20, L = 28, Tempo=0.09 s) dado por

K =
[

−0.4387 0.2801
]

.

A Figura 3.1 mostra os autovalores para o sistema em malha fechada Acl(α) = A(α) +

B2(α)K. Estes foram computados por meio de uma malha fina no espaço de parâmetros.

−1 −0.5 0 0.5 1

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Re(λ)

Im
(λ

)

Figura 3.1: Autovalores da matriz dinâmica do sistema em malha fechada do Exemplo I.

O máximo autovalor em módulo é dado por |λmax| = 0.8984, o qual prova que o ganho

robusto de realimentação de estados obtido estabiliza o sistema. Este exemplo mostra que

existem casos em que as condições LMIs de [dOGB02] podem falhar e a abordagem pro-

posta é uma alternativa para projetar controladores de realimentação de estados robustos.
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Exemplo II

Para este exemplo, considere o sistema (1.1) com n = 3, N = 2 e as seguintes matrizes

A1 =





−0.2 0.3 0.1
0.3 0.5 −0.4
0.4 −0.5 0.7



 , A2 =





1.2 0.2 −0.9
−0.1 −0.7 1.1
1.2 0.4 0.1



 ,

B1i =





0.6
0.9
0.4



 , B2i =





0.9
−1.2
0.4



 , C1i =





−0.6
−1.0
0.1





′

, i = 1, 2,

C21 =





0.1
−0.5
0.5





′

, C22 =





0.7
0.5
−0.5





′

, D2i = −1.3.

O objetivo é controlar o sistema por meio de um ganho robusto de realimentação de

sáıda. Como a matriz de sáıda C2(α) é afetada por incertezas, o método proposto em

[dOGB02, Seção 4.2] não pode ser aplicado. Além disso, as condições dos Corolários 3.1

e 3.2 não conseguem encontrar um controlador robusto por realimentação de estados.

Como consequência imediata, o método de [MBB04], que necessita inicialmente de um

ganho robusto de realimentação de estados, não pode ser aplicado. Por outro lado, o

Teorema 3.1 e o Teorema 3.2 provêem ganhos de realimentação de estados dependente de

parâmetros, tornando posśıvel o uso do Teorema 3.3. Para fins de comparação, as condições

LMIs de [DY07, Teorema 4] também foram implementadas. Os resultados obtidos são

mostrados na Tabela 3.1, juntamente com a complexidade numérica associada a cada

método.

Tabela 3.1: Comparação entre os métodos para projeto de realimentação de sáıda do
Exemplo II.

Método µ K V L Tempo (s)
[DY07, T4] 3.0702 -1.1348 141 64 0.27
Teorema 3.1 1.4548 – 39 35 0.19
Teorema 3.3 1.5713 -1.0231 35 36 0.11
Teorema 3.2 1.4675 – 39 31 0.13
Teorema 3.3 1.5729 -1.0226 35 36 0.09

Como pode ser visto, as condições do Teorema 3.3 estabilizaram o sistema com um

ganho robusto de realimentação de sáıda K = −1.0231, utilizando como parâmetro de

entrada o ganho de realimentação de estados obtido por meio do Teorema 3.1. Do mesmo

modo, utilizando-se o ganho de realimentação de estados obtido por meio do Teorema 3.2,

as condições do Teorema 3.3 estabilizaram o sistema com um ganho robusto de realimen-

tação de sáıda K = −1.0226. Além disso, o Teorema 3.3 apresentou custos garantidos
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H2 menos conservadores do que [DY07], em ambos os casos. O tempo de resolução to-

tal do método proposto considera o tempo computacional dos dois estágios e, usando o

Teorema 3.2 no primeiro estágio, a abordagem proposta demandou um tempo computa-

cional menor do que [DY07]. Como nesse exemplo o ganho de realimentação de sáıda K

é um escalar, é posśıvel calcular o ganho ótimo (dentro de um certa precisão) por meio

de uma grade fina no espaço de K. Considerando quatro casas decimais, o ganho ótimo

de realimentação de sáıda é K = −0.9570, com um custo garantido H2 ótimo dado por

µ⋆ = 1.5425. Para tentar obter o resultado ótimo com as condições propostas, a condição

do Teorema 3.2 usada no primeiro estágio foi testada novamente para valores de µ acima

do indicado na Tabela 3.1. Para µ = 1.706, o segundo estágio forneceu o mesmo K ótimo.

Exemplo III

Uma aplicação com apelo prático é investigada neste exemplo. O sistema representa

uma planta mecânica (também utilizada em [Iwa96]) com duas massas-molas, cuja repre-

sentação gráfica é mostrada na Figura 3.2. A função de transferência considerada é da

força de entrada d aplicada à massa m1, para o sinal de desempenho e = x2 (posição da

massa m2). A seguinte equação a diferenças foi obtida usando-se aproximações de primeira

ordem de Euler para a derivada e um tempo de amostragem de 0.1 s,

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k),
[

A B
]

=













1 0 0.1 0 0
0 1 0 0.1 0

−0.1(k1+k2)
m1

0.1k2

m1

1 − 0.1c0
m1

0 0.1
m1

0.1k2

m2

−0.1k2

m2

0 1 − 0.1c0
m2

0













.

As massas e a rigidez da segunda mola são assumidas constantes m1 = 2, m2 = 1,

k2 = 0.5. As forças de atrito f1 e f2 estão associadas ao coeficiente de atrito viscoso c0. A

rigidez da primeira mola e o coeficiente de atrito viscoso possuem incertezas e pertencem

ao intervalo

1 ≤ k1 ≤ 4, 1 ≤ c0 ≤ 4.

Ao avaliar a matriz dinâmica do sistema nos valores extremos dos intervalos dos parâ-

metros incertos, obtém-se um politopo de N = 4 vértices. As outras matrizes do sistema

são dadas por

C1i = [0 1 0 0], B1i = [0 0.1 0.1 0]′, C2i =

[

0 0 1 0
0 0 0 1

]

, D2i = 0, i = 1, . . . , N.

O terceiro e o quarto estados, que são as velocidades das massas m1 e m2, respectiva-

mente, são os únicos dispońıveis para realimentação e o objetivo é calcular um ganho de
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Figura 3.2: Sistema massa-mola.

realimentação estática de sáıda que minimiza a norma H2 para o sistema em malha fe-

chada. Como a matriz de sáıda C2(α) não é afetada por incertezas, o método de [dOGB02,

Teorema 9] pode ser adaptado para lidar com o projeto de realimentação de sáıda, e será

usado nas comparações numéricas. Com respeito às condições propostas, as condições

do Teorema 3.3 são testadas usando as relaxações do Teorema 3.1 e do Teorema 3.2 no

primeiro estágio, com limitantes fixos para a norma H2 no intervalo µ ∈ [0.47 2]. Os

resultados são apresentados na Figura 3.3.
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Figura 3.3: Custo garantido H2 obtido pelo Teorema 3.3 usando controladores de reali-
mentação de estados obtidos por meio do Teorema 3.1(a) e por meio do Teorema 3.2 (b),
com limites fixos para a norma H2 dados pelo intervalo µ ∈ [0.47 2.0].

A Figura 3.3 (a) mostra que quanto maior é o valor de µ usado no Teorema 3.1, menor

é o valor de µ (menos conservador) obtido pelo Teorema 3.3. Por outro lado, a Figura 3.3
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(b) mostra que, para um determinado valor de µ, no caso µ = 0.63, usado no Teorema 3.2,

obtém-se um valor de µ menos conservador no Teorema 3.3, que é µ = 1.045.

Para fins de comparação da complexidade numérica, os resultados obtidos pelo [DY07,

Teorema 4], [dOGB02, Teorema 9] e Teorema 3.3 usando três controladores de realimenta-

ção de estados distintos (para µ = 0.47 e µ = 2.00 usando o Teorema 3.1 e para µ = 0.63

usando o Teorema 3.2) são mostrados na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Comparação de resultados do Exemplo III.

Método µ V L Tempo (s)
[DY07, T4] – 803 268 6.59

[dOGB02, T9] – 59 60 0.12
Teorema 3.1 0.47 124 144 0.09
Teorema 3.3 3.12 112 220 0.57
Teorema 3.1 2.00 124 144 0.11
Teorema 3.3 0.67 112 220 0.34
Teorema 3.2 0.63 124 114 0.13
Teorema 3.3 1.04 112 220 0.58

Como pode ser visto, os métodos dispońıveis na literatura não são capazes de fornecer

um controlador que estabiliza o sistema. Por outro lado, a abordagem proposta estabiliza

o sistema e apresenta flexibilidade na procura do custo garantido H2 menos conservador.

Para ilustração, o ganho de realimentação de sáıda obtido pelo Teorema 3.3 que produz um

limitante superior para a norma H2 igual a µ = 0.6770, a partir do ganho de realimentação

de estados obtido por meio do Teorema 3.1, é dado por

K =
[

−18.5369 5.3400
]

. (3.45)

Finalmente, o sistema original a tempo cont́ınuo foi simulado, usando-se o ganho (3.45),

c0 = 4, k1 = 1 e condições iniciais x(0) =
[

2 −2 1 −1
]′

. A simulação foi feita usando a

rotina ode45 do Matlab e a estratégia usada para a entrada de controle u(t) do sistema foi

calcular o valor do produto Ky(t) e fixá-lo durante o intervalo de tempo t ∈ [t, t+Ts), sendo

Ts o tempo de amostragem. Os resultados são mostrados na Figura 3.4. As trajetórias dos

estados convergindo para zero também ilustram que a discretização de Euler (com tempo

de amostragem Ts = 0.1 s) utilizada neste exemplo foi eficaz.

3.4 Conclusão

Uma nova estratégia para projetar controladores robustos H2 por realimentação está-

tica de sáıda para sistemas lineares a tempo discreto com parâmetros invariantes no tempo
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Figura 3.4: Trajetórias dos estados para o sistema original a tempo cont́ınuo investigado
no Exemplo III, usando-se o ganho dado em (3.45).

foi apresentada. A novidade encontra-se no fato de que, primeiramente, um controlador de

realimentação de estados dependente de parâmetros é projetado e, então, o ganho obtido

é usado como um parâmetro de entrada para o projeto de realimentação robusta de sáıda.

Exemplos numéricos, incluindo um sistema f́ısico, mostram diferentes situações nas quais

a abordagem proposta supera os outros métodos dispońıveis na literatura.



Capı́tulo 4
Conclusões e Perspectivas

Este trabalho abordou o problema de projeto de controladores por realimentação está-

tica de sáıda para sistemas lineares incertos a tempo discreto com parâmetros invariantes

no tempo pertencentes a um politopo. O método é baseado na existência de uma função

de Lyapunov com dependência afim nos parâmetros, que é mais geral do que a função de

Lyapunov quadrática. Os testes são formulados em termos de um procedimento convexo

de otimização baseado em um conjunto finito de desigualdes matriciais lineares, parame-

trizadas somente em termos dos vértices do politopo.

O método proposto é realizado em dois estágios. Primeiramente, calcula-se um con-

trolador por realimentação de estados dependente de parâmetros. Em seguida, os ganhos

obtidos são utilizados como parâmetros de entrada para o segundo estágio, que, por sua

vez, projeta um controlador robusto por realimentação de sáıda. Vale ressaltar que, dife-

rentemente da maioria dos métodos presentes na literatura, o método proposto pode ser

aplicado a sistemas com a matriz de sáıda incerta.

Uma extensão para o caso de projeto de controladores robustos H2 por realimentação

de sáıda também é apresentada. A mesma estratégia de projeto realizada em dois estágios

é utilizada, porém com uma flexibilidade adicional no primeiro estágio. Caso o segundo

estágio falhe, o primeiro estágio pode ser repetido novamente com um custo garantido H2

arbitrado diferente, gerando novos ganhos estabilizantes para o controlador por realimen-

tação de estados que, provavelmente, geram um resultado diferente no segundo estágio.

Exemplos numéricos mostraram que a estratégia proposta permite a obtenção de ga-

nhos de realimentação de sáıda com custos garantidos H2 associados menos conservadores.

Também foram apresentados casos em que a abordagem proposta encontra um ganho es-

tabilizante enquanto outros métodos da literatura falham. A estratégia proposta também

pode ser usada para calcular ganhos robustos de realimentação de estados quando os mé-

todos dispońıveis na literatura não conseguem fornecer solução. Em relação à eficiência

computacional, pode-se dizer que a abordagem proposta apresenta um bom compromisso

39
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entre o esforço computacional e precisão, como demonstrado por uma análise estat́ıstica

para sistemas de diversas dimensões.

Perspectivas

Alguns trabalhos em perspectiva, relacionados ao problema de realimentação de sáıda

são:

• Obter condições para tratar o problema de realimentação estática de sáıda com

outros critérios de desempenho, como a norma H∞;

• Utilizar condições com matrizes extras obtidas pelo lema de Finsler;

• Utilizar funções de Lyapunov polinomiais;

• Considerar parâmetros variantes no tempo e controladores do tipo gain-scheduled,

ou seja, dependentes de parâmetros;

• Tratar sistemas lineares incertos a tempo cont́ınuo;

• Empregar técnicas de algoritmos evolutivos para tratar o problema.
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[GPCI07] F. G. Guimarães, R. M. Palhares, F. Campelo, and H. Igarashi. Design
of mixed H2/H∞ control systems using algorithms inspired by the immune
system. Information Sciences, 177(20):4368–4386, October 2007.

[HB90] P. Hagander and B. Bernhardsson. On the notion of strong stabilizability.
IEEE Transactions on Automatic Control, 35(8):927–929, August 1990.

[HL06] D. Henrion and J. B. Lasserre. Convergent relaxations of polynomial matrix
inequalities and static output feedback. IEEE Transactions on Automatic
Control, 51(2):192–202, February 2006.



Bibliografia 44

[IS94] T. Iwasaki and R. E. Skelton. All controllers for the general H∞ control
problem: LMI existence conditions and state-space formulas. Automatica,
30(8):1307–1317, August 1994.

[Iwa96] T. Iwasaki. Robust performance analysis for systems with structured un-
certainty. International Journal of Robust and Nonlinear Control, 6:85–99,
March 1996.

[KB01] A. Khaki-Sedigh and Y. Bavafa-Toosi. Design of static linear multivariable
output feedback controllers using random optimization techniques. Journal
of Intelligent and Fuzzy Systems, 10(3-4):185–195, August 2001.

[Kha96] H. K. Khalil. Nonlinear Systems. Prentice Hall, Upper Saddle River, NJ,
1996.

[Kim75] H. Kimura. Pole assignment by gain output feedback. IEEE Transactions on
Automatic Control, 20(4):509–516, August 1975.

[KL82] P. T. Kabamba and R. W. Longman. Exact pole assignment using direct
or dynamic output feedback. IEEE Transactions on Automatic Control,
27(6):1244–1246, December 1982.
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