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Todos nós temos problemas, porém oque nos diferen
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Resumo
O objetivo deste trabalho é bus
ar, estudar e estabele
er as 
ondições de otimali-dade para resolver problemas de programação multi-objetivo irrestritos e restritosem um ambiente impre
iso. Essas impre
isões estão presentes nos problemas davida real e existem muitas formas de tratá-las, mas nesse trabalho será usado ateoria de 
onjuntos nebulosos. Utilizando 
omo base a otimização nebulosa, foramdesenvolvidas duas abordagens para resolver problemas multi-objetivo nebulosos.A primeira abordagem transforma um problema nebuloso em um problema 
lás-si
o paramétri
o 
om um número maior de funções objetivo, a qual é 
hamada deparamétri
a. A segunda abordagem, 
hamada de possibilísti
a, usa a teoria depossibilidade 
omo um índi
e de 
omparação entre números nebulosos 
om a �-nalidade de garantir 
ondições de otimalidade em um ambiente nebuloso. Algunsexemplos numéri
os são resolvidos usando um algoritmo genéti
o 
hamado NSGA-II elitista, 
om algumas modi�
ações para a 
omparação de números nebulosos,e depois feita uma análise dos resultados en
ontrados por ambos os enfoques.Palavras-
have: Conjuntos difusos, Programação matemáti
a, Programaçãomultiobjetiva, Otimização Matemáti
a, Computação evolutiva.
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Abstra
t
The main goal of this work is to sear
h, study and present the optimality 
onditi-ons to solve the un
onstraint and 
onstraint multiobjetive programming problemsin impre
ise environment. These impre
isions 
an be found in the real-world op-timization problems and there are utmost ways for dealing with them, but in thiswork will be used the theory of fuzzy sets. Using as a basis the fuzzy optimiza-tion, two approa
hes were developed to solve fuzzy multiobje
tive problems. The�rst approa
h transforms a fuzzy problem into a parametri
 
lassi
 multiobje
tiveprogramming problem with many more obje
tive fun
tions, whi
h is 
alled para-metri
 approa
h. The se
ond one, 
alled possibilisti
, uses the possibility theoryas a 
omparison index between two fuzzy numbers in order to ensure optimality
onditions in a fuzzy environment. Some numeri
al examples are solved by usinga geneti
 algorithm 
alled elitist NSGA-II with some modi�
ations to 
omparefuzzy numbers, and then the results obtained with both approa
hes are analysed.Keywords: Fuzzy set, Mathemati
al programming, Multiobje
tive program-ming, Mathemati
al optimization, Evolutionary 
omputation
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Capítulo 1
Introdução
No de
orrer de nossa vida, adquirimos experiên
ias e 
onhe
imentos que podemser úteis na tomada de de
isões a 
ada dia, de a
ordo 
om os 
on
eitos que nosforam transmitidos. Esse pro
edimento é tão 
omum e ao mesmo tempo tãoimportante que norteia muitos pesquisadores na tentativa de entendê-lo. Essespesquisadores imaginam que esse entendimento pode ser 
onvertido em um 
on-junto de regras formuladas de maneira matemáti
a e, portanto, observar se um
omputador pode também tomar de
isões 
on�itantes e de difí
il solução em ques-tão de pou
o tempo. O mundo está 
heio de problemas a serem resolvidos, masmuitas vezes os dados impre
isos que estão presentes neles os tornam intratáveis.Cada ser humano tem uma maneira parti
ular de tratar as impre
isões do diaa dia. Do ponto de vista so
ial, isso é bastante normal e é esperado que todosaprendam e adquiram uma 
erta experiên
ia para estudar, trabalhar entre ou-tras 
oisas. Entretanto, do ponto de vista a
adêmi
o é bastante difí
il en
ontraruma similaridade, por mais pequena que seja, no intuito de 
odi�
ar 
omputa-
ionalmente uma tomada de de
isão de uma maneira mais geral possível e queesse 
ódigo aprenda 
om o tempo gerando assim uma experiên
ia. Muito já foidis
utido sobre esse assunto, ao ponto de fazerem parte do 
onjunto de tópi
osque perten
em ao mundo da �
ção 
ientí�
a, do uso de rob�s que façam os ser-viços mais pesados e domésti
os, dos equipamentos que fun
ionam 
om o nossopensamento entre muitas outras que fa
ilitariam a nossa vida.O primeiro passo na tentativa de entender esse tipo de problema foi dis
u-tido há mais de 
inquenta anos quando foi 
riada a linha de pesquisa 
hamadaInteligên
ia Arti�
ial (IA). O próprio nome tenta vender a idéia de que a inteli-gên
ia pode ser simulada de forma 
omputa
ional e ela ganhou um grande su
essoquando Garry Kasparov, um grande mestre de xadrez, perdeu o 
onfronto para o
omputador DEEP BLUE. Contudo, algumas sub-áreas de IA não obtiveram um1



2avanço esperado diante de um progresso, que foi pequeno e difí
il de se realizar.Esses problemas o
orreram porque a 
omplexidade de seu tratamento é muitoelevada e porque os seres humanos têm uma 
apa
idade de formar uma amplavariedade de tarefas físi
as e mentais sem qualquer medida e nenhuma 
omputa-ção. Observando por esse ponto de vista, ainda não somos 
apazes de 
onstruirmáquinas que tenham um nível de pro
essamento inimaginável ou simplesmente
onstruir programas que sejam 
apazes de realizar uma sinopse de um livro.Pro
urando 
ompreender o fra
o desenvolvimento de algumas áreas da IA,alguns pesquisadores 
omeçaram a dis
utir os motivos, e atribuem esse desen-volvimento lento ao fato de que alguns objetos são tratados 
om valores rígidos,enquanto que eles surgem de per
epções que são diferentes dependendo do pontode vista que é analisado, 
omo des
rito na Figura 1.1. Em [80℄ é possível identi�-
ar alguns problemas na de�nição de IA original. Ele também aponta uma novadireção em IA que podemos dis
utir.PSfrag repla
ements Informação
baseada emMedida baseada emPer
epçãoRi
ardo tem 29 anosHoje fez 30 grausA taxa de desemprego é 9,1Esse é um valor esperadoEla é uma função 
ontínuaNão tem 
ontra-partidaNão tem 
ontra-partida

Ri
ardo é jovemHoje está quenteA taxa de desemprego é normalEsse é um valor usualEla é uma função suaveMuitas sue
as são loirasÉ provável 
hover pela manhãFigura 1.1: Estrutura da informação: exemplos de informação baseada em medidae baseada em per
epção.Em paralelo 
om as pesquisas realizadas em IA, foram desenvolvidas muitasoutras áreas no intuito de interpretar as per
epções que são des
ritas na Figura1.1. Assim, na dé
ada de 90 foi 
riada uma 
oleção de metodologias que podemser mes
ladas de distintas maneiras, mas de alguma forma 
ooperam entre si naobtenção de uma solução satisfatória. Esse grupo heterogêneo de metodologiasfoi primeiramente de�nido em [78, 79℄ e foi 
hamado de Computação Flexível.Trata-se de uma 
oleção de metodologias que ajudam a explotar a tolerân
ia por



CAPÍTULO 1. INTRODUÇ�O 3impre
isões e in
ertezas para lograr tratabilidade, robustez e baixo 
usto de solu-ção. Suas prin
ipais 
omponentes são a lógi
a nebulosa, ra
io
ínio probabilísti
o,neuro
omputação e metaheurísti
as. A 
omputação �exível está sendo usada emuma gama vasta de apli
ações e a 
ada dia tem aumentado a sua importân
ia. Oprin
ipal modelo de regra que a 
omputação �exível usa é o pensamento humano.A Figura 1.2 des
reve os elementos que fazem parte da 
omputação �exível e 
omoela é organizada.PSfrag repla
ements Computação �exívelRa
io
ínio aproximado Aproximação fun
ional/OtimizaçãoModelosProbabilísti
os Multi-evaluada &Lógi
a nebulosa Redes Neurais Metaheurísti
asFigura 1.2: Estrutura dos elementos da 
omputação �exível.Outra maneira de de�nir a 
omputação �exível é 
onsiderá-la 
omo um 
ontraponto ao que poderíamos denominar Computação Rígida que está diretamente
one
tada ao 
on
eito de IA porque ne
essita de formulações matemati
amente
laras e pre
isas.Um dos prin
ipais 
omponentes da 
omputação �exível é a lógi
a nebulosaque é responsável pela interpretação das informações do mundo real, que são
ara
terizadas por per
epções. Contudo, existe uma semânti
a que requer umes
lare
imento quando dis
utimos lógi
a nebulosa porque esse termo é usado emdois sentidos diferentes. Em um sentido mais reduzido, lógi
a nebulosa é um sis-tema lógi
o que ajuda na formalização do ra
io
ínio aproximado e nesse sentidoela está enraizada na lógi
a multi-evaluada, mas 
om algumas pou
as diferençasdo sistema lógi
o multi-evaluada tradi
ional. Em um sentido mais amplo, lógi
anebulosa é quase sin�nimo de teoria de 
onjuntos nebulosos. A teoria de 
onjuntosnebulosos é basi
amente a teoria de 
lasses 
om limites in
ertos. Um ponto quedevemos salientar está no fato de que qualquer teoria 
lássi
a pode ser estendidaa um 
aso nebuloso. Hoje, a tendên
ia é usar o termo lógi
a nebulosa em seusentido mais amplo. Em parte isso re�ete o fato de que teoria de 
onjuntos nebu-losos pare
e menos suave que lógi
a nebulosa. As té
ni
as de lógi
a nebulosa têmsido utilizadas em diferentes 
ampos de 
onhe
imento e em diversas apli
ações:aproximação de funções, previsão de séries temporais, �ltragem de sinais, identi-�
ação e 
ontrole de pro
essos, Pesquisa Opera
ional, dentre outros. Um númerosigni�
ativo de implementações práti
as vem 
onsolidando os sistemas nebulososnão só em instalações industriais, 
omo em muitos produtos manufaturados.O surgimento da Pesquisa Opera
ional (PO) forne
eu uma base quantitativa



4 1.1. MOTIVAÇ�Oe ra
ional para as de
isão tomadas. A PO é um ramo da 
iên
ia que tem por�nalidade desenvolver té
ni
as para otimizar o desempenho de sistemas. Suasapli
ações en
ontram-se nas áreas industriais, de negó
ios, militares, governa-mentais, entre outras. O estudo da PO pode ser dividido em algumas sub-áreas,sendo a Programação Matemáti
a (PM) uma delas. Ela tem 
omo meta solu
i-onar problemas que envolvem minimização (ou maximização) de uma ou váriasfunções objetivo, nos quais podem ser do tipo irrestrito ou restrito. Um problemade programação matemáti
a 
om vários objetivos perten
e a um 
onjunto que éresolvido por otimização multi-objetivo e esses objetivos são muitas vezes 
on�i-tantes e frequentes na vida real. Ao 
ontrário de um problema mono-objetivo,os problemas multi-objetivos não possuem uma solução ótima úni
a. Uma solu-ção adequada deve obter um desempenho adequado para todos os objetivos. Emgeral, os métodos designados para esses problemas são bastante espe
í�
os, deforma que as estruturas desses algoritmos di�
ilmente podem ser generalizadaspara resolver outros problemas.1.1 MotivaçãoUma das 
ara
terísti
as mais signi�
ativas dos seres humanos é a tomada dede
isão para qualquer tipo de problema no dia a dia. Esses problemas são, nasua maioria, multidimensionais e 
om múltiplos objetivos, que são frequentemente
on�itantes e não-mensuráveis entre si.O uso de métodos de otimização para ajudar na tomada de de
isão é bastanteinteressante, pois a otimização é uma área de pesquisa que usa pro
edimentos queen
ontram e 
omparam soluções fa
tíveis até não outra solução que seja melhorque as já en
ontradas. Os modelos de otimização usam frequentemente progra-mação matemáti
a 
lássi
a, que tenta simular um modelo exato dos problemasde otimização de interesse.Além disso, os dados que obtemos de alguns problemas práti
os são valoresaproximados, vagos ou impre
isos. Existem diferentes maneiras de tratar essesdados, mas eles são tratados pela teoria de 
onjunto nebulosos nesse trabalho.A teoria de números nebulosos mostrou um grande poten
ial na modelagem desistemas que são não-lineares, 
omplexos, mal-de�nidos e não-
onhe
idos.Outro ponto importante está em que tipo de 
omparação entre números ne-bulosos será usado, pois existem vários índi
es de 
omparação para diferentes
ritérios e não é fá
il es
olher um índi
e que atenda a todas as suas metas.1.2 ObjetivoO objetivo prin
ipal desse trabalho é desenvolver abordagens que resolvam proble-mas de programação multi-objetivo irrestritos e restritos em ambiente 
om dados
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isos, no qual essa impre
isão 
ara
teriza as per
epções do ser humano. Natentativa de tornar essas per
epções em dados 
omputáveis, elas são formuladasmatemati
amente usando teoria de 
onjuntos nebulosos.Nesse 
aminho, foram desenvolvidas duas abordagens que resolvem problemasmulti-objetivo nebulosos usando duas maneiras de 
omparar números nebulosos.A primeira transforma o problema nebuloso em um problema 
lássi
o paramétri
oe depois usa-se os 
ritérios 
lássi
os de Pareto-otimalidade para obter o 
onjuntode soluções e�
ientes satisfatórias que 
ompõe a solução nebulosa. A segundaabordagem usa a teria de possibilidade 
omo um índi
e de 
omparação para de�nirum 
onjunto nebulosamente ordenado para obter o 
onjunto de soluções e�
ientesnebulosas.Um objetivo auxiliar está em informar durante o texto que não é uma metaa 
ompetição entre as duas abordagens para se de�nir qual seja a melhor, pois aintenção está em forne
er ao de
isor duas ferramentas que o ajude a sele
ionar asolução e�
iente que melhor se adapte ao seu problema.1.3 OrganizaçãoA tese está estruturada em seis 
apítulos e quatro apêndi
es, sendo que esses dezítens estão organizados da seguinte maneira:
• No Capítulo 1 é des
rita uma dis
ussão geral sobre o assunto dessa tesejuntamente 
om a motivação que norteou o autor a traçar os objetivos aserem al
ançados. Nesse 
apítulo também está dis
riminado 
omo ela estáorganizada.
• No Capítulo 2 é mostrada uma revisão bibliográ�
a de alguns trabalhosque já foram publi
ados na área de otimização multi-objetivo em ambientenebuloso. Esses trabalhos estão divididos por tipo de in
erteza e os tipos queestão des
ritos neste 
apítulo tratam as in
ertezas na meta a ser otimizada,nos 
ustos das funções objetivo e nos 
oe�
ientes das funções de restrição.
• No Capítulo 3 são introduzidas duas abordagens para resolver problemas deprogramação multi-objetivo nebulosos irrestritos. A primeira parametrizaos números nebulosos que representam as in
ertezas transformando o pro-blema multi-objetivo nebuloso em um problema 
lássi
o paramétri
o 
ommais funções objetivos que o problema original e esses novos objetivos bus-
am en
ontrar um nível de satisfação ótimo. A segunda abordagem usa ateoria de possibilidade para de�nir um índi
e de 
omparação entre númerosnebulosos e, portanto, 
onstruir um 
onjunto nebuloso ordenado de a
ordo
om o nível de satisfação es
olhido pelo de
isor juntamente 
om a extensãode de�nições e teorias que garantam 
ondições ne
essárias para obter um
onjunto de soluções e�
ientes.
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• No Capítulo 4 são apresentadas as extensões das abordagens desenvolvidasno Capítulo 3 para resolver problemas de programação multi-objetivo ne-buloso restrito, ou seja, agora existem funções que delimitam o espaço dasvariáveis de de
isão. Essas funções de restrição podem ou não ter dadosimpre
isos, que também é exposto neste 
apítulo.
• No Capítulo 5 são apresentados os problemas usados para validar as aborda-gens desenvolvidas neste trabalho, junto 
om os resultados 
omputa
ionaisdos mesmos e alguns 
omentários sobre os resultados obtidos.
• Finalmente, algumas 
onsiderações �nais sobre todo o trabalho desenvolvidoe validado são apresentados no Capítulo 6 juntamente 
om perspe
tivas paratrabalhos futuros.Na tentativa de fa
ilitar a 
ompreensão de alguns pontos que possam perten
era sua área do 
onhe
imento, são des
ritos quatro apêndi
es 
om 
on
eitos bási
osde sistemas nebulosos, otimização multi-objetivo, otimização nebulosa e do algo-ritmo genéti
o NSGA-II, que é usado nas simulações das abordagens propostas.Cada um desses apêndi
es está des
rita da seguinte maneira:
• No Apêndi
e A é apresentado 
omo um número nebuloso é de�nido e quaissuas propriedades bási
as. Diante dessa de�nição, podemos mostrar 
omorepresentar um número nebuloso e 
omo operar esses números e/ou 
onjun-tos nebulosos. Outro ponto importante é de�nir uma função nebulosa quepode estar des
rita sobre um 
onjunto nebuloso 
onvexo, que é um 
ritériomuito importante no 
ontexto de otimização.
• No Apêndi
e B des
reve os 
on
eitos 
lássi
os de Pareto-otimalidade nointuito de obter um 
onjunto de soluções e�
ientes para problemas de pro-gramação multi-objetivo. São apresentados também alguns métodos de oti-mização para resolver problemas multi-objetivo 
lássi
os e as três maneirasde 
lassi�
á-los.
• No Apêndi
e C é feita uma revisão bibliográ�
a sobre os métodos e aborda-gens que já foram publi
ados sobre otimização nebulosa. Os dados impre-
isos podem apare
er em diferentes pontos da formulação matemáti
a dosproblemas de programação e para 
ada tipo existem diferentes maneiras desolu
ioná-los.
• No Apêndi
e D apresenta um resumo sobre os algoritmos genéti
os NSGA(Non-dominated Sorting Geneti
 Algorithm) e NSGA-II. Nesse resumo estãodes
ritas as prin
ipais ideias usadas para a 
riação desse algoritmo 
om osseus pontos fortes e fra
os. Outros algoritmos evolutivos 
on
orrentes doNSGA são 
itados.



Capítulo 2
Revisão bibliográ�
a
2.1 IntroduçãoExistem vários 
on
eitos hoje para a palavra 
onhe
imento e ela é de�nida
omo sendo aquilo que se 
onhe
e de algo ou alguém. Assim, o 
onhe
imentoé uma ferramenta indispensável quando queremos es
olher uma área de trabalhoporque ele nos permitirá desenvolver um trabalho satisfatório. Esse 
onhe
imentovai sendo agregado 
om a 
oleta de dados e informações sobre o assunto a serpesquisado.O assunto es
olhido para essa tese foi o de programação matemáti
a multi-objetivo em um ambiente nebuloso, onde as impre
isões podem estar presentes nasfunções objetivo e/ou nas funções que geram o 
onjunto restrição. Em espe
í�
o,nesse trabalho os dados impre
isos estão presentes nos 
ustos das funções objetivoe/ou na relação de ordem e nos 
oe�
ientes das funções de restrição.Os métodos de otimização usam frequentemente programação matemáti
a
lássi
a, que tenta desenvolver um modelo exato para o problema que estamosinteressados em otimizar. Alguns destes métodos podem ser en
ontrados em[6, 13, 31, 32, 48℄. Contudo, a modelagem desses problemas podem 
onter am-biguidades em seus dados, o que frequentemente o
orre em problemas do mundoreal. Em re
entes anos, a teoria de números nebulosos [76℄ mostrou grande po-ten
ial para lidar 
om sistemas que são não-lineares, 
omplexos, mal-de�nidose não bem entendidos. Ela en
ontrou numerosas apli
ações devido à sua fá
ilimplementação, �exibilidade e tolerân
ia natural aos dados impre
isos. Essasqualidades podem ser úteis para representar 
omportamentos de 
omplexidadearbitrária porque a teoria de números nebulosos está baseada em termos de lin-guagem natural. Em [81℄ é dis
utido o uso de teoria de 
onjuntos nebulosos que éuma teoria pre
isa de argumentos impre
isos e aproximados. Algumas apli
ações7



8 2.2. ABORDAGENS DESENVOLVIDAS PARA RESOLVER PROBLEMASMULTI-OBJETIVO EM AMBIENTE DIFUSOpodem ser en
ontradas em [23, 40, 85℄, e estão inseridas nos 
ampos de re
onhe-
imento de padrões, análise de dados, 
ontrole, e
onomia, pesquisa opera
ional,entre outros.As representações e manipulações aritméti
as das quantidades numéri
as in-
ertas podem ser feitas usando a teoria de números nebulosos. Entretanto, a
omparação entre dois ou mais números, intervalos e 
onjuntos nebulosos não éfá
il. Existem na literatura vários enfoques que foram desenvolvidos para 
onse-guir 
ompará-los (veja alguns exemplos em [10, 23, 39, 40, 54℄), sendo que 
adaum é baseado em um ponto de vista diferente ou leva em 
onsideração possíveisne
essidades espe
í�
as do problema a ser resolvido. Diante desta variedade deopções, os autores aqui desta
am a teoria de possibilidade, que é análoga à teoriade probabilidade e foi proposta por Zadeh [77℄ para agregar o 
on
eito de umadistribuição de possibilidade à teoria de 
onjuntos nebulosos. Alguns índi
es de
omparação para ordenar números e intervalos nebulosos empregam a teoria depossibilidade e eles foram propostos em [25℄. Um outro ponto de vista é des
ritoem alguns trabalhos que transformam um problema de programação nebuloso emum ou vários problemas 
lássi
os e, nesse momento, pode-se usar métodos 
lás-si
os para en
ontrar a melhor solução ou um 
onjunto ótimo de soluções. Umexemplo desse pro
edimento é des
rito em [36℄, que transforma um problema deotimização nebulosa 
om um úni
o objetivo em um problema multi-objetivo 
lás-si
o e o número de funções objetivo é de�nido pela quantidade de 
oe�
ientesimpre
isos presentes no problema nebuloso original.2.2 Abordagens desenvolvidas para resolver problemasmulti-objetivo em ambiente difusoVárias noções de Pareto-otimalidade nebulosa foram des
ritas baseadas em di-ferentes métodos de 
omparação entre números 
om 
erta impre
isão. Estesmétodos são de grande importân
ia, pois são usados para ordenar as soluções
andidatas e obter o 
onjunto de soluções não-dominadas . As de�nições de Pa-reto para problemas nebulosos podem ser divididas de três maneiras: (i) o usode funções de pertinên
ia para des
rever as in
ertezas inseridas nas funções ob-jetivo; (ii) 
oe�
ientes nebulosos 
omo parâmetros somente nas funções objetivo;(iii) 
oe�
ientes nebulosos 
omo parâmetros nas funções objetivo e no 
onjuntode restrições.2.2.1 Função de pertinên
ia das funções objetivoO trabalho pioneiro em usar funções de pertinên
ia para representar as funçõesobjetivos e funções de restrição foi desenvolvido por Bellmann e Zadeh [8℄ e foiusado 
omo referên
ia para muitos outros trabalhos. Contudo, outros pesquisa-
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revem maneiras diferentes de usar as funções de pertinên
ia para obterum 
onjunto de soluções e�
ientes do problema multi-objetivo a ser otimizado,
omo des
rito no de
orrer dessa sub-seção.Enfoque de Bellmann a ZadehEm [8℄, en
ontramos o primeiro desenvolvimento na direção de resolver problemasde programação multi-objetivo 
om dados impre
isos. O objetivo prin
ipal estáem representar as in
ertezas por números nebulosos usando funções de pertinên
iapara permitir um 
erto tipo de �exibilização dos dados impre
isos, tanto quandoo objetivo é in
erto 
omo também quando a formação do 
onjunto de restriçãoé nebulosa. Em um segundo momento é realizado uma agregação de todas essasfunções de pertinên
ia no intuito de en
ontrar um valor que melhor satisfaçatodas as funções de pertinên
ia ao mesmo tempo, que é 
hamado de nível desatisfação. Alguns trabalhos adotam essa abordagem para resolver problemas deprogramação multi-objetivo linear, dentre os quais se desta
am [74, 83, 84℄.Esse nível de satisfação pode ser dado por uma es
olha ou por um 
onjuntode es
olhas realizadas pelo de
isor. É possível desta
ar que essa de
isão pode serde�nida por um 
onjunto nebuloso de alternativas, resultantes da interse
ção dosobjetivo e restrições. Dessa maneira, esse 
on
eito é de�nido da seguinte forma:De�nição 2.1. Assuma que são dados um objetivo nebuloso G e uma restriçãonebulosa C, que estão em um espaço de alternativas X. Então, G e C são 
om-binados para formar a de
isão D, a qual é um 
onjunto nebuloso resultante dainterse
ção de G e C, isto é,
D = G

⋂
C.Pode ser observado que nesse 
aso foram 
onsiderados para um úni
o objetivoe uma úni
a restrição nebulosa, mas essa de�nição pode ser generalizada paramúltiplos objetivos e restrições. Assim, se existem m objetivos G1, . . . , Gm e prestrições C1, . . . , Cp sobre um espaço de alternativas X, então a de
isão resultanteé a interse
ção dos objetivos e restrições nebulosos que foram dados, isto é,

D = G1

⋂
. . .

⋂
Gm

⋂
C1

⋂
. . .

⋂
Cp.Note que na equação a
ima os objetivos e restrições nebulosos são inseridos damesma maneira, de uma forma mais genéri
a, 
omo foi des
rito na De�nição 2.1na obtenção da de
isão nebulosa . Essa é a ideia bási
a, que indenti�
a uma regrapara tratar os objetivos e as restrições na obtenção de um pro
esso de de
isão emum ambiente nebuloso.Enfoque de Farina e AmatoEm [26℄ e [27℄, uma sequên
ia de de�nições de otimalidade é proposta, que podeser dividida em quatro partes. Essa sequên
ia 
omeça 
om a de�nição de Pareto-
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lássi
a e depois eles apresentam três de�nições envolvendo 
onjuntode números nebulosos. Cada uma delas é uma extensão da de�nição 
lássi
a.Usando exemplos, os autores mostram que a de�nição de Pareto-otimalidade podeser insatisfatória devido essen
ialmente a três razões:1. Número de valores objetivos melhorados e iguais não é levado em 
onta;2. Magnitudes das melhoras não são levadas em 
onta;3. Nenhuma preferên
ia entre os objetivos é 
onsiderada.A sequên
ia segue 
om uma de�nição de k-otimalidade , que introduz três funçõespara 
ada par v1,v2 ∈ Ω. A primeira função, nb, determina o número de funçõesobjetivo para as quais v1 domina v2; a segunda, ne, retorna o número de funçõesobjetivo para as quais as duas soluções 
andidatas são equivalentes; a últimafunção, nw, é o 
ontador de funções objetivo para as quais v1 é dominado por v2.Seja M o número de funções objetivo. Para k ∈ [0, 1], pode-se de�nir o 
on
eitode (1 − k)-dominân
ia e k-otimalidade 
omo segueDe�nição 2.2 ((1-k)-dominân
ia). v1 é dito ser (1 − k)-dominado por v2 se
{

ne < M

nb ≥ M−ne

k+1

(2.1)De�nição 2.3 (k-otimalidade). v∗ é k-ótimo se não existe nenhum v ∈ Ω talque v k-domina v∗.O ter
eiro elemento na sequên
ia é a de�nição de k-otimalidade nebulosa,que é uma de�nição estendida da k-otimalidade 
om as três funções nb, ne e
nw substituídas por funções de pertinên
ia nF

b , nF
e , nF

w. Os 
on
eitos de (1 −
kF )-dominân
ia e (kF )-otimalidade também são extensões e são rede�nições dos
on
eitos anteriores. Essa sequên
ia termina 
om uma de�nição de otimalidadenebulosa mais geral. Uma de�nição nebulosa da relação de dominân
ia muda elamesma as funções nF

b , nF
e , nF

w. Essa de�nição é dada abaixo.De�nição 2.4 (Dominân
ia nebulosa). Seja µD(v1,v2) uma função de perti-nên
ia de�nida 
omo segue.
µD(v1,v2) , fµD

(nF
b (v1,v2), n

F
e (v1,v2), n

F
w(v1,v2)) (2.2)onde fµD

pode ser uma função de pertinên
ia ou um sistema nebuloso.De�nição 2.5 (Otimalidade nebulosa). Uma função de pertinên
ia µO repre-senta a relação da otimalidade nebulosa se v∗ perten
e ao 
onjunto de�nido pelo
orte kF em µO para qualquer kF ∈ [0, 1] e somente se não existe nenhum v ∈ Ωtal que
µD(v,v∗) > kF (2.3)



CAPÍTULO 2. REVIS�O BIBLIOGRÁFICA 11Enfoque de Köppen e Ni
kolayUma abordagem baseada na inserção de impre
isão, o que 
hamaremos de �fuz-zi�
ação� da relação de dominân
ia de Pareto é proposta em [41℄ e [42℄. Essanova abordagem determina valores que ajudam na ordenação de um 
onjunto devetores usando graus de impre
isão de dominân
ia, o que resulta na de�niçãoabaixo:De�nição 2.6. É dito que o vetor ~a domina o vetor ~b 
om grau µa de a
ordo
om a divisão
µa(~a,~b) =

∏
i min(ai, bi)∏

i ai
(2.4)e que o vetor ~a é dominado pelo vetor ~b 
om o grau µp de a
ordo 
om a divisão

µp(~a,~b) =

∏
i min(ai, bi)∏

i bi
(2.5)Observe que as de�nições não são simétri
as, porque elas diferem no deno-minador. Esses graus de dominân
ia são usados para ordenar um determinado
onjunto de vetores de dimensão M , que representam o espaço das funções ob-jetivo. O valor desses vetores pode ser o valor de adaptação de um problemade otimização multi-objetivo. Os M elementos são ordenados em uma ordem
res
ente dos valores 
al
ulados pela de�nição a
ima pela seguinte equação:

rM (~a) = max
~b∈M\{~a}

µp(~a,~b) (2.6)Note que essa de�nição está rela
ionada 
om um 
onjunto. Um valor deordenação do vetor ~a de dimensão M pode somente ser designado 
om referên
iaaos M dados 
ontidos em ~a.Enfoque de Sakawa usando função de pertinên
iaOutro enfoque bastante 
onhe
ido para tratar modelos de otimização impre
i-sos está des
rito em [56℄, e assume meta nebulosa para 
ada função objetivo deum problema de programação multi-objetivo, as quais são des
ritas pelo de
isor.Assim, é possível deixar mais �exível os requisitos rígidos dos problemas de pro-gramação multi-objetivo para a minimização das m funções objetivo diante deum 
onjunto de restrições. Logo, o problema multi-objetivo �exibilizado pode seres
rito da seguinte forma:
m̃in f(x) = (f1(x), . . . , fm(x))s.a x ∈ Ω = {x ∈ R

n|gj(x) ≤ 0, j = 1, . . . , p} (2.7)sendo que o símbolo m̃in denota uma versão relaxada da função min tradi
ional eessa relaxação é a responsável em interpretar uma relação que não é bem 
onhe-
ida, isto é, as k funções objetivo devem ser minimizadas tanto quanto possível,dentro do espaço fa
tível.
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isões podem ser des
ritas por 
onjuntos nebulosos e quanti�
adospor funções de pertinên
ia, µi(fi(x)), i = 1, . . . ,m, para todas as funções objetivo.Em geral nos problemas de minimização, a meta nebulosa pode ser des
rita 
omo�substan
ialmente menor que ou igual a algum valor pi", onde di é a violaçãomáxima permitida, ou seja, é o menor valor que a função de pertinên
ia podeassumir e o seu nível de satisfação é zero. Essas funções de pertinên
ia são funçõesmonotoni
amente de
res
entes e podem ser formuladas da seguinte maneira:
µi(fi(x)) =





1 fi(x) ≤ fi

pi(x) fi < fi(x) ≤ fi + di

0 fi(x) > fi + di

(2.8)onde fi representa o i-ésimo valor da função objetivo, tal que o grau da função depertinên
ia µi(fi(x)) seja igual a 1, enquanto fi + di assume valor igual a 0 nessafunção de pertinên
ia. Os demais graus dessa função de pertinên
ia, que estádentro de intervalo [0, 1], são expressos pela função monotoni
amente 
res
ente
di(x), para 
ada i = 1, . . . ,m.Diante desse 
ontexto, a de�nição bási
a de uma solução não-dominada podeser modi�
ada para que atenda a 
ondição mais �exível da função min. Logo,a de�nição modi�
ada, que é 
hamada solução ótima M-Pareto, de uma soluçãonão-dominada pode ser des
rita 
omo segue:De�nição 2.7. x∗ ∈ Ω é dito ser uma solução ótima M-Pareto para um problemade programação multi-objetivo 
om meta nebulosa se, e somente se, não existe umoutro x ∈ Ω tal que µi(fi(x

∗)) ≥ µi(fi(x)) para todo i = 1, . . . ,m e µj(fj(x)) 6=
µj(fj(x

∗)) para ao menos um j.Assumindo que estamos tratando problemas não-lineares, a de�nição a
imaé somente válida para problemas que podemos garantir uma solução global para
ada função objetivo. Entretanto, muitos problemas reais não permitem isso ene
essitamos garantir uma solução lo
al . Assim, uma solução ótima M-Paretolo
al pode ser de�nida 
omo:De�nição 2.8. x∗ ∈ Ω é dito ser uma solução ótima M-Pareto lo
al para umproblema de programação multi-objetivo 
om meta nebulosa se, e somente se, dadoum número real δ > 0 não existe um outro x ∈ Ω
⋂N (x∗, δ) tal que µi(fi(x

∗)) ≥
µi(fi(x)) para todo i = 1, . . . ,m e µj(fj(x)) 6= µj(fj(x

∗)) para ao menos um j,sendo que N (x∗, δ) representa uma vizinhança de tamanho δ do ponto x∗.Infelizmente, muitas vezes as soluções ótimas M-Pareto (lo
ais) 
onsistem deum número elevado de pontos e, portanto, o tomador de de
isão deve sele
ionaruma solução �nal (lo
al) que perten
e ao 
onjunto ótimo M-Pareto (lo
al) 
omouma solução satisfatória.
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ientes nebulosos nas funções objetivoNesta sub-seção o fo
o está em abordagens que tratam de parâmetros impre
isos,que é o mesmo que nebulosos nesse trabalho, somente nas funções objetivo, mas foien
ontrado somente um trabalho 
om essa 
ara
terísti
a e o mesmo está des
ritoabaixo.Enfoque de Hussein e MaatyO artigo [34℄ usa uma função de distribuição de possibilidade para derivar umarelação de ordem entre números impre
isos. Esse trabalho introduz o 
on
eitode solução e�
iente α-nebuloso , em que a solução e�
iente ordinária é estendidabaseada no α-
orte de números nebulosos (O Apêndi
e A ofere
e mais expli
açãosobre α-
orte). Uma 
ondição ne
essária e su�
iente para de�nir uma solução
andidata é estabele
ida. Ele usa a seguinte de�nição:De�nição 2.9. x∗ ∈ X é dito ser uma solução e�
iente α-nebulosa para oproblema de programação multi-objetivo não-linear se não existe nenhum outro
x ∈ Ω tal que

µã{a ∈ R

∑n
j=1

pj |fj(x, aj) ≤ fj(x
∗, aj)} =

= sup(a1,...,an)∈A min{µã11
(a11), . . . , µã1p1

(a1p1
),

. . . , µãn1
(an1), . . . , µãnp1

(anp1
)} ≥ αsendo que α ∈ [0, 1] e

A = {a ∈ R

∑n
j=1

pj |f1(x, a1) ≤ f1(x
∗, a1), . . . ,

fj−1(x, aj−1) ≤ fj−1(x
∗, aj−1),

fj(x, aj) < fj(x
∗, aj),

fj+1(x, aj+1) ≤ fj+1(x
∗, aj+1),

. . . , fn(x, an) ≤ fn(x∗, an)}.Diante da �nalidade de 
ara
terizar a solução e�
iente α-nebulosa para oproblema de programação multi-objetivo não-linear, é possível 
onsiderá-lo 
omoum problema multi-objetivo paramétri
o. Logo, pode-se analisar as mudançasglobais somente nas restrições e nas funções objetivo.2.2.3 Coe�
ientes nebulosos nas funções objetivo e restriçõesOs enfoques des
ritos nesta sub-seção tratam de parâmetros in
ertos nas funçõesobjetivo e no 
onjunto de restrições. Esses métodos são mais abrangentes que osanteriormente expostos. Isso o
orre porque se não houver in
erteza no 
onjuntode restrições, os mesmos ainda podem ser apli
ados.



14 2.2. ABORDAGENS DESENVOLVIDAS PARA RESOLVER PROBLEMASMULTI-OBJETIVO EM AMBIENTE DIFUSOEnfoque de SakawaUm dos primeiros trabalhos sobre Pareto-otimalidade nebulosa, que está des
ritoem [56℄, usa 
onjuntos α-
orte para resolver problemas de programação multi-objetivo 
om parâmetros impre
isos. Esses 
onjuntos são de�nidos 
omo segue:
min f(x, a) , (f1(x, a1), f2(x, a2), . . . , fk(x, ak))s. a x ∈ X(b) , {x ∈ R

n|gi(x, bi) ≤ 0, j = 1, . . . ,m}
(a, b) ∈ (A,B)α

(2.9)sendo que A ∈ F(Rk) e B ∈ F(Rj) representam, respe
tivamente, um vetor deparâmetros nebulosos, os quais são en
ontrados nas funções objetivo e no 
onjuntode restrições. Esses 
oe�
ientes são representados por (a, b) ∈ R
k ×R

j, que podeser arbitrariamente de�nido por qualquer valor perten
ente a (A,B)α. Esse sub-
onjunto nebuloso é 
riado por todos os vetores, 
ujos graus de 
ada função depertinên
ia ex
edem o nível α. O 
on
eito de α-Pareto-otimalidade global e/oulo
al é introduzida abaixo.De�nição 2.10 (Solução ótima de α-Pareto (lo
al) ). x∗ ∈ X(b) é dito ser umasolução α-Pareto-ótimo (lo
al) para o α-problema de programação multi-objetivonão-linear se e somente se não existe nenhum outro x ∈ X(b)(
⋂N (x∗, r)) e

(a, b) ∈ (A,B)α(
⋂N (a∗, b∗, r′)) tal que fi(x, ai) ≤ fi(x

∗, a∗i ), i = 1, 2, . . . , k,sendo que pelo menos uma dessas i desigualdades seja estrita, onde os valores
orrespondentes dos parâmetros a∗ e b∗ são 
hamados parâmetros ótimos para um
erto nível α (e N (x∗, r) , {x ∈ R
n|‖x− x∗‖ < r} denota a r vizinhança de x∗).As soluções α-Pareto-ótimas podem ser obtidas através de uma apli
ação di-reta dos métodos usuais para resolver problemas 
om um úni
o objetivo. Contudo,esse 
onjunto de soluções geralmente 
ompreende um número in�nito de pontos ea de
isão deve sele
ionar uma úni
a solução global e/ou lo
al baseada em 
ritériossubjetivos.Enfoque de AmmarEm [2℄ é mostrada as soluções e�
ientes dos problemas de programação multi-objetivo quadráti
a nebulosa. Alguns teoremas são usados para en
ontrar umasolução ótima da programação multi-objetivo quadráti
a es
alar relativa a 
oe�-
ientes nebulosos usando vetor de de
isão 
omo variáveis nebulosas. Considere oseguinte problema de programação multi-objetivo quadráti
a aleatória nebulosa:

minX̃∈M̃ f̃ r(X̃) = X̃T D̃rX̃, r = 1, 2, . . . , ksujeito a: M̃ =
{

X̃ ∈ R
n|ÃX̃ . B̃, X̃ & 0

} (2.10)sendo que D̃r = (d̃r
ii)n×n, r = 1, 2, . . . , k, Ã = (ãji)m×n, B̃ = (b̃1, . . . , b̃m)T , X̃ =

(x̃1, . . . , x̃n), d̃r
ii, ãji, b̃j ∈ F(R). X̃ não é um vetor aleatório nebuloso e X̃ & 0
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a (xi)α ≥ 0 para qualquer i = 1, . . . , n. As relações . e & denotam asinequações nebulosas.Então, a té
ni
a desenvolvida para resolver o Problema 2.10 o divide em váriosmodelos para 
ada um dos diferentes níveis de α. É 
laro que para qualquer valorde α ∈ [0, 1], os modelos são problemas de programação quadráti
a 
om númerosaleatórios. Os autores mostram que as 
ondições de Karush-Kuhn-Tu
ker para o
aso quadráti
o o reduzem a um problema linear 
omplementar. Pode ser provadoque se eles têm soluções fa
tíveis, então existem soluções ótimas aleatórias, evalores ótimos são variáveis aleatórias em (Ω, A).Enfoque de KuwanoO trabalho realizado por [43℄ usou uma função de distribuição de probabilidadepara derivar uma relação de ordem entre números nebulosos. É usado nesse artigoo grau de possibilidade para transformar funções objetivo do problema originalem restrições do novo problema, sendo que esses dois problemas são equivalentes.O objetivo do novo problema de otimização multi-objetivo é maximizar o grau depossibilidade das novas restrições ou minimizar o 
onjunto de nível de aspiraçãode 
ada uma das funções objetivo do problema original, que são forne
idos pelode
isor. É interessante ressaltar que esse trabalho emprega as de�nições 
lássi
asde Pareto-otimalidade, pois as novas funções objetivo são funções que perten
emao 
onjunto de números reais e a função de distribuição de possibilidade é somenteusada na formulação de um problema de otimização multi-objetivo nebuloso.2.3 Resumo desse 
apítuloTentamos nesse 
apítulo fazer uma revisão bibliográ�
a sobre algumas abordagensjá publi
adas que resolvem problemas de programação multi-objetivo. Muitostrabalhos des
revem enfoques espe
í�
os para resolver problemas multi-objetivoslineares, mas nesse trabalho estamos fo
ando em abordagens mais gerais, istoé, que sirvam tanto para resolver problemas multi-objetivos lineares 
omo não-lineares.Os enfoques apresentados nesse 
apítulo apresentam vantagens e desvantagens,mas a prin
ipal desvantagens está em en
ontrar diferentes soluções e�
ientes ne-bulosas que obtém imagens semelhantes o que aumenta ainda mais o 
onjuntoe�
iente e di�
ulta a es
olha do de
isor. Diante desse ponto de vista, no próximo
apítulo são apresentados dois enfoques que apresentam essas vantagens sanandoessa prin
ipal desvantagem.



Capítulo 3
Programação multi-objetivonebulosa irrestrita
3.1 IntroduçãoComo é bem 
onhe
ido, Programação Matemáti
a (PM) representa uma área depesquisa que visa en
ontrar soluções e�
ientes para problemas da vida real. Essesproblemas são formulados matemati
amente de maneira 
lara e pre
isa. Elesne
essitam ter a(s) função(ões) objetivo(s) a ser(em) otimizada(s), e eles podemser do tipo irrestrito ou restrito. PM tem várias 
lasses de problemas que podemser en
ontrados em teoria de jogos, alo
ação de fa
ilidades, problemas de logísti
a,designação de tarefas, problemas de e
onomia em geral, 
ontrole, pro
essamentode sinais, entre outros. Várias apli
ações e métodos podem ser en
ontrados em[7, 30, 33, 63, 75℄.Os problemas de PM tratados neste trabalho têm duas ou mais funções ob-jetivo, que são 
hamadas de problemas de programação multi-objetivo. Assim,primeiramente será mostrada a formulação matemáti
a de um problema de pro-gramação multi-objetivo irrestrito :

min F (x)s.a x ∈ R
n

(3.1)sendo que F = (f1, f2, . . . , fm), (m ≥ 2) é um vetor de objetivos.Diante da di�
uldade em obter uma solução ótima úni
a, o 
on
eito de umasolução ótima de Pareto foi introduzida em [52℄ e [53℄. Alguns métodos espe
í�
ospara resolver problemas de programação multi-objetivo são propostos em [13℄.A grande maioria destes métodos são des
ritos por modelos de otimização queusam frequentemente PM 
lássi
a, a qual tenta desenvolver um modelo exatopara resolver os problemas de otimização em geral.17
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aso do Problema (3.1) ter todas as suas funções objetivo 
om 
ara
terísti
alinear, o problema a ser otimizado é 
hamado de problema de programação multi-objetivo linear . Caso 
ontrário, ele é 
hamado de problema de programaçãomulti-objetivo não-linear. Entretanto, existem outras formas de identi�
armos ousepararmos os problemas de otimização, 
omo por exemplo os de ProgramaçãoConvexa (PC), que é um 
onjunto de problemas de programação matemáti
a queengloba todos os problemas lineares e alguns 
asos parti
ulares de não-lineares.Por um lado, muitos problemas do mundo real não podem ser adequada-mente representados de maneira linear devido à natureza das funções que sãonão-lineares. Por outro lado, os problemas de PM ne
essitam ser formulados deforma 
lara e pre
isa, mas na grande maioria dos 
asos seus dados são in
ertos, im-pre
isos ou mal-de�nidos. Existem algumas maneiras de 
onseguir des
rever ma-temati
amente essas in
ertezas, 
omo programação esto
ásti
a, lógi
a nebulosa,
aos ou até mesmo 
om uma aproximação numéri
as destes dados impre
isos.A lógi
a nebulosa e a teoria dos 
onjuntos nebulosos foram desenvolvidaspor L. A. Zadeh[76℄, na tentativa de re�etir matemati
amente a impre
isão domundo real . Hoje em dia, a lógi
a nebulosa, ou melhor, Soft Computing (SC) éempregada 
om grande su
esso na 
on
epção, 
onstrução, formulação e utilizaçãode uma ampla gama de produtos e sistemas em que o fun
ionamento é diretamentebaseado na forma de ra
io
ínio do ser humano. Um problema de programaçãomulti-objetivo nebuloso irrestrito pode ser formulado 
omo
m̃in F (c̃; x̃)s.a x̃ ∈ Ω̃

(3.2)sendo que F = (f1, f2, . . . , fm)(m ≥ 2) um vetor de objetivos, c̃ ∈ F(Rm×p)representa os parâmetros nebulosos nas funções objetivo e Ω̃ = F(Rn) é o 
onjuntode solução fa
tíveis. F(R) de�ne o 
onjunto de números nebulosos, F(Rn) de�neo 
onjunto de vetores n-dimensionais 
om parâmetros nebulosos e F(Rm×p) de�neo 
onjunto de matrizes (m × n)-dimensionais 
om parâmetros nebulosos. Dentreos parâmetros in
ertos que foram des
ritos no Problema (3.2), podemos observarque as impre
isões podem estar presentes em vários pontos do problema.Existem 
asos de problemas do mundo real em que os seus parâmetros sãoraramente 
onhe
idos 
om exatidão e ne
essitam ser estimados. Assim, a apli-
ação de métodos que 
onsigam des
rever matemati
amente essas impre
isões éne
essária, 
omo des
rito em [3, 44, 50, 73℄.Esse 
apítulo mostra o uso de duas abordagens diferentes para obter um 
on-junto de soluções satisfatórias para os problemas de programação multi-objetivoirrestritos 
om parâmetros in
ertos nas funções objetivo. Esses enfoques forambaseados nos trabalhos [4, 65, 66, 68, 70℄, que foram publi
ados pelo autor dessatese. A primeira abordagem está inserida no 
ontexto de programação �exível,que é apresentada na seção 3.2. Esse tipo de programação des
reve um enfoqueparamétri
o que é 
onstruído pela transformação de um problema de programa-
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lássi
o paramétri
oe, portanto, é possível en
ontrar um 
onjunto de soluções e�
ientes levando em
onsideração o nível de satisfação de�nido pelo de
isor. Posteriormente, umaabordagem no 
ontexto de programação possibilísti
a é des
rita na Seção 3.3, euma nova forma para en
ontrar a região ótima de Pareto dentro do 
ontexto deuma visão nebulosa é introduzida. O 
onjunto nebulosamente ordenado é de�-nido para usar uma função de distribuição de possibilidade 
omo uma medida de
omparação e o 
onjunto Pareto-ótimo nebuloso segue dessa de�nição.Neste trabalho, a maneira de tratar os dados impre
isos presentes nos proble-mas de otimização irrestritos da vida real que foi es
olhida é a teoria de númerosnebulosos. Desta forma, neste 
apítulo todos os dados impre
isos des
ritos noProblema (3.2), que são os parâmetros ou 
ustos das funções objetivos, são tra-tados usando essa teoria de números nebulosos.3.2 Abordagem paramétri
aDentre as várias abordagens en
ontradas para transformar um problema de pro-gramação matemáti
a nebuloso em um problema de programação matemáti
a
lássi
o, pode-se desta
ar a paramétri
a. Ela transforma o problema nebuloso emvários problemas 
lássi
os 
om a inserção de um parâmetro que representa o nívelde satisfação, o qual perten
e ao intervalo [0,1℄. Outro enfoque a ser 
onsideradoé de�nir esse novo parâmetro 
omo uma variável de de
isão do problema e tentarotimizá-la e en
ontrar o nível de satisfação ótima.A abordagem paramétri
a está dividida em duas etapas. Primeiramente, é ex-posta a idéia bási
a do uso dos parâmetros que ajudam a transformar o problemanebuloso em um problema 
lássi
o. Depois de des
rita essa idéia paramétri
a,são apresentadas duas formulações matemáti
as que transformam um problemade programação nebuloso irrestrito em um problema 
lássi
o paramétri
o irres-trito.3.2.1 Enfoque paramétri
o para resolver problemas irrestritosAs in
ertezas presentes nos 
ustos das funções objetivo de problemas de progra-mação multi-objetivo nebulosos são representadas por 
ustos nebulosos. Esses
ustos tentam expressar as in
ertezas permitindo algumas violações, o que nãosão permitidas no 
aso 
lássi
o. Esses parâmetros nebulosos podem ser de�nidospelo de
isor. Assim, um problema de programação multi-objetivo irrestrito 
omparâmetros nebulosos nas funções objetivo pode ser formulado da seguinte forma:
m̃in F (c̃;x)s.a x ∈ Rn

(3.3)



20 3.2. ABORDAGEM PARAMÉTRICAsendo que F = (f1, f2, . . . , fm)(m ≥ 2) é um vetor de objetivos, c̃ ∈ F(Rn×m)representa um vetor de parâmetros nebulosos.Um 
onjunto de funções de pertinên
ia de�ne o grau de pertinên
ia (satisfa-ção) de uma solução x ∈ R
n. Essas funções de pertinên
ia podem ser formulados
omo segue:

µi : R → (0, 1], i ∈ Ital que µ é uma função de pertinên
ia e I é o 
onjunto que 
ontém todos osparâmetros impre
isos.Assim, o problema multi-objetivo nebulosos irrestrito pode ser de�nido deuma forma 
ompa
ta:
m̃in {F (c̃;x) | x ∈ R

n}Na literatura existem várias maneiras de representar o número nebuloso porum número 
lássi
o usando algumas té
ni
as 
omo os índi
es de Yager, 
omodes
rito em [9℄, o valor 
entral entre outros, as quais são 
hamadas de �defuzzi�-
ação�.Neste trabalho, o número nebuloso é transformado em um intervalo que é de�-nido pelos limitantes inferior e superior do número nebuloso por um determinadonível de α-
orte.Assim, a forma 
ompa
ta pode ser re-es
rita 
omo:
m̃in

{
F ([cL, cU]α;x) | x ∈ R

n
}Logo, a solução nebulosa para o problema original nebuloso é um 
onjunto desoluções ótimas para 
ada α ∈ (0, 1]. Esse 
onjunto de soluções pode ser de�nidoda seguinte maneira

S(α) = min {F (cα;x) | x ∈ R
n}sendo que cα ∈ [cL, cU ]α é um valor real obtido por uma 
ombinação linear peloslimitantes do intervalo formado pelo nível de α-
orte α ∈ (0, 1].A solução para o problema anterior pode ser en
ontrado, α-
orte por α-
orte,resolvendo o problema de programação multi-objetivo paramétri
o auxiliar irres-trito.Portanto, o problema de programação multi-objetivo nebuloso irrestrito foiparametrizado no �nal da primeira fase. Na segunda fase o problema paramétri
oé resolvido para 
ada um dos diferentes valores de α usando té
ni
as de progra-mação multi-objetivo 
onven
ional. Logo, a solução ótima obtida para 
ada α doproblema paramétri
o satisfaz as 
ondições de otimalidade su�
ientes de Karush-Kuhn-Tu
ker (KKT) para o 
aso multi-objetivo e esse ponto obtido é des
rito
omo uma solução e�
iente do problema nebuloso original.Os resultados obtidos para 
ada valor de α geram um 
onjunto de soluções

S(α) e, portanto, de a
ordo 
om o Teorema da Representação para númerosnebulosos, pode ser de�nido 
omo
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S̃ =

⋃

α

(1 − α)S(α),onde pode ser usado para integrar todas essas α-soluções espe
í�
as. Assim, émostrado que as soluções, em linhas gerais, são obtidas pelo modelo paramétri
o,que determina uma solução nebulosa S̃, válida para o problema de programaçãomulti-objetivo nebuloso irrestrito.3.2.2 Formulação da idéia paramétri
aUm enfoque multi-objetivo que resolve um problema de programação linear nebu-loso 
om in
erteza nos 
ustos da função objetivo é apresentado em [20, 21℄. Esseenfoque pode ser estendido para resolver problemas de programação não-linear
om um ou vários objetivos, 
omo mostrado neste trabalho. Em [36℄ é desenvol-vida uma outra abordagem multi-objetivo que resolve problemas de programaçãonão-linear 
om um úni
o objetivo 
om in
ertezas nos 
ustos da função objetivoe no 
onjunto de restrições, mas ela também pode ser estendida para resolverproblemas multi-objetivo nebuloso irrestritos.Neste trabalho, problemas de programação multi-objetivo irrestrito 
om parâ-metros impre
isos são 
onsiderados, sendo que 
omponentes impre
isos serão de-�nidos 
omo números nebulosos. Esse 
onjunto de problemas pode ser formuladoda seguinte maneira:
min [f1(c̃1;x), f2(c̃2;x), . . . , fm(c̃m;x)]s.a x ∈ Ω

(3.4)onde x é um vetor de n números reais, c̃i é um vetor de números nebulosos 
om pi
omponentes, i = {1, 2, . . . ,m}. Os números nebulosos são 
ara
terizados pelasfunções de pertinên
ia que são de�nidas pelo de
isor. As funções de pertinên
iapodem ser de�nidas 
omo
µj : R → [0, 1], j ∈ J = {1, 2, . . . ,m}Em parti
ular, essas funções de pertinên
ia serão des
ritas da forma:

µj(y) =





0 if cU
j < y or y < cL

j

Lj(y) if cL
j ≤ y ≤ c1

j j ∈ J

Rj(y) if c2
j ≤ y ≤ cU

j

(3.5)onde L(·) e R(·) são assumidas 
omo funções 
ontinuas estritamente 
res
ente ede
res
ente, respe
tivamente, Lj(c
1
j ) = Rj(c

2
j ) = 1, j ∈ J.Abordagem multi-objetivo por permutação de 
ustosO problema 
onsiderado em Verdegay[20℄, apresenta funções de pertinên
ia tra-pezoidais para des
rever os valores nebulosos. Neste trabalho, vamos 
onsiderar
omo de�nido em (3.5).



22 3.2. ABORDAGEM PARAMÉTRICAConsiderando o (1 − α)-
orte de todos os 
ustos, para α ∈ [0, 1],
∀ x ∈ R, µj(x) ≥ 1 − α ⇔ L−1

j (1 − α) ≤ x ≤ R−1
j (1 − α), j ∈ JAssim, de a
ordo 
om as transformações paramétri
as mostradas a
ima, umasolução nebulosa para (3.3) pode ser obtida de uma solução paramétri
a de umproblema de programação multi-objetivo paramétri
o equivalente que pode servisto 
omo:

min
[
f1(c

1
1
;x), f1(c

2
1
;x), . . . , f(c2

p1

1
;x), . . . , f2(c

1
2
;x), f2(c

2
2
;x), . . . ,

f2(c
2p2

2
;x), . . . , fm(c1

m;x), fm(c2
m;x), . . . , fm(c2pm

m ;x)
]s.a x ∈ Ω, ck ∈ E(1 − α), α ∈ [0, 1], k = 1, 2, . . . , 2pj ,

(3.6)onde E(1 − α), para 
ada α ∈ [0, 1], é o 
onjunto de vetores em R
pj , tal que

pj informa o número de número nebulosos que representam os 
ustos in
ertosem 
ada função objetivo, para j ∈ {1, 2, . . . ,m}. Cada um de seus 
omponentesestá no limitante inferior, L−1
j (1 − α), ou no limitante superior, R−1

j (1 − α), dorespe
tivo (1 − α)-
orte, isto é, ∀ k = 1, 2, . . . , 2pj ,
ck = (ck

1 , c
k
2 , . . . , ck

m) ∈ E(1−α) ⇔ ck
j = L−1

j (1−α) ou R−1
j (1−α), ∀ j = 1, . . . ,mObserve que en
ontrando uma solução paramétri
a para (3.6), pode-se obteruma solução nebulosa para (3.4). Esse enfoque foi desenvolvido para o 
aso li-near 
om um úni
o objetivo e aqui é estendido para o 
aso 
om vários objetivos.A obtenção dessa solução pode ser en
ontrada usando qualquer abordagem deotimização para resolver problemas de programação multi-objetivo 
lássi
o.Abordagem multi-objetivo por 
ombinação de 
ustosAs in
ertezas podem estar presentes de diferentes formas em problema de pro-gramação matemáti
a. Um 
aso parti
ular está apresentado no Problema (3.3).É mostrado nesta seção um enfoque paramétri
o para resolver problemas de pro-gramação multi-objetivo nebulosos 
om 
ustos impre
isos.Uma abordagem multi-objetivo é desenvolvida em [36℄ para resolver problemasde programação não-linear 
om somente um objetivo, 
ustos impre
isos na funçãoobjetivo e in
erteza na relação de ordem nas restrições. Neste trabalho é mostradoo uso desta abordagem somente 
om 
ustos nebulosos des
rito no Problema (3.3).A solução nebulosa é obtida pela transformação de um problema de programaçãonão-linear nebuloso em um problema não-linear multi-objetivo paramétri
o noqual os parâmetros α, βi ∈ [0, 1] são tratados 
omo novas variáveis de de
isão.Junto 
om a variável de de
isão α, são também 
onsideradas m×p novas variáveisde de
isão βij , i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , p, para transformar os intervalos Iij(α) =
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[h−1

ij (1−α), g−1
ij (1−α)] em funções da forma cij(α, βij) = h−1

ij (1−α)+βij(g
−1
ij (1−

α) − h−1
ij (1 − α)).Consequentemente, obtemos o problema de minimizar F (x, α, β11, . . . , βmp)e maximizar e minimizar α, βij , i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , p, simultaneamente.Portanto, o problema multi-objetivo que foi de�nido em (3.4) pode ser reformulado
omo segue:

min [f1 (c1(α, β1);x) , f2 (c2(α, β2);x) , . . . , fm (cm(α, βm);x) , α, 1 − α,

β11, 1 − β11, . . . , β1p, 1 − β1p, . . . , βm1, 1 − βm1, . . . , βmp, 1 − βmp]s.a x ∈ Ω, α, βij ∈ [0, 1], i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , p (3.7)sendo que o 
onjunto de soluções ótimas para o problema multi-objetivo é 
om-posto das soluções 
om os valores máximos para um grupo de funções F (x, α, β11,

. . . , βmp) para 
ada valor dos parâmetros α, βij , i = 1, . . . ,m e j = 1, . . . , p.3.3 Abordagem possibilísti
aA teoria de possibilidade, a qual é análoga à teoria de probabilidade , foi propostapor L. A. Zadeh [77℄ para agregar o 
on
eito de uma distribuição de possibilidadepara a teoria dos 
onjuntos nebulosos. Um dos 
on
eitos é o uso nos índi
es de
omparação para a ordenação de números nebulosos. O emprego da teoria depossibilidade no intuito de 
riar um 
ritério de 
omparação para ordenar númerosou intervalos nebulosos foi proposta em [25℄ e originou-se do fato que muito dasinformações tem uma natureza possibilísti
a, na qual a de
isão humana dependede algo que não é exata. A representação e manipulação aritméti
a das quantida-des numéri
as in
ertas podem ser de�nidas pela média dos 
onjuntos nebulosos.Infelizmente, a 
omparação entre dois ou mais números, intervalos e/ou 
onjuntosnebulosos não é trivial. Diante desse impasse, várias abordagens para 
ompará-los(veja mais exemplos em foram desenvolvidas [23, 39, 40, 54℄), 
ada uma baseadaem diferentes pontos de vista.3.3.1 Con
eitos bási
osSegundo as regras, para ordenar números nebulosos é pre
iso optar por uma me-dida de 
omparação e, portanto, a medida de possibilidade pode ser usada.De�nição 3.1 (Medida de possibilidade). Seja A um sub-
onjunto de U e seja∏
X uma distribuição de possibilidade asso
iada a uma variável X que toma va-lores em U . A medida de possibilidade, π(A), de A é de�nida por:

Poss{X é A} , π(A) , sup
u∈U

min(µA(u), πX(u)) (3.8)



24 3.3. ABORDAGEM POSSIBILÍSTICAsendo que µA é uma função de pertinên
ia de A e πX é a função de distribuiçãode possibilidade de X. Ele pode ser interpretado 
omo a possibilidade de que ovalor X pertença ao 
onjunto A, o qual pode ser de�nido para ser numeri
amenteigual à função de pertinên
ia de X.Então, é possível de�nir a maneira de 
omparar dois números nebulosos e esseíndi
e pode ser formulado 
omo segue:
Poss{ã1R

f ã2} = sup
u,v∈U ;uRv

min (µã1
(u), µã2

(v)) (3.9)A de�nição anterior permite de�nir um 
onjunto nebulosamente ordenado
F(R) que é uma extensão do 
onjunto 
lassi
amente ordenado, isto é, 
onjuntoordenado de números reais. Um 
onjunto é dito ser 
ompletamente ordenado seele satisfaz as seguintes 
ondições:De�nição 3.2 (Conjunto nebulosamente ordenado ). Um sub-
onjunto nebuloso
A ⊂ F(R) é nebulosamente ordenado 
om respeito à medida de possibilidade se
ada elemento em A satisfaz as seguintes propriedades bási
as:1. Poss[ã1 ≤f ã1] = 1;2. Poss[ã1 ≤f ã2] ≥ α1 e Poss[ã2 ≤f ã3] ≥ α2

⇒ Poss[ã1 ≤f ã3] ≥ min{α1, α2};3. Poss[ã1 ≤f ã2] ≥ α1 e Poss[ã2 ≤f ã1] ≥ α2

⇒ Poss[ã1 =f ã2] ≥ min{α1, α2};
∀ ã1, ã2, ã3 ∈ A e ∀ α1, α2 ∈ [0, 1].De a
ordo 
om as expressões a
ima, um sub-
onjunto nebuloso A ⊂ F(R)é 
ompletamente ordenado. Contudo, um sub-
onjunto F(Rm) é somente par-
ialmente ordenado. Logo, o 
on
eito de solução ótima para os problemas 
omum úni
o objetivo não se adapta na formulação dos problemas 
om vários objeti-vos, ex
eto na 
ondição que o problema admita a 
hamada solução ideal , isto é,uma úni
a solução que otimize simultaneamente todas as funções objetivo, 
omode�nido abaixo:De�nição 3.3 (Solução ideal). A solução ideal ỹ do problema multi-objetivo éde�nido 
omo

ỹi =f fi(c̃i;x
i), i = 1, . . . ,msendo que xi = arg minx∈Rn fi(c̃i;x).Uma solução ideal é admitida por um problema multi-objetivo quando o 
on-junto de argumentos {xi, i = 1, . . . ,m}, possui um úni
o elemento. Entretanto,um sistema multi-objetivo é mais frequentemente empregado em problemas 
om
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on�itantes, quando é difí
il admitir tal solução. Como a existên
ia deuma solução ideal é muito rara, ela não será 
onsiderada na presente análise.Con
eitualmente, uma solução e�
iente, de a
ordo 
om [13, 28, 29℄, é uma so-lução que não é dominada por qualquer outra solução fa
tível. Assim, o 
on
eitode dominân
ia de um problema multi-objetivo nebuloso deveria re�etir as prefe-rên
ias do de
isor. Nesse trabalho, um novo 
on
eito de dominân
ia nebulosa éproposto, o qual pode ser ajustado pelo nível de satisfação que melhor des
reveas preferên
ias do de
isor. Isso torna essa nova proposta mais �exível e apli
ávelpara uma grande gama de problemas reais. Para qualquer ponto x0 ∈ R
n, vamos
onsiderar os seguintes sub-
onjuntos:

Ω<(x0;α) , {x ∈ R
n : Poss[F (c̃;x) ≤f F (c̃;x0)] ≥ α e

Poss[F (c̃;x) =f F (c̃;x0)] < 1}

Ω≥(x0;α) , {x ∈ R
n : Poss[F (c̃;x) ≥f F (c̃;x0)] ≥ α}

Ω∼(x0;α) , {x ∈ R
n : max{Poss[F (c̃;x) ≤f F (c̃;x0)],

Poss[F (c̃;x) ≥f F (c̃;x0)]} ≤ α}O sub-
onjunto Ω<(x0;α) é 
omposto dos pontos em R
n que dominam x0,enquanto Ω≥(x0;α) engloba os pontos em R

n que são dominados por x0. O
onjunto dos pontos que não dominam e não são dominados por x0 é denominado
Ω∼(x0;α). O parâmetro α é um vetor e 
ada termo deste vetor perten
e aointervalo [0, 1], isto é, αi ∈ [0, 1] para qualquer i = 1, 2, . . . ,m. Estes 
onjuntossão de�nidos e eles podem denotar o 
onjunto de soluções Pareto-ótimas nebulosas.De�nição 3.4 (Solução Pareto-ótima nebulosa). x∗ ∈ Ω é dito ser uma soluçãoPareto-ótima nebulosa se não existe um outro ponto x ∈ Ω tal que Poss[fi(c̃i;x)

≤f fi(c̃i;x
∗)] ≥ αi, ∀i e Poss[fj(c̃j ;x) =f fj(c̃j ;x

∗)] < 1 para ao menos um j,sendo que αi ∈ [0, 1], ∀i.Diante da di�
uldade de en
ontrar uma solução e�
iente nebulosa global numgrande grupo de problemas, é frequentemente a
eitável usar uma solução e�
ientenebulosa lo
al . Uma solução e�
iente nebulosa lo
al para o problema proposto éde�nida abaixo:De�nição 3.5 (Solução Pareto-ótima lo
al nebulosa). x∗ ∈ Ω é dita ser umasolução Pareto-ótima lo
al nebulosa se existe um número real δ ≥ 0 tal que nãoexista nenhum outro x ∈ Ω∩N (x∗, δ) tal que Poss[fi(c̃i;x) ≤f fi(c̃i;x
∗)] ≥ αi, ∀ie Poss[fj(c̃j ;x) =f fj(c̃j ;x

∗)] < 1 em ao menos um j, sendo que αi ∈ [0, 1], ∀i.Note que a de�nição a
ima impli
a que uma solução 
andidata para o problemanebuloso proposto é (lo
almente) não-dominada ou e�
iente, se não é possívela
har (em uma 
erta vizinhança) uma outra solução que simultaneamente melhoratodas as funções objetivo.



26 3.3. ABORDAGEM POSSIBILÍSTICA3.3.2 Cara
terização das soluções e�
ientes nebulosasA 
ara
terização das soluções e�
ientes, efi(Ω), por meio de problemas es
alaresbem de�nidos é um enfoque re
orrente em problemas multi-objetivo nebulosos.O seguinte teorema estabele
e as 
ondições ne
essárias de uma soluções e�
ientespara problemas es
alares.Teorema 3.1. x∗ ∈ efi(Ω) se, e somente se, x∗ resolve os m problemas es
alares
Pk : minx∈Ω fk(c̃k;x)s.a fl(c̃l;x) ≤f fl(c̃l;x

∗),

l = 1, 2, . . . ,m, ∀ l 6= k.

(3.10)Demonstração. (⇒) Se x∗ ∈ efi(Ω), então não existe um outro x ∈ Ω talque Poss[fi(c̃i;x) ≤f fi(c̃i;x
∗)] ≥ αi, i = 1, 2, . . . ,m, e Poss[fj(c̃j ;x) =f

fj(c̃j ;x
∗)] < 1, para algum j. Nesse 
aso x∗ resolve (3.10) para todo k.(⇐) Suponha que x∗ resolve (3.10), mas x∗ /∈ efi(Ω), então existe um ou-tro x ∈ Ω tal que Poss[fi(c̃i;x) ≤f fi(c̃i;x

∗)] ≥ αi, ∀i, e para algum j,
Poss[fj(c̃j ;x) ≤f fj(c̃j ;x

∗)] < 1. Portanto, x∗ não resolve o Problema (3.10).Essa 
ontradição 
on
lui essa prova.A uni
idade de uma solução para qualquer Pk, k = 1, 2, . . . ,m, é 
ara
terizadopelo resultado abaixo:Teorema 3.2. Se x∗ ∈ Ω é a solução úni
a para (3.10) para qualquer k, então
x∗ ∈ efi(Ω).Demonstração. Assuma que x∗ ∈ Ω é a solução úni
a para (3.10), mas não ée�
iente. Logo, existe ao menos um x ∈ Ω tal que Poss[fi(c̃i;x) ≤f fi(c̃i;x

∗)] ≥
αi, ∀ i, e Poss[fj(c̃j ;x) =f fj(c̃j ;x

∗)] < 1, para algum j. Assim, x∗ não é asolução úni
a de (3.10). A 
ontradição impli
a que x∗ ∈ efi(Ω).O desenvolvimento das 
ondições analíti
as de soluções e�
ientes, baseadas na
ara
terização de soluções não-dominadas para os problemas Pk, k = 1, 2, . . . ,m,é uma importante ferramenta na análise teóri
a. Contudo, tal análise produzsomente m soluções não-dominadas, uma para 
ada problema es
alar e é portanto,não adequado para gerar o 
onjunto 
ompleto Pareto-ótimo. Para gerar todo o
onjunto e�
iente, o teorema abaixo pode ser utilizado no lugar do Teorema 3.2.Teorema 3.3. Se x∗ ∈ efi(Ω), então existe algum inteiro k ∈ I := {1, . . . , m}e es
alares ǫj , j = 1, . . . ,m (j 6= k) tal que x∗ resolve:
Pk(ǫ) : min fk(c̃k;x)s.t. x ∈ Ωk(ǫ).

(3.11)
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omo:
ǫ = (ǫ1, . . . , ǫk−1, ǫk+1, . . . , ǫm) : Ωk(ǫ) 6= ∅

Ωk(ǫ) := {x ∈ Ω : fj(c̃j ;x) ≤f ǫj , ∀ j 6= k}.Demonstração. Suponha que x∗ ∈ efi(Ω) não resolve o Problema (3.11) paraalgum k ∈ I e números reais ǫj , j ∈ I e j 6= k. Então, para qualquer valor �xode k e Poss[ǫj =f fj(c̃j ;x
∗)] = 1, ∀j ∈ I/{k}, existe algum x0 ∈ Ω tal que

Poss[fk(c̃k;x0) =f fk(c̃k;x
∗)] < 1 e Poss[fj(c̃j ;x

0) ≤f fj(c̃j ;x
∗)] ≥ αj , ∀j 6=

k. Assim, x∗ /∈ efi(Ω); e essa 
ontradição impli
a que x∗ resolve o Problema(3.11).Para ilustrar o uso de Pk(ǫ), o seguinte problema de otimização multi-objetivoabaixo é 
onsiderado 
omo exemplo:Exemplo 3.1.
min f1(c̃1;x) = (x + c̃1)

2

min f2(c̃2;x) = (x − c̃2)
2

(3.12)sendo que c̃1 = (0, 0, 2)LR e c̃2 = (2, 1, 1)LR.Tomando f1 
omo o objetivo prin
ipal, é obtido
min f1(c̃1;x)s.t. f2(c̃2;x) ≤f ǫ2

(3.13)As �guras 3.1 e 3.2 apresentam a solução e a fronteira nebulosa, respe
tiva-mente:Na Figura 3.1, o grá�
o para min f1(c̃1;x) = (x + c̃1)
2 representa os valoresinferior e modal que 
oin
idem em parte. Isso a
onte
e porque seus valores sãoiguais nesse exemplo.O Problema (3.13) é substituído pela formulação lagrangiana abaixo

lag(c̃1, c̃2;x, λ) = f1(c̃1;x) + λ(f2(c̃1;x) − ǫ2) (3.14)Apli
ando as 
ondições de otimalidade para problemas de programação restri-tos des
ritos em [11℄, é obtido
∇xlag(c̃1, c̃2;x, λ) = 2(x + c̃1) + 2λ(x − c̃2) ∼= 0

x + c̃1 + λ(x − c̃2) ∼= 0 (I)

∇λlag(c̃1, c̃2;x, λ) = (x − c̃2)
2 − ǫ2

∼= 0

x2 − 2xc̃2 + c̃2
2 − ǫ2

∼= 0

x ∼= 2c̃2 ±
√

(2c̃2)2 − 4(c̃2
2 − ǫ2)

2

x ∼= 2c̃2 ±
√

4ǫ2 + 4(c̃2
2 − c̃2

2)

2

x ∼= c̃2 ±
√

ǫ2 + 0̃
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ia 0.0 de f1(ã1;x)pertinên
ia 1.0 de f1(c̃1;x)pertinên
ia 0.0 de f2(ã2;x)pertinên
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√

ǫ2 + 0̃ em (I), é obtido
c̃2 +

√
ǫ2 + 0̃ + c̃1 + λ(c̃2 +

√
ǫ2 + 0̃ − c̃2) ∼= 0

(2, 1, 1)LR +
√

ǫ2 + 0̃ + (0, 0, 2)LR + λ((2, 1, 1)LR +
√

ǫ2 + 0̃ − (2, 1, 1)LR) ∼= 0√
ǫ2 + 0̃ + (2, 1, 3)LR + λ(

√
ǫ2 + 0̃ + (0, 2, 2)LR) ∼= 0

(1 + λ)
√

ǫ2 + 0̃ + (2, 1, 3)LR + λ(0, 2, 2)LR
∼= 0 (II)Como ǫ2 > 0, então a equação nebulosa (II) impli
a λ < 0. Analogamente,pode ser visto que x ∼= 2 − √

ǫ2 satisfaz a 
ondição de primeira ordem. Pela
ondição de segunda ordem:
∇2

xlag(c̃1, c̃2;x, λ) = [2] + λ [2] = [2 + 2λ] ≥f 0.Assim, segue pelas manipulações algébri
as que x ∼= c̃2−
√

ǫ2 + 0̃ (0 < ǫ2 ≤ 4)é a solução ótima nebulosa para o Problema (3.13). Portanto, é também umasolução e�
iente nebulosa para o Problema (3.12), para todo valor possível de ǫ2.
✷A hipótese de 
onvexidade determina que a vizinhança de 
ada uma das so-luções lo
ais envolve toda a região fa
tível.Teorema 3.4. Sejam fi : Ω ⊂ X → F(Y), i = 1, . . . ,m funções nebulosas 
onve-xas, 
omo des
rito no Apêndi
e A, sobre um sub
onjunto 
onvexo Ω de um espaçolinear X . Então, todas as soluções lo
almente e�
ientes são soluções globalmentee�
ientes de problemas nebulosos.Demonstração. Seja x∗ ∈ Ω uma solução lo
almente e�
iente. Pela de�nição desub
onjunto 
onvexo, pode ser obtido λx∗+(1−λ)x ∈ Ω, ∀x ∈ Ω−N (x∗, ǫ), 
om

ǫ > 0 e λ ∈ [0, 1]. Suponha λx∗ + (1 − λ)x ∈ Ω ∩ N (x∗, ǫ), então pela de�niçãode solução nebulosa Pareto-ótima, é obtido Poss[fi(c̃i;x
∗) ≤f fi(c̃i;λx∗ + (1 −

λ)x)] ≥ α1
i , i = 1, 2, . . . ,m, e Poss[fj(c̃j ;x

∗) =f fj(c̃j ;λx∗ + (1 − λ)x)] < 1para ao menos um j, sendo que α1
i ∈ (0, 1], ∀i. Pela de�nição de função nebu-losa 
onvexa, é obtida fi(c̃i;λx∗ + (1− λ)x) ≤f λfi(c̃i;x

∗) + (1− λ)fi(c̃i;x), ∀i,que pode ser re-es
rito usando a Teoria de Possibilidade da seguinte maneira
Poss[fi(c̃i;λx∗ + (1 − λ)x) ≤ λfi(c̃i;x

∗) + (1 − λ)fi(c̃i;x)}] ≥ α2
i , sendo que

α2
i ∈ (0, 1], ∀i. Assim, usando a de�nição de sub
onjunto nebulosamente orde-nado, é obtido Poss[fi(c̃i;x

∗) ≤f λfi(c̃i;x
∗)+(1−λ)fi(c̃i;x)}] ≥ min{α1

i , α
2
i } ⇒

Poss[fi(c̃i;x
∗) ≤f fi(c̃i;x)] ≥ min{α1

i , α
2
i }, ∀i. Sele
ionando uma determi-nada função objetivo k ∈ I e k 6= i, pelo Teorema 3.5, pode ser garantido que

Poss[fk(c̃k;x∗) =f fk(c̃k;x)] < 1 para ao menos um k.Logo, é possível gerar o 
onjunto e�
iente 
ompleto variando ǫ. Todavia, essavariação deveria ser 
uidadosamente re
omendada para que nenhuma solução doproblema es
alar gere o 
onjunto e�
iente 
ompleto. Condições su�
ientes para ae�
iên
ia de uma de
isão fa
tível são apresentadas no teorema abaixo.



30 3.3. ABORDAGEM POSSIBILÍSTICATeorema 3.5. Dado ǫ ∈ Ek, uma solução x∗ de (3.11) é e�
iente se(i) x∗ é solução úni
a de (3.11) para qualquer k, ou(ii) x∗ resolve (3.11) para todo k ∈ I.Demonstração. (i) Seja x∗ ∈ Ω a solução úni
a de (3.11) para qualquer k ∈ I,então x∗ é também uma solução úni
a do Problema (3.10). Logo, pelo Teorema3.2, x∗ ∈ efi(Ω).(ii) Assuma que x∗ ∈ efi(Ω), mas ele não resolve (3.11) para todo k ∈ I. Então,existe ao menos um j ∈ I/{k} tal que para qualquer x0 ∈ Ω, ele 
onsidera que
Poss[fj(c̃j ;x

0) =f fj(c̃j ;x
∗)] < 1 e Poss[fi(c̃i;x

0) ≤f fi(c̃i;x
∗)] ≥ αi, ∀i ∈ I.Portanto, x∗ /∈ efi(Ω), uma 
ontradição que 
on
lui a demonstração.Empregando uma análise similar para o teorema apresentado a
ima, uma re-lação é estabele
ida entre soluções não-dominadas de um problema multi-objetivonebuloso e soluções para o problema ponderado. Uma 
ara
terização alternativabaseada na 
ombinação linear dos objetivos pode ser expressa 
omo:Teorema 3.6. Seja x∗ ∈ Ω que resolve o problema

Pw : minx∈Ω 〈w, F (c̃;x)〉 =
∑m

i=1 ωifi(c̃i;x) (3.15)para algum w ∈ R
m, w ≥ 0 e ∑m

i=1 wi = 1. Então x∗ ∈ efi(Ω) se(i) x∗ é a solução úni
a de (3.15), ou(ii) wi > 0, i = 1, . . . ,m.Demonstração. (i) Se x∗ ∈ Ω é uma solução úni
a para (3.15), então ∀x ∈ Ω e porde�nição, Poss [
∑m

i=1 wi (fi(c̃i;x
∗) ≤ fi(c̃i;x)) < 0] ≥ mini{αi} é obtido. Supo-nha que x∗ /∈ efi(Ω), isto é, existe ao menos um x0 ∈ Ω tal que Poss[fi(c̃i;x

0)

≤f fi(c̃i;x
∗)] ≥ αi, i = 1, 2, . . . ,m e Poss[fj(c̃j ;x

0) =f fj(c̃j ;x
∗)] < 1, para al-gum j. isso 
ontradiz a hipótese de uni
idade, porque w ≥ 0. Logo, x∗ ∈ efi(Ω).(ii) Suponha que x∗ /∈ efi(Ω), mas x∗ é a solução de (3.15). Então existe um x0 ∈

Ω tal que Poss[fi(c̃i;x
0) ≤f fi(c̃i;x

∗)] ≥ αi, i = 1, 2, . . . ,m e Poss[fj(c̃j ;x
0) =f

fj(c̃j ;x
∗)] < 1, para qualquer j. Assim,

Poss

[
m∑

i=1

wi

(
fi(c̃i;x

∗) ≤f fi(c̃i;x
0)

)
> 0

]
≥ min

i
{αi}, ∀i.Uma 
ontradição e, portanto, x∗ ∈ efi(Ω).Para ilustrar o uso de Pw, o seguinte problema multi-objetivo é 
onsiderado
omo exemplo:
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min f1(c̃1;x) = x − c̃1

min f2(c̃2;x) = (x − c̃21)
2 + c̃22

(3.16)
om c̃1 = (1, 1, 1)LR, c̃21 = (3, 2, 2)LR e c̃22 = (1, 1, 2)LR.As �guras 3.3 e 3.4 apresentam as soluções e fronteira nebulosa.
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(c̃

2
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xFigura 3.3: Funções objetivoTransformando (3.16) em um problema ponderado, obtém-se
min f(ã;x) = wf1(c̃1;x) + (1 − w)f2(c̃2;x) (3.17)
om w ∈ [0, 1].Apli
ando as 
ondições de otimalidade para (3.17), temos:

∇xf(ã;x) = w + 2(1 − w)(x − c̃21) ∼= 0

w + (2 − 2w)(x − c̃21) ∼= 0

w + 2x − 2c̃21 − 2wx + 2wc̃21
∼= 0

2x(1 − w) − 2c̃21(1 − w) + w ∼= 0

x ∼= 2c̃21(1 − w) − w

2(1 − w)Então, x ∼= (6, 4, 4)LR − w(7, 4, 4)LR

2(1 − w)
, 
om w ∈ [0, 1), satisfaz a primeira
ondição de ordem. Pela segunda 
ondição de ordem, segue que

∇2
xf(c̃;x) = 2(1 − w) ≥ 0.
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Figura 3.4: Fronteira Pareto-ótimaAssim, é 
on
luído pelas manipulações algébri
as que x é a solução ótimanebulosa para o Problema (3.17), onde x ∼= (6, 4, 4)LR − w(7, 4, 4)LR

2(1 − w)
. Portanto,ele é também uma solução e�
iente nebulosa para o Problema (3.16), para 
adavalor de w.

✷Nesse 
apítulo des
revemos duas abordagens: uma paramétri
a e outra pos-sibilísti
a, para resolver problemas de programação multi-objetivo irrestrito 
om
ustos nebulosos nas funções objetivo. No próximo 
apítulo estenderemos es-sas duas abordagens para resolver problemas multi-objetivo restrito sem e 
omparâmetros nebulosos no 
onjunto de restrições.



Capítulo 4
Programação multi-objetivonebulosa restrita
4.1 IntroduçãoNesse 
apítulo são apresentadas algumas abordagens propostas para resolver pro-blemas de programação multi-objetivo restritos em um ambiente nebuloso. Osparâmetros nebulosos podem estar presentes nas funções objetivo, 
omo foi apre-sentado no 
apítulo anterior, 
omo também nos 
oe�
ientes, variáveis e/ou relaçãode ordem no 
onjunto de restrições. Um problema de programação multi-objetivonebuloso restrito pode ser formulado da seguinte maneira:

m̃in F (c̃; x̃)s.a G(ã; x̃) ≤f b̃

x̃ ∈ Ω̃

(4.1)onde F = (f1, f2, . . . , fm) (m ≥ 2) é um vetor de objetivos 
omo de�nido no
apítulo anterior, G = (g1, . . . , gl) é um vetor de funções que restringem a regiãofa
tível e ≤f representa uma relação de ordem nebulosa que 
ompara númerosnebulosos. c̃i ∈ F(Rpi) (para i = 1, . . . ,m) representa a quantidade de 
ustosnebulosos em 
ada função objetivo i, ãj ∈ F(Roj ) (para j = 1, . . . , l) representaa quantidade de 
oe�
ientes nebulosos em 
ada função de restrição j, e b̃ ∈
F(Rl) representam os parâmetros nebulosos do termo independente, enquanto
x̃ representa as variáveis de de
isão nebulosas, sendo Ω̃ ∈ F(Rn) o 
onjuntode soluções fa
tíveis nebulosas. Neste trabalho, toda impre
isão é representadapor funções de pertinên
ia de�nidas pelo de
isor. Todavia, este trabalho nãofo
aliza no tratamento de variáveis de de
isão impre
isas e, portanto, somente os
ustos das funções objetivo, os 
oe�
ientes e/ou relação de ordem do 
onjunto derestrições são dis
utidos aqui. 33
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erteza pode estar presente em diferentes pontos no 
onjunto de restri-ções ou simplesmente não existir impre
isões. Assim, é possível dividir em duasabordagens prin
ipais. A primeira abordagem é um 
onjunto de restrições semimpre
isão, isto é, as restrições são 
lássi
as e usam os 
ritérios tradi
ionais paragarantir a exequibilidade das soluções. No momento que surgem as impre
isões,essas podem ser de dois tipos. O primeiro é de�nido quando a in
erteza estápresente na relação de ordem do 
onjunto de restrições e o segundo quando os 
o-e�
ientes de um dos lados da relação de ordem ou de ambos os lados são in
ertos.Neste trabalho são tratados 
oe�
ientes impre
isos em ambos os lados da relaçãode ordem.Em [8℄ é de�nida a de
isão nebulosa 
omo a interse
ção das várias metas,e é formalizada 
omo segue:De�nição 4.1. Assuma que as funções de pertinên
ias que des
revem o objetivonebuloso µG e a restrição nebulosa µC são dados em um espaço de alternativas
X. Então, µG e µC são 
ombinados para formar a de
isão nebulosa, µD, queé um 
onjunto nebuloso resultante da interse
ção de µG e µC :

sup
x∈X

µD(x) = sup
x∈X

[µG(x) ∧ µC(x)]que é basi
amente uma es
olha ou um 
onjunto de es
olhas de objetivos e restriçõesdas alternativas viáveis no 
onjunto nebuloso X.Note que na De�nição 4.1 os objetivos e as restrições nebulosas são inseridosna expressão que de�ne uma outra função de pertinên
ia, que denominamos por
µD. Assim, é possível en
ontrar uma de
isão máxima para um problema extremopor uma função es
alar, 
omo des
rito em [50℄. Seja φ[0, 1] → [0, 1], onde φ(α) =

supx∈X(α) µG(x), 
om X(α) = {x ∈ R
n | µX(x) ≥ α}. Se φ é 
ontínuo em [0,1℄então tem um ponto �xo α e, portanto,

sup
x∈X

µD(x) = sup
x∈X(α)

µG(x) = α.A partir do que foi exposto a
ima, a investigação sobre programação multi-objetivo nebulosa restrita pode ser dividida 
omo segue: Seção 4.2 apresenta umenfoque paramétri
o que é 
onstruído pela transformação de um problema deprogramação multi-objetivo nebuloso em dois problemas de programação multi-objetivo 
lássi
os paramétri
os e, portanto, é possível en
ontrar um 
onjunto desoluções e�
ientes levando em 
onsideração o nível de satisfação de�nido pelo de
i-sor. Seção 4.3 introduz uma nova abordagem para en
ontrar a região Pareto-ótimanebulosa. Também é apresentado o emprego das soluções e�
ientes de�nidas no
apítulo anterior através de problemas es
alares. O 
onjunto nebulosamente orde-nado é de�nido utilizando uma função de distribuição de possibilidade 
omo umamedida de 
omparação. O 
onjunto Pareto ótimo nebuloso também é de�nido,
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omo as 
ondições de otimalidade de KKT para soluções não-dominadasnebulosas são estabele
idas. Os enfoques mostrados nesse 
apítulo são baseadosnos trabalhos [18, 17, 64, 66, 67, 68, 70℄4.2 Abordagem paramétri
aVários enfoques podem ser en
ontrados na literatura para transformar um pro-blema de programação matemáti
a nebuloso em um problema de programaçãomatemáti
a 
lássi
o, 
omo des
rito no 
apítulo anterior, e um deles é a abor-dagem paramétri
a. Na visão paramétri
a tenta-se en
ontrar um 
onjunto desoluções ótimas que são dependentes do valor es
olhido no intervalo parametri-zado entre 0 e 1. O 
onjunto dessas soluções satisfaz o problema nebuloso originale pode de�nir a solução ótima desse problema. Outro enfoque a ser 
onsideradoé de�nir um ou mais parâmetros em variáveis de de
isão do problema e tentarotimizá-los e en
ontrar o nível de satisfação ótima .A abordagem paramétri
a está dividida novamente em dois pontos 
haves.Primeiramente, é estendida a idéia bási
a do 
apítulo anterior para o 
aso res-trito no uso dos parâmetros que ajudam a transformar o problema nebuloso emum problema 
lássi
o. Depois de des
rita essa idéia paramétri
a, são apresenta-das algumas formulações matemáti
as de um problema de programação nebulosotransformados em um problema 
lássi
o paramétri
o.4.2.1 Enfoque paramétri
o para resolver problemas restritosEm 
omplementação ao que foi apresentado no 
apítulo anterior, a idéia paramé-tri
a que é des
rita neste 
apítulo tem por �nalidade a
res
entar o tratamento derestrições in
luídas em um ambiente in
erto. Assim, a
res
entando um 
onjuntode restrições ao Problema (3.3) temos:
m̃in F (c̃;x)s.a G(ã;x) . b̃

x ∈ Ω

(4.2)onde G = (g1, g2, . . . , gl).É 
laro que 
ada função de pertinên
ia ajuda a en
ontrar um grau de satisfaçãopara as in
ertezas das funções objetivo e das restrições e elas podem ser formuladas
omo:
µi : R → (0, 1], i ∈ Isendo µ uma função de pertinên
ia e I o 
onjunto que 
ontem todos os parâmetrosnebulosos.Com o objetivo de resolver o Problema (4.2) em duas etapas, primeiro é ne-
essário de�nir um j ∈ I para 
ada restrição nebulosa da seguinte maneira:

Xj =
{
x ∈ Ω | gj(ãj ;x) ≤f b̃j , j = 1, 2, . . . , l

}
.
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apítulo, os 
oe�
ientes das funções objetivo e das funções do 
onjuntode restrições não são 
onhe
idas 
om exatidão. Essa in
erteza não é de 
aráterprobabilísti
o e ela pode ser modelada por números nebulosos.Na sequên
ia deste trabalho a de�nição de Dubois e Prade[23℄ é 
onsiderada eos números nebulosos são representados pelo tipo LR, 
omo des
rito no Apêndi
eA. O 
onjunto de números nebulosos LR é de�nido por F(R). No Apêndi
e Atem um pequeno resumo sobre 
omo representar um número nebuloso LR e asoperações bási
as.Existem várias formas de representar o número nebuloso por um número realusando os índi
es de Yager, o valor 
entral, entre outros. No entretanto, nestetrabalho, é usado uma 
ombinação linear entre os limitantes do intervalo formadopelo nível de 
orte apli
ado ao número nebuloso. Assim, apli
ando um nível de
α-
orte ao 
onjunto Xj , que representa 
ada restrição nebulosa, obtemos:

Xj(β) =
{
x ∈ Ω | gj ((aj)β;x) ≤f (bj)β

} (4.3)onde (aj)β ∈ [(aj)
L, (aj)

U ]β e (bj)β ∈ [(bj)
L, (bj)

U ]β representam uma 
ombinaçãolinear entre os limitantes de 
ada um dos intervalos 
onstruídos pelo 
orte β.Considerando agora a relação nebulosa do 
onjunto de restrições, então ode
isor espe
i�
a a violação máxima permitida d̃, que é um número nebuloso.Logo, o 
onjunto Xj des
rito em 4.3, pode ser re-es
rito da seguinte maneira:
Xj(β, γ) = {x ∈ Ω | gj ((aj)β ;x) ≤ (bj)β + (dj)β(1 − γ)}onde (dj)β ∈ [(dj)

L, (dj)
U ] e γ é o parâmetro que representa o nível de satisfaçãopela violação da região de fa
tibilidade.Se X =

⋂
j∈I Xj , então o Problema (4.2) pode ser des
rito na forma 
ompa
ta
omo:

min {F (c̃;x) | x ∈ X}Logo, a solução nebulosa para o problema original nebuloso é um 
onjuntode soluções ótimas para 
ada α, β, γ ∈ (0, 1]. Esse 
onjunto de soluções pode serde�nido da seguinte maneira:
S(α, β, γ) = min {F (cα;x) | x ∈ X(β, γ)}sendo que cα ∈ [cL, cU ]α é um valor real obtido por uma 
ombinação linear doslimitantes do intervalo formado pelo nível de α-
orte para α ∈ (0, 1].Portanto, o problema de programação multi-objetivo nebulosos restrito foiparametrizado no �m da primeira fase. Na segunda fase o problema paramé-tri
o é resolvido para 
ada um dos diferentes valores α, β, γ usando té
ni
as deprogramação multi-objetivo 
onven
ional.Os resultados obtidos para 
ada valor de α, β, γ geram um 
onjunto de so-luções S(α, β, γ) e, portanto, o Teorema da Representação pode ser usado para
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onsiderar todos essas (α, β, γ)-soluções espe
í�
as. Assim, é demonstrado que assoluções em linhas gerais para o modelo paramétri
o é uma solução válida para oproblema de programação multi-objetivo nebuloso restrito.4.2.2 Formulação da idéia paramétri
aAs in
ertezas podem estar inseridas em diferentes pontos na formulação de umproblema de programação matemáti
a, tal 
omo é apresentado no Problema (4.1).Nessa seção são des
ritas diferentes abordagens para resolver problemas de pro-gramação multi-objetivos restritos 
om dados impre
isos nos 
ustos das funçõesobjetivo e/ou 
onstantes e nas relações de ordem do 
onjunto de restrições.Alguns modelos que tratam diferentes 
ara
terísti
as de in
ertezas no 
on-junto de restrições de problemas de programação multi-objetivo são apresentadosusando a idéia paramétri
a des
rita anteriormente. Esses modelos são extensõesdo método que foi desenvolvido para resolver problemas de programação quadrá-ti
o 
om somente um objetivo a ser otimizado, des
rito em [69℄. Nesse trabalho,problemas de programação multi-objetivo restrito 
om 
usto e/ou relação de or-dem e/ou 
onstantes no 
onjunto de restrições impre
isos são 
onsiderados, sendoque essas 
omponentes impre
isas serão de�nidos 
omo números nebulosos. Esse
onjunto de problemas pode ser formulado da seguinte maneira:
min [f1(c̃1;x), f2(c̃2;x), . . . , fm(c̃m;x)]s.a gj(ãj;x) . b̃j

x ∈ Ω, j = 1, . . . , r

(4.4)onde x é um vetor de n números reais, c̃i é um vetor de números nebulosos
om pi 
omponentes, i = {1, 2, . . . ,m}, ãj é um vetor de números nebulosos
om oj 
omponentes, j = {1, 2, . . . , r} e , b̃ é um vetor de números nebulosos
om r 
omponentes. Os números nebulosos são 
ara
terizados pelas funções depertinên
ia que são de�nidas pelo de
isor. As funções de pertinên
ia podem serde�nidas 
omo
µc̃ir

, µãjs
, µ

b̃j
: R → [0, 1],onde i = {1, 2, . . . ,m}, j = {1, 2, . . . , l}, r = {p1, . . . , pm} e s = {o1 . . . , ol}Em parti
ular essas funções de pertinên
ia são des
ritas da forma

µc̃ir
(y) =





0 if cU
ir ≤ y ou y ≤ cL

ir

Lir(y) if cL
ir ≤ y ≤ c1

ir

Rir(y) if c2
ir ≤ y ≤ cU

ir

(4.5)
µãjs

(y) =





0 if aU
js ≤ y ou y ≤ aL

js

Ljs(y) if aL
js ≤ y ≤ a1

js

Rjs(y) if a2
js ≤ y ≤ aU

js

(4.6)
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µ

b̃j
(y) =





0 if bU
j ≤ y ou y ≤ bL

j

Lj(y) if bL
j ≤ y ≤ b1

j

Rj(y) if b2
j ≤ y ≤ bU

j

(4.7)tal que L(·) e R(·) são assumidas 
omo funções 
ontinuas estritamente 
res
entee de
res
ente, respe
tivamente.Métodos para resolver problemas multi-objetivos 
om relação de ordem ne-bulosa no 
onjunto de restriçõesÉ possível estender o método paramétri
o des
rito em [69℄, que foi desenvolvidopara solu
ionar problema de otimização 
om um úni
o objetivo, para problemasmulti-objetivo 
om relação de ordem in
erta no 
onjunto de restrições. Essemétodo pode ser formulado 
omo um problema multi-objetivo paramétri
o, sendoque o parâmetro γ é tratado 
omo uma nova variável de de
isão.Consequentemente, minimizando F (c̃;x) e γ simultaneamente, o problema deprogramação multi-objetivo é des
rita 
omo segue:
min [f1(c̃1;x), f2(c̃2;x), . . . , fm(c̃m;x), γ]s.a gj(aj ;x) ≤ bj + dj(1 − γ)

x ∈ Ω, γ ∈ (0, 1], j = 1, . . . , r

(4.8)onde são 
onsideradas n + 1 variáveis de de
isão e d é um vetor de dimensão m,sendo que 
ada 
omponente desse vetor representa a tolerân
ia máxima permitidapelo espe
ialista para 
ada restrição do problema. Essa tolerân
ia é responsávelpelo tamanho da relaxação que será permitida em 
ada restrição j, que deixao 
onjunto de restrições mais �exível. Entretanto, a relação entre a relaxação enível de satisfação é inversamente propor
ional, isto é, quanto maior a relaxaçãone
essária para resolver o problema menor será o nível de satisfação, e vise-versa.O Problema (4.8) pode ser transformado em um problema irrestrito usando al-gum enfoque de penalidade ou barreira e, portanto, ele pode ser resolvido usandoqualquer uma das té
ni
as des
ritas no 
apítulo anterior que resolvem problemasde programação multi-objetivo irrestrito 
om 
ustos impre
isos nas funções obje-tivo. Caso os 
ustos não sejam impre
isos, o Problema (4.8) pode ser resolvidopor qualquer té
ni
a de otimização multi-objetivo.Entretanto, os dados in
ertos podem estar presentes nas 
onstantes das fun-ções de restrição 
omo também no termo independente das mesmas. Quandoum dos 
asos ou ambos o
orrem, a relação de ordem 
lássi
a não pode ser usadaporque estaremos 
omparando um número 
lássi
o 
om um nebuloso ou 
ompa-rando dois números nebulosos. Assim, uma das formas de 
ara
terizarmos essanova relação de ordem é 
omo des
rito a
ima, onde o de
isor de�ne um valor detolerân
ia máxima para 
ada função de restrição, o qual pode ser também umnúmero nebuloso.
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ar gradativamente 
omo a impre
isão nas 
onstantes dasfunções de restrição e/ou em termos independentes podem ser tratados, dividimosa abordagem em dois passos. No primeiro, as in
ertezas estão presentes somenteno 
onjunto de restrições de um problema de programação multi-objetivo, en-quanto no segundo adi
ionamos dados impre
isos nos 
ustos da função objetivo.Métodos para resolver problemas multi-objetivos 
om 
oe�
ientes nebulososno 
onjunto de restriçõesUsando a abordagem multi-objetivo des
rita anteriormente, um enfoque para re-solver um problema multi-objetivo 
om 
onstantes nebulosas e a relação de ordemin
erta no 
onjunto de restrições pode ser dado através da formulação de um pro-blema multi-objetivo paramétri
o, sendo que os parâmetros γ, βjl ∈ [0, 1], j =

1, . . . , l, s = o1 + 2, . . . , ol + 2 são tratados 
omo novas variáveis de de
isão. Cadatermo em s é 
omposto do termo oj, j = 1, . . . , l, representa o número de númerosnebulosos na j-ésima restrição, do termo independente e da tolerân
ia máximapermitida dessa j-ésima restrição. Por esse motivo, 
ada termo de s é a
res
idodo termo oj mais duas unidades.Consequentemente, minimizando F (x) e γ, e maximizando e minimizando
βjs, simultaneamente, o problema de programação multi-objetivo é des
rito 
omosegue:

min [f1(x), f2(x), . . . , fm(x), γ, 1 − β1,1, β1,1, . . . , 1 − β1,o1+2,

β1,o1+2, . . . , 1 − βr,1, βr,1, . . . , 1 − βr,or+2, βr,or+2]s.a gj((a
L
j )α + βj((a

U
j )α − (aU

j )α);x) ≤ (bL
j )α + βj,oj+1((b

U
j )α−

−(bL
j )α) + (dL

j )α + βj,oj+1((d
U
j )α − (dL

j )α)(1 − γ)

x ∈ Ω, γ.βjs ∈ (0, 1], j = 1, . . . , l, s = o1 + 2, . . . , ol + 2

(4.9)
onde as novas variáveis de de
isão γ e βjs, são 
onsideradas para transformar osintervalos Iij(α) = [L−1

ij (1 − α), R−1
ij (1 − α)] em funções da forma zij(α, βjs) =

L−1
jl (1−α)+βjs

[
R−1

js (1 − α) − L−1
js (1 − α)

], sendo que α é um valor no intervalo[0,1℄, mas ele pode ser de�nido 
omo uma variável de de
isão.Métodos para resolver problemas multi-objetivos nebulososDe a
ordo 
om os métodos apresentados nesta seção, o Problema (4.4) pode ser re-solvido usando as três abordagens. Portanto, o modelo paramétri
o para resolver



40 4.3. ABORDAGEM POSSIBILÍSTICAproblemas de programação multi-objetivo nebuloso é formulado 
omo segue:
min [f1(c̃1;x), f2(c̃2;x), . . . , fm(c̃m;x), γ, 1 − β1,1, β1,1, . . . ,

1 − β1,o1+2, β1,o1+2, . . . , 1 − βr,1, βr,1, . . . , 1 − βr,or+2, βr,or+2]s.a gj((a
L
j )α + βj((a

U
j )α − (aU

j )α);x) ≤ (bL
j )α + βj,oj+1((b

U
j )α−

−(bL
j )α) + (dL

j )α + βj,oj+1((d
U
j )α − (dL

j )α)(1 − γ)

x ∈ Ω, γ.βjs ∈ (0, 1], j = 1, . . . , l, s = o1 + 2, . . . , ol + 2

(4.10)
onde as novas variáveis de de
isão γ e βjs, são 
onsideradas para transformar osintervalos Iij(α) = [L−1

ij (1 − α), R−1
ij (1 − α)] em funções da forma zij(α, βjl) =

L−1
js (1−α)+βjs

[
R−1

js (1 − α) − L−1
js (1 − α)

], sendo que α é um valor no intervalo[0,1℄, mas que também pode ser de�nido 
omo uma variável de de
isão.4.3 Abordagem possibilísti
aComo des
rito no 
apítulo anterior, a teoria de possibilidade é uma ferramentamuito interessante para efetuar a 
omparação entre números nebulosos. A re-presentação matemáti
a da possibilidade de um número nebuloso é de�nida pelafunção de distribuição de possibilidade, que pode ser 
ara
terizada pela funçãode pertinên
ia que des
reve o quão impre
iso um valor pode ser. O pro
edi-mento demonstrado no 
apítulo anterior sobre a abordagem possibilísti
a 
omométodo para solu
ionar problemas de programação multi-objetivo irrestritos 
om
ustos nebulosos nas funções objetivo, pode ser estendido para problemas restri-tos. Nesse 
aso, as funções que geram o 
onjunto de restrições podem apresentarvalores impre
isos ou não e, portanto, esses dois 
asos são analisados separada-mente no de
orrer desta seção. Primeiramente, será apresentado o 
aso em que asfunções que formam o 
onjunto de restrições tem seus dados des
ritos de maneira
lara e pre
isa. Depois será des
rito o método usado para solu
ionar problemasde programação multi-objetivo 
om in
ertezas nos 
ustos das funções objetivo enos 
oe�
ientes das funções que geram 
onjunto de restrições, usando uma mes
lada abordagem paramétri
a e possibilísti
a.4.3.1 Condições de KKT para solução e�
iente nebulosaConsidere o Problema (4.2) 
om os 
ustos das funções objetivo sendo vetoresnebulosos e os 
oe�
ientes das funções de restrição sendo números 
lássi
os esuponha que as funções objetivo são diferen
iáveis. Nesse 
aso, as 
ondiçõesde otimalidade podem ser garantidas para um 
onjunto e�
iente para qualquer
x ∈ Ω. A ausên
ia de uma 
ondição su�
iente para a e�
iên
ia é uma grandediferença entre as 
ondições de otimalidade para problemas 
om um úni
o objetivoe múltiplos objetivos.
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tível x∗ ∈ Ω do Problema (4.2) satisfaz as 
ondiçõesne
essárias de Karush-Kuhn-Tu
ker (KKT) para um 
onjunto e�
iente nebulosose(i) fi, gj e hl são diferen
iáveis para todos i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, . . . , p e
l = 1, . . . , q, e Ω , {x ∈ R : g(x) ≤ 0 e h(x) = 0} 6= ∅;(ii) existem múltiplos vetores ν ∈ R

q, λ∗ ∈ R
p, 
om λ∗ ≥ 0 e ω∗ ∈ R

m, 
om
ω∗ > 0 tal que

gj(x
∗) ≤ 0, λ∗

jgj(x
∗) = 0 (j = 1, . . . , p);

m∑

i=1

ω∗
i ∇fi(c̃i;x

∗) +

p∑

j=1

λ∗
j∇gj(x

∗) +

r∑

l=1

ν∗
l ∇hl(x

∗) ∼= 0As 
ondições de KKT para um 
onjunto e�
iente nos problemas de otimi-zação multi-objetivo nebulosos são 
ondições ne
essárias. Isso tornará 
laro nosseguintes teoremas:Teorema 4.1. Assuma que fi, i = 1, 2, . . . ,m, gj , j = 1, . . . , p e hl, l = 1, . . . , rsão diferen
iáveis e seja x∗ um ponto regular de Pk(ǫ
∗), (de�nido no 
apítulo 3),para ao menos um k. Então, x∗ ∈ efi(Ω) impli
a que x∗ satisfaz as 
ondição deKKT para um 
onjunto e�
iente.Demonstração. Seja x∗ ∈ efi(Ω). Pelo Teorema 3.3, x∗ resolve (3.11), para todo

i = 1, 2, . . . ,m. Pela hipótese, existe ao menos um k tal que x∗ é um ponto regularde Pk(ǫ
∗). Logo, pela de�nição, pode ser obtido:

fi(c̃i;x
∗) − ǫ∗i . 0, ω∗

i (fi(c̃i;x
∗) − ǫ∗i )

∼= 0 (∀i 6= k);

gj(x
∗) ≤ 0, λ∗

jgj(x
∗) = 0 (j = 1, . . . , p);

∇fk(c̃k;x∗) +
∑

i6=k

ω∗
i

ω∗
k

∇fi(c̃i;x
∗) +

p∑

j=1

λ∗
j

ω∗
k

∇gj(x
∗) +

r∑

l=1

ν∗
l

ω∗
k

∇hl(x
∗) ∼= 0Portanto, x∗ satisfaz as 
ondições de KKT para um 
onjunto e�
iente.Para ilustrar o uso desse teorema de diferen
iabilidade, o seguinte problemade otimização multi-objetivo é 
onsiderado 
omo exemplo.



42 4.3. ABORDAGEM POSSIBILÍSTICAExemplo 4.1.
min f1(c̃1;x) = c̃11x

2
1 + c̃12x

2
2

min f2(c̃2;x) = c̃2x1x2s.a h1(x) = x1 + x2 − 1 = 0

g1(x) = −x1 ≤ 0

g2(x) = −x2 ≤ 0

(4.11)
sendo que ã11 = (1, 1, 2)LR, ã12 = (1, 1, 2)LR e ã2 = (1, 1, 1)LR.As �guras 4.1 e 4.2 apresentam as soluções e a fronteira nebulosa.
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Figura 4.1: Funções objetivoTransformando (4.11) em uma formulação Lagrangeana, é possível obter
lag(c̃1, c̃2;x, ω, λ) = f1(c̃1;x) + ω(f2(c̃2;x) − ǫ2) + λh1(x) (4.12)sendo que ω ∈ R+ e λ ∈ R.Apli
ando as 
ondições de otimalidade para os problemas de programação res-tritos des
ritos em [11℄:
∇x1

lag(c̃1, c̃2;x, ω, λ) = 2c̃11x1 + ωc̃2x2 + λ ∼= 0 (I)

∇x2
lag(c̃1, c̃2;x, ω, λ) = 2c̃12x2 + ωc̃2x1 + λ ∼= 0 (II)

∇ωlag(c̃1, c̃2;x, ω, λ) = c̃2x1x2 − ǫ2
∼= 0 (III)

∇λlag(c̃1, c̃2;x, ω, λ) = x1 + x2 − 1 = 0 ⇒ x2 = 1 − x1 (IV )
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Figura 4.2: Fronteira Pareto-ótimaSubstituindo a Equação (IV ) em (III), os valores x1
∼= ã2 ∓

√
c̃2
2 − 4c̃2ǫ2

2c̃2e x2
∼= c̃2 ±

√
c̃2
2 − 4c̃2ǫ2

2c̃2
, podem ser obtidos 
om 0 ≤ ǫ2 ≤ 1

4 , 
omo soluções
andidatas para otimizar o Problema (4.12).Agora, substituindo ambos os valores en
ontrados no sistema gerado por (I) e
(II), é possível obter

w ∼=
c̃12

(
c̃2 ±

√
c̃2
2 − 4c̃2ǫ2

)
− c̃11

(
c̃2 ∓

√
c̃2
2 − 4c̃2ǫ2

)

c̃2

(
±

√
c̃2
2 − 4c̃2ǫ2

) ≥ 0Assim, as soluções 
andidatas são soluções ótimas nebulosas do Problema(4.12), 
om 0 ≤ ǫ2 ≤ 1
4 . Portanto, elas podem ser soluções e�
ientes nebulo-sas do Problema (4.11). ✷Teorema 4.2. Assuma que fi, i = 1, 2, . . . ,m, gj , j = 1, . . . , p e hl, l =

1, . . . , r são diferen
iáveis e que a suposição de 
onvexidade é mantida para todosos fi, i = 1, 2, . . . ,m, sendo estritamente 
onvexas. Então x∗ ∈ efi(Ω) se x∗satisfaz as 
ondições de KKT para e�
iên
ia nebulosa.Demonstração. Por hipótese, nós podemos es
olher uma função objetivo k ∈ I =

{1, 2, . . . ,m} tal que ωk > 0, e então, x∗ satisfaz as 
ondições de Karush-Kuhn-Tu
ker para Pk(ǫ
∗). Além do mais, as funções objetivo fi, ∀ i ∈ I são estritamente
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onvexas, 
omo também é a função objetivo sele
ionada fk. Portanto, pela supo-sição de 
onvexidade, x∗ é a úni
a solução global de Pk(ǫ
∗) e, pelo Teorema 3.5,

x∗ ∈ efi(Ω).Para ilustrar o uso desse teorema de 
onvexidade, o seguinte problema deotimização multi-objetivo é 
onsiderado 
omo exemplo.Exemplo 4.2.
min f1(c̃1;x) = (x1 − c̃1)

2 + (x2 − c̃2)
2

min f2(c̃2;x) = x1 + x2

min f3(c̃3;x) = x1 + c̃3x2s.a g1(x) = −x1 ≤ 0

g2(x) = −x2 ≤ 0

(4.13)
sendo que c̃1 = (3, 1, 1)LR and c̃2 = c̃3 = (2, 1, 1)LR.Transformando (4.13) na formulação Lagrangeana, é possível obter

lag(c̃1, c̃2, c̃3;x, ω) = f1(c̃1;x) + ω2(f2(c̃2;x) − ǫ2) + ω3(f3(c̃3;x) − ǫ3) (4.14)onde ω ∈ R+ e λ ∈ R.Apli
ando as 
ondições de otimalidade para problemas de programação restritades
ritas em [12℄.
∇x1

lag(c̃1, c̃2, c̃3;x, ω) = 2(x1 − c̃1) + ω2 + ω3
∼= 0 (I)

∇x2
lag(c̃1, c̃2, c̃3;x, ω) = 2(x2 − 2̃) + ω2 + ω3c̃3

∼= 0 (II)

∇ω2
lag(c̃1, c̃2, c̃3;x, ω) = x1 + x2 − ǫ2

∼= 0 (III)

∇ω3
lag(c̃1, c̃2, c̃3;x, ω) = x1 + c̃3x2 − ǫ3

∼= 0 (IV )Manipulando as Equações (IV ) em (III) do sistema a
ima, são obtidos x1
∼=

c̃3ǫ2 − ǫ3

c̃3 − 1
e x2

∼= ǫ3 − ǫ2

c̃3 − 1
. Substituindo os valores en
ontrados em (I) e (II),temos

ω2 =
(−2c̃3 − 2 + 0̃)ǫ2 + 6ǫ3 + 2c̃1c̃3(c̃3 − 1) − 2c̃2(c̃3 − 1)

(c̃3 − 1)e
ω3 =

(2c̃3 + 2)ǫ2 − 4ǫ3 − 2c̃1(c̃3 − 1) + 2c̃2(c̃3 − 1)

(c̃3 − 1)
.No 
aso parti
ular, nós sele
ionamos ω2 = 0 e ω3 = 0, então são obtidos osvalores determinados por �ǫ2 está em torno de 5"e �ǫ3 está em torno 7".Assim, nós 
on
luímos que x é a solução ótima nebulosa do Problema (4.14)pelas manipulações algébri
as e, portanto, é também uma solução e�
iente nebu-losa do Problema (4.13). ✷
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ritas nesse trabalho resolvem um problema multi-objetivo
om 
ustos nebulosos nas funções objetivo. A revisão bibliográ�
a des
rita noCapítulo 2 mostra somente um trabalho 
om essa de�nição. Os demais usam
oe�
ientes nebulosos ou relações impre
isas no 
onjunto de restrições. O exemploabaixo é usado para efetuar uma análise dos resultados:Exemplo 4.3.
min f1(c̃1;x) = x2

1 + (x2 − c̃1)
2

min f2(c̃2;x) = (x1 − c̃2)
2 + x2

2s.a g1(x) = x1 ≥ 0

g2(x) = x2 ≥ 0

(4.15)sendo que ã1 = (2, 4, 1, 1)LR e ã2 = (1, 3, 1, 1)LR.As �guras a seguir apresentam as soluções e a fronteira nebulosa.
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Figura 4.3: Funções objetivoTransformando (4.15) em uma formulação Lagrangiana, obtemos
lag(c̃1, c̃2;x, ω) = f1(c̃1;x) + ω(f2(c̃2;x) − ǫ2) (4.16)onde ω ∈ R+.Apli
ando as 
ondições de otimalidade para problemas de programação restri-tos des
ritos em [11℄:

∇x1
lag(c̃1, ã2;x, ω) = 2x1 + 2ω(x1 − c̃1) ∼= 0 (I)

∇x2
lag(c̃1, c̃2;x, ω) = 2(x2 − c̃2) + 2ωx2

∼= 0 (II)

∇ωlag(c̃1, c̃2;x, ω) = (x1 − c̃1)
2 + x2

2 − ǫ2
∼= 0 (III)
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Figura 4.4: Fronteira Pareto-ótimaResolvendo (I) e (II), os valores x1
∼= c̃1

1 + ω
e x2

∼= ωc̃2

1 + ω
são obtidos. Subs-tituindo esses valores em (III), ǫ2

∼= c̃2
1 + ωc̃2

2

1 + ω
é obtido, 
omo soluções 
andidataspara otimizar o Problema (4.16).Usando ambos os valores en
ontrados no sistema gerado por (I) ou (II), w ≥ 0é obtido. Assim, as soluções 
andidatas são soluções ótimas nebulosas do Pro-blema (4.16). Portanto, elas podem ser soluções e�
ientes nebulosas do Problema(4.15). ✷A solução ótima obtida usando esse exemplo é x∗ = 0 
om α = 0 e podeser visto em [34℄. Esse ponto perten
e ao 
onjunto de soluções Pareto ótimasdo Problema (4.15), que é 
onstruído para 
ada valor α no intervalo [0, 1]. Aabordagem apresentada aqui obtida por esse ponto ótimo 
om ω = 0, a1 = 0e qualquer a2 ∈ [0, 4] e, usando as de�nições des
ritas nesse trabalho, outrospontos ótimos podem ser en
ontrados 
om a Teoria de Possibilidade 
om α = 0.Portanto, nossa nova abordagem é mais geral e forne
e mais opções para o de
isor.4.3.2 Combinação das abordagens paramétri
a e possibilísti
aA abordagem paramétri
a transforma um problema de programação multi-objetivoem um ambiente in
erto (nos quais as in
ertezas são representadas por lógi
a ne-bulosa) em um problema de programação multi-objetivo 
lássi
o paramétri
o,onde esses parâmetros representam o nível de satisfação que é es
olhido pelo de-
isor. Depois de realizada essa transformação o novo problema pode ser resolvido



CAPÍTULO 4. PROGRAMAÇ�O MULTI-OBJETIVO NEBULOSA RESTRITA 47por várias metodologias desenvolvidas para obter a solução ótima ou um 
onjuntode soluções ótimas que satisfaçam as 
ondições ne
essárias de otimalidade.A abordagem possibilísti
a não realiza esta transformação, mas para obteruma solução satisfatória para o problema multi-objetivo nebuloso é ne
essário,primeiramente, es
olher um dos índi
es de 
omparação de números nebulosos quede�ne uma relação de ordem entre os elementos de um 
onjunto nebuloso. Depoisde es
olhido esse índi
e, é possível estender as 
ondições ne
essárias de otimali-dade para 
onjuntos 
lássi
os e obter uma solução satisfatória ou um 
onjunto desoluções satisfatórias do problema a ser otimizado.Portanto, a 
ombinação das duas abordagens des
ritas neste 
apítulo é de�-nida nos seguintes 
ritérios: (i) Os 
oe�
ientes nebulosos das funções que geramo 
onjunto de restrições é parametrizado 
omo des
rito no Problema (4.9) e asnovas variáveis de de
isão são também inseridas nas novas funções objetivo; (ii)A relação de ordem que é usada para 
omparar as funções objetivo originais éa des
rita na abordagem possibilísti
a e, portanto, usa os 
ritérios ne
essáriosde otimalidade des
ritos na seção anterior para obter um 
onjunto de soluçõese�
ientes nebulosas.Nesse 
apítulo des
revemos duas abordagens, paramétri
a e possibilísti
a,para resolver problemas multi-objetivo restrito sem e 
om parâmetros nebulososno 
onjunto de restrições. No próximo 
apítulo são apresentados os resultados
omputa
ionais referentes à teoria proposta nas abordagens des
ritas neste 
apí-tulo e no anterior. Esse resultados são obtidos usando um algoritmo evolutivo
hamado NSGA-II que solu
iona problemas de programação multi-objetivo. Umresumo sobre o fun
ionamento desse algoritmo evolutivo está des
rito no Apêndi
eD, porém em [19℄ tem uma expli
ação mais ampla.



Capítulo 5
Resultados 
omputa
ionais
5.1 IntroduçãoNeste 
apítulo são apresentados alguns problemas utilizados para validar as pro-postas apresentadas nos Capítulos 3 e 4. Os problemas foram divididos em três
ategorias, as quais representam as diferentes abordagens desenvolvidas neste tra-balho. A primeira abordagem envolve problemas que foram dis
utidos no Capítulo3, em que as in
ertezas en
ontram-se nos parâmetros das funções objetivo e osproblemas são restritos somente pelos valores máximos e mínimos das variáveisde de
isão, enquanto as outras duas 
ategorias envolvem os problemas mostradosno Capítulo 4, em que as in
ertezas estão inseridas nos parâmetros das funçõesobjetivo e também podem ser en
ontradas nos 
oe�
ientes das funções que geramo 
onjunto de soluções fa
tíveis.Cada seção deste 
apítulo mostra a formulação dos problemas a serem re-solvidos pelas abordagens propostas e os resultados 
omputa
ionais, junto 
omuma breve análise. Os problemas usados para avaliar a teoria dos Capítulos 3 e4 são formulações hipotéti
as, porém su�
ientes para validar o estudo realizado.A análise dos resultados 
onfronta a solução en
ontrada por 
ada uma das novasabordagens que foram desenvolvidas neste trabalho.Os algoritmos que des
revem as abordagens foram implementadas utilizando oprograma Matlabr 7.6. Um algoritmo genéti
o multi-objetivo baseado no NSGA-II 
om elitismo foi implementado de duas maneiras. A primeira é idênti
a ao que jáfoi publi
ado[19℄, enquanto que a segunda foi alterada o 
ritério de 
omparação,no qual foi usado um índi
e baseado na teoria de possibilidade para 
omparardois números nebulosos. A máquina usada para simular todos os problemas deotimização multi-objetivo em ambiente nebuloso, foi um Pentium Centrino Core2 Duo, 2.26GHz 
ada pro
essador, 
om 4GB de memória RAM, usando o sistema49
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ional Ubuntu 8.10.5.2 Programação multi-objetivo nebulosa irrestritaSão apresentados seis problemas para exempli�
ar 
omo as nossas abordagensen
ontram a fronteira de Pareto, que é o mapeamento do 
onjunto e�
iente noespaço das funções. Eles são baseados am alguns problemas 
lássi
os irrestritosdes
ritos em [19℄, e 
om duas funções objetivo. As in
ertezas foram inseridaspelos autores e a 
on�guração de 
ada número nebuloso foi de�nida de a
ordo
om 
ada 
aso.O primeiro problema de programação multi-objetivo nebuloso irrestrito baseia-se em um problema 
lássi
o muito 
onhe
ido e estudado, 
hamado de problemade S
ha�er[61℄. O problema nebuloso adaptado é formulado da seguinte maneira:SCH1 :





min f1(c̃1;x) = (x − c̃1)
2

min f2(c̃2;x) = (x − c̃2)
2

−A < x < A

(5.1)onde c̃1 = (0, 0, 2)LR, c̃2 = (2, 1, 1)LR e A pode ser modi�
ado pelo de
isor(neste trabalho foi es
olhido igual a 5). O número está representado na forma
(mod, δL, δR)LR, onde �mod� é o valor 
entral (
aso ele tenha altura igual a 1,esse valor �mod� representa o valor modal), δL representa o espalhamento a es-querda a partir do valor modal e δR representa o espalhamento a direita a partirdo valor modal. Mais detalhes são apresentados no Apêndi
e A.A Figura 5.1 mostra os 
onjuntos de soluções e�
ientes en
ontradas para 
adaabordagem. As estrelas representam a fronteira de Pareto que foi mapeada pelassoluções e�
ientes da abordagem paramétri
a, enquanto os retângulos represen-tam os valores nebulosos da fronteira de Pareto formados pelas soluções e�
ientesda abordagem possibilísti
a. Esses retângulos são formados pela relação entreduas imagens nebulosas obtidas pelas duas funções objetivo 
om 
ustos nebulososquando apli
adas à mesma solução e�
iente. A base dessa relação tem pertinên
iaigual ao nível de satisfação determinado pelo de
isor e o 
entro tem pertinên
iaigual a 1. O 
onjunto de soluções e�
ientes do problema 
lássi
o de S
ha�er, istoé, todos os parâmetros são 
onhe
idos e pre
isos, está representado pelos losangos.Nesse problema, assim 
omo nos demais mostrados neste 
apítulo, o nível desatisfação es
olhido pelo de
isor foi igual a 0,8. Os retângulos são formados pelospontos que perten
em ao suporte do número nebuloso 
om pertinên
ia igual ousuperior a 0,8. Podemos per
eber pelo grá�
o que as estrelas 
onvergem para onível de satisfação es
olhido pelo de
isor.É possível observar que os 
onjuntos de soluções e�
ientes obtidos pelas abor-dagens paramétri
a e possibilísti
a en
ontram pontos que dominam o 
onjunto
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Figura 5.1: Problema irrestrito.de soluções e�
ientes para o problema 
lássi
o, mas 
om nível de satisfação me-nor que 1. Entretanto, é importante 
omentar que a teoria das duas abordagensnebulosas 
onsegue obter soluções e�
ientes nebulosas satisfatórias, quando 
om-paradas 
om a resposta 
lássi
a. Além disso, observa-se também que a fronteirade Pareto formada pelos números nebulosos en
ontrados usando a abordagem pos-sibilísti
a engloba a fronteira formada pelos pontos en
ontrados pela abordagemparamétri
a.O próximo problema tem variáveis de de
isão bi-dimensionais o que aumentaum pou
o mais a 
omplexidade do problema. Contudo, o problema ainda 
ontinuasendo 
onvexo e, portanto, pode-se en
ontrar todas as soluções e�
ientes para umnúmero in�nito de elementos na população do NSGA-II. Esse segundo problemapode ser formulado 
omo




min f1(c̃1;x) = c̃11x
2
1 + c̃12x

2
2

min f2(c̃2;x) = (x1 − c̃21)
2 + c̃22x

2
2

−50 < x1, x2 < 50

(5.2)onde c̃11 = c̃12 = c̃22 = (1, 1, 1)LR e c̃21 = (2, 1, 1)LR .Na Figura 5.2, o enfoque possibilísti
o não 
onsegue 
onstruir a fronteira dePareto mais 
ompa
ta, pois ne
essitaria de mais elementos na população e deum maior número de gerações. Todos os problemas aqui apresentados foram
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om 50 elementos na população no de
orrer de 50 gerações, tanto noenfoque possibilísti
o quanto no enfoque paramétri
o. Novamente, as estrelasque representam as soluções do enfoque paramétri
o 
onvergem para um doslimitantes da faixa formada pelas soluções da abordagem possibilísti
a. Nesse
aso, existem algumas soluções paramétri
as que não perten
em à faixa de Paretoformada pelas 
ondições nebulosas usando a teoria de possibilidade, mas ambosos 
onjuntos 
onseguem en
ontrar soluções satisfatórias quando 
omparadas àssoluções e�
ientes do problema 
lássi
o.
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Figura 5.2: Problema irrestrito.A seguir é 
onsiderado um problema de programação multi-objetivo nebulosoirrestrito 
om dois objetivos a serem minimizados sobre um espaço de de
isãobi-dimensional: 



min f1(c̃1;x) = 1.1 − c̃1x1

min f2(c̃2;x) = 60 − c̃2 + x3

x1

0.1 < x1 < 1, 0 < x2 < 5

(5.3)onde c̃1 = c̃2 = (1, 1, 1)LR . Todos os problemas des
ritos neste trabalho foramresolvidos 
om os parâmetros de reprodução e o índi
e de probabilidade de repro-dução �xados em 0,8 e 40, respe
tivamente, que são parâmetros indispensáveispara o algoritmo NSGA-II.
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Figura 5.3: Problema irrestrito.Na Figura 5.3, pode-se observar que o enfoque paramétri
o 
onsegue obterum 
onjunto melhor de soluções e�
ientes, pois geram uma fronteira de Pareto
om valores menores que a fronteira gerada pelo enfoque possibilísti
o e pelo
aso 
lássi
o. A faixa de Pareto gerada pelo enfoque possibilísti
o nos forne
euma quantidade maior de soluções 
om níveis de satisfação maior ou igual a0.8, enquanto que o enfoque paramétri
o forne
e a melhor solução en
ontradadepois de 50 iterações permitindo esse nível de satisfação. Nesse 
aso, o 
onjuntode soluções do problema 
lássi
o obteve algumas soluções melhor que o enfoquepossibilísti
o e podemos 
on
luir que isso o
orreu pelo fato do problema ser não
onvexo.O próximo problema, 
onhe
ido na literatura 
omo de Kursawe, é um pro-blema multi-objetivo não-linear e não 
onvexo 
om dois objetivos. O problemamulti-objetivo nebuloso irrestrito que foi adaptado do problema de Kursawe éformulado 
omo




min f1(c̃1;x) =
∑2

i=2

[
c̃1 exp

(
−0.2

√
x2

i + x2
i+1

)]

min f2(c̃2;x) =
∑3

i=1

[
|xi|0.8 + c̃2 sin(x3

i )
]

−5 < xi < 5, i = 1, 2, 3.

(5.4)onde c̃1 = (−10, 1, 1)LR e c̃2 = (5, 1, 1, )LR . O resultado do problema 
lássi
ode Kursawe é um 
onjunto de soluções e�
ientes não-
onvexo e des
ontínuo (três
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ontínuas). Essa des
ontinuidade está presente também no 
aso do pro-blema nebuloso. Esse resultado é um exemplo de que um problema não-
onvexo
lássi
o pode tornar-se em um problema 
onvexo no 
aso nebuloso. Quanto maisin
ertezas são inseridas no problema original o problema transformado aproxima-se mais perto da 
onvexidade.
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Figura 5.4: Problema irrestrito.Na Figura 5.4, o enfoque paramétri
o novamente en
ontra soluções mais e�
i-entes que o enfoque possibilísti
o e o 
aso 
lássi
o. Na 
omparação entre os doisenfoques desenvovidos nesse trabalho, a distân
ia entre a fronteira e faixa de Pa-reto do enfoque paramétri
o e do enfoque possibilísti
o, respe
tivamente, é maior.Quando 
omparamos o enfoque possibilísti
o 
om o 
aso 
lássi
o, observamos queexiste uma igualdade. Contudo, no 
aso em que usa-se a possibilidade 
omo índi
ede 
omparação, os seus elementos da faixa de pareto são mais dispersos, formandoum espaço maior de soluções, por motivo novamente da não 
onvexidade desseproblema.O quinto problema multi-objetivo nebuloso irrestrito 
om duas funções obje-tivo é des
rito abaixo.




min f1(c̃1;x) = x2
1 + c̃1

min f2(c̃2;x) = c̃21 + x2
2 − x1 − c̃22 sin(bπx1)

0 < x1 < 1, −2 < x2 < 2

(5.5)



CAPÍTULO 5. RESULTADOS COMPUTACIONAIS 55onde c̃1 = (0, 0, 1)LR , c̃21 = (1, 1, 1)LR e c̃22 = (0.2, 0.2, 0.2) são os parâmetrosnebulosos, e b é um número 
lássi
o qualquer que será igual a 1 nessa simulação.Esse problema tem dois parâmetros que podem ser variados pelo de
isor que são
c̃22 e b. Esses parâmetros 
ontrolam a 
onvexidade do espaço de bus
a.
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Figura 5.5: Problema irrestrito.Neste exemplo, o 
onjunto de soluções e�
ientes do problema 
lássi
o, repre-sentado pelos losangos, volta a estar inserido na faixa de Pareto formada pelomapeamento das soluções e�
ientes obtidas pela abordagem possibilísti
a. Alémdisso, a faixa de Pareto do enfoque possibilísti
o 
ontém alguns elementos dafronteira de pareto formada pelo mapeamento das soluções e�
ientes do enfoqueparamétri
o, 
omo visto na Figura 5.5. Entretanto, a resposta paramétri
a ainda
ontinua sendo uma possível solução limite para a resposta possibilísti
a, poistodos os retângulos al
ançam no máximo a fronteira formada pelas estrelas ealgumas dessas estrelas perten
em ao interior de alguns retângulos.O ponto dos objetivos versus o ni
ho do espaço de de
isão é importante no
ontexto de obter diversidade entre soluções e�
ientes. É 
laro que quando oni
ho do espaço dos objetivos é formado, a diversidade nos valores das funçõesobjetivo são esperados, 
onsiderando que quando o ni
ho do espaço de parâme-tros é formado, a diversidade nos valores das variáveis de de
isão é esperado. Éilustrado a seguir um problema que foi 
onvertido de um problema multi-objetivo
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lássi
o em um problema nebuloso.




min f1(c̃1;x) = c̃1 − exp(−4x1) sin4(5πx1)

min f2(c̃2;x) = (c̃21 + c̃22x
2
2)

[
1 −

(
f1(c̃1;x)

c̃21 + c̃22x
2
2

)4
]

0 < x1 < 1, −1 < x2 < 1

(5.6)onde c̃1 = c̃21 = (1, 1, 1)LR e c̃22 = (9, 1, 1)LR. O pro
edimento adotado emtodas as simulações foi uma taxa de mutação que se modi�
a de a
ordo 
oma dimensão das variáveis de de
isão. A taxa de mutação é um parâmetro doalgoritmo genéti
o, que pode ser de�nido pelo de
isor ou pode ser adaptativo.Entretanto, nesse trabalho essa taxa foi de�nida pelo de
isor, que é dividida peladimensão das variáveis de de
isão, isto é, se a dimensão é dois, a taxa de mutaçãofoi dividida pela metade.
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Figura 5.6: Problema irrestrito.Levando em 
onsideração os resultados apresentados anteriormente, a Figura5.6 mostra uma solução parti
ular porque prati
amente todas os elementos dafronteira de Pareto en
ontrados para o problema 
lássi
o e os obtidos pelo enfoqueparamétri
o perten
em a faixa de Pareto en
ontrada pela abordagem possibilísti
ae esse exemplo mostra que a solução paramétri
a nem sempre é uma solução limiteda solução possibilísti
a.



CAPÍTULO 5. RESULTADOS COMPUTACIONAIS 575.3 Programação multi-objetivo nebulosa restritaSão apresentados seis problemas para exempli�
ar 
omo as nossas abordagensen
ontram a fronteira de Pareto. Esses problemas são divididos em dois grupos,sendo que o primeiro é 
omposto por problemas teóri
os que perten
em a área deprogramação multi-objetivo nebulosa restrita 
om parâmetros impre
isos somentenos 
ustos das funções objetivo, enquanto o segundo grupo são dois problemasteóri
os 
om parâmetros impre
isos nos 
ustos das funções objetivo e nos 
oe�-
ientes das funções de restrições. Eles não têm 
ritérios muito 
omplexos paraen
ontrar um 
onjunto e�
iente, mas são su�
ientes para validar os dois enfoquesque foram des
ritas nos 
apítulos anteriores. Os problemas são baseados em al-guns problemas 
lássi
os restritos, des
ritos em [19℄, e 
om duas funções objetivoporque a intenção é mostrar as soluções en
ontradas por ambas abordagens. En-tretanto, as in
ertezas foram inseridas pelos autores, onde a 
on�guração de 
adanúmero nebuloso foi de�nida de a
ordo 
om 
ada 
aso.5.3.1 Parâmetros nebulosos somente nas funções objetivoNessa sub-seção inserimos algumas funções que restringem o espaço de bus
a dasvariáveis de de
isão. Essa diminuição pode tornar a bus
a por uma solução fa
tívele satisfatória mais difí
il. Aqui serão apresentados três problemas que veri�
ame validam os enfoques desenvolvidos neste trabalho.O primeiro problema de otimização 
om dois objetivos 
om 
ustos nebulososnas funções objetivo é uma adaptação do problema multi-objetivo des
rito em[13℄:
min f1(c̃1;x) = c̃11 + (x1 − c̃12)

2 + (x2 − c̃13)
2

min f2(c̃2;x) = c̃21x1 − (x2 − c̃22)
2s.a g1(x) = x2

1 + x2
2 ≤ 225

g2(x) = x1 − 3x2 + 10 ≤ 0

−20 < x1, x2 < 20

(5.7)onde c̃11 = c̃12 = (2, 1, 1)LR , c̃13 = c̃22 = (1, 1, 1)LR e c̃21 = (9, 1, 1)LR . Em relaçãoaos parâmetros de simulação destes problemas, 
omo por exemplo tamanho dapopulação, número de gerações e outras mais, foram adotadas iguais aos expostosna seção anterior.Pode-se observar na Figura 5.7 que os três 
onjuntos de soluções e�
ientesestão distribuídas de forma pare
ida e até mesmo a diversidade das soluções estábem 
lara. Além disso, o 
onjunto de soluções e�
ientes do problema 
lássi
o estáprati
amente sobreposto ao 
onjunto e�
iente obtido pelo enfoque paramétri
o.Podemos 
on
luir que os valores 
lássi
os e 
om nível de satisfação igual a 0,8tem uma diferença muito pequena e, portanto, forne
em soluções equivalentes.Uma resposta a isso seria aumentar o espalhamento dos números nebulosos, pois
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Figura 5.7: Problema restrito.esse fato não o
orre nos exemplos anteriores. Entretanto, as diferenças entre assoluções e�
ientes en
ontradas nas duas abordagens desenvolvidas neste trabalhosão visíveis. Outro ponto interessante o
orre quando as soluções nebulosas têmum nível de impre
isão menor, isto é, o tamanho do retângulo é menor e as duasabordagens obtêm soluções muito similares.O segundo problema de otimização 
om dois objetivos 
om 
ustos nebulososnas funções objetivo é uma adaptação do problema multi-objetivo des
rito em[72℄:
min f1(c̃1;x) = c̃11x

2
1 + c̃12x

2
2

min f2(c̃2;x) = (x1 − c̃21)
2 + (x2 − c̃22)

2s.a g1(x) = (x1 − 5)2 + x2
2 ≤ 25

g2(x) = (x1 − 8)2 + (x2 + 3)2 ≥ 7.7

0 ≤ x1 ≤ 5, 0 ≤ x2 ≤ 3

(5.8)
onde c̃11 = c̃12 = (4, 1, 1)LR e c̃21 = c̃22 = (5, 1, 1)LR .Na Figura 5.8, pode-se notar que as soluções e�
ientes paramétri
as geramuma fronteira de Pareto que é um dos limitantes da faixa de Pareto formadapelas soluções e�
ientes possibilísti
as, enquanto as soluções e�
ientes do 
aso
lássi
o, representadas pelos losangos, perten
em prati
amente à faixa de Pareto.Um ponto interessante está no fato de que quatro elementos da faixa de Pareto
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o distante do 
onjunto em geral, porém não estão muito isoladosporque quatro elementos da fronteira de Pareto do 
aso 
lássi
o e dois elementosda fronteira de Pareto do enfoque paramátri
o também estão presentes nestepequeno 
onjunto e perten
em as soluções e�
ientes possibilísti
as. Contudo,esses dois pontos do enfoque paramétri
o são dominados por algumas soluçõese�
ientes do 
aso 
lássi
o. O mesmo não podemos dizer de soluções do enfoquepossibilísti
o porque ele tenta formar uma faixa de Pareto 
om espalhamentos àesquerda e à direita, tendo 
omo base os valores 
om pertinên
ia 1.
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Figura 5.8: Problema restrito.Em [19℄, é 
onstruído um problema multi-objetivo 
om duas variáveis de de
i-sões bi-dimensionais e duas funções objetivo. A versão nebulosa desse problemaé:
min f1(c̃1;x) = c̃1x1

min f2(c̃2;x) =
c̃2 + x1

x2s.a g1(x) = x2 + 9x1 ≥ 6

g2(x) = −x2 + 9x1 ≥ 1

0.1 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 5

(5.9)
onde c̃1 = c̃2 = (1, 1, 1)LR .
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Figura 5.9: Problema restrito.A fronteira de Pareto formada pelas soluções e�
ientes do enfoque paramétri
omostrada na Figura 5.9, obteve soluções melhores, porém observa-se que essa fron-teira é des
ontínua e ao mesmo tempo não tem uma boa diversidade. Por outrolado, a faixa de Pareto formada pelas soluções e�
ientes do enfoque possibilísti
oobteve um 
onjunto de retângulos bem distribuídos gerando uma boa diversidadede possíveis soluções. Outro aspe
to a notar é que os pontos possíveis aparentamformar uma estrutura 
ontínua e todo o 
onjunto de soluções e�
ientes para oproblema 
lássi
o estão inseridas na faixa de Pareto desse enfoque possibilísti
o.5.3.2 Parâmetros nebulosos nas funções objetivo e nas restriçõesNessa sub-seção inserimos algumas funções 
om in
ertezas no 
onjunto de restri-ções que delimitam o espaço de bus
a das variáveis de de
isão. Essa delimitaçãopode tornar a bus
a por uma solução fa
tível e satisfatória mais difí
il. Aqui serãoapresentados três problemas que veri�
am e validam os enfoques desenvolvidosneste trabalho.O primeiro problema de otimização 
om dois objetivos 
om 
ustos nebulososnas funções objetivo é uma adaptação do problema multi-objetivo des
rito em
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min f1(c̃1;x) = c̃11 + (x1 − c̃12)

2 + (x2 − c̃13)
2

min f2(c̃2;x) = c̃21x1 − (x2 − c̃22)
2s.a g1(ã1;x) = ã11x

2
1 + ã21x

2
2 ≤f b̃1

g2(ã2;x) = ã21x1 − ã22x2 ≤f b̃2

−20 ≤ x1,≤ x2 ≤ 20

(5.10)
onde c̃11 = c̃12 = (2, 1, 1)LR , c̃13 = c̃22 = (1, 1, 1)LR e c̃21 = (9, 1, 1)LR são os parâ-metros in
ertos das funções objetivo. Os parâmetros in
ertos que estão presentesno 
onjunto de restrições são ã11 = ã12 = ã21 = (1, 1, 1)LR , ã22 = (3, 1, 1)LR,
b̃1 = (225, 25, 25)LR e b̃2 = (9, 1, 1)LR . Os valores de violação máxima permitidapara 
ada restrição são d̃1 = (25, 5, 5)LR e d̃2 = (1, 0.1, 0.1)LR . Em relação aosparâmetros de simulação destes problemas, 
omo por exemplo tamanho da popu-lação, número de gerações e outras mais, foram adotadas iguais aos expostos naseção anterior.
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Figura 5.10: Problema restrito.Esse é o primeiro exemplo que nenhum dos enfoques desenvolvidos nesse tra-balho 
onseguem obter soluções e�
ientes melhores que as do problema 
lássi
o.Podemos enumerar dois motivos para expli
ar o o
orrido: 1) aumento na di�-
uldade do problema, pois o 
onjunto de restrições permite muita �exibilidade e
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a de soluções e�
ientes fa
tíveis; 2) o fato de usar umalgoritmo evolutivo, o qual não garante obter o 
onjunto e�
iente ótimo, pode ter
ontribuído para esta solução. Uma alternativa está em aumentar o tamanho dapopulação e o número de gerações.Por outro lado, pode-se observar na Figura 5.10 que os dois 
onjuntos desoluções e�
ientes dos enfoques paramétri
os e possibilísti
o estão distribuídasde forma separada e até mesmo a diversidade das soluções não está bem 
lara.Pode-se observar que existem dois grupos de soluções e�
ientes forne
idos peloenfoque paramátri
o e três grupos de soluções e�
ientes forne
idos pelo enfoquepossibilísti
o. Isso mostra a diferença entre as soluções e�
ientes en
ontradasnas duas abordagens desenvolvidas neste trabalho. Entretanto, observando ageometria de todos os grupos de soluções e�
ientes, elas 
ontinuam formando umafronteira sem que nenhuma solução seja melhor em ambas as funções objetivo.O segundo problema de otimização 
om dois objetivos 
om 
ustos nebulososnas funções objetivo é uma adaptação do problema multi-objetivo des
rito em[72℄:
min f1(c̃1;x) = c̃11x

2
1 + c̃12x

2
2

min f2(c̃2;x) = (x1 − c̃21)
2 + (x2 − c̃22)

2s.a g1(ã1;x) = (x1 − ã11)
2 + ã12x

2
2 ≤f b̃1

g2(ã2;x) = (x1 − ã21)
2 + (x2 + ã22)

2 ≥f b̃2

0 ≤ x1 ≤ 5, 0 ≤ x2 ≤ 3

(5.11)
onde c̃11 = c̃12 = (4, 1, 1)LR e c̃21 = c̃22 = (5, 1, 1)LR são os parâmetros in
er-tos nas funções objetivo. Os parâmetros in
ertos que estão presentes no 
on-junto de restrições são ã11 = (5, 1, 1)LR, ã12 = (1, 1, 1)LR , ã21 = (8, 1, 1)LR ,
ã22 = (3, 1, 1)LR , b̃1 = (25, 5, 5)LR e b̃2 = (7.7, 2.7, 2.3)LR . Os valores de vi-olação máxima permitida para 
ada restrição são d̃1 = (2.5, 0.5, 0.5)LR e d̃2 =

(0.77, 0.27, 0.23)LR .Na Figura 5.11, pode-se notar que as soluções e�
ientes obtidas pelas abor-dagens paramétri
a e possibilísti
a geram dois grupos de soluções e�
ientes queformam parte da fronteira de Pareto 
lássi
a, que é representada pelo 
onjunto desoluções e�
ientes do problema 
lássi
o. Um ponto interessante está no fato deque as duas abordagens en
ontraram as soluções nos extremos dessa fronteira. Ogrupo das soluções e�
ientes no 
aso possibilísti
o está dividido em dois subgru-pos de fá
il identi�
ação. As soluções no 
aso paramétri
o também são divididasem dois subgrupos, mas a separação não é tão 
lara.Em [19℄, é 
onstruído um problema multi-objetivo 
om duas variáveis de de
i-sões bi-dimensionais e duas funções objetivo. A versão nebulosa desse problema
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Figura 5.11: Problema restrito.é:
min f1(c̃1;x) = c̃1x1

min f2(c̃2;x) =
c̃2 + x1

x2s.a g1(ã1;x) = x2 + ã1x1 ≥f b̃1

g2(ã2;x) = −x2 − ã2x1 ≥f b̃2

0.1 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 5

(5.12)
onde ã1 = ã2 = (1, 1, 1)LR são os parâmetros in
ertos das funções objetivo.Os parâmetros in
ertos no 
onjunto de restrições são ã1 = ã2 = (9, 1, 1)LR,
b̃1 = (6, 1, 1)LR e b̃2 = (1, 1, 1)LR. Os valores da violação máxima permitida para
ada restrição são d̃1 = (0.9, 0.1, 0.1)LR e d̃2 = (0.1, 0.1, 0.1)LRA fronteira de Pareto formada pelas soluções e�
ientes do enfoque paramé-tri
o mostrada na Figura 5.12, obteve soluções melhores, porém é fá
il observarque essa fronteira é bastante des
ontínua. Entretanto, esse fato não o
orre nafronteira de Pareto formada pelas soluções e�
ientes do problema 
lássi
o, quetem uma boa diversidade de soluções. Por outro lado, essa mesma fronteira estáprati
amente dentro da faixa de Pareto formada pelas soluções e�
ientes do en-foque possibilísti
o. Essa faixa de Pareto obteve um 
onjunto de retângulos bemdistribuídos, que é formada pelas soluções e�
ientes do enfoque possibilísti
o egerou uma boa diversidade de possíveis soluções.
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Figura 5.12: Problema restrito.



Capítulo 6
Considerações �nais
6.1 Con
lusõesProblemas de programação multi-objetivo são muito importantes tanto do pontode vista teóri
o 
omo práti
o. Entretanto, os problemas de programação matemá-ti
a que en
ontramos no mundo real não podem, muitas vezes, ser formalizados demaneira 
lara e pre
isa porque os dados são ambíguos, vagos e impre
isos. Comoelemento deste 
onjunto, os problemas de programação multi-objetivo tambémapresentam esses tipos de in
ertezas. Essa ambiguidade é natural e está presenteem situações da vida real que requerem soluções pre
isas. Existem algumas té
ni-
as para representar esses dados impre
isos, 
omo por exemplo pro
essos esto
ás-ti
os, 
aos, aproximação a valores 
onhe
idos, lógi
a nebulosa, et
. Essa últimafoi a es
olhida para ser usada neste trabalho por se adaptar bem aos problemasde programação multi-objetivo nebulosos.O uso de algumas té
ni
as que transformam números nebulosos em 
lássi
ospara resolver os problemas de programação matemáti
a é muito 
omum. Naliteratura existem várias dessas té
ni
as e algumas delas foram mostradas noCapítulo 2. Embora essa transformação seja bastante útil, existe a perda departe da informação de dados nebulosos a 
ada vez que é transformado em número
lássi
o. Os dados nebulosos podem estar presentes em várias partes do problemade otimização multi-objetivo, tais 
omo: 
ustos das funções objetivo, 
oe�
ientesdas funções de restrição e relações de ordem que geram o 
onjunto fa
tível, eaté mesmo nas variáveis. Não nos aprofundamos em enfoques de otimizaçãomulti-objetivo que tratam as variáveis de de
isão 
omo valores nebulosos. Asabordagens de Pareto otimalidade que foram apresentadas no Capítulo 2 usamdiferentes té
ni
as de transformação de números nebulosos em 
lássi
o em algunspassos de suas de�nições. Alguns exemplos práti
os são des
ritos para validar a65



66 6.1. CONCLUSÕESteoria desenvolvida e os resultados obtidos ajudam aos autores seguirem a linhade pesquisa, no intuito de tentar solu
ionar os problemas do mundo real. Comessa visão, tais resultados podem ser gerados por Sistemas de Suporte de De
isão(SSD) envolvendo problemas de programação multi-objetivo nebulosos.No levantamento bibliográ�
o realizado, 
onstatou-se a ne
essidade de desen-volver alguns métodos que pro
urassem generalizar os já existentes. A 
omparaçãodos métodos é algo que deve ser levado em 
onsideração porque os dados nebulosospodem ser tratados de formas diferentes. Inserido nesse 
ontexto, esse trabalhoteve 
omo objetivo des
rever 
ondições ne
essárias e su�
ientes para garantir aobtenção de um 
onjunto de soluções ótimas que é 
hamado de soluções e�
ientes,não-dominadas ou de Pareto. O trabalho foi dividido em duas abordagens, uma
hamada paramétri
a que trata os números nebulosos usando intervalos dis
reti-zados, e outra possibilísti
a que 
ompara os números nebulosos usando a teoriade possibilidade.A abordagem paramétri
a é uma extensão de métodos paramétri
os desen-volvidos para solu
ionar problemas de programação linear. Ela foi 
riada paratratar a in
erteza que está presente na relação de ordem do 
onjunto de restriçõese transforma o problema de otimização nebuloso original em um problema deotimização multi-objetivo 
lássi
o. Essa idéia pode ser empregada também paradis
retizar os 
oe�
ientes nebulosos que estão nas funções que geram o 
onjuntofa
tível. Por �m, essa abordagem também pode englobar os 
ustos nebulosospresentes na(s) função(ões) objetivo. No Capítulo 3 são des
ritas duas metodo-logias para parametrizar um problema de programação multi-objetivo nebulosoirrestrito e transformá-lo em um problema de programação multi-objetivo 
lás-si
o irrestrito. Se por um lado, isso aumenta a 
omplexidade na obtenção de umasolução para problema transformado, por outro lado, en
ontra um 
onjunto desoluções satisfatórias para 
ada dis
retização dos números nebulosos e apli
andoo Teorema da Representação podemos gerar uma solução nebulosa do problemaoriginal. Essas metodologias podem também ser estendidas para solu
ionar pro-blemas de programação multi-objetivo nebuloso restrito, des
rito no Capítulo 4.Essa extensão é, a prin
ípio, intuitiva porque apli
amos nos 
oe�
ientes nebulo-sos das funções de restrição o mesmo pro
edimento de dis
retização realizado nos
ustos nebulosos das funções objetivo, e novamente o problema 
lássi
o resultantetem mais funções objetivo do que o problema original.A abordagem possibilísti
a é um enfoque novo para determinar 
ondições ne-
essárias e su�
ientes para garantir uma otimalidade de Pareto satisfatória, queé forne
ida ao de
isor. Essa abordagem usa a teoria de possibilidade 
omo um
ritério de 
omparação entre dois números nebulosos e a partir disto é de�nido um
onjunto nebulosamente ordenado que engloba todos os números nebulosos quepodem ser ordenados segundo um determinado nível de satisfação que pode seres
olhido pelo de
isor. Essa de�nição abre o pre
edente para separarmos um 
on-



CAPÍTULO 6. CONSIDERAÇÕES FINAIS 67junto nebulosamente ordenado em elementos que são dominados, que do-miname que não podemos determinar. Assim, podemos estender a de�nição de soluçãoe�
iente de problemas de programação multi-objetivo 
lássi
os para obter as so-luções e�
ientes nebulosas mediante o nível de satisfação es
olhido pelo de
isor.Juntamente 
om essa de�nição estendida foi estabele
ido um 
onjunto de de�ni-ções e teoremas que garantem as 
ondições ne
essárias e su�
ientes para en
ontraruma solução ótima nebulosa para um problema de programação multi-objetivo ne-buloso irrestrito. Essas 
ondições de otimalidade estão des
ritas no Capítulo 3e também são usados alguns exemplos numéri
os para mostrar 
omo en
ontrara solução ótima nebulosa. No Capítulo 4 a abordagem possibilísti
a é ampliadapara atender o 
aso de problemas de programação multi-objetivo ne-bulosos res-tritos, sendo que os dados podem ser 
laros e pre
isos 
omo também podem serambíguos. Esses dados ambíguos 
ostumam estar presentes nos 
oe�
ientes dasfunções de restrição e na relação de ordem que geram o 
onjunto fa
tível do pro-blema a ser otimizado. Nesse último 
aso é de�nida uma 
ombinação das duasabordagens paramétri
a e possibilísti
a. Nesse trabalho, o 
on
eito de 
onjun-tos nebulosos 
onvexos e funções nebulosas 
onvexas foram usados para garantira otimalidade global de Pareto para problemas de programação multi-objetivonebuloso 
onvexo.O 
onjunto de problemas testes mostraram a e�
iên
ia dos enfoques desenvol-vidos neste trabalho. Os parâmetros in
ertos podem estar presentes nas funçõesobjetivo, na meta a ser otimizada, na relação de ordem e/ou nas funções quedeterminam o 
onjunto fa
tível das variáveis de de
isão. Em 
ada problema foirealizada uma análise de 
omparação entre as duas abordagens e foi mostrado ondeuma ou outra obtiveram soluções mais satisfatórias. Finalmente, apresentamosduas abordagens que podem ser usadas para resolver problemas de programaçãomulti-objetivo em ambiente nebuloso.6.2 Trabalhos futurosEm relação aos trabalhos futuros, os autores pretendem explorar o lado dasapli
ações que esse trabalho abre, isto é, investigar o quanto a programaçãomulti-objetivo nebulosa pode ajudar a resolver problemas de programação multi-objetivo 
onven
ionais forne
endo soluções nebulosas, ou melhor, soluções satis-fatórias, que podem ser usadas pelo de
isor. Outro ponto importante é en
ontraruma solução aproximada para esse último tipo de problema.Apesar de todo o 
onhe
imento que foi tratado e desenvolvido neste trabalhosobre problemas de programação multi-objetivo nebulosos, ainda faltam algunspontos a serem estudados 
om mais detalhes. Entre estes está em des
obrir arelação que existe entre as abordagens desenvolvidas nesse trabalho e tambémdessas abordagens 
om as já publi
adas na literatura. Outro estudo é sobre o



68 6.2. TRABALHOS FUTUROStratamento de problemas matemáti
os, 
om impre
isões nas variáveis de de
isãodo problema de otimização e, portanto, obter uma possível de
isão mais próximada realidade.Uma vez desenvolvida esta linha de pesquisa da expansão dos problemas deprogramação multi-objetivo 
om parâmetros nebulosos, 
omo também problemasde otimização em geral, podemos explorar a dualidade dos mesmos. Outro pontoestá em propor novos modelos matemáti
os que 
onsigam en
ontrar as soluçõessatisfatórias ou propor modi�
ações em modelos já existentes.Um outro ponto onde a programação matemáti
a nebulosa pode auxiliar naresolução de problemas 
lássi
os não-
onvexos está na possibilidade de se traba-lhar 
om a 
as
a 
onvexa da região fa
tível, obtida pela relaxação das restrições.



Apêndi
e A
Sistemas nebulosos
O 
on
eito de 
onjunto nebuloso (fuzzy set) foi introduzido por Zadeh[76℄ e desdeentão, os sistemas baseados em 
onjuntos nebulosos, ou sistemas nebulosos, vêmavançado tanto do ponto de vista teóri
o, quanto do práti
o. As té
ni
as de teoriasde 
onjuntos e sistemas nebulosos têm sido utilizadas em diferentes 
ampos de
onhe
imento e em diversas apli
ações: aproximação de funções, previsão de sériestemporais, �ltragem de sinais, identi�
ação e 
ontrole de pro
essos, et
. Umnúmero signi�
ativo de implementações práti
as vem 
onsolidando os sistemasnebulosos não só em instalações industriais, mas também em muitos produtosmanufaturados [54℄.A lógi
a nebulosa (fuzzy) é a lógi
a que suporta os modos de ra
io
ínio quesão aproximados ao invés de exatos. Modelagem e 
ontrole fuzzy de sistemas sãoté
ni
as para o tratamento de informações qualitativas de uma forma rigorosa.Derivada do 
on
eito de 
onjuntos fuzzy, a lógi
a fuzzy 
onstitui a base para odesenvolvimento de métodos e algoritmos de modelagem e 
ontrole de pro
essos,permitindo a redução da 
omplexidade de projeto e implementação, tornando-sea solução para problemas de 
ontrole até então intratáveis por té
ni
as 
lássi
as.A.1 Conjuntos nebulososA noção de 
onjunto o
orre frequentemente quando se tenta organizar, resumire generalizar a respeito de objetos. Na teoria de 
onjuntos 
lássi
os apenas doisvalores são permitidos, pois um elemento ou perten
e ou não perten
e ao 
on-junto. Na teoria de 
onjuntos nebulosos a transição de perten
er a não perten
eré gradual. O 
onjunto nebuloso pode ser de�nido 
omo uma 
oleção de objetos
om valores de pertinên
ia variando entre 0 (ex
lusão 
ompleta) e 1 (pertinên
ia
ompleta). Os 
onjuntos nebulosos representam uma generalização dos 
onjuntos69



70 A.1. CONJUNTOS NEBULOSOS
lássi
os.Tipos de funções de pertinên
iaA teoria dos 
onjuntos nebulosos baseia-se no 
on
eito de pertinên
ia. Um 
on-junto nebuloso é de�nido pela função de pertinên
ia µA(x) que estabele
e para
ada x um grau de pertinên
ia ao 
onjunto A, 
om µA(x) ∈ [0, 1]. O formatodas funções de pertinên
ia nebulosas é restrito a uma 
erta 
lasse de funções,representadas por 
ertos parâmetros espe
í�
os. Os formatos mais 
omuns dasfunções de pertinên
ia na literatura são:PSfrag repla
ements1
ba m

x

µA(x)

µA(x) =





0 se x ≤ a
x − a

m − a
se a < x ≤ m

b − x

b − m
se m < x ≤ b

0 se x > b

(A.1)
Figura A.1: Função triangular: Parâmetros (a,m, b), 
om a ≤ m ≤ b.PSfrag repla
ements1

ba m n
x

µA(x)

µA(x) =





0 se x ≤ a
x − a

m − a
se a < x ≤ m

1 se m < x ≤ n
b − x

b − m
se n < x ≤ b

0 se x > b

(A.2)Figura A.2: Função trapezoidal: Parâmetros (a,m, n, b), 
om a ≤ m, n ≤ b e
m ≤ n.

PSfrag repla
ements1
m

x

µA(x)

µA(x) = exp

(
−1

2

(x − m)2

σ2

) (A.3)Figura A.3: Função gaussiana: Parâmetros (m,σ), 
om σ > 0, sendo m o
entro e σ a variân
ia da gaussiana.



APÊNDICE A. SISTEMAS NEBULOSOS 71Existem muitas outras funções de pertinên
ia, entretanto, geralmente a es
o-lha de funções triangulares e trapezoidais é mais 
omum por 
ausa da idéia de sede�nirem região modal por um ponto ou um intervalo 
ontínuo, e funções linearesque 
ara
terizem os espalhamentos.De�nições de 
onjuntos nebulososA função de pertinên
ia espe
i�
ada pelos parâmetros que de�nem o seu formato,é geralmente utilizada para representar um 
onjunto nebuloso, entretanto existemoutros parâmetros que podem ser utilizados para 
ara
terizar os 
onjuntos nebu-losos 
omo:
• Suporte(SA): Conjunto dos elementos do universo, onde o grau de perti-nên
ia é maior que zero.

SA = {x|µA(x) > 0} (A.4)
• Nú
leo (
ore) (NA): Conjunto dos elementos do universo, onde o grau depertinên
ia é igual a 1.

NA = {x|µA(x) = 1} (A.5)
• Altura(HA): Valor máximo da função de pertinên
ia.

HA = sup
x
{µA(x)} (A.6)

• Cardinalidade: Cardinalidade da função de pertinên
ia.
CardA =

∑

x∈x

µA(x) (A.7)
• Conjunto normal: Um 
onjunto nebuloso é 
onhe
ido 
omo normal se aaltura (HA) tem valor igual a 1. Caso o 
onjunto nebuloso não seja normal(HA < 1), ele é 
onhe
ido 
omo sub-normal, e o seu nú
leo é um 
onjuntovazio.
• Sub
onjunto nebuloso: Se µA(x) ≤ µB(x), ∀ x podemos dizer que A ⊆

B, e portanto, que A é um sub
onjunto nebuloso de B.
• α-Corte: Conjunto dos elementos do universo, onde o grau de pertinên
iaé maior ou igual a α.

CαA = {x|µA(x) ≥ α} (A.8)Uma possível representação do número nebuloso usando a de�nição de α-
ortedes
rita a
ima é feita da seguinte maneira:
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PSfrag repla
ements

a baα bαm

1

α

Figura A.4: Representação do 
onjunto α-
orte no intervalo [aα, bα].Operações 
om 
onjuntos nebulososNos 
onjuntos nebulosos podem ser apli
ados várias operações. Dentre as mais
omuns temos:- Con
entração: Esta operação diminui os valores da função de pertinên
ia;- Dilatação: Esta operação aumenta os valores da função de pertinên
ia;- Normalização: Esta operação 
onverte um 
onjunto nebuloso subnormal emum normal;- Múltiplos argumentos: Estas operações envolvem a 
ombinação, agregaçãoe 
omparação de dois ou mais 
onjuntos nebulosos. As operações de união,interseção e 
omplemento para os 
onjuntos nebulosos a partir da função depertinên
ia são baseados na teoria de 
onjuntos 
lássi
os:
• União: µ(A∪B)(x) = max[µA(x), µB(x)] = µA(x) ∨ µB(x)

• Interseção: µ(A∩B)(x) = min[µA(x), µB(x)] = µA(x) ∧ µB(x)

• Complemento: µA(x) = 1 − µA(x)A.2 Números nebulososUm número nebuloso ã é uma quantidade 
om valor impre
iso, sendo utilizadona representação de expressões na forma �quase 50 �, �próximo de 2 �, et
. Usu-almente, um número nebuloso ã é representado por duas notações. A primeira



APÊNDICE A. SISTEMAS NEBULOSOS 73notação é do tipo ã = [a, a0, a], sendo a0 o valor modal, a e a os limitantes infe-rior e superior do espalhamento, respe
tivamente. A segunda notação é do tipo
ã = (a, α, β)LR, sendo a o valor modal, α e β os espalhamentos a esquerda e adireta, respe
tivamente. Asso
ia-se a 
ada número nebuloso uma função µA(x)que indi
a o grau de pertinên
ia dos valores x 
ontidos em um domínio X.A.3 Funções nebulosasOs 
on
eitos rela
ionados a funções nebulosas podem ser resumidamente des
ritosem três tipos de enfoques:1. Funções não-fuzzy 
om argumentos fuzzy ;2. Funções 
om parâmetros fuzzy e variáveis não-fuzzy ;3. Funções 
om de�nições fuzzy.A.4 Convexidade nebulosaO 
on
eito de 
onvexidade é importante para estudos quantitativos e qualitativosem pesquisa opera
ional e ajuda na obtenção de soluções ótimas. Isso foi 
onside-rado por muitos pesquisadores também em otimização nebulosa. A 
onvexidadede 
onjuntos nebulosos foi introduzido por muitos autores 
omo Zadeh[76℄, Lowen[47℄, Liu [46℄.A.4.1 Conjuntos nebulosos 
onvexosAo longo deste apêndi
e, I será de�nido 
omo um intervalo unitário [0, 1] e E oespaço Eu
lidiano de dimensão R

n. Um mapeamento µ de E para I será 
hamadoum 
onjunto nebuloso em E, denotado usualmente por uma letra grega minús
ula.No resto dessa sub-seção, nós mostraremos alguns resultados já 
onhe
idos.De�nição A.1. Um sub-
onjunto nebuloso µ : Rn → [0, 1] é um 
onjunto nebu-loso 
onvexo se, e somente se, para todo x, y ∈ R
n e a ∈ [0, 1]

µ(ax + (1 − a)y) ≥ min(µ(x), µ(y)).Note que essa de�nição não impli
a que µ deve ser uma função 
onvexa sobre oespaço das variáveis x. Uma propriedade bási
a de 
onjuntos nebulosos 
onvexosé que se µA e µB são 
onjuntos nebulosos 
onvexos, assim é sua interseção. Então,ela permite de�nir a 
as
a 
onvexa de um 
onjunto nebuloso.De�nição A.2. Se µ é um 
onjunto nebuloso, então de�nimos sua 
as
a 
onvexa
omo o 
onjunto nebuloso
convµ = inf{ν ≥ µ, ν 
onvexo}

= menor 
onjunto nebuloso 
onvexo que 
ontém µ.



74 A.4. CONVEXIDADE NEBULOSAUm tipo parti
ular de 
onjunto nebuloso 
onvexo é um 
one 
onvexo. Emanalogia 
om isso, nós podemos de�nir um 
one nebuloso 
onvexo da seguintemaneiraDe�nição A.3. Um 
onjunto 
onvexo µ é um 
one nebuloso 
onvexo se, e so-mente se, ele é 
onvexo e ∀x ∈ R
n e a > 0, µ(ax) ≥ µ(x).A.4.2 Funções nebulosas 
onvexasNessa seção, nós de�nimos 
omo função nebulosa aquelas que tem parâmetrosin
ertos 
ara
terizados 
omo números nebulosos. Algumas 
ara
terizações podemser en
ontradas em [24℄ e [39℄, e nós de�niremos nesse trabalho a função nebulosada seguinte maneira:

f : F(Rm) × Ω → F(R)

f 7→ f(ã;x)sendo que ã ∈ F(Rm) e x ∈ Ω ⊆ R
n.De a
ordo 
om os 
on
eitos de 
onjuntos nebulosos 
onvexos que foi mos-trado na sub-seção anterior, nós apresentamos a de�nição de funções nebulosas
onvexas.De�nição A.4 (Função nebulosa 
onvexa). Uma função nebulosa f : F(Rm)×

Ω → F(R) sendo Ω ⊆ R
n 
onjunto 
onvexo não-vazio, é uma função 
onvexa se,e somente se, para todo x1,x2 ∈ Ω, ã ∈ F(Rm) e λ ∈ [0, 1]

f(ã;λx1 + (1 − λ)x2) ≤f λf(ã;x1) + (1 − λ)f(ã;x2).A de�nição sobre funções nebulosas 
onvexas anteriormente é fa
ilmente esten-dida para funções nebulosas 
�n
avas. Outras de�nições sobre funções nebulosassão apresentados abaixo:De�nição A.5 (Função nebulosa quase-
onvexa). Uma função nebulosa f :

F(Rm) × Ω → F(R), sendo Ω ⊆ R
n 
onjunto 
onvexo não-vazio, é uma funçãonebulosa quasi-
onvexa se, e somente se, para todo x1,x2 ∈ Ω, ã ∈ F(Rm) e

λ ∈ [0, 1]

f(ã;λx1 + (1 − λ)x2) ≤f max f(ã;x1), f(ã;x2). (A.9)De�nição A.6 (Função nebulosa pseudo-
onvexa). Uma função nebulosa f :

F(Rm) × Ω → F(R), sendo Ω ⊆ R
n 
onjunto 
onvexo não-vazio, é uma funçãonebulosa pseudo-
onvexa se, e somente se, para todo x1 ∈ Ω, ã ∈ F(Rm) e λ ∈

[0, 1] ∇f(ã;x1)
T (x2−x1) ≥f 0̃ para 
ada x2 ∈ Ω, impli
a que f(ã;x) ≥f f(ã;x1).Sendo que a derivada de funções nebulosas está des
rita em [1, 11, 37, 38℄



Apêndi
e B
Otimização multi-objetivo
Es
olher o objetivo para ser otimizado é um passo 
ríti
o no pro
esso de mode-lagem de um problema do mundo real e a solução ótima a ser obtida dependetotalmente dessa es
olha. Na grande maioria dos problemas do mundo real,vários objetivos podem ser de�nidos e muitas vezes eles são 
om�itantes e/ounão-mensuráveis. No intuito de solu
ionar esse tipo de problema é que surgiu aotimização multi-objetivo, que é um ramo da área de otimização matemáti
a. Aotimização multi-objetivo foi desenvolvida para resolver problemas de programa-ção matemáti
a 
om várias funções objetivo. Devido a esse ponto de 
on�ito, o
on
eito 
lássi
o de otimalidade não pode ser apli
ado, pois agora será en
ontradoum 
onjunto de soluções ótimas que otimizam esse tipo de problema.Os trabalhos 
lássi
os de Vilfredo Pareto, vide [52, 53℄, introduziu o 
on
eitode Pareto-otimalidade e ini
iou o 
ampo de otimização multi-objetivo. Depoisdesses trabalhos, a solução de um Problema de Otimizaçao Multi-objetivo (POM)é 
ara
terizada por um 
onjunto de pontos 
hamados não-dominados ou e�
ientes.Atualmente, o enfoque multi-objetivo en
ontra apli
ações em qualquer área emque o pro
esso de tomada de de
isão esteja 
entrado em problemas de otimização.Métodos espe
í�
os para resolver problemas de programação multi-objetivoforam propostos em [13, 28℄. Esses métodos são 
lassi�
ados de a
ordo 
om oinstante que o de
isor apli
a os seus 
ritérios. Três métodos são propostos: (i)Métodos a-Priori, onde o de
isor atribui esses 
ritérios antes de realizar a exe
uçãode qualquer método; (ii) Métodos a-Posteriori, onde o de
isor permite que osmétodos en
ontrem um 
onjunto de soluções e�
ientes para depois ele es
olheruma solução diante desses 
ritérios; e (iii) Métodos interativos, onde esses 
ritériossão apli
ados no de
orrer da exe
ução dos mesmos 
om a tentativa de guiar a umasolução e�
iente. 75



76 B.1. CONCEITOS BÁSICOSB.1 Con
eitos bási
osAlguns 
on
eitos envolvidos em otimização são importantes de serem apresenta-dos.
• Problema geral multi-objetivoO problema de otimização multi-objetivo foi de�nido por [51℄ 
omo sendoo problema que visa en
ontrar:um vetor de variáveis de de
isão que satisfaz as restrições e oti-miza uma função vetor 
ujos elementos representam as funçõesobjetivo. Estas funções formam uma des
rição matemáti
a dos
ritérios de performan
e que normalmente são 
on�itantes entreeles. O termo otimizar signi�
a en
ontrar uma solução tal queforneça os valores de todas as funções objetivo a
eitáveis pelodesigner.Formalmente podemos dizer que um problema multi-objetivo minimiza F (x)

= (f1 (x) , . . . , fk (x)) sujeito a m restrições de desigualdade gi (x) ≤ 0, i =

1, . . . ,m e p restrições de igualdade hi (x) = 0, i = 1, . . . , p, x ∈ Ω.Uma solução do problema multi-objetivo minimiza as 
omponentes do vetor
(x = x1, . . . , xn) de algum universo Ω.

• Dominân
ia de ParetoO espaço de bus
a Ω é par
ialmente ordenado no sentido de que duas solu-ções arbitrárias são rela
ionadas de duas possíveis maneiras: ou uma dominaa outra ou nenhuma delas domina. Este 
on
eito pode ser formalizado daseguinte forma. Sejam a e b ∈ Ω, dizemos que a domina b se e somente se:
∀i ∈ {1, 2, ..., k}, fi(a) ≥ fi(b) e ∃j ∈ {1, 2, ..., k}, fj (a) > fj(b). (B.1)Em outras palavras, �a não é pior que b em nenhum dos objetivos e é melhorem pelo menos um�. Normalmente exitem um 
onjunto de soluções Pareto-ótimas 
onhe
idas 
omo soluções não-dominadas. A �gura B.1 representa o
onjunto dessas soluções.

• Fronteira de ParetoNo sentido de Pareto está no limite da região de design ou no lo
al dospontos tangentes às funções objetivo. A região dos pontos de�nido por esselimite é 
onhe
ida 
omo fronteira de Pareto, ou seja, os valores de F(x) 
ujo
x está no 
onjunto Pareto-ótimo formam a fronteira de Pareto.
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Figura B.1: Conjunto Pareto-ótimoB.2 Métodos para resolver de problemas otimizaçãomulti-objetivoOs métodos para resolução de POMs podem ser 
lassi�
ados de a
ordo 
om omomento em que o de
isor apli
a seus 
ritérios.B.2.1 Métodos à PrioriO de
isor de�ne preferên
ias antes da solução do POM. Desta forma, o problemamulti-objetivo original é transformado em problemas mais simples que podem serresolvidos através de métodos 
onhe
idos.
• Métodos lexi
ográ�
os: o de
isor deve listar os objetivos em ordem de-
res
ente de importân
ia. A primeira função da lista é maximizada noespaço de bus
a e este resultado é 
onsiderado 
omo uma restrição na ma-ximização da segunda função; e assim por diante. Generalizando temos:Maximizar fij(x) (B.2)sujeito a: x ∈ Ωj (B.3)onde Ωj = {x : x ∈ Ωj−1, x = arg max(fij−1)}. {ij} = {i1, i2, ..., ik}, para

i = 1, 2, ..., k, é o 
onjunto dos objetivos i segundo a ordem de importân
ia j.Este método é inapropriado quando existe um grande número de objetivos,até porque o de
isor deve ter informações sobre as funções antes da resoluçãodo problema.
• Métodos baseados em limitantes: o de
isor deve sele
ionar um objetivode preferên
ia e indi
ar limitantes para os demais objetivos. Formalmente



78B.2. MÉTODOS PARA RESOLVER DE PROBLEMAS OTIMIZAÇ�O MULTI-OBJETIVOtemos: Maximizar fj(x), 
om li ≤ fi(x) ≤ Li (B.4)sujeito a: x ∈ Ω 
om i = 1, 2, ..., k i 6= j (B.5)B.2.2 Métodos à PosterioriNos métodos à posteriori bus
amos gerar o 
onjunto solução para depois es
o-lher uma solução de 
ompromisso. Em outras palavras, o método forne
e 
omoresultado um 
onjunto de soluções. Depois, o de
isor es
olhe a solução que lhe
onvem.
• Métodos das ponderações: obtem uma solução Pareto-ótima resolvendoum problema formulado a partir da soma ponderada de todas as funçõesobjetivo do POM original. O problema ponderado pode ser generalizado daseguinte maneira: Maximizar ∑

wi.fi(x) (B.6)sujeito a: x ∈ Ω (B.7)
om ∑
wi = 1, wi ≥ 0, i = 1, 2, ..., k. Os pesos wi representam a relativaimportân
ia de 
ada função objetivo no problema.

• Método das ǫ-restrições: é baseado na maximização de uma função ob-jetivo (a mais importante) e transformando as outras funções objetivo emrestrições de desigualdade. O problema ǫ-restrito pode ser des
rito 
omo:Maximizar fj(x) 
om fi(x) ≤ ǫi (B.8)sujeito a: x ∈ Ω para i = 1, 2, ..., k i 6= j (B.9)
• Método simplex multi-objetivo: este método é restrito para problemaslineares na forma: Maximizar Cx (B.10)sujeito a: Ax ≤ b x ≥ 0 (B.11)
om C ∈ Rk×n, x ∈ Rn, b ∈ Rm, A ∈ Rm×n.B.2.3 Métodos interativosNos métodos interativos, informações sobre preferên
ias são passadas para o de-
isor durante a resolução do POM.
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• STEM - STEP Method: pro
edimento interativo dire
ionado à resoluçãode POM lineares: Maximizar [C1x, C2x, ..., Ckx] (B.12)sujeito a: Ax ≤ b x ≥ 0 (B.13)
om Ci ∈ R1xn, x ∈ Rn, i = 1, 2, ..., k. O de
isor deve 
lassi�
ar 
ada soluçãoen
ontrada 
om satisfatória ou insatisfatória quando 
omparadas 
om umasolução utópi
a.
• Método de Geo�rion, Dyer e Feinberg: baseia-se no algoritmo deFrank-Wolfe e é destinado para POM na forma:Maximizar U [f1(x), f2(x), ..., fk(x)] (B.14)sujeito a: x ∈ Ω (B.15)onde U é uma função 
�n
ava 
res
ente que re�ete as preferên
ias gerais deum de
isor em relação aos k objetivos. Como U não é totalmente 
onhe
idaalgumas informações devem ser forne
idas pelo de
isor durante o pro
esso.Atualmente, existem 
er
a de 30 té
ni
as de programação para resolução dePOM. Entretanto, estas té
ni
as tendem a gerar somente um elemento do Con-junto Pareto-ótimo a 
ada rodada. Além disso, elas são sensíveis ao formato daFronteira de Pareto.



Apêndi
e C
Otimização nebulosa
De maneira geral, a otimização nebulosa pode ser entendida 
omo uma extensãodo problema 
lássi
o de otimização:

max f(x)s.a gi(x) ≥ bi, i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n

(C.1)
om a propriedade de melhor 
ara
terizar os pro
essos reais, dado que os métodosdessa 
lasse in
orporam as quantidades impre
isas envolvidas no problema a sermodelado e resolvido.Diversos enfoques são 
onhe
idos e estudados na literatura, de a
ordo 
omo ponto em que se en
ontram as impre
isões: restrições nebulosas, funções ne-bulosas, 
oe�
ientes nebulosos nos objetivos e restrições, et
. Neste trabalho, oenfoque maior é dado à otimização 
om 
oe�
ientes nebulosos na função objetivo.C.1 Otimização 
om restrições nebulosasO problema geral de otimização 
om restrições nebulosas pode ser formulado daseguinte forma:
max f(x)s.a gi(x) ≥f bi, i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n

(C.2)modi�
ando o 
on
eito usual de fa
tibilidade e a forma de entender 
ada restrição.Em um problema nebuloso 
omo (C.2), as restrições são resultado da modelagemde expressões 
omo �bi essen
ialmente menor ou igual a gi(x)�, �desejável que gi(x)seja maior ou igual a bi�, et
; de forma a permitir uma violação di, i = 1, ...,mem 
ada restrição, a
arretando a existên
ia de pontos 
om diferentes níveis de81



82 C.2. OTIMIZAÇ�O COM OBJETIVO E RESTRIÇÕES NEBULOSASfa
tibilidade, 
al
ulados a partir de funções de pertinên
ia do tipo:
µgi

(x) =





1 se gi(x) ≥ bi

gi(x) − bi + di

di
se bi − di ≤ gi(x) < bi

0 se gi(x) < bi − di

(C.3)Em [82℄ é apresentado um pro
edimento para a resolução de (C.2) baseado noPrin
ípio de De
isão Fuzzy [8℄.C.2 Otimização 
om objetivo e restrições nebulosasTrata-se de uma generalização do problema (C.2) na forma:
m̃in f(x)s.a gi(x) ≥f bi, i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n

(C.4)no qual pode-se novamente utilizar a té
ni
a des
rita em [82℄, entretanto, trans-formando a função objetivo de (C.4) em mais um restrição nebulosa:
f(x) ≤f b0 (C.5)Assim 
omo no 
aso das restrições, de�ne-se uma função de pertinên
ia paravalorar o nível de satisfação do objetivo em relação à aspiração estabele
ida:

µfi
(x) =





1 se f(x) ≤ b0

d0 − f(x) + b0

d0
se b0 < f(x) ≤ b0 + d0

0 se f(x) > b0 + d0

(C.6)em que d0 > 0 representa um desvio permitido no nível de aspiração.C.3 Otimização 
om 
ustos nebulosos na função obje-tivoDiferente dos dois 
asos anteriores, 
onsidera-se aqui um problema 
om restri-ções não-fuzzy e função objetivo linear 
om 
oe�
ientes nebulosos, o que poderepresentar problemas reais de de
isão baseados em 
ustos impre
isos: 
ompras,lo
alização, et
. A formulação matemáti
a geral para esse tipo de problema édes
rita abaixo:
m̃in f(c̃;x)s.a gi(x) ≥f bi, i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n

(C.7)



APÊNDICE C. OTIMIZAÇ�O NEBULOSA 83Admite-se que os 
oe�
ientes c̃j = (cj , cj, cj)LR, j = 1, ..., n, sejam númerosnebulosos 
om função de pertinên
ia:
µc̃j(θj)(x) =





0 se cj ≤ θj ou θj ≤ cj

Lcj(θj) se cj ≤ θj ≤ cj

Rcj(θj) se cj ≤ θj ≤ cj

(C.8)
Lcj

e Rcj
são funções 
ontínuas não-de
res
ente e não-
res
ente, respe
tivamente;tais que Lcj

(cj) = Rcj
(cj) = 1.C.4 Otimização 
om 
oe�
ientes nebulosos nas restri-çõesNo problema 
onsiderado aqui, a função objetivo é 
lássi
a e as restrições sãolineares 
om valores impre
isos para os 
omponentes da matriz de restrições e dovetor independente, modelados 
om números nebulosos. A formulação matemá-ti
a segue abaixo:

max f(x)s.a gi(ãi;xj) ≤ b̃i i = 1, ...,m

xj ≥ 0, j = 1, ..., n

(C.9)de forma que ao 
ontrário do problema (C.2), em (C.9) não é permitido qualquerviolação no atendimento das restrições.Apesar dos resultados anteriores terem sido mostrados de uma maneira geral,os métodos são mais e�
ientes em problemas nebulosos lineares, visto que a maio-ria baseia-se na redução a problemas 
lássi
os e é possível que para determinadosproblemas não-lineares não se 
onheçam algoritmos exatos para sua resolução.O mesmo a
onte
e para problemas 
om restrições de integralidade das variáveis,dado que depois da redução a problemas não-nebulosos, o tempo 
omputa
ionalde resolução por métodos exatos. Em problemas 
om grande número de variáveis,pode tornar inviável a apli
ação das té
ni
as des
ritas. Outras té
ni
as de resolu-ção de problemas de otimização nebulosa podem ser en
ontradas em [22, 35, 71℄.C.5 Otimização multi-objetivo 
om restrições nebulo-sasO problema geral de otimização multi-objetivo 
om restrições nebulosas e inter-valos nebulosos de de�nição de variáveis pode ser denotado matemati
amente naforma:
min F (x) = (f1(x), f2(x), ..., fk(x)), k ≥ 2s.a gi(x) ≥f bi, i = 1, ...,m

lxj
≤ xj ≤ uxj

, j = 1, ..., n

(C.10)



84 C.6. OTIMIZAÇ�O MULTI-OBJETIVO COM COEFICIENTES NEBULOSOSsendo fl(x) 
om l = 1, ..., k e gi(x) 
om i = 1, ...,m funções lineares ou não-linearese xi 
om j = 1, ..., n, variáveis reais ou inteiras.A introdução de restrições dessa natureza 
ausa duas grandes mudanças notipo de resultado esperado para o problema:(1) Con
eito de fa
tibilidade: 
om a in
orporação das impre
isões nas restri-ções, o 
on
eito de solução fa
tível torna-se nebulosa, já que as restrições admitemuma violação em seu entendimento. Como 
onsequên
ia, os métodos de resoluçãodevem 
onsiderar soluções 
om níveis intermediários de fa
tibilidade, graduadospor funções de pertinên
ia.(2) Conjunto Pareto fuzzy : No problema multi-objetivo 
lássi
o, a solução éformada por um 
onjunto de pontos de equilíbrio, fa
tíveis e não-dominados dea
ordo 
om a de�nição abaixo:De�nição C.1. Uma solução x∗ ∈ X é dita ser e�
iente ou Pareto-ótima senão é dominada por nenhuma outra solução fa
tível, ou seja∗:
∄ x ∈ X tal que F (x) ≤ F (x∗) e F (x) 6= F (x∗) (C.11)Como em problemas de otimização nebulosa são tratadas soluções 
om dife-rentes níveis de fa
tibilidade, é 
omum a o
orrên
ia de situações 
omo: a solução

x1 domina x2 mas é menos fa
tível; o ponto x1 não é dominado por nenhumaoutra solução mas tem baixa fa
tibilidade; o ponto x2 é dominado apenas porsoluções 
om menores níveis de fa
tibilidade, et
. Assim, para esse tipo de pro-blema, a solução é formada por um 
onjunto de pontos de equilíbrio 
om diferentesníveis de pertinên
ia, 
al
ulados através de uma 
ombinação dos níveis de fa
tibi-lidade e não-dominân
ia, 
on�gurando o que neste trabalho denomina-se 
onjuntoPareto-Fuzzy.C.6 Otimização multi-objetivo 
om 
oe�
ientes nebu-lososA formulação matemáti
a geral para o problema de otimização multi-objetivo
om 
oe�
ientes nebulosos nas restrições e funções objetivo, é dada por:
min F (c̃;x) = (f1(c̃1;x), f2(c̃2;x), ..., fk(c̃k;x)), k ≥ 2s.a X = {x ∈ R

n | gi(ãi;x) ≥ b̃i, lj ≤ xj ≤ uj, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n}(C.12)sendo fl(c̃l;x) 
om l = 1, ..., k e gi(ãi;x) 
om i = 1, ...,m, as funções linearesou não-lineares e xj 
om j = 1, ..., n variáveis reais ou inteiras. Considera-seque fl(c̃l;x) e gi(ãi;x) são funções 
om parâmetros nebulosos e variáveis não-nebulosas.
∗Considerando um problema de minimização. Condições para maximização são análogas



APÊNDICE C. OTIMIZAÇ�O NEBULOSA 85O modelo (C.12) bus
a representar problemas multi-objetivo 
om 
oe�
ientesimpre
isos. A 
onseqüên
ia imediata da admissão de funções objetivo nebulosas éa mudança dos 
on
eitos rela
ionados à avaliação e es
olha das soluções. Os valo-res dos objetivos passam a ser impre
isos, 
ara
terizados por números nebulosos,de forma que a relação de Pareto dominân
ia, base para a identi�
ação das solu-ções e�
ientes, deve ser utilizada de a
ordo 
om os pro
edimentos de 
omparaçãoentre números dessa natureza:
x∗ ∈ Paretof (X) ⇔ ∄x ∈ X tal que F (c̃;x) ≤f F (c̃;x∗) e F (c̃;x) 6=f F (c̃;x∗)(C.13)sendo os símbolos ≤f e 6=f as relações de ordem entre dois números nebulosos.É importante analisar as diferenças entre restrição nebulosa e restrição 
om
oe�
ientes nebulosos. A primeira modela situações em que são permitidas viola-ções em seu atendimento, de�nindo diferentes níveis de fa
tibilidade. No segundo
aso, dois enfoques podem ser adotados: (i) asso
iação do espalhamento dos 
oe�-
ientes nebulosos 
omo desvio na restrição, o que dependendo da té
ni
a utilizada,é bastante semelhante a uma restrição nebulosa; (ii) a restrição é tratada 
omouma 
omparação entre dois números nebulosos (gi(ãi;x) e b̃i, i = 1, ...,m) e deveser atendida totalmente.Problemas de otimização multi-objetivo 
om 
oe�
ientes nebulosos, são am-plamente estudados na literatura. Em geral, os métodos designados para essesproblemas são bastantes espe
í�
os, de forma que as estruturas desses algoritmosdi�
ilmente podem ser generalizadas para outros problemas. Outra 
ara
terísti
a
omum a esses métodos é a resolução baseada em es
alarizações e reduções aproblemas 
lássi
os.Em [56℄, são apresentadas algumas de�nições para obter soluções e�
ientesem problemas de otimização multi-objetivo 
om in
ertezas nas diferentes formas.As três prin
ipais de�nições des
ritas por [56℄ estão a seguir:De�nição C.2 (solução M-pareto-ótima (lo
al)). x∗ ∈ X é dito ser uma soluçãoM-pareto-ótima (lo
al) para o PNLMO generalizado se, e somente se, não existeoutro x ∈ X (∩N(x∗, δ)) tal que µi(fi(x)) ≥ µi(fi(x

∗)) para todo i e µi(fj(x)) 6=
µi(fj(x

∗)) para ao menos um j, sendo que N(x∗, δ) denota a δ vizinhança de x∗.De�nição C.3 (solução α-pareto-ótima (lo
al)). x∗ ∈ X(b) é dito ser umasolução α-pareto-ótima (lo
al) para o α-PNLMO se, e somente se, não existeoutro x ∈ X(b) (∩N(x∗, δ)) e (a,b) ∈ (ã, b̃)α (∩N(a∗,b∗, δ)) tal que fi(x,ai) ≤
fi(x

∗,a∗
i ), i = 1, . . . , k, 
om uma inequação estrita para ao menos um i, sendoque os valores 
orrespondentes dos parâmetros a∗ e b∗ são 
hamados parâmetros

α-
ortes ótimos (lo
ais).De�nição C.4 (solução M-α-pareto-ótima (lo
al)). x∗ ∈ X(b) é dito ser umasolução α-pareto-ótima (lo
al) para o α-PNLMO generalizado se, e somente se,



86 C.6. OTIMIZAÇ�O MULTI-OBJETIVO COM COEFICIENTES NEBULOSOSnão existe um outro x ∈ X(b) (∩N(x∗, δ)) (∩N(a∗,b∗, δ)) e (a,b) ∈ (ã, b̃)α
(∩N(a∗,b∗, δ)) tal que µi(fi(x,ai)) ≥ µi(fi(x

∗,a∗
i )), para todo i e µj(fj(x, aj)) 6=

µj(fj(x
∗,a∗

j)) para ao menos um j, sendo que os valores 
orrespondentes dosparâmetros a∗ e b∗ são 
hamados parâmetros α-
ortes ótimos (lo
ais).Em [58℄ é apresentado um algoritmo genéti
o para um problema de Job Shopmulti-objetivo, 
om tempo de pro
essamento e data de entrega impre
isos. Assoluções são representadas por matrizes tarefas versus máquinas dos tempos nebu-losos de �nalização e dos operadores genéti
os mantêm a diversidade da populaçãoatravés da geração de indivíduos 
om baixa similaridade.Em [45℄ é apresentado um algoritmo genéti
o para o problema multi-objetivode distribuição dos produtos 
om veí
ulos heterogêneos e 
ustos de transporte ne-buloso. No algoritmo, as soluções são representadas por matrizes tridimensionaise as 
omparações entre os objetivos nebulosos, base dos pro
essos de avaliação eseleção das soluções, são realizadas 
om a apli
ação de funções de índi
es. Comoo modelo apresenta um número elevado de restrições de igualdade, a população éini
ializada e evoluída utilizando pro
edimentos de fa
tibilização.Em [60℄, problemas multi-objetivo não-
onvexos 
om 
oe�
ientes nebulososnos objetivos e restrições são resolvidos através de um algoritmo genéti
o baseadono 
on
eito de soluções α-Pareto-ótimas: 
onjunto de pontos não-dominadospara um α-
orte dos 
oe�
ientes nebulosos. O algoritmo faz uso de uma populaçãode referên
ia (
onstituída por soluções totalmente fa
tíveis) e uma população
onven
ional (
om atendimento par
ial do 
onjunto de restrições). A primeirasolução de referên
ia é gerada 
om a resolução de um problema de minimizaçãodos desvios das restrições. Ao longo das gerações, novas soluções fa
tíveis sãogeradas através do Método de bisse
ção, apli
ado na direção formada por umasolução de referên
ia e um indivíduo da população 
onven
ional. Este últimopro
edimento é exe
utado após a apli
ação dos operadores genéti
os.Em [59℄ e [57℄ são apresentados algoritmos genéti
os para problemas multi-objetivo 
om diferentes níveis de prioridades entre os objetivos. Os problemassão resolvidos de forma interativa, permitindo ao de
isor informar os níveis desatisfação dos objetivos prioritários durante a exe
ução do algoritmo.



Apêndi
e D
Algoritmo genéti
o NSGA
Dentre as várias áreas emergentes nas quais os algoritmos evolutivos (AEs) [5℄se tornaram bastante populares, a otimização multiobjetivo teve um dos maiores
res
imentos nos últimos anos [15℄. Um problema de otimização multiobjetivodifere de um problema de otimização 
om objetivo úni
o por possuir vários ob-jetivos, muitas vezes 
on�itantes, que ne
essitam ser otimizados. Ao 
ontráriode um problema mono-objetivo, os problemas multiobjetivos não possuem umasolução ótima úni
a. Uma solução adequada deve obter uma perfoma
e adequadapara todos os objetivos [49℄.O poten
ial dos algoritmos evolutivos para resolver problemas de otimizaçãomutiobjetivos foi sugerido nos anos 60 por [55℄. Porém a primeira implementaçãode um algoritmo evolutivo multiobjetivo só foi produzido no meio dos anos 80 [61℄,[62℄. A partir daí, uma quantidade 
onsiderável de pesquisas vêm sendo feitas naárea. A 
res
ente importân
ia desse 
ampo é re�etida pelo aumento signi�
ativodos artigos té
ni
os em 
onferên
ias interna
ionais. Podemos observar pela FiguraD.1 
omo o número de artigos vem 
res
endo nos últimos anos.A maior motivação para usar algoritmos evolutivos (prin
ipalmente os algo-ritmos genéti
os) para resolver problemas de otimização multiobjetivos é devidoao fatos dos AEs lidarem simultaneamente 
om um 
onjunto de possíveis soluções(população) que nos permite en
ontrar vários membros do 
onjunto Pareto-ótimoem apenas uma exe
ução do algoritmo ao invés de ter que realizar uma série deexe
uções separadas, 
omo no 
aso das té
ni
as de programação matemáti
a tra-di
ionais [49℄. Além disso, os AEs são menos sus
eptíveis à forma ou 
ontinuidadeda fronteira de Pareto, já que esses são problemas 
onhe
idos para as té
ni
as deprogramação matemáti
a [14, 16, 19, 86℄.O NSGA (Nondominated Sorting Geneti
 Algorithm, seção D.1), foi propostopor Srinivas & Deb em 1994, des
rito 
om mais detalhes em [19℄. Baseado em87



88 D.1. NSGA - NONDOMINATED SORTING GENETIC ALGORITHM

Figura D.1: Número de publi
ações nos últimos anosfronteiras de 
lassi�
ação dos indivíduos; aos indivíduos não dominados são atri-buídos valores de dummy �tness, e eles são removidos da população; o pro
essose repete até toda a população estar 
lassi�
ada. Utiliza sharing. O NSGA 2,de Deb et. al., que também está des
rito em [19℄, é 
omputa
ionalmente maise�
iente do que o NSGA, além de utilizar elitismo e 
omparação por 
rowding.D.1 NSGA - Nondominated Sorting Geneti
 AlgorithmO NSGA é um Algoritmo Evolutivo de Otimização Multi-objetivo(AEOM) queusa os 
on
eitos de Goldberg. Para introduzir este algoritmo, os autores primeiroapresentam algumas de�nições bási
as para en
ontrar o 
onjunto Pareto-ótimo.Depois, três métodos 
lássi
os são des
ritos:
• Método da ponderação dos objetivos, o qual um vetor de pesos 
ontrola asolução ótima obtida;
• Método da distân
ia das funções, o qual de�ni-se um valor �
o para 
adafunção objetivo obtendo uma solução ótima diferente para 
ada 
onjunto devalores �xos;
• Formulação min-max, a qual tenta minimizar o máximo desvio relativo de
ada função objetivo.



APÊNDICE D. ALGORITMO GENÉTICO NSGA 89Alguns pontos fra
os destes métodos 
lássi
os, 
omo espaço des
ontínuo ou rui-doso das variáveis, sem 
ontar o 
onhe
imento prévio do de
isor diante dos pro-blemas a serem otimizados.Além do algoritmo NSGA, os autores revisaram outros três AEOMs. Porém,somente um destes três algoritmos foi es
olhido para 
omparar os resultados 
omo NSGA. O algoritmo es
olhido foi o VEGA, o qual foi modi�
ado do programaGENESIS para 
riar uma repetição em torno do pro
edimento se seleção tradi
io-nal no momento que o método de seleção é repetido para 
ada objetivo individualpara exe
utar uma porção de ferramentas, porém existe ao menos um ponto fra
onesse algoritmo. O ponto fra
o des
rito aqui está em 
onvergir prematuramentepara uma região promissora do espaço de bus
a. Contudo, o autor do VEGA ten-tou minimizar a 
onvergên
ia prematura desenvolvendo duas heurísti
as, porémsem muito su
esso.O NSGA diferen
ia dos algoritmo genéti
os padrões somente pela forma deoperador de seleção, pois os operadores de re
ombinação e mutação são os usuais.O pro
esso de seleção determina indivíduos não-dominados presentes na popula-ção, os quais são primeiro identi�
ados da população 
orrente. Esses indivíduosde�nem o primeiro 
onjunto não-dominado na população e designa um maior valorde adaptação enganosa (dummy �tness), que permite o mesmo poten
ial reprodu-tivo para todos os indivíduos não-dominados. Esses indivíduos 
lassi�
ados são
ompartilhados 
om seus valores de �tness enganoso para manter a diversidadena população.O método de 
ompartilhamento é realizado para formar o operador de seleçãousando valor de �tness degradado, que determina os indivíduos do segundo 
on-junto de não-dominân
ia depois do 
ompartilhamento. Esse pro
esso segue até apopulação de entrada ser 
lassi�
ado em vários 
onjuntos.A população é re
ombinada de a
ordo 
om o �tness enganoso, porém os indi-víduos do primeiro 
onjunto tem maior probabilidade que o resto da população.Esse pro
edimento resulta numa 
onvergên
ia rápida da população para uma re-gião não-dominada e a ajuda do 
ompartilhamento para distribuí-la sobre essaregião.Outro aspe
to do NSGA é que este pode ser usado para problemas 
om qual-quer número de objetivos e problemas tanto de maximização quanto de minimi-zação podem também ser manipulados por esse método. O 
ompartilhamento em
ada 
onjunto é realizada para 
al
ular um valor entre os indivíduos no mesmo
onjunto, que vai ser de�nido pelo raio de 
ompartilhamento que representa a dis-tân
ia máxima permitida entre quaisquer dois indivíduos perten
entes ao mesmotempo.Os outros dois algoritmos evolutivos multiobjetivos, que usam a idéia de or-denação de não-dominân
ia, são:1. MOGA (Algoritmo Genéti
o de Otimização Multiobjetivo), que designa o



90 D.2. NSGA-IIposto dos indivíduos não-dominados por números e usa o métodos de for-mação do ni
ho para distribuir a população sobre a região Pareto-ótima;2. NPGA, que usa torneio de Pareto dominân
ia e um 
onjunto de 
omparação
ompreendido de um número espe
i�
o de indivíduos, o qual determina otamanho do 
onjunto Pareto-ótimo.Os algoritmos VEGA e NSGA são 
omparados neste trabalho 
om três proble-mas testes e usado uma métri
a de performa
e, a qual usa a medida de distribuiçãoda forma de desvio 
hi-quadrado-possível.D.2 NSGA-IIO NSGA-II é a nova versão do AEOM NSGA (seção D.1). Este novo AEOMtenta superar as seguintes 
ríti
as do NSGA:
• Alta 
omplexidade 
omputa
ional na ordenação dos 
onjuntos não-dominados,porque ne
essitava de um esforço da ordem de O(MN3)(sendo M o númerode funções objetivos e N o tamanho da população);
• Ausên
ia de elitismo, pois o eltismo pode a
elerar a performa
e do algoritmogenéti
o signi�
amente;
• Ne
essidade de espe
i�
ar o parâmetro σshare de 
ompartilhamento, o qualpode variar de a
ordo 
om o problema a ser otimizado.Outro enfoque do NSGA-II está no estudo de problemas de otimização mul-tiobjetivos restritos sugerindo uma estratégia de manipulação simples das restri-ções, pois é muito importante do ponto de vista para resolver problemas práti
os.A 
omparação de 
ada uma das soluções da população requer O(MN) e quandoesse pro
esso é 
ontinuado para en
ontrar todos os membros do primeiro nível denão-dominân
ia tem 
omplexidade de O(MN2). Logo, o pior 
aso o
orre quandose tem N 
onjunto e existe somente uma solução em 
ada 
onjunto, que requerum total de O(MN3) 
ál
ulos. A solução está em:1. Inserir um 
ontador de dominação, np, que representa o número de soluçõesque dominam a solução p;2. Cal
ular Sp, um 
onjunto de soluções que a solução p domina.Essas mudanças requerem O(MN2) 
ál
ulos. Os autores informam a 
omplexi-dade de outros dois algoritmos evolutivos multiobjetivos, SPEA e PAES, os quaisambos podem ser implementados 
om uma 
omplexidade da ordem de O(MN2).A preservação da densidade no NSGA original estava ligada ao uso da abor-dagem da função de 
ompartilhamento, porém existem duas di�
uldades nessa



APÊNDICE D. ALGORITMO GENÉTICO NSGA 91abordagem que são: a es
olha adequada do valor do parâmetro de 
omparti-lhamento e a 
omplexidade total dessas abordagem é da ordem de O(N2). NoNSGA-II, substitui-se a abordagem da função de 
ompartilhamento por uma abor-dagem da 
omparação por 
ompressão que elimina as di�uldades a
ima, pois nãorequer nenhum parâmetro de�nido pelo usuário para manter a diversidade entreos membros da população e melhora a 
omplexidade 
omputa
ional. Os autoresapresentam pseudo-
ódigos das melhorias, des
ritas a
ima, no de
orrer do artigo,junto 
om alguns 
omentários importantes.Alguns problemas testes da literatura foram es
olhidos para 
onferir a e�
i-ên
ia do NSGA-II, o qual é 
omparados 
om o PAES e SPEA na obtenção do
onjunto Pareto-ótimo. São usadas algumas medidas de performa
e que medem a
onvergên
ia das soluções Pareto-ótimas e a medida do espalhamento al
ançadoentre as soluções obtidas. A abordagem de penalização por parametrização namanipulação das restrições em problemas de otimização mono-objetivo pode seradaptado para ser usado pelo NSGA-II para solu
ionar problemas de otimizaçãomultiobjetivo 
om restrição. Os autores 
on
luem que o NSGA-II 
onsegue 
on-vergir melhor para o 
onjunto de não-dominân
ia obtido e mantem um melhorespalhamento das soluções 
omparado 
om os outros dois algoritmos evolutivosmultiobjetivos, PAES e SPEA.
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