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Resumo

O objetivo deste trabalho é buscar, estudar e estabelecer as condig¢oes de otimali-
dade para resolver problemas de programacao multi-objetivo irrestritos e restritos
em um ambiente impreciso. Essas imprecisoes estao presentes nos problemas da
vida real e existem muitas formas de trata-las, mas nesse trabalho serd usado a
teoria de conjuntos nebulosos. Utilizando como base a otimizacao nebulosa, foram
desenvolvidas duas abordagens para resolver problemas multi-objetivo nebulosos.
A primeira abordagem transforma um problema nebuloso em um problema clas-
sico paramétrico com um nimero maior de fun¢oes objetivo, a qual é chamada de
paramétrica. A segunda abordagem, chamada de possibilistica, usa a teoria de
possibilidade como um indice de comparacao entre nimeros nebulosos com a fi-
nalidade de garantir condigdes de otimalidade em um ambiente nebuloso. Alguns
exemplos numeéricos sao resolvidos usando um algoritmo genético chamado NSGA-
II elitista, com algumas modificagoes para a comparagdo de ntmeros nebulosos,
e depois feita uma anélise dos resultados encontrados por ambos os enfoques.

Palavras-chave: Conjuntos difusos, Programacao matemética, Programagcao
multiobjetiva, Otimizacao Matematica, Computacao evolutiva.
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Abstract

The main goal of this work is to search, study and present the optimality conditi-
ons to solve the unconstraint and constraint multiobjetive programming problems
in imprecise environment. These imprecisions can be found in the real-world op-
timization problems and there are utmost ways for dealing with them, but in this
work will be used the theory of fuzzy sets. Using as a basis the fuzzy optimiza-
tion, two approaches were developed to solve fuzzy multiobjective problems. The
first approach transforms a fuzzy problem into a parametric classic multiobjective
programming problem with many more objective functions, which is called para-
metric approach. The second one, called possibilistic, uses the possibility theory
as a comparison index between two fuzzy numbers in order to ensure optimality
conditions in a fuzzy environment. Some numerical examples are solved by using
a genetic algorithm called elitist NSGA-II with some modifications to compare
fuzzy numbers, and then the results obtained with both approaches are analysed.

Keywords: Fuzzy set, Mathematical programming, Multiobjective program-
ming, Mathematical optimization, Evolutionary computation
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Capitulo 1

Introducao

No decorrer de nossa vida, adquirimos experiéncias e conhecimentos que podem
ser uteis na tomada de decisoes a cada dia, de acordo com os conceitos que nos
foram transmitidos. Esse procedimento é tao comum e ao mesmo tempo tao
importante que norteia muitos pesquisadores na tentativa de entendé-lo. Esses
pesquisadores imaginam que esse entendimento pode ser convertido em um con-
junto de regras formuladas de maneira matemaética e, portanto, observar se um
computador pode também tomar decisoes conflitantes e de dificil solucao em ques-
tao de pouco tempo. O mundo esté cheio de problemas a serem resolvidos, mas
muitas vezes os dados imprecisos que estao presentes neles os tornam intratéveis.
Cada ser humano tem uma maneira particular de tratar as imprecisoes do dia
a dia. Do ponto de vista social, isso é bastante normal e é esperado que todos
aprendam e adquiram uma certa experiéncia para estudar, trabalhar entre ou-
tras coisas. Entretanto, do ponto de vista académico é bastante dificil encontrar
uma similaridade, por mais pequena que seja, no intuito de codificar computa-
cionalmente uma tomada de decisao de uma maneira mais geral possivel e que
esse codigo aprenda com o tempo gerando assim uma experiéncia. Muito j& foi
discutido sobre esse assunto, ao ponto de fazerem parte do conjunto de topicos
que pertencem ao mundo da ficgao cientifica, do uso de robds que facam os ser-
vigos mais pesados e domésticos, dos equipamentos que funcionam com o 1n0sso
pensamento entre muitas outras que facilitariam a nossa vida.

O primeiro passo na tentativa de entender esse tipo de problema foi discu-
tido ha mais de cinquenta anos quando foi criada a linha de pesquisa chamada
Inteligéncia Artificial (IA). O proprio nome tenta vender a idéia de que a inteli-
géncia pode ser simulada de forma computacional e ela ganhou um grande sucesso
quando Garry Kasparov, um grande mestre de xadrez, perdeu o confronto para o
computador DEEP BLUE. Contudo, algumas sub-areas de IA ndo obtiveram um



avanco esperado diante de um progresso, que foi pequeno e dificil de se realizar.
Esses problemas ocorreram porque a complexidade de seu tratamento é muito
elevada e porque os seres humanos tém uma capacidade de formar uma ampla
variedade de tarefas fisicas e mentais sem qualquer medida e nenhuma computa-
¢ao. Observando por esse ponto de vista, ainda nao somos capazes de construir
méquinas que tenham um nivel de processamento inimaginavel ou simplesmente
construir programas que sejam capazes de realizar uma sinopse de um livro.

Procurando compreender o fraco desenvolvimento de algumas areas da IA,
alguns pesquisadores comegaram a discutir os motivos, e atribuem esse desen-
volvimento lento ao fato de que alguns objetos sao tratados com valores rigidos,
enquanto que eles surgem de percepgoes que sao diferentes dependendo do ponto
de vista que € analisado, como descrito na Figura 1.1. Em [80] é possivel identifi-
car alguns problemas na defini¢do de IA original. Ele também aponta uma nova
direcdo em IA que podemos discutir.

Informacao
baseada em baseada em
Medida Percepcao

Ricardo tem 29 anos Ricardo ¢é jovem
Hoje fez 30 graus Hoje est& quente
A taxa de desemprego é 9,1 A taxa de desemprego é normal
Esse ¢ um valor esperado Esse ¢ um valor usual
Ela é uma funcao continua Ela é uma funcao suave
Nao tem contra-partida Muitas suecas sao loiras
Nao tem contra-partida E provavel chover pela manha

Figura 1.1: Estrutura da informacao: exemplos de informagao baseada em medida
e baseada em percepcao.

Em paralelo com as pesquisas realizadas em TA | foram desenvolvidas muitas
outras &reas no intuito de interpretar as percepgoes que sao descritas na Figura
1.1. Assim, na década de 90 foi criada uma colecao de metodologias que podem
ser mescladas de distintas maneiras, mas de alguma forma cooperam entre si na
obtencao de uma solucao satisfatoria. Esse grupo heterogéneo de metodologias
foi primeiramente definido em |78, 79| e foi chamado de Computacao Flexivel.
Trata-se de uma colecao de metodologias que ajudam a explotar a tolerancia por
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imprecisoes e incertezas para lograr tratabilidade, robustez e baixo custo de solu-
¢a0. Suas principais componentes sao a logica nebulosa, raciocinio probabilistico,
neurocomputacao e metaheuristicas. A computacao flexivel estd sendo usada em
uma gama vasta de aplicagoes e a cada dia tem aumentado a sua importancia. O
principal modelo de regra que a computacao flexivel usa é o pensamento humano.
A Figura 1.2 descreve os elementos que fazem parte da computacao flexivel e como
ela é organizada.

Computacao flexivel

Raciocinio aproximado Aproximagéo funcional /Otimizagao
Mod.e%os. Multi-evaluada & Redes Neurais Metaheuristicas
Probabilisticos Logica nebulosa

Figura 1.2: Estrutura dos elementos da computagao flexivel.

Outra maneira de definir a computacao flexivel é considera-la como um contra
ponto ao que poderfamos denominar Computacao Rigida que estd diretamente
conectada ao conceito de IA porque necessita de formulacoes matematicamente
claras e precisas.

Um dos principais componentes da computagao flexivel é a logica nebulosa
que é responsavel pela interpretacao das informacoes do mundo real, que sao
caracterizadas por percepcoes. Contudo, existe uma semantica que requer um
esclarecimento quando discutimos logica nebulosa porque esse termo é usado em
dois sentidos diferentes. Em um sentido mais reduzido, logica nebulosa é um sis-
tema logico que ajuda na formalizagdo do raciocinio aproximado e nesse sentido
ela estd enraizada na logica multi-evaluada, mas com algumas poucas diferengas
do sistema logico multi-evaluada tradicional. Em um sentido mais amplo, logica
nebulosa é quase sindnimo de teoria de conjuntos nebulosos. A teoria de conjuntos
nebulosos é basicamente a teoria de classes com limites incertos. Um ponto que
devemos salientar esta no fato de que qualquer teoria classica pode ser estendida
a um caso nebuloso. Hoje, a tendéncia é usar o termo légica nebulosa em seu
sentido mais amplo. Em parte isso reflete o fato de que teoria de conjuntos nebu-
losos parece menos suave que logica nebulosa. As técnicas de logica nebulosa tém
sido utilizadas em diferentes campos de conhecimento e em diversas aplicacoes:
aproximacao de fungdes, previsao de séries temporais, filtragem de sinais, identi-
ficacado e controle de processos, Pesquisa Operacional, dentre outros. Um ntmero
significativo de implementagoes praticas vem consolidando os sistemas nebulosos
nao s6 em instalacoes industriais, como em muitos produtos manufaturados.

O surgimento da Pesquisa Operacional (PO) forneceu uma base quantitativa
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e racional para as decisao tomadas. A PO é um ramo da ciéncia que tem por
finalidade desenvolver técnicas para otimizar o desempenho de sistemas. Suas
aplicacoes encontram-se nas areas industriais, de negocios, militares, governa-
mentais, entre outras. O estudo da PO pode ser dividido em algumas sub-areas,
sendo a Programacao Matematica (PM) uma delas. Ela tem como meta soluci-
onar problemas que envolvem minimiza¢ao (ou maximizagao) de uma ou vérias
funcoes objetivo, nos quais podem ser do tipo irrestrito ou restrito. Um problema
de programagao matemética com varios objetivos pertence a um conjunto que é
resolvido por otimizacao multi-objetivo e esses objetivos sao muitas vezes confli-
tantes e frequentes na vida real. Ao contrario de um problema mono-objetivo,
os problemas multi-objetivos ndao possuem uma solugao 6tima tnica. Uma solu-
cao adequada deve obter um desempenho adequado para todos os objetivos. Em
geral, os métodos designados para esses problemas sao bastante especificos, de
forma que as estruturas desses algoritmos dificilmente podem ser generalizadas
para resolver outros problemas.

1.1 Motivacao

Uma das caracteristicas mais significativas dos seres humanos é a tomada de
decisao para qualquer tipo de problema no dia a dia. Esses problemas sao, na
sua maioria, multidimensionais e com miultiplos objetivos, que sao frequentemente
conflitantes e nao-mensuraveis entre si.

O uso de métodos de otimizacao para ajudar na tomada de decisdao é bastante
interessante, pois a otimizacao é uma area de pesquisa que usa procedimentos que
encontram e comparam solucoes factiveis até nao outra solucdo que seja melhor
que as ja encontradas. Os modelos de otimizacao usam frequentemente progra-
magao matematica classica, que tenta simular um modelo exato dos problemas
de otimizacao de interesse.

Além disso, os dados que obtemos de alguns problemas préticos sao valores
aproximados, vagos ou imprecisos. Existem diferentes maneiras de tratar esses
dados, mas eles sao tratados pela teoria de conjunto nebulosos nesse trabalho.
A teoria de nimeros nebulosos mostrou um grande potencial na modelagem de
sistemas que sao nao-lineares, complexos, mal-definidos e nao-conhecidos.

Outro ponto importante estd em que tipo de comparacao entre nimeros ne-
bulosos serd usado, pois existem véarios indices de comparacao para diferentes
critérios e nao é facil escolher um indice que atenda a todas as suas metas.

1.2 Objetivo

O objetivo principal desse trabalho é desenvolver abordagens que resolvam proble-
mas de programacgao multi-objetivo irrestritos e restritos em ambiente com dados
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imprecisos, no qual essa imprecisao caracteriza as percepcoes do ser humano. Na
tentativa de tornar essas percepc¢oes em dados computaveis, elas sao formuladas
matematicamente usando teoria de conjuntos nebulosos.

Nesse caminho, foram desenvolvidas duas abordagens que resolvem problemas
multi-objetivo nebulosos usando duas maneiras de comparar ntmeros nebulosos.
A primeira transforma o problema nebuloso em um problema classico paramétrico
e depois usa-se os critérios classicos de Pareto-otimalidade para obter o conjunto
de solucoes eficientes satisfatorias que compoe a solugdo nebulosa. A segunda
abordagem usa a teria de possibilidade como um indice de comparacao para definir
um conjunto nebulosamente ordenado para obter o conjunto de solugoes eficientes
nebulosas.

Um objetivo auxiliar estd em informar durante o texto que ndo é uma meta
a competicao entre as duas abordagens para se definir qual seja a melhor, pois a
intencao estd em fornecer ao decisor duas ferramentas que o ajude a selecionar a
solucao eficiente que melhor se adapte ao seu problema.

1.3 Organizacao

A tese estd estruturada em seis capitulos e quatro apéndices, sendo que esses dez
itens estao organizados da seguinte maneira:

e No Capitulo 1 é descrita uma discussao geral sobre o assunto dessa tese
juntamente com a motivagdo que norteou o autor a tracar os objetivos a
serem alcancados. Nesse capitulo também estd discriminado como ela esta
organizada.

e No Capitulo 2 é mostrada uma revisao bibliografica de alguns trabalhos
que ja foram publicados na area de otimizacao multi-objetivo em ambiente
nebuloso. Esses trabalhos estao divididos por tipo de incerteza e os tipos que
estao descritos neste capitulo tratam as incertezas na meta a ser otimizada,
nos custos das funcoes objetivo e nos coeficientes das fungoes de restricao.

e No Capitulo 3 sao introduzidas duas abordagens para resolver problemas de
programagcao multi-objetivo nebulosos irrestritos. A primeira parametriza
os numeros nebulosos que representam as incertezas transformando o pro-
blema multi-objetivo nebuloso em um problema clissico paramétrico com
mais fungoes objetivos que o problema original e esses novos objetivos bus-
cam encontrar um nivel de satisfagdo 6timo. A segunda abordagem usa a
teoria de possibilidade para definir um indice de comparacao entre nimeros
nebulosos e, portanto, construir um conjunto nebuloso ordenado de acordo
com o nivel de satisfacao escolhido pelo decisor juntamente com a extensao
de defini¢oes e teorias que garantam condicoes necessarias para obter um
conjunto de solucoes eficientes.
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e No Capitulo 4 sao apresentadas as extensoes das abordagens desenvolvidas
no Capitulo 3 para resolver problemas de programacao multi-objetivo ne-
buloso restrito, ou seja, agora existem fungoes que delimitam o espaco das
varidveis de decisao. Essas funcoes de restricao podem ou nao ter dados
imprecisos, que também é exposto neste capitulo.

e No Capitulo 5 sao apresentados os problemas usados para validar as aborda-
gens desenvolvidas neste trabalho, junto com os resultados computacionais
dos mesmos e alguns comentarios sobre os resultados obtidos.

e Finalmente, algumas consideragoes finais sobre todo o trabalho desenvolvido
e validado sao apresentados no Capitulo 6 juntamente com perspectivas para
trabalhos futuros.

Na tentativa de facilitar a compreensao de alguns pontos que possam pertencer
a sua area do conhecimento, sao descritos quatro apéndices com conceitos bésicos
de sistemas nebulosos, otimizagao multi-objetivo, otimizacao nebulosa e do algo-
ritmo genético NSGA-II, que é usado nas simulagoes das abordagens propostas.
Cada um desses apéndices esta descrita da seguinte maneira:

e No Apéndice A é apresentado como um nimero nebuloso é definido e quais
suas propriedades béasicas. Diante dessa definicao, podemos mostrar como
representar um namero nebuloso e como operar esses nimeros e/ou conjun-
tos nebulosos. Outro ponto importante é definir uma funcdo nebulosa que
pode estar descrita sobre um conjunto nebuloso convexo, que é um critério

muito importante no contexto de otimizacao.

e No Apéndice B descreve os conceitos classicos de Pareto-otimalidade no
intuito de obter um conjunto de solucoes eficientes para problemas de pro-
gramacao multi-objetivo. Sao apresentados também alguns métodos de oti-
mizacao para resolver problemas multi-objetivo classicos e as trés maneiras
de classificé-los.

e No Apéndice C é feita uma revisao bibliografica sobre os métodos e aborda-
gens que ja foram publicados sobre otimizac¢ao nebulosa. Os dados impre-
cisos podem aparecer em diferentes pontos da formulagao matemaética dos
problemas de programagao e para cada tipo existem diferentes maneiras de
soluciona-los.

e No Apéndice D apresenta um resumo sobre os algoritmos genéticos NSGA
(Non-dominated Sorting Genetic Algorithm) e NSGA-II. Nesse resumo estao
descritas as principais ideias usadas para a criacao desse algoritmo com os
seus pontos fortes e fracos. Outros algoritmos evolutivos concorrentes do
NSGA sao citados.



Capitulo 2

Revisao bibliografica

2.1 Introducao

Existem varios conceitos hoje para a palavra conhecimento e ela é definida
como sendo aquilo que se conhece de algo ou alguém. Assim, o conhecimento
¢é uma ferramenta indispensavel quando queremos escolher uma area de trabalho
porque ele nos permitird desenvolver um trabalho satisfatério. Esse conhecimento
vai sendo agregado com a coleta de dados e informacoes sobre o assunto a ser
pesquisado.

O assunto escolhido para essa tese foi o de programacao matemaética multi-
objetivo em um ambiente nebuloso, onde as imprecisoes podem estar presentes nas
fungoes objetivo e/ou nas fungdes que geram o conjunto restricao. Em especifico,
nesse trabalho os dados imprecisos estao presentes nos custos das fung¢oes objetivo
e/ou na relacao de ordem e nos coeficientes das funcoes de restricao.

Os métodos de otimizagao usam frequentemente programacao matemética
classica, que tenta desenvolver um modelo exato para o problema que estamos
interessados em otimizar. Alguns destes métodos podem ser encontrados em
[6, 13, 31, 32, 48]. Contudo, a modelagem desses problemas podem conter am-
biguidades em seus dados, o que frequentemente ocorre em problemas do mundo
real. Em recentes anos, a teoria de numeros nebulosos [76] mostrou grande po-
tencial para lidar com sistemas que sdo nao-lineares, complexos, mal-definidos
e nao bem entendidos. Ela encontrou numerosas aplicacoes devido & sua facil
implementagao, flexibilidade e tolerancia natural aos dados imprecisos. Essas
qualidades podem ser titeis para representar comportamentos de complexidade
arbitraria porque a teoria de ntmeros nebulosos estd baseada em termos de lin-
guagem natural. Em [81] é discutido o uso de teoria de conjuntos nebulosos que é
uma teoria precisa de argumentos imprecisos e aproximados. Algumas aplicagoes

7
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podem ser encontradas em [23, 40, 85], e estao inseridas nos campos de reconhe-
cimento de padroes, andlise de dados, controle, economia, pesquisa operacional,
entre outros.

As representacoes e manipulagoes aritméticas das quantidades numeéricas in-
certas podem ser feitas usando a teoria de ntmeros nebulosos. Entretanto, a
comparac¢ao entre dois ou mais ndmeros, intervalos e conjuntos nebulosos nao é
facil. Existem na literatura varios enfoques que foram desenvolvidos para conse-
guir comparé-los (veja alguns exemplos em [10, 23, 39, 40, 54]), sendo que cada
um é baseado em um ponto de vista diferente ou leva em consideragao possiveis
necessidades especificas do problema a ser resolvido. Diante desta variedade de
opgoes, os autores aqui destacam a teoria de possibilidade, que é andloga a teoria
de probabilidade e foi proposta por Zadeh [77] para agregar o conceito de uma
distribuicao de possibilidade & teoria de conjuntos nebulosos. Alguns indices de
comparagao para ordenar nimeros e intervalos nebulosos empregam a teoria de
possibilidade e eles foram propostos em [25]. Um outro ponto de vista é descrito
em alguns trabalhos que transformam um problema de programacao nebuloso em
um ou varios problemas classicos e, nesse momento, pode-se usar métodos clas-
sicos para encontrar a melhor solugdo ou um conjunto 6timo de solugdes. Um
exemplo desse procedimento é descrito em [36], que transforma um problema de
otimizacao nebulosa com um tnico objetivo em um problema multi-objetivo clas-
sico e o numero de fungdes objetivo é definido pela quantidade de coeficientes
imprecisos presentes no problema nebuloso original.

2.2 Abordagens desenvolvidas para resolver problemas
multi-objetivo em ambiente difuso

Varias noc¢oes de Pareto-otimalidade nebulosa foram descritas baseadas em di-
ferentes métodos de comparacao entre ntmeros com certa imprecisao. Estes
métodos sdo de grande importancia, pois sao usados para ordenar as solugoes
candidatas e obter o conjunto de solugoes nao-dominadas . As defini¢oes de Pa-
reto para problemas nebulosos podem ser divididas de trés maneiras: (i) o uso
de funcoes de pertinéncia para descrever as incertezas inseridas nas funcoes ob-
jetivo; (ii) coeficientes nebulosos como parametros somente nas func¢oes objetivo;
(iii) coeficientes nebulosos como pardmetros nas funcoes objetivo e no conjunto
de restrigoes.

2.2.1 Funcao de pertinéncia das funcées objetivo

O trabalho pioneiro em usar funcoes de pertinéncia para representar as funcoes
objetivos e fungoes de restricao foi desenvolvido por Bellmann e Zadeh [8] e foi
usado como referéncia para muitos outros trabalhos. Contudo, outros pesquisa-
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dores descrevem maneiras diferentes de usar as funcoes de pertinéncia para obter
um conjunto de solugdes eficientes do problema multi-objetivo a ser otimizado,
como descrito no decorrer dessa sub-secao.

Enfoque de Bellmann a Zadeh

Em [8], encontramos o primeiro desenvolvimento na direcao de resolver problemas
de programagao multi-objetivo com dados imprecisos. O objetivo principal esta
em representar as incertezas por niameros nebulosos usando func¢oes de pertinéncia
para permitir um certo tipo de flexibilizacao dos dados imprecisos, tanto quando
o objetivo é incerto como também quando a formagao do conjunto de restricao
é nebulosa. Em um segundo momento é realizado uma agregacao de todas essas
funcgoes de pertinéncia no intuito de encontrar um valor que melhor satisfaca
todas as func¢oes de pertinéncia ao mesmo tempo, que é chamado de nivel de
satisfagao. Alguns trabalhos adotam essa abordagem para resolver problemas de
programacao multi-objetivo linear, dentre os quais se destacam [74, 83, 84].

Esse nivel de satisfagdo pode ser dado por uma escolha ou por um conjunto
de escolhas realizadas pelo decisor. E possivel destacar que essa decisdo pode ser
definida por um conjunto nebuloso de alternativas, resultantes da intersec¢ao dos
objetivo e restrigoes. Dessa maneira, esse conceito é definido da seguinte forma:

Definicao 2.1. Assuma que sio dados um objetivo nebuloso G e uma restrigao
nebulosa C, que estdo em um espago de alternativas X. Entao, G e C sio com-
binados para formar a decisao D, a qual é um conjunto nebuloso resultante da
interseccao de G e C, isto €,

D=aG[C.

Pode ser observado que nesse caso foram considerados para um tnico objetivo
e uma unica restricdo nebulosa, mas essa definicao pode ser generalizada para
multiplos objetivos e restrigdes. Assim, se existem m objetivos Gi,...,Gm e p
restri¢oes C1, . . ., C) sobre um espaco de alternativas X, entao a decisao resultante
é a interseccao dos objetivos e restricoes nebulosos que foram dados, isto é,

D=Gi().--(\Gm[)C:[)--(Co

Note que na equagao acima os objetivos e restricoes nebulosos sao inseridos da
mesma maneira, de uma forma mais genérica, como foi descrito na Defini¢ao 2.1
na obtencao da decisao nebulosa . Essa é a ideia bésica, que indentifica uma regra
para tratar os objetivos e as restri¢oes na obtencao de um processo de decisao em
um ambiente nebuloso.

Enfoque de Farina e Amato

Em |26] e [27], uma sequéncia de defini¢oes de otimalidade é proposta, que pode
ser dividida em quatro partes. Essa sequéncia comeca com a definicao de Pareto-
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otimalidade classica e depois eles apresentam trés defini¢des envolvendo conjunto
de nimeros nebulosos. Cada uma delas é uma extensao da definicao cléssica.
Usando exemplos, os autores mostram que a defini¢ao de Pareto-otimalidade pode
ser insatisfatoria devido essencialmente a trés razoes:

1. Namero de valores objetivos melhorados e iguais nao é levado em conta;
2. Magnitudes das melhoras nao sao levadas em conta;
3. Nenhuma preferéncia entre os objetivos é considerada.

A sequéncia segue com uma defini¢ao de k-otimalidade , que introduz trés fungoes
para cada par vi,ve € Q. A primeira funcao, np, determina o nimero de fungoes
objetivo para as quais v domina vo; a segunda, n., retorna o nimero de fungoes
objetivo para as quais as duas solugoes candidatas sao equivalentes; a tltima
funcao, n,, é o contador de funcoes objetivo para as quais v; é dominado por vs.
Seja M o namero de fungoes objetivo. Para k € [0, 1], pode-se definir o conceito
de (1 — k)-dominancia e k-otimalidade como segue

Definicao 2.2 ((1-k)-dominancia). vy € dito ser (1 — k)-dominado por vy se

ne < M
{ M—ne (21)

N 2 T

Definigcao 2.3 (k-otimalidade). v* € k-dtimo se nao existe nenhum v € § tal
que v k-domina v*.

O terceiro elemento na sequéncia é a definicdo de k-otimalidade nebulosa,
que é uma, definicao estendida da k-otimalidade com as trés funcgoes ny, n. e

1, substituidas por funcoes de pertinéncia nf , ¥ nE Os conceitos de (1 —

w
kr)-dominancia e (kp)-otimalidade também sao extensoes e sao redefini¢oes dos
conceitos anteriores. Essa sequéncia termina com uma definicdo de otimalidade
nebulosa mais geral. Uma defini¢cao nebulosa da relacao de dominancia muda ela

F F

mesma as fungdes nf, nf’, nk. Essa definigdo ¢ dada abaixo.

Definicao 2.4 (Dominancia nebulosa). Seja pup(vi,ve) uma fungao de perti-
néncia definida como segue.

p(Vi,v2) £ fup(ng (vi,va),nl (vi, va),nl(vi, va)) (2.2)
onde f.,, pode ser uma fungao de pertinéncia ou um sistema nebuloso.

Definicao 2.5 (Otimalidade nebulosa). Uma funcao de pertinéncia po repre-
senta a relacao da otimalidade nebulosa se v* pertence ao conjunto definido pelo
corte kp em po para qualquer kp € [0,1] e somente se nao existe nenhum v €

tal gue up(v,v*) > kp (2.3)
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Enfoque de Koppen e Nickolay

Uma abordagem baseada na insercao de imprecisao, o que chamaremos de “fuz-
zificacao” da relacao de dominéancia de Pareto é proposta em [41] e [42]. Essa
nova abordagem determina valores que ajudam na ordenacao de um conjunto de
vetores usando graus de imprecisao de dominéncia, o que resulta na defini¢ao
abaixo:

Definicdo 2.6. E dito que o vetor @ domina o vetor b com grau p, de acordo

) = Limindas, by mﬁnf 2 (2.4)

e que o vetor @ € dominado pelo vetor b com o grau i, de acordo com a divisao

) _ Hz min(ai, bz)
[T; bi

Observe que as definicdes nao sdo simétricas, porque elas diferem no deno-

com a divisao

S

pa (@,

>y

e (2.5)

minador. Esses graus de dominancia sao usados para ordenar um determinado
conjunto de vetores de dimensao M, que representam o espaco das fungoes ob-
jetivo. O valor desses vetores pode ser o valor de adaptagao de um problema
de otimizacao multi-objetivo. Os M elementos sao ordenados em uma ordem
crescente dos valores calculados pela defini¢ao acima pela seguinte equagao:

ra(@) =  max  p,(d,b) (2.6)

beM\{a}
Note que essa definicdo estd relacionada com um conjunto. Um valor de
ordenagao do vetor @ de dimensao M pode somente ser designado com referéncia

aos M dados contidos em 4.

Enfoque de Sakawa usando funcdo de pertinéncia

Outro enfoque bastante conhecido para tratar modelos de otimizagdo impreci-
sos estd descrito em [56], e assume meta nebulosa para cada funcao objetivo de
um problema de programacao multi-objetivo, as quais sao descritas pelo decisor.
Assim, é possivel deixar mais flexivel os requisitos rigidos dos problemas de pro-
gramacao multi-objetivo para a minimizacao das m funcoes objetivo diante de
um conjunto de restrigoes. Logo, o problema multi-objetivo flexibilizado pode ser
escrito da seguinte forma:

min - f(x) = (f1(x),- .., fm(x))

2.7
sa xeQ={xeR"gjx) <0, j=1,...,p} (27)

sendo que o simbolo min denota uma versio relaxada da funcao min tradicional e
essa relaxacao é a responsavel em interpretar uma relacao que nao é bem conhe-
cida, isto é, as k funcoes objetivo devem ser minimizadas tanto quanto possivel,
dentro do espago factivel.
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Essas imprecisdes podem ser descritas por conjuntos nebulosos e quantificados
por fungoes de pertinéncia, p;(f;(x)), ¢ = 1,..., m, para todas as fungdes objetivo.
Em geral nos problemas de minimizacao, a meta nebulosa pode ser descrita como
“substancialmente menor que ou igual a algum valor p;", onde d; é a violagao
maxima permitida, ou seja, ¢ o menor valor que a funcao de pertinéncia pode
assumir e o seu nivel de satisfacao é zero. Essas funcoes de pertinéncia sao fungoes
monotonicamente decrescentes e podem ser formuladas da seguinte maneira:

1 fi(x) < fi
pi(fi(x)) = pi(x) fi < fi(x) < fi+d; (2.8)
0 fi(x) > fi +d;

onde f; representa o i-ésimo valor da fun¢ao objetivo, tal que o grau da fungao de
pertinéncia p;(f;(x)) seja igual a 1, enquanto f; + d; assume valor igual a 0 nessa
funcao de pertinéncia. Os demais graus dessa funcao de pertinéncia, que esta
dentro de intervalo [0, 1], sdo expressos pela fun¢ao monotonicamente crescente
d;(x), para cada i = 1,...,m.

Diante desse contexto, a defini¢cao bésica de uma soluc¢ao nao-dominada pode
ser modificada para que atenda a condi¢do mais flexivel da func¢ao min. Logo,
a definicao modificada, que é chamada solucdo 6tima M-Pareto, de uma solucao
nao-dominada pode ser descrita como segue:

Definigao 2.7. x* € Q é dito ser uma solu¢ao dtima M-Pareto para um problema
de programagao multi-objetivo com meta nebulosa se, e somente se, nao existe um

outro x € Q tal que p;(fi(x*)) > pi(fi(x)) para todo i = 1,...,m e p;(f;j(x)) #
wi(fi(x*)) para ao menos um j.

Assumindo que estamos tratando problemas nao-lineares, a definicdo acima
¢ somente valida para problemas que podemos garantir uma solugao global para
cada funcao objetivo. Entretanto, muitos problemas reais ndo permitem isso e
necessitamos garantir uma solucdo local . Assim, uma solucdo 6tima M-Pareto
local pode ser definida como:

Definicao 2.8. x* € Q) ¢ dito ser uma solu¢do dtima M-Pareto local para um
problema de programagao multi-objetivo com meta nebulosa se, e somente se, dado
um nimero real 6 > 0 nao existe um outro x € QN (x*,9) tal que p;(fi(x*)) >

wi(fi(x)) para todo i = 1,...,m e p;(f;(x)) # pi(f;(x*)) para ao menos um j,
sendo que N (x*,8) representa uma vizinhanga de tamanho § do ponto x*.

Infelizmente, muitas vezes as soluc¢oes 6timas M-Pareto (locais) consistem de
um namero elevado de pontos e, portanto, o tomador de decisao deve selecionar
uma solucao final (local) que pertence ao conjunto 6timo M-Pareto (local) como
uma solucao satisfatoria.
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2.2.2 Coeficientes nebulosos nas funcées objetivo

Nesta sub-secao o foco estd em abordagens que tratam de parametros imprecisos,
que é o mesmo que nebulosos nesse trabalho, somente nas fun¢oes objetivo, mas foi
encontrado somente um trabalho com essa caracteristica e o mesmo esté descrito

abaixo.

Enfoque de Hussein e Maaty

O artigo [34] usa uma fungao de distribui¢ao de possibilidade para derivar uma
relacdo de ordem entre nimeros imprecisos. Esse trabalho introduz o conceito
de solucao eficiente a-nebuloso , em que a solucao eficiente ordinéria é estendida
baseada no a-corte de nimeros nebulosos (O Apéndice A oferece mais explicagao
sobre a-corte). Uma condigdo necessaria e suficiente para definir uma solugao
candidata é estabelecida. Ele usa a seguinte defini¢ao:

Definicao 2.9. z* € X € dito ser wma solugio eficiente a-nebulosa para o
problema de programacao multi-objetivo nao-linear se nao existe nenhum outro
x € Q tal que

pa{a € RZ=| f(2,a5) < fi(a®,a5)} =
= SUP(qy,...,an)cA min{ﬂﬁn (a11)7 s Hagg, (a1P1)7
ey B (@n1)s - By, (Gnpy )} 2 @

sendo que o € [0,1] e

A={ac€ ]Rzyzlpj\fl(a;,al) < fi(z*,a1),. ..,
fi-1(z,a;-1) < fj—1(z", aj-1),

fi(z,a;) < fi(@*, a)),

fir1(@,a541) < fira (@™, aj41),

fa(xyan) < ful@®,an)}

Diante da finalidade de caracterizar a solugao eficiente a-nebulosa para o
problema de programagcao multi-objetivo nao-linear, é possivel considera-lo como
um problema multi-objetivo paramétrico. Logo, pode-se analisar as mudancas
globais somente nas restri¢oes e nas fungoes objetivo.

2.2.3 Coeficientes nebulosos nas funcées objetivo e restricGes

Os enfoques descritos nesta sub-secao tratam de parametros incertos nas funcoes
objetivo e no conjunto de restrigoes. Esses métodos sdo mais abrangentes que os
anteriormente expostos. Isso ocorre porque se nao houver incerteza no conjunto
de restrigoes, os mesmos ainda podem ser aplicados.
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Enfoque de Sakawa

Um dos primeiros trabalhos sobre Pareto-otimalidade nebulosa, que esta descrito
em [56], usa conjuntos a-corte para resolver problemas de programacgao multi-
objetivo com parametros imprecisos. Esses conjuntos sao definidos como segue:

min  f(z,a) £ (fi(z,a1), fa(z,a2), ..., fr(z,ax))
s.a x€X(b)2{xecRgi(z,b;) <0,j=1,...,m} (2.9)

(a,b) € (A, Ba

sendo que A € F(R¥) e B € F(R7) representam, respectivamente, um vetor de
parametros nebulosos, os quais sao encontrados nas fungoes objetivo e no conjunto
de restricdes. Esses coeficientes sio representados por (a,b) € R¥ x R7, que pode
ser arbitrariamente definido por qualquer valor pertencente a (A, B),. Esse sub-
conjunto nebuloso é criado por todos os vetores, cujos graus de cada funcao de
pertinéncia excedem o nivel a. O conceito de a-Pareto-otimalidade global e/ou
local é introduzida abaixo.

Definicao 2.10 (Solugao 6tima de a-Pareto (local) ). z* € X (b) € dito ser uma
solug¢ao a-Pareto-dtimo (local) para o a-problema de programacao multi-objetivo
nao-linear se e somente se ndio existe nenhum outro v € X(b)(NN(z*,r)) e
(a,b) € (A, B)o(NN(a*,b*,1") tal que fi(z,a;) < fi(z*,af), i = 1,2, ...k,
sendo que pelo menos uma dessas © desigualdades seja estrita, onde os wvalores
correspondentes dos pardmetros a* e b* sao chamados pardmetros étimos para um
certo nivel a (e N'(z*,7) = {x € R"|||z — z*|| < 7} denota a r vizinhanga de z*).

As solugbes a-Pareto-otimas podem ser obtidas através de uma aplicacao di-
reta dos métodos usuais para resolver problemas com um tnico objetivo. Contudo,
esse conjunto de solugoes geralmente compreende um niimero infinito de pontos e
a decisao deve selecionar uma tnica solugao global e/ou local baseada em critérios
subjetivos.

Enfoque de Ammar

Em [2| é mostrada as solucoes eficientes dos problemas de programacao multi-
objetivo quadratica nebulosa. Alguns teoremas sao usados para encontrar uma
solucao o6tima da programagao multi-objetivo quadratica escalar relativa a coefi-
cientes nebulosos usando vetor de decisao como variédveis nebulosas. Considere o
seguinte problema de programacao multi-objetivo quadrética aleatéria nebulosa:

min ¢ o ff(X)=XTDX,

T .
W T 2.1
sujeito a: M = {X ceR'AX < B, X > o} (2.10)
sendo que D" = (ci )nxn, r=1,2,...,k A= (dﬂ)mxn,B (51, b )7, X =
>

(Z1,.. ., &n), d;, aji,b; € F(R). X nao ¢ um vetor aleatorio nebuloso e X 0
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significa (x;)o > 0 para qualquer i = 1,...,n. As relacoes < e 2 denotam as
inequacoes nebulosas.

Entao, a técnica desenvolvida para resolver o Problema 2.10 o divide em vérios
modelos para cada um dos diferentes niveis de .. E claro que para qualquer valor
de a € [0,1], os modelos sdo problemas de programacao quadratica com numeros
aleatorios. Os autores mostram que as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker para o
caso quadratico o reduzem a um problema linear complementar. Pode ser provado
que se eles tém solucoes factiveis, entdo existem solugoes Otimas aleatorias, e
valores 6timos sao variaveis aleatorias em (2, A).

Enfoque de Kuwano

O trabalho realizado por [43]| usou uma funcao de distribuigao de probabilidade
para derivar uma relacdo de ordem entre nimeros nebulosos. E usado nesse artigo
o grau de possibilidade para transformar funcoes objetivo do problema original
em restricoes do novo problema, sendo que esses dois problemas sao equivalentes.
O objetivo do novo problema de otimizacao multi-objetivo é maximizar o grau de
possibilidade das novas restrices ou minimizar o conjunto de nivel de aspiracao
de cada uma das fungoes objetivo do problema original, que sdo fornecidos pelo
decisor. E interessante ressaltar que esse trabalho emprega as definices classicas
de Pareto-otimalidade, pois as novas fungoes objetivo sao fungoes que pertencem
a0 conjunto de nameros reais e a fun¢ao de distribuicao de possibilidade é somente
usada na formulagdo de um problema de otimizacao multi-objetivo nebuloso.

2.3 Resumo desse capitulo

Tentamos nesse capitulo fazer uma revisao bibliografica sobre algumas abordagens
j& publicadas que resolvem problemas de programagao multi-objetivo. Muitos
trabalhos descrevem enfoques especificos para resolver problemas multi-objetivos
lineares, mas nesse trabalho estamos focando em abordagens mais gerais, isto
é, que sirvam tanto para resolver problemas multi-objetivos lineares como nao-
lineares.

Os enfoques apresentados nesse capitulo apresentam vantagens e desvantagens,
mas a principal desvantagens esta em encontrar diferentes solucoes eficientes ne-
bulosas que obtém imagens semelhantes o que aumenta ainda mais o conjunto
eficiente e dificulta a escolha do decisor. Diante desse ponto de vista, no proximo
capitulo sdo apresentados dois enfoques que apresentam essas vantagens sanando
essa principal desvantagem.



Capitulo 3

Programacao multi-objetivo
nebulosa irrestrita

3.1 Introducao

Como ¢é bem conhecido, Programacao Matemética (PM) representa uma area de
pesquisa que visa encontrar solugoes eficientes para problemas da vida real. Esses
problemas sao formulados matematicamente de maneira clara e precisa. Eles
necessitam ter a(s) funcao(oes) objetivo(s) a ser(em) otimizada(s), e eles podem
ser do tipo irrestrito ou restrito. PM tem varias classes de problemas que podem
ser encontrados em teoria de jogos, alocacao de facilidades, problemas de logistica,
designagao de tarefas, problemas de economia em geral, controle, processamento
de sinais, entre outros. Varias aplica¢des e métodos podem ser encontrados em
[7, 30, 33, 63, 75].

Os problemas de PM tratados neste trabalho tém duas ou mais fungoes ob-
jetivo, que sdo chamadas de problemas de programagdo multi-objetivo. Assim,
primeiramente serd mostrada a formulagdo matemética de um problema de pro-
gramagao multi-objetivo irrestrito :

min  F(x)

1
sa xeR" (3.1)

sendo que F' = (f1, fo,..., fm), (m > 2) & um vetor de objetivos.

Diante da dificuldade em obter uma solucao 6tima tnica, o conceito de uma
solugao otima de Pareto foi introduzida em [52] e [53]. Alguns métodos especificos
para resolver problemas de programacao multi-objetivo sdo propostos em [13].
A grande maioria destes métodos sido descritos por modelos de otimizagdo que
usam frequentemente PM classica, a qual tenta desenvolver um modelo exato
para resolver os problemas de otimizagdo em geral.

17
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No caso do Problema, (3.1) ter todas as suas fungoes objetivo com caracteristica
linear, o problema a ser otimizado é chamado de problema de programagao multi-
objetivo linear . Caso contrario, ele é chamado de problema de programacao
multi-objetivo nao-linear. Entretanto, existem outras formas de identificarmos ou
separarmos os problemas de otimizacao, como por exemplo os de Programacao
Convexa (PC), que é um conjunto de problemas de programacao matemaética que
engloba todos os problemas lineares e alguns casos particulares de nao-lineares.

Por um lado, muitos problemas do mundo real nao podem ser adequada-
mente representados de maneira linear devido & natureza das funcdes que sao
nao-lineares. Por outro lado, os problemas de PM necessitam ser formulados de
forma clara e precisa, mas na grande maioria dos casos seus dados sao incertos, im-
precisos ou mal-definidos. Existem algumas maneiras de conseguir descrever ma-
tematicamente essas incertezas, como programacao estocastica, logica nebulosa,
caos ou até mesmo com uma aproximacao numeéricas destes dados imprecisos.

A logica nebulosa e a teoria dos conjuntos nebulosos foram desenvolvidas
por L. A. Zadeh|76], na tentativa de refletir matematicamente a imprecisao do
mundo real . Hoje em dia, a logica nebulosa, ou melhor, Soft Computing (SC) é
empregada com grande sucesso na concepc¢ao, construcao, formulacao e utilizacao
de uma ampla gama de produtos e sistemas em que o funcionamento é diretamente
baseado na forma de raciocinio do ser humano. Um problema de programagao
multi-objetivo nebuloso irrestrito pode ser formulado como

min  F(&X)

e 3.2
sa xXx€Q (3-2)

sendo que F' = (f1, f2,..., fm)(m > 2) um vetor de objetivos, ¢ € F(R™*P)
representa os parametros nebulosos nas fung¢oes objetivo e Q= F(RR™) é o conjunto
de solucao factiveis. IF(R) define o conjunto de nimeros nebulosos, IF(R™) define
o conjunto de vetores n-dimensionais com parametros nebulosos e IF(R™*?) define
o conjunto de matrizes (m x n)-dimensionais com parametros nebulosos. Dentre
os parametros incertos que foram descritos no Problema (3.2), podemos observar
que as imprecisoes podem estar presentes em varios pontos do problema.

Existem casos de problemas do mundo real em que os seus parametros sao
raramente conhecidos com exatidao e necessitam ser estimados. Assim, a apli-
cagao de métodos que consigam descrever matematicamente essas imprecisoes é
necessaria, como descrito em [3, 44, 50, 73|.

Esse capitulo mostra o uso de duas abordagens diferentes para obter um con-
junto de solugoes satisfatorias para os problemas de programagao multi-objetivo
irrestritos com pardmetros incertos nas funcoes objetivo. Esses enfoques foram
baseados nos trabalhos [4, 65, 66, 68, 70|, que foram publicados pelo autor dessa
tese. A primeira abordagem estd inserida no contexto de programagao flexivel,
que é apresentada na segao 3.2. Esse tipo de programacao descreve um enfoque
parameétrico que é construido pela transformagao de um problema de programa-
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¢ao multi-objetivo nebuloso em um problema multi-objetivo classico paramétrico
e, portanto, é possivel encontrar um conjunto de solugdes eficientes levando em
consideracao o nivel de satisfagao definido pelo decisor. Posteriormente, uma
abordagem no contexto de programacao possibilistica é descrita na Secao 3.3, e
uma nova forma para encontrar a regiao 6tima de Pareto dentro do contexto de
uma visao nebulosa é introduzida. O conjunto nebulosamente ordenado é defi-
nido para usar uma funcao de distribui¢ao de possibilidade como uma medida de
comparagao e o conjunto Pareto-6timo nebuloso segue dessa definicao.

Neste trabalho, a maneira de tratar os dados imprecisos presentes nos proble-
mas de otimizacao irrestritos da vida real que foi escolhida é a teoria de nimeros
nebulosos. Desta forma, neste capitulo todos os dados imprecisos descritos no
Problema (3.2), que sdo os parametros ou custos das fungdes objetivos, sao tra-
tados usando essa teoria de nimeros nebulosos.

3.2 Abordagem paramétrica

Dentre as varias abordagens encontradas para transformar um problema de pro-
gramacao matematica nebuloso em um problema de programagao matematica
classico, pode-se destacar a parameétrica. Ela transforma o problema nebuloso em
varios problemas classicos com a insercao de um parametro que representa o nivel
de satisfacao, o qual pertence ao intervalo [0,1]. Outro enfoque a ser considerado
¢é definir esse novo parametro como uma variavel de decisao do problema e tentar
otimizé-la e encontrar o nivel de satisfacdo 6tima.

A abordagem paramétrica estd dividida em duas etapas. Primeiramente, é ex-
posta a idéia basica do uso dos parametros que ajudam a transformar o problema
nebuloso em um problema classico. Depois de descrita essa idéia paramétrica,
sao apresentadas duas formulagdoes matematicas que transformam um problema
de programacao nebuloso irrestrito em um problema classico paramétrico irres-
trito.

3.2.1 Enfoque paramétrico para resolver problemas irrestritos

As incertezas presentes nos custos das fungoes objetivo de problemas de progra-
magcao multi-objetivo nebulosos sao representadas por custos nebulosos. Esses
custos tentam expressar as incertezas permitindo algumas violacoes, o que nao
sao permitidas no caso classico. Esses parametros nebulosos podem ser definidos
pelo decisor. Assim, um problema de programagcao multi-objetivo irrestrito com
parametros nebulosos nas fungoes objetivo pode ser formulado da seguinte forma:

min  F(&;x)

3.3
sa xeR" (3:3)
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sendo que F' = (f1, fa,..., fm)(m > 2) & um vetor de objetivos, ¢ € F(R"™*™)
representa um vetor de parametros nebulosos.

Um conjunto de fungoes de pertinéncia define o grau de pertinéncia (satisfa-
¢ao) de uma solugao x € R"™. Essas funcoes de pertinéncia podem ser formulados
como segue:

i R— (0,1, iel

tal que p é uma funcao de pertinéncia e I é o conjunto que contém todos os
parametros imprecisos.

Assim, o problema multi-objetivo nebulosos irrestrito pode ser definido de
uma forma compacta:

min {F(g;x) | x € R"}

Na literatura existem vérias maneiras de representar o nimero nebuloso por
um numero classico usando algumas técnicas como os indices de Yager, como
descrito em [9], o valor central entre outros, as quais sao chamadas de “defuzzifi-
cacao’.

Neste trabalho, o ntimero nebuloso é transformado em um intervalo que é defi-
nido pelos limitantes inferior e superior do niimero nebuloso por um determinado
nivel de a-corte.

Assim, a forma compacta pode ser re-escrita como:

min { F([c¥, cV].;x) | x € R"}

Logo, a solugao nebulosa para o problema original nebuloso é um conjunto de
solugoes 6timas para cada a € (0, 1]. Esse conjunto de solugoes pode ser definido
da seguinte maneira

S(a) = min {F(cy;x) | x € R"}

Y], ¢ um valor real obtido por uma combinacio linear pelos

sendo que ¢, € [l c
limitantes do intervalo formado pelo nivel de a-corte a € (0, 1].

A solucao para o problema anterior pode ser encontrado, a-corte por a-corte,
resolvendo o problema de programagao multi-objetivo paramétrico auxiliar irres-
trito.

Portanto, o problema de programacao multi-objetivo nebuloso irrestrito foi
parametrizado no final da primeira fase. Na segunda fase o problema parameétrico
é resolvido para cada um dos diferentes valores de o usando técnicas de progra-
magao multi-objetivo convencional. Logo, a solucao ¢tima obtida para cada a do
problema paramétrico satisfaz as condi¢oes de otimalidade suficientes de Karush-
Kuhn-Tucker (KKT) para o caso multi-objetivo e esse ponto obtido é descrito
como uma solugao eficiente do problema nebuloso original.

Os resultados obtidos para cada valor de o geram um conjunto de solucoes
S(«) e, portanto, de acordo com o Teorema da Representagdo para numeros
nebulosos, pode ser definido como
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S=J-a)s(a),

(0%
onde pode ser usado para integrar todas essas a-solugdes especificas. Assim, é
mostrado que as solucgdes, em linhas gerais, sao obtidas pelo modelo paramétrico,
que determina uma solucao nebulosa S , valida para o problema de programacao
multi-objetivo nebuloso irrestrito.

3.2.2 Formulacao da idéia paramétrica

Um enfoque multi-objetivo que resolve um problema de programagao linear nebu-
loso com incerteza nos custos da fun¢ao objetivo é apresentado em [20, 21]. Esse
enfoque pode ser estendido para resolver problemas de programacao nao-linear
com um ou varios objetivos, como mostrado neste trabalho. Em [36] é desenvol-
vida uma outra abordagem multi-objetivo que resolve problemas de programacao
nao-linear com um tnico objetivo com incertezas nos custos da fungao objetivo
e no conjunto de restricoes, mas ela também pode ser estendida para resolver
problemas multi-objetivo nebuloso irrestritos.

Neste trabalho, problemas de programagao multi-objetivo irrestrito com para-
metros imprecisos sao considerados, sendo que componentes imprecisos serao de-
finidos como niimeros nebulosos. Esse conjunto de problemas pode ser formulado
da seguinte maneira:

min  [f1(€1;x), f2(€2;X), ..., fm(Cm; x)]

4
sa x€0 (3-4)

onde x é um vetor de n nimeros reais, ¢; ¢ um vetor de nimeros nebulosos com p;
componentes, i = {1,2,...,m}. Os nameros nebulosos sao caracterizados pelas
func¢oes de pertinéncia que sao definidas pelo decisor. As func¢oes de pertinéncia
podem ser definidas como

piR—1[0,1], jel={1,2,...,m}
Em particular, essas fun¢oes de pertinéncia serao descritas da forma:

0 ifcg»]<y0ry<cf
pi(y) =19 Li(y) if c]L <y< c} jeld (3.5)
Rij(y) ifc<y< c§]

onde L(-) e R(+) sao assumidas como fung¢des continuas estritamente crescente e
. 1 2 .

decrescente, respectivamente, Lj(c;) = R;(cj) =1, j € J.

Abordagem multi-objetivo por permutacio de custos

O problema considerado em Verdegay|20|, apresenta fun¢des de pertinéncia tra-
pezoidais para descrever os valores nebulosos. Neste trabalho, vamos considerar
como definido em (3.5).
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Considerando o (1 — a)-corte de todos os custos, para « € [0, 1],
VzeR, pj(x) Zl—a@Lj_l(l—a) Sa;gRj_l(l—a), jel

Assim, de acordo com as transformacoes paramétricas mostradas acima, uma
solucao nebulosa para (3.3) pode ser obtida de uma solugao paramétrica de um
problema de programacao multi-objetivo paramétrico equivalente que pode ser
visto como:

min [fl(C%;X),fl(C%;X), RS f(c%pl;x)7 N ,fz(C%;X),fz(Cg;X), R
fQ(C%pZ;X)a <o ,fm(C}n;X), fm(cﬁﬁx)a e 7fm(c12:m§x)] (36)

s.a xeQ, ckcE1l—-a), acl0,1], k=1,2,...,2,

onde E(1 — «), para cada a € [0,1], é o conjunto de vetores em RPi, tal que
p;j informa o ntmero de ntimero nebulosos que representam os custos incertos
em cada fungdo objetivo, para j € {1,2,...,m}. Cada um de seus componentes
estd no limitante inferior, Lj_l(l — @), ou no limitante superior, Rj_l(l — ), do
respectivo (1 — a)-corte, isto é, V k =1,2,..., 2P

K= (k... .F)eBl-a) < c? = Lj_l(l—a) ou Rj_l(l—a), Vi=1,....,m
Observe que encontrando uma solu¢ao paramétrica para (3.6), pode-se obter
uma solugao nebulosa para (3.4). Esse enfoque foi desenvolvido para o caso li-
near com um unico objetivo e aqui é estendido para o caso com varios objetivos.
A obtenc¢ao dessa solugdo pode ser encontrada usando qualquer abordagem de
otimizacao para resolver problemas de programagcao multi-objetivo classico.

Abordagem multi-objetivo por combinac3do de custos

As incertezas podem estar presentes de diferentes formas em problema de pro-
gramagcao matematica. Um caso particular estd apresentado no Problema (3.3).
E mostrado nesta secao um enfoque parameétrico para resolver problemas de pro-
gramacao multi-objetivo nebulosos com custos imprecisos.

Uma abordagem multi-objetivo é desenvolvida em [36] para resolver problemas
de programacao nao-linear com somente um objetivo, custos imprecisos na fun¢ao
objetivo e incerteza na relacao de ordem nas restrigoes. Neste trabalho é mostrado
o uso desta abordagem somente com custos nebulosos descrito no Problema (3.3).
A solugao nebulosa é obtida pela transformagao de um problema de programacao
nao-linear nebuloso em um problema nao-linear multi-objetivo paramétrico no
qual os parametros «, [; € [0,1] s@o tratados como novas variaveis de decisdo.
Junto com a variavel de decisao «, sao também consideradas m x p novas variaveis
de decisao 35, i =1,...,m e j =1,...,p, para transformar os intervalos I;;(a) =
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[hi_j1 (1—a), glgl (1—a)] em funcoes da forma c;;(ov, Bi5) = hi_jl(l —a)+fij (gi;1 (1—
a) — hi_jl(l —a)).

Consequentemente, obtemos o problema de minimizar F'(x,a, 511, .., Bmp)
e maximizar e minimizar o, 3, ¢ = 1,...,me j = 1,...,p, simultaneamente.
Portanto, o problema multi-objetivo que foi definido em (3.4) pode ser reformulado
como segue:

min [fl (Cl(aaﬁl);x) 7f2 (CZ(a)ﬁZ);X) 5. 'afm (Cm(aaﬁm);x) ,Oé,l —Q,
/81171 _5117”’751]771 _/81p7”’7/8m171 _5m17'~7/8mp71 _5mp]

s.a xe, a,B;€[0,1],i=1,...,mej=1,...,p
(3.7)
sendo que o conjunto de solucoes 6timas para o problema multi-objetivo é com-
posto das solugdes com os valores méaximos para um grupo de fungoes F'(x, «, (11,
.. Bmp) para cada valor dos parametros o, B, i=1,....mej=1,...,p.

3.3 Abordagem possibilistica

A teoria de possibilidade, a qual é analoga a teoria de probabilidade , foi proposta
por L. A. Zadeh [77] para agregar o conceito de uma distribuicao de possibilidade
para a teoria dos conjuntos nebulosos. Um dos conceitos é o uso nos indices de
comparacao para a ordenacao de numeros nebulosos. O emprego da teoria de
possibilidade no intuito de criar um critério de comparagao para ordenar nimeros
ou intervalos nebulosos foi proposta em [25] e originou-se do fato que muito das
informagoes tem uma natureza possibilistica, na qual a decis@o humana depende
de algo que nao é exata. A representacido e manipulagdo aritmética das quantida-
des numéricas incertas podem ser definidas pela média dos conjuntos nebulosos.
Infelizmente, a comparacao entre dois ou mais niameros, intervalos e/ou conjuntos
nebulosos nao é trivial. Diante desse impasse, varias abordagens para comparé-los
(veja mais exemplos em foram desenvolvidas [23, 39, 40, 54]), cada uma baseada
em diferentes pontos de vista.

3.3.1 Conceitos basicos

Segundo as regras, para ordenar numeros nebulosos é preciso optar por uma me-
dida de comparacao e, portanto, a medida de possibilidade pode ser usada.

Definicao 3.1 (Medida de possibilidade). Seja A um sub-congunto de U e seja
[[x uma distribuicao de possibilidade associada a wma varidvel X que toma va-

lores em U. A medida de possibilidade, 7(A), de A ¢ definida por:

Poss{X ¢ A} 2 n(A) & 2161[[]) min(pa(uw), mx(u)) (3.8)
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sendo que pa € uma fungao de pertinéncia de A e mx € a fung¢do de distribui¢ao
de possibilidade de X. Ele pode ser interpretado como a possibilidade de que o
valor X pertenca ao conjunto A, o qual pode ser definido para ser numericamente
wgual a fungao de pertinéncia de X.

Entao, é possivel definir a maneira de comparar dois niimeros nebulosos e esse
indice pode ser formulado como segue:

Poss{a1Ray} = sup min (ug, (u), pa, (v)) (3.9)
u,velU;uRv

A definicdo anterior permite definir um conjunto nebulosamente ordenado
F(R) que é uma extensao do conjunto classicamente ordenado, isto é, conjunto
ordenado de nimeros reais. Um conjunto é dito ser completamente ordenado se
ele satisfaz as seguintes condigoes:

Definicao 3.2 (Conjunto nebulosamente ordenado ). Um sub-conjunto nebuloso
A C F(R) € nebulosamente ordenado com respeito a medida de possibilidade se
cada elemento em A satisfaz as sequintes propriedades bdsicas:

1. Poss[a; </ a;] = 1;

2. Poss[a; </ as] > oy e Poss[as </ a3] > an
= Poss[a; </ az] > min{ay, an};

3. Poss[a; </ as] > oy e Poss[as </ a;] > a»
= Poss[a; =/ a5] > min{ay, as};

W 51,52,5.3 cA eV a1, 09 € [O, 1].

De acordo com as expressoes acima, um sub-conjunto nebuloso A C F(R)
é completamente ordenado. Contudo, um sub-conjunto F(RR"™) é somente par-
cialmente ordenado. Logo, o conceito de solucao 6tima para os problemas com
um tnico objetivo nao se adapta na formulacao dos problemas com varios objeti-
vos, exceto na condicao que o problema admita a chamada solu¢do ideal, isto &,
uma unica solu¢ao que otimize simultaneamente todas as fungdes objetivo, como
definido abaixo:

Definicao 3.3 (Solucao ideal). A solucao ideal y do problema multi-objetivo é
definido como
5’7; :f fl(élvxz)7 1= 17 e, m
sendo que X' = arg mingegrn fi(€;;X).
Uma solucao ideal é admitida por um problema multi-objetivo quando o con-

junto de argumentos {x’, ¢ = 1,...,m}, possui um tnico elemento. Entretanto,

um sistema multi-objetivo é mais frequentemente empregado em problemas com
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objetivos conflitantes, quando é dificil admitir tal solu¢ao. Como a existéncia de
uma solucao ideal é muito rara, ela nao serd considerada na presente analise.

Conceitualmente, uma solucao eficiente, de acordo com |13, 28, 29|, ¢ uma so-
lugdo que nao é dominada por qualquer outra solucao factivel. Assim, o conceito
de dominancia de um problema multi-objetivo nebuloso deveria refletir as prefe-
réncias do decisor. Nesse trabalho, um novo conceito de dominancia nebulosa é
proposto, o qual pode ser ajustado pelo nivel de satisfacdo que melhor descreve
as preferéncias do decisor. Isso torna essa nova proposta mais flexivel e aplicavel
para uma grande gama de problemas reais. Para qualquer ponto x° € R, vamos
considerar os seguintes sub-conjuntos:

Q- (x%a) 2 {x€R": Poss[F(&;x) </ F(&x")]>a e
Poss[F(&x) =/ F(&x%)] < 1}

Qs> (x%a) £ {x € R": Poss[F(&;x) >/ F(&;x°)] > a}

Q. (x%a) £ {x € R" : max{Poss[F(¢&x) </ F(&x")],
Poss[F(&;x) >1 F(&;x9)]} < a}
0

Y

O sub-conjunto Q. (x% ) ¢ composto dos pontos em R™ que dominam x
enquanto 2> (x% a) engloba os pontos em R™ que sdo dominados por x’. O
conjunto dos pontos que nao dominam e nao sao dominados por x° ¢ denominado
Q. (x%a). O parametro a é um vetor e cada termo deste vetor pertence ao
intervalo [0, 1], isto é, o; € [0,1] para qualquer ¢ = 1,2,...,m. Estes conjuntos
sao definidos e eles podem denotar o conjunto de solucoes Pareto-6timas nebulosas

Definicao 3.4 (Solucao Pareto-6tima nebulosa). x* € Q € dito ser uma solugdao
Pareto-dtima nebulosa se nao existe um outro ponto x € § tal que Poss[f;(€;;x)
</ fi(€;;x*)] > u, Vi e Poss[f;(€j;x) =/ f;(€;;x*)] < 1 para ao menos um j,
sendo que oy € [0, 1], Vi,

Diante da dificuldade de encontrar uma solucao eficiente nebulosa global num
grande grupo de problemas, é frequentemente aceitavel usar uma solucao eficiente
nebulosa local . Uma solucao eficiente nebulosa local para o problema proposto é
definida abaixo:

Definicao 3.5 (Solucao Pareto-otima local nebulosa). x* € Q € dita ser uma
solugdo Pareto-dtima local nebulosa se existe um nimero real § > 0 tal que nao
exista nenhum outro x € QNN (z*,6) tal que Poss[f;(€;x) </ fi(€;x*)] > oy, Vi
e Poss[f;(¢;x) =/ fi(€j;x*)] <1 em ao menos um j, sendo que o; € [0,1], Vi.

Note que a defini¢ao acima implica que uma solucao candidata para o problema,
nebuloso proposto é (localmente) nao-dominada ou eficiente, se nao é possivel
achar (em uma certa vizinhanga) uma outra solugao que simultaneamente melhora
todas as funcgoes objetivo.
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3.3.2 Caracterizacio das solucdes eficientes nebulosas

A caracterizacao das solugoes eficientes, efi({2), por meio de problemas escalares
bem definidos é um enfoque recorrente em problemas multi-objetivo nebulosos.
O seguinte teorema estabelece as condi¢Oes necessarias de uma solugoes eficientes
para problemas escalares.

Teorema 3.1. x* € efi(2) se, e somente se, x* resolve os m problemas escalares

Py : mingeq  fr(Cr;x)
5.0 filersx) < fi(e;x*), (3.10)
1=1,2,....,m, YI+k

Demonstragao. (=) Se x* € efi(f2), entdo nado existe um outro x € € tal
que Poss[fi(¢;;x) </ fi(€;x")] > a, i = 1,2,...,m, e Poss[f;(¢j;x) =/
fj(€;;x*)] < 1, para algum j. Nesse caso x* resolve (3.10) para todo k.

(<) Suponha que x* resolve (3.10), mas x* ¢ efi(Q2), entdo existe um ou-
tro x € Q tal que Poss[f;(¢;;x) </ fi(€;x*)] > oy, Vi, e para algum j,
Poss[fj(€;;x) </ f;j(€;;x*)] < 1. Portanto, x* ndo resolve o Problema (3.10).
Essa contradicao conclui essa prova. ]

A unicidade de uma solucao para qualquer Py, k= 1,2,...,m, é caracterizado
pelo resultado abaixo:

Teorema 3.2. Se x* € Q € a solugdo unica para (3.10) para qualquer k, entdo

x* €efi(Q).

Demonstrag¢ao. Assuma que x* € € ¢é a solucdo unica para (3.10), mas nao é
eficiente. Logo, existe ao menos um x € Q tal que Poss[fi(€;;x) </ fi(€;;x*)] >
i, ¥ i, e Poss[fj(€;;x) =/ f;(€;;x*)] < 1, para algum j. Assim, x* ndo é a
solucao unica de (3.10). A contradi¢ao implica que x* € efi(£2). O

O desenvolvimento das condigoes analiticas de solugoes eficientes, baseadas na
caracterizacao de solucoes nao-dominadas para os problemas Py, £k =1,2,...,m,
¢ uma importante ferramenta na andlise teorica. Contudo, tal analise produz
somente m solu¢oes nao-dominadas, uma para cada problema escalar e é portanto,
nao adequado para gerar o conjunto completo Pareto-6timo. Para gerar todo o
conjunto eficiente, o teorema abaixo pode ser utilizado no lugar do Teorema 3.2.

Teorema 3.3. Se x* € efi(Q2), entao existe algum inteiro k € T :={1,..., m}
e escalares €5, j=1,...,m (j # k) tal que xX* resolve:

Pp(e) : min  fr(Cx;x)

st x € Qle).

(3.11)
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sendo que € € definido como:
62(617"'76k—176k+17”’76m) : Qk(G)?é(Z)
(€)= {xeQ : fi(&x) < ¢, Vi#k}

Demonstrag¢ao. Suponha que x* € efi(€2) nao resolve o Problema (3.11) para
algum %k € 7 e numeros reais €j, j € Z e j # k. Entdo, para qualquer valor fixo
de k e Possle; =/ f;(€;;x*)] = 1, Vj € I/{k}, existe algum x° € Q tal que
Poss[fr(€r;x°) =7 fr(er;x*)] < 1 e Poss[f;(€;;x%) </ fi(€;;x")] > oy, Vj #
k. Assim, x* ¢ efi(£); e essa contradi¢cdo implica que x* resolve o Problema
(3.11). O

Para ilustrar o uso de Pg(€), o seguinte problema de otimiza¢ao multi-objetivo
abaixo é considerado como exemplo:

Exemplo 3.1.

min fl(él;X) = (a: + 51)2

(3.12)
min  fy(€2;%) = (x — é2)?
sendo que ¢1 = (0,0,2)Lr e é2 = (2,1,1)LR.
Tomando f1 como o objetivo principal, € obtido
min  f1(€1;x)
(3.13)

st fa(€2;%) <f e

As figuras 3.1 e 3.2 apresentam a solu¢do e a fronteira nebulosa, respectiva-
mente:

Na Figura 3.1, o grdfico para min  f1(€1;x) = (x + &)? representa os valores
mnferior e modal que coincidem em parte. Isso acontece porque seus valores sao
1guais nesse exemplo.

O Problema (3.13) é substituido pela formulagao lagrangiana abaizo

lag(él, Co; X, )\) = fl(él;x) + )\(fg(él; X) — 62) (3.14)

Aplicando as condig¢oes de otimalidade para problemas de programagdo restri-
tos descritos em [11], € obtido

Vxlag(€1,€2;x,\) = 2(x+¢1) + 2 (x — ¢2) =0

T+ + ANx—2é) =0 (1)

Vialag(€r,€2;x,0) = (2 —&)* —e =0
$2—21’52+E%—62 =0

280 £1/(262)2 — 4(% — €2)

B 2

209 & \/des + 4(33 — 3)

x

2
x> é+ e +0
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40

(f1(€15%),f2(€25 %))

pertinéncia 0.0 de fi(a;;x

)
C15x)

X

pertinéncia 0.0 de fa(as

(
pertinéncia 1.0 de fi(
(8:x)
(82:x)

pertinéncia 1.0 de fy

2; X

Figura 3.1: Funcoes objetivo

25+
pertinéncia 0.0
— pertinéncia 1.0
201"
15
»
@
8
N
1ot
5 [
0 k.‘ L 1 S ie . i
0 10 15 20 25

J1(€15x)

Figura 3.2: Fronteira Pareto-6tima
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Substituindo x = é3 + \/ea + 0 em (I), € obtido

Eg—l-\/62+6+51+)\52+\/62+~—52 =0

(2,1,1)LR+ 62+0+(002)LR+)\ 11LR+\/62+ — 11LR —0
€2+ 04(2,1,3)rr + MV e +0+(0,2,2)Lr) =20

(1+MVe +0+(2,1,3)r + A0,2,2) g = (IT)

Como €3 > 0, entao a equagao nebulosa (II) implica X < 0. Analogamente,
pode ser wvisto que v = 2 — \/es satisfaz a condi¢ao de primeira ordem. Pela

condi¢ao de sequnda ordem:
VZlag(€r,e2;%,0) = [2] + A[2] = [2+ 2\ >/ 0.

Assim, seque pelas manipulagoes algébricas que x = é —+/€s + 0 (0 <ey<4)
€ a solu¢ao dtima nebulosa para o Problema (3.13). Portanto, é também uma
solugao eficiente nebulosa para o Problema (3.12), para todo valor possivel de €a.

O

A hipotese de convexidade determina que a vizinhanca de cada uma das so-
lugoes locais envolve toda a regiao factivel.

Teorema 3.4. Sejam f; : Q C X — F(Y), i =1,...,m fungoes nebulosas conve-
zas, como descrito no Apéndice A, sobre um subconjunto convero 2 de um espago
linear X. Entao, todas as solugoes localmente eficientes sao solugoes globalmente

eficientes de problemas nebulosos.

Demonstragao. Seja x* € ) uma solucao localmente eficiente. Pela defini¢ao de
subconjunto convexo, pode ser obtido Ax*+ (1—A)x € Q, Vx € Q—N(x*,¢€), com
e>0e € [0,1]. Suponha Ax* + (1 — A\)x € QNN (x*,€), entdo pela definigao
de solugao nebulosa Pareto-6tima, ¢ obtido Poss[fi(€;;x*) </ f;(€; x* 4+ (1 —
Nx)| > al, i =1,2,...,m, e Poss[fj(€;;x*) = f;(&; x* + (1 —N)x)] < 1
para ao menos um j, sendo que o} € (0,1], Vi. Pela definigio de fungdo nebu-
losa convexa, ¢ obtida f;(€; Ax* + (1 — A\)x) </ Mfi(C;x*) + (1 — N) fi(€5;%), Vi
que pode ser re-escrito usando a Teoria de Possibilidade da seguinte maneira
Poss[fi(;Ax* + (1 — A)x) < Mi(Ei;x*) + (1 — N fi(€i;x)}] > o2, sendo que
oz? € (0,1], Vi. Assim, usando a defini¢ao de subconjunto nebulosamente orde-
nado, & obtido Poss[f;(€i;x*) < Mf;(€;x*)+ (1= N) f;(€;;%)}] > min{a},a?} =
Poss[f;(€;x*) </ fi(€;x)] > min{a},a?}, Vi. Selecionando uma determi-
nada funcao objetivo k € Z e k # i, pelo Teorema 3.5, pode ser garantido que
Poss[fr(€r;x*) =/ fr(€x;x)] < 1 para ao menos um k. O

Logo, é possivel gerar o conjunto eficiente completo variando e. Todavia, essa
variacao deveria ser cuidadosamente recomendada para que nenhuma solugao do
problema escalar gere o conjunto eficiente completo. Condigoes suficientes para a
eficiéncia de uma decisao factivel sao apresentadas no teorema abaixo.
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Teorema 3.5. Dado € € &, uma solugao x* de (3.11) € eficiente se

(i) x* € solugao tunica de (3.11) para qualquer k, ou

(ii) x* resolve (3.11) para todo k € T.

Demonstragao. (i) Seja x* € Q a solugdo tnica de (3.11) para qualquer k € Z,
entao x* é também uma solu¢ao unica do Problema (3.10). Logo, pelo Teorema
3.2, x* € efi(2).

(71) Assuma que x* € efi(£2), mas ele nao resolve (3.11) para todo k € Z. Entao,
existe a0 menos um j € Z/{k} tal que para qualquer x° € €, ele considera que
Poss[fj(€;;x°) =/ f;(€;;x*)] < 1 e Poss[fi(¢;;x°) </ fi(€i;x*)] > oy, Vi € T,
Portanto, x* ¢ efi(€)), uma contradi¢do que conclui a demonstra¢ao. O

Empregando uma anélise similar para o teorema apresentado acima, uma re-
lacao é estabelecida entre solucoes nao-dominadas de um problema multi-objetivo
nebuloso e solucoes para o problema ponderado. Uma caracterizacao alternativa
baseada na combinacao linear dos objetivos pode ser expressa como:

Teorema 3.6. Seja x* € Q que resolve o problema
Py : mingeco (W, F(¢;x)) = D" wifi(Ci;x) (3.15)
para algum w € R™, w >0 ¢ Y " w; = 1. Entao x* € efi(Q) se
(i) x* € a solugao unica de (3.15), ou
(ii) w; >0, i=1,...,m.

Demonstracao. (i) Se x* € § é uma solugao tnica para (3.15), entao Vx € Q e por
definicao, Poss [y i, w; (fi(€i;x*) < fi(€;x)) < 0] > min;{a;} ¢ obtido. Supo-
nha que x* ¢ efi(Q), isto é, existe ao menos um x° € Q tal que Poss[f;(¢;;x°)
< fil@px)) >, i=1,2,...,me Poss|f;(€;x°) =f fi(€;;x*)] < 1, para al-
gum j. isso contradiz a hipotese de unicidade, porque w > 0. Logo, x* € efi(2).
(ii) Suponha que x* ¢ efi(£2), mas x* ¢ a solucdo de (3.15). Entdo existe um x° €
Q tal que Poss[fi(€;;x°) </ fi(€i;x*)] > oy, i =1,2,...,m e Poss[f;(€;;x°) =/
fj(€;;x*)] < 1, para qualquer j. Assim,

Poss

zmzwi (fi(éi;x*) <f fi(éi;x0)> > 0] > min{a; }, Vi.

i=1
Uma contradigao e, portanto, x* € efi(2). O

Para ilustrar o uso de P,, o seguinte problema multi-objetivo é considerado
como exemplo:
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Exemplo 3.2.
min  f1(€;X) =2 — &

. B o (3.16)
min  fo(€2;%) = (x — é21)° + G2
com ¢ = (1,1,1) R, 21 = (3,2,2)Lr € C22 = (1,1,2) 1R
As figuras 3.3 e 3.4 apresentam as solugoes e fronteira nebulosa.
35 T T T T
X pertinéncia 0.0 de f1(€1;x)
3 T pertinéncia 1.0 de f1(€1;x) |
pertinéncia 0.0 de fo(€2;x)
— pertinéncia 1.0 de f2(€2;%)
_5 Il Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7
b'q
Figura 3.3: Funcoes objetivo
Transformando (3.16) em um problema ponderado, obtém-se
min  f(&;x) = wfi(€1;x) + (1 — w) f2(C2;x) (3.17)
com w € [0,1].
Aplicando as condigoes de otimalidade para (3.17), temos:
Vf(a;x) = w+2(1 —w)(x — ) =0
w + (2 —2w)(3: —521) =0
w + 2x — 2691 — 2wx + 2weg; =0
2x(1 — )—2621(1— w) +w =0
~ 2621(1 w)
xr =
2(1 —w)
6,4,4 —w(7,4,4 ) S
Entao, v = ( Jir = v )LR, com w € [0,1), satisfaz a primeira

21 —w
condi¢ao de ordem. Pela sequnda condi¢ao de ordem, seque que

V2f(&x)=2(1—w)>0.
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40 ‘

pertinéncia 0.0

— pertinéncia 1.0

fi(arx)

Figura 3.4: Fronteira Pareto-6tima

Assim, € concluido pelas manipulacoes algébricas que x € a solugdo dtima
(6, 4, 4)LR - w(?, 4, 4)LR
2(1 —w)
ele é também uma solugao eficiente nebulosa para o Problema (8.16), para cada

. Portanto,

nebulosa para o Problema (3.17), onde x =

valor de w.
O

Nesse capitulo descrevemos duas abordagens: uma paramétrica e outra pos-
sibilistica, para resolver problemas de programagao multi-objetivo irrestrito com
custos nebulosos nas fung¢des objetivo. No proximo capitulo estenderemos es-
sas duas abordagens para resolver problemas multi-objetivo restrito sem e com
parametros nebulosos no conjunto de restri¢oes.



Capitulo 4

Programacao multi-objetivo
nebulosa restrita

4.1 Introducao

Nesse capitulo sdao apresentadas algumas abordagens propostas para resolver pro-
blemas de programacao multi-objetivo restritos em um ambiente nebuloso. Os
parametros nebulosos podem estar presentes nas fung¢des objetivo, como foi apre-
sentado no capitulo anterior, como também nos coeficientes, variaveis e/ou relagao
de ordem no conjunto de restricoes. Um problema de programagao multi-objetivo
nebuloso restrito pode ser formulado da seguinte maneira:

min F(¢;X)
sa G(&;x) <'b (4.1)
xe€Q

onde F' = (f1,fay.-., fm) (m > 2) & um vetor de objetivos como definido no
capitulo anterior, G = (¢1,...,¢;) € um vetor de fungées que restringem a regiao
factivel e </ representa uma relaciao de ordem nebulosa que compara nameros
nebulosos. ¢; € F(RP) (para i = 1,...,m) representa a quantidade de custos
nebulosos em cada fungao objetivo 4, a; € F(R%) (para j = 1,...,l) representa

a quantidade de coeficientes nebulosos em cada funcao de restricao j, e b €
IE‘(]RI) representam os parametros nebulosos do termo independente, enquanto
% representa as varidveis de decisdo nebulosas, sendo Q € F(R™) o conjunto
de solucoes factiveis nebulosas. Neste trabalho, toda imprecisao é representada
por fun¢oes de pertinéncia definidas pelo decisor. Todavia, este trabalho nao
focaliza no tratamento de variaveis de decisao imprecisas e, portanto, somente os
custos das fungoes objetivo, os coeficientes e/ou relagao de ordem do conjunto de
restricoes sao discutidos aqui.

33
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A incerteza pode estar presente em diferentes pontos no conjunto de restri-
¢Oes ou simplesmente nao existir imprecisoes. Assim, é possivel dividir em duas
abordagens principais. A primeira abordagem é um conjunto de restricoes sem
imprecisao, isto é, as restricoes sao cléssicas e usam os critérios tradicionais para
garantir a exequibilidade das solucoes. No momento que surgem as imprecisoes,
essas podem ser de dois tipos. O primeiro é definido quando a incerteza esta
presente na relacao de ordem do conjunto de restricoes e o segundo quando os co-
eficientes de um dos lados da relacao de ordem ou de ambos os lados sao incertos.
Neste trabalho sao tratados coeficientes imprecisos em ambos os lados da relacao
de ordem.

Em (8] é definida a decisao nebulosa como a interseccao das vérias metas,
e é formalizada como segue:

Definicao 4.1. Assuma que as fungoes de pertinéncias que descrevem o objetivo
nebuloso ug e a restrigao nebulosa puc sao dados em um espago de alternativas
X. Entao, pug e po sao combinados para formar o decisao nebulosa, pp, que
€ um conjunto nebuloso resultante da intersecgio de ug e uc:

sup pp(x) = sup [uG(x) A po(x)]

xeX xeX
que € basicamente uma escolha ou um conjunto de escolhas de objetivos e restri¢oes
das alternativas vidveis no conjunto nebuloso X.

Note que na Defini¢do 4.1 os objetivos e as restricoes nebulosas sao inseridos
na expressao que define uma outra funcao de pertinéncia, que denominamos por
up. Assim, é possivel encontrar uma decisao maxima para um problema extremo
por uma fungao escalar, como descrito em [50]. Seja ¢[0,1] — [0,1], onde ¢(ar) =
SUDyex () HG(X), com X(a) = {x € R" | ux(x) > a}. Se ¢ & continuo em [0,1]
entao tem um ponto fixo @ e, portanto,

sup up(x) = sup pc(x)=a.
xeX xeX (@)

A partir do que foi exposto acima, a investigacdo sobre programacao multi-
objetivo nebulosa restrita pode ser dividida como segue: Segao 4.2 apresenta um
enfoque paramétrico que é construido pela transformagao de um problema de
programagao multi-objetivo nebuloso em dois problemas de programagao multi-
objetivo classicos paramétricos e, portanto, é possivel encontrar um conjunto de
solucoes eficientes levando em consideragao o nivel de satisfacao definido pelo deci-
sor. Se¢ao 4.3 introduz uma nova abordagem para encontrar a regiao Pareto-6tima
nebulosa. Também é apresentado o emprego das solucoes eficientes definidas no
capitulo anterior através de problemas escalares. O conjunto nebulosamente orde-
nado é definido utilizando uma funcao de distribui¢ao de possibilidade como uma
medida de comparagao. O conjunto Pareto 6timo nebuloso também é definido,
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assim como as condi¢oes de otimalidade de KKT para solucoes nao-dominadas
nebulosas sao estabelecidas. Os enfoques mostrados nesse capitulo sdo baseados
nos trabalhos [18, 17, 64, 66, 67, 68, 70|

4.2 Abordagem paramétrica

Vérios enfoques podem ser encontrados na literatura para transformar um pro-
blema de programacao matemética nebuloso em um problema de programacao
matemaética classico, como descrito no capitulo anterior, e um deles é a abor-
dagem paramétrica. Na visao paramétrica tenta-se encontrar um conjunto de
solucoes 6timas que sao dependentes do valor escolhido no intervalo parametri-
zado entre 0 e 1. O conjunto dessas solugoes satisfaz o problema nebuloso original
e pode definir a solucao 6tima desse problema. Outro enfoque a ser considerado
¢ definir um ou mais parametros em varidveis de decisao do problema e tentar
otimizé-los e encontrar o nivel de satisfacao 6tima .

A abordagem paramétrica estda dividida novamente em dois pontos chaves.
Primeiramente, é estendida a idéia bésica do capitulo anterior para o caso res-
trito no uso dos parametros que ajudam a transformar o problema nebuloso em
um problema classico. Depois de descrita essa idéia paramétrica, sdo apresenta-
das algumas formulagoes matematicas de um problema de programacao nebuloso

transformados em um problema classico paramétrico.

4.2.1 Enfoque paramétrico para resolver problemas restritos

Em complementacao ao que foi apresentado no capitulo anterior, a idéia paramé-
trica que é descrita neste capitulo tem por finalidade acrescentar o tratamento de
restri¢coes incluidas em um ambiente incerto. Assim, acrescentando um conjunto
de restrigdes ao Problema (3.3) temos:
min  F(&x)
sa G(a;x) <b (4.2)
x €

onde G = (91,92, ---,41)-
E claro que cada funcdo de pertinéncia ajuda a encontrar um grau de satisfacio

para as incertezas das funcoes objetivo e das restri¢oes e elas podem ser formuladas
como:
wi:R—(0,1], i€l
sendo p uma func¢ao de pertinéncia e I o conjunto que contem todos os parametros
nebulosos.
Com o objetivo de resolver o Problema (4.2) em duas etapas, primeiro é ne-
cessério definir um j € I para cada restricdo nebulosa da seguinte maneira:

Xj: {XEQ | gj(éij;x) Sf Bj) j:1,2,...,l}.
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Nesse capitulo, os coeficientes das fungoes objetivo e das fungoes do conjunto
de restricoes nao sao conhecidas com exatidao. Essa incerteza nao é de caréter
probabilistico e ela pode ser modelada por nimeros nebulosos.

Na sequéncia deste trabalho a defini¢ao de Dubois e Prade|23] é considerada e
os nimeros nebulosos sao representados pelo tipo LR, como descrito no Apéndice
A. O conjunto de nameros nebulosos LR é definido por F(R). No Apéndice A
tem um pequeno resumo sobre como representar um niimero nebuloso LR e as
operacoes basicas.

Existem vérias formas de representar o naumero nebuloso por um nimero real
usando os indices de Yager, o valor central, entre outros. No entretanto, neste
trabalho, é usado uma combinagao linear entre os limitantes do intervalo formado
pelo nivel de corte aplicado ao numero nebuloso. Assim, aplicando um nivel de
a-corte ao conjunto Xj;, que representa cada restricao nebulosa, obtemos:

X;(B) = {X € Q| g;((aj)zx) </ (bj)ﬁ} (4.3)

onde (a;)g € [(a;)F, (a;)Y]g e (bj)p € [(bj)%, (b;)V]s representam uma combinagio
linear entre os limitantes de cada um dos intervalos construidos pelo corte (3.
Considerando agora a relagdo nebulosa do conjunto de restri¢oes, entao o
decisor especifica a violacao méaxima permitida El, que é um numero nebuloso.
Logo, o conjunto X; descrito em 4.3, pode ser re-escrito da seguinte maneira:

X;(B,7) ={x€Q|gj((aj)p;:x) < (bj)p + (dj)p(1 —7)}

onde (dj)s € [(d;)F, (d;)V] e v & o parametro que representa o nivel de satisfagao
pela violacao da regiao de factibilidade.
SeX =

COImo:

;e X, entao o Problema (4.2) pode ser descrito na forma compacta

min {F(¢;x) | x € X}

Logo, a solucao nebulosa para o problema original nebuloso é um conjunto
de solugoes 6timas para cada «, 3,7 € (0,1]. Esse conjunto de solugbes pode ser
definido da seguinte maneira:

S(a, B,7) = min {F(ca;x) | x € X(8,7)}

sendo que ¢, € [c”,cV], ¢ um valor real obtido por uma combinacio linear dos
limitantes do intervalo formado pelo nivel de a-corte para a € (0, 1].

Portanto, o problema de programagao multi-objetivo nebulosos restrito foi
parametrizado no fim da primeira fase. Na segunda fase o problema paramé-
trico é resolvido para cada um dos diferentes valores «, 3,7~ usando técnicas de
programagcao multi-objetivo convencional.

Os resultados obtidos para cada valor de «a, 3,y geram um conjunto de so-
lucoes S(a, B,7) e, portanto, o Teorema da Representacao pode ser usado para
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considerar todos essas («, [3,v)-solugoes especificas. Assim, é demonstrado que as
solugoes em linhas gerais para o modelo paramétrico é uma solucao vélida para o
problema de programacgao multi-objetivo nebuloso restrito.

4.2.2 Formulacdo da idéia paramétrica

As incertezas podem estar inseridas em diferentes pontos na formulagdo de um
problema de programagao matemética, tal como é apresentado no Problema (4.1).
Nessa segao sao descritas diferentes abordagens para resolver problemas de pro-
gramacao multi-objetivos restritos com dados imprecisos nos custos das fungoes
objetivo e/ou constantes e nas rela¢oes de ordem do conjunto de restrigoes.

Alguns modelos que tratam diferentes caracteristicas de incertezas no con-
junto de restrigoes de problemas de programacao multi-objetivo sao apresentados
usando a idéia paramétrica descrita anteriormente. Esses modelos sao extensoes
do método que foi desenvolvido para resolver problemas de programagao quadra-
tico com somente um objetivo a ser otimizado, descrito em [69]. Nesse trabalho,
problemas de programacao multi-objetivo restrito com custo e/ou relagao de or-
dem e/ou constantes no conjunto de restri¢oes imprecisos sao considerados, sendo
que essas componentes imprecisas serao definidos como ntmeros nebulosos. Esse
conjunto de problemas pode ser formulado da seguinte maneira:

min [f1(61§x)7f%(62§x)7”’7fm(6m§x)]
sa g;(a;;x) S b; (4.4)
xeQ, j=1,...,r

onde x é um vetor de m ntmeros reais, ¢; ¢ um vetor de nameros nebulosos
com p; componentes, i = {1,2,...,m}, a; é um vetor de nameros nebulosos
com o; componentes, j = {1,2,...,r} e, b ¢ um vetor de ntmeros nebulosos
com r componentes. Os nimeros nebulosos sao caracterizados pelas funcoes de
pertinéncia que sdo definidas pelo decisor. As funcoes de pertinéncia podem ser
definidas como

Néirauﬁjsnul;j R — [07 1]7

onde i ={1,2,...,m},j ={1,2,....0},r={p1,....,pm} es={o1...,0}
Em particular essas funcoes de pertinéncia sao descritas da forma

0 if /. <youy<eck
pe, (y) =4 Lie(y)  ifef <y<gq, (4.5)
Ry(y) ifcl <y<cj
0 ifagjsgyouygafs
pay(y) = Lis(y)  ifaf, <y <aj, (4.6)
Rjs(y)  ifaj, <y<af
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0 ifbgjgyouygbf
o, (y) =9 Ljly) ifby <y<bj (4.7)
Ri(y) if b3 <y<bY

tal que L(-) e R(-) sdo assumidas como fungoes continuas estritamente crescente

e decrescente, respectivamente.

Métodos para resolver problemas multi-objetivos com relacdo de ordem ne-
bulosa no conjunto de restricGes

E possivel estender o método paramétrico descrito em [69], que foi desenvolvido
para solucionar problema de otimizacao com um tnico objetivo, para problemas
multi-objetivo com relacdo de ordem incerta no conjunto de restrigoes. Esse
método pode ser formulado como um problema multi-objetivo parameétrico, sendo
que o parametro vy é tratado como uma nova variavel de decisao.

Consequentemente, minimizando F(€;x) e vy simultaneamente, o problema de
programagao multi-objetivo é descrita como segue:

min [fl(él;x)7 f2(62;x)7 e 7fm(6m;x)7/7]
) (4.8)

sa  gjlaj;x) <bj+d;(1—
xeQve (0,1, j=1,...,r

onde sao consideradas n + 1 variaveis de decisdao e d é um vetor de dimensao m,
sendo que cada componente desse vetor representa a tolerancia méxima permitida
pelo especialista para cada restricdo do problema. Essa tolerancia é responsavel
pelo tamanho da relaxacao que serd permitida em cada restricao j, que deixa
o conjunto de restricoes mais flexivel. Entretanto, a relacdo entre a relaxacao e
nivel de satisfac@o é inversamente proporcional, isto é, quanto maior a relaxacao
necessaria para resolver o problema menor seréd o nivel de satisfacdo, e vise-versa.

O Problema (4.8) pode ser transformado em um problema irrestrito usando al-
gum enfoque de penalidade ou barreira e, portanto, ele pode ser resolvido usando
qualquer uma das técnicas descritas no capitulo anterior que resolvem problemas
de programagao multi-objetivo irrestrito com custos imprecisos nas funcoes obje-
tivo. Caso os custos nao sejam imprecisos, o Problema (4.8) pode ser resolvido
por qualquer técnica de otimizacao multi-objetivo.

Entretanto, os dados incertos podem estar presentes nas constantes das fun-
¢oes de restricao como também no termo independente das mesmas. Quando
um dos casos ou ambos ocorrem, a relacao de ordem classica nao pode ser usada
porque estaremos comparando um namero classico com um nebuloso ou compa-
rando dois nameros nebulosos. Assim, uma das formas de caracterizarmos essa
nova relacao de ordem é como descrito acima, onde o decisor define um valor de
tolerdncia maxima para cada funcao de restricao, o qual pode ser também um
namero nebuloso.
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Na tentativa de explicar gradativamente como a imprecisao nas constantes das
fungoes de restricao e/ou em termos independentes podem ser tratados, dividimos
a abordagem em dois passos. No primeiro, as incertezas estdo presentes somente
no conjunto de restricoes de um problema de programacao multi-objetivo, en-
quanto no segundo adicionamos dados imprecisos nos custos da fungao objetivo.

Métodos para resolver problemas multi-objetivos com coeficientes nebulosos
no conjunto de restricGes

Usando a abordagem multi-objetivo descrita anteriormente, um enfoque para re-
solver um problema multi-objetivo com constantes nebulosas e a relacao de ordem
incerta no conjunto de restrigoes pode ser dado através da formulacao de um pro-
blema multi-objetivo paramétrico, sendo que os parametros v, 3; € [0,1], j =
1,...,l,s=014+2,...,0; + 2 sao tratados como novas variaveis de decisdao. Cada
termo em s é composto do termo o, j = 1,...,[, representa o ntimero de ntmeros
nebulosos na j-ésima restricao, do termo independente e da tolerancia maxima
permitida dessa j-ésima restricao. Por esse motivo, cada termo de s é acrescido
do termo o; mais duas unidades.

Consequentemente, minimizando F(x) e <, e maximizando e minimizando
Bjs, simultaneamente, o problema de programacao multi-objetivo é descrito como
segue:

min  [f1(x), f2(x), .-, fm (%), 7,1 = Bra, Bris -, 1 = Bro+2,
Broi42, -1 = Brts Bras-- oy 1= Bro+2, Broop+2]
sa gi((@f)a + 6;((af)a — (a7 )a)ix) < (0F)a + Bjo,+1 (0] )a— (4.9)
—(05)a) + (d})a + Bjo+1((dY )a — (dF)a)(1 =)
x€NYPs€(0,1], j=1,...,l, s=01+2,...,0+2

onde as novas variaveis de decisdao v e f3j,, sao consideradas para transformar os
intervalos I;;(a) = [Li_jl(l — a),Ri_jl(l — «)] em funcoes da forma z;;(«, fBjs) =
Lj_ll(l — o)+ Gs Rj_sl(l —a) — Lj_sl(l — )|, sendo que « é um valor no intervalo
[0,1], mas ele pode ser definido como uma variavel de decisao.

Métodos para resolver problemas multi-objetivos nebulosos

De acordo com os métodos apresentados nesta se¢ao, o Problema (4.4) pode ser re-
solvido usando as trés abordagens. Portanto, o modelo paramétrico para resolver
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problemas de programacao multi-objetivo nebuloso é formulado como segue:

min  [f1(€1;%), f2(€2:%), .., fn(€mi %), 7,1 = Br1, B, - -,
L= Broi+2, Broi+25 -+ 1= Br1, Bray - -+ 1 = Broy+2; Br.o.+2]
sa (@l + B(@0 e — (@0)a)ix) < (P + Bropsr(@W)a  (410)
—(0})a) + (dF)a + Bjo;+1((dF )a = (d])a) (1 =)
xe€N,v.0,€(0,1], j=1,...,l, s=01+2,...,0,+2

onde as novas varidveis de decisao v e [3j5, sao consideradas para transformar os
intervalos I;;(a) = [Li_jl(l - oz),Ri_jl(l — )] em fungoes da forma z;;(a, 551) =
Lj_sl(l — )+ Gs Rj_sl(l —a) — Lj_sl(l — a) |, sendo que « é um valor no intervalo
[0,1], mas que também pode ser definido como uma variavel de decisao.

4.3 Abordagem possibilistica

Como descrito no capitulo anterior, a teoria de possibilidade é uma ferramenta
muito interessante para efetuar a comparacao entre numeros nebulosos. A re-
presentacao matemética da possibilidade de um numero nebuloso é definida pela
funcao de distribuicao de possibilidade, que pode ser caracterizada pela funcao
de pertinéncia que descreve o quao impreciso um valor pode ser. O procedi-
mento demonstrado no capitulo anterior sobre a abordagem possibilistica como
método para solucionar problemas de programacao multi-objetivo irrestritos com
custos nebulosos nas fungoes objetivo, pode ser estendido para problemas restri-
tos. Nesse caso, as funcoes que geram o conjunto de restricoes podem apresentar
valores imprecisos ou nao e, portanto, esses dois casos sao analisados separada-
mente no decorrer desta se¢ao. Primeiramente, serd apresentado o caso em que as
funcoes que formam o conjunto de restri¢oes tem seus dados descritos de maneira
clara e precisa. Depois serd descrito o método usado para solucionar problemas
de programacao multi-objetivo com incertezas nos custos das func¢des objetivo e
nos coeficientes das fungdes que geram conjunto de restrigdes, usando uma mescla
da abordagem paramétrica e possibilistica.

4.3.1 Condicées de KKT para solucao eficiente nebulosa

Considere o Problema (4.2) com os custos das fungoes objetivo sendo vetores
nebulosos e os coeficientes das funcoes de restricdo sendo numeros cléssicos e
suponha que as fungoes objetivo sao diferencidveis. Nesse caso, as condi¢oes
de otimalidade podem ser garantidas para um conjunto eficiente para qualquer
x € . A auséncia de uma condi¢ao suficiente para a eficiéncia ¢ uma grande
diferenca entre as condi¢oes de otimalidade para problemas com um tnico objetivo
e multiplos objetivos.
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Definicao 4.2. Um ponto factivel x* € Q do Problema (4.2) satisfaz as condigoes
necessdrias de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para um conjunto eficiente nebuloso
se

(1) fi, g; e hy sao diferencidveis para todos i = 1,2,...,m, j = 1,...,p e
I=1,...,q,e Q2 {xcR:g(x)<0eh(x)=0}#0;

(ii) existem mailtiplos vetores v € RI, \* € RP, com \* > 0 e w* € R™, com
w* > 0 tal que

wavfi(éz‘; +ZA*Vg] +Zyl Vi (x*) 20
i=1

j=1

As condi¢oes de KKT para um conjunto eficiente nos problemas de otimi-
zacao multi-objetivo nebulosos sao condi¢oes necessarias. Isso tornaréd claro nos
seguintes teoremas:

Teorema 4.1. Assuma que f;, i =1,2,...,m,g;, j=1,....,peh, I=1,...,r
sao diferencidveis e seja X* um ponto reqular de Py(€*), (definido no capitulo 3),
para ao menos um k. Entao, x* € efi(Q) implica que x* satisfaz as condigao de
KKT para um conjunto eficiente.

Demonstragao. Seja x* € efi(Q2). Pelo Teorema 3.3, x* resolve (3.11), para todo
1 =1,2,...,m. Pela hipotese, existe ao menos um k tal que x* é um ponto regular
de Py(€*). Logo, pela defini¢ao, pode ser obtido:

filtsx") = S0, wi(fileisx") —€) =0 (Vi #k);

V (€ x* +Z szc“ +Z vg] +Z Vhl )=~0
z;ék

Portanto, x* satisfaz as condi¢oes de KKT para um conjunto eficiente. O

Para ilustrar o uso desse teorema de diferenciabilidade, o seguinte problema
de otimizacao multi-objetivo é considerado como exemplo.
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Exemplo 4.1.

min  fi(€1;x) = a7 + 203

min  fo(Ca;X) = Cow122

s.a hi(x)=z1+x2—-1=0 (4.11)
gi1(x) =—21 <0
g2(x) = —12 <0

sendo que a1y = (1,1,2)pr, a12 = (1,1,2)rg e az = (1,1,1)1R.
As figuras 4.1 e 4.2 apresentam as solugdes e a fronteira nebulosa.

T T
=> pertinéncia 1.0 de f)(€1;x)
@ pertinéncia 1.0 de fo(€2;x) 1

"""" Restricao de ignaldade

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

X2

0.4

0.3

0.2

0.1

Figura 4.1: Funcoes objetivo

Transformando (4.11) em uma formulagao Lagrangeana, é possivel obter
lag(€y,Ca;x,w, \) = f1(€1;%) + w(f2(€C2;X) — €2) + Ah1 (%) (4.12)
sendo que w € Ry e A € R.

Aplicando as condigoes de otimalidade para os problemas de programagdao res-
tritos descritos em [11]:

Vi lag(€r, Co;x,w,\) = 261121 + wéaza + A =0 (I)
V,lag(€y, €25 x, w, )\) = 2C1929 + wiox1 + A =0 (II)
leag(él,ég;x,w, )\) = nglxg — €2 =0 (III)

Vilag(€i,ex,w,\) =x1+20—1=0=>29=1—27 (IV)
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0.5 \ - T

pertinéncia 0.0

0.45} .°'. m— pertinéncia 1.0 1

0.4f 1

0.35} : ' 4 .

S 0.25) . 1
S~—

f2

02t . ]
015} : , : - -
04t o

0.05} R

0 0.5 1 15 2 25 3

Ji(€1;x)

Figura 4.2: Fronteira Pareto-6tima

(~12 + 5% — 46262

Substituindo a Equagao (IV') em (III), os valores x1 = 5
C2
Gy £ /05 — Aige
e To = 2 2 2 2, podem ser obtidos com 0 < €5 < %, como solugoes

2¢9
candidatas para otimizar o Problema (4.12).
Agora, substituindo ambos os valores encontrados no sistema gerado por (I) e

(II), € possivel obter

& (62 VB 18a) — i (65 V3 - 16e)

& (VB — 10es )

>~

w

Assim, as solucoes candidatas sdo solugoes dtimas nebulosas do Problema
(4.12), com 0 < e < i. Portanto, elas podem ser solugoes eficientes nebulo-
sas do Problema (4.11). O

Teorema 4.2. Assuma que f;, 1 = 1,2,...,m, gj, 7 = 1,....,p e hy, | =
1,...,7 sao diferencidveis e que a suposicao de convexidade € mantida para todos
0s fi, i = 1,2,...,m, sendo estritamente converas. Entao x* € efi(Q) se x*
satisfaz as condigoes de K KT para eficiéncia nebulosa.

Demonstragao. Por hipotese, noés podemos escolher uma funcao objetivo k € 7 =
{1,2,...,m} tal que wy > 0, e entdo, x* satisfaz as condi¢oes de Karush-Kuhn-
Tucker para Py(e*). Além do mais, as fung¢oes objetivo f;, Vi € Z sao estritamente
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convexas, como também é a funcao objetivo selecionada fr. Portanto, pela supo-
sicao de convexidade, x* é a unica soluc¢ao global de Py(e*) e, pelo Teorema 3.5,
x* € efi(Q). O

Para ilustrar o uso desse teorema de convexidade, o seguinte problema de
otimizacao multi-objetivo é considerado como exemplo.

Exemplo 4.2.

min  f1(€1;%) = (21 — é1)* + (22 — &)?

(
(
min f3(€3;X) = x1 + C3x2 (4.13)
s.a  g1(x) =—21 <0

(

)
g2(x) = —x2 <0

sendo que ¢y = (3,1,1)Lr and éa = ¢3 = (2,1,1)1R-

Transformando (4.18) na formulag¢ao Lagrangeana, é possivel obter
lag(€y, €, €33 %,w) = f1(€1;%) + wa(f2(€2; %) — €2) + w3(f3(€35%) — €3) (4.14)

ondew € Ry e A € R.
Aplicando as condigoes de otimalidade para problemas de programacao restrita
descritas em [12].

Vz,lag(€y,Co, €3;%x,w) = 2(x1 — ¢1) +wo + w3 20 (1)
szlag(cl, Co,83;X,w) = 2(x9 — 2) +wo +w3éz3 =0 (1)
Vuwylag(€y,€2,€C3;X,w) = o1 + 29 — €2 =0 (I11)
Vslag(€r, €2, €3;%x,w) = o1 + C3x2 — €3 =0 (IV)

Manipulando as Equagoes (IV) em (III) do sistema acima, sao obtidos x1 =

1 T g 9 = =2 Substituindo os valores encontrados em (I) e (II),
C3 — 1 C3 — 1
temos
Lo (2824 0)ea + 6e3 + 261 E3(63 — 1) — 269(é3 — 1)
2 = =
(és—1)
e
w (253 + 2)62 — deg — 251(53 — 1) + 252(53 — 1)
3= = .
(és—1)

No caso particular, nos selecionamos ws = 0 e wy = 0, entao sao obtidos os
valores determinados por “eo estd em torno de 5"e “e3 estd em torno 7".

Assim, nds concluimos que x € a solugao dtima nebulosa do Problema (4.14)
pelas manipulacoes algébricas e, portanto, € também uma solugao eficiente nebu-

losa do Problema (4.13). O
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As defini¢oes descritas nesse trabalho resolvem um problema multi-objetivo
com custos nebulosos nas funcoes objetivo. A revisdo bibliografica descrita no
Capitulo 2 mostra somente um trabalho com essa definicdo. Os demais usam
coeficientes nebulosos ou relagoes imprecisas no conjunto de restrigoes. O exemplo
abaixo ¢é usado para efetuar uma anéalise dos resultados:

Exemplo 4.3.

(
min  fo(€2;x) = (11 — &)% + 23
’ (4.15)
s.a  qi1(x)=x1>0
92(x) =22 >0
sendo que a1 = (2,4,1,1)rr e a2 = (1,3,1,1) .
As figuras a sequir apresentam as solugdoes e a fronteira nebulosa.
50 — ~\
<)) pertinéncia 1.0 de f1(€;x)
4.5 / => pertinéncia 1.0 de fo(a2;x)
Figura 4.3: Funcoes objetivo
Transformando (4.15) em uma formulagao Lagrangiana, obtemos
lag(€1,Co;x,w) = f1(€1;x) + w(f2(€2;%x) — €2) (4.16)

onde w € Ry.
Aplicando as condigoes de otimalidade para problemas de programagdo restri-
tos descritos em [11]:

Vi lag(€r,a;x,w) =221 + 2w(z1 — ¢1) =0 (I)
Valag(€r, Co;x,w) = 2(x9 — €2) + 2wxe =0 (I1)
Vulag(er, e x,w) = (1 — &1)2 + 25 —ea =0 (I11)
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40+

pertinéncia 0.0

e pertinéncia 1.0

0 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

J1(81;x%)

Figura 4.4: Fronteira Pareto-6tima

~

Resolvendo (I) e (IT), os valores x1 = —— e x9 = sao obtidos. Subs-
w

wég
1+w
tituindo esses valores em (I11), ea = 1o € obtido, como solugoes candidatas
w
para otimizar o Problema (4.16).
Usando ambos os valores encontrados no sistema gerado por (I) ou (1), w > 0

€ obtido. Assim, as solugoes candidatas sao solugoes dtimas nebulosas do Pro-
blema (4.16). Portanto, elas podem ser solugoes eficientes nebulosas do Problema

(4.15). O

A solugdo 6tima obtida usando esse exemplo ¢ x* = 0 com o = 0 e pode
ser visto em [34]. Esse ponto pertence ao conjunto de solugoes Pareto 6timas
do Problema (4.15), que é construido para cada valor o no intervalo [0,1]. A
abordagem apresentada aqui obtida por esse ponto 6timo com w = 0, a3 = 0
e qualquer ay € [0,4] e, usando as defini¢oes descritas nesse trabalho, outros
pontos 6timos podem ser encontrados com a Teoria de Possibilidade com o = 0.
Portanto, nossa nova abordagem é mais geral e fornece mais opgoes para o decisor.

4.3.2 Combinacido das abordagens paramétrica e possibilistica

A abordagem paramétrica transforma um problema de programagao multi-objetivo
em um ambiente incerto (nos quais as incertezas sao representadas por logica ne-
bulosa) em um problema de programacao multi-objetivo classico paramétrico,
onde esses parametros representam o nivel de satisfagdo que é escolhido pelo de-
cisor. Depois de realizada essa transformacao o novo problema pode ser resolvido
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por varias metodologias desenvolvidas para obter a solucao 6tima ou um conjunto
de solucoes 6timas que satisfacam as condi¢Oes necessarias de otimalidade.

A abordagem possibilistica nao realiza esta transformacgdo, mas para obter
uma solucao satisfatéria para o problema multi-objetivo nebuloso é necessario,
primeiramente, escolher um dos indices de comparacao de nimeros nebulosos que
define uma relacao de ordem entre os elementos de um conjunto nebuloso. Depois
de escolhido esse indice, é possivel estender as condicoes necessarias de otimali-
dade para conjuntos classicos e obter uma solugao satisfatoria ou um conjunto de
solucoes satisfatorias do problema a ser otimizado.

Portanto, a combinacao das duas abordagens descritas neste capitulo é defi-
nida nos seguintes critérios: (i) Os coeficientes nebulosos das fungdes que geram
o conjunto de restricoes é parametrizado como descrito no Problema (4.9) e as
novas variaveis de decisdo sao também inseridas nas novas fungoes objetivo; (ii)
A relacao de ordem que é usada para comparar as fungoes objetivo originais é
a descrita na abordagem possibilistica e, portanto, usa os critérios necessérios
de otimalidade descritos na secao anterior para obter um conjunto de solucoes
eficientes nebulosas.

Nesse capitulo descrevemos duas abordagens, paramétrica e possibilistica,
para resolver problemas multi-objetivo restrito sem e com parametros nebulosos
no conjunto de restricoes. No préximo capitulo sao apresentados os resultados
computacionais referentes a teoria proposta nas abordagens descritas neste capi-
tulo e no anterior. Esse resultados sao obtidos usando um algoritmo evolutivo
chamado NSGA-II que soluciona problemas de programacao multi-objetivo. Um
resumo sobre o funcionamento desse algoritmo evolutivo esta descrito no Apéndice
D, porém em [19]| tem uma explicagado mais ampla.



Capitulo 5

Resultados computacionais

5.1 Introducao

Neste capitulo sao apresentados alguns problemas utilizados para validar as pro-
postas apresentadas nos Capitulos 3 e 4. Os problemas foram divididos em trés
categorias, as quais representam as diferentes abordagens desenvolvidas neste tra-
balho. A primeira abordagem envolve problemas que foram discutidos no Capitulo
3, em que as incertezas encontram-se nos parametros das funcgoes objetivo e os
problemas sao restritos somente pelos valores maximos e minimos das varidveis
de decisao, enquanto as outras duas categorias envolvem os problemas mostrados
no Capitulo 4, em que as incertezas estao inseridas nos parametros das fungoes
objetivo e também podem ser encontradas nos coeficientes das fungoes que geram
o conjunto de solugdes factiveis.

Cada secao deste capitulo mostra a formulacdo dos problemas a serem re-
solvidos pelas abordagens propostas e os resultados computacionais, junto com
uma breve anélise. Os problemas usados para avaliar a teoria dos Capitulos 3 e
4 sao formulagoes hipotéticas, porém suficientes para validar o estudo realizado.
A anélise dos resultados confronta a solucao encontrada por cada uma das novas
abordagens que foram desenvolvidas neste trabalho.

Os algoritmos que descrevem as abordagens foram implementadas utilizando o
programa Matlab® 7.6. Um algoritmo genético multi-objetivo baseado no NSGA-
IT com elitismo foi implementado de duas maneiras. A primeira é idéntica ao que ja
foi publicado[19], enquanto que a segunda foi alterada o critério de comparacao,
no qual foi usado um indice baseado na teoria de possibilidade para comparar
dois numeros nebulosos. A maéaquina usada para simular todos os problemas de
otimizac¢ao multi-objetivo em ambiente nebuloso, foi um Pentium Centrino Core
2 Duo, 2.26GHz cada processador, com 4GB de memoéria RAM, usando o sistema

49
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operacional Ubuntu 8.10.

5.2 Programacao multi-objetivo nebulosa irrestrita

Sao apresentados seis problemas para exemplificar como as nossas abordagens
encontram a fronteira de Pareto, que é o mapeamento do conjunto eficiente no
espaco das fungoes. Eles sao baseados am alguns problemas classicos irrestritos
descritos em [19], e com duas fungdes objetivo. As incertezas foram inseridas
pelos autores e a configuragdo de cada numero nebuloso foi definida de acordo
com cada caso.

O primeiro problema de programacao multi-objetivo nebuloso irrestrito baseia-
se em um problema cléssico muito conhecido e estudado, chamado de problema
de Schaffer[61|. O problema nebuloso adaptado é formulado da seguinte maneira:

min  f1(€1;%x) = (x — é)?
SCHL: ¢ min f5(€2;%) = (x — &)? (5.1)
—A<z< A

onde ¢ = (0,0,2)rr, ¢2 = (2,1,1)Lr e A pode ser modificado pelo decisor
(neste trabalho foi escolhido igual a 5). O namero estd representado na forma
(mod, d7,9Rr) LR, onde “mod” & o valor central (caso ele tenha altura igual a 1,
esse valor “mod” representa o valor modal), d;, representa o espalhamento a es-
querda a partir do valor modal e dr representa o espalhamento a direita a partir
do valor modal. Mais detalhes sao apresentados no Apéndice A.

A Figura 5.1 mostra os conjuntos de solugoes eficientes encontradas para cada
abordagem. As estrelas representam a fronteira de Pareto que foi mapeada pelas
solucoes eficientes da abordagem paramétrica, enquanto os retangulos represen-
tam os valores nebulosos da fronteira de Pareto formados pelas solucoes eficientes
da abordagem possibilistica. Esses retangulos sao formados pela relagao entre
duas imagens nebulosas obtidas pelas duas funcoes objetivo com custos nebulosos
quando aplicadas & mesma solu¢ao eficiente. A base dessa relagao tem pertinéncia
igual ao nivel de satisfagao determinado pelo decisor e o centro tem pertinéncia
igual a 1. O conjunto de solucoes eficientes do problema classico de Schaffer, isto
é, todos os parametros sao conhecidos e precisos, esta representado pelos losangos.

Nesse problema, assim como nos demais mostrados neste capitulo, o nivel de
satisfagao escolhido pelo decisor foi igual a 0,8. Os retangulos sao formados pelos
pontos que pertencem ao suporte do nimero nebuloso com pertinéncia igual ou
superior a 0,8. Podemos perceber pelo grafico que as estrelas convergem para o
nivel de satisfagao escolhido pelo decisor.

E possivel observar que os conjuntos de solucoes eficientes obtidos pelas abor-
dagens parameétrica e possibilistica encontram pontos que dominam o conjunto
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Figura 5.1: Problema irrestrito.

de solucoes eficientes para o problema classico, mas com nivel de satisfacao me-
nor que 1. Entretanto, é importante comentar que a teoria das duas abordagens
nebulosas consegue obter solucgoes eficientes nebulosas satisfatorias, quando com-
paradas com a resposta classica. Além disso, observa-se também que a fronteira
de Pareto formada pelos niimeros nebulosos encontrados usando a abordagem pos-
sibilistica engloba a fronteira formada pelos pontos encontrados pela abordagem
paramétrica.

O proximo problema tem varidveis de decisao bi-dimensionais o que aumenta
um pouco mais a complexidade do problema. Contudo, o problema ainda continua
sendo convexo e, portanto, pode-se encontrar todas as solugoes eficientes para um
numero infinito de elementos na populacao do NSGA-II. Esse segundo problema

pode ser formulado como
min f; (61; X) = 5113)% + Elgibg
min fg(ég;x) = (:El — 521)2 + 5223)% (5.2)
=50 < x1,x9 < 50
onde 511 = 512 = 522 = (1, 1, 1)LR € 521 = (2, 1, 1)LR-
Na Figura 5.2, o enfoque possibilistico nao consegue construir a fronteira de

Pareto mais compacta, pois necessitaria de mais elementos na populacao e de
um maior nimero de geragoes. Todos os problemas aqui apresentados foram
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simulados com 50 elementos na populacao no decorrer de 50 geragoes, tanto no
enfoque possibilistico quanto no enfoque paramétrico. Novamente, as estrelas
que representam as solucoes do enfoque paramétrico convergem para um dos
limitantes da faixa formada pelas solugdes da abordagem possibilistica. Nesse
caso, existem algumas solugoes paramétricas que nao pertencem a faixa de Pareto
formada pelas condig¢oes nebulosas usando a teoria de possibilidade, mas ambos
os conjuntos conseguem encontrar solucoes satisfatorias quando comparadas as

solucgoes eficientes do problema classico.

Fronteira de Pareto « igual a 0,8
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Figura 5.2: Problema irrestrito.

A seguir é considerado um problema de programagao multi-objetivo nebuloso
irrestrito com dois objetivos a serem minimizados sobre um espaco de decisao
bi-dimensional:

min fl(él;x) =1.1- Elxl
. - ca+x
min  fo(€g;x) = 60 — =2 (5.3)
T

0l<zi <1, O0<22<b

onde ¢, = ¢ = (1,1,1)Lr. Todos os problemas descritos neste trabalho foram
resolvidos com os parametros de reproducao e o indice de probabilidade de repro-
ducao fixados em 0,8 e 40, respectivamente, que sao parametros indispensaveis

para o algoritmo NSGA-II.
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Figura 5.3: Problema irrestrito.

Na Figura 5.3, pode-se observar que o enfoque paramétrico consegue obter
um conjunto melhor de solucoes eficientes, pois geram uma fronteira de Pareto
com valores menores que a fronteira gerada pelo enfoque possibilistico e pelo
caso classico. A faixa de Pareto gerada pelo enfoque possibilistico nos fornece
uma quantidade maior de solugdes com niveis de satisfacdo maior ou igual a
0.8, enquanto que o enfoque paramétrico fornece a melhor solugdo encontrada
depois de 50 iteracoes permitindo esse nivel de satisfacao. Nesse caso, o conjunto
de solucoes do problema classico obteve algumas solugdes melhor que o enfoque
possibilistico e podemos concluir que isso ocorreu pelo fato do problema ser nao
cOnvexo.

O proximo problema, conhecido na literatura como de Kursawe, ¢ um pro-
blema multi-objetivo nao-linear e nao convexo com dois objetivos. O problema
multi-objetivo nebuloso irrestrito que foi adaptado do problema de Kursawe é

formulado como
min  fy(&;x) = S22, [61 exp (—0.2, [x? + x?ﬂ)]
min  fo(@;x) = 30, [|2:]*8 + & sin(a?)] (5-4)
—-H <z <H, 1=123.

onde ¢, = (—10,1,1)rg e ¢ = (5,1,1,)rr. O resultado do problema classico
de Kursawe é um conjunto de solugoes eficientes nao-convexo e descontinuo (trés
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parte descontinuas). Essa descontinuidade esté presente também no caso do pro-
blema nebuloso. Esse resultado é um exemplo de que um problema nao-convexo
classico pode tornar-se em um problema convexo no caso nebuloso. Quanto mais
incertezas sao inseridas no problema original o problema transformado aproxima-

se mais perto da convexidade.
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Figura 5.4: Problema irrestrito.

Na Figura 5.4, o enfoque paramétrico novamente encontra solucoes mais efici-
entes que o enfoque possibilistico e o caso classico. Na comparacao entre os dois
enfoques desenvovidos nesse trabalho, a distancia entre a fronteira e faixa de Pa-
reto do enfoque paramétrico e do enfoque possibilistico, respectivamente, é maior.
Quando comparamos o enfoque possibilistico com o caso classico, observamos que
existe uma igualdade. Contudo, no caso em que usa-se a possibilidade como indice
de comparacao, os seus elementos da faixa de pareto sao mais dispersos, formando
um espaco maior de solucoes, por motivo novamente da nao convexidade desse
problema.

O quinto problema multi-objetivo nebuloso irrestrito com duas fungoes obje-

tivo é descrito abaixo.
min fl (61;X) = a:% + 61
min  fo(€;X) = Go1 + 25 — 71 — oo sin(bray) (5.5)

O<z <1, —2<m9<?2
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onde ¢; = (0,0,1)rR, o1 = (1,1,1)Lr e é2 = (0.2,0.2,0.2) s@o os parametros
nebulosos, e b € um namero classico qualquer que serd igual a 1 nessa simulagao.
Esse problema tem dois parametros que podem ser variados pelo decisor que sao
Co2 € b. Esses parametros controlam a convexidade do espago de busca.

Fronteira de Pareto « igual a 0,8
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Figura 5.5: Problema irrestrito.

Neste exemplo, o conjunto de solugoes eficientes do problema classico, repre-
sentado pelos losangos, volta a estar inserido na faixa de Pareto formada pelo
mapeamento das solugoes eficientes obtidas pela abordagem possibilistica. Além
disso, a faixa de Pareto do enfoque possibilistico contém alguns elementos da
fronteira de pareto formada pelo mapeamento das solucoes eficientes do enfoque
paramétrico, como visto na Figura 5.5. Entretanto, a resposta paramétrica ainda
continua sendo uma possivel solucao limite para a resposta possibilistica, pois
todos os retangulos alcancam no maximo a fronteira formada pelas estrelas e
algumas dessas estrelas pertencem ao interior de alguns retangulos.

O ponto dos objetivos versus o nicho do espago de decisao é importante no
contexto de obter diversidade entre solucdes eficientes. E claro que quando o
nicho do espago dos objetivos é formado, a diversidade nos valores das fungoes
objetivo sao esperados, considerando que quando o nicho do espago de parame-
tros é formado, a diversidade nos valores das variaveis de decisdo é esperado. E
ilustrado a seguir um problema que foi convertido de um problema multi-objetivo
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classico em um problema nebuloso.

min  f1(€1;%) = & — exp(—4x1) sin*(57x1)

Co1 + 522372

. N AEsx) O\
min  fo(Co;X) = (Co1 + C202%) |1 — | =75 (5.6)
O<r<l, —-1l<z2<1

onde ¢ = ¢ = (1,1,1)g € 22 = (9,1,1)Lr. O procedimento adotado em
todas as simulacoes foi uma taxa de mutacdao que se modifica de acordo com
a dimensao das varidveis de decisdao. A taxa de mutacdo é um pardmetro do
algoritmo genético, que pode ser definido pelo decisor ou pode ser adaptativo.
Entretanto, nesse trabalho essa taxa foi definida pelo decisor, que é dividida pela
dimensao das variaveis de decisao, isto é, se a dimensao ¢ dois, a taxa de mutagao
foi dividida pela metade.
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Figura 5.6: Problema irrestrito.

Levando em consideracao os resultados apresentados anteriormente, a Figura
5.6 mostra uma solugao particular porque praticamente todas os elementos da
fronteira de Pareto encontrados para o problema classico e os obtidos pelo enfoque
parameétrico pertencem a faixa de Pareto encontrada pela abordagem possibilistica
e esse exemplo mostra que a solucao paramétrica nem sempre é uma solucao limite

da solucao possibilistica.
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5.3 Programacao multi-objetivo nebulosa restrita

Sao apresentados seis problemas para exemplificar como as nossas abordagens
encontram a fronteira de Pareto. Esses problemas sao divididos em dois grupos,
sendo que o primeiro é composto por problemas tedricos que pertencem a area de
programagcao multi-objetivo nebulosa restrita com parametros imprecisos somente
nos custos das fungoes objetivo, enquanto o segundo grupo sao dois problemas
tedricos com pardmetros imprecisos nos custos das fungoes objetivo e nos coefi-
cientes das fungoes de restrigdes. Eles nao tém critérios muito complexos para
encontrar um conjunto eficiente, mas sao suficientes para validar os dois enfoques
que foram descritas nos capitulos anteriores. Os problemas sao baseados em al-
guns problemas cléassicos restritos, descritos em [19], e com duas fungoes objetivo
porque a intengao é mostrar as solugoes encontradas por ambas abordagens. En-
tretanto, as incertezas foram inseridas pelos autores, onde a configuracao de cada
numero nebuloso foi definida de acordo com cada caso.

5.3.1 Parametros nebulosos somente nas funcdes objetivo

Nessa sub-secao inserimos algumas fungoes que restringem o espago de busca das
variaveis de decisdao. Essa diminuicao pode tornar a busca por uma solucao factivel
e satisfatoria mais dificil. Aqui ser@o apresentados trés problemas que verificam
e validam os enfoques desenvolvidos neste trabalho.

O primeiro problema de otimizac¢ao com dois objetivos com custos nebulosos
nas fungoes objetivo ¢ uma adaptacao do problema multi-objetivo descrito em
[13]:

min  f1(€1;x) = é11 + (z1 — ¢12)? + (22 — G13)*
min fg(ég;x) = 5211‘1 — (ZEQ — 522)2
sa g1(x) =2} + 23 <225 (5.7)

g2(x) =x1 — 322+ 10 <0

—20 < x1,72 < 20
onde 511 = 512 = (2, 1, 1)LR; 513 = 522 = (1, 1, 1)LR e 521 = (9, 1, 1)LR- Em rela(;fio
aos parametros de simulagao destes problemas, como por exemplo tamanho da
populagado, ntimero de geragoes e outras mais, foram adotadas iguais aos expostos
na se¢ao anterior.

Pode-se observar na Figura 5.7 que os trés conjuntos de solugoes eficientes
estao distribuidas de forma parecida e até mesmo a diversidade das solucoes esta
bem clara. Além disso, o conjunto de solugoes eficientes do problema classico esta
praticamente sobreposto ao conjunto eficiente obtido pelo enfoque paramétrico.
Podemos concluir que os valores classicos e com nivel de satisfagao igual a 0,8
tem uma diferenca muito pequena e, portanto, fornecem solucoes equivalentes.
Uma resposta a isso seria aumentar o espalhamento dos nimeros nebulosos, pois
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Figura 5.7: Problema restrito.

esse fato nao ocorre nos exemplos anteriores. Entretanto, as diferencas entre as
solucoes eficientes encontradas nas duas abordagens desenvolvidas neste trabalho
sao visiveis. Outro ponto interessante ocorre quando as solugoes nebulosas tém
um nivel de imprecisao menor, isto é, o tamanho do retangulo é menor e as duas
abordagens obtém solu¢des muito similares.

O segundo problema de otimizacao com dois objetivos com custos nebulosos
nas funcoes objetivo é uma adaptagao do problema multi-objetivo descrito em
[72]:

min  f1(€1;x) = ényad + é1oa3

min  fo(C2;x) = (21 — G21)% + (w2 — E22)?
z1 —5)2 + 23 <25 (5.8)
xr1 — 8)2 + (:L'g + 3)2 > 7.7

sa g1(x

onde 511 = 512 = (4, 1, 1)LR e 521 = 522 = (5, 1, 1)LR-

Na Figura 5.8, pode-se notar que as solucoes eficientes paramétricas geram
uma fronteira de Pareto que é um dos limitantes da faixa de Pareto formada
pelas solucoes eficientes possibilisticas, enquanto as solucgoes eficientes do caso
classico, representadas pelos losangos, pertencem praticamente & faixa de Pareto.
Um ponto interessante estd no fato de que quatro elementos da faixa de Pareto
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estao um pouco distante do conjunto em geral, porém nao estao muito isolados
porque quatro elementos da fronteira de Pareto do caso classico e dois elementos
da fronteira de Pareto do enfoque paramétrico também estao presentes neste
pequeno conjunto e pertencem as solucoes eficientes possibilisticas. Contudo,
esses dois pontos do enfoque paramétrico sao dominados por algumas solugoes
eficientes do caso classico. O mesmo nao podemos dizer de solugoes do enfoque
possibilistico porque ele tenta formar uma faixa de Pareto com espalhamentos &
esquerda e a direita, tendo como base os valores com pertinéncia 1.
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Figura 5.8: Problema restrito.

Em [19], é construido um problema multi-objetivo com duas variaveis de deci-
soes bi-dimensionais e duas funcoes objetivo. A versao nebulosa desse problema
é:

min  fi(€1;x) = 121
Co + 11
T2

min  fo(€2;x) =

sa ¢g1(x)=xz9+9z; > 6
gg(X) =—29+9x1 > 1

01<21<1, 0<23<5

onde 51 = 52 = (1, 1, 1)LR-
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Figura 5.9: Problema restrito.

A fronteira de Pareto formada pelas solugoes eficientes do enfoque paramétrico
mostrada na Figura 5.9, obteve solucoes melhores, porém observa-se que essa fron-
teira é descontinua e ao mesmo tempo nao tem uma boa diversidade. Por outro
lado, a faixa de Pareto formada pelas solucdes eficientes do enfoque possibilistico
obteve um conjunto de retangulos bem distribuidos gerando uma boa diversidade
de possiveis solucoes. Outro aspecto a notar é que os pontos possiveis aparentam
formar uma estrutura continua e todo o conjunto de solugdes eficientes para o
problema classico estao inseridas na faixa de Pareto desse enfoque possibilistico.

5.3.2 Parametros nebulosos nas funcoes objetivo e nas restricGes

Nessa sub-secao inserimos algumas fungdes com incertezas no conjunto de restri-
¢oes que delimitam o espaco de busca das variaveis de decisao. Essa delimitagao
pode tornar a busca por uma, solucao factivel e satisfatoria mais dificil. Aqui serao
apresentados trés problemas que verificam e validam os enfoques desenvolvidos
neste trabalho.

O primeiro problema de otimizacao com dois objetivos com custos nebulosos
nas funcoes objetivo é uma adaptagao do problema multi-objetivo descrito em
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13|:
- min  f1(€1;x) = &1 + (21 — é12)% + (w2 — 13)?
min  fo(€2;X) = o121 — (w2 — G20)?
s g1(a;x) = anad + anxl < b (5.10)
92(82;X) = 171 — Aowa < by

=20 <, <22 <20

onde 511 = 612 = (2, 1, 1)LR, 513 = 622 = (1, 1, 1)LR (S} 521 = (9, 1, 1)LR Sao 08 para—
metros incertos das fungoes objetivo. Os parametros incertos que estao presentes
no conjunto de restrigoes sao ay; = a1z = a1 = (17171)LR; Qo9 = (37171)LR;
by = (225,25,25)Lr € ba = (9,1,1)r. Os valores de violagio maxima permitida
para cada restricio sio d; = (25,5,5)rr € do = (1,0.1,0.1)r. Em relacio aos
parametros de simulacao destes problemas, como por exemplo tamanho da popu-
lacao, nimero de geracgoes e outras mais, foram adotadas iguais aos expostos na

secao anterior.

l
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Figura 5.10: Problema restrito.

Esse é o primeiro exemplo que nenhum dos enfoques desenvolvidos nesse tra-
balho conseguem obter solucoes eficientes melhores que as do problema classico.
Podemos enumerar dois motivos para explicar o ocorrido: 1) aumento na difi-
culdade do problema, pois o conjunto de restricoes permite muita flexibilidade e
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um maior espago de busca de solugoes eficientes factiveis; 2) o fato de usar um
algoritmo evolutivo, o qual nao garante obter o conjunto eficiente 6timo, pode ter
contribuido para esta solucao. Uma alternativa estd em aumentar o tamanho da
populagdo e o ntimero de geragoes.

Por outro lado, pode-se observar na Figura 5.10 que os dois conjuntos de
solugoes eficientes dos enfoques paramétricos e possibilistico estao distribuidas
de forma separada e até mesmo a diversidade das solugoes nao estd bem clara.
Pode-se observar que existem dois grupos de solugoes eficientes fornecidos pelo
enfoque paramétrico e trés grupos de solugoes eficientes fornecidos pelo enfoque
possibilistico. Isso mostra a diferenca entre as solugoes eficientes encontradas
nas duas abordagens desenvolvidas neste trabalho. Entretanto, observando a
geometria de todos os grupos de solugoes eficientes, elas continuam formando uma
fronteira sem que nenhuma solucao seja melhor em ambas as fungoes objetivo.

O segundo problema de otimizacao com dois objetivos com custos nebulosos
nas funcoes objetivo é uma adaptagdao do problema multi-objetivo descrito em
[72]:

min  f1(€1;x) = 127 + G273
min  fo(€2;x) = (1 — G21)? + (w2 — G22)
sa g1(83x) = (z1 — a1)? + anal </ b (5.11)
92(82;%) = (21 — G21)% + (T2 + d22)? >F by

onde ¢11 = ¢12 = (4,1,1)Lg e éa1 = G2 = (5,1,1) g sdo os parametros incer-
tos nas fungoes objetivo. Os parametros incertos que estdo presentes no con-
junto de restricoes sao a1 = (5,1,1)rr, @12 = (1,1,1)Lg, 21 = (8,1,1)rR,
azx = (3,1,1) g, b1 = (25,5,5)Lr € by = (7.7,2.7,2.3)r. Os valores de vi-
olacio méxima permitida para cada restri¢io sio d; = (2.5,0.5,0.5)r € dy =
(0.77,0.27,0.23) 1 g.

Na Figura 5.11, pode-se notar que as solugoes eficientes obtidas pelas abor-
dagens paramétrica e possibilistica geram dois grupos de solugoes eficientes que
formam parte da fronteira de Pareto cléssica, que é representada pelo conjunto de
solucoes eficientes do problema cldssico. Um ponto interessante estd no fato de
que as duas abordagens encontraram as solucoes nos extremos dessa fronteira. O
grupo das solucoes eficientes no caso possibilistico estd dividido em dois subgru-
pos de facil identificacdo. As solugdes no caso paramétrico também sao divididas
em dois subgrupos, mas a separagao nao é tao clara.

Em [19], é construido um problema multi-objetivo com duas variaveis de deci-
soes bi-dimensionais e duas fungoes objetivo. A versdo nebulosa desse problema
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Figura 5.11: Problema restrito.

min  f1(€1;%x) = 121
C2 + 11
€2

min fo(Co;x) =

sa g1(a;x) = zo + ayry >0 by (5.12)

g2(8g;X) = —x9 — agxy >7 by
0.1 <z <1, 0<22<5

onde a; = ag = (1,1,1)1r sao os parametros incertos das fungoes objetivo.

Os parametros incertos no conjunto de restrigdes sao a; = az = (9,1,1)rr,
by = (6,1,1)rLr e by = (1,1,1)rr. Os valores da viola¢ao méxima permitida para
cada restricdo sdo di = (0.9,0.1,0.1)z5 e do = (0.1,0.1,0.1) 1.5

A fronteira de Pareto formada pelas solugoes eficientes do enfoque paramé-
trico mostrada na Figura 5.12, obteve solu¢oes melhores, porém é facil observar
que essa fronteira é bastante descontinua. Entretanto, esse fato ndo ocorre na
fronteira de Pareto formada pelas solugoes eficientes do problema classico, que
tem uma boa diversidade de solucoes. Por outro lado, essa mesma fronteira estéa
praticamente dentro da faixa de Pareto formada pelas solugoes eficientes do en-
foque possibilistico. Essa faixa de Pareto obteve um conjunto de retangulos bem
distribuidos, que é formada pelas solucoes eficientes do enfoque possibilistico e
gerou uma boa diversidade de possiveis solucoes.
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Figura 5.12: Problema restrito.
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Capitulo 6

Consideracoes finais

6.1 Conclusoes

Problemas de programagao multi-objetivo sao muito importantes tanto do ponto
de vista tedrico como pratico. Entretanto, os problemas de programacao matema-
tica que encontramos no mundo real nao podem, muitas vezes, ser formalizados de
maneira clara e precisa porque os dados sdo ambiguos, vagos e imprecisos. Como
elemento deste conjunto, os problemas de programacao multi-objetivo também
apresentam esses tipos de incertezas. Essa ambiguidade é natural e esta presente
em situacoes da vida real que requerem solugoes precisas. Existem algumas técni-
cas para representar esses dados imprecisos, como por exemplo processos estocas-
ticos, caos, aproximagao a valores conhecidos, logica nebulosa, etc. Essa dltima
foi a escolhida para ser usada neste trabalho por se adaptar bem aos problemas
de programagcao multi-objetivo nebulosos.

O uso de algumas técnicas que transformam ntmeros nebulosos em classicos
para resolver os problemas de programacao matemética é muito comum. Na
literatura existem varias dessas técnicas e algumas delas foram mostradas no
Capitulo 2. Embora essa transformacao seja bastante tutil, existe a perda de
parte da informacao de dados nebulosos a cada vez que é transformado em nimero
classico. Os dados nebulosos podem estar presentes em varias partes do problema
de otimizagao multi-objetivo, tais como: custos das func¢oes objetivo, coeficientes
das fungoes de restricao e relagbes de ordem que geram o conjunto factivel, e
até mesmo nas varidveis. Nao nos aprofundamos em enfoques de otimizacao
multi-objetivo que tratam as varidveis de decisao como valores nebulosos. As
abordagens de Pareto otimalidade que foram apresentadas no Capitulo 2 usam
diferentes técnicas de transformagao de ntimeros nebulosos em classico em alguns
passos de suas definigdes. Alguns exemplos praticos sdo descritos para validar a
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teoria desenvolvida e os resultados obtidos ajudam aos autores seguirem a linha
de pesquisa, no intuito de tentar solucionar os problemas do mundo real. Com
essa visao, tais resultados podem ser gerados por Sistemas de Suporte de Decisao
(SSD) envolvendo problemas de programagao multi-objetivo nebulosos.

No levantamento bibliografico realizado, constatou-se a necessidade de desen-
volver alguns métodos que procurassem generalizar os ja existentes. A comparacao
dos métodos ¢ algo que deve ser levado em consideracao porque os dados nebulosos
podem ser tratados de formas diferentes. Inserido nesse contexto, esse trabalho
teve como objetivo descrever condi¢Oes necessarias e suficientes para garantir a
obten¢ao de um conjunto de solugdes dtimas que é chamado de solugoes eficientes,
nao-dominadas ou de Pareto. O trabalho foi dividido em duas abordagens, uma
chamada paramétrica que trata os nameros nebulosos usando intervalos discreti-
zados, e outra possibilistica que compara os numeros nebulosos usando a teoria
de possibilidade.

A abordagem paramétrica ¢ uma extensdo de métodos paramétricos desen-
volvidos para solucionar problemas de programacao linear. Ela foi criada para
tratar a incerteza que esté presente na relacao de ordem do conjunto de restricoes
e transforma o problema de otimizacao nebuloso original em um problema de
otimizacao multi-objetivo classico. Essa idéia pode ser empregada também para
discretizar os coeficientes nebulosos que estao nas fun¢ées que geram o conjunto
factivel. Por fim, essa abordagem também pode englobar os custos nebulosos
presentes na(s) fun¢ao(oes) objetivo. No Capitulo 3 sao descritas duas metodo-
logias para parametrizar um problema de programagao multi-objetivo nebuloso
irrestrito e transforma-lo em um problema de programagcao multi-objetivo clas-
sico irrestrito. Se por um lado, isso aumenta a complexidade na obtencao de uma
solucao para problema transformado, por outro lado, encontra um conjunto de
solucgoes satisfatorias para cada discretizagao dos ntmeros nebulosos e aplicando
o Teorema da Representagao podemos gerar uma solucao nebulosa do problema
original. Essas metodologias podem também ser estendidas para solucionar pro-
blemas de programacao multi-objetivo nebuloso restrito, descrito no Capitulo 4.
Essa extensao €, a principio, intuitiva porque aplicamos nos coeficientes nebulo-
sos das funcoes de restricao o mesmo procedimento de discretizacao realizado nos
custos nebulosos das funcoes objetivo, e novamente o problema classico resultante
tem mais funcoes objetivo do que o problema original.

A abordagem possibilistica ¢ um enfoque novo para determinar condicoes ne-
cessarias e suficientes para garantir uma otimalidade de Pareto satisfatoria, que
¢ fornecida ao decisor. Essa abordagem usa a teoria de possibilidade como um
critério de comparacao entre dois niimeros nebulosos e a partir disto é definido um
conjunto nebulosamente ordenado que engloba todos os ntimeros nebulosos que
podem ser ordenados segundo um determinado nivel de satisfacao que pode ser
escolhido pelo decisor. Essa definicao abre o precedente para separarmos um con-
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junto nebulosamente ordenado em elementos que sao dominados, que do-minam
e que nao podemos determinar. Assim, podemos estender a definicao de solucao
eficiente de problemas de programacao multi-objetivo classicos para obter as so-
lugoes eficientes nebulosas mediante o nivel de satisfacao escolhido pelo decisor.
Juntamente com essa definicao estendida foi estabelecido um conjunto de defini-
¢Oes e teoremas que garantem as condigbes necessarias e suficientes para encontrar
uma solugao 6tima nebulosa para um problema de programagao multi-objetivo ne-
buloso irrestrito. Essas condi¢oes de otimalidade estao descritas no Capitulo 3
e também sao usados alguns exemplos numéricos para mostrar como encontrar
a solugao 6tima nebulosa. No Capitulo 4 a abordagem possibilistica ¢ ampliada
para atender o caso de problemas de programacao multi-objetivo ne-bulosos res-
tritos, sendo que os dados podem ser claros e precisos como também podem ser
ambiguos. Esses dados ambiguos costumam estar presentes nos coeficientes das
funcoes de restri¢do e na relagdo de ordem que geram o conjunto factivel do pro-
blema a ser otimizado. Nesse ultimo caso ¢ definida uma combinacao das duas
abordagens paramétrica e possibilistica. Nesse trabalho, o conceito de conjun-
tos nebulosos convexos e fungdes nebulosas convexas foram usados para garantir
a otimalidade global de Pareto para problemas de programagcao multi-objetivo
nebuloso convexo.

O conjunto de problemas testes mostraram a eficiéncia dos enfoques desenvol-
vidos neste trabalho. Os parametros incertos podem estar presentes nas funcoes
objetivo, na meta a ser otimizada, na relacao de ordem e/ou nas fungdes que
determinam o conjunto factivel das varidveis de decisao. Em cada problema foi
realizada uma anélise de comparacao entre as duas abordagens e foi mostrado onde
uma ou outra obtiveram solugoes mais satisfatorias. Finalmente, apresentamos
duas abordagens que podem ser usadas para resolver problemas de programacao
multi-objetivo em ambiente nebuloso.

6.2 Trabalhos futuros

Em relacao aos trabalhos futuros, os autores pretendem explorar o lado das
aplicacoes que esse trabalho abre, isto é, investigar o quanto a programacao
multi-objetivo nebulosa pode ajudar a resolver problemas de programacao multi-
objetivo convencionais fornecendo solu¢oes nebulosas, ou melhor, solugoes satis-
fatorias, que podem ser usadas pelo decisor. Outro ponto importante é encontrar
uma solucao aproximada para esse tltimo tipo de problema.

Apesar de todo o conhecimento que foi tratado e desenvolvido neste trabalho
sobre problemas de programacao multi-objetivo nebulosos, ainda faltam alguns
pontos a serem estudados com mais detalhes. Entre estes estd em descobrir a
relacao que existe entre as abordagens desenvolvidas nesse trabalho e também
dessas abordagens com as ja publicadas na literatura. Outro estudo é sobre o
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tratamento de problemas mateméticos, com imprecisoes nas variaveis de decisao
do problema de otimizagao e, portanto, obter uma possivel decisao mais proxima
da realidade.

Uma vez desenvolvida esta linha de pesquisa da expansao dos problemas de
programagao multi-objetivo com parametros nebulosos, como também problemas
de otimizacao em geral, podemos explorar a dualidade dos mesmos. Outro ponto
estd em propor novos modelos matematicos que consigam encontrar as solugoes
satisfatorias ou propor modificacoes em modelos ja existentes.

Um outro ponto onde a programagao matematica nebulosa pode auxiliar na
resolucao de problemas classicos nao-convexos estd na possibilidade de se traba-
lhar com a casca convexa da regiao factivel, obtida pela relaxacao das restrigoes.



Apéndice A

Sistemas nebulosos

O conceito de conjunto nebuloso (fuzzy set) foi introduzido por Zadeh|76] e desde
entao, os sistemas baseados em conjuntos nebulosos, ou sistemas nebulosos, vém
avancado tanto do ponto de vista tedrico, quanto do pratico. As técnicas de teorias
de conjuntos e sistemas nebulosos tém sido utilizadas em diferentes campos de
conhecimento e em diversas aplicagoes: aproximagao de fungoes, previsao de séries
temporais, filtragem de sinais, identificacao e controle de processos, etc. Um
numero significativo de implementacoes praticas vem consolidando os sistemas
nebulosos nao s6 em instalagoes industriais, mas também em muitos produtos
manufaturados [54].

A logica nebulosa (fuzzy) é a logica que suporta os modos de raciocinio que
sao aproximados ao invés de exatos. Modelagem e controle fuzzy de sistemas sao
técnicas para o tratamento de informacgoes qualitativas de uma forma rigorosa.
Derivada do conceito de conjuntos fuzzy, a logica fuzzy constitui a base para o
desenvolvimento de métodos e algoritmos de modelagem e controle de processos,
permitindo a reducao da complexidade de projeto e implementacao, tornando-se
a solucao para problemas de controle até entao intrataveis por técnicas classicas.

A.1 Conjuntos nebulosos

A nocao de conjunto ocorre frequentemente quando se tenta organizar, resumir
e generalizar a respeito de objetos. Na teoria de conjuntos classicos apenas dois
valores sao permitidos, pois um elemento ou pertence ou nao pertence ao con-
junto. Na teoria de conjuntos nebulosos a transicao de pertencer a nao pertencer
é gradual. O conjunto nebuloso pode ser definido como uma colecao de objetos
com valores de pertinéncia variando entre 0 (exclusdo completa) e 1 (pertinéncia
completa). Os conjuntos nebulosos representam uma generalizagdo dos conjuntos
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classicos.

Tipos de funcdes de pertinéncia

A teoria dos conjuntos nebulosos baseia-se no conceito de pertinéncia. Um con-
junto nebuloso é definido pela funcao de pertinéncia pa(z) que estabelece para
cada = um grau de pertinéncia ao conjunto A, com ppa(z) € [0,1]. O formato
das funcoes de pertinéncia nebulosas é restrito a uma certa classe de funcoes,
representadas por certos parametros especificos. Os formatos mais comuns das
fungoes de pertinéncia na literatura sao:

1A (T)
1l
0 se r<a
x—a
se a<zr<m
pa(z) =9 P40 (A.1)
se m<z<b
b—m
0 se x>b
x
a m b B
Figura A.1: Funcao triangular: Parametros (a,m,b), com a < m < b.
pa ()
1 0 se z<a
”””””””” T—a
se a<zr<m
m-—a
pa(z) =4 1 se m<zx<n (A2)
b—x
se n<x<b
x b—m
a m n b L 0 se x>b
Figura A.2: Fungao trapezoidal: Parametros (a,m,n,b), coma < m, n <be

m < n.

m
Figura A.3: Fungao gaussiana: Parametros (m,o), com o > 0, sendo m o
centro e ¢ a variancia da gaussiana.
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Existem muitas outras fun¢oes de pertinéncia, entretanto, geralmente a esco-
lha de fungoes triangulares e trapezoidais é mais comum por causa da idéia de se
definirem regidao modal por um ponto ou um intervalo continuo, e fungoes lineares
que caracterizem os espalhamentos.

Definicdes de conjuntos nebulosos

A funcao de pertinéncia especificada pelos parametros que definem o seu formato,
é geralmente utilizada para representar um conjunto nebuloso, entretanto existem
outros parametros que podem ser utilizados para caracterizar os conjuntos nebu-
losos como:

e Suporte(S4): Conjunto dos elementos do universo, onde o grau de perti-
néncia é maior que zero.

Sa = {z|pa(z) > 0} (A.4)

e Niucleo (core) (N4): Conjunto dos elementos do universo, onde o grau de
pertinéncia é igual a 1.

Na = {z|pa(z) =1} (A.5)
e Altura(H,): Valor maximo da funcao de pertinéncia.

Hp= S‘;P{,UA(:E)} (A.6)

e Cardinalidade: Cardinalidade da funcao de pertinéncia.

Cards = Z,uA(a;) (A.7)

TET

e Conjunto normal: Um conjunto nebuloso é conhecido como normal se a
altura (H4) tem valor igual a 1. Caso o conjunto nebuloso nao seja normal
(Hy < 1), ele é conhecido como sub-normal, e o seu nicleo é um conjunto
vazio.

e Subconjunto nebuloso: Se pa(z) < pp(z), V & podemos dizer que A C
B, e portanto, que A é um subconjunto nebuloso de B.

e o-Corte: Conjunto dos elementos do universo, onde o grau de pertinéncia
¢ maior ou igual a a.

Caa = A{zlpa(z) = o} (A.8)

Uma possivel representagao do niimero nebuloso usando a definicao de a-corte
descrita acima é feita da seguinte maneira:
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\

a aOC m ba b

Figura A.4: Representagio do conjunto a-corte no intervalo [aq, by].

Operacées com conjuntos nebulosos

Nos conjuntos nebulosos podem ser aplicados varias operacoes. Dentre as mais

comuns temos:
- Concentracao: Esta operacao diminui os valores da funcao de pertinéncia;
- Dilatacao: Esta operacao aumenta os valores da funcao de pertinéncia;

- Normalizacao: Esta operacao converte um conjunto nebuloso subnormal em

um normal;

- Multiplos argumentos: Estas operagoes envolvem a combinagdo, agregacao

e comparacao de dois ou mais conjuntos nebulosos. As operagoes de unido,
intersecao e complemento para os conjuntos nebulosos a partir da funcao de
pertinéncia sao baseados na teoria de conjuntos classicos:

e Unido: paup)(z) = max[ua(2), us(2)] = pa(z) V ()

o Intersegao: 1ianp)(x) = minfua(z), us(z)] = pal(z) A ps(z)

e Complemento: up(z) =1 — ua(z)

A.2 Nuameros nebulosos

Um ntimero nebuloso a é uma quantidade com valor impreciso, sendo utilizado
na representagao de expressoes na forma “quase 507, “prozimo de 27, etc. Usu-
almente, um numero nebuloso a é representado por duas notagoes. A primeira
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notacao ¢ do tipo a = [a, ap,al, sendo ag o valor modal, a e @ os limitantes infe-
rior e superior do espalhamento, respectivamente. A segunda notacao é do tipo
a = (a,a, B)Lr, sendo a o valor modal, « e (3 os espalhamentos a esquerda e a
direta, respectivamente. Associa-se a cada numero nebuloso uma funcao pa(x)
que indica o grau de pertinéncia dos valores x contidos em um dominio X.

A.3 Funcoes nebulosas

Os conceitos relacionados a fungoes nebulosas podem ser resumidamente descritos
em trés tipos de enfoques:

1. Func¢oes nao-fuzzy com argumentos fuzzy;
2. Fungoes com parametros fuzzy e variaveis nao-fuzzy;

3. Fungoes com defini¢oes fuzzy.

A.4 Convexidade nebulosa

O conceito de convexidade é importante para estudos quantitativos e qualitativos
em pesquisa operacional e ajuda na obtencao de solugoes 6timas. Isso foi conside-
rado por muitos pesquisadores também em otimizacao nebulosa. A convexidade
de conjuntos nebulosos foi introduzido por muitos autores como Zadeh|76], Lowen
[47], Liu [46].

A.4.1 Conjuntos nebulosos convexos

Ao longo deste apéndice, I sera definido como um intervalo unitario [0,1] e E o
espaco Euclidiano de dimensao R"™. Um mapeamento p de E para I sera chamado
um conjunto nebuloso em F, denotado usualmente por uma letra grega mintscula.
No resto dessa sub-secao, nés mostraremos alguns resultados ja conhecidos.

Definicao A.1. Um sub-conjunto nebuloso p: R™ — [0,1] é um conjunto nebu-
loso convexo se, e somente se, para todo x, y € R™ e a € [0,1]

plaz + (1= a)y) = min(u(z), p(y))-

Note que essa defini¢do nao implica que p deve ser uma fungdo convexa sobre o
espago das variaveis z. Uma propriedade béasica de conjuntos nebulosos convexos
é que se 4 e up sao conjuntos nebulosos convexos, assim é sua intersecao. Entao,
ela permite definir a casca convexa de um conjunto nebuloso.

Definicao A.2. Se pu € um conjunto nebuloso, entao definimos sua casca conveza
como o conjunto nebuloso
convp = inf{v > u, v convezo}
= menor conjunto nebuloso convexo que contém L.
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Um tipo particular de conjunto nebuloso convexo é um cone convexo. Em
analogia com isso, nés podemos definir um cone nebuloso convexo da seguinte
maneira

Definicao A.3. Um conjunto convezo p € um cone nebuloso convezo se, e so-
mente se, ele é convezo e Vr € R" e a >0, plax) > p(z).

A.4.2 Funcdes nebulosas convexas

Nessa secao, noés definimos como funcao nebulosa aquelas que tem parametros
incertos caracterizados como nimeros nebulosos. Algumas caracterizagoes podem
ser encontradas em [24] e [39], e n6s definiremos nesse trabalho a fun¢ao nebulosa

da seguinte maneira:

f: FR™) xQ — F(R)
f = f(&x)

sendo que a € F(R™) ex € Q C R™.

De acordo com os conceitos de conjuntos nebulosos convexos que foi mos-
trado na sub-secao anterior, nos apresentamos a definicao de func¢des nebulosas
convexas.

Definicdo A.4 (Fungao nebulosa convexa). Uma fun¢do nebulosa f: F(R™) x
Q — F(R) sendo Q@ C R"™ conjunto convexo ndao-vazio, é uma fun¢ao conveza se,
e somente se, para todo x1,%2 € Q, a € F(R™) e X € [0, 1]

F@E x4+ (1= Nxo) </ Af(a;xy) + (1= A f(a;xz).

A defini¢ao sobre fun¢oes nebulosas convexas anteriormente é facilmente esten-
dida para fungoes nebulosas concavas. Outras defini¢oes sobre fungoes nebulosas
sao apresentados abaixo:

Definicao A.5 (Func¢do nebulosa quase-convexa). Uma func¢ao nebulosa f :
F(R™) x @ — F(R), sendo Q@ C R" conjunto convexo nao-vazio, € uma fungao
nebulosa quasi-convera se, e somente se, para todo x1,x2 € 2, a € F(R™) e
A€ 0,1]

F(@Ax 4 (1= A)x) </ max f(a;x1), f(&; x2). (A.9)

Definicao A.6 (Funcgado nebulosa pseudo-convexa). Uma func¢ao nebulosa f :
F(R™) x @ — F(R), sendo Q@ C R" conjunto convexo nao-vazio, € uma fungao
nebulosa pseudo-conveza se, e somente se, para todo x; € Q, a € F(R™) e A €
[0,1] Vf(a;x1)T (x2—x1) >/ 0 para cada x5 € Q, implica que f(a;x) >/ f(&;x1).

Sendo que a derivada de funcoes nebulosas esté descrita em |1, 11, 37, 38|
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Otimizacao multi-objetivo

Escolher o objetivo para ser otimizado é um passo critico no processo de mode-
lagem de um problema do mundo real e a solugdo 6tima a ser obtida depende
totalmente dessa escolha. Na grande maioria dos problemas do mundo real,
varios objetivos podem ser definidos e muitas vezes eles sao comflitantes e/ou
nao-mensuraveis. No intuito de solucionar esse tipo de problema é que surgiu a
otimizag¢ao multi-objetivo, que é um ramo da drea de otimizac¢ao matemética. A
otimizag¢ao multi-objetivo foi desenvolvida para resolver problemas de programa-
¢a0 matematica com varias fun¢oes objetivo. Devido a esse ponto de conflito, o
conceito classico de otimalidade nao pode ser aplicado, pois agora serd encontrado
um conjunto de solucoes 6timas que otimizam esse tipo de problema.

Os trabalhos classicos de Vilfredo Pareto, vide [52, 53|, introduziu o conceito
de Pareto-otimalidade e iniciou o campo de otimizacao multi-objetivo. Depois
desses trabalhos, a solu¢ao de um Problema de Otimizagao Multi-objetivo (POM)
é caracterizada por um conjunto de pontos chamados nao-dominados ou eficientes.
Atualmente, o enfoque multi-objetivo encontra aplicagdes em qualquer area em
que o processo de tomada de decisao esteja centrado em problemas de otimizacao.

Métodos especificos para resolver problemas de programagao multi-objetivo
foram propostos em [13, 28]. Esses métodos sao classificados de acordo com o
instante que o decisor aplica os seus critérios. Trés métodos sao propostos: (i)
M¢étodos a-Priori, onde o decisor atribui esses critérios antes de realizar a execucao
de qualquer método; (ii) Métodos a-Posteriori, onde o decisor permite que os
métodos encontrem um conjunto de solucgoes eficientes para depois ele escolher
uma solu¢ao diante desses critérios; e (iii) Métodos interativos, onde esses critérios
sao aplicados no decorrer da execucao dos mesmos com a tentativa de guiar a uma
solugao eficiente.
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B.1. CONCEITOS BASICOS

B.1 Conceitos basicos

Alguns conceitos envolvidos em otimizac¢ao sao importantes de serem apresenta-

dos.

e Problema geral multi-objetivo

O problema de otimizagao multi-objetivo foi definido por [51] como sendo
o problema que visa encontrar:

um vetor de varidveis de decisdo que satisfaz as restricoes e oti-
miza uma funcao vetor cujos elementos representam as funcoes
objetivo. Estas funcgoes formam uma descricio matematica dos
critérios de performance que normalmente sao conflitantes entre
eles. O termo otimizar significa encontrar uma solucdo tal que
fornega os valores de todas as funcoes objetivo aceitaveis pelo
designer.

Formalmente podemos dizer que um problema multi-objetivo minimiza F' (x)
= (f1 (x),..., fr (x)) sujeito a m restrigdes de desigualdade g; (x) <0, i =
1,...,m e p restrigoes de igualdade h; (x) = 0,7 = 1,...,p, x € Q.
Uma solucao do problema multi-objetivo minimiza as componentes do vetor
(x =m1,...,2,) de algum universo ).

Dominancia de Pareto

O espaco de busca €2 é parcialmente ordenado no sentido de que duas solu-
¢oes arbitrarias sao relacionadas de duas possiveis maneiras: ou uma domina
a outra ou nenhuma delas domina. Este conceito pode ser formalizado da
seguinte forma. Sejam a e b € (2, dizemos que a domina b se e somente se:

Vi€ {1,2,...k}, fi(a) > fi(b) e Jje{1,2,...k}, f;(a) > f;(b). (B.1)

Em outras palavras, “a nao é pior que b em nenhum dos objetivos e é melhor
em pelo menos um”. Normalmente exitem um conjunto de solucoes Pareto-
Otimas conhecidas como solugoes nao-dominadas. A figura B.1 representa o
conjunto dessas solugoes.

Fronteira de Pareto

No sentido de Pareto estd no limite da regiao de design ou no local dos
pontos tangentes as fungdes objetivo. A regidao dos pontos definido por esse
limite é conhecida como fronteira de Pareto, ou seja, os valores de F(x) cujo
X estd no conjunto Pareto-6timo formam a fronteira de Pareto.
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=== e €I

Conjunto Pareto-otimo

Figura B.1: Conjunto Pareto-6timo

B.2 Meétodos para resolver de problemas otimizacao
multi-objetivo

Os meétodos para resolucao de POMs podem ser classificados de acordo com o

momento em que o decisor aplica seus critérios.

B.2.1 Meétodos a Priori

O decisor define preferéncias antes da solu¢ao do POM. Desta forma, o problema
multi-objetivo original é transformado em problemas mais simples que podem ser
resolvidos através de métodos conhecidos.

e Métodos lexicograficos: o decisor deve listar os objetivos em ordem de-
crescente de importancia. A primeira funcao da lista é maximizada no
espaco de busca e este resultado é considerado como uma restricao na ma-
ximizagao da segunda funcao; e assim por diante. Generalizando temos:

Maximizar fij(x) (B.2)
sujeito a: x € ) (B.3)

onde Q; = {z : x € Qj_1,x = argmax(fij—1)}. {ij} = {41,92,..., 9}, para
1=1,2,...,k, ¢ o conjunto dos objetivos i segundo a ordem de importancia j.
Este método é inapropriado quando existe um grande ntmero de objetivos,
até porque o decisor deve ter informacoes sobre as funcoes antes da resolucao
do problema.

e Métodos baseados em limitantes: o decisor deve selecionar um objetivo
de preferéncia e indicar limitantes para os demais objetivos. Formalmente
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temos:

Maximizar fj(x), com [; < fi(x) < L; (B.4)
sujeito a: x€Q com i=1,2,....k 1#£ ] (B.5)

B.2.2 Meétodos a Posteriori

Nos métodos & posteriori buscamos gerar o conjunto solucao para depois esco-
lher uma solugao de compromisso. Em outras palavras, o método fornece como
resultado um conjunto de solugoes. Depois, o decisor escolhe a solucao que lhe
convem.

e Métodos das ponderagoes: obtem uma solucao Pareto-6tima resolvendo
um problema formulado a partir da soma ponderada de todas as funcoes
objetivo do POM original. O problema ponderado pode ser generalizado da
seguinte maneira:

Maximizar Y w;.fi(x) (B.6)
sujeito a: x € (B.7)

com Y w; =1, w; >0,4i=1,2,...,k. Os pesos w; representam a relativa
importancia de cada fun¢ao objetivo no problema.

e Método das e-restricoes: é baseado na maximizacao de uma funcao ob-
jetivo (a mais importante) e transformando as outras fungbes objetivo em
restricoes de desigualdade. O problema e-restrito pode ser descrito como:

Maximizar fij(x) com fi(x) <e¢ (B.8)
sujeito a: x € para i =1,2,..., k iF# ] (B.9)

e Método simplex multi-objetivo: este método é restrito para problemas
lineares na forma:

Maximizar Cx (B.10)
sujeito a: Ax<b x>0 (B.11)

com C € RF*" 2 ¢ R™ b e R™, A € R™*™.

B.2.3 Meétodos interativos

Nos métodos interativos, informagoes sobre preferéncias sao passadas para o de-
cisor durante a resolugao do POM.
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o STEM - STEP Method: procedimento interativo direcionado a resolucao
de POM lineares:

Maximizar [C1x, Cax, ..., CX] (B.12)
sujeito a: Ax<b x>0 (B.13)

com C; € R™ z € R", i =1,2, ..., k. O decisor deve classificar cada solucao
encontrada com satisfatoria ou insatisfatéria quando comparadas com uma
solugao utopica.

e Método de Geoffrion, Dyer e Feinberg: baseia-se no algoritmo de
Frank-Wolfe e é destinado para POM na forma:

Maximizar Ulf1(x), fa(x), .oy fr:(%)] (B.14)
sujeito a: x € (B.15)

onde U é uma funcao concava crescente que reflete as preferéncias gerais de
um decisor em relagao aos k objetivos. Como U nao é totalmente conhecida
algumas informacoes devem ser fornecidas pelo decisor durante o processo.

Atualmente, existem cerca de 30 técnicas de programagcao para resolucao de
POM. Entretanto, estas técnicas tendem a gerar somente um elemento do Con-
junto Pareto-6timo a cada rodada. Além disso, elas sao sensiveis ao formato da
Fronteira de Pareto.
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Otimizacao nebulosa

De maneira geral, a otimizacao nebulosa pode ser entendida como uma extensao
do problema cléssico de otimizagao:

max f(x)
sa  gi(x) >b;, i=1,...,m (C.1)
z; >0, 7=1,...,n

com a propriedade de melhor caracterizar os processos reais, dado que os métodos
dessa classe incorporam as quantidades imprecisas envolvidas no problema a ser
modelado e resolvido.

Diversos enfoques sao conhecidos e estudados na literatura, de acordo com
o ponto em que se encontram as imprecisoes: restricoes nebulosas, fungoes ne-
bulosas, coeficientes nebulosos nos objetivos e restricoes, etc. Neste trabalho, o
enfoque maior é dado & otimizagao com coeficientes nebulosos na funcao objetivo.

C.1 Otimizacao com restricoes nebulosas

O problema geral de otimizagao com restri¢oes nebulosas pode ser formulado da
seguinte forma:
max f(x)
sa  gi(x) >F b, i=1,...,m (C.2)
z; >0, j=1,...,n

modificando o conceito usual de factibilidade e a forma de entender cada restricao.
Em um problema nebuloso como (C.2), as restri¢oes sao resultado da modelagem
de expressoes como “b; essencialmente menor ou igual a g;(x)”, “desejavel que g;(z)
seja maior ou igual a b;”, etc; de forma a permitir uma violagao d;, ¢ = 1,....m
em cada restricao, acarretando a existéncia de pontos com diferentes niveis de
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factibilidade, calculados a partir de fungoes de pertinéncia do tipo:

1 se  gi(x) > b
i(x) — b; +d;
o) = § BELZUEA g < ) < (©3)
0 se gi(z) < b; —d;

Em [82] é apresentado um procedimento para a resolugao de (C.2) baseado no
Principio de Decisio Fuzzy [8].

C.2 Otimizacao com objetivo e restricoes nebulosas

Trata-se de uma generalizagao do problema (C.2) na forma:

min f(z)
sa  gi(x) >F b, i=1,...,m (C4)
z; >0, 7=1,...,n

no qual pode-se novamente utilizar a técnica descrita em [82], entretanto, trans-
formando a funcao objetivo de (C.4) em mais um restrigao nebulosa:

f(z) <’ by (C.5)

Assim como no caso das restri¢coes, define-se uma fun¢ao de pertinéncia para
valorar o nivel de satisfacao do objetivo em relacao a aspiracao estabelecida:

1 se f(z) <bo
i) = 4 DELDER ey < @) <+ dy ()
0 se  f(z)>by+dp

em que dg > 0 representa um desvio permitido no nivel de aspiragao.

C.3 Otimizacao com custos nebulosos na funcao obje-
tivo

Diferente dos dois casos anteriores, considera-se aqui um problema com restri-
¢Oes nao-fuzzy e funcao objetivo linear com coeficientes nebulosos, o que pode
representar problemas reais de decisao baseados em custos imprecisos: compras,
localizacao, etc. A formulagdo matemadtica geral para esse tipo de problema é
descrita abaixo:

sa  gi(x) >F b, i=1,...,m (C.7)
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Admite-se que os coeficientes ¢; = (cj,gj,Ej)LR, 7 =1,...,n, sejam nameros
nebulosos com fun¢do de pertinéncia:

0 se ¢; <0 oub; <g
pey0,)(@) = Leyoy) se ¢ <05 <¢ (C.8)
ch(gj) se ¢ < 6’]' < Cj

L.; e R, sao funcoes continuas nao-decrescente e nao-crescente, respectivamente;
tais que L, (c;) = Re,(cj) = 1.

C.4 Otimizacao com coeficientes nebulosos nas restri-
coes

No problema considerado aqui, a funcao objetivo é classica e as restrigdes sao
lineares com valores imprecisos para os componentes da matriz de restri¢coes e do
vetor independente, modelados com numeros nebulosos. A formulacao matema-
tica segue abaixo:

max f(z)

sa gi(aisz;) <b i=1,..,m (C.9)

de forma que ao contrario do problema (C.2), em (C.9) nao é permitido qualquer
violagao no atendimento das restrigoes.

Apesar dos resultados anteriores terem sido mostrados de uma maneira geral,
os métodos sao mais eficientes em problemas nebulosos lineares, visto que a maio-
ria baseia-se na reducao a problemas classicos e é possivel que para determinados
problemas nao-lineares nao se conhecam algoritmos exatos para sua resolucao.
O mesmo acontece para problemas com restri¢oes de integralidade das varidveis,
dado que depois da reducao a problemas nao-nebulosos, o tempo computacional
de resolucao por métodos exatos. Em problemas com grande ntimero de varidveis,
pode tornar invidvel a aplicacao das técnicas descritas. Outras técnicas de resolu-
¢ao de problemas de otimizacao nebulosa podem ser encontradas em [22, 35, 71].

C.5 Otimizacao multi-objetivo com restricoes nebulo-
sas

O problema geral de otimizacao multi-objetivo com restrigdoes nebulosas e inter-
valos nebulosos de definicao de varidveis pode ser denotado matematicamente na

forma;
min F(‘T) = (fl(x)7f2(x)77fk(x))7 k > 2
sa  gi(x) > b, i=1,..m (C.10)
le; < @ < ugy, j=1,..41n
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sendo fi(x) coml =1,....;k e g;(x) com i = 1, ..., m fungoes lineares ou nao-lineares
e x; com j = 1,...,n, varidveis reais ou inteiras.

A introducdo de restri¢oes dessa natureza causa duas grandes mudancas no
tipo de resultado esperado para o problema:

(1) Conceito de factibilidade: com a incorporagao das imprecisoes nas restri-
¢oes, o conceito de solucao factivel torna-se nebulosa, ja que as restrigoes admitem
uma violagao em seu entendimento. Como consequéncia, os métodos de resolucao
devem considerar solugoes com niveis intermediarios de factibilidade, graduados
por funcoes de pertinéncia.

(2) Conjgunto Pareto fuzzy: No problema multi-objetivo classico, a solugao é
formada por um conjunto de pontos de equilibrio, factiveis e ndo-dominados de
acordo com a defini¢ao abaixo:

Definicao C.1. Uma solugdao x* € X € dita ser eficiente ou Pareto-6tima se
nao € dominada por nenhuma outra solugcao factivel, ou seja*:

BreX tal que F(z) < F(z*) e F(zx) # F(x*) (C.11)

Como em problemas de otimizacao nebulosa sao tratadas solucoes com dife-
rentes niveis de factibilidade, é comum a ocorréncia de situacdes como: a solucao
x1 domina xs mas é menos factivel; o ponto z1 nao é dominado por nenhuma
outra solucao mas tem baixa factibilidade; o ponto xo é dominado apenas por
solucoes com menores niveis de factibilidade, etc. Assim, para esse tipo de pro-
blema, a solucao é formada por um conjunto de pontos de equilibrio com diferentes
niveis de pertinéncia, calculados através de uma combinagao dos niveis de factibi-
lidade e nao-dominancia, configurando o que neste trabalho denomina-se conjunto
Pareto-Fuzzy.

C.6 Otimizacao multi-objetivo com coeficientes nebu-
losos

A formulagdo matemdtica geral para o problema de otimizacao multi-objetivo
com coeficientes nebulosos nas restrigoes e fungoes objetivo, é dada por:

min F(é;x) = (fl(él;a:),fg(ég;x),...,fk(ék;x)), k Z 2
sa X={zeR"|gla;z)> bi, lj<zj<wj, i=1,..m, j=1,..,n}
(C.12)
sendo fi(¢;x) com | = 1,...,k e g;(a;x) com i = 1,...,m, as fungdes lineares
ou nao-lineares e x; com j = 1,...,n varidveis reais ou inteiras. Considera-se
que fi(¢;x) e gi(a;;z) sdo fungdes com parametros nebulosos e variaveis nao-
nebulosas.

*Considerando um problema de minimizagao. Condi¢oes para maximizagao sao analogas
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O modelo (C.12) busca representar problemas multi-objetivo com coeficientes
imprecisos. A conseqiiéncia imediata da admissao de fungoes objetivo nebulosas é
a mudanca dos conceitos relacionados a avaliagao e escolha das solucoes. Os valo-
res dos objetivos passam a ser imprecisos, caracterizados por niimeros nebulosos,
de forma que a relacao de Pareto dominancia, base para a identificagao das solu-
¢oes eficientes, deve ser utilizada de acordo com os procedimentos de comparagao
entre nimeros dessa natureza:

z* € Paretos(X) & Pz € X tal que F(¢z) <; F(&a*) e F(&x) #¢ F(¢a")
(C.13)

sendo os simbolos <y e #; as relagoes de ordem entre dois nimeros nebulosos.

E importante analisar as diferencas entre restricio nebulosa e restricdo com
coeficientes nebulosos. A primeira modela situacoes em que sdo permitidas viola-
¢oes em seu atendimento, definindo diferentes niveis de factibilidade. No segundo
caso, dois enfoques podem ser adotados: (i) associacao do espalhamento dos coefi-
cientes nebulosos como desvio na restricao, o que dependendo da técnica utilizada,
¢ bastante semelhante a uma restricdo nebulosa; (ii) a restri¢ao ¢ tratada como
uma comparacao entre dois nameros nebulosos (g;(a;;x) e b;, i = 1,...,m) e deve
ser atendida totalmente.

Problemas de otimizacao multi-objetivo com coeficientes nebulosos, sao am-
plamente estudados na literatura. Em geral, os métodos designados para esses
problemas sao bastantes especificos, de forma que as estruturas desses algoritmos
dificilmente podem ser generalizadas para outros problemas. Outra caracteristica
comum a esses métodos é a resolucdo baseada em escalarizagoes e reducoes a
problemas cléssicos.

Em [56], sao apresentadas algumas defini¢coes para obter solucoes eficientes
em problemas de otimizacao multi-objetivo com incertezas nas diferentes formas.

As trés principais definigoes descritas por [56] estao a seguir:

Definicao C.2 (solugao M-pareto-6tima (local)). x* € X € dito ser uma solugao
M-pareto-dtima (local) para o PNLMO generalizado se, e somente se, nao existe
outro x € X (NN (x*,0)) tal que p;(fi(z)) > pi(fi(x*)) para todo i e p;(fj(x)) #

wi(f5(x*)) para ao menos um j, sendo que N(x*,0) denota a 0 vizinhanca de x*.

Definicao C.3 (solucdo a-pareto-6tima (local)). x* € X(b) € dito ser uma
solug¢do a-pareto-dtima (local) para o a-PNLMO se, e somente se, nao existe
outro x € X(b) (NN(x*,48)) e (a,b) € (a,b), (NN(a*, b*,8)) tal que fi(x,a;) <
fi(x*,al), i = 1,...,k, com uma inequagao estrita para ao menos um i, sendo
que o0s valores correspondentes dos pardmetros a* e b* sao chamados pardmetros
a-cortes dtimos (locais).

Definicao C.4 (solucao M-a-pareto-otima (local)). x* € X (b) € dito ser uma
solug¢do a-pareto-étima (local) para o a-PNLMO generalizado se, e somente se,
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nio existe um outro x € X(b) (NN(x*,d)) (NN(a*, b* 8)) e (a,b) € (a,b),
(NN (a*,b*,0)) tal que p;(fi(x,a;)) > pi(fi(x*,a))), para todo i e p;(fj(x, a;)) #
uj(fj(x*,a;)) para ao menos um j, sendo que os wvalores correspondentes dos
pardémetros a* e b* sao chamados parémetros a-cortes dtimos (locais).

Em [58] é apresentado um algoritmo genético para um problema de Job Shop
multi-objetivo, com tempo de processamento e data de entrega imprecisos. As
solugoes sao representadas por matrizes tarefas versus maquinas dos tempos nebu-
losos de finalizacao e dos operadores genéticos mantém a diversidade da populacao
através da geracao de individuos com baixa similaridade.

Em [45] é apresentado um algoritmo genético para o problema multi-objetivo
de distribuicao dos produtos com veiculos heterogéneos e custos de transporte ne-
buloso. No algoritmo, as solucoes sao representadas por matrizes tridimensionais
e as comparacoes entre os objetivos nebulosos, base dos processos de avaliacao e
selecao das solucoes, sao realizadas com a aplicacao de funcgoes de indices. Como
o modelo apresenta um nimero elevado de restricoes de igualdade, a populagao é
inicializada e evoluida utilizando procedimentos de factibilizacao.

Em [60], problemas multi-objetivo nao-convexos com coeficientes nebulosos
nos objetivos e restri¢oes sao resolvidos através de um algoritmo genético baseado
no conceito de solucoes a-Pareto-6timas: conjunto de pontos nao-dominados
para um a-corte dos coeficientes nebulosos. O algoritmo faz uso de uma populagao
de referéncia (constituida por solugoes totalmente factiveis) e uma populacao
convencional (com atendimento parcial do conjunto de restrigdes). A primeira
solucao de referéncia é gerada com a resolugdo de um problema de minimizagao
dos desvios das restricdoes. Ao longo das geragdes, novas solugoes factiveis sao
geradas através do Método de bissecgdo, aplicado na dire¢ao formada por uma
solucdo de referéncia e um individuo da populacao convencional. Este ultimo
procedimento é executado apdés a aplicacao dos operadores genéticos.

Em [59] e [57] sao apresentados algoritmos genéticos para problemas multi-
objetivo com diferentes niveis de prioridades entre os objetivos. Os problemas
sao resolvidos de forma interativa, permitindo ao decisor informar os niveis de
satisfacao dos objetivos prioritarios durante a execugao do algoritmo.



Apéndice D

Algoritmo genético NSGA

Dentre as varias areas emergentes nas quais os algoritmos evolutivos (AEs) [5]
se tornaram bastante populares, a otimizacao multiobjetivo teve um dos maiores
crescimentos nos ultimos anos [15]. Um problema de otimiza¢ao multiobjetivo
difere de um problema de otimizagao com objetivo tinico por possuir varios ob-
jetivos, muitas vezes conflitantes, que necessitam ser otimizados. Ao contrério
de um problema mono-objetivo, os problemas multiobjetivos nao possuem uma
solucao 6tima unica. Uma solucao adequada deve obter uma perfomace adequada
para todos os objetivos [49].

O potencial dos algoritmos evolutivos para resolver problemas de otimizacao
mutiobjetivos foi sugerido nos anos 60 por [55]. Porém a primeira implementacao
de um algoritmo evolutivo multiobjetivo s6 foi produzido no meio dos anos 80 [61],
[62]. A partir dai, uma quantidade consideravel de pesquisas vém sendo feitas na
area. A crescente importancia desse campo ¢é refletida pelo aumento significativo
dos artigos técnicos em conferéncias internacionais. Podemos observar pela Figura
D.1 como o ntmero de artigos vem crescendo nos tltimos anos.

A maior motivagdo para usar algoritmos evolutivos (principalmente os algo-
ritmos genéticos) para resolver problemas de otimizagao multiobjetivos ¢ devido
ao fatos dos AEs lidarem simultaneamente com um conjunto de possiveis solugoes
(populag@o) que nos permite encontrar varios membros do conjunto Pareto-6timo
em apenas uma execuc¢ao do algoritmo ao invés de ter que realizar uma série de
execucoes separadas, como no caso das técnicas de programacao matemaética tra-
dicionais [49]. Além disso, os AEs sao menos susceptiveis & forma ou continuidade
da fronteira de Pareto, ja que esses sao problemas conhecidos para as técnicas de
programacao matemética |14, 16, 19, 86].

O NSGA (Nondominated Sorting Genetic Algorithm, secao D.1), foi proposto
por Srinivas & Deb em 1994, descrito com mais detalhes em [19]. Baseado em
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Figura D.1: Numero de publicacoes nos tltimos anos

fronteiras de classificagao dos individuos; aos individuos nao dominados sdo atri-
buidos valores de dummy fitness, e eles sao removidos da populacao; o processo
se repete até toda a populagdo estar classificada. Utiliza sharing. O NSGA 2,
de Deb et. al., que também estd descrito em [19], é computacionalmente mais
eficiente do que o NSGA, além de utilizar elitismo e comparacao por crowding.

D.1 NSGA - Nondominated Sorting Genetic Algorithm

O NSGA ¢é um Algoritmo Evolutivo de Otimizacao Multi-objetivo(AEOM) que
usa os conceitos de Goldberg. Para introduzir este algoritmo, os autores primeiro
apresentam algumas definicoes basicas para encontrar o conjunto Pareto-o6timo.
Depois, trés métodos classicos sao descritos:

e Método da ponderacao dos objetivos, o qual um vetor de pesos controla a
solucao 6tima obtida;

e Método da distancia das fungoes, o qual defini-se um valor fico para cada
funcao objetivo obtendo uma solugao 6tima diferente para cada conjunto de

valores fixos;

e Formulacao min-maz, a qual tenta minimizar o maximo desvio relativo de
cada funcao objetivo.
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Alguns pontos fracos destes métodos classicos, como espaco descontinuo ou rui-
doso das varidveis, sem contar o conhecimento prévio do decisor diante dos pro-
blemas a serem otimizados.

Além do algoritmo NSGA, os autores revisaram outros trés AEOMs. Porém,
somente um destes trés algoritmos foi escolhido para comparar os resultados com
o NSGA. O algoritmo escolhido foi o VEGA, o qual foi modificado do programa
GENESIS para criar uma repeticao em torno do procedimento se selecao tradicio-
nal no momento que o método de selecao é repetido para cada objetivo individual
para executar uma por¢ao de ferramentas, porém existe ao menos um ponto fraco
nesse algoritmo. O ponto fraco descrito aqui estd em convergir prematuramente
para uma regiao promissora do espaco de busca. Contudo, o autor do VEGA ten-
tou minimizar a convergéncia prematura desenvolvendo duas heuristicas, porém
sem muito sucesso.

O NSGA diferencia dos algoritmo genéticos padroes somente pela forma de
operador de selecao, pois os operadores de recombinacao e mutacao sao os usuais.
O processo de selecao determina individuos nao-dominados presentes na popula-
¢a0, 0s quais sao primeiro identificados da populagao corrente. Esses individuos
definem o primeiro conjunto nao-dominado na populag¢ao e designa um maior valor
de adaptacao enganosa (dummy fitness), que permite o mesmo potencial reprodu-
tivo para todos os individuos nao-dominados. Esses individuos classificados sao
compartilhados com seus valores de fitness enganoso para manter a diversidade
na populacao.

O meétodo de compartilhamento é realizado para formar o operador de selecao
usando valor de fitness degradado, que determina os individuos do segundo con-
junto de nao-dominancia depois do compartilhamento. Esse processo segue até a
populacao de entrada ser classificado em varios conjuntos.

A populagao é recombinada de acordo com o fitness enganoso, porém os indi-
viduos do primeiro conjunto tem maior probabilidade que o resto da populacao.
Esse procedimento resulta numa convergéncia rapida da populagao para uma re-
giao nao-dominada e a ajuda do compartilhamento para distribui-la sobre essa
regiao.

Outro aspecto do NSGA ¢é que este pode ser usado para problemas com qual-
quer niumero de objetivos e problemas tanto de maximizacao quanto de minimi-
zagao podem também ser manipulados por esse método. O compartilhamento em
cada conjunto é realizada para calcular um valor entre os individuos no mesmo
conjunto, que vai ser definido pelo raio de compartilhamento que representa a dis-
tancia méaxima permitida entre quaisquer dois individuos pertencentes ao mesmo
tempo.

Os outros dois algoritmos evolutivos multiobjetivos, que usam a idéia de or-
denacao de nao-dominancia, sao:

1. MOGA (Algoritmo Genético de Otimizacao Multiobjetivo), que designa o
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posto dos individuos nao-dominados por numeros e usa o métodos de for-
macao do nicho para distribuir a populagao sobre a regiao Pareto-6tima;

2. NPGA, que usa torneio de Pareto dominancia e um conjunto de comparagao
compreendido de um nimero especifico de individuos, o qual determina o
tamanho do conjunto Pareto-6timo.

Os algoritmos VEGA e NSGA sao comparados neste trabalho com trés proble-
mas testes e usado uma métrica de performace, a qual usa a medida de distribuicao
da forma de desvio chi-quadrado-possivel.

D.2 NSGA-II

O NSGA-II é a nova versao do AEOM NSGA (se¢ao D.1). Este novo AEOM
tenta superar as seguintes criticas do NSGA:

e Alta complexidade computacional na ordenacao dos conjuntos nao-dominados,
porque necessitava de um esforgo da ordem de O(M N?3)(sendo M o ntimero
de fungoes objetivos e N o tamanho da populagao);

e Auséncia de elitismo, pois o eltismo pode acelerar a performace do algoritmo
genético significamente;

e Necessidade de especificar o pardmetro ogpqe de compartilhamento, o qual
pode variar de acordo com o problema a ser otimizado.

Outro enfoque do NSGA-II esta no estudo de problemas de otimiza¢do mul-
tiobjetivos restritos sugerindo uma estratégia de manipulagao simples das restri-
¢oes, pois ¢ muito importante do ponto de vista para resolver problemas praticos.
A comparagao de cada uma das solugoes da populagao requer O(MN) e quando
esse processo ¢ continuado para encontrar todos os membros do primeiro nivel de
nio-dominancia tem complexidade de O(M N?). Logo, o pior caso ocorre quando
se tem N conjunto e existe somente uma solucao em cada conjunto, que requer
um total de O(M N3) calculos. A solugdo esta em:

1. Inserir um contador de dominagao, n,, que representa o nimero de solugoes
que dominam a solucao p;

2. Calcular S}, um conjunto de solucoes que a solucao p domina.

Essas mudancas requerem O(MN?) célculos. Os autores informam a complexi-
dade de outros dois algoritmos evolutivos multiobjetivos, SPEA e PAES, os quais
ambos podem ser implementados com uma complexidade da ordem de O(M N?).

A preservacao da densidade no NSGA original estava ligada ao uso da abor-
dagem da funcao de compartilhamento, porém existem duas dificuldades nessa
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abordagem que sao: a escolha adequada do valor do parametro de comparti-
lhamento e a complexidade total dessas abordagem é da ordem de O(N?). No
NSGA-II, substitui-se a abordagem da fun¢ao de compartilhamento por uma abor-
dagem da comparagdo por compressao que elimina as difiuldades acima, pois nao
requer nenhum parametro definido pelo usuério para manter a diversidade entre
os membros da populacao e melhora a complexidade computacional. Os autores
apresentam pseudo-codigos das melhorias, descritas acima, no decorrer do artigo,
junto com alguns comentérios importantes.

Alguns problemas testes da literatura foram escolhidos para conferir a efici-
éncia do NSGA-II, o qual é comparados com o PAES e SPEA na obtencao do
conjunto Pareto-6timo. Sao usadas algumas medidas de performace que medem a
convergéncia das solucoes Pareto-6timas e a medida do espalhamento alcancado
entre as solugdes obtidas. A abordagem de penalizacdo por parametrizacdo na
manipulacao das restricoes em problemas de otimizacao mono-objetivo pode ser
adaptado para ser usado pelo NSGA-II para solucionar problemas de otimizagao
multiobjetivo com restricao. Os autores concluem que o NSGA-II consegue con-
vergir melhor para o conjunto de nao-dominancia obtido e mantem um melhor

espalhamento das solucoes comparado com os outros dois algoritmos evolutivos
multiobjetivos, PAES e SPEA.



Bibliografia

[1]

2]

3]

[4]

5]

|6]

7]

18]

19]

[10]

[11]

F. M. ALI. A differential equation approach to fuzzy non-linear programming pro-
blem. Fuzzy Sets and Systems, 93:57-61, 1998. [cited at p. 74]

E. E. AMMAR. On solutions of fuzzy random multiobjective quadratic program-
ming with application in portfolio problem. Information Sciences, 178:468-484,
2008. |[cited at p. 14]

S. APPADOO, S. BHATT, and C. BECTOR. Application of possibility theory
to investment decision. Fuzzy Optimization and Decision Making, 7:35-57, 2008.
[cited at p. 18]

H. M. AYRES, L. M. QUEIROZ, L. C. B. SANTOS, and R. C. SILVA. Algo-
ritmo evolutivo para problemas de otimizagao multiobjetivo com incertezas. In XX-
XIX Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Operacional, Fortaleza, CE, Setembro 2007.
[cited at p. 18]

T. BACK. Ewvolutionary algorithms in theory and practise. Oxford University Press,
New York, 1996. [cited at p. 87|

M. S. BAZARAA, H. D. SHERALI and C. M. SHETTY. Nonlinear programming
- theory and algorithms. Jonh Wiley & Sons, New York, USA, second edition, 1993.
[cited at p. 7]

E. BEALE. On quadratic programming. Naval Research Logistics Quarterly, 6:227—
244, 1959. [cited at p. 17]

R. E. BELLMAN and L. A. ZADEH. Decision-marking in a fuzzy environment.
Management Science, 17(4):B141-B164, 1970. |cited at p. 8, 9, 34, 82

G. BORTOLAN and R. DEGANI. A review of some methods for ranking fuzzy
subsets. Fuzzy Sets and Systems, 15:1-19, 1985. [cited at p. 20]

L. CAMPOS and J. L. VERDEGAY. Linear programming problems and ranking
of fuzzy numbers. Fuzzy Sets and Systems, 32:1-11, 1989. [cited at p. 8]

L. A. P. CANTAO. Programacido néio-Linear com pardmetros fuzzy. PhD thesis,
FEEC - UNICAMP, Campinas, March 2003. (in portuguese). [cited at p. 27, 42, 45,
74]

93



94

BIBLIOGRAFIA

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

L. A. P. CANTAO and A. YAMAKAMI. Nonlinear programming with fuzzy pa-
rameters: Theory and applications. In International Conference on Computational
Intelligence for Modelling, Control and Automation, pages 657668, Vienna, Aus-
tria, 2003. CIMCA 2003. [cited at p. 44]

V. CHANKONG and Y. Y. HAIMES. Multiobjective decision making: Theory and
Methodology, volume 8 of North Hollando series in system science and engineering.
North Holland, New York, USA, 1983. [cited at p. 7, 17, 25, 57, 61, 75]

C. A. C. COELLO. A comprehensive survey of evolutionary-based multiobjective
optimization techniques. Knowledge and Information Systems. An International
Journal, 1(3):269-308, August 1999. [cited at p. 87]

C. A. C. COELLO and A. H. AGUIRRE. Design of combinational logic circuits th-
rough an evolutionary multiobjective optimization approach. Artificial Intelligence
for Engineering, Design, Analysis and Manufacture, 16(1):39-53, January 2002.
[cited at p. 87]

C. A. C. COELLO, D. A. VAN VELDHUIZEN, and G. B. LAMONT. Evolutionary
algorithms for solving multi-objective problems. Kluwer Academic Publishers, New
York, May 2002. ISBN 0-3064-6762-3. [cited at p. 87]

C. CRUZ, R. C. SILVA, J. L. VERDEGAY, and A. YAMAKAMI. A survey of
fuzzy quadratic programming. Recent Patents on Computer Science, 1:182-193,
2008. [cited at p. 35

C. CRUZ, R. C. SILVA, J. L. VERDEGAY, and A. YAMAKAMI. A parametric ap-
proach to solve quadratic programming problems with fuzzy environment in the set
of constraints. In IFSA/EUSFLAT 2009, Lisbon, Portugal, July 2009. |cited at p. 35|

K. DEB. Multi-objective optimization using evolutionary algorithms. John Wiley &
Sons, LTD, Chichester, UK, 2001. [cited at p. 47, 49, 50, 57, 59, 62, 87, 88]

M. DELGADO, J. L. VERDEGAY, and M. VILA. Imprecise costs in mathematical
programming problems. Control and Cybernetics, 16(2):113-121, 1987. |cited at p. 21]

M. DELGADO, J. L. VERDEGAY, and M. VILA. Relating different approaches to
solve linear programming problems with imprecise costs. Fuzzy Sets and systems,
37:33-42, 1990. [cited at p. 21]

M. DELGADO, J. L. VERDEGAY, and M. A. VILA. A general model for fuzzy
linear programming. Fuzzy Sets and Systems, 29:21-29, 1989. [cited at p. 83]

D. DUBOIS and H. PRADE. Fuzzy sets and systems: Theory and Application.
Academic Press, San Diego, USA, 1980. [cited at p. 8, 23, 36]

D. DUBOIS and H. PRADE. Towards fuzzy differential calculus parte 1: Integration
of fuzzy mappings. Fuzzy Sets and Systems, 8:1-17, 1982. [cited at p. 74]

D. DUBOIS and H. PRADE. Ranking fuzzy numbers in the setting of possibility
theory. Information Sciences, 30(3):183-224, 1983. [cited at p. 8, 23]



BIBLIOGRAFIA 95

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

|34]

[35]

|36]

[37]

[38]

[39]

M. FARINA and P. AMATO. Fuzzy optimality and evolutionary multiobjective
optimization. In Second International Conference Evolutionary Multi-Criterion Op-
timization, pages 5872, Faro, Portugal, 2003. [cited at p. 9]

M. FARINA and P. AMATO. A fuzzy definition of "optimality"for many-criteria
optimization problems. IEEE Transactions on Systems, Man, and Cybernetics—
Part A: Systems and Humans, 34(3):315-326, 2004. [cited at p. 9|

P. A. V. FERREIRA. Otimiza¢do multiobjetivo: Teoria e aplicac¢oes. Livre docéncia,
Universidade Estadual de Campinas, Abril 1999. [cited at p. 25, 75]

P. A. V. FERREIRA. Programagcao multiobjetivo, 2003. URL at http://www.dt.
fee.unicamp.br/"valente/iab27 .html. [cited at p. 25]

C. A. FLOUDAS, P. M. PARDALOS, C. ADJIMAN, W. R. ESPOSITO, Z. H.
GUMUS, S. T. HARDING, J. L. KLEPEIS, C. A. MEYER, and C. A. SCHWEI-
GER. Handbook of test problems in local and global optimization, volume 33 of
Nonconvex Optimization and Its Applications. Kluwer Academic Publishers, Dor-
drecht, 1999. [cited at p. 17]

M. C. GOLDBARG and H. P. L. LUNA. Otimiza¢ao combinatdria e programagaio
linear: modelos e algoritmos. Campus, Rio de Janeiro, BR, 2000. [cited at p. 7]

D. M. HIMMELBLAU. Applied nonlinear programming. McGraw-Hill Book Com-
pany, Reading, MA, USA, 1972. [cited at p. 7]

W. HOCK and K. SCHITTKOWSKI. Test examples for nonlinear programming,
volume 187 of Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems. Spring-
Verlag, 1981. [cited at p. 17]

M. L. HUSSEIN and M. ABDEL AATY MAATY. The stability notions for
fuzzy nonlinear programming problem. Fuzzy Sets and Systems, 85:319-323, 1997.
[cited at p. 13, 46]

M. INUIGUCHI, H. ICHIHASHI, and H. TANAKA. Fuzzy programming: A survey
of recent developments, in: Slowinski and teghem eds., stochastic versus fuzzy ap-
proaches to multiobjective mathematical programming under uncertainty. Kluwer
Academic Boston, pages 45—68, Dordrecht 1990. [cited at p. 83]

F. JIMENEZ, J. CADENAS, G. SANCHEZ, A. GOMEZ-SKARMETA, and J. L.
VERDEGAY. Multi-objective evolutionary computation and fuzzy optimization.
International Journal of Approzimate Reasoning, 43(1):59-75, 2006. [cited at p. 8, 21,
22]

O. KALEVA. Fuzzy differencial equations. Fuzzy Sets and Systems, 24:301-317,
1987. [cited at p. 74]

O. KALEVA. The calculus of fuzzy valued functions. Applied Mathematical Letters,
3(2):55-59, 1990. |cited at p. 74]

A. KAUFMANN and M. M. GUPTA. Introduction to fuzzy arithmetic: theory and
applications. Van Nostrand Reinhold, New York, USA, 1984. [cited at p. 8, 23, 74]



96

BIBLIOGRAFIA

[40]

[41]

42|

[43]

|44]

[45]

|46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

G. J. KLIR and B. YUAN. Fuzzy sets and fuzzy logic: theory and applications.
Prentice Hall, New Jersey, USA, 1995. [cited at p. 8, 23]

M. KOPPEN, K. FRANKE, and B. NICKOLAY. Fuzzy-pareto-dominance driven
multiobjective genetic algorithm. In 10th IFSA World Congress, pages 450-453,
Istanbul, Turkey, 2003. [cited at p. 11]

M. KOPPEN, R. V. GARCIA, and B. NICKOLAY. Fuzzy-pareto-dominance and
its application in evolutionary multi-objective optimization. In Evolutionary Multi-
Criterion Optimization, Third International Conference, pages 399-412, Guanaju-
ato, Mexico, 2005. [cited at p. 11]

H. KUWANO. Inverse problems in fuzzy multiobjective linear programming. In
Second International Conference on Knowledge-Based Intelligent Eletronic Systems,
pages 559-563, Adelaide, Australia, 2000. [cited at p. 15]

Y. J. LAI and C. L. HWANG. Fuzzy mathematical programming: methods and
applications, volume 394 of Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems.
Springer, Berlin, 1992. [cited at p. 18]

Yinzhen Li, Kenichi Ida, and Mitsuo Gen. Improved genetic algorithm for solving
multiobjective solid transportation problem with fuzzy numbers. Computers in
Industrial Engineering, 33(3-4):589-592, 1997. |cited at p. 86|

Y.-M. LIU. Some properties of convex fuzzy sets. Journal of mathematical analysis
and applications, 111:119-129, 1985. [cited at p. 73]

R. LOWER. Convex fuzzy sets. Fuzzy sets and systems, 3:291-310, 1980.
[cited at p. 73]

D. G. LUENBERGER. Linear and nonlinear programming. Addison-Wesley, Mas-
sachusetts, USA, second edition, 1989. [cited at p. 7]

K. M. MIETTINEN. Nonlinear multiobjective optimization. Kluwer Academic Pu-
blishers, Boton, Massachusetts, 1999. [cited at p. 87

C. V. NEGOITA and D. A. RALESCU. Applications of fuzzy sets to systems analy-
sis. Birkhauser Verlag, Stuttgard, 1975. [cited at p. 18, 34]

A. OSYCZKA. Multicriteria optimization for engineering desing. In J. S. Gero Ed.
Design Optimization, pages 193-227. Academic Press, 1985. [cited at p. 76]

V. PARETO. Cours d’economique politique, volume I. Macmillan, Paris, FR, 1897.
[cited at p. 17, 75]

V. PARETO. Le cours d’economique politique, volume II. Macmillan, London, UK,
1897. [cited at p. 17, 75]

W. PEDRYCZ and F. GOMIDE. An introduction of fuzzy sets: analisys and design.
MIT press, Cambridge, MA, 1998. [cited at p. 8, 23, 69]

R. S. ROSENBERG. Simulation of genetic populations with biochemical properties.
PhD thesis, University of Michigan, Ann Harbor, Michigan, 1967. [cited at p. 87]



BIBLIOGRAFIA 97

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

|61]

|62]

[63]

[64]

|65]

[66]

|67]

|68]

[69]

M. SAKAWA. Fuzzy sets and interactive multiobjective optimization. Plenum Press,
New York, USA, 1993. [cited at p. 11, 14, 85]

M. SAKAWA. Genetic algorithms and fuzzy multiobjective optimization. Klumer
Academic Publishers, London, UK, 2002. [cited at p. 86]

M. SAKAWA and R. KUBOTA. Fuzzy programming for multiobjective job shop
scheduling with fuzzy processing time and fuzzy duedate through genetic algorithms.
European Journal of Operational Research, 120(2):393-407, 2000. |cited at p. 86]

M. SAKAWA and [. NISHIZAKI. Interactive fuzzy programming for two-level non-
convex programming problems with fuzzy parameters through genetic algorithms.
Fuzzy Set and Systems, 127:185-197, 2002. [cited at p. 86]

M. SAKAWA and K. YAUCHI. Interactive decision making for multiobjective non-
convex programming problems with fuzzy numbers through coevolutionary genetic
algorithms. Fuzzy Set and Systems, 114:151-165, 2000. [cited at p. 86]

J. D. SCHAFFER. Multiple objective optimization with vector evaluated genetic
algorithms. PhD thesis, Vanderbilt University, 1984. [cited at p. 50, 87|

J.D. SCHAFFER and J. J. GREFENSTETTE. Multiobjective learning via genetic
algorithms. In Proceedings of the 9th International Joint Conference on Artifi-
cial Intelligence (IJCAI-85), pages 593-595, Los Angeles, California, 1985. AAAL
[cited at p. 87]

K.SCHITTKOWSKI. More test examples for nonlinear programming codes. Spring-
Verlag, 1987. [cited at p. 17]

R. C. SILVA. O uso de abordagens paramétrica e possiblistica em programacao
multi-objetivo com incertezas. In XLI Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Operacional,
Porto Seguro, BA, Setembro 2009. [cited at p. 35]

R. C. SILVA and T. A. ALMEIDA. Programacao multi-objetivo irrestrita com
incertezas. In XLI Simpdsio Brasileiro de Pesquisa Operacional, Porto Seguro, BA,

Setembro 2009. [cited at p. 18]

R. C. SILVA, L. A. P. CANTAO, and A. YAMAKAMI. The use of possibility
theory in the definition of fuzzy Pareto-optimality. Fuzzy Optimization and Decision
Making. Artigo em fase de submissdo. [cited at p. 18, 35]

R. C. SILVA, C. CRUZ, J. L. VERDEGAY, and A. YAMAKAMI. Fuzzy optimi-
zation: Recent developments and applications, chapter A survey of fuzzy convex
programming models. Springer-Verlag, 2009. [cited at p. 35]

R. C. SILVA, C. CRUZ, and A. YAMAKAMI. A parametric method to solve qua-
dratic programming problems with fuzzy costs. In IFSA/EUSFLAT 2009, Lisbon,
Portugal, July 2009. [cited at p. 18, 35]

R. C. SILVA, J. L. VERDEGAY, and A. YAMAKAMI. Two-phase method to solve
fuzzy quadratic programming problems. In IEEE International Conference on Fuzzy
Systems, London, UK, July 2007. [cited at p. 37, 38]



98

BIBLIOGRAFIA

[70]

[71]

[72]

73]

|74]

|75]

|76]

77]

78]

[79]

[80]

[81]

[82]

[83]

[84]

[85]

[86]

R. C. SILVA and A. YAMAKAMI. Definition of fuzzy pareto-optimality by
using possibility theory. In IFSA/EUSFLAT 2009, Lisbon, Portugal, July 2009.
[cited at p. 18, 35|

H. TANAKA ) T. OKUDA, and K. ASAIL. On fuzzy-mathematical programming.
Journal of Cybernetics, 1(4):37, 46 1974. |cited at p. 83|

M. TANAKA. Ga-based decision support system for multi-criteria optimization. In
International Conference on system, Man and Cybernetics, volume 2, pages 1556—
1561, 1995. [cited at p. 58, 62]

S. WANG and S. ZHU. On fuzzy portfolio selection problems. Fuzzy Optimization
and Decision Making, 1:361-377, 2002. [cited at p. 18]

B. WERNERS. Interative multiple objective programming suject to flexible cons-
traints. Furopean Journal of Operational Research, 31:342-349, 1987. [cited at p. 9]

P. WOLFE. The simplex method for quadratic programming. Econometrica, 27:382—
398, 1959. [cited at p. 17]

L. A. ZADEH. Fuzzy sets. Information and Control, 8:338-353, 1965. [cited at p. 7,
18, 69, 73]

L. A. ZADEH. Fuzzy sets as a basis for a theory of possibility. Fuzzy Sets and
Systems, 1(1):3-28, 1978. [cited at p. 8, 23]

L. A. ZADEH. Fuzzy logic, neural networks, and soft computing. Communication
of the ACM, 37(3):77-84, 1994. [cited at p. 2]

L. A. ZADEH. Soft computing and fuzzy logic. IEEE Software, pages 48-55, 1994.
[cited at p. 2]

L. A. ZADEH. A new direction in ai: Toward a computational theory of perceptions.
Al Magazine, 22(1):73-84, 2001. [cited at p. 2]

L. A. ZADEH. Is there a need for fuzzy logic? Information Sciences, 178:2751-2779,
2008. [cited at p. 7]

H. J. ZIMMERMANN. Description and optimization of fuzzy systems. International
Journal of General Systems, 2:209-215, 1976. [cited at p. 82]

H. J. ZIMMERMANN. Fuzzy programming and linear programming with several
objective functions. Fuzzy Sets and Systems, 1:45-55, 1978. [cited at p. 9]

H. J. ZIMMERMANN. Fuzzy mathematical programming. Computer & Operation
Research, 10(4):291-298, 1983. [cited at p. 9]

H.-J. ZIMMERMANN. Fuzzy set theory and its applications. Kluwer Academic
Publishers, Massachusetts, USA, third edition, 1996. [cited at p. §]

E. ZITZLER, M. LAUMANNS, and S. BLEULER. A tutorial on evolutionary mul-
tiobjective optimization. In Xavier Gandibleux, Marc Sevaux, Kenneth Sérensen,
and Vincent T’kindt, editors, Metaheuristics for Multiobjective Optimisation, pages
3-37, Berlin, 2004. Springer. Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems
Vol. 535. [cited at p. 87]



Indice

a-corte de
Ntmeros
Nebulosos, 13
Indices de
Comparagao, 23, 47
Yager, 20

Combinagao
Linear, 36
Computagao
Flexivel, 2
Rigida, 3
Conceito de
(1 — k)-dominancia, 10
Dominancia, 25
Condigoes de
Otimalidade de
KKT, 35
Conhecimento, 7
Conjunto
Eficiente
Nebuloso, 41
Nebulosamente
Ordenado, 19, 24
Pareto-6timo
Nebuloso, 19, 34
Conjunto de
Solugoes
Factiveis, 49
conjunto de
solugoes
eficientes, 9
Custos
Nebulosos, 22

Decisao
Nebulosa, 9, 34
Definigao de

99

k-otimalidade, 10
Nebulosa, 10
Pareto-otimalidade, 10
Distribuicao de
Possibilidade, 23
Dominancia
Nebulosa, 10, 25

Fronteira de
Pareto, 51, 62
Funcao de
Distribuicao de
Possibilidade, 34
Funcoes
Nebulosas
Convexas, 29
Funcoes de
Pertinéncia, 8, 20, 21

Graus de
imprecisao de
Dominancia, 11

Inteligéncia
Artificial, 1

Logica
Nebulosa, 3, 18

maximizagao, 4
Medida de
Possibilidade, 23
Meta
Nebulosa, 11
Metaheuristica, 3
minimizagao, 4

Nimero de



100

INDICE

Geragoes, 57

Nivel de
Satisfagao, 9, 25, 46
Otima, 35

Neurocomputagao, 3

Otimalidade
Nebulosa, 10

Otimizacao
Multi-objetivo, 4
Nebulosa, 8

Pareto-otimalidade
Nebulosa, 8
nebulosa, 14

Pesquisa
Operacional, 3

Ponto
Factivel, 41
Fixo, 34
Regular, 41

Problema
Multi-objetivo

flexibilizado, 11

Problema de

Programagao
Multi-objetivo, 17

Problemas de

Otimizagao
Irrestrito, 19

Programagao
Convexa, 18
Estocastica, 18
Flexivel, 18
Matematica, 4, 17

Multi-objetivo, 7
Multi-Objetivo

Irrestrito, 17
Possibilistica, 19

Raciocinio
Probabilistico, 3
Regiao
Factivel, 33
Pareto-6tima
Nebulosa, 34
Relagao
Nebulosa, 36
Relacao de
Ordem, 47
Nebulosa, 33

Sistemas
de Suporte
de Decisao, 66
Soft
Computing, 18
Solucao
Otima
M-Pareto, 12
Otima de
a-Pareto, 14
Pareto, 17
Eficiente
a-nebuloso, 13
Nebulosa, 32, 44
Ordinéria, 13
Factivel, 25
Global, 12
Ideal, 24
Local, 12
Nao-dominada, 12
Nebulosa, 20, 22, 36
Paramétrica, 22
Solugoes
Eficientes, 17
Nebulosas, 47
Nao-dominadas, 8
Nebulosas, 35

Tamanho da
Populacgao, 57
Teorema da
Representagao, 20, 36
Teoria de
conjuntos
nebulosos, 3
Possibilidade, 5, 23, 46
Teoria dos
Conjuntos
Nebulosos, 18
Tomada de
Decisao, 1

Variaveis de
Decisao, 22, 47
Nebulosas, 33
Violagao
Maxima,
Peremitida, 62



