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Resumo

Aborda-se o problema de verificagdo de especificagdes ¢ sintese de
controladores em uma classe de sistemas dindmicos a eventos discretos. Propde-se
uma nova légica modal denominada légica modal NK, e mostra-se que um
conjunto de formulas nesta l6gica é equivalente a um conjunto de férmulas escritas
no contexto da teoria de didides. Desse modo, um sistema descritivel por um grafo
a eventos, que € modelado por um conjunto de equagdes num didide apropriado,
também € modelado por um conjunto de férmulas da légica modal NK. Entio
utiliza-se as técnicas de tableaux analiticos para desenvolver um algoritmo para
decidir se uma especificagio € satisfeita ou ndo. Quanto ao problema de sintese, a
solugdo obtida pelo tableau analitico € utilizada para determinar as NK-férmulas, e
portanto o controlador, que tornard a especificacio satisfeita. A principal vantagem
deste inter-relacionamento de abordagens é permitir a utilizacio de técnicas da
l6gica modal, particularmente os tableaux analiticos, no tratamento de problemas

de andlise e sintese de controladores para sistemas a eventos discretos.
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Abstract

The problem of verification of a specification and controller synthesis in a class of
discrete event dynamic systems is addressed. We propose a new propositional modal logic,
named NK logic, and we show that a set of formulas of this logic is completely equivalent
to a set of equations written in the context of the theory of dioids. Therefore, a system
described by an event graph can be modeled by a set of formulas in NK logic. Then we use
the technique of the analytic tableaux to develop an algorithm to decide if a specification,
also expressed in NK logic, is satisfied. If a specification is not satisfied then there exists a
solution for the equations written in dioid context that violates the specification. The
method of analytic tableaux gives this solution. Concerning the synthesis problem, the
solution obtamed by the analytic tableau is used to determine the NK-formulas, and
therefore the controller, that makes the specification be verified. The main advantage of this
approach is allow us to use the technique of analytic tableaux to investigate problems of

analysis and synthesis of controllers for discrete event systems.




Capitulo 1

Introducao

Dentre as possiveis classificacbes para os sistemas dinfmicos, ¢ usual a
distingdo enire sistemas continuos e sistemas discretos. Os sistermnas continuos se
caracterizam por ter seu espago de estados continuo, e sua dindmica dirigida pelo
tempo. Os modelos matemdticos usuais para este tipo de sistema sdo equagdes
diferenciais, se o tempo ¢é considerado uma varidvel continua, ou equagbes a
diferengas, se o tempo € uma varidvel discreta. Contrariamente, num sistema discreto
0 espago de estados € discreto e sua dinfimica € dirigida pela ocorréncia de eventos
(donde a denominagfio “sistemas a eventos discretos”). Ndo existe para este tipo de
sistema um consenso sobre que tipo de modelo utilizar, observando-se que as
ferramentas normalmente utilizadas para os sistemas continuos sd3o pouco eficazes.
Contudo, os problemas envolvendo dinimica discreta tem se tornado cada vez mais
relevantes (p.ex. nas areas de automagdo da manufatura e redes de comunicagdo),
levando & necessidade de técnicas para sua andlise e controle. Muitas linhas de
pesquisa tem surgido nessa drea, como por exemplo a abordagem proposta por
Ramadge ¢ Wonham (1989) (conhecida como controle supervisério), a técnica de
analise de perturbagdes infinitesimais (Ho e Cao, 1991), as abordagens baseadas em
l6gica temporal (Ostroff, 1989 e 1991, Silva Jr. e Santos-Mendes, 1992), as redes de
Petri (Peterson, 1981, Murata, 1989), a abordagem baseada na dlgebra de didides
(Baccelli et al.,1992), e outras. Neste trabalho, propde-se uma técnica de verificagio
de especificagbes para sistemas discretos que de certa maneira relaciona as trés
ultimas abordagens citadas.

As redes de Petri constituem uma ferramenta de andlise grandemente
difundida atualmente. A abordagem baseada em didides é fortemente relacionada as
redes de Petri. De fato é um resultado cldssico desta abordagem que uma classe
particular das redes de Petri pode ser representada por um conjunto de equacdes

lineares escritas numa &lgebra de didides. Esta classe particular € constituida de redes




denominadas “grafos a eventos” que se caracterizam pelo fato de que nelas cada lugar
tem uma ¢ uma Gnica fransicdo de saida e uma e uma dnica transicdo de entrada
(Baccelli et al., 1992). Este tipo de rede, embora descreva convenientemente sistemnas
com aspectos de sincronismo, ndo € apropriado para sistemas com caracteristicas de
concorréncia.

A algebra de didides por sua vez constitui uma estrutura algébrica descrita
em maiores detalhes em Baccelli et al., 1992. Particularmente, vai-se utilizar uma
instncia desta estrutura conhecida como didide # (Cohen et al., 1989), que permite
relacionar informagdes quantitativas sobre disparos de transicdes em grafos a eventos
atraves de equagdes lineares. Entre as principais limitagdes desta abordagem estiio a
dificuldade de descrever concorréncia, a dificuldade de manipulacio dos elementos do
didide 7% e a auséncia de técnicas de sintese de controladores.

As logicas temporais sfo sistemas formais que estendem a capacidade
descritiva da lGgica classica através da introdugio de operadores cuja seméntica pode
ser relacionada a aspectos temporais (Prior, 1957 e 1967, Rescher e Urquhart,1971). A
utilizagio destas légicas iniciou-se na drea de computacdio particularmente com 0s
trabalhos de Manna e Pnuelli (1979, 1992). Posteriormente, Thistle ¢ Wonham
(1986}, Ostroff (1989) ¢ Tonescu e Lin (1990) utilizaram estes formalismos visando a
modelagem e o controle de sistemas dinfimicos a eventos discretos. As abordagens
baseadas em logica temporal caracterizam-se pela abrangéncia da classe de sistemnas
que podem descrever. Apesar disso, o formalismo temporal ndo permite uma
modelagem direta, devido ao pequeno apelo intuitivo da abordagem. Os modelos para
sistemas {mesmo de pequeno porte} sdo em geral constituidos por um grande nimero
de formulas cuja leitura nfo € direta. Estes aspectos, aliados s limitacdes formais das
l6gicas envolvidas, trazem limitagGes as aplicagdes deste método.

Conceitualmente, as ldgicas temporais constituem um caso particular de uma
classe mais ampla de sistemas 16gicos denominada 16gica modal. Em geral, a principal
caracterstica de uma légica modal € a existéncia de operadores ndo-funcionais-

veritativos'. O objetivo deste trabalho é a introdugéo de uma légica modal capaz de

" Um operador 16gico # & funcional-veritativo se numa f6rmula #X a atribuicdo de valor-verdade a
formula X leva a uma atribuigfio de valor-verdade 3 férmula #X. Em geral, os operadores modais nio
sfo funcionais-veritatives, Exemplos sfio os operadores temporais. Originalmente os aperadores modais
foram utilizados para descrever modalidades de verdade tais como necessidade, possibilidade,
contingéncia e impossibilidade (Hughes e Cressweil, 1968 ¢ 1984).




modelar sistemas descritiveis por equacdes lineares no didide 7. Consequentemente
esta nova l0gica permitird a modelagem de sistemas descritos por grafos a eventos.
Desse modo estar-se-4 relacionando as trés abordagens previamente descritas. A
principal vantagem de tal relacionamento é expandir a capacidade de manipulacio dos
grafos a eventos, dada pelas propriedades do didide 7, através dos métodos da l6gica
modal (Fitting, 1983, Gabbay e Guenthner, 1984). Em outras palavras, vai-se
estabelecer através de uma nova légica, denominada I6gica modal proposicional NK,
uma representagdo equivalente aquela determinada no didide % de modo que
procedimentos préprios da l6gica modal possam ser utilizados.

A partir de um grafo a eventos e uma especificacio que deve ser verificada,
escreve-se uma férmula na Iégica modal proposicional NK, a qual expressa a
especificagdo, como também escreve-se um conjunto de férmulas o qual descreve o
sistema dindmico em questdo. A especificacdo ¢ entlo satisfeita se e somente se a
correspondente térmula for conseqtiéncia 16gica do conjunto de férmulas que descreve
o sistema. Embora este procedimento geljal para verificacdo tenha sido usado
precedentemente no contexto de légica temporal (Ostroff, 1989), a légica modal
proposicional NK produz uma representagio mais simples e concisa.

Para o problema de sintese adota-se a seguinte estratégia. Inicialmente define-se
que eventos sdo observdveis e que eventos sdo controldveis (ou seja, susceptiveis de
acdo externa). Em seguida, considerando-se que uma dada especificagio ndo &
satisfeita, obtém-se férmulas da 16gica modal NK que impossibilitem as solugdes que
violam as especificagdes. Estas férmulas devem relacionar as transi¢des controldveis e
observaveis, e constituem uma descri¢io do controlador desejado.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira. No capitulo 2 expde-se a
representacdo de sistemas a eventos discretos através de didides. No capitulo 3 a
logica modal NK € apresentada. No capitulo 4 a verificacdo de especificacdes em
sistemas a eventos discretos ¢ desenvolvida, seguida no capitulo 5 da abordagem
referente & sintese de controladores. No capitulo 6 apresenta-se conclusdes e
perspectivas, € logo ap0s seguem-se as referéncias bibliogrdficas ¢ os apéndices A e
B, onde s@o expostos estudos sobre a teoria de didides e a légica proposicional

cldssica via tableaux analiticos, respectivamente.




Capitulo 2

Representacao de Sistemas a Eventos

Discretos através de Diodides

2.1 Introducao

Neste capitulo introduz-se um breve estudo sobre redes de Petri. Por
constituirem uma ferramenta flexivel e de fécil modelagem de sistemas dinfimicos a
eventos discretos, a apresentagio de alguns resultados sobre redes de Petri e
principalmente sobre grafo a eventos' torna-se essencial para o desenvolvimento deste

trabatho. Também um relato sobre o didide % * e representagdes de entrada-safda para

sistemas dindmicos a eventos discretos serd discutido ao longo do capitulo.

2.2 Redes de Petri

Os modelos baseados em redes de Petri foram desenvolvidos por C.A. Petri em
1962 e podem ser encontrados na literatura em textos tais como Peterson (1981),
Murata (1989) e Cassandras (1993). Desde entdo muito se tem desenvolvido no que
diz. respeito a redes de Petri, principalmente pela versatilidade de andlise que esta
técnica matematica de representacéio de sistermas possibilita, sendo possivel modelar

sistemas paralelos, ndo deterministicos, assincronos, concorrentes, etc. Neste trabalho

! . . . . .
Um caso particular de redes de Petri onde se permite modelar apenas sincronismo.
2 T . . .
O apéndice A contém um estudo sobre a teoria de Didides.




interessa-se por uma rede de Petri particular, denominada de Grafo a Eventos, a qual
serd ttil na modelagem de sistemas a eventos discretos.

Antes de se definir redes de Petri, convém uma exposi¢io menos formal. No
contexto deste trabalho as redes de Petri podem ser vistas como constituidas de cinco
elementos fundamentais. Um conjunto de lugares, um conjunto de transicdes, um
conjunto de arcos, uma marcagdo inicial e uma temporizagio. Os lugares sdo
utilizados para representar o estado do sistema e as condi¢gdes de ocorréncias dos
eventos. As transigdes sio associadas aos eventos.

Para que uma transi¢@o dispare algumas condigdes devem ser satisfeitas. As
informagdes relacionadas a essas condigBes estdo contidas nos lugares. Alguns lugares
sdo vistos como entrada da transiglio e a estes estfio associadas as condicdes exigidas
para que a transigdo ocorra. Outros lugares sfo vistos como saida de uma transicio e a
esses estdo associados condigdes que serfio afetadas com a ocorréncia da transigio.
Transi¢Bes, lugares e relagdes entre eles constituem os componentes bdsicos de uma
rede de Petri.

A figura abaixo mostra uma tipica representagfio grafica de uma rede de Petri
com dois lugares e trés transicdes. Os lugares sfo denotados por p; e pz . As transigdes

sdo denotadas porty , t; e 3.

t
P1

%)
P2

i3

Figura 2.1: Rede de Petri

A transicdo {; é chamada de transicio de entrada na rede e também fransigdo de
entrada do lugar p;. a transicdo de saida da rede ¢ indicada por t3 , que também € a
transicdo de saida do Iugar p, . Os arcos indicam as relagdes entre lugares e

transi¢bes. Por exemplo, a realizacio da acfc representada pela transicdo tp estd




associada as informacdes contidas no tugar p;. Por outro lado as informac@es contidas
no lugar p, serdo alteradas assim que ocorrer a acfo designada em t; . A definicio

formal de uma rede de Petri é dada a seguir.
Defini¢io 2.1: Uma rede de Petri é uma quadra <P, T, A, w> de tal forma que:

» P ¢ um conjunto finito de lugares.
e T € um conjunto finito de transicdes.
e A ¢ um conjunto de arcos, 0 qual é um subconjunto de (P x T) w (T x P).

e w € uma fungdo peso, w: A — {1,2,3,...].

Comumente representa-se o conjunto de lugares por P = {p:, p2, ... .pu} € ©
conjunto de transi¢des por T = {ty, t3, ... ,t;, }. Assim um arco numa rede de Petri é da
forma (pi.t;) ou (tj, py), e o peso relacionado a um arco é um inteiro positivo. Nota-se
que este peso representa o nimero de arcos ligando lugares a transi¢des ou vice-versa.
E conveniente introduzir uma notago que represente o ntmero de lugares de entrada
de uma transigio, e este serd representado por I(t;). J& O(t)) representard o conjunto

dos lugares de saida da transigfio t;. Mais precisamente tem-se que:

o I(t)={pil (pi.t)e Al
e O()=1{p | (ti,py e Al

onde A € o conjunto de arcos da rede de Petri.

Exemplo 2.2: Seja a rede de Petri definida do seguinte modo:

* P={pi,p:}.

« T={1).

o A={(piti) (t1.p2)}.

o wip.h)=1lcwt ,pp)=2.




P2

%h

Figura 2.2: Entrada e saida de uma transicio
Neste caso I{t;) = {p1} e O(t)) = {p2 }.

Em redes de Petri € sabido que transi¢des representam eventos, os quais
Ocorrerao sempre que os lugares pertencentes as precondi¢des da transicdo fornecerem
informag0es suficientes para sua habilitacio (ocorréncia de um evento). Desse modo
interessa a elaboraco de um procedimento que permita a indicagio de quais
transi¢hes estdo aptas a ocorrerem dentro de uma rede de Petri. Esse mecanismo é
desenvolvido pela relagdo entre lugares e fichas. Uma ficha é um objeto que pode ser
colocado num lugar sempre que a condigdo referente ao lugar for satisfeita. Chama-se
de marcagdo a distribuigéo de fichas a lugares numa rede de Petri. Mais precisamente,

tem-se a seguinte definico referente a marcacdes.

Defini¢io 2.3: Uma marcacdo x em uma rede de Petri é uma funcdo x:P—{0,1.2,...},
que associa a cada lugar p; da rede de Petri, um niimero inteiro ndo negativo x(p;), o

qual representa o nimero de fichas contidas no lugar p; da rede de Petri.
Desse modo uma marcagdo determina um vetor x = [x(py), x(p2), ... . x(pu)ls
onde n € o niimero de lugares numa rede de Petri. Nas representaces graficas de redes

de Petri, as fichas sfo representadas por pontos.

Defini¢io 2.4: Uma rede de Petri marcada é uma quintupla <P, T, A, w, x,>, onde

<P, T, A, w> € uma rede de Petri e x, ¢ uma marcagéo inicial.

Seja a rede de Petri marcada abaixo,
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Figura 2.3: Marcacio inicial

Nesta tem-se que a marcagfo inicial é dada por xo = [1,0]. Neste caso, tem-se
que Kt1) = {p1} e O(t1) = {p2}. Nota-se que w(t; ,p2 ) = 2 indica a presenga de dois
arcos ligando t; a ps. Nas Redes de Petri, o conceito de estado esta relacionado

diretamente com a marcagio da rede.

Definicio 2.5: Um estado em uma rede de Petri marcada é um vetor

x=[x(p1),....x(pn)], onde n € o nimero de lugares da rede de Petri.

O termo disparo de transi¢des foi utilizado como representando ocorréncia de
eventos. Objetiva-se denotar que uma transicio estd habilitada a disparar sempre que
cada lugar de entrada da transi¢do contenha uma ficha. Porém isso ndo é tdo simples
quando se tem arcos na rede com pesos. Assim a seguinte definicio expde o conceito

de transigdo habilitada , englobando as redes de Petri com pesos.

Defini¢do 2.6: Uma transicio t; € T numa rede de Petri marcada é dita habilitada se e

somente se

x(p1) Z w(p; , tj) para todo p; € Ky).

Ou seja, exige-se que o nimero de fichas em p; seja pelo menos tdo grande
quanto o peso do arco conectando p; com t; . Na rede de Petri do exemplo anterior, a
transi¢io {; estd habilitada. Mas se o peso w(py, t;) = 2, entdo a transigio t; ndo estaria
habilitada.

Sendo que redes de Petri sdo utilizadas para representar Sistemas Dinimicos a
Eventos Discretos , torna-se necessario que essas sejam dotadas de um mecanismo

que propicie 0 movimento das fichas através da rede, caracterizando um dinamismo




estimulado por meio das fichas, causando assim mudancas no estado da rede de Petri .
Costuma-se dizer que uma transiciio pode disparar, quando esta transi¢io esta
habilitada , ou seja , quando ela estd apta a ocorrer . Define-se agora uma fungdo de
transi¢do de estado através da qual o disparo de transi¢cdes acarreta mudancas na

marcacgdo da rede de Petri.

Definic¢io 2.7: A fungéo de transi¢io de estado [: {0,1,..}" x T —{0,1,2,...}" de
uma rede de Petri marcada <P, T, A, w, x> é definida para a transicfio i; se e somente

s¢

x(pi) 2 w(p; , ;) para todo p; € I(t;) I

Se f(x, t;) € definido, entdo seja x'= f (x, t), onde

X'(pi) = x(pi) - w(p:, ) + w(t, pi) parai=1,2,..,n. II

A assercdo I assegura que a funcdio de transiclio de estado s6 é definida para
transi¢Oes habilitadas. Ja II assegura que o proximo estado depende da fungfio peso de
cada arco de entrada e saida de uma transi¢do. Além disso, de acordo com 1II, se p; é
um lugar de entrada de uma transicdo t;, entdo ele perde tantas fichas quantas forem o
peso do arco que o conecta a transigdo 4 , e se p; € um lugar de safda da transi¢fo  ele

ganhara tantas fichas quantas forem o peso do arco que conecta t; com o lugar p;.

2.3 Grafo a Eventos

Um grafo a eventos é um caso particular de uma rede de Petri no qual para cada
lugar da rede existe uma tnica transic@o de chegada no lugar e uma Gnica transicio de
saida do lugar. Além disso, os arcos que chegam nos lugares da rede e os arcos que
saem dos lugares na rede sdo sempre simples (arcos de peso 1).

Até agora na discussio sobre redes de Petri houve primariamente a preocupacio
com a ordenagdo de eventos. Desse modo questdes referentes a tempo de duracio,

periodo de ocorréncia de um evento, nfo foram discutidas. No entanto, é importante




para a modelagem de sistemas a cventos discretos que se investigue questdes
temporais em redes de Petri. Assim, é necessdrio introduzir a nocio de tempo em
redes de Petri, particularmente em grafos a eventos, O tempo serd introduzido na
companhia das fichas nos lugares. Desse modo, a associagiio de tempo nos lugares
caracterizard uma duragdo nos mesmos. Assim, duracdes associadas a [ugares podem

ser utilizadas para representar, por exemplo, tempo de transporte ou tempo de

comunicagio.

O tempo de espera em um lugar num grafo a eventos é o tempo que as fichas
contidas naquele lugar devem gastar antes de contribufrem para a habilitacio das

transi¢des de saida daquele lugar.
Seja o grafo a eventos descrito abaixo, com uma barra junto i ficha no lugar p,.

Essa barra serd usada para representar tempo (em unidades inteiras) de espera em

grafos a eventos.

P

D2

Figura 2.4: Rede de Petri temporizada

Nesta rede a transigdo t; s6 serd habilitada depois que se completar o tempo de
espera. Neste caso se refere a uma unidade de tempo. No que se segue, uma definicio

mais formal de grafo a eventos é fornecida.

Definiciio 2.8: Um grafo a eventos é uma rede de Peiri <P, T, A, w> de tal forma que

as seguintes condigdes sejam satisfeitas:
¢ Para cada arco da rede a fun¢io peso associada € sempre 1.

* Para cada lugar da rede existe um tnico arco chegando e um tnico arco saindo.

Defini¢do 2.9: Uma parametriza¢do de um grafo a eventos é uma funcio & : P>NxN.

Uma parametrizagio define um vetor & = [ &(p:), (p2), ... , H(ps)] onde n é o ndmero
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de lugares do grafo a eventos. A i-ésima entrada do vetor define o nimero de fichas e
barras no lugar p;. Graficamente fichas e barras sfo representadas por pares ordenados

(m, d), onde m representa fichas e d representa barras.

Definicéo 2.10: Um grafo a eventos parametrizado é uma quintupla <P, T, A, w, %>,

onde <P, T, A, w> € um grafo a eventos e 4 é uma parametrizagio inicial,

Figura 2.5: Grafo a eventos

A figura acima mostra um exemplo tipico de Grafo a Eventos onde entende-se
0s pontos pretos como fichas e as barras nos lugares como unidades de tempo. O lugar
apds a transicdo u,” tem trés unidades de tempo. Isto significa dizer que qualquer ficha
que entre neste lugar teré que esperar trés unidades de tempo antes de habilitar
transicio xj.

Uma caracteristica importante de grafo a eventos € que ndo servem para modelar
concorréncia, ou seja, ndo modelam o "ou". Por outro lado servem prontamente para
modelar o "e", desse modo, problemas de sincronismo sio perfeitamente modelados,
ver figura acima.

Os exemplos abaixo determinam situagdes que ndo sfo permitidas em grafos a

3 . . " . .
Quando o contexto permilir as letras u, X, ¥, ..., também serdo utilizadas para representar transiges.
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eventos.

ay ay

Figura 2.6: Representacio de decisio numa rede de Petri

Aqui ¢ encontrado um tipo duplo de problema: Em (a;) , as fichas podem chegar
da transi¢@o da esquerda, ou da transi¢do da direita. Em (a;) ,encontra-se uma situagio
ndo deterministica, uma vez que deve haver uma decisdo sobre que transicio deve

disparar. Pode-se identificar aqui a ocorréncia de competi¢io, ou concorréncia.

2.4 Representacio de Grafo a Eventos pelo Didide 77

Em grafos a eventos temporizados, as ocorréncias de eventos estio associadas
aos disparos das transigdes. Costuma-se rotular um tipo de evento pelo nome da
transi¢do correspondente. Para representar a evolucdo diniAmica da ocorréncia de um

evento, utilizar-se-d o plano n x 1, de modo que um ponto (i,j) neste plano indica que:

* no instante j ocorreram no maximo { disparos.

. s . ,s . -4
* o [-ésimo disparo ocorreu no minimo no instante /.

De uma maneira geral a trajetdria de uma transi¢cdo pode ser representada por
uma curva composta de segmentos horizontais e verticais monotonamente crescente.
Todos os pontos abaixo desta curva representam situagdes impossiveis, e todos os

pontos acima, as situagdes possiveis. A curva propriamente dita determina a mais

* Conforme Cohen et al (1989,
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rapida execugdo possivel da transicfo.

Num grafo a eventos, a relacio enire as trajetérias das diversas transigdes ¢
determinada pela topologia do grafo.

Na teoria proposta por Cohen et al (1989), estas trajetérias sdo relacionadas por
equacdes algébricas lineares escritas num didide apropriado.

Os elementos do didide (ver apéndice A) sdo justamente as regides do plano a

sudeste da trajetdria de uma transigfio.

— \\\\ eventos

Figura 2.7: Elemento do didide

tempo

As operagdes de soma e produto de elementos do didide sio definidas de modo
a refletir as possiveis relagdes entre trajetérias diferentes do grafo a eventos. A soma
entre elementos do didide € representada pela unifio dos conjuntos de pontos, pois esta
¢ a maneira como se comp0e a informagfio em urna transigdo com mais de um lugar de
entrada. O produto € definido como um deslocamento  direita e acima no plano n x1,
pois este € o efeito que um lugar produz na informacio que nele entra.

No restante desta seg¢iio o didide brevemente descrito acima é formalmente
mtroduzido. Mostra-se também como estabelecer as equacdes neste didide que

descrevem um dado grafo a eventos.

2.4.1 Definicao Formal do Diédide 7

No que segue uma descrigdo formal do didide 2 & apresentada. A definicio
deste didide € feita a partir de séries formais de poténcias que sfo inicialmente

descritas. Em seguida sdo expostas defini¢des e propriedades referentes ao didide 7.
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Definic¢io 2.11 (Séries formais de poténcias): Uma série formal de poténcias em
varidvels p (comutativa) com coeficientes em 2 é uma aplicagio f de N¥ ou Z¥ em 2,
de tal forma que para todo k = (k;, ko, ..., kp) € N ou 727, f(k) representa os

. k
coeficientes de z ezt

Também denota-se equivalentemente uma série de poténcias por:

f= D fk,....k,)zh. 2%

keNPou 2¥

Nota-se que, por exemplo f(5) representa o coeficiente de z° , e ndo o valor

numérico para a série quando z = 5.

Seja uma colecdo de partes de informagdo {(n;,t;) liel < N } sobre um tipo de
evento. Essa colegdo é um conjunto de pontos pertencentes ao plano inteiro Z° .

Representa-se essa trajetoria de eventos discretos por uma funcio caracteristica

27/“*5“ onde a soma € a soma formal e y e § sdo varidveis formais. Neste caso ¥

il
pode ser interpretado como operador atraso em contagem e 8 como operador atraso

em datagdo.

Seja o grafo a eventos descrito abaixo.

t

P

Figura 2.8: Atraso em contagem

Set; =2y 8entiot, =y ¥y & . O mesmo ocorre para o grafo seguinte.
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P1

63
Figura 2.9: Atraso em datacio
Set; =3y 8entdot, =83y § .

A adiglo formal usual de séries de poténcia corresponde 2 definigio anterior de
somas dos cones a sudeste ? Como refletir esse fato para soma de séries de poténcias.

A seguinte regra ndo usual deve ser adicionada :
Y1‘1 5& @® ,Yr 8! — ,Ymin{:z,r) St 1
'W 61 @ ,Yn 8; — ,Yn amax(t,r) H

Definigiio 2.12: Seja.¢ um conjunto formal de séries de poténcias em duas varidveis

(,0) e com coeficientes booleanos e expoentes em Z.

Lema 2.13: O conjunto £ com as operagdes de soma ¢ produto de séries de poténcias

usuais é um didide.

Nota-se que & € um didide, pois a soma é idempotente, o elemento €
corresponde & série com coeficientes todos iguais a zero e o elemento e é igual a 7’8" .
Graficamente, um elemento de ¢ é caracterizado por uma colecio de pontos em Z°.
Um mondmio y'8' com coeficiente booleano 1 produz o ponto no plano inteiro (n,t).
Coeficientes booleanos nulos ndo produzem ponto algum. Portanto € corresponde ao
conjunto vazio ¢ e corresponde a origem do plano. A adigfo corresponde a unifio de
elementos, a multiplicac@o de dois elementos corresponde a soma vetorial da colecdo

de pontos associados. A ordem € a inclusfo e A representa a intersegio.
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Facilmente percebe-se que o didide £ niio é adequado para os propésitos de se
ter somas e produtos de cones de informagdes resultando cones de informagdes, pois I
e II ndo fazem parte das regras de cédlculo usual em séries formais de poténcias.
Objetiva-se que o mondémio y' §' represente todo o cone a sudeste determinado pele
ponto (n,t). Mas esse cone ¢ denotado por Y8 (8")". E importante observar que
y*(S"l)*r(\(@ﬁ'l)* Desse modo obtém-se o esperado considerando-se o didide < médulo

(y®8")". Ou seja, o quociente de £ por (Y@ &Y.

Defini¢ao 2.14: O didide Min-Max <v,8> designado daqui para frente de % € o didide
Liye &Y.

Observagdes:

I') Este didide € comutativo, completo, e distributivo. Todas estas propriedades podem
ser checadas facilmente. As interpretagdes graficas de @, A, e ® como ), M € soma
vetorial, permanecem validas, sendo que agora as operagdes sfo aplicadas em

elementos de 7, que sdo cones a sudeste,

IT') Partindo da defini¢io formal de 7, é facil checar que todos os célculos podem ser
feitos usando-se praticamente as regras formais de séries de poténcias, e as regras
adicionais expostas em I e IL. E interessante pensar nos elementos de % como classes
de equivaléncia. Desse modo pode-se representd-los de vérias formas, Como exemplo
e=y@ N =y =0 =y ®@E 1) =y=8=1"8"em % , mas nio em £ . Com
efeito , em cada classe de equivaléncia , existe um “minimal” e um “maximal”
representativo , “minimal”, e “maximal” dizem respeito a ordem em .£ . O “minimal”
representativo , € obtido pela codificacfo somente dos pontos a extremo noroeste da
area hachurada, na figura 2.7. O “maximal” é obtido pela codificacio de todos os

pontos na drea hachurada da figura 2.7. Este “maximal” representativo é obtido

algebricamente através da multiplicacio de qualquer valor representativo pory (8 ™" .

I ) Considere-se agora, como calcular aab em 7% Antes de tudo, uma vez que o

di6ide € distributivo , € suficiente saber como calcular a expressio quando a e b forem
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mondmios. Entdo a operagdo A é dada por :

,Yn St A Yr 53 = Y’nax(n,r) Smin(t,s)

IV ) % nao € um didide arquimediano. Um contra exemplo disto é dado por:

Y87 ®eo=v" §7 # o 0 qual contradiz o teorema A. 16.

2.4.2 Equacdes associadas a um Grafo a Eventos

Nesta subse¢lo apresenta-se o procedimento de modelagem de um grafo a
eventos. Este permite o desenvolvimento de equacdes lineares associadas ao grafo a
eventos descritivel no didide #. A cada transicdo do grafo a eventos associa-se um
elemento do didide 7, que representa o conjunto de informacdes disponiveis sobre as
ocorréncias de eventos relacionados a essa transicdo. Esse elemento serd chamado
pelo nome da transi¢fio. Por exemplo, se “x;” é o nome de uma transicio entiio x,
representard um elemento de 7%, um elemento que € definido como uma série formal
de poténcias em duas varidveis com expoentes inteiros, coeficientes booleanos e
representando classes de equivaléncia. Esse elemento x; descreve o compertamento
dindmico da trajetéria de disparos associada 2 transigfo de nome “x;”. Objetiva-se
mostrar que todo grafo a eventos pode ser modelado por um sistema de equacdes

algébricas no didide 7% .

Definicio 2.15: O conjunto 6 de equacdes no didide 7% associados a um grafo a

eventos € descrito da seguinte forma:
i}
- ™4 5%
X, = Zy 0 Vx|
=

onde :
* my ¢ dj sdo respectivamente a marcacio inicial e o atraso do lugar cuja transigio

de entrada € x; e cuja transi¢do de safda é x;.°

A varidvel x estd sendo utilizada para representar a trajetdria dos disparos da transicfic de nome “x”.
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A figura 2.10 ilustra a defini¢do acima.

Xy Xk

(my,dy) L (my,dy)
Xo

Figura 2.10: Descricio no didide 7 de um grafo a Eventos

As formulas associadas ao grafo a eventos da figura 2.10 sfo dadas por:
&
x, = Zymfﬁdij
J=1
Exemplo 2.16: Seja o grafo a eventos descrito a seguir para um sistema a eventos

discretos.

Figura 2.11: Grafo a eventos do exemplo 2.16
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As equacdes associadas a esse grafo a eventos sio:

X1 =u X,
Xy = you @ 8x,
y = x; @ y8y
Essas equagdes sio do tipo:
x=Ax® Bu
y = Cx

onde X, y e u s@o vetores colunas e A, B, C sio matrizes com entradas em 7.

2.4.3 Representaciao Entrada/Saida de Grafos a

Eventos

Resolver equagdes do tipo x=Ax@Bu ¢ y=Cx significa encontrar a saida y do
sisterna, sempre que uma entrada u for fornecida. Sabe-se que a equacgiio x=Ax®Bu
ndo tem solugfio finica em geral, mas o que interessa é a menor solugio, desde que isto
corresponde as datas mais cedo possivel para ocorréncia de eventos (lembrando que
transi¢des sdo disparadas tdo logo elas estejam habilitadas para o disparo). Desse

modo, com o auxilio do lema A .24 |, tem-se que

x=ABu e
y = CA'Bu.

Essas equagdes especificam completamente o comportamento entrada / saida

do sistema, haja visto que fornecida a entrada u tem-se a saida y.

Definicdo 2.17: A matriz de transferéncia do sistema modelado através de grafo a

eventos num didide % é definida por # = CA'B.




Em geral, H, corresponde a trajetéria de y; para todas as entradas u = € exceto
para u; = e. Este fato, comum em teoria de sistemas, é denominado resposta ao
impulso de j para i. A entrada € = Y78 pode ser interpretada como sendo que um
nimero infinito de fichas estd disponivel em um lugar imagindrio desde o inicio. Por
outro lado, uma entrada e = ¥ = y'8° @ y'8'@y’8°®... & chamada de impulso no

tempo zero. Antes do tempo zero a transicdo de entrada estd congelada e um niimero

infinito de fichas ficam entfo disponiveis.

Para o grafo a eventos exposto na figura 2.5, tem-se que as matrizes e vetores colunas

associados ao grafo a eventos sio:

X e | x 5 e

£ v )
X =0 & € |xi® ¢ y5[]:|
e 6

Uy
X3 8% | x5 £ £

X1
y:[e Y 53} Xy

X3
E a fungio de transferéncia ¢ dada por:

y=Hu +Hyu

y = 810 uy +v8°(v8%) u,
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Capitulo 3

Logica Modal NK

3.1 Introducgio

Neste capitulo expde-se a légica a ser utilizada neste trabalho. No apéndice B
apresenta-se uma revisio dos conceitos tradicionais de logica cldssica, inclusive
corregdo e completude, analisados através de tableaux analiticos. Neste capitulo faz-se
um desenvolvimento da légica modal NK. Ao final demonstra-se os teoremas da
correcdo ¢ completude da logica modal NK. Mais detalhes sobre 16gica modal podem

ser encontrados em Hughes e Cresswell (1968 ¢1984) e Fitting (1983).

3.2 Formulas Proposicionais

Defini¢do 3.1: A linguagem da légica modal proposicional NK é definida como

segue:
O alfabeto consiste de:
¢ Conectivos: —, A, v, =, ¢, G, D.

e Varidveis proposicionais: pi, pa,... - 1

e Sinais de pontuagdo: {, ).

' Quando ndo houver ddvidas no contexto utilizar-se-4 as letras x, y, z, p. Q. I, ... para representar
varidvels proposicionais.
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Defini¢ao 3.2: Por expressdo entende-se qualquer seqiiéncia finita construida a partir

dos simbolos do alfabeto acima.

Defini¢iio 3.3: Como um subconjunto do conjunto das expresses tem-se o conjunto

das formulas, definido recursivamente como segue:

e Formula atémica: varidveis proposicionais.

e Se X é férmula entdo (—X) é férmula.

* 5S¢ X e Y sao formulas, entdo (XAY), (XvY), (X=Y), (X«Y), também sdo
formulas.

s Se X ¢ formula, entdo GX , DX, também o sio.

¢ 50 ¢ formula o que advém das condigdes acima.

Definicdo 3.4: O conceito de subférmula é definido com segue:

X é uma subformulade Y se

a) X=Y, ou
b) ¥Y=(Y AY2), ou (Y;vY2), ou (Y-2Y3), ou (Y,¢3Y3), onde X é uma subférmula de
Y, oude Y, ou

)Y =(=Y)ouGYy,ouDYy, e X € subformula de Y.

Obs.: Varidvel proposicional ndo tem subférmula prépria.

Definicao 3.5: O grau de uma férmula € o nimero de ocorréncias dos simbolos —, A,

v, =, ¢, G e D na formula. Assim:

s Varidvels proposicionais s@o de grau zero.
e Se X ¢ de grau n entdo (—X), GX ¢ DX sdo de grau (n + 1).
e Se Xe Y séo de graus n e m, entdo (XAY), (XvY), (X—=Y) e (XeY) sdo de graus

(n+m+1).
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3.2.1 Modalidades

Entendendo-se cada operador modal (G e D) como simbolos, define-se

modalidade como sendo qualquer seqiiéncia finita, possivelmente vazia de operadores

G e D. Por exemplo G, GGD, GDDDG, DDGD, ... .

Hscreve-se
"X
para indicar que a férmula X estd sujeita a n iteragdes da modalidade ¢, onde 7 pode

assumir 0,1,2,3.... .
Defini¢do 3.6: Para qualquer modalidade ¢, tem-se que:

s X=X,
o 0" X =00"" X, paran>0.

Lema 3.7: Para qualquer modalidade ¢.

o ¢"X= 00" X=0""0X, paran>0.

3.3 Modelos Modais Proposicionais NK

Apresenta-se no que se segue modelos baseados na seméntica de mundos
possiveis para a légica modal proposicional NK . A légica modal proposicional NK
pode ser vista como uma l6gica modal contendo dois operadores independentes, a
saber, o operador G e o operador D, analisados numa seméntica de mundos possiveis.
Um estudo sobre operadores modais independentes pode ser encontrado em Magossi

(1994) e Gabbay et al (1993).

Definicio 3.8: Seja W um conjunto nfo vazio e enumerdvel. Seus elementos serfio




chamados de mundos possiveis e representados pela letra mintiscula w.

Adota-se também a notacio w, w', w", ... para representar mundos possiveis,
Definigio 3.9: Para qualquer relagdo bindria R entre os elementos de W, define-se:

" W BO w'se e somente se w = w',

» wR”w'se e somente se existe w'e W talquew Rw’e w" R w', paran > 0.
q A it

Definiciio 3.10: Definem-se R e S como um par de relacoes NK-bindrias em W se
satisfizerem as seguintes condicdes :
Sejam w', w", w" € W distintos entre si, Paratodow € W

* Existe um e um tinico w'# w tal que w R w' e,

* Existe um e um tnico w" # w tal que w S w" e,

* Existe um e um tnico w"'# w tal que w" R w" e w'S w'".

* Nioexistew' talque w R"w' comn>lew S"w comn >1.

Defini¢iio 3.11: O terno <W, R, S> ¢ chamado de uma estrutura , onde W é um

conjunto de mundos possiveis e R ¢ S sdo relagdes bindrias entre mundos.

Lema 3.12: Sejam W= { wj | (i,j) € Z° } um conjunto de mundos e R e S relacdes

binéarias entre mundos. Entdo < W, R, S > € uma estrutura.

Demonstragiio: Como W ¢ enumerdvel, é ndo vazio. Além disso existe uma funcdo f
de W em N bijetora. Seja  uma funciio de N em Z° bijetora. A fungio he f é uma
bijecdo que fornece a enumeragdo wj dos elementos de W. Portanto W é um

conjunto enumerével e ndo vazio, logo <W, R, S> ¢ uma estrutura. ¢

Doravante as referéncias ao elementos do conjunto W serdio entendidas como

. e .. 2
sendo referncias aos elementos enumerados w5 de W, para (i,j) pertencente a Z~ .

Defini¢io 3.13: Seja W um conjunto enumerado de mundos possiveis .Para (i,j) e (r,s)

pertencentes a Z°, sejam e S definidas como segue:
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* Win& Wggseesomenteser=i-lej=s.

* Wip S W(r,s) € € SOMENtE se r = tes =j—1.

Lema 3.14: As relagdes e S sdo um par de relagdes NK-bindrias em W.

A demonstragiio ¢ uma simples verificacfio, ou seja, satisfazem as condicdes da

definicédo 3.10.

Defini¢io 3.15: Uma valoracdo definida sobre uma estrutura <W, 2, §>onde ¢ §
sd0 um par de relagdes NK-bindrias, € uma fungio 7. F x W — {t, f} onde F é o

conjunto das férmulas de NK, satisfazendo as seguintes condigdes para X, Y férmulas:

ay Upi, w)=t ouz’(/(pi, w)=f, paratodoic N3

b) U(—X), w) =tsseX, w)=f

c) UXAY), w)=tsse X, w)=UY, w) =1

d) 7(XvY), w)=tsse UX, w)=touY, w)=t.

e Y(X—-Y), wi=tsse UX,w)=TouY, w)=t.

f) 7(XeY), w) =tsse X, w) =Y, w).

g DX, w)=tssedw'e W talquew sw' e (X, w) =t
h) GX, w)=1t sse dw'e Wtalque w Zw' e (X, w) =1t.

Obs.: Se (X, w) = t denota-se por w k= X e lé-se “w forga X”. Escreve-se w # X

como uma abreviacio para ndo w = X.

Como cada w € visto intuitivamente como um ponte do plano cartesiano, com
indicago dada por wj , tem-se que as condigdes g) ¢ h) acima podem ser rescritas da
seguinte maneira:

g wiy F GX sse (dweg € WHwi) R Wes) € Weg = X).

h') W{j’j) = DX sse (3W(r,s) e W )(W(i,j) =z Wi € Wi = X)

* O uso do ou apenas neste item a) & exclusivo.
I Diz-se que uma férmula X & verdadeira em w se {X.w)=t e que X & falsaem wse UX,w) = f,




Defini¢iio 3.16: Um modelo proposicional modal para NK é uma quadra <W, 2.5, 7>,
onde W € um conjunto de mundos possiveis, % ¢ uma valoracio ¢ £¢ S sdo um par de

relagbes NK-bindrias em W de tal forma que as condigdes da defini¢io 3.15 sejam

satisfeitas.

O objetivo intuitivo € que:
* w i GX: X ¢ verdadeiro no mundo w' acessivel via relagio 2 a partir de w.

® w k= DX X € verdadeiro no mundo w' acessivel via relagdio S a partir de w.

Definicdo 3.17: Diz-se que uma férmula X é verdadeira em um modelo <W, @, 8,7>

se, para cada w € Wem <W, &, §,7>, tiver-se que w & X.

Defini¢io 3.18: Diz-se que uma férmula X é C-vdlida (vdlida numa colecio de

modelos) se X ¢ vilida em cada modelo <W, 2, 5,%>em C (em simbolos, k=, X).

Defini¢io 3.19: Diz-se simplesmente que uma férmula X é vdlida se X é vilida em

todos os modelos <W, 2, 5,7> (em simbolos, & X).

3.4 Propriedades Seménticas

Teorema 3.20: Seja <W, &, 5,7> um modelo proposicional modal NK qualquere X e

Y férmulas quaisquer da linguagem. Entdo, para qualquer w ¢ W:

1) w k= G(X—Y)—(GX~>GY).
2) w E D(X—Y)—(DX—DY).
3) w = GDX—DGX.
4) w = DGX—GDX.

Demonstracio:

1) Assume-se por hipétese que w = G(X—>Y) e w # GX-GY.
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Assim:
DwieE GX=SY) sse
aw' | wRwew EX-SY sse

weXouw = Y.

Também:

1) w = GX->QGY sse

wkE GXewk GY sse

(Eéw’}w?w’ew' = X)e(ﬂw'}w?w'ew‘ EY).

Portanto, i) e ii) caracteriza uma contradi¢io,

2) Procedimento anilogo ao anterior,

3) Assume-se que w k= GDX e w i DGX.
Assim,

iyw k= GDX sse

w'lw 2w e w = DX sse

I wswew =X.

Também,

ii) w # DGX sse

Aw, lWSW[ e wy = GX sse

3W21w12W26w25¢X.

Portanto, pela definicdo 3.10 tem-se que w" = w; , logo i) e ii) caracteriza uma

contradicao.

4) A demonstragdo procede-se como no item anterior. 4

3.5 Tableaux Analiticos e Notacdo Unificada

Nesta secado expode-se conceitos relativos a 16gica modal proposicional NK sob o




ponto de vista de tableaux analiticos. Um estudo mais detalhado sobre tableaux
analiticos para a légica proposicional cldssica é exposto no apéndice B, e também

encontrado em Smullyan (1968) e Fitting (1990).

Defini¢fio 3.21(Formulas assinaladas®): Sejam T ¢ F dois simbolos formais. Por uma

férmula assinalada entende-se por TX ou FX , onde X é uma férmula.

Defini¢do 3.22: O grau de uma férmula assinalada TX (ou FX) é o grau de X.

Num modelo <W, &, 5,7> diz-se que:
s wiTXssewkE X
o wiFXsse wi X

Assim, TX comporta-se como X e FX comporta-se como --X.

Exemplo 3.23: A partir da defini¢do de modelo exposta anteriormente e da notacio

assinalada tem-se:

w = T(XAY) sse
w k= (XAY) $se
wEXewkEY sse

wETXewE=TY.

Uma exposi¢io andloga & exposta acima pode ser descrita para todas as

condi¢des sobre os operadores —, A, v, — € ¢, anteriormente citadas.

Defini¢do 3.24: Uma o - formula ¢ qualquer férmula de uma das seguintes formas:

TXAY), F(XvY), F(X—->Y)e F-X .

Para cada o-férmula, dois componentes, o e 0 sdo definidos como sendo os

componentes conjuntivos da férmula o A tabela abaixo especifica esses

componentes.

4 Notagio semelhante 2 utilizada para o célculo proposicional classico.




o 048] O
T(XAY) TX TY
F(XvY) FX FY
FX->Y)| TX FY

F-X TX TX

Tabela 3.1: Férmulas do tipo o

Defini¢do 3.25: Uma B - formula € qualquer férmula de uma das seguintes formas:

TXVY), FXAY), T(X—Y)e T-X.

As B-férmulas e seus componentes disjuntivos B, e B, sdo definidos do seguinte

modo:
B B B2
F(XAY) FX FY
TXVvY) X TY
T(X—Y) FX TY
T-X FX FX

Tabela 3.2: Féormulas do tipo B

Estende-se o sistema de notag3o uniforme para que seja possivel aplicar um
tratamento semelhante aos operadores modais. Desse modo, diz-se que as férmulas do
tipo GX sdo as v-férmulas e as férmulas do tipo DX sdo as n-férmulas.

Respectivamente seus componentes s30: v, e 7t, .

v-férmulas n-férmulas
v Vo i Ty
TGX TX TDX X
FGX FX FDX FX

Tabela 3.3: Regras modais de extensio de ramos
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Isto completa o sistema de notagdio uniforme para a I6gica modal NK . E
possivel definir alternativamente a rela¢fio = para as [6rmulas assinaladas na notacio

uniforme, da seguinte maneira:

Seja <W, &, £,7> um modelo. Para qualquer w &€ W e para qualquer férmula X,
1) w ke TX sse w i FX
2) Wk olsse w B O e W B O
JYyweEPBssew = BiouwE B,
Y weEvsse dwiwRwew =v,)

SyweEnsse AwHwswew = 1)

3.6 Tableaux Modais Analiticos NK

As regras oL e 3 apresentadas anteriormente dizem respeito ao caso cldssico e se
referemn a um Unico mundo possivel. Como proceder para vérios mundos possiveis ?
Se w = DX entdo para um certo mundo w' relacionado com w, deve-se ter w' k= X,
Como refletir esse fato para tableaux. A idéia mais imediata sugere a criacfo de
tableaux alternativos (um tableau para cada mundo alternativo ), mas isso pode tornar
as provas um tanto confusas, perdidas em uma floresta de drvores. Um outro método
consiste em criar nomes para eles ao invés de criar tableaux alternativos, ¢ assim
manipular seus nomes, isto nos da um sistema de prova no qual um simples tableau é
suficiente para a prova. Como os mundos percorrem os pontos de Z° , seus nomes
serdo indicados por pares ordenados do tipo (i,j). As regras de acessibilidade serdo
criadas baseando-se na manipulacio dos nomes dos mundos possiveis.

Se, por exemplo, encontrar-se num nd (i,j) de um ramo de um certo tableaun a
férmula TDX, entdo deve-se entender que no mundo possivel wgy, tem-se que
wi = TDX. Desse modo, existe um mundo alternativo w' onde w'=X. Mas esse
mundo acessivel w' € indicado por w;.;). Segue-se entdo imediatamente abaixo da
formula TDX, a formula TX com o nome (1,j-1) a frente. Esse esquema é mostrado a

seguir:
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k) TDX 8)
(k+1) TX (i-1)

Isso sugere a seguinte regra para férmulas que utilizem o operador modal D:
Regra m:
m) ©  (@))
(m+k)ym, (i1

onde m € o nmero de alguma linha no tableaux e k > 0. Isto significa que, se uma
férmula 1 aparece na linha m, entdo em qualquer linha que seja sucessora de m, pode-

se adicionar m,.

Segue-se 0 mesmo raciocinio para as férmulas que utilizem o operador G:

Regra v:
(m) v (i)
(m+k)ve (i-1,j)

onde m ¢ o nimero de alguma linha no tableaux e k > 0. Isto significa que, se uma
férmula v aparece na linha m, entdo em qualquer linha que seja sucessora de m, pode-

se adicionar v, .

3.7 Tableau Proposicional Modal Prefixado

Defini¢io 3.26: Um prefixo € um par ordenado (i,j) tal que i,j € Z.

Definicdo 3.27: Um prefixo ¢ = (i,j) é dito usade num ramo de um tableau para

formulas prefixadas se e somente se ¢ = (1,j) jd ocorreu anteriormente no ramo.

Uma férmula prefixada oX, constitui-se de um prefixo ¢ ao lado de uma
tormula X. Similarmente uma formula prefixada assinalada ¢Z, significa um prefixo

¢ acompanhado pela férmula assinalada Z. Doravante, sistematicamente adota-se
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,0,6", ... como prefixos.

Como, intuitivamente, um prefixo ¢ representa um nome para um mundo
possivel, objetiva-se que oX seja verdadeira em uma interpretacio, se X for
verdadeira no mundo cujo nome € .

As provas tableau comecam sempre por " (1) FX (i,j) ", caracterizando o mundo
(i,j) onde a férmula X ndo é forcada.

Sem perdas de generalidade, doravante nas provas tableau o prefixo serd
colocado no final da férmula, sendo que o nimero inicial que a acompanha ( no caso
acima o numero (1)) ,servird apenas como um item didatico de referéncia nas
justificacdes das provas.

Informalmente tem-se, para os casos cldssicos, que:

oo of
| /\
oo of op
|
co

onde ¢ € um prefixo qualquer.

Definicdo 3.28: Um tableau ¢ dito prefixado se ele contém apenas férmulas

prefixadas.

Defini¢io 3.29: Um rame de um tableau prefixado é fechado se ele contém oTX e

oFX para alguma térmula X proposicional e para algum prefixo .

Defini¢io 3.30: Um tableau prefixado é fechado se todos os seus ramos sio

fechados.

Definiciio 3.31: Uma prova tableau € um tableau prefixado fechado comegado por

oFX para qualquer prefixo ©,




Doravante iniciar-se-4 um tableau sempre com o prefixo 6 = (i,j), para (i,j) € Z°,

Detinicfio 3.32: Um prefixo 6" = (1,8) é R-acessivel a partir de um prefixo ¢ = (i,j) se e

somente ser=i-les=j.

Defini¢do 3.33: Um prefixo ¢' = (r,s) é S-acessivel a partir de um prefixo ¢ = (i,j) se e

somenteser=ies=j-1.

T - . 2 P . .
Nota-se que como cada prefixo pertence ao conjunto Z° , € imediato que a partir

2 . . . . .
de qualquer ¢ € Z° sempre vai existir um prefixo ¢' que seja S-acessivel, ou um

prefixo ¢' que seja R-acessivel .

As regras tableau sdo definidas como segue:
Regra v : oV

OV,

onde ¢' € um &-acessivel a partir de ©.

Regra . on

GH,

onde ¢ € S-acessivel a partir de ©.

Exemplo 3.34: Seja <W,2, S, 7> um modelo e A uma férmula proposicional. Entdo

temn-se que a formula DGA—GDA ¢ vilida nesse modelo.

(1) F(DGA—-GDA) (1,1

(2) TDGA (L, regra ctem |
(3) FGDA (i.1) regra o.em 1
(4) TGA (iL,j-1) regramem 2
5 TA (1-1,j-1) regravem4
(6) FDA (i-1.p) regrav em3
(7)Y FA (i-1,)-1) regramem6

X
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O tableau fechou, pois hd uma contradi¢do nas linhas (5) e (7). Nota-se que nas
linhas (1),(2) e (3) foram usadas regras de tableau proposicional cldssico. Nas linhas
(4) e (7) utilizou-se a regra 1. Ja nas linhas (5) e (6) a regra v foi utilizada.

Como os mundos percorrem Z° ¢ facil ver que para qualguer mundo w;, num
modelo <W.®, £, > sempre existe um mundo wy, € um mundo Wy, de tal forma
que o prefixo (r,s) esteja relacionado com (i,j) via relagio & ¢ o prefixo (m,n) esteja

relacionado com (i) através da relagio .

3.8 Correcao

Definicio 3.35: Sejam S um conjunto de férmulas prefixadas ¢ <W,%&, S, 7 > um
modelo para a 16gica modal NK . Uma interpretacdo de S num modelo significa uma
aplicagdo I que associa a cada ¢ pertencente ao conjunto de prefixos de S um mundo

possivel pertencente a W, de tal forma que:

* Se ¢' € R-acessivel a partir de ¢ entdo I(c) 2 ().

* Se o' é S-acessivel a partir de ¢ entdo I(6) S o).

Obs.: Entende-se I{¢) como um mundo de W enumerado pelo prefixo &, também
denotado por wg .

Definicdo 3.36: Diz-se que S ¢ satisfativel sob uma interpretacio I se, para cada
oZ& S, tiver-se que I(c) = Z. Assim, diz-se que S ¢ satisfativel se S & satisfativel sob

alguma interpretacio.

Definicdo 3.37: Um ramo de um tableau € satisfativel se o conjunto de férmulas

prefixadas que ele contém for satisfativel.

Definicao 3.38: Um tableau ¢ satisfativel se pelo menos um ramo for satisfativel.
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Lema 3.39: Seja T um tableau prefixado que é satisfativel. Seja T' um tableau que

resulta de uma simples regra tableau aplicada a T. Entio T' é ainda satisfativel.

Demonstracfio: Se T € um tableau satisfativel devido a ocorréncia de um ramo 6 que
¢ satisfativel e se uma simples regra tableau for aplicada a um ramo que nio seja 8,
entdo T' ainda € satisfativel. Analisa-se agora os casos onde uma simples regra tableau

¢ aplicada ao ramo 6.

Caso 1: A regra aplicada é a regra o
Se a partir de © a regra o € aplicada entdo tem-se que:
O contém S W { o }, onde S é o conjunto de todas as férmulas de 8 diferentes da
térmula o Assim T' serd um dos trés subcasos:
) Su{a, o }ou
)y Su{ao,o,0 Jou
iy Sui{io,onl.
Mas @ , o slo verdadeiros sempre que o o for ( pois as férmulas comportam-

se conjuntivamente ). Desse modo em quaisquer subcasos T' serd satisfativel.

Caso 2: A regra aplicada € a regra [36.

Supde-se que a partir de 0 aplica-se a regra § , ou seja, 0 contém S U { B }, onde
S € o conjunto das férmulas contidas em 6, mas que diferem de . Assim tem-se um
dos dois subcasos:

i) SU{B.Pi}ou
iSU{B B}

Mas se B € verdadeiro entdo pelo menos um dos componentes de B serd
verdadeiro, isto €, ou 3, serd verdadeiro ou B; serd verdadeiro ou ambos ( as férmulas
B comportam-se disjuntivamente ). Portanto como S w { B } € satisfativel entdo T’
terd a0 menos um ramo satisfativel, proveniente de S w { B, B; } ou proveniente de S

o { B, B2 }. Assim em quaisquer subcasos T' serd satisfativel,

¥ Neste caso ndo ¢ necessdrio fazer referéncias aos prefixos, haja visto que estes niio se alteram quando
manipulados classicamente.
% Em concordéncia com o caso 1 nio faz-se referéncias aos prefixos nas andlises.
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Caso 3: A regra aplicada € a regra v.

Supde-se que a férmula 6v ocorre no ramo 6 e a formula o'v, é adicionada ao
final do ramo 6. Como 0 ¢ satisfativel entfio existe uma I interpretaciio tal que se o' é
R-acessivel a partir de ¢ entdo I(6)Z I(c). Mas ov € 6 que € satisfativel, logo {o)k=v.

Portanto, de (o) RI(¢') tem-se [{0") = v, e 8 U {v,} é satisfativel.

Caso 4: A regra aplicada é a regra 7.
Se a férmula 6% ocorre no ramo O entfo a férmula ¢'n, é adicionada ao final do

ramo 8. Como 6 € satisfativel entfio existe uma I interpretaco de tal forma que se o' é

(8

S-acessivel a partir de o, entdo I(¢) & o), o que implica que como o € 8 que

[}

satisfativel entdo I{o)= m. Logo, como (o) § I(¢") tem-se que [(6')= 71, ¢ 8 U {7}

satisfativel.

Conclui-se entdo, que T satisfativel.

LY

Teorema 3.40 (correcdo fraca): Se X tem uma prova tableau prefixada, entiio X

vilida em todos os modelos <W.2, 2,7 >.

Demonstracio: Supbe-se que X tem uma prova tableau, mas X ndo ¢ valida. O
tableau comega por (1) FX (i), para qualquer par (i,j). Como por hipdtese X nio é
vilida, significa que existe um mundo em um modelo <W,2, S, 7 > onde X ndo &
forgada. Seja uma interpretagdo I por estipular que esse mundo € I((i,j)) = w. Desde
que X ndo € forcada em w, segue-se que o conjunto formado por {FX} € satisfativel, e
o tableau com o né “(1) FX (1,j)” € satisfativel. Pelo lema anterior tem-se que cada
extensdo subsequente de um tableau satisfativel é ainda satisfativel. Mas um tableau
satisfativel ndo pode ser fechado, contradizendo a hipétese de que X tem uma prova

tableau. Assim, se X tem uma prova tableau, X ¢ vilida em todos os modelos. ¢

3.9 Completude

Tableaux sdo procedimentos de provas que dizem, por intermédio de suas regras
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0 que se pode fazer, e ndo o que se deve fazer. Tableaux sdo permissivos e nio
mandatorios. Assim, uma linha de um tableau ¢ suficiente para se caracterizar que se
tem um tableau. Quando saber 0 momento de se parar? Quantas vezes as regras devem
ser aplicadas? A partir disso surge a pergunta: As regras sdo suficientes para provar
todas as férmulas vélidas? E ficil verificar, por exemplo, que se eliminarmos a parte
da esquerda da regra da conjungiio, a féormula (pAq)—sp gue € uma tautologia ndo seria
provada, enquanto que a férmula p—(q—{pAq)) seria provada. Para isso é importante
que se desenvolva um procedimento que garanta que tudo o que pode ser feito numa

prova tableau serd feito, ou seja, se uma prova tableau existe, ela serd encontrada.

Defini¢do 3.41: Um ramo 0 de um tableau para formulas prefixadas € dito completo
se e somente se as seguintes condigdes sdo satisfeitas:

e Secoe Bentdooo, € Be o, e 6.

e Seofe BentdooPie BouoPse 6.

e Secove Bentdoo'v,e B, parac 20

e Seone Oentdo oM, ¢ 6. parac 56

Definicdo 3.42: Um tableau prefixado & completado se e somente se cada ramo é

completo ou fechado,

Um tableau completado € aquele no qual tudo o que pode ser feito ( no que diz

respeito as regras) foi feito.

Defini¢ao 3.43: Um conjunto S de férmulas prefixadas é saturado se:
» ndio se tem 6TA e oFA para qualquer férmula atdmica A e prefixo G.

e Seooe Sentdoow; € Secay e S.

SeoB e Sentdo oPy € Souchre S.

Se ov € Sentdo G'v, € S onde 6" é Z-acessivel a partir de ©.

Se on e Sentdo o', € S onde ¢ € S-acessivel a partir de ©.

Lema 3.44: Se S € um conjunto saturado de férmulas prefixadas entfio S é satisfativel

em um modelo cujos mundos possiveis sdo simplesmente os prefixos ocorrendo em
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membros de S,

Demonstracio:
Define-se uma valoracio? como segue:
Para cada férmula atdmica A e prefixo o,
e o, Al=tseoTAe S.
s 7{o,A)=1secFA g S.

* 7(0,A) =1t se nem 0TA nem oFA pertencem a S.

E imediato a partir dessa valoragio que cada férmula assinalada atdmica é

verdadeira, pois esta valoragio foi construida de modo a assegurar isso. Desse modo %
determina uma valoragdo sobre todas as formulas de S de tal forma que <W, 2, 5, 7>

seja um modelo para S. Prossegue-se por indugdo no grau das férmulas. Seja agora um

elemento X € S de grau maior que 0.

Hip6tese Indutiva: Supbe-se que todos os elementos de S de grau menor que X sio

verdadeiros sob a valorago 7, deseja-se mostrar que X também é verdadeiro.

Caso 1: X € do tipo oo.. Assim ooy € S e o0z € S (desde que S ¢ saturado). Mas oy
¢ O sdo de grau menores que ¢, portanto pela hipdtese indutiva oo e oo  sio

ambos verdadeiros sob#, o que implica que oo também o €.
Caso 2: X € do tipo of. Assim 6f; € S ou 6B, € S pelo fato de S ser saturado. Mas se
um deles estd em S tem grau menor que X, logo pela hipdtese indutiva é verdadeiro,

implicando que off também é verdadeiro sob .

Caso 3: X € do tipo ov. Assim o'v, estd em S para ¢' R-acessivel a partir de © e pela
hipétese indutiva 6'v, é verdadeiro sob %, o que implica que ov também é verdadeiro

sob 7.

Caso 4: X € do tipo OT. Assim O'Rt, estd em S para ¢' S-acessivel a partir de G e pela
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hipétese indutiva o'n, € verdadeiro sob 2. Logo, tem-se que on também é verdadeiro

sob 4.

Assim, mostrou-se que se 6X € S entdio wg = X, para qualquer prefixo .

Lema 3.45: Cada ramo aberto e completo de um tableau para férmulas prefixadas é

um conjunto saturado.

Demonstracio:

Seja 6 um ramo aberto e completo de um tableau para férmulas prefixados.
Como 6 ¢ aberto entfio ndo existe nenhuma férmula atémica A tal que 6TA e oFA
estejam em 0. Isso satisfaz a primeira condiciio de conjunto saturado. Como 8 é
completo a segunda e terceira condicdes sdo comprovadas de modo direto. Como W
percorre Z° sabe-se que, para qualquer prefixo ¢ existe sempre um prefixo ¢ tal que
o' seja R-acessivel a partir de o, entdo a quarta condi¢fo se satisfaz. Analogamente o
mesmo se sucede com a quinta condig¢dio. Portanto, todo ramo aberto e completo de

um tableau para formulas prefixadas é saturado. ¢

Teorema 3.46 (Completude fraca): Se X ¢é valida em todos os modelos <W,2, S, 7>

entdo cada tableau completado comecado por oFX deve fechar em um sistema de

formulas prefixadas.

Demonstracio:

Supde-se, por contraposi¢io, que X ndo tem uma prova tableau para férmulas
prefixadas. Ou seja, o procedimento sistemdtico de se construir o tablean produziu um
ramo aberto. Pelo lema anterior, cada ramo aberto € um conjunto saturado e como
cada conjunto saturado € satisfativel, tem-se que esse ramo aberto é satisfativel.
Portanto a origem também € satisfativel, o que implica que X n#o € vilida. Portanto,

se X € valida entao X tem uma prova tableau. ¢

Nos exemplos seguintes, sejam <W,®, S, ¥ > um modelo ¢ A ¢ B férmulas

atdmicas.
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Exemplo 3.47: A férmula GA——G—A € uma férmula vilida.

(1) HGA->-G—A) (i)

Exemplo 3.48: A férmula DA—GDA nio é vilida.

(2) TGA
(3) F~G—A
(4) TA
(5) TG=A
(6) T-A
(7) FA

X

(.
(1)
(i-L,j)
(1.3
(i-1,))
(i-1,j)

(1) F(IDA — GDA) (,))

(2) TDA
(3) FGDA
4) TA
(5) FDA
(6) FA

(1))
()
(i3-D
(i-1.p)
(-Lj-1)

regra oem |
regra ocem 1
regra v em 2
regra ¢tem 2
regravem S5

regractem 6

regra otem 1
regra o em |
regra em 2
regrav em 3

regramem 3

Exemplo 3.49: A férmula G(A—B)—(GA—GB) é vilida.

9) FA
X

(D) FG(A—B)—(GA—GB)

(2) TG(A—B)
(3) FGA—GB

(4) TGA
(5) FGB

(6) T(A—B)
(7) TA

(8) FB

(i-1,j)regrafem 6

(10) TB
X

(ER)

(1.j)
(L.))
(1.)
)
(i-1,j)
(i-1,j)
(i-1,))

regraciem 1
regra ol em |
regra o em 3
regra otem 4
regra v em 2
regra v em4

regravemS5

(i-lpregraffemé6
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3.10 Conseqiiéncia Logica e Dedutibilidade

Classicamente, diz-se que a férmula X é conseqiiéncia 16gica de um conjunto T de
formulas (em simbolos, I k= X) sempre que, qualquer valoragiio booleana v que torne
as férmulas de T" verdadeiras torne X também verdadeira. Pode-se entender a lgica
classica como sendo um modelo modal contendo um tnico mundo possivel. Assim, a
no¢do de satisfatibilidade (por exemplo) seria aplicada a apenas um mundo desse
modelo. Mas logicas modais tem em geral muitos mundos acessiveis, e a nocio de

conseqliéncia € um pouco mais complicada. Esta pode ser caracterizada por:

* A formula X € verdadeira em cada modelo em que as férmulas de I sdo
verdadeiras.
* A férmula X € verdadeira em cada mundo possivel em que as formulas de I” sdo

verdadeiras.

Neste texto a notagdio I' = X serd utilizada para representar consegiiéncia 16gica
no que se refere a cada modelo, ou seja “vélido em cada modelo”.

Por outro lado, a nogdo de dedutibilidade € uma nocdo sintética, e serd definida
em termos de provas tableaux. A notagfio utilizada sera a tradicional (através do
simbolo F4), mas acompanhado de um indice inferior ( dr significando
dedutibilidade em tableaux) para diferenciar este de seu uso comum em sistemnas

AXi0maticos.

Definigio 3.50: Sejam S um conjunto de férmulas ndo assinaladas e X uma férmula
ndo assinalada. Um fableau para X usando S como um conjunto de afirmacées
globais significa um tableau comegado por FX e de tal forma que a seguinte condigio

seja satisfeita:
e A férmula prefixada oTZ pode ser adicionada em qualquer ponto do tableau para

qualquer Z € S e qualquer prefixo ¢ que tenha sido usado ou nio nos ramos do

tableau.
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Defini¢go 3.51: Scjam S um conjunto de férmulas e X uma férmula qualquer.
Escreve-se S k= X para indicar que: X é vilida em cada modelo no qual todos os

membros de S sio validos. Comumente 18-se : X ¢ consegiiéncia ldgica de S.

Defini¢éio 3.52: Sejam S = {X,; ,Xy, ... .X,, } um conjunto de férmulas ndo assinaladas
e X uma formula ndo assinalada. Diz-se que X é dedutivel-tableaux a partir de S
(em simbolos, S 4, X) se € somente se existir um tableau fechado completado para X

usando S como um conjunto de afirmagdes globais.

Em outras palavras, diz-se que S b4 X' se ¢ somente se existe um tableau
fechado que comeca com FX e de tal forma que em qualguer ponto deste tableau
seja possivel adicionar todas as férmulas de S como verdadeiras® para qualquer
prefixo G.

No que se segue expde-se alguns exemplos ilustrativos sobre dedutibilidade em

tableaux.

Exemplo 3.53(Primeira ilustra¢io do conceito de dedutibilidade em tableaux):

Sejam <W,®, 5, % > um modelo proposicional modal, S = {DA} um conjunto de

formulas e X = GDA uma férmula. Verifica-se que S b4 X. A justificativa é feita

logo ap6s o tableau.

(1) FGDA (L)

(2) FDA (-1,

(3) FA (i-1,j-1)

(4) TDA (-1,

(5) TA (i-14-D
X

Justificativa: A primeira linha do tableau contém a férmula a ser falsificada. A

segunda e terceira linhas sdo conseqiiéncias diretas das regras v e 7 respectivamente.

" A notagiio § 4 X serd utilizada para representar que X nfio € dedutivel-tableanx a partir de S.
® Acrescentar férmulas de S como verdadeiras significa acrescentar TX para qualquer que seja X € S.
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A quarta linha representa a férmula DA que pertence a S que é um conjunto de
afirmagdes globais, portanto pode ser adicionada em qualquer ponto do tableau para
qualquer prefixo que ji tenha sido usado ou ndo. O prefixo (i-1,j) j& ocorre na linha
(2), portanto € usado. Logo adiciona-se a férmula TDA com o prefixo (i-1,j) na linha

{4). Esse procedimento faz com que o tableau feche, caracterizando que S kg4 X.

Exemplo 3.54(Segunda ijlustracido do conceito de dedutibilidade em tableaux):

Sejam <W,®, S, 7 > um modelo proposicional modal, S = {GA} um conjunto de

formulas ¢ X = GDA uma formula. Verifica-se que S 4 X.

(1) FGDA (i)

(2) FDA (i-1,)

(3) FA (i-1,-1)

(4) TGA (-1

(5) TA G-1,-1)
X

Justificativa: A férmula GA ¢ adicionada na terceira linha com o prefixo (i,j-1) que

néo € usado. Assim, obtém-se uma contradi¢io nas linhas (3) e (6).

Obs.: Seja <W,®, 5,7 > um modelo proposicional modal NK. Sejam S = {X;, X,
Xs,... »Xa} um conjunto de férmulas e X uma férmula. E importante notar que se

St X entdo nfio se tem necessariamente que a férmula (X;AX,A...AX)-2X seja

valida.

Exemplo 3.55: Seja S = {A} um conjunto de férmulas e X = GA. Nota-se que SX.

Porém A — GA ndo € uma férmula valida. De fato, {A} 4 GA, pois

(1) FGA t8))

(2) FA (-1,j)

(3) TA (i-1,))
X

Mas, a formula A — GA néo € valida, como mostra o tableau (aberto) a seguir.
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(1) F(A — GA) (Lp

(2)TA eR))
(3) FGA (i)
(4 FA (i-1.)

No que se segue mostra-se a prova da completude forte para um modelo

proposicional modal <W.,2, 5,7>.

Para a prova seguinte é necessdrio que se desenvolva um procedimento
sistemdtico que garanta que cada tableau construido com base no procedimento

sistematico seja tal que:

" Se o tableau tornar-se infinito entdo cada ramo infinito aberto serd um conjunto

saturado'' .

Teorema 3.56(correciio ¢ completude fortes ): Sejam S um conjunto de f6rmulas

néo assinaladas e X uma férmula nfo assinalada. Entio S 4 X se e somente se SE=X.

Demonstracao:

» A parte da esquerda para a direita (correcdio forte) é obtido de modo andlogo ao
teorema da corregdo fraca feito anteriormente. Supde-se que X é dedutivel-tableaux
a partir de S, mas S¥X. Logo, se SEX entdo existe um modelo no qual as férmulas
de S sdo verdadeiras e a férmula X € falsa, ou seja , adicionando-se T a frente de
todas as férmulas de S e unindo-se com a férmula FX formar-se-4 um conjunto
satisfativel. Assim, neste modelo, FX & verdadeira, logo o tableau comecado por
(Y EX (p" é satisfativel’. Mas, sabe-se que em um tableau satisfativel, cada
extensdo subsequente dele ainda € satisfativel. Portanto, como um tableau
satisfativel nio pode fechar, contradiz-se a hipdtese inicial de que o tableau
comegado por FX ¢é fechado, onde o conjunto S € um conjunto de afirmacdes
globais.

e A parte da direita para a esquerda (completude forte) é abordada da seguinte

*Lembrando que nesse modelo o conjunto S € um conjunto de afirmacdes globais.
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maneira. Supde-se que ndo existe um tableau fechado para férmulas prefixadas
usando S como um conjunto de afirmagdes globais, mostra-se entdo que S¥X. Para
tal introduz-se um procedimento sistemdtico para a construcio do tableaux. Supde-
se que os membros de S estejam arranjados da seguinte maneira:
S: A}, Az, Ag, e s

e Sejam os prefixos (i,j) € Z° enumerados da seguinte maneira;

G1. G2, O3, ...
Supde-se entdo que existe pelo menos um ramo 8 aberto para o tableau.

Estagio 0:
Comega-se o tableau por “(1) FX (ij)". Utiliza-se o procedimento esbogado

anteriormente na prova da completude fraca até completar o tableau .

Considere agora que o procedimento encontra-se no estdgio n.
Estagio n:
Para cada ramo aberto 6 do tableau completado construido até este estagio:
Adicione no final de © para cada prefixo o, tal que i < n, as férmulas prefixadas

GiTAL, 6TA,, ..., 6;TA, Procede-se até completar o tableau .

Ao final do procedimento sistemdtico, feito para n = 1,2,3,... o tableau estard
aberto. Logo, tem-se pelo menos um ramo aberto 6. Esse ramo aberto é um conjunto
saturado, pois foi construido de modo a assegurar isso, ou seja em cada estagio n,
procedié—se até completar o tableau naquele estdgio. Se o procedimento sistemdtico
terminar, entdo o ramo aberto que € saturado € satisfativel (lema 3.44). Por outro lado,
se o procedimento nfo terminar, entdio pelo lema de Konig'®, esse tableau é uma
arvore que tem finitos sucessores mas infinitos pontos, logo tem um ramo infinito. E
esse ramo infinito ¢ aberto e saturado (desde que o procedimento tenha sido seguido
corretamente) portanto € satisfativel. Mas o conjunto de férmulas prefixadas em 6

deve conter (1) FX (i,j)” desde que este é o comego do tableau, e além disso deve

conter 6TZ para cada Z € S . Assim FX ¢ satisfativel, o que implica que X € falsa,

" Lema de Kénig: Uma drvore infinita, finitamente gerada deve ter um ramo infinito.



mas como 8 € satisfativel, existe um modelo no qual as férmulas de S sfo verdadeiras

¢ X € falsa. Portanto, S ¥ X. Isso completa a prova.
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Capitulo 4

Verificacao de Especificacoes em

Sistemas a Eventos Discretos

4.1 Introducao

Objetiva-se analisar questSes pertinentes a verificacdo de especificacdes em
sistemas a eventos discretos. O escopo de tal estudo restringe-se a modelos de
sistemas a eventos discretos obtidos por intermédio da ferramenta algébrica descrita
no capitulo 2. Para tal, introduz-se preliminarmente a relagio entre a l6gica modal NK
¢ 0 ditide 7. Também, um procedimento algoritmico para produzir implementag&es

computacionais € estudado.

4.2 Correspondéncia entre a Légica Modal NK e o

Dioide 7

Defini¢do 4.1: Uma fun¢lio injetora que associa cada elemento do conjunto 2 das
varidveis proposicionais da légica NK a um e um tnico elemento do didide 7% €

chamada uma func¢do de ligacdo. No que segue uma funco da classe definida acima

serd simplesmente denotada por # .

Seja # : 2 — 7 uma funcdo de ligagio. Seja 7, a imagem desta fungdo.

Considerando que %, por definigdo € uma funcfo injetora em 7% , tem-se que é
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possivel definir uma fungéo 7 : %, — P tal que 7 (% (p)) = p , para qualquer variivel
proposicional p. Em outras palavras, 7 € a inversa de % quando se restringe o conjunto

W a0 conjunto ¥,

Defini¢io 4.2: Dada uma fungio de ligagio % ¢ a correspondente funcido 7, define-se
uma 7-interpreta¢do para a logica NK como sendo uma valoragfio 7 na qual, para

todoae %, eparatodoije Z:
Uwaj, %)) =t se e somente se a > YiBj .
( Notacdo: wg) =, 9(a))
Observa-se que uma 7-interpretagio atribui valor verdade para todas as varidveis
proposicionais em todos os elementos de W. Em conseqiiéncia, e considerando as
regras de atribuic@o de valor-verdade da IGgica NK, todas as férmulas da légica tem

seu valor-verdade univocamente determinado.

Defini¢io 4.3: Diz-se que uma férmula X de NK ¢ 9-vdlida (em simbolos, =, X) se ¢

somente se ela for verdadeira em todas as 7-interpretacdes.

Teorema 4.4: Para a, b, (a ® b) € 7, a seguinte formula de NK é 7-valida:
Za @ b) < (7(a) v 9(b))

Demonstracgio: Seja wi; € Wum mundo qualquer de uma 7-interpretagdo; entiio:

Uwgj, Ha@b)) =t

sse
(a@b)y= ”y’ 8 (da defini¢do de 7-interpretacfio)
sse

a2y8 oub=yd (propriedade do didide %)

sse

UwWay. 7a)) =touwgy, 7(b)) = t (da definigiio de 7-interpretagio)
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§58C

Uwig. (@) v Ib)) =t (da definicio da seméantica de NK)

Provou-se portanto que, em qualquer 7-interpretagao, para qualquer wg:

Uwjp 7(a @ b)) =t se e somente se Wi, (9(a) v (b)) =t

Considerando-se a defini¢fio da semintica de NK, conclui-se que:

=,72a @ b) < (9a) v b))
*
Teorema 4.5; Para a, Y’&éa € %, ¢ nde Z,, aseguinte férmula de NK é 7-vdlida:
G"D%(a) «» 2(y"8%)
Demonstracéo: Seja wgj € Wum mundo qualquer de uma 9-interpretacio; entio:
Uway, G"D? 9(a)) =t
sse
UW(inja» @) =t (da defini¢do dos operadores G e D)
sse
a>ym§ (da defini¢ao de 7-interpretagio)
sse
V&% =9 (multiplicando-se os dois lados da inequacdo por ¥"3%)
sse
Uway, 707'8%) =t (da defini¢io de 7-interpretacio)
Provou-se portanto que, em qualquer 7-interpretag@o, para qualquer w ;!
YW (i G™"D*9(a)) = t se e somente se Wi jys (&%) =t
Considerando-se a defini¢io da seméntica de NK, conclui-se que:
k=, G"D? 9(a) «» 7(y"8%)
+

Um caso particular do teorema acima ¢ aquele em que a = ¢ (elemento unitario
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de 7%). Tem-se entdo:

=, G"D?9(e) <> 2(y'8%

Seja ¢ = a ® b um elemento genérico de 7, . Considere-se agora o problema de

se obter 7(c) em fungdo de 7(a) e de 2(b). De um modo geral, os elementos a, b e ¢

podem ser representados por:

P
:Z’}/ 5

mj6di

o
I
-,:‘)

J

q
Z yni+m]51,+d}

Fl

'Mﬁ

Utilizando os teoremas anteriores, pode-se escrever:

P 9
O IVAV/E 5”“J)<—>VVG"'D 2(y™ 8 )<—>\/G Dt

i=1 j=1 i=1 j=1

e, analogamente:

q
2(c) &> vG™D"9(a)

=1

P
va(y ™§h) e G D" 7(b)

= i=1

Teorema 4.6: Para qualquer a € 7, , as seguintes formulas de NK sdo 7-validas:

G%(a) = 7(a)
9(a) — D%(a)

Demonstracao:

a) G7(a) — 9(a)

Seja w(j) € Wum mundo qualquer de uma 7-interpretacdo; entao:

UWij, G7(a)) =t

sse

UWi-1j), /@) =t (da defini¢ao do operador G)
sse
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a>y'9. (multiplicando-se a inequacio por ¥ ')
Seazy'd entdoaz v {(propriedade do didide 7,
observe-se que a reciproca nfio € verdadeira)
logo,az Y&j
sse

Uwgp, 7(a)) =t (da defini¢do de 7-interpretagido)

Provou-se portanto que em qualquer 7-interpretagfo, para qualquer wg j:
Se U wij), G %)) =t entdo Uw ), 7(a) =t
Considerando-se a defini¢do da semintica de NK, conclui-se que:

=, G7(a) — 9(a)

b) 9(a) — D9(a)
Seja wij € Wum mundo qualquer de uma 7-interpretagio; entio:

?(W(;,j), '7(&)) =1

sse
a>ye. (da definicdo de 7-interpretacio)
Sea>vd entioa> Y. {propriedade do didide %,
observe-se que a reciproca ndo é verdadeira)
az yiﬁj'l
sse
U Wiig1, Ha)) =t (da defini¢fio de 7-interpretagio)
sse
YWz D)) =t (da defini¢do do operador D)

Provou-se portanto que, em qualquer 7-interpretagio, para qualquer w j:
Se ¥ wij, Ha)) = t entdo Uwg ), D7(a)) =t
Considerando-se a definicdo da semintica de NK, conclui-se que:

=, 9(a) — D7)
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O teorema anterior pode ser enunciado da seguinte forma alternativa: “Se uma

valoragio ~# da logica NK ¢ uma 7-interpretacio, entdo, para toda varidvel

proposicional p, as férmulas Gp—p e p—Dp sdo verdadeiras em todos os mundos sob

a valorag@o 7. O teorema a seguir ¢ a reciproca desta afirmagao.

Teorema 4.7: Se 4 ¢ uma valoragio da l6gica NK tal que as férmulas Gp—p e p—Dp

sejam satisfeitas para todas as varidveis proposicionais em todos os mundos sob a

valoragio -4, entéo a valoracio »# € uma 7-interpretacio.

Demonstracio: Seja wij € W um mundo qualquer na valoragio 4 e sejam r e s

ndmeros inteiros tais que rzie s <j;

s€ A (Wi, p) = t entdo 4 (W j, Gp) =t (da def. da semdntica do operador G)
S A (Wi ), Gp) = tentdo A4 (wesr ), p) =t (da hipétese do teorema)

se A4 (Wge1j), P) = t entdo 4 (W, Gp) =t (da def. da seméntica do operador G)
se A4 (Wi, Gp) = tentdo 4 (W, p) =t (da hipdtese do teorema)

se A (Wi j, p) = tentdo 4 (wgj, Dp) =t (da hipdtese do teorema)

se A (Wi j, Dp) = t entlo # (wy .1y, p) = t (da def. da semintica do operador D)
se A (Wi s+1), Dp) = tentdo # (wig, p) =t (da def. da seméntica do operador D)
Portanto, se # (wj, p) = t entdo # (W, p) = L.

Para mostrar que a valoragio 4# ¢ uma 7-interpretacfio vai-se mostrar que se as
equactes Gp — p e p —» Dp sdo satisfeitas entdo para cada varidvel proposicional p
existe um elemento ae 7 que pode ser associado & varidvel proposicional p através de
uma fun¢o p=7(a) de modo que 4 (W, p) = t se e somente s¢ a = Y&, Isto & feito
construindo-se tal elemento. Considere-se o conjunto dos pares ordenados de ndmero

inteiros @={(,))e 21 A4 (Wi, p) = t}. O elemento desejado ¢ definido por:
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a::nyj

(i, peg
Mostra-se a seguir que » (W j, p) = t se e somente se a = Y&, o que prova que 4

¢ uma 7-interpretagio.
a) Se 4 (W .p) = tentdo a > Yo pela propria construgdo de a.

b) Seazy&Fentio ¥ y'6’ 248 portanto:

(.jep
JGjye g/ 78 =y'8.
Logo,
A (Wajpp)=terzies<j,
Portanto, considerando o resultado no inicio desta demonstracio:
A (Wis)p) =L
Conclui-se finalmente que 4 (W, p) =t se e somente se a = ¥8 o que prova

que p = 9(a) ¢ que a valoracfio € uma 7-interpretacio. ¢

Lema 4.8: No didide 7, a = b se e somente se Vi,j € Z:

nio forocasoque b = ”f&’

ol

aZf@

Demonstracio:
a) Se a=b entdo ((ndo (b = ¥d") ou (a = ¥8))

A afirmacéo acima ¢ equivalente a:

Se a>b entdo ((se (b 2 ¥'d)) entdo (a > S20))
que € equivalente a:

Se(azb)e (b= YS}) entdo (a > 7‘61)

que € verdadeira em razdo da transitividade do operador “>*

biSe {((ndo (b= W[i?)j)) ou{az= YS;)) entéo {a=b)

Por contraposi¢io, vai-se assumir gue nfo € o caso que (a=b);
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Portanto deve existir um ponto (i,j) tal que: (b > yif?) e ndo(a = ]?SJ)

P

Esta dltima assertiva é exatamente a negago da premissa da afirmacfo (b)

acima, completando a demonstracio. ¢

Teorema 4.9: Para quaisquer a, b € 7%, , a 2 b se e somente se a seguinte férmula de

NK for 7-vilida:

(b)) — 7(a)

Demonstracdo: Seja w;j; € W um mundo qualquer de uma 7-interpretacio; entio:

Uwij, (7(0) = 7(a))) =t

sse

UWip, 7(b)) =1 outwgy, N(a)) =t (da seméntica de NK)

sse

ndo é o caso que b =v'§ oua = v (da definicdo de 7-interpretacio)
sse

azb (do lema 4.8)

o que completa a demonstracio. +

Teorema 4.10: Se x;, 1 = 1, ...,n, sdo elementos do didide 7, entdo:

O conjunto © de equagdes do tipo:
0= {x!.:Zym"fﬁd"xj i=1,..,n}
=i

¢ satisfelto se e somente o conjunto £ de NK-férmulas :

' a
my yy
P> NVGTDY p,

j=1
Q= <  Gp—=p >
p; — Dp,

.. (iml,...,n) Y,

~

for verdadeiro em todos os mundos de alguma valoragdo.
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Demonstracao:

a) (Se o conjunto @ € satisfeito entdo as férmulas de Q sdo verdadeiras)

Seja a funglio # de ligagdo e sua correspondente 7-interpretacio. Fazendo-se a
varidvel proposicional p; = 9(x;) e a varidvel proposicional pi = 7(X;) tem-se,
imediatamente a partir dos teoremas 4.4, 4.5 e 4.6, que as férmulas do conjunto £ séo

verdadeiras para a 7-interpretagdo, e portanto sio verdadeiras para todo (i,j) € 7.

b) (Se as férmulas do conjunto Q sdo verdadeiras para todo (i,j) € Z? entio © é
satisfeito)

Se as férmulas do conjunto €2 sdo verdadeiras para todo (i,j) € Z° entdo a funcio
7 ¢ uma 7-interpretagdo (teorema 4.7). Portanto, pelos teoremas 4.4 € 4.5 o conjunto @

de formulas é satisfeito.

De uma maneira geral, seja um sistema a eventos discretos descrito pelo
conjunto de férmulas © do didide 7. Considere-se uma especificagio de desempenho,
expressa como uma igualdade ou desigualdade, linear no didide % Caso a
especificagio seja expressa por uma igualdade, os teoremas 4.4 e 4.5 permitem obter
uma férmula (bicondicional) de NK correspondente 2 especificagio. Caso a
especificagdo seja expressa por uma desigualdade, o teorema 4.9, juntamente com os
teoremas 4.4 ¢ 4.5, permite a correspondéncia com uma férmula (condicional) de NK.
Uma especificagiio serd considerada satisfeita se a férmula que a exprime for satisfeita
para foda solug@o do conjunto ©, ou equivalentemente, para gualquer interpretacgio de
NK que satisfagca o conjunto de férmulas Q. E possivel portanto, associar a uma
especificagdo dada uma férmula X da Idgica NK. Os resultados anteriores permitem

inferir que:

Corolario 4.11: Uma especificacio de desempenho expressa pela formula X de NK é

satisfeita se e somente s¢ a féormula X for conseqiiéncia 16gica do conjunto Q, ou seja:

Q k=, X

55



Demonstracio:
a) (Se a especificacio & satisfeita, entdo Q =, X)

Neste caso, a férmula X & satisfeita para qualquer solugéo do conjunto de
formulas ©. Consequentemente, para qualquer valoragio na qual as féormulas de Q

sejam satisfeitas, a formula X também serd. Portanto Q &=, X.

b) (Se £ =, X entdo a especificacio é satisfeita)
Neste caso considere-se uma solugdo genérica do conjunto ©. Pelo teorema

4.10, tem-se que o conjunto Q é verdadeiro para todo (i,j) € Z° e portanto a férmula X

também o €. Portanto a especificacio € satisfeita. ¢

Como serd visto no préximo capitulo, a andlise de todas as solugdes associadas
ao conjunto © néo € o dnico caso de interesse. Muitas vezes é importante considerar
apenas a solu¢@o minima dentre as que satisfazem ao conjunto ©, ou seja, considera-

se como solugdo para o conjunto © apenas sua solugdo minima.

4.3 Modelagem de SED’s via Logica Modal NK

Como visto no capitulo 2, para qualquer sistema a eventos discretos descrito
através de um grafo a eventos € possivel estabelecer para este, um modelo algébrico
com equagdes pertencentes ao didide 7 . No que se segue expde-se 0 procedimento
pelo qual se modelam tais sistemas. No capitulo 2 mostrou-se que os elementos do
diéide 7 sdo subconjuntos do plano Z° enquanto que no capitulo 3 mostrou-se que
este mesmo conjunto pode ser associado ao conjunto dos mundos possiveis utilizado
na definigfo da seméntica da 16gica NK. Também no capitulo 2 mostrou-se que cada
transi¢do fx de um grafo a eventos pode ser associada a um elemento do didide % que
por sua vez, se as condigdes da definiciio 4.2 forem satisfeitas, pode ser associado a
urna varidvel proposicional da logica NK. No que se segue utilizar-se-a livremente a
notagio 7(ty) para designar a varidvel proposicional associada a uma transi¢fo de um

grafo a eventos, assumindo-se que tx € um elemento de 7. Desse modo se tem uma
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correspondéncia (em termos de suas solugbes) entre os elementos do didide % e os

elementos da logica modal NK. A seguir expde-se de modo sintético a

correspondéncia entre a légica modal NK ¢ o didide % num sistema a eventos

discretos.
Elementos da Légica SED / Didide 7
w 2=
Wiy € W ipez?
() (varidvel proposicional) ty (transicao)
UWi M) =t t =78

Tabela 4.1: Correspondéncia entre a Légica NK e o Didide 7

Definicdo 4.12: O conjunto Q das férmulas da 16gica NK associado a um grafo a

eventos € descrito da seguinte forma:

p, < \/Gmis‘Dd“pj; (i=1,..,1)

=
Gp, = p;; (i=1L...,n)
p;, = Dp;; G=1,..,n)

onde :

* my e di sdo respectivamente a marcagio inicial e o atraso do lugar cuja transicio

de entrada € t; e cuja transicio de saida seja t;.
e p=9ep=9parai=1,...,nej=1,..,n

A figura 4.1 mostra um exemplo que ilustra a defini¢io acima.

Figura 4.1: Descricéio na Ldgica NK de um Grafo a Eventos
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Férmulas associadas ao grafo a eventos
k
9(ty) <> v GMD ()
=1

G7(t;) — 9(t)
7(t) =D 9(t)

ondei=0,1,2,. .k

Exemplo 4.13: Seja a rede de Petri (grafo a eventos) descrita a seguir para um sistema

a eventos discretos.

[

Figura 4.2: Grafo a eventos do exemplo 4.13

Para este sistema, pode-se escrever com base na definicdo 4.12 as seguintes

férmulas da 16gica NK:
Dp: > p3

Pz <4

P2 =2 (p1 v Gp3)
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Além dessas, as seguintes formulas devem valer para qualquer transico:

pi — Dp
Gpi— i,
para i=0,1,..4,

Estas férmulas descrevemn um grafo a eventos num sistema a eventos discretos
através da I6gica modal NK. A partir dessa correspondéncia entre I6gica e didides é
possivel abordar questdes tais como verificacio de especificacdes num sistema a
eventos discretos. O problema de verificacio de especificagdes consiste em analisar
dentro do sisterna proposto se uma determinada especificacdo é satisfeita ou ndo. Para
elucidar este tema, o exemplo 4.13 serd utilizado. Supde-se que se deseja verificar que
no grafo a eventos descrito acima, a expressdo 8t; <ty é sempre satisfeita. Ou seja, nédo
existe nenhuma situagdo onde a entrada do sistema deslocada de & nfio seja menor
que a saida do sistema.

A verificagdo de que a especificag@io € satisfeita por intermédio de tableaux
analiticos, se resume em mostrar que a férmula Dp; — ps € conseqiiéncia 16gica do
conjunto £ = {p; —> p2, Gps = p2. Dp2 &> p3, p3 & ps . p2 = (p1 v Gps) }, a qual
estabelecerd que nfio existe modelo no qual as férmulas do conjunto Q sejam
verdadeiras ¢ a férmula Dp, - ps seja falsa. Isto implica no fato de que a
especifica¢do serd sempre satisfeita quando as férmulas que definem o sistema (grafo
a eventos) o forem.

Para tal verificagdo utiliza-se o método tableaux descrito a seguir, cuja
construgdo nesse momento do trabalho ¢ arbitrdria, sendo posteriormente

sistematizada.
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FDp; —ps (1,])

Fp4 (13_])
Tp: (1j-1)

T(p3s — pa) (1))

Fps (i.) Tp4 (i)
TOp: —-ps G X

FDp» (1) Tps (i)

sz (I sj_ 1) X

T(p1 — p2) G-

Ppl (153_1) sz (lnj_i)
X X

Como todos os ramos produziram contradigio, o tableau é dito fechado.
Portanto a férmula Dp; —ps € conseqiiéncia légica do conjunto €. Logo nio existe
um modelo <W, &, 5, % > onde as férmulas de 2 sejam verdadeiras e a férmula

Dp1—p4 seja falsa.

4.4 Interpretacao Grafica da Légica Modal NK no
Dioide 77

Considerando-se o plano cartesiano » X ¢ (definido na se¢do 2.4) onde n €
associado ao nimero de disparos de uma transico e ¢ € associado ao instante em que
um disparo ocorre. A informacio “o i-ésimo disparo ocorreu no minimo no instante j”
ou equivalentemente “no instante t ocorreram no mdximo n disparos” é representada

por todo o cone a sudeste do ponto (i,j). a figura 4.3 ilustra tal situacéo.
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'8
t‘ o 4 ’Y‘

Y \\\\\\ .

NN

Figura 4.3:Representaciio no plano 77 do elemento PO

Lembrando que e = (0,0) € o elemento unitdrio do didide 7, o elemnento de pode

ser representado pela figura 4.4.

4+ 4.
)
* * h)
et

0 NN\

N\

Figura 4.4: Representacio no plano Z° do elemento 8¢

De modo andlogo € possivel em alguns casos analisar as férmulas validas e nio
vélidas por intermédio de um grafico no plano n xt.

Como exemplo de andlise, seja A uma varidvel proposicional da légica NK e
seja a férmula DA—GA que ndo € vilida. De fato, no didide % , esta formula
representa a situaco na qual se tem que FFHA) < Y#(A), onde # é uma fungdo de
ligacdo (definicio 4.1). Para que esta fosse vélida, o cone a sudeste determinado por
&#(A) deveria estar contido no cone a sudeste determinado por Y#(A). Contudo iss0
ndo ocorre como pode ser verificado graficamente para (A) = e na figura 4.5. E

importante observar que a situagfio seria a mesma qualquer que fosse o valor de 7
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associado a varidvel proposicional A pela fungio %. Assim, verifica-se graficamente

que a férmula GA—DA € vilida e a férmula DA—GA nio é vilida.

.g ve

Figura 4.5: Representaciio no plano Z° dos elementos Ye € de

Exemplo 4.14: Seja agora o seguinte grafo a eventos.

i

Figura 4.6: Grafo a eventos do exemplo 4.14

A descriclo algébrica dessa rede por intermédio do didide 7 € dada por:
y ="M
A descrigao por intermédio da 16gica modal NK € dada por:
y > Gu. !

Para qualquer entrada tem-se que a equaglo vy = Hu fornece a saida, para a
fun¢do de transferéncia H dada por 7.
A entrada u = ¢ fornece como saida y = ¥. Essa pode ser esquematizada no plano

1 X t por:

1 - c . .

Para a descrigdo do grafo a eventos do exemplo 4.14, além dessa férmula, subentende-se as formulas
do teorema 4.6. Além disso, u e y representam transicles (elementos de 7) ¢ quandc niio houver
ddvidas serdo utilizadas também para representar varidveis proposicionais associadas a transigbes.



tA
Y

\\\ n

Figura 4.7: Representaciio da saida y=y no plano bidimensional

Para se verificar se du <y, deve-se deslocar de & a entrada u, e verificar se esta
estard contida dentro do "cone a sudeste" determinado pela saida y. Torna-se evidente
nessa rede que essa afirmagio ndo ¢ verdadeira. Utiliza-se a I6gica modal NK para
elucidar o procedimento desenvolvido para analisar essas questdes. Entende-se du <y
como a especificacio a ser verificada, que na légica modal NK é traduzida por Du—y.
Analisa-se via tableaux analiticos a possibilidade de falsificacdo dessa especificacio.
A impossibilidade de falsificag@o garante que a especificagiio € sempre satisfeita. Por
outro lado, a falsificagfio da especificagfo resultard em caminhos indicando situagdes

onde € possivel falsificd-la.. Ou seja, um modelo (ou uma soluciio) onde ela é falsa.

F(Du —y) (i)
TDu ()
Fy (L.n
T(Gu — y)(ij)

Fu (i-1,j) X
Tu (ij-1)

Nota-se que existe um ramo que ndo ¢ contraditério, logo o tableaux nio fechou

e a formula na origem do tableaux pode ser falsificada, ou seja, existe um modelo no

qual ela € falsa. Tome o ponto (1,1) do plano n x 1. Neste ponto a férmula Du —5 y é
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falsa. Assim , tem-se que du ndo estd contido na safda y. Graficamente tem-se que:

v
A <

NN
\\ n

Figura 4.8: Representaciio entrada/saida da rede do exemplo 4.14

Nota-se que y = vy ndo contém §.

4.5 Algoritmos

Os exemplos da secdo anterior sfio propositadamente simples para que se
perceba a eficiéncia do método tableaux na verificaciio e também na descri¢do de um
grafo a eventos. E evidente que para analisar exemplos que envolvam uma quantidade
maior de varidveis’, a simples verificagdo visual pode ser invidvel. Uma
implementac3o computacional torna-se necesséria se se deseja analisar problemas de
uma ordem maior de varidveis No que se segue expde-se uma algoritmo capaz de
realizar tal tarefa.

Um algoritmo baseado em tableaux analiticos construido para determinar se um
dado grafo a eventos satisfaz uma dada especificacdo deve ser elaborado segundo as

seguintes consideracfes:

a) O primeiro né do tableau deve conter a férmula FX, onde X representa a
especificacio expressa como uma NK-férmula.
b) Se uma o-férmula ou uma B-férmula ocorrer no ramo, entdo a respectiva regra

deve ser imediatamente aplicada.

: Questdes relacionadas & complexidade de algoritmos nfo serfio abordadas neste trabalho.

64




)

d)

g

Se uma férmula TY ocorre no ramo, entio todas as férmulas condicionais do
conjunto Q que tem Y como antecedente’ devem ser introduzidas no tableau.

Se uma férmula FY ocorrer no ramo, entdo todas as férmulas condicionais do
conjunto Q que tem Y como conseqtiente’ devem ser introduzidas no tableau.

Se o ramo € fechado, entfio ele deve ser ignorado ( até mesmo se ainda existem
regras a serem aplicadas).

Se o ramo ndo estd fechado, entdio cada regra aplicdvel deve ser aplicada. Isto
garante que cada contradig¢iio em potencial serd explorada. Se ndo existem regras
para serem aplicadas, entdo o ramo € dito aberto, e pode-se concluir que a
especificagdo ndo € satisfeita.

E possivel que um ramo torne-se infinito devido a sucessivas aplicacOes das regras
V e . Se, para uma certa seqtiéncia de mundos, os valores verdades de todas as
varidvels proposicionais repetem-se sucessivamente, entdo a aplicagio das
mesmas regras vV € 7 para esses mundos ird criar novos mundos onde os valores
verdades das varidveis proposicionais serdo o0s mesmos, ou seja, continuard
ocorrendo repeticdo. Neste caso, torna-se claro que esse procedimento nunca
conduzird a contradi¢gdes. Outras regras para mundos anteriores nessa seqiéneia
devem ser aplicadas. Se ndo houver outras regras a serem aplicadas, entfio o ramo
€ considerado completo e aberto. Isto significa que pelo menos um modelo

falsificando a especificagdo foi encontrado e ela ndo é satisfeita.

A justificagdo para a argumentagdo acima é antes de tudo intuitiva, mas pode ser

facilmente mostrado a partir de resultados e defini¢des estabelecidos no capitulo 3 que

o algoritmo acima conduz a resultados exatos.

A estratégia simples de anélise completa de um simples ramo (denominado de

ramo corrente) serd adotada. O problema de otimizacdo da escolha de qual ramo

analisar quando o ramo corrente é considerado completo ou quando uma bifurcacgéo é

produzida pela aplicacio de uma regra B ndo serd considerado neste momento. O

seguinte algoritmo incorpora os procedimentos acima:

3 . .. o
Isto funciona come a regra Modus Ponens da 16gica cléssica.

4 . .. ..
Isto funcicna como a regra Meodus Tollens da logica cldssica.
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4.5.1 Algoritmo 1 : Verificacao de Especificacoes

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)
8)

Inicialize o tableau com FX, onde X ¢ a especificagiio expressa como uma NK-
férmula;

Se existem ramos incompletos no tableau, entdo selecione um como o ramo
corrente; caso contrario pare,

Enquanto existirem o-férmulas e B-férmulas no ramo corrente, repita os passos
4,5 e06);

Selecione uma o-férmula ou B-férmula no corrente ramo e aplique a regra
correspondente;

Para cada formula TY no ramo corrente, introduza no mesmo ramo todas as
férmulas do conjunto Q que tenham Y como antecedente:’

Para cada férmula FY no ramo corrente, introduza no mesmo ramo todas as
formulas do conjunto 2 que tenham Y como consequente;6

Se resultar em contradicfio, entdo rotule o ramo de fechado e va para o passo 2,

Se existern v-formulas ou m-férmulas no corrente ramo7, entdo selecione uma,
aplique a regra apropriada e vd para o passo 3; caso contririo rotule o ramo

corrente de completo e vé para o passo 2;

Nas andlises de um grafo a eventos, freqiientemente nfo se tem muito interesse

pelas solugdes genéricas do conjunto 6 de equagdes, mas sim pela solugio minima

advinda do conjunto de todas as solugdes possiveis. O conjunto de equagdes 6 pode

ser reescrito como;

X =Ax @ Bu
y=Cx
onde:

u € um vetor com transicdes de entrada como componentes;

5 ) . N . . .
As formulas do conjunto €2 ndo sio assinaladas, portanto se A € £2 e se A dever ser introduzida no
ramo, entiio deve-se introduzir TA ao invés de simplesmente A,

6 = . . .
Do mesmo modo que na observagio anterior, introduz-se TA no ramo, desde que na férmula A
apareca FY como conseqiiente.

7 e . . . .
Um ramo infinito, tal como descrito ne item g) anterior, deve ser detectado neste ponto. Se tal ramo é
encontrado, entdo as correspondentes regras v e T nfo sfo mais aplicdveis,
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y € um vetor com transi¢des de saida como componentes;

x € um vetor circundado pelas outras transi¢des do grafo a eventos.

Segundo Cohen et al. (1989), a solugfio minima para esta equacio é dada por™:
y = CA'Bu

O coroldrio 4.11 deste trabalho estabelece que um modelo para o conjunto £ (na
logica NK) € associado a uma solug@o genérica do conjunto 6, ndo necessariamente a
solugdo minima. Um outro algoritmo entdo se faz necessdrio para detectar se a solugio
obtida pelo algoritmo I é uma solugio minima ou ndo. £ ébvio que, se a solugio
obtida nfio € a solu¢do minima, entdio a solucfo minima nfo falsifica a especificagio
fornecida. Isto significa que o tableau ¢ considerado fechado e que a especificagio
fornecida € satisfeita.

Como resultado do algoritmo 1, supde-se que é conhecido um ramo aberto para
o qual se deseja verificar se corresponde a uma solugdo minima.

Ao ramo dado, estd associada uma seqiiéncia de mundos ¢ em cada mundo
algumas varidveis proposicionais terfio valor-verdade atribuido.

Um algoritmo para detectar se a solu¢io dada por um ramo aberto é minima ou

ndo serd do tipo anterior (tableaux analftico) e deve observar as seguintes condigdes:

a) Se alguma varidvel proposicional ndo tiver valor-verdade atribuido em algum
mundo do algoritmo 1, isto deve ser feito de modo a ndo fechar o tableau e de
preferéncia atribuindo a varidvel proposicional o valor f. Desta maneira a solucio
resultante do primeiro tableau®, serd a menor (pois preferiu-se o valor verdade f)
que ndo fecha o tableau.

b) Os valores-verdade das varidveis de entrada devem ser os mesmos nos dois
tableaux, pois deseja-se verificar se para uma mesma entrada os valores de outras

transi¢des podem ser menores (no sentido do didide %),

¢) O segundo tableau deve ser processado de modo a seguir a ordem de abertura de

mundos observada no primeiro tableau. Os valores-verdade das outras varidveis

8 Ver capitulo 2 deste presente trabalho.

? Referir-se-4 com primeiro tableau ao tableau obtido pelo algoritme 1 sende acrescidos valores-
verdade faltantes. O segundo tableau serd proposto pelo aigoritmo 2 a seguir,

67



devem ser atribuidos seguindo as mesmas regras do algoritmo 1.

d) Ao final, se no segundo algoritmo houver algum valor-verdade nfio atribuido, isto
deve ser feito seguindo-se 0 mesmo procedimento descrito no item a) acima,

¢) Finalmente deve-se comparar as solugdes obtidas pelos dois algoritmos. Se forem

diferentes entlo a solugdo dada pelo algoritmo 1 ndo é minima,

4.5.2 Algoritmo 2 : Deteccao de Solucdo Minima

Ao se executar o algoritmo 1 & possivel que algumas varidveis proposicionais
fiquem sem atribuigdo de valor-verdade em alguns mundos. Para que se proceda uma
verificagdo de minimalidade desta soluciio € necessdrio que todas as varidveis
proposicionais tenham alguma atribui¢io em todos os mundos. Para que a solucio
obtida seja a menor possivel, ou seja, a mais a sudeste possivel, deve-se preferir a
atribui¢do do valor-verdade f. Assim, antes de se iniciar o algoritmo 2 o seguinte
procedimento deve ser realizado,

Completar o ramo dado pelo algoritmo 1 atribuinde valores-verdade ds
varidveis sem atribuicdo, preferindo o valor-verdade f e de modo a néo fechar o

tableau.

Considere-se um ramo aberto ¢ completo resultante da aplicagfio do algoritmo 1.
Seja ny, M, ... N, .. a seqiléncia de nds correspondentes aos nds dos mundos
pertencentes ao ramo aberto e completo. O algoritmo 2 seguinte é proposto para
detec¢io de soluglo minima e segue a mesma seqiiéncia de mundos ny, ns, ... Iy, ...
ocorrida no ramo aberto corrente.

I} Se num dado ramo, existemm mundos a serem analisados, entio selecione o
préximo mundo de um dado ramo aberto como o mundo corrente; caso
contrario pare ( a solucio analisada é minima);

2) Verifique se férmulas escritas em ndés precedentes impde qualquer valor
verdade no corrente mundo, e se sim atribua estes valores verdade
apropriadamente;

3) Para cada transicio de entrada, para a qual X ¢é a varidvel proposicional

correspondente, crie um novo né na forma FX ou TX, dependendo do valor
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verdade atribuido para X no dado ramo do corrente mundo;

4) Enquanto existirem o-férmulas e [-féormulas no ramo corrente, repita os
passos 5),6) e 7);

5) Selecione uma o-férmula ou B-férmula no corrente ramo ¢ aplique a regra
correspondente;

6) Para cada férmula TY no ramo corrente, introduza no mesmo ramo todas as
formulas do conjunto Q que tenham Y como antecedente;

7) Para cada férmula FY no ramo corrente, introduza no mesmo ramo todas as
formulas do conjunto Q que tenham Y como consequente;

8) Se a atribuigdo de valores verdade obtida pelos passos 4 a 8§ for diferente
daquela atribui¢io (do algoritmo 1) no ramo dado para o mesmo mundo, entio
pare (a solu¢io analisada ndio ¢ minima); caso contrdrio vé para o passo 1.

9) Completar o ramo dado atribuindo valores-verdade as varidveis sem

atribuigdo, preferindo o valor verdade f ¢ de modo a nio fechar o tableau.

Na pritica, este algoritmo usa as mesmas entradas que as da solucio analisada e

obtém, para estas entradas, a solugfo minima a qual ignora a especificagdo.

4.6 Exemplo Ilustrativo

Considera-se o seguinte exemplo consistindo de um simples grafo a eventos

descrito na figura abaixo, para o qual a especifica¢io y < du deve ser analisada.

() y

Figura 4.9: Rede do exemplo referente a verificacio de especificages
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O conjunto de equagdes que descreve este sistema no didide # ¢ dado por
8={y=u@®yy}, com solugdo minima y = yu que por sua vez eqiiivale simplesmente a
y=u. A especificacio dada é satisfeita para a solugdo minima. Considere-se a entrada
impulsiva u = ¢ , para o qual a solu¢do minima € y = e. Para a solucio minima, tem-se
que a equacdo y < Ou ¢ satisfeita, embora existam outras solugdes satisfazendo ao
conjunto 9 para o qual a especificacdo nio ¢ satisfeita. Por exemplo, a solugio nio
minima y = "9 satisfaz a equagfio do conjunto 8 embora nio satisfaca a especificacdo
y < du.

A descrigéo do grafo a eventos acima através da 16gica NK é dada pelo seguinte
conjunto de férmulas:

Q= {(y <> uv Gy); (Gu — u); (Gy = v); (u — Du); (y = Dy)}.

J& a especificagfio a ser verificada € expressa na 16gica NK como y — Du. A
aplicac¢do do algoritmo I para este problema conduzird a um tableau aberto e completo
desde que, como indicado acima, existem outras solugdes que satisfazem as equagdes
de 6 mas que ndlo satisfazem a especificagfo. O tableau obtido através do algoritmo 1
€ descrito na subsecfo 4.6.1 e o ramo aberto e completo € explicitado. J4, a aplicacio
do algoritmo 2, para 0 ramo aberto remanescente do algoritmo 1, é descrito na
subsecdo 4.6.2, e como esperado, mostra-se que a solugdo obtida ndo é a soluciio
minima. Isto € identificado porque a atribuic@o de valores verdade no mundo (i,j) para

a varidvel y € diferente da atribuicio resultante do algoritmo 1.
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4.6.1 Algoritmo 1 - Verificacao da Especificacio y<du

To .
TDu (1)}
Fechado

F(y-=Du)
Ty

FDu

Fu

FGu

TDy

Tn v Gy

TGy

Ty

Fu

TDy

T(u v Gy)
FGu

]

Tu (-1
TDu (-1,
Fechado

Tby
T v Gy)
FGu

]

Tu G-2.5)
TDu {-2.5
Fechado

TGy

Ty

Fu

TDy

T(u v Gy)
FGu

/

Tu (i-3.,j)
TEu (3.
Fechado

TGy

ane

Ty

Fu

TDy

T(u v Gy}
FGu

]

Tu (-1
TDu {131
Fechado

Tu (1,j-2)
TDu (1,§-2)
T(u v Gy) (1,i-2)
L1

Aberto

Tu (i-1,j-1}
TDu (i-1,j-13
Fechado

TGy

Ty

TDy

T v Gy)

.1
{,j)
1.3}
(1)
{13
th)
i)

(i

(i-1.3)
(-1,
(i-1,j}
(-1,
(-1j}

{-1.3
(i-2.3)
(2.
G-2.0)
G-2.3)
(2.5

(-2.3
(-3.5
(i-3.5)
(-3.j3
i-3.j3
3.7}

(3.

(-1
{Li-1)
(i3-1)
(i3-1
-1

(-1
(Lj-2)
{1Li-2)
(ij-2)

(ij-2)

{i-13-1)
(-13-1
{i-13-1)
(-13-D
(i-1j-1)

(-1,j-1)
(-2-1)
{i-2,j-1)
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Observacio:

Nota-se que na seqiiéncia de mundos (i,j), (i-1.j), ... ,(i-n,j) ocorrem repeti¢des
de férmulas e de atribui¢des de valores verdade. Desse modo, segundo o algoritmo a
regra V ndo € mais aplicdvel nesta seqiiéncia de mundos, caracterizando que esta
seqiiéncia de mundos € aberta e completa'’. Continua-se entéo, a partir de (1,j), mas
aplicando-se a regra 7. O simbolo ee indica que ocorreu repeti¢des naquele ramo em

alguma seqiiéncia de mundos.

4.6.2 Algoritmo 2 — Deteccao de Solucio Minima.

Antes da aplicagdo do algoritmo 2, deve-se primeiramente completar o
algoritmo 1 de modo a atribuir valores-verdade s varidveis proposicionais sem um
valor atribuido.

O algoritmo 1 produziu dois ramos abertos.

O primeiro ramo aberto a ser analisado contém a seguinte segiiéncia de mundos:
(.0, G-1Lp, (-2,)), (1-3.3), (i,j-1,(,j-2), e ndo precisa ser completado pois todos os
mundos t€m atribui¢do de valor-verdade para as todas as varidveis proposicionais
envolvidas.

O segundo ramo aberto precisa ser completado, pois no mundo (i,j-2) & variavel
proposicional u nfo foi atribuido nenhum valor. Pode-se adicionar Fu em (i,j-2), pois

esse valor € compativel com aquele ramo. Na seqiiéncia expde-se o algoritmo 2.

Fu (i)
FGu (i,j)
Fu (i-1,))
FGu (i-1,j)
Fu (i-2,))
FGu (i-2.))
ces

EOVe;r observac@o g) na secio 4.5.
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Acrescentando o valor-verdade falso & varidvel y no mundo (ij) tem-se o

segundo tableau'";

Fu (i)
FGu (i,j)
Fy (i)
FGy (1)
Fu  (i-1,))
Fy (-1))
FGu (i-1,)
FGy (i-1,j)
Fu (i-2,j)
Fy (-2
von

A atribuiciio de valores verdade dados no segundo tableau é diferente da
atribuicdio de valores verdade dados no primeiro tableau. Portanto a solucdo
encontrada ndo € a solugdio minima. Assim, a especificacio é satisfeita para toda
solucdo minima do grafo a eventos, embora possa ser falsificada para solu¢®es néo

minimas.

! Referir-se-d ao segundo tableau como sendo o tableau advinde do algoritmo 2 onde foram
adicionadas as varidveis proposicionais que faltavam.
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Capitulo 5

Sintese de Controladores

3.1 Introducao

A teoria de controle refere-se usualmente a sistemas dindmicos cujo comportamento
€ definido por a¢des externas e cujo desempenho é medido por alguma fungdo de varidveis
do sistema. Supde-se em geral a existéncia de um sistema a controlar (planta); a defini¢io
de varidveis de controle, ou seja, varidveis da planta sobre as quais se pode atuar
externamente; a definigdo de varidveis de safda, que supde-se serem necessarias e o fato de
a planta ndo atender a certas especificages de desempenho. A existéncia de problemas de
controle refere-se exatamente ao fato de existirem especificagdes nfo satisfeitas pela planta.

O problema de sintese de controladores consiste portanto em projetar um dispositivo
capaz de determinar os valores de controle de modo que a saida atenda 2s especificagdes.
Normalmente isto ¢ feito utilizando-se o conceito de realimentagdo, que impde que o
controlador calcule as entradas a partir do conhecimento das saidas. A figura abaixo ilustra

0 processo caracterizado por planta e controlador.

CONTROLADOR PLANTA >

Figura 5.1: Planta e controlador
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A proposta deste capitulo apresentar uma técnica de sintese de controladores para
sistemas a eventos discretos descritiveis por grafos a eventos. Assume-se que seja possivel
definir, de modo andlogo aos casos tradicionais, quem serdo as varidveis de entrada e de
saida para os sistemas estudados. Além disso, os controladores serdio projetados sempre
visando controle em malha fechada.

Para haver a possibilidade de controlar o sistema em malha fechada é necessirio
definir de que maneira o controlador coleta informacdes do sistema e age sobre o sistema.
Nesse sentido serdo definidos dois subconjuntos (nfo necessariamente disjuntos) do
conjunto de transi¢des do grafo a eventos dado. Serdo consideradas como fransigdes
controldveis aquelas sobre as quais o controlador pode agir. A a¢fio do controlador sobre
uma transi¢do serd sempre no sentido de inibi-lo, dado que ele nfo age sobre as fichas que
circulam no resto do sistema. As fransicdes observdveis serio aquelas que fornecem
informagdes ao controlador. Para o projeto de controladores define-se previamente, a partir
de um grafo a eventos, quais sfo as transicdes observdveis, controldveis e quais sdo ao
mesmo tempo observaveis e controldveis.

As defini¢des de “transicdo controldvel” e de “transi¢cZo observdvel” acima nio
estdo relacionadas com os conceitos da teoria de controle tradicional de “controlabilidade”
e “observabilidade” cuja defini¢do pode ser encontrada, por exemplo, em Franklin et
al.(1994).

A concepgdo de “acdo de controle” como “inibicdo de transicdes” utilizada neste
trabatho € similar aquela utilizada por Ramadge ¢ Wonham (1987) na qual também se¢ faz

referBncia ao termo “evento controlivel”.
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Transi¢oes Transicoes

Observaveis : Controlaveis:
“ T —

Controlador

Figura 5.2: Transicdes Observiveis ¢ Controldveis

Se houver alguma especificacio ndo satisfeita (no contexto definido nos capitulos
1 = .
precedentes '), entdo seguramente tem-se um tableau com um certo nimero de ramos

abertos. O desenvolvimento de controladores se dard no seguinte sentido:

e Propor-se-fo férmulas que introduzidas nos ramos abertos levarfo ao seu

fechamento.

e As formulas da légica NK devem:

' Uma especificagdo nio ¢ satisfeita se ela néo for conseqiiéncia ldgica do conjunto de férmulas da ldgica NK
que representa 0 grafo a eventos (ver capftulos 3 e 4).
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1) envolver de maneira adequada as transi¢des de entrada e de saida;
2) determinar que componentes do controlador sfo necessdrios para o

atendimento das especificagfes.

Ao longo deste capitulo serfio apresentados os resultados fundamentais, seguindo-se

do algoritmo de sintese ¢ exemplos,

5.2 Resultados Fundamentais

Considere-se o caso de um grafo a eventos representado por um conjunto Q de
férmulas da l6gica NK e uma especificacdo X dados, tal que a especificagio nio seja

satisfeita. Supbe-se que sdo dados, além das informacgdes definidas no capitulo 4,

T. = Conjunto de transi¢des controldveis.

T, = Conjunto de transi¢des observaveis.

Supde-se ainda que a este problema é associado um tableau conforme descrito nos

capitulos anteriores, com n ramos abertos.

Teorema 5.1: O tableau associado fornece todas as alternativas possiveis de falsificacdo da
especificacio.

Demonstracgao: O tableau associado € construido segundo o procedimento sistemdtico
estipulado para a prova de completude forte, portanto se o tableau néo fechar entdo todas as
possiveis maneiras de falsificar a especificacdo serdo expostas pelo tableau. De fato, se
existir uma valoragdo que torne todas as férmulas de Q verdadeiras e X falsa, e essa
valoracio ndo € exposta pelo tableau entdo significa que o tablean ndo analisou todas as

valoracOes possiveis, 0 que contradiz os teoremas de correcio e completude. +
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Teorema 5.2: Para cada ramo aberto do tableau associado, se se acrescentar pelo menos

uma férmula de modo a se obter contradi¢fo, entdio o ramo estard fechado.

Demonstragio: Um ramo € dito aberto se e somente se nio ocorrem contradi¢des, portanto

o acréscimo de férmulas que produzem contradi¢des tornard o ramo fechado. +

Teorema 5.3: Uma especificagdo de desempenho X que nfo é satisfeita num tableau
associado serd considerada satisfeita se forem acrescentadas férmulas que fechem todos os

ramos.

Demonstragio: Ao se acrescentar férmulas de modo a tornar os ramos abertos em
fechados, acarretard na impossibilidade de falsificar a especificagfio, portanto, tornando-a

satisfeita. ¢

Corolario 5.4: Suponha que para cada ramo aberto k, as seguintes condicbes sejam

satisfeitas;

* Fu, aparece no ramo aberto no mundo wgj para algum (i, j) € 7

e Ty, aparece no ramo aberto no mundo W iiom, j-ny (PAra m, n; = 0)

onde y, ¢uma transi¢o observivel e u, € uma transi¢io controldvel.

Entdo o conjunto de formulas ¢ = {G™ D"y, —>u, } étal que:

QuoekrEX

Em outras palavras, se se acrescentar ao grafo conhecido os elementos (lugares)
definidos pelo conjunto @ o sistema resultante satisfard a especifica¢do dada. O conjunto @

serd chamado de conjunto de férmulas do controlador.,
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Demonstragio: As transigdes observiveis y g assumem o valor verdade t e as transigSes
controldveis u, o valor verdade f nos ramos abertos do tableau. As férmulas do conjunto

¢ quando acrescentadas em qualquer ramo aberto em qualquer mundo terdo o sinal T a
frente delas. Sem perdas de generalidade seja por exemplo um ramo aberto do tableau, onde

numa linha 7, no mundo (i,}) acrescenta-se a seguinte férmuia de @

MTG"D"y, —u, ()

Ao aplicar-se as regras tableau nessa referida linha ocorrera uma bifurcacéo:

e O ramo da esquerda conterd Fyﬁk no mundo (i-my, j-n;) acarretando uma
contradicio.

e O ramo da direita conterd Tu, no mundo (i,j), ocorrendo uma contradigo.

Portanto, ao se fazer um tableau adicionando as férmulas do conjunto ¢ todos os

ramos fechardo. Logo QU o =X . ¢

O algoritmo elaborado para verificacio de especificagdes produz um tableau que
revela se uma especificagio € satisfeita ou ndo. Se o tableau fechar, entfio a especificagfo &
satisfeita. Se o tableau ficar aberto entdo existe um modelo que falsifica a especificacio.
Porém, esse modelo pode falsificar a especificagdo sob a Otica de uma solugfio nfio minima,
implicando evidentemente que para a solucfo minima, essa especificagdo € satisfeita. Caso
se deseje projetar um controlador que satisfaca a especificagdes para qualquer solucdo, o
resultado do algoritmo 1 deve ser utilizado no projeto, sem as modificaces (acréscimos de
varidveis proposicionais) propostas para utilizacdo do algoritmo 2. Este é o caso mais
simples. Se contudo se desejar um controlador que atenda & especificacbes apenas no
contexto da solugio minima (neste caso supde-se que o modelo obtido pelo algoritmo 1 &
uma solucdo minima) entdo as modificagdes introduzidas antes de se executar o algoritmo 2

devem ser consideradas no algoritmo de sintese.
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5.3 Algoritmo de Sintese

O corolédrio 5.4 permite concluir que o problema de sintese tera solugiio se para cada
ramo aberto do tableau forem encontradas as condigdes definidas pelas equaces (expostas
no coroldrio). Em muitos casos as condigdes (expostas no coroldrio) podem ocorrer para
diferentes transi¢des de entrada e de safda e em diferentes mundos possiveis. Se este for o
caso, € recomendavel que se escolha para a implementacio do controlador a alternativa
menos restritiva possivel, ou seja aquela que apresenta os menores valores possiveis para as
varidveis myen; .

Intitivamente, quanto mais fichas iniciais e menos atrasos ocorrer num lugar, menos
restrigdes sdo impostas a evolugdo dindmica da rede.

Baseado nesta diretriz, o seguinte algoritmo obtém para cada ramo aberto uma

férmula “minima” de modo a compor o conjunto @ de férmulas do controlador.

O algoritmo a seguir € elaborado para ser aplicado a um tableau aberto, que indigue

que uma determinada especificacdo de desempenho nfo é satisfeita.

1) Escolha um ramo aberto;

2) Escolha um par (o,B) desse ramo, onde o seja uma transi¢iio controlavel e § seja
uma transicdo observavel;

3) Realize uma busca nesse ramo aberto de modo a satisfazer as seguintes
condic¢des:
» valor verdade da varidvel uy no mundo wy j seja falso e
¢ valor verdade da varidvel yp no mundo w_p . seja verdadeiro;
e 0s valores de m e n devem ser positivos.

4} De todos os valores encontrados para (m,n) encontre o minimo deles através da
seguinte regra: minimizar o mdximo de (m,n),

5) Se todos os pares (o) j4 foram analisados, vd para o passo seguinte. Caso

contrario, va para o passo 2;
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6) De todos os valores (m,n) encontrados para todos os pares (o) do ramo aberto
corrente, minimize-os através da regra: minimizar o mdximo de (m,n);

7) Se todos os ramos abertos foram analisados, pare. Caso contrério, vd para o passo
1.

Apés sua execugdo, serd obtida, para cada ramo aberto do tableau, enumerados de 1 a n,

uma formula do tipo G™ D"y, = u, .

ramo 1 2 3 N
(ou,B) (L1 (1,1 (1,2} (3,4)
(m,n}) * *

Tabela 5.1: Resultado do algoritmo de sintese

A fungio de transferéncia do controlador escrita no didide 7 (ver capitulo 2) é dada

por:
u =%y
U, hn h‘lq Y
= by |
_up__ _hpl hpq,___yq"
onde:

¢ 0O vetor u representam as varidveis controldveis;
s 0o vetor y representam as variaveis observiveis;

» Frepresenta a funcgfo de transferéncia;

¢ fgpp= Zy”‘é”" , onde m; e n; 530 todos os pares que estdo na tabela acima, na
i

mesma coluna que o para o0 mesmo (o, ).
Uma observacéo sobre controladores diz respeito as transicBes de entrada do grafo a

eventos. Para que as varidveis de entrada da rede possam ser consideradas como
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controldveis, € conveniente definir uma transi¢@o auxiliar que cumpre o papel de transiciio
de entrada do sistema controlado. Formalmente, permitir que uma transicio de entrada
tenha um lugar acima dela eqiiivale a considerd-la como um estado do sistema, alterando o
modelo original. Analogamente quando considera-se as transicdes de safda como

observivels.

5.4 Exemplo Tlustrativo

Seja a seguinte rede de Petri representando um sistema dindmico a eventos
discretos. Junto a rede (grafo a eventos) expde-se as férmulas da l6gica NK utilizadas para

descrevé-lo.

u
X Férmulas da légica NK
: X euvex,
X2 <> Dx;
MY
X2
y

Figura 5.4: Grafo a eventos para o exemplo de sintese

. . —~ ~ . e .
A rede acima tem a seguinte funcdo de transferéncia: y = 8(y0) u, relacionando a
entrada u com a safda y do sistema. A especificacio 8"u <y néo ¢ satisfeita na rede acima.

O tableau mostrado na seqiiéncia foi construido para verificar que a especificacio acima
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ndo € satisfeita. Utiliza-se o mesmo tableau para o projeto de controladores. Os ramos
abertos do tableau serfio utilizados para elaborar quais serfio as possibilidades de controle,
Assume-se como hipétese que todas as transi¢des sio observiveis e controldveis.

Um dnico ramo aberto resultou da construgio do tableau para analisar a

especificacdo acima. Na seqiiéncia, expde-se o ramo aberto do tableau.
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1 F(Du—y) |G

2 TDu ()

3 Fy {.i

4 Fx, (i)

5 FGy (1:1)

6 FDx; (i.})

7 FGx, (i)

8 Fx, (i.j)

9 Fu (i3)

10 FGx| G,

11 FGu (ij)

12 Fy (-1,j)
13 Fx, (i-1,)
14 Fx, (i-1.7)
15 Fu (-1,
16 FGy (i-1,})
17 FDx, (i-1,4)
18 FGx, (i-1,))
19 FGx, (-1.7)
20 FGu (-1;)
21 Fy (i-2.7)
22 Fx, (-2.j)
23 Fx; (-2.4)
24 Fu (i-2,1)
25 FGy (-2,
26 FDx, (i-2,7)
27 FGx, (-2,
28 FGx, (i-2,7)
29 FGu (-2,

[ 1 1]

30 TDu (i,j-1)
31 Fx; (i,j-1)
32 Fu (i,j-1)
33 FGx- (i,j-1)
34 FGx, (i,i-1)
35 FGu (ij-1)
36 Tu (1,j-2)
37 Tx; (i,j-2)
38 TDu (i,j-2)
39 T(uvGxa (1,j-2)
40 TDx; (i,j-2)
41 Tx, (i,j-2)
42 Ty (ij-2)
43 TDy (i3-2)
44 TDx; (1,j-2)
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4/\

45 Tu (1j-3)

46 Tx, (i-3)

47 Ty (ij-3)

43 Txz (ij-3)

L 1 1]
50 Fx; (i-1,j-1)
51 Fu (-14-1)
52 Fxs (i-1,j-1)
53 Fy G-1,-1)
54 FGx, (-1,4-1)
55 FGx, (i-1,i-1)
56 FGu (i-1,-1)
57 FDx, (i-1,j-1)
58 FGx, (i-1,j-1)
59 FGy (i-14-1)
60 Fx, (i-2,j-1)
61 Fu (i2,-1)
62 Fx, (i-2,-1)
63 Fy (i-2,i-1)
200

64 Fx, (i-1-2)
65 Fu (i-1,j-2)
66 FGx, (i-1-2)
67 FGx, (i-1,4-2)
63 FGu (i-1,-2)

45 TGx, (i-2)
46 Tx; (ij-3)
47 Ty (ij-3)
48 Tx, (ij-3)
49 Tu (i-3)
L1 1]
50 Fx; G-1,4-1)
51 Fu (i-1-1
52 Fx, (i-1j-1)
53 Fy (-1j-1)
54 FGx, G-1-1)
55 FGx, (i-1j-1)
56 FGu (i-1,j-1)
57 FDx; G-1,-1)
58 FGx, (i-1j-1)
59 FGy (i-1,j-1)
60 Ix, (i-2,j-1)
61 Fu (2,7-1
62 Fxa (-2-1)
63 Fy (i-2,4-1)
208
64 Fx (i-14-2)
65 Txs (i-1,-2)
66 Fu (i-1,4-2)
67 FGx, (i-1,-2)
68 FGx, (i-1-2)
69 TDx, (i-1,-2)
70 Ty (i-1,j-2)
71 TDx, (i-1,j-2)
72 FGu (-1-2)
73 TDy (i-1,i-2)
74 Tx, (i-1j-3)
75 Txz (i-1,j-3)
76 Ty (i-1,j-3)
77 T(uvGxy | (-1,-3)
78 TDx, (i-1,j-3)
79 TDx, (i-1,-3)
80 TDy (i-1,-3)
81 Tx, (i-1,5-4)
82 Tx, (i-1,j-4)
83 Ty (i-1,j-4)
200
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Nos diagramas a seguir ilustram-se as atribui¢bes de valor-verdade para cada um

dos ramos abertos e para cada mundo visitado pelo algoritmo.

Ramo 1

(i-2,))

(i"‘laj)
Fy

(1))

Fy Fy

Fx: Fx, Fxq
FXZ F Xa FX;
Fu Fu Fu

(i-2,j-1)

(i-1,j-1)
Fy

(L,j-1)

Fy
FK] Fx i FX]
sz FXZ
Fu Fu Fu
(i-1,j-2) (1L,j-2)
Fy Ty
FX] TX;
Fx» Tx,
Fu Tu

(1,j-3)
Ty
TX1
sz
Tu
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Ramo 2

(i-2,)) (i-1,j) (i,j)
Fy Fy Fy
FXI Fx; FX]
Fx, Fx; FXZ
Fu Fu Fu
(i-2,j-1) (i-1,j-1) (i,j-1)
Fy Fy
Fx, Fxq Fx;
sz Fxz
Fu Fu Fu
(i-1,j-2) (1,j-2)
Ty Ty
Fx4 TX;
Tx» Tx;
Fu Tu
(l"laJ"3) (I:J'3)
Ty Ty
TX] TX1
Tx, Tx,
Tu
(i-1,j-4)
Ty
TXl
TXZ
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A seguinte tabela € obtida através do algoritmo aplicado aos ramos abertos 1 ¢ 2:

ramo 1 2

(o,B) (a,x1) (u,%q)
(m,n) 0,1) (8 )]

Tabela 5.2: Resultado da sintese do exemplo ilustrativo 5.4

A férmula minima que advém dos pares acima ¢ dada por: Du — x;. Portanto,
Du—x; € a formula que determina o controlador menos restritivo, o qual satisfaz a

especificacdo §u < y. A figura abaixo mostra a situacio rede-controlador.

u
X1 Férmulas da logica NK
Xy >uv DuvGx
X, & Dx,
Yy & X
X2
y

Figura 5.5: Grafo a eventos resultante da sintese
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

O presente trabalho, voltado a sistemas dindmicos a eventos discretos propds uma
légica modal com o objetivo de analisar e verificar especificagdes e sintese de
controladores.

Os resultados que caracterizam a correspondéncia entre equagdes lineares no didide
7 e a logica modal NK revelam-se de grande potencialidade no que diz respeito a anélise
de verificagdes de especificacbes e em sintese de controladores, seja pela utilizagdo da
logica modal NK, que se mostra vidvel em termos de implementacdes computacionais, seja
pela amplitude de situacOes que se obtém ao projetar controladores.

A logica modal NK, numa seméntica de mundos possiveis foi construida com o
propésito de adaptar-se aos sistemas de equacdes lineares no didide 7%. O método utilizado
para abordar esse sistema légico foi tableaux analiticos, o qual mostrou-se ser uma
ferramenta de fécil manuseio, possibilitando uma visualizacdo clara do sistema (modelado
via grafos a eventos) e versatilidade computacional. Apesar de ter sido construida sob a
otica dos didides, a logica NK ndo perde as duas importantes condi¢des dos sistemas
logicos: correcdo e completude. Em oposicdo a muitos sistemas légicos que sio
direcionados na modelagem de sistemas dinfmicos e que nio sfo em geral corretos ¢
completos, a logica NK € correta ¢ completa, inclusive no sentido forte. Essa caracteristica
mostrou-se fundamental para esse trabalho, pois lanca-se méo da corregdo e completude
fortes para estabelecer a verificacio de especificagdes. E tradicional estipular que se uma
especificacdo € conseqiiéncia logica de um conjunto de férmulas que define o sistema
dindmico, entdo a especificacio ¢ satisfeita dentro do sistema. O método tableau tem a
funcéio de detectar a satisfatibilidade ou na@o das especifica¢des. Ainda sob a garantia da

#

corregdo e completude, quando uma especificacdio ndo € satisfativel, entdo existe um
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modelo que a falsifica. O método tableau mostra ainda mais, mostra todos os possiveis
modelos que falsificam a especificagio. Como as férmulas presentes no tableau sdo
representantes de transigdes e lugares de uma rede de Petri, o processo inverso, qual seja,
evitar os modelos que falsificam a especifica¢fio torna-se um método de projeto de
controladores.

Algumas observagdes devem ser postas. Algumas férmulas que impedem a
falsificacdo da especificacio podem ndo ser realizdveis na rede que descreve o sistema
dindmico. Pode ocorrer que o sistema fique muito restritivo (nenhuma especificagiio é
satisfeita), ou nada restritivo (qualquer especificaciio € satisfeita).

Outras questGes dizem respeito a solucdes nfio minimas. O método tableau, assim

como as equagdes lineares no didide 7, fornecem solugBes que podem nio ser as minimas.

Por um lado dentre todas as solugdes de um conjunto 8 de equacdes lineares descritiveis no

didide 7 e associadas a um grafo a eventos, existe uma Unica solucio que é a solucgio

minima. Por outro lado, dado um conjunto Q de férmulas da 16gica NK associadas a um
grafo a eventos e uma especificagiio X, pode-se afirmar que um tablean aberto fornece
todas as solugbes possiveis que falsifiquem a especificagio X e mantenham verdadeiras as
formulas de €2. Mas também, dentre todas as solugdes que falsifiquem X, existe uma que &
a menor possivel que falsifica X. No entanto essa menor possivel que falsifica X pode ndo
corresponder a solugio minima que satisfaz ao conjunto 8. Uma especificacio que é
falsificada exclusivamente por solucdes que nfio sdo solucdes minimas, é satisfeita em
relacdo a solugdo minima. Desse modo pode-se projetar um controlador utilizando-se
formulas que ao serem adicionadas ao tableau, nio fecham o tableau, mas indicam que a
especifica¢do ¢ falsificada apenas por solugdes que ndo sio minimas, sendo portanto, as
especificacbes satisfeitas para solucBes minimas. A vantagem & que aumentam as
possibilidades de se projetar controladores, nio se limitando apenas a férmulas de
controladores que fechem o tableau.

Neste texto, ocupou-se de investigaghes sobre sistemas dindmicos a eventos
discretos, onde problemas de verificagdio e sintese foram abordados. Problemas
relacionados a sintese tais como ordem dos controladores, escopo da abrangéncia do
controlador (faixa hmite dentro da qual as especificaces, transigdes do sistema devem

permanecer), alternativas de controle para sistemas gue ndo tenham um controlador a
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principio, etc, sdo problemas que devem ser aprofundados e investigados com maiores
detalhes. Outra questdo, por exemplo é determinar se o coroldrio 5.4 apresenta condicbes de
existéneia de controladores. A questdo que se coloca é: estas condicBes sio também
necessdrias? Para trazer mais elementos para essa discussdo , deve-se lembrar que os
controladores resultantes do método apresentado nfo contém transicdes internas. Este fato
os aproxima dentro do contexto de sistemas de controle tradicionais aos controladores
estdticos, pois as transi¢des fazem o papel andlogo ao dos estados nos sistemnas a eventos
discretos. Portanto pode-se esperar que um método capaz de prever transicdes internas ao
controlador poderd admitir solugOes para problemas que nfio satisfacam as hipdteses do
coroldarto.

Outra questdo relevante diz respeito aos modelos abordados neste trabalho. Os
sistemas foram modelados sob a dtica do sincronismo. Sistemas que envolvem
concorréncia devem ser estudados. Uma tentativa através de 16gica modal NK quantificada
parece vidvel. Quantificadores serviriam para impor condigBes sobre as concorréncias,
implicando entdo numa possibilidade de sintese para redes de Petri. Essas perspectivas,
problemas, s3o possiveis de serem estudados e trabalhados como continuacio desse

trabalho.
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Apéndice A

Diodides

A.1 Introducio

Neste apéndice apresenta-se uma breve descricdo sobre a teoria de Didides,
abordando defini¢des, propriedades e teoremas necessarios ao desenvolvimento deste

trabalho.

A.2 Definicoes, Propriedades Basicas e Exemplos

A.2.1 Axiomatica

Definicio A.I: Um didide ¢ uma estrutura algébrica < 2, @, ® > onde 2 é um

conjunto, @ e ® sdo operadores bindrios ( chamados respectivamente, de soma ou
adigdo e produto ou multiplicacdo ) e de tal forma que os seguintes axiomas se

verifiquemn:

Dl Vabece2,(a@b)@c=a®b®c).

D2 Vabe?,a®b=b®a.

D3 Vabce?D, (a®b)R®c=a®(b®c).

D4 VabeceD, (a®@b)®c=@®)SD®c).
D5 VabeceD,c®@®@b)=(c®a@(c®b).
D6 JeeDialqueVae?D,a®e=a.

D7 Vae D, a®e=e®a=¢.
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D8 deeDtalqueVae D, a®@e=e®a=a.
D9 VaeD,aPa=2a.

Comentarios: O axiomas D1 e D3 representam, respectivamente, a associatividade
da adi¢do e multiplicagio em D. D2 representa a propriedade comutativa da adicio.
Nota-se que ndo se exige nessa definicdo a comutatividade da multiplicagio. A
distributividade a esquerda e & direita da multiplicagdo com respeito a adicdo é dada
por D4 ¢ DS5. Nota-se que a distributividade & esquerda niio se segue da
distributividade a direita e vice-versa. A comutatividade da multiplicacio nido é
exigida em principio. J4 D6 expde a existéncia de um elemento zero (neutro, em
relagdo & adiglo) no didide e D7 caracteriza a absorcdo do elemento zero. D8
representa a existéncia de um elemento identidade. O axioma D9 determina a
idempoténcia da adigfio, ¢ impede a adiciio de ser cancelativa’ . Com efeito, se
existisse o simétrico a" de a, tal que a®a’=¢ entdo ter-se-ia que, paratodoae 2,
a=a®@e=a®(a®a)=@Da)@® a =a®a =¢,

e portanto o didide se reduziria a €.
Definicdo A.2: Um didide é comutativo se a multiplicaciio é comutativa.

Como € de costume em dlgebra sempre que o contexto permitir e nfo houver
diividas, omitir-se-4 o simbolo de multiplicacio (®). Também, adota-se a* , k € N,

para representar a® a ®...® a (k vezes)ea’ = ¢ .

Defini¢io A.3: Se ab = ¢ implicar que a = € ou b = ¢ , entdo diz-se que o didide é

inteiro,

Sea#¢,b#¢ceab=¢gentdo ae b sdo chamados de divisores de zero. Assim,
para um didide ser inteiro tem que valer a hipétese suplementar de que ndo tenha
divisores de zero. Nota-se também que, se a multiplicagdo for cancelativa entdo o

didide € inteiro. De fato, se ab = ¢ entdo ab = a& 0 que implica que b = € sempre que

'Sea@b=a®c implicar que b = ¢ entfio a adigio { ® ) ¢ dita ser cancelativa.
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a#g, pelo cancelamento de a,

No que se segue expde-se alguns exemplos de didides comutativos,

Exemplo A.4: SejaD = R U {-oo }. Para qualquer a,be D, sejam a ©@ b = max{able

a®@b=a+b. Dessemodo<?,®, ®>¢éumdidide,onde g =-coce=0.

Exemplo A.5: Seja D = R U {~ec } {+ oo}, Para qualquer a,be 2, scjama @ b =
max{ab}le a ® b =min{a ,b}. Desse modo <2, ®, ® > é um didide, onde £ = - = ¢

€= +oo,

Exemplo A.6: Seja D = {¢, ¢ }. Para qualquer a, b e D, sejam a @ b = max {a, b} e
a®b = min{a ,b}. Desse modo <2, @, ® > além de ser um didide, € uma 4lgebra de

Boole,

Exemplo A.7: Seja 2 = 2% denotando todos os subconjuntos do plano R? incluindo
o conjunto vazio e o préprio R. Para qualquer A,Be 2,sejam A@B=AUBea
soma vetorial A ® B definido como:
A®B=A+B={cec R |c=a+baec Acbe B}.
Desse modo <2, @, ® > ¢é um dibide, ¢ neste exemplo o elemento € é dado por

) e o elemento e & dado por {(0,0)}.

A.3 Propriedades de Reticulados em Diéides

No que se segue, sdo dadas algumas definigSes que serdo utilizadas no decorrer

deste texto. Sejam a, b, ¢ elementos quaisquer de um conjunto 2,

Uma relaciio de ordem ¢ uma relacfio bindria ( em simbolos, 2) que satisfaz as
propriedades de reflexividade, anti-simetria e transitividade.
Uma relagio de ordem € de ordem total se para quaisquer a, b € D, tiver-se que

(a,b) pertence a relac@o ou (b,a) pertence a relacdo. Em outras palavras, quaisquer dois
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elementos podem ser comparados. Caso contrdrio diz-se que a relacio é de ordem
parcial .

Um conjunto € ordenado se nele for definida uma relacio de ordem.

O majorante’ de um subconjunto ¢ um elemento ndo mnecessariamente
pertencente ao subconjunto que ¢ maior que qualquer outro elemento do subconjunto.
Se um majorante pertence ao subconjunto entdo ele € o elemento maximo.

O minorante’ de um subconjunto € um elemento ndo necessariamente
pertencente ao subconjunto que € menor que qualquer outro elemento do subconjunto
Se um minorante pertence ao subconjunto entio ¢le & o elemento minimo.

O supremo de um subconjunto é o menor majorante, ou seja, o elemento
minimo do conjunto dos majorantes.

O infimo de um subconjunto é o maior minorante, ou seja, o elemento maximo
do conjunto dos minorantes.

Um sup-semi-reticulado ¢ um conjunto ordenado de tal forma que exista um
supremo para cada par de elementos.

Um inf-semi-reticalado ¢ um conjunto ordenado de tal forma que exista um
infimo para cada par de elementos.

Um reticulado é um conjunto ordenado que é um sup-semi-reticulado e um inf-
semi-reticulado, ou seja, possui um supremo e um infimo para cada par de elementos.

Um sup-semi-reticulado completo ¢ um conjunto ordenado de tal forma que
existe um supremo para cada subconjunto finito ou infinito,

Um inf-semi-reticulado completo & um conjunto ordenado de tal forma que
existe um infimo para cada subconjunto finito ou infinito.

Um reticulado completo ¢ um conjunto ordenado de tal forma que existe um
supremo ¢ um infimo para cada subconjunto finito ou infinito.

Sejam (a v b) e (a A b) representando o supremo e o infimo de a e b num
reticulado. Entdo o reticulado € distributivo se
Va,b,c, av(bac)=(avb)alave)

an(bve)=(anb)vianc).

*Também chamado de limitante superior.
*Também chamado de limitante inferior.
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A.4 Estrutura de Ordem em Didides

Teorema A.8: Sejam a, b elementos de um didide 2. Entdo a seguinte equivaléncia é

satisfeita: Va,be D,

a=a@bseesomentese dctal quea=bDec.

Demonstracio:
Sea=a®bentioexistec=atalquea=b®c.
Por outro lado, se a =b @ ¢, entfo adicionando b em ambos os lados da equacio
tem-se gue,
(b®a)=b @ (bDc)e pela associatividade,
(b®a)=(b@®b) ® c e pela idempoténeia,
{b @ a) = (b @ c) e por hipdtese,
(b € a) = a e pela comutatividade,

aPb=a e

Teorema A.9 (Relacfio de Ordem): Num diéide 2 a seguinte relagio, denotada por
2, € uma relacdo de ordem parcial:

azbseesomeniesea=a®b.

Demonstracio:

1) Propriedade reflexiva.

Do axioma D9 tem-se que a = a @ a, portanto a > a.

ii) Propriedade anti-simétrica.

Seaz2beb=2aentioa=">b. Pois de fato,sea=a@®beb=>b @ a entdo pela
comutatividade da adig@o tem-se que a=b.

ii1) Propriedade transitiva.

Seazbebz2centido

a=a®beb=Db® centio

a=a® (b @ c) e pela associatividade

a=(a® b)® ce pela hipdtese
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a=a®c, ouseja

azc, ¢

Teorema A.10: A relagdo > de ordem é compativel com a adicdo, ou seja, se a 2 b

entioVee 2.,a®Pc=2b®Pec.

Demonstracio:

Se a 2 b entdo por definicio,

a=a @ b entdo somando a ambos 0s membros ¢,

a® ¢ =(a®b) D centdo pela idempoténcia,

a@®c=(a®b)® (c @ c)entdo pela associatividade e comutatividade,
a@c=(a®c)@(b® c)entdo pela definicio,

a@c=2b®c. e

Teorema A.11: A relacdo > de ordem & compativel com a multiplicagdo, ou seja,

paratodoce D ,sea=bentioa®c2b ® ¢’

Demonstracio:

Se a 2 b entdo pela defini¢do,

a=a@® b entdo pela multiplicagio em ambos os lados por ¢,
a @ c = (a @ b) ® centdo pelo axioma D4,
a®c=(a®c)® (b® c)entdo pela defini¢io,
a®@czb®c. ¢

Teorema A.12: Para quaisquer dois elementos a € b de um didide 2 , sempre existe

um supremo, a saber, a @ b, Além disso, € € o elemento menor do didide 2 .

Demonstracio:
i) E imediato que a ® b é um majorante, pois a@® b 2 ae a ® b 2 b. Resta mostrar que

a © b € o menor dos majorantes, ou seja, para todo elementoc € Dtal quec 2 ae ¢ >

* 0 mesmo vale para a muliiplicacdc a esquerda, ou seja, paratodo ¢ € 7, se a 2 b entiic ¢®a = ¢®b,
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bentdiocza®b. Assim,dec=c@aec=c®b, tem-se quec=(c ® a) ® b o que
implicaque c=c® (a®b). Logo ¢ 2 a @ b, e mostra-se assim que a ® b é o menor

dos majorantes, portanto (a @ b) é o supremo.

i1} Como tem-se que paratodo a€ 2 , a = a @ ¢, entdo pela definicio de ordem, a > €.

Logo £ é o elemento menorde 2 . ¢

Lema A.13 (Ordem total): A relacfio de ordem > definida anteriormente ¢ total se e

somentese Va,be 2 ,a®b=aocua®@b=bh.

Demonstracio:
Para quaisquer dois elementos a e b pertencentes a 2 que seja parcialmente ordenado,

tem-se que ou a 2 b, 0 que segue que a = a @ b, ou tem-se que b = a o que segue que b

=b@a. &

A.5 Didides Completos e Arquimedianos

Definicio A.14: Um didide ¢ completo se e somente se ele é fechado para somas

infinitas ¢ o axioma D4 e D35 se estendem para somas infinitas.

E evidente que o elemento maior no didide existe e € igual a soma de todos os
elementos do didide. Seja e 0 elemento maior de um didide que € igual a soma de

todos os seus elementos. Para todo a € D tem-se que o = a, pois de fato oo = oo @ a.
Além disso, como « € D tem-se que o= é o supremo de 2. Assim, o supremo de
qualquer subconjunto de 2 pode ser entendido como a soma de todos os seus

elementos.
Definicdo A.15: Um didide é arguimediano se

Va#¢g, Vbe D,dc,de Dtalqueaczbedazb.
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Teorema A.16: Seja < 2, ®, ® > um ditide completo e arquimediano. Entdo é
verdadeira a seguinte propriedade:

Vae D,a#¢c,c®@a=a® co=oco,

Demeonstracio:
Seja e o representante da soma de todos os elementos do didide 2 . Dado a e D,

eparatodox € 2, existe ng, € D tal que any > x (didide arquimediano). Assim,

ace=zal @ Dzal D n)=( D anHI2( P x)=w.
xe?

xe?D xe?d xe?

1.0go, a o0 Z o0 0 que acarreta que a oo = a co @ oo = oo, Portanto a oo = oo, ¢

Como um didide completo é um sup-semi-reticulado completo e como em um
didide completo existe o elemento menor €, o infimo de qualquer subconjunto S =
{X1, X2, X3, ... } do reticulado pode ser construido como sendo (X; A X2 A X3 A ...), €0
semi-reticulado torna-se um reticulado completo (Dubreil e Dubreil-Jacotin (1964)).
Desse modo, as seguintes equivaléncias se preservam:

azbsse{fa=a@b)sse(b=aab).

O operador A € associativo, comutativo, idempotente € tem o como elemento
neutro, ou seja, a = soAa °, para todo a € . Além disso, as seguintes propriedades, leis
de absorc¢do, sio satisfeitas, paratodoa, be D

arn(a®@b)=a®@(anb)=a.

As equivaléncias acima conduzem a impressio de uma simetria dos operadores
@ e A num didide completo. Esta assercdo ¢é verdadeira sob o ponto de vista de
reticulados, mas ndo € verdadeira quando se considera o comportamento do outro

operador no didide, a saber, o operador multiplicacio ®.

? Desde queee za, paratodoae D.
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Teorema A.17: Uma condicdo necessdria e suficiente para um reticulado ser

distributivo € que, paratodoa,be 2 :
dce D talque,se{anc=bacle{(a@®c=b@c)entioa=h.

A demonstragdo € cldssica e pode ser encontrada em Dubreil e Dubreil-Jacotin

(1964).

Defini¢io A.18: Um didide <7 , ®, ® > ¢ distributivo se ¢ somente se ele é completo

e
VoD, Vae?D,

(CIA . ACh ACari A L) @a=(Ci® a) AL A, @ a) ACasr B a)A .,

paratodo ¢, e el <i1<n.

(C1®...®c, D@ . )raa=(C1A aA)D..BchAd)D (Cpp Aa)D ..

paratodocie fe 1 <i<n.

Nota-se que exige-se que a propriedade distributiva estenda-se para
subconjuntos infinitos. Os dois casos de distribuig@o, do A para 0 ® ¢ do @ para o A,
sdo exigidos pois um nio implica o outro no caso infinito. A demonstragio pode ser

encontrada em Dubreil e Dubreil-Jacotin (1964).

A.6 A Equacio X =AX @ B e a Operacao Estrela

Definicio A.19: Scja <2 , @, ® > um didide. Uma nova operagdo sobre os

elementos de 2 , chamada de operacdo estrela ¢ caracterizada como segue:

VaeD,a =e@a®a®a D ...
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As seguintes, sdo propriedades da operag@o estrela.

e aY=a",VpeN.
. (a*)* =a .

i * k *® *
e Sejaa’=g4sa®a .Assim,a =e@®a‘ea >a.

Teorema A.20: Seja x = ax @ b uma equagio implicita em x. Entdo x = a'b é a menor

solugdo da equagao implicita em x e para toda solucio x, tem-se que X = a_ x.

Demonstracao:

a) Mostra-se que a'b é a menor solugdo de ax @ b = x.

i)Se x é uma solugdo, entdo b < x e ax < x.® A partir de b < x segue-se que a’b < afx,
desde que a relagdo de ordem é compativel com a multiplicagdo e p percorre N.

11)Por outro lado, de ax < x segue-se que:

aax < ax

aaax < aax

aPx < af'x.
Ou seja, aPx < ...< aax < ax < x. Logo, aPx < x.
Utilizando o resultado de i) tem-se que a’b < x. Desse modo, pode-se escrever

essa tltima equagédo da seguinte forma:

ab= @ aPb<x
p=0

Isso caracteriza que a b é a menor solucdo da equagdo x =ax @ b.
Falta verificar que abé solucdio de x = ax ® b. De fato, ab=aab® b a qual
segue que, ab=(aa De)ba qual segue que, a b = ((a ® a’®...)®¢ )b, a qual segue

que, a'b=a'b. Portanto a'b é solucdo de x =ax @ b.

® Para uma discussdo maior sobre equagdes lineares em didides completos ver Baccelli et al (1992) e
Cohen et al (1989).
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b) Mostra-se que para toda solugfio, tem-se que X = a x .

Seja a equaglio x = ax @ b, substituindo a varidvel x do segundo membro da
equacdo por ax €@ b, tem-se:
X = a(ax @ b) @ b, e repetindo-se esse processo indefinidamente, tem-se:
x=a'x @ (e® ... ® " para todo p € N. Mas esta equacdo pode ser escrita da
seguinte maneira:
x= @ aPx® @D a"'bdonde segue-se que:

p=0 p=0

x=ax®ab. I

Mas a partir de a) acima e de b < x segue-se que ab < a'x, e pela definicdo de

relacfio de ordem, tem-se que:

ax=ax@®ab. ]
Comparando as equacdes I ¢ II conclui-se que:

X=ax.

Portanto a'x & solugfio de x = ax @ b, *

O teorema acima garante a existéncia de solugdes em dibides completos. Por
outro lado, se o sistema homogéneo x = ax tem uma solugdio w # &, entdo afirma-se
que para todo z € D , wz também € solugdo de x = ax. De fato, se w & solugio, entio
w = aw. Logo, wz = awz , € como aw = w tem-se que wz =wz. E mostrou-se que wz
também € solugio de x = ax. E também, se wz € solucio de x = ax, entio wz @ a b é
solucdo de x = ax @ b. De fato, x =ax @ b=>x =a(wz D ab) b= x = awz ® aa'h

®b=x= wz® (a2 ®e)b= x=wz @ ah. Mostrou-se entio que wz @ a'b é

solucdo de x = ax @ b sempre que wz for solugdo de x = ax.

Teorema A.21 Seja 2 um didide distributivo. Se x é uma solugdo da equagio x = ax
@ b entdio esta solugio pode ser escrita como X = w @ a b, onde w é solugdo da

equacdo homogénea x = ax.

Demonstraciio: Para qualquer solucfio dada da equagiio x = ax @ b, considera-se o

subconjunto Cx = { ¢ | x =c @ a'b}. Nota-se que se ¢ € C, entdo ac também pertence
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aCy.Defato, sexe Cyentiox =c@®ab=>ax =ac ® aa'b = ax = ac ® a’b. Mas
comox=ax @®beax=ac®absegue-sequex=@c@®ab)®b=x=ac®(ab P
by=>x=ac®ab. Portanto, mostrou-se que ac @ a'b também pertence a Cy , sempre
que ¢ € C, . Também, se c,d € Cy, entdo ¢ @ d também pertence a Cy . De fato, desde
quexax@x::»x:(c@a*b)@(d@a*b)xé(c@)d)@a*be C, . Portanto, se c €
Cy entdo ace C,.

Seja z o infimo do conjunto Cy . Assim, z = (C; A C2 A ... A Cyp A Cpel A..). COMO O

didide em questdo é distributivo, entdo z @ ab=( A ¢)@ab= A (c@a'b) .
ceC, ceC,

Portanto, z € C e por conseguinte az € Cy . Mas pela defini¢do de z, como sendo o
infimo, tem-se que z < az, ¢ entdo a'z < a'az o que segue que az < a*z, Mas pela
desigualdade expressa na definiciio A.19 tem-se que a" < a o que segue que a'z < a'z.
Logo a'z = a'z. Seja entfio w = a'z. Desse modo w = a w, mostrando que w=azé
solugdo da equagfio homogénea x = ax ¢ que (w @ a'b) ¢ solugio de x = ax @ b, onde

wédaformaaz ¢

Lema A.22 Seja <D, ®, @ > um didide comutativo completo. Entio tem-se que Va,

be?,(a®b)=a @b

Uma maneira simples de se provar o lema acima ¢ através da definicdo da
operacdo estrela e da comutatividade. Mas este lema pode ser obtido como um

corolario do seguinte teorema.

Teorema A.23 Sejam < 2, @, ® > um didide (ndo necessariamente comutativo) € a

P o - ” M Frd * * rd -~
equagdo X = ax @ xb @ ¢ a qual € implicita em x. Entdo a ¢cb € sua menor solucio.

A demonstracio pode ser encontrada em Baccelli et al (1992).

Lema A.24 Sejam <2, ®, ® > um didide comutativo e d um escalar. Entio para a

matriz A particionada em quatro blocos, onde az = d, tem-se que:

A a b
Se = entéo,
¢ d
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A = a @d*a*bc(a @bc)* d*(a @bc)*b
d cla®bc)” d" ®d c(a®bc)'b

A demonstracio pode ser encontrada em Baccelli et al (1992).

A.7 Equivaléncia Médulo z em Didides Comutativos

Num di6ide comutativo ¢ possivel definir uma relagio de equivaléncia e assim

considerar um conjunto quociente obtido por meio dessa relagfo.

Defini¢do A.25 Sejam <2 , @, ® > um diide comutativoe a, b, z € D . Diz-se que @

é equivalente a b médulo 7 (em simbolos, (a = b mod z) ) se ¢ somente se az’ = bz, .

Teorema A.26 A relacio de equivaléncia médulo 7 é uma relacio de equivaléncia

em? .

Demonstracio:

Para verificar se € relacdo de equivaléncia ¢ necessdrio verificar se a relacio &
reflexiva, simétrica e transitiva.
i) Reflexividade.
Para todo elemento a € D tem-se que (a = a mod z) pois, az’ = az .
ii) Simetria
Sejam a e b dois elementos quaisquer de 2 . Supde-se que eles estejam relacionados,
ou seja, (a=b mod z). Logo, tem-se que az = bz e segue que bz’ = az . Portanto (b
=a mod z).
iii} Transitividade
Sejam a, b e ¢ elementos de D . Supde-se que (a=b mod z) e (b =c mod z). Logo, az’
=bz ebz = cz*, portanto az =cz , Portanto (a = ¢ mod z).

Mostrou-se que a relacdo equivaléncia médulo z € uma relacio de equivaléncia.

L4
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Se a € um elemento qualquer de 2 , denota-se por [a], como sendo a classe de
equivaléncia médulo z determinada por a, ou seja,
fal.= { x I (x=amod z) }.

O conjunto quociente de 2 pela relagiio de equivaléncia médulo z serd denotado

por D/z . Dados dois elementos quaisquer de 2/z coloca-se, por definigio,

Ea]z @ [b]z =def {a @ b]z e
{a]z ® {b3z Zdef [a®b]z .

Precisa-se verificar, inicialmente, que a soma de [a], com [b]; e o produto de [a],
com [b], estio bem definidos, isto é, que a defini¢do acima ndo depende dos
representantes a e b das classes de equivaléncia [a], ¢ [b], , ou seja, precisa-se

demostrar que se

[al;=[a];e [b]l.=[b], |
entio,

[a®bl,=d@®b], e Il
[a®b], = [a'®b'], . 111

Ora, deIresultaqueaz=a'eb="0', logo, az’ = a7z e bz =bz .Somando-se as
duas equagdes resulta que, az Dbz =az bz e pela distributividade, (a®b)z’ =

(@®b)z o que resultaem, [a @ bl,=[a D b'],.

Apartirde [, az’ =az e bz’ = b'z". Multiplicando-se a primeira equacdo por bz’
tem-se que bz az" =bz'az e a Segunda equacio por a'z tem-se que az bz =az'b'z
o que resulta em abz =ab'z’. Portanto, [a®b], = [a'®b'], .Assim, mostrou-se que as
operagdes @ ¢ @ para as classes de equivaléncias no conjunto quociente 2 /z sio bem
definidas, ou seja, as operagdes nio dependem dos representantes das classes de

equivaléncia. A verificacio de que P /z é um didide é imediata e consiste numa
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simples andlise dos axiomas que determinam um didide.

Teorema A.27 Seja 2/z o conjunto quociente determinado pela relacio de
equivaléncia moédulo z. Entio < 2fz, @, ® > é um didide comutativo. Além disso cada

. ~ . . . *
classe de equivaléncia [a], tem um maior elemento igual a az .

Demonstracio:

Para demonstrar que o didide 2/z é comutativo deve-se provar que
[a®bl,~[b@a], ¢ [a®b], = [b®a], .
i) (a@b)z* = (b®a)z resulta que (a®b) = (b@a) o que resulta em [a@b], = [b@®a], .
ii)(a@b)z* = (b@a)z* resulta que (a®b) = (b®a) o que resulta em [a®b], = [b®a], .

Desde que z° > ¢, entdo az o qual ndo depende dos representantes da classe de

equivaléncia [a], € maior que todo elemento da classe de equivaléncia [a],.
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Apéndice B

Logica Proposicional Classica via

Tableaux Analiticos

B.1 Introducio

Neste apéndice faz-se uma revisdo dos conceitos tradicionais da ldgica
proposicional cldssica, observados através de tableaux analiticos. O estudo de logica
cldssica € muito vasto na literatura e pode ser encontrado em Mendelson (1987) e Dalen

(1980). Para abordagens via tableaux tem-se Fitting (1990) e Smullyan(1968).
B.2 Conceitos Basicos sobre Arvores

O método tableaux fundamenta-se no conceito de drvores. Consideracdes

pertinentes a arvores s3o descritas na segtiéncia.

Defini¢io B.1: Por uma drvore ndo ordenada 3 entende-se um conjunto S de pontos ao

qual associam :

» Uma fungdo N que atribui a cada ponto x um inteiro positivo N(x) chamado nivel de x.
o Uma relacdo x R y definida em S. A leitura é feita da seguinte maneira: x é um
predecessor de y ou y é um sucessor de x. A relagdo R deve satisfazer as seguintes

condig¢des:
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C : Existe um tnico ponto a; de nivel 1. Este ponto é chamado a origem da drvore.
C, : Cada ponto que ndo seja a origem tem um e um Unico predecessor.
C; : Para quaisquer pontos X e y pertencentes a S, se y é um sucessor de x, entdio

N(y)=N(O+ 1.

Definicio B.2: Um ponto € dito um pontoe final se ele ndo tem sucessores, um ponto é dito
um pento simples se cle tem exatamente um sucessor, ¢ um ponto € dito um ponte de

jungdo se ele tem mais de um sucessor.

Definicdo B.3: Um caminho é qualquer segiiéncia enumerdvel (finita ou néio) de pontos,
comegando pela origem, de tal forma que cada termo da seqiiéncia (exceto o tltimo, se

existir) € o predecessor do préximo.

Defini¢io B.4: Um caminho maximal ou um ramo é um caminho cujo dltimo termo é um

ponto final da drvore ou um caminho que € infinito.

A partir das condigdes C; , C; e C; tem-se que para qualquer ponto X na drvore

existe um Unico caminho tal que x seja o ponto final desse caminho.

Defini¢io B.5: Uma drvore ordenada S ¢ uma 4rvore ndo ordenada juntamente com uma
funcdio 6 que associa a cada ponto de jungfo z uma seqiiéncia 9(z) a qual nio contém

repeticfes, e cujo conjunto de termos consiste de todos os sucessores de z.

Assim, a partir de um ponto z de jungdo, é possivel indicar o primeiro, segundo,
terceiro, ..., sucessores de z. Também para um simples ponto x, diz-se do sucessor de x
como o unico sucessor de x.

Usualmente introduz-se a origem da drvore e seus sucessores como pontos abaixo

da origem. Um segmento de linha de x para y caracteriza que y € sucessor de X.

Definiciio B.6: Uma drvore 3 ¢ finitamente gerada se cada ponto tem um niimero finito de

SUCCSSOT1ES,
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Defini¢io B.7: Uma drvore 3 € finita se ela tem um namero finito de pontos, caso

contrério ela € dita infinita.

Definicido B.8: Uma drvore 3 ¢ dita n-ddica se ela tiver no miximo n sucessores em cada

ponto de juncio.

Neste trabalho as arvores serdio sempre diddicas, ou seja, em cada ponto de juncio
tem-se exatamente dois sucessores, o primeiro sucessor, ou sucessor da esquerda, e o

segundo sucessor ou sucessor da direita.

B.3 A Linguagem da Légica Classica Proposicional

Um tratamento semelhante aos utilizados em textos cldssicos de l1dgica € dado na
descri¢do da linguagem. Os textos Smullyan (1968) e Fitting (1990) fornecem um estudo
mais detalhado a respeito de tableaux analiticos. Descreve-se a seguir a sintaxe da

linguagem, suas caracteristicas e suas regras de formaggo.

Definicdo B.9: A linguagem da l6gica proposicional cldssica tem um alfabeto S

consistindo de:

a) varidveis proposicionais: Letras mindsculas py, ps, p2, .- !
b) conectivos: =, A, V, —> & &,

c) sinais de pontuacio: ( e ).

Em algumas partes do texto referir-se-4 a varidveis proposicionais como

proposicdes atdmicas.

' Quando ndo houver diividas no contexto, usar-se-d as letras mindsculas x, Y, P» G,... para representar
varidveis proposicionais.
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Defini¢do B.10: Uma expressdo é qualquer seqiiéncia finita $18583...8,, onde para cada i ,

1€i<n,8 ¢ S.

Defini¢iio B.11: O conjunto ¥ das formulas da linguagem é definido como segue:

a) Toda proposicdo atdmica pertence a 7

b) Se X e Y pertencem a 7, entlio (XAY), (XvY), (X>Y) e (X<Y) também pertencem a
2.

)SeX e Fentio (—X) e 7.

d) S¢ é férmula o que advém das condigdes a), b), e ¢) acima.

Obs.: X e Y nfo pertencem a %, ndo sio formulas da linguagem, mas séo utilizadas para
fazer referéncias as férmulas, Constituem uma metalinguagem, e as letras X, Y, ... sdo as
metavaridveis. Nesta metalingunagem, as letras maidsculas X, Y, Z, P, Q, R,

acompanhadas ou ndo de indices serdo usadas para representar férmulas.

Para quaisquer formulas X e Y da linguagem proposicional cldssica tem-se que:

(1) (=X) é chamado a negacio de X. e pode ser lido como “ndo X",

(2) (XAY) é chamado a conjuncio de X e Y, e pode ser lido como “X e Y. X e Y sdo ditos
conjuntivos.

(3) (XVvY) ¢ chamado a disjunciio de X e Y, e pode ser lido como “X ou Y”. X e Y sio
ditos disjuntivos.

{(4) (X— Y) € chamado a condicional de X ¢ Y, e pode ser lido como “X implica Y*. X é o
antecedente da condicional e Y o conseqiiente.

(5) (X«>Y) € chamado a bicondicional de X e Y, ¢ pode ser lido como “a bicondicional

entre Xe Y.

Definicio B.12 (Subférmula): X é uma subférmula de Y se
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a) X=Y, ou
b} Y=(YAY2), ou (YivYy), ou (Y1—=Y2), ou (Y1¢2Y3), e X é uma subférmula de Y, ou de
Y2, ou

¢} Y=(—Y) e X é subférmula de Y.
Obs.: Note que varidvel proposicional ndo tem subférmula distinta dela mesma.

Defini¢io B.13 (Principio de Inducfio): Seja P uma propriedade, entdio P(X) se verifica
para toda formula X € 7 se

1)P(p; ) &€ verdadeira, para todo i;

i)Se P(X) e P(Y) slo verdadeiras, entdo P(XAY), P(XvY), P(X—=Y) e P(X¢Y) também
sdo verdadeiras;

ii1)Se P(X) se verifica, entdo P((—=X)).

B.3.1 Propriedade Sintatica

Defini¢io B.14 (Principio de substitui¢do): E conveniente, em muitas situaces da logica
substituir férmulas por subférmulas. A notagio X[A/Y] representard a férmula que se
obtém a partir da substitui¢io de todas as ocorréncias de A em X, por Y. O principio da

substituicio pode ser definido como sendo uma funcio ¥ em 7 tal que:

a) X{A/Y] X,se X éatomicae X # A
{ Y,se X=A

b) (X*Z)IA/Y] X[A/Y*Z]AY]

¢) (=X)[A/Y] —X[A/Y]

onde * & {A, Vv, o, ¢ ).

115



B.4 A Semantica da Ldgica Proposicional Classica

Na se¢fo anterior foi descrito o comportamento dos simbolos da linguagem e como
manused-los segundo seu vocabuldrio. Nesta se¢do dd-se uma interpretacio conveniente
aos seus simbolos, de modo a poder analisar aspectos diretamente relacionados a uma
semdntica de dois valores. Neste caso, o valor verdadeiro (1) e o valor falso (f).

Uma proposigio atdmica pode ser verdadeira ou falsa, ndo podendo ser ao mesmo

tempo verdadeira e falsa, tampouco nfo ser nem verdadeira nem falsa.

Definicdo B.15: Uma funciio v: 7 — {t, f} é uma valoracdo® se para uaisquer formulas X,
€ ¢ ¢ para g

Y € Ftiver-se:

v (=-X) = tsev(X)=1;
f caso contrério.
vi(XAY) = tse v(X)=v(Y)=t;
f caso contrério.
viXvY)= tsev(X)=touv(Y)=t;
f caso contrério.
v(X—=Y)= tsev(X)=fouv(Y)=t
f caso contrério.
v (XeY) = tse v(X)=v(Y);

f caso contrério.

Toda férmula pode ser encarada como uma funcdo de verdade, pois seu valor

verdade depende dos valores-verdade de suas subférmulas.

*Comumente chamado de valoragiio booleana.
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B.S Propriedades Seméanticas

Um importante subconjunto das férmulas € aquele no qual todas as férmulas sdo

verdadeiras em todas as valoragdes.

Definicdo B.16: Uma férmula X ¢ dita ser uma tautologia se v (X) = t para toda valoracéo

V.

Doravante, o simbolo - serd usado para denotar tautologias na Iégica proposicional

classica. A leitura de # X serd : "A férmula X é uma tautologia".

Desse modo uma férmula € uma tautologia se ela assume o valor 16gico t para todas as

atribui¢Ges de valores verdade dado as suas varidveis proposicionais.

Definicio B.17: As férmulas que assumem apenas o valor 16gico f para qualquer

valoragiio v sdo chamadas de contradicfo.

Definicio B.18: Uma férmula X ¢ dita satisfativel se ¢ somente se existe uma valoracio v,
tal que v(X) = t. Em outras palavras, X € satisfativel se X é verdadeira em pelo menos uma

valoragio.

Definicio B.19: Um conjunto de férmulas S é satisfativel se existe v tal que w(X) = t para

todo X e S.

Definicdo B.20: Seja I" um conjunto de férmulas. Diz-se que a férmula X é consegiiéncia

légica do conjunto de férmulas I" (em simbolos, T" -X) se e somente se para toda valoracio

v,se W(Y)=tparatodo Y € I', entio v(X)=t.

Definicdo B.21: Se para toda valoragio v, W(X) = w(Y) entdo diz-se que as férmulas X e Y

sdo equivalentes (em simbolos, X = Y).
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B.6 Tableaux Analiticos

Descreve-se agora um procedimento de prova eficiente para a ldgica cldssica
proposicional, o qual € estendido para a 1dgica modal NK no capitulo 3.

Uma caracteristica importante que determina a versatilidade do método de prova
tableaux relaciona-se as férmulas envolvidas numa prova. Para se obter uma prova através
de tableaux analiticos as Gnicas férmulas necessdrias para a prova sio suas subférmulas.

Isso ndo acontece em outros métodos de prova tais como métodos axiomaticos.

Definicéio B.22: Uma formula assinalada é uma férmula do tipo FX ou TX onde X é uma

férmula.
Definicado B.23: Para qualquer valoragdo v, uma férmula assinalada TX é chamada de
verdadeira se v (X) = t, e falsa se v (X) = f. E uma formula assinalada FX é chamada de

verdadeirase v (X) =fedefalsase v (X)=1t.

Desse modo entende-se que o valor verdade de TX € o mesmo que o de X e o de FX

como sendo 0 mesmo que o de (-X).

B.6.1 O Método Tableaux

A seguir, inicia-se de modo intuitivo o desenvolvimento de provas por intermédio

de tableaux e segue-se na seqliéncia com uma exposicdo mais precisa do mesmo.

B.6.1.1 Hustracio do Método Tableau

Os tableaux analiticos sdo procedimentos de prova elaborados em forma de 4rvores

binarias. As drvores contém sempre um nimero finito de ramos. Cada ramo por sua vez é
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constituido por um conjunto de nés de tal forma que em cada né ocorra uma férmula
assinalada da 16gica. O objetivo de uma prova tableau € verificar se uma dada férmula X da
logica € tautoldgica ou ndo. Para tal inicia-se o tableau falseando uma férmula X e
prossegue-se aplicando regras de extensdo de ramos. A impossibilidade de falsear a
térmula X € caracterizada pela ocorréncia de contradicbes em todos os ramos do tableau,
denotando assim que X é uma tautologia. Se algum ramo nfo contiver contradicdes entre
suas foérmulas ent@o significa que existe a possibilidade de falsear a férmula, portanto X

ndo ¢ tautologia.

Exemplo B.24: Supde-se que se deseja provar a seguinte férmula (p — (p v q ) ). A seguir
estd um tableau que prova a féormula. A explicagio é dada a seguir,

(1) Flp—(pva)

(2)Tp

(3) F(pva)

() Fp

() Fq

X

O tableau ¢ construido como segue. Investiga-se a possibilidade de se obter uma
contradi¢io a partir da afirmacio de que a férmula em (1) € falsa. A primeira linha consiste
em colocar um "F" a frente da formula (p — (pvq)), caracterizando a tentativa de falsificar
a férmula em (1). Como a férmula em (1) é uma condicional, esta sé ¢ falsa quando o
antecedente for verdadeiro e o conseqiiente for falso. Introduz-se entdio nas finhas (2) e (3)
as tormulas que sdo consegiiéncia direta da férmula em (1), ou seja, adicionando-se Tp e
F(p v q ), respectivamente. Ja na linha (3), para que (pvq) seja falso deve-se ter que ambos,
p € q sejam falsos, ou seja, adiciona-se Fp e Fq como conseqiiéncias diretas da linha (3).
Desse modo tem-se uma contradi¢do, pois 4 p € atribuido o valor t e f a0 mesmo tempo,
como mostrado nas linhas (2) e (4). Isso caracteriza a impossibilidade da férmula em (1) ser
falsificada, logo € um tautologia. Diz-se, neste ¢aso, que o tnico ramo do tableau esrd
fechado, e coloca-se uma marca "X" no final do ramo fechado. Como esse tableau sé tem

um ramo entdo ele também € dito estar fechado. Caso existisse mais de um ramo no
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tableau, este para ser fechado deveria conter contradi¢des em todos os ramos. O exemplo a

seguir ilustra tal procedimento.

Exemplo B.25: Objetiva-se provar a férmula (p—q)—(—pvq).

(1) F((p—q)—>(—pva))
() T(p—q)

(3) F(—pvq)

(4) F(—p)

(3) Fq

(6) Tp

T~

(7)Fp (8) Tq

Note que neste tableau tem-se dois ramos:
(1) o ramo constituido por (1), (2), (3), (4), (5), (6) e (7);
(1) o ramo constituido por (1), (23, (3), (4), (5), (6) e (8).

As linhas (2) e (3) advém da linha (1), as linhas (4) ¢ (5) advém da linha (3), a linha
(6) advém da linha (4) e as linhas (7) ¢ (8) advém da linha (2), pois para que {p—q) seja
verdadeiro em (2), deve-se ter que p deve ser falso, Fp, ou g deve ser verdadeiro, Tq,
ocorrendo uma bifurcacdo. E os dois ramos desse tableau fecharam , pois em ambos
ocorrem contradi¢des, caracterizadas em (i) por Tp e Fp ¢ em (ii) por Fp e Tq. Logo a

formula (p—q)—(p~»q) ndo pode ser falsificada, portanto é uma tautologia. Logo, o

tableau estd fechado por conter contradigdes em todos os seus ramos.

Obs.: Os nimeros colocados ao lado das férmulas sdo utilizados apenas para se fazer

referéncias as férmulas, eles ndo fazem parte da construgao dos tableaux.

120



B.6.2 Regras de Extensido de Ramos

Vai-se agora esquematizar as regras que servem para estender os ramos de um
tableau. Apesar das regras serem de cardter sinttico, dizerem a respeito da sintaxe do
sistema, sua motivagdo intuitiva ¢ de ordem seméntica. Por exemplo, uma regra de extensio

para o conectivo v ¢ dada por :

FXVvY)
FX
FY

Tabela B.1: Exemplo de regra de extensio de ramos

Esse esquema € uma regra que pode ser interpretada semanticamente como: uma
disjungdo é falsa se e somente se ambos os componentes dela sdo falsos.

Na seqliéncia expde-se as regras tableaux de extenso de ramos.

TXAY)  FXVvY) |[FX->Y) F-X
X FX X TX
TY FY FY TX

Tabela B.2 Regras que inferem conseqiiéncias diretas nos ramos

FXAY)

TX vY)

T(X =Y)

T—X

FX

FY

X

TY

FX

TY

FX

FX

Tabela B.3 Regras que bifurcam ramos

As formulas assinaladas se caracterizam por dois tipos, aquelas que inferem

conseqiiéncias diretas em um mesmo ramo, e aquelas que inferem bifurcacdes.
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Pelo visto at€ agora, qualquer aplica¢io de regras de extensfio de ramos caracteriza
um tableau. No exemplo B.26, a seqiiéncia de linhas (1),(2) e (3) sdo suficientes para
determinar um tableau. Mas nfo permite decidir se ocorreu ou nfo uma prova da férmula
(p—q)—(—pvq). Um procedimento de "parada" na utilizacfo das regras de extensdo de
ramos que determine se uma prova ocorreu ou nio € obtido quando se completam os ramos.
Um ramo de um tableau ¢ dito ser completo se nenhuma férmula ficou sem sofrer a

aplicacio de alguma regra de extens3o de ramos.

Exemplo B.26: Analisa-se o tableau para a formula (p—(ga(p—p))).

(1) F(p—(ga(p—p)))
(2) Tp
(3) F(ga(p—p))

N

4) Fq (5) F(p—p)
(6 Tp
(7) Fp
X

Note que este tableau ndo fechou, apesar de se ter aplicado regras a todas as
formulas do tableau. Neste caso, todos os ramos do tableau acima sdio completos. O ramo
(1), (2), (3), e (4) estd aberto, isto significa que ndo ocorreu contradi¢cdo, logo é possivel
falsificar a formula em (1). Para isto basta atribuirmos a varidvel proposicional p o valor t e
a varidvel proposicional q o valor f. Intuitivamente, pode-se dizer que num tableau que ndo
€ fechado, existe algum ramo onde ndo houve contradicdo, isso significa que aquele ramo é
um caminho que se tem para encontrar uma valoracio que falsifique a férmula da origem
do tableau. Assim, a tentativa de falsificar a férmula (p—{(ga(p—p))) foi bem sucedida, ou

seja, € possivel encontrar uma valoragio onde aguela formula é falsa.
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B.6.3 Conseqiiéncia Légica

Pode-se também usar o método de tableaux analiticos para se analisar
conseqiiéncias légicas. Supde-se por exemplo que se deseja verificar se (p—1) €
conseqiiéncia 16gica de (p—q) e de (g—r). Para isso, pode-se simplesmente verificar, via
tableaux, se ((p—q)A(q—1))—>(p—r) é uma tautologia, ou construir um tableau comecado

por

(1) T(p—q)
(2) T(g—1)
(3) F(p—r)

e verificar se o tableau fecha. Fechando, significa que nio é possivel falsificar a férmula da

linha (3) tendo as duas primeiras como verdadeiras.

Definicio B.27: (Conseqiiéncia Loégica em Tableaux) A férmula Y ¢ consegiiéncia

logica de X, Xo, ..., X, se e somente o tableau para a férmula (X;AXoA...AX )Y fechar.

B.6.4 Notacao Unificada

Para evitar repeticBes nas caracterizacbes das férmulas assinaladas, utiliza-se uma
notagéo que traz algo em comum em certas classes de férmulas. Por exemplo, nas férmulas
da forma T(XAY), F{XvY), F(X—=Y), T-X, F-X, tem-se em comum a conseqliéncia direta
na extensdo de ramos e também um comportamento conjuntivo. Isso sugere que se resuma
todos esses casos simplesmente por um dnico tipo de férmula, chamado de férmulas o (ou

férmulas do tipo o). Uma férmula do tipo o terd como componentes o € Oz . Assim,
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o o o
T(XAY) TX TY
FXvY) FX FY
FX-Y)| TX FY

F—X TX TX

Tabela B.4: Regras para o-férmulas

Essa notagao traz grandes vantagens na defini¢do das regras de extensdo de ramos,
pois aquelas que tem conseqiiéncia direta nos ramos sfo caracterizadas simplesmente pelas

férmulas do tipo o.

Exemplo B.28: Se o = T(XAY) entdo oy = TX e o = TY. A ilustragfo da aplicacio da

regra de extensdo de ramo a wma férmula do tipo o é dada a seguir.

i) TXAY)
(i+k) TX
(i+k+1) TY (i,ke N)

O mesmo se aplica para os outros casos das férmulas do tipo a.

As formulas do tipo of comportam-se conjuntivamente . Assim, sempre que © é

verdadeira tem-se que O € o também o sio.

Raciocina-se de modo andlogo para as férmulas que produzem uma bifurcacéio nos
nds de um tableau, ou seja para aquelas férmulas que se comportam disjuntivamente.
Chama-se estas de férmulas B ( ou férmulas do tipe B ). Seus componentes sdo B e B .

Assim,
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B P B2
FXAY) | FX FY
TXVY) | TX TY
TXSY) | FX TY

T-X FX EX

Tabela B.5: Regras para B-formulas

As férmulas do tipo B comportam-se disjuntivamente. Logo, se uma férmula do

tipo BB € verdadeira entdo §, é verdadeira ou B3, € verdadeira.

Seja B = T(XvY) com componentes B1=TX ¢ B,=TY. A ilustracio da aplicacio da

regra de extensdo de ramos a uma férmula do tipo B € dada a seguir.

(1) T(X=Y)

(i+k) FX (4D TY

ke N

Desse modo, com a notac@o unificada para férmulas, define-se de modo muito

simples as regras de extens@io de ramos. Estas sio englobadas em dois casos. Aqueles onde

as formulas se comportam conjuntivamente (férmulas do tipo o), e aqueles onde as

formulas se comportam disjuntivamente (férmulas do tipo B). Resume-se as regras para a

notagdo unificada em:

Regra o o

(65

G2
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Regra B : B

/N

B B2
Obs.: E comum referir-se as férmulas do tipo o e do tipo B como - férmulas ou B-

férmulas, respectivamente.
B.4.5 Definicio Precisa de Tableaux

Uma defini¢@o precisa do que € um tableaux ainda ndo foi exposta, apesar de se ter
trabalhado e descrito provas através de tableaux. A espera se justifica pelo fato de se
pretender utilizar a notagdo unificada para o mesmo. Sem descaracterizar as definicdes
enunciadas até esse ponto do trabalho. No que se segue define-se precisamente os conceitos

relativos a tableaux analiticos.

Definicio B.29: Um tableaux analitico para uma férmula X é uma arvore ordenada
diadica , cujos pontos sdo ocorréncias de férmulas, ¢ é construido como segue. Comeca-se
por colocar FX na origem. Seja 3 um tableau construido para X e seja E um ponto final.
Ento pode-se estender 3 por uma das seguintes operacdes:

1) Se alguma o-férmula ocorre no ramo Rg, entdio pode-se juniar o ou 0 como 0s {inicos
sucessores de E;

ii) Se alguma B-férmula ocorre no ramo Rg , entdo pode-se simultaneamente adicionar B,

como sucessor da esquerda de E, e 2 como o sucessor da direita de E.

A definic@o indutiva de tableau para X pode ser exposta da seguinte maneira. Dadas
duas drvores ordenadas diddicas 3, e 3, , cujos pontos sdo ocorréneias de férmulas. Diz-se
que 3, é uma extensdo direta de 3, se 3, puder ser obtido a partir de 3, por aplicagiio de
uma das operacdes i} ou ii) acima. Entfio 3 ¢ um tableau para a férmula A se e somente se

existir uma seqiiéncia finita 3, , 32, ..., 3, = S tal que 3; € uma arvore contendo um dnico
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ponto, qual seja, a origem FX, e tal que para cada i <n, S;;; € uma extensio direta de J; .

Defini¢do B.30: Um ramo 6 de um tableau para formulas assinaladas é dito estar fechado

se:

- ¢le contém TX e FX para alguma férmula X ;

Definicio B.31: Um tablean 3 ¢ dito estar fechado se todos seus ramos estdo fechados.

Definicdo B.32: Uma prova de X é um tableau fechado comegado por FX.

Definicio B.33: Um rame de um tableau é dito satisfativel se ¢ somente se o conjunto de

férmulas que ele contém € satisfativel.

Definicio B.34: Um tableau ¢ satisfativel se ¢ somente se tem pelo menos um ramo

satisfativel.

3.4.6 Correcao

Teorema B.35: Supde-se que 3 € um tableau satisfativel. Seja 3' um tableau que € obtido a
partir de 3 pela aplicagio de uma simples regra de extensdo de ramos ( regra o ou regra f3 ).

Entio Q' é satisfativel.

Demonstracio: Como 3§ € satisfativel, algum ramo de 3 é satisfativel. Assim, ao aplicar
uma regra de extensfio de ramos em qualquer ramo que nio seja aquele que ¢ satisfativel, o
tableau 3' resultante ainda terd aquele ramo satisfativel e portanto serd satisfativel.
Supde-se agora que O seja um ramo satisfativel do tableau § e que uma regra de extensio
de ramos € aplicada em 6. Entdo tem-se que analisar dois casos, qual sejam, o caso em que
aregra ¢« € aplicada ¢ 0 caso em que a regra 3 é aplicada.

Primeiro caso: Supde-se que a partir de 8 aplica-se a regra ¢, ou seja, 8 contém S w { o },
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onde S € o conjunto de todas as férmulas de 6 diferentes da férmula o Assim tem-se que 3'
serd um dos trés subcasos:

1) Sufo, o }tou

i) Su{a,o,o fou

wSuf{o,o}.

Mas oy , 0 slo verdadeiros sempre que o o for ( pois as férmulas comportam-se

conjuntivamente ). Desse modo em quaisquer subcasos 3' serd satisfativel.

Segundo caso : Supde-se que a partir de 8 aplica-se a regra B , ou seja, 8 contém S U | B}

*

onde S € o conjunto das férmulas contidas em 0, mas que diferem de . Assim 3' serd um

dos dois subcasos:
i} SU{B,Pi}ou
)SUiB. B2}

Mas se f§ € verdadeiro entdio pelo menos um dos componentes de B serd verdadeiro,
isto €, ou B; serd verdadeiro ou B, serd verdadeiro ou ambos ( as férmulas B comportam-se
disjuntivamente ). Portanto como S U { B } é satisfativel entdo 3" terd ao menos um ramo
satisfativel, proveniente de S v { B, B; } ou proveniente de S w { B, B2 }. Assim em
quaisquer subcasos 3 serd satisfativel,

Portanto, se 3 & satisfativel, 3' também & satisfativel. ¢

Se um tableau 3 € fechado entio ele contém todos os ramos fechados, o que
significa que em todos os seus ramos deve-se ter TX e FX para uma certa férmula X. Logo
ndo existe valoragdo v que deixe TX e FX verdadeiras ao mesmo tempo, o que implica que

nenhum ramo nessas condigdes € satisfativel. Portanto um tableau fechado ndo pode ser

satisfativel,

Teorema B.36(Correcfio ): Se X tem uma prova tableau entfo X é uma tautologia.

Demonstragao : Supde-se por hipétese que X tem uma prova tableau e que X nfio é uma
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tautologia, e chega-se a uma contradicio.

Se X tem uma prova tableau entdo nenhum ramo desse tableau é aberto, ou seja todos os
ramos fecham. Se X ndo ¢ tautologia, ent@o existe uma valoragio vtal que v { X ) =f. Um
tableau para X comega com FX, e se X ndo é uma tautologia, existe um caso onde v (X ) =f
e consequentemente FX € verdadeiro. Assim, o conjunto {FX} é satisfativel. Seja S o
tableau comecando por FX. Pelo teorema anterior qualquer extensdo 3' de 3 serd
satisfativel, ou seja um tableau comecgando com FX terd um ramo satisfativel. Mas isso
contradiz a hipétese de que X tem uma prova tableau, ou seja, todos os ramos do tableaun
comecando por FX fecham ( ndo sdo satisfativeis ). Portanto, se X tem uma prova tableau,
X € uma tautologia. ¢

Isso mostra a consisténcia do método tableau, pois nenhuma férmula e sua negaco

sdao ambas provadas.

B.6.7 Completude

Agora, objetiva-se verificar se as regras sdio suficientes para provar as tautologias.
Para pensar em completude € preciso pensar em um procedimento que garanta que se uma

prova existe, ela serd encontrada.

Defini¢do B.37: Um ramo 0 de um tableau é dito ser completo se para cada o-férmula que
ocorre em 8, ambos o4 e 0 também ocorrem em 9, e para cada B-férmula que ocorre em 9,

B1 ocorre em 0 ou B, ocorre em 6.

Definic¢fio B.38: Um tableau S ¢ completado se cada ramo de 8 ou estd completo ou esté
fechado.
Deseja-se mostrar que se um tableau 3 estd completado e é aberto entdo tem pelo menos

um ramo satisfativel.

Definicdo B.39: Um conjunto H de férmulas proposicionais é chamnado um conjunto de
Hintikka, sempre que :

H1- Nenhuma varidvel proposicional e sua negagio estdo ambos em H:
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H2-Seoe Hentdio oy € Heone H:

H3-Se e Hentdo B e HouPr e H:

Lema B.40 (L.ema de Hintikka): Cada conjunto H de Hintikka ¢ satisfativel.

Demonstracéo :
Seja H um conjunto de Hintikka. Deseja-se encontrar uma valoracdo na qual cada elemento

de H seja verdadeiro, Para tal atribui-se o seguinte :

I-seTpe Hentdov (p) =t

2-seFpe Hentdov (p) =1,

3- se nem Tp, nem Fp pertencem a Hentdo v (p) =1t

Mostra-se agora que cada férmula pertencente a H é verdadeira sob esta interpretacio. A

prova serd feita por indugéo.

Base Indutiva : As férmulas de grau O ( varidveis proposicionais ) sdo verdadeiras por

construcio.

Hipétese Indutiva : Supde-se que as férmulas de grau k < n sejam verdadeiras. Mostra-se

que as de grau n também sdo verdadeiras.

Caso 1 : Supbe-se que X € do tipo 0. Se X € H entdio o e ¢, também pertencem a H ( por
H1 ). Mas o e oz sdo de grau menor que o

Portanto por hip6tese de indugfo, sdo ambas verdadeiras. Isto implica que o é verdadeira.
Caso 2 : Supde-se que X € do tipo B. Se X € H entdo B, ou B, pertencem a H (por H2 ).
Mas B; ou B, sdo grau menor que B. E como pelo menos uma delas pertence a H, por
hipétese de indugfo, pelo menos uma delas ¢ verdadeira. Isto implica que B é verdadeira.

Isso conclui a prova de que o conjunto H de Hintikka € satisfativel. +

Teorema B.41: Qualquer ramo completo aberto de qualquer tableau é satisfativel.
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Demonstrag¢do: Se um ramo ¢é aberto ele ndo contém nenhuma férmula e sua negacgio
(condicdo H;). Se o ramo € completo entfo se o pertence ao ramo pela definiciio de ramo
completo tem-se que o e O pertencem ao ramo ( condigdo H2 ) e 0 mesmo argumento
para qualquer férmula B que pertenga ao ramo, ao menos B; ou B, pertencem ao ramo
(condi¢do H3 ). Portanto, urm conjunto de férmulas pertencente a um ramo aberto completo

satisfaz as condi¢des do conjunto de Hintikka, e pelo lema de Hintikka, ¢ satisfativel. ¢

Teorema B.42 (Completude): Se X € uma tautologia, entdo X tem uma prova tableau.

Demonstra¢@o: Mosira-se por contraposicio. Supde-se 3 um tableau completado
comegando por FX. Se 3 ndo tem uma prova tableau, entio existe um ramo que é aberto ¢

completo, ¢ pelo teorema anterior € satisfativel. Logo a origem FX ¢ satisfativel, e portanto

X nao pode ser tautologia.

Portanto se X € uma tautologia entfio existe uma prova tableau para X.
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