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Resumo

Esta dissertagdo tem como objetivo principal o estudo de problemas de controle
H,/H,, de sistemas lineares com parametros sujeito a saltos markovianos. Sao tra-
tados tanto o problema de realimentacio de estado quanto o de realimentacao de
saida, além da filtragem. Todos os controladores e filtros sdo expressos em termos de
equagdes de Ricecati e desigualdades matriciais lineares.

Abstract

The main aim of this thesis is to study jump linear continuous-time systems Hy/H,
control. Both state and output feedback problems are addressed, as well as filtering.
All controllers are written as Riccati equations and linear matrix inequalities.
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Capitulo 1

Introducao

Entre os varios objetivos da teoria de controle, de papel fundamental é certamente
a busca de robustez. Quando sfo levados em consideragio sistemas reais, limitacoes
inerentes ao processo de medida tornam na maioria das vezes praticamente impossivel
determinar com certeza os pardmetros do sistema. Ainda que se obtenha precisio sa~
tisfatdria nos processos de medida, outros problemas surgem & tona. Perturbacdes
provenientes do meio em que o sistema se encontra podem afetar seu comportamen-
to; para que possam ser tratados segundo os resultados da teoria linear de sistemas,
aqueles originariamente nao-lineares sio representados por modelos lineares, portan-
to aproximados. Essas questdes e muitas outras levam & necessidade de se estudar
técnicas de projeto de controladores que garantam ndo somente um bom desempe-
nho nas condicées nominais de funcionamento, mas também estabilidade frente As
eventuals incertezas sobre o sistema.

Diferentes abordagens vém sendo estudadas tendo em vista a garantia da robus-
tez. Principalmente para o caso de sistemas deterministicos, encontram-se na litera-
tura muitos resultados, como a solugdo do problema de custo garantido, em que os
parametros do sistema encontram-se dentro de um conjunto convexo poliedral, e o
problema de controle H,,, que garante a estabilidade do sistema frente a classes de
perturbagoes com normas limitadas {para ambos os problemas, veja [2]).

Enquanto para o caso deterministico muitos resultados ja foram obtidos, na area
de sistemas estocdsticos permanecem os problemas em aberto mais abundantes que
as solucoes. Resultados da mais alta relevincia e relativamente antigos para sistemas
deterministicos s@o bastante recentes nesta drea'. Como exemplo, observa-se que
talvez um dos primeiros artigos a estabelecer condi¢oes necessarias e suficientes para a
estabilidade de sistemas com parametros sujeitos a saltos markovianos data somente
de 1990 [10]. Uma andlise do estado da arte na teoria de controle desses sistemas
comparado ac mesmo estado para sistemas deterministicos pode ser encontrada em

... que continua uma vasta e indspita texra de ninguém, a ser explorada pelos mais destemidos
cavaleiros e amarzonas da santa cruzada do controle.



2 Capitulo 1. Introducgéio

4], revelando grande defasagem dos primeiros.

N#o obstante as dificuldades, e talvez até mesmo por causa delas, esta é uma drea
com enorme apelo, com intimeras aplicacoes?. Os modelos com pardmetros sujeitos
a saltos markovianos fornecem representactes mais convenientes para sistemas que
apresentem mudancas abruptas em seu comportamento, seja por for¢a de perturbagoes
externas, falhas de componentes, mudancas no ponto de operacdo, quando se trata
de sistemas nao-lineares, entre outros. Dada sua versatilidade, problemas das mais
diversas areas podem ser representados. Um exemplo é o modelo macroeconomico
apresentado em [17].

Neste trabalho, tratam-se problemas de controle com realimentacio de estado e
realimentacdo de saida para sistemas com parimetros sujeitos a saltos markovianos.
Os problemas de realimentagdo de estado ja foram resolvidos em outros trabalhos,
no entanto é preciso notar que se adotava, basicamente, a técnica de programagao
dinamica. Neste trabalho eles serdo abordados a partir da anilise convexa, basea-
da nas normas H, e H,,. Com o auxilio dessas normas, os problemas de controle
serdo convertidos para problemas de otimizacio sujeitos a LMIs®. O grande atrativo
dessa técnica, como veremos a seguir, é trazer uniformidade para os problemas de
realimentacao de estado e realimentacdo de saida, que poderao ser tratados com as
mesmas ferramentas, sem necessidade de consideragdes sobre filtragem, teorema da
separacao e outros, além de permitir a parametrizacio de diversos controladores ao
mesmo tempo. O problema de filtragem também é resolvido pelas mesmas técnicas,
tornando-se um problema convexo.

Os capitulos seguintes estdo organizados como se segue:

s Capitulo 2 : Conceitos basicos. Neste capitulo é definido o tipo de sistema a ser
tratado e sao apresentados resultados ja existentes relevantes para o estudo em
questao, como as condicoes de estabilidade, as normas Hy e Hy;

e Capitulo 3 : Realimentacao de estado. Os problemas de controle H, e Hy, sao
tratados do ponto de vista convexo para o caso em que o estado do sistema é
totalmente medido;

e Capitulo 4 : Realimentacgio de saida e filtragem. Novamente os problemas
de controle Hy e H, sdo tratados, porém considera-se que o estado é apenas
parcialmente medido. Sao projetados ainda filtros Hs e H, que langam nova
luz sobre os resultados do Capitulo 4 e permitem sua melhor interpretacao.

e Capitulo 5 : Problema misto Hy/H,,. Aplica-se o algoritmo proposto em [5]
para encontrar uma solugao 6tima local para esse problema, no caso de sistemas
com parametros sujeitos a saltos markovianos.

2... que justificam o esforgo daqueles para os quais o mero desafio néo é razdo suficiente.

“"Demgualdades Matriciais Lineares, do inglés Linear Matriz Inegqualities.



e Capitulo 6 : Conclusbes e perspectivas do controle de sistema com pardmetros
sujeitos a saltos markovianos.

e Apéndice A : Conceitos introdutérios de processos estocasticos.

¢ Apéndice B : Introdugdo a LMIs e resultados relevantes relacionados.



Capitulo 1. Introducao




Capitulo 2

Conceitos basicos

Neste capitulo pretende-se apresentar 0 modelo a ser utilizado, definicdes e resultados
relevantes relacionados ao mesmo. Embora sejam resultados conhecidos, ji presentes
na literatura, suas demonstragoes sao incluidas com o propésito de tornar o texto auto-
contido, facilitando sua leitura. Os resultados de estabilidade podem ser encontrados
em [9, 10]. A norma H, j4 fol discutida em [3], e [16] trata a norma H,, de sistemas
com saltos markovianos.

2.1 O modelo

O modelo a ser utilizado possui a seguinte estrutura:

2 = Cy(6y)z (2.1)

onde z € R* 6, € {1,2,..,N}, w € R" e z € RP denotam respectivamente as
variaveis de estado continuas e discretas, de entrada e de saida, 23 é o estado inicial
da parte continua do sistema, suposto conhecido, e # ¢ uma varidvel aleatéria com
probabilidade
P(@ == ?,) = (¥;

onde P(.) denota a probabilidade de (.). Observe-se que o sisterna contém uma parte
continua e uma discreta, motivo pelo qual ele é dito hibrido. Além disso, {#;,1 €
[0, +00) } é um processo markoviano tal que

; - A+ O(A i g
pij(A) = Plbrya = jl0p = i) = { IiAiiA“g“C))(A) zi;

onde A;; > Oparai#j, Ay <0e
N

Y =0
Fe=l

5



6 Capitulo 2. Conceitos bdsicos

Pode ser caracterizada, portanto, a matriz de transicio
A ={A;}

que contém as taxas de transicdo entre os estados da cadeia de Markov representada
por 6.

Note-se que o fato de esse processo ser markoviano implica que a distribui¢ao con-
dicional de primeira ordem apresentada acima estabece totalmente o comportamento
da cadeia, ndo sendo necessario definir as distribuicoes de ordens superiores.

Neste ponto torna-se oportuna uma breve consideracao sobre a riqueza proporcio-
nada pelo modelo. Ele engloba ndo somente os possiveis valores que os parametros
podem tomar mas também as probabilidades de transicio entre cada conjunto dos
mesmos. Como serd visto a seguir, esse fato tem implicagbes importantes quando sio
consideradas questées como a estabilidade do sistema. Observe-se também que, dado
que o objetivo principal do modelo é compreender possiveis variagoes dos pardmetros,
poderia ser alegado que para tanto bastaria definir uma regiao convexa que englobasse
todos os pontos de operagao possiveis. No entanto, é necessario lembrar que, nesse
caso, a robustez seria exigida para todos os pontos no interior do conjunto convexo, e
nao somente aqueles em que os parametros deveriam efetivamente estar, sem contar
a desvantagem adicional de nao se conhecer as probabilidades de transicio entre os
modos de funcionamento. Este aspecto serd discutido com mais detalhes a seguir.

Para simplicidade de notacao, escreveremos A; = A(f;, = i) e do mesmo modo
para os demais pardmetros.

A seguir serao apresentados os conceitos de estabilidade e normas H,/H,,, no
contexto de sistemas com parametros sujeitos a saltos markovianos.

2.2 Estabilidade

Em sistemas estocasticos encontramos diversos conceitos diferentes de estabilidade
{(veja [9]). Neste trabalho, serd considerada a estabilidade estocdstica, definida da
seguinte maneira:

Definicao 2.1 (Estabilidade estocdstica) O sistema (2.1) serd dito estocasticamen-
te estdvel quando existir M = M’ > 0 ' tal que

E [ /G " a(8) () dt)0s| < M

onde B[] denota a esperanca matemndtica de [.]. O

'M' indica M transposta. M > 0 indica M simétrica e definida positiva.
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A definigdo acima tem como implicagdo que, dado um estado inicial qualquer
{zo,60), z(t) deve convergir na média quadritica assintoticamente para a origem.
Neste caso, como pode ser visto em [9], existirdo a e b positivos tais que

E[[iz®)]?] <oliz0)|Pe®  ¥ie [0, +o0)

Como o sistema ¢é linear considera-se, sem perda de generalidade, o ponto de
equilibrio z = 0. Além disso, no teorema a seguir consideraremos entrada de ruido
nula.

Condigoes necessarias e suficientes para a estabilidade estocdstica foram estabele-
cidas pela primeira vez em [10], cujo resultado principal é reproduzido a seguir.

Teorema 2.1 [10] O sistema (2.1) com entrada de ruido w nula é estocasticamente
estdvel se e somente se, para quaisquer (Q; = @, > 0, ¢ = 1,..., N, cada P, = P/
satisfazendo as N equacgdes de Lyapunov acopladas

N
=1

for definida positiva.
Prova :

e Suficiéncia :

Vamos tomar a funcio estocastica de Lyapunov V{z(t),8;) = z(t) P(0,)z(t).
Portanto, sendo £ o operador do gerador infinitesimal (vide apéndice A):

N
F=1

= —z'Qr
Dividindo os dois lados da igualdade por V(z,1), obtemos

LV(x.6,=1)  2'Q
V(z,0, =1  z'Px

/\mm(Qa)
< —
Zénll% )\ma:c( )

onde A () € Apaz(.) s80 os antovalores minimo e méximo, respectivamente.
Definindo

= min —RA XL g
O N M (B
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observamos que
o que implica

Portanto
: T ! o< 1 T matd fP
qﬁgroloE U] () P(0y)z(t)dt|8y = i| < dm [ e tay Py
< o tag Py
Finalmente, chegamos ao resultado desejado
B [ / wx(t)’m(t)dtit%} < 2, M
G

escolhendo M > EX;%-(-P—) para todo 1.

Necessidade :

Vamos considerar a funcao
(o P(T ~£.002) =B | [ a(r) QU00)a(r)arla(0.0]

Se z(t}) # 0, dado que Q(f;) > 0, ou z(t))P(T — t,0;)z(t) aumenta mono-
tonicamente com o aumento de T, ou ele aumenta monotonicamente até que
E [z{7)'Q(8:)z(T}] = 0, para qualquer 7 > £. Como o sistema é estdvel, a se-
gunda situacao deve ocorrer quanto T tende ao infinito e o limite abaixo existe:

T—ro0

z() Px(t) = lim E Uj (7)Y Q8 )z (r)dr|x(t), 0, = z} (2.3)

Como a igualdade (2.3) é valida para qualquer z{t}, temos
P = %Lngo P 1,8, =1) (2.4)
Observe-se que F; > (0. Vamos agora considerar a expressao
z(t) P(T —t,0)x(t) —E{(z{t + A)P(T —t — A, O p)z(t + A)|z(t), 6, = 4]
~E [ [ ey la), 6, =
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Desprezando os termos em O{A), dividindo ambos os lados por A e tomando o
limite A — 0%, teremos:

N

j=1

+P(T — 1,6, = D)]a(t) = a(t) Qiz(t)

Lembrando que o limite {2.4) existe e uma vez que a expressio acima é valida
para qualquer x(t), entdo P; > 0,7 = 1,..., N resolvem as equacdes de Lyapunov
acopladas
N
AP+ PA+ Y MFP+Qi=0,i=1,.,N

=1

E importante notar que a igualdade acima vale devido & existéncia do limite
(2.4), garantido pela estabilidade estocéstica do sistema, pois nesse caso

lim P(T —t,0, =14) =0

T—oo

0 que prova o teorema proposto. 0

Observamos que, como ¢); > 0 sdo matrizes arbitrarias, podemos reescrever (2.2)
como LMIs

N
A;R + P A; + Z )\iij = —(};
=1

< 0, i=1,...,N (2.5)

Alternativamente, podemos ainda definir X; = P* > 0 e estabelecer a condicéo
de estabilidade estocdstica com LMIs em termos dessa nova varidvel. De fato, multi-
plicando (2.5) por X; & esquerda e & direita, obtemos

N
AXy + XA+ A X X' X <0, i=1,.., N
j=1
Aplicando complemento de Schur nos termos nio-lineares, obtemos

[ AXs + XA + X, Ri(X)

Ri(XY 50X ] <0 i=1..<N

onde

IQ@Y):[VG;X;“.¢A@4ﬁngU@+mAQ_. ANF&} (2.6)
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Si(X) = —diag(Xs, ..., Xi—1, Xig1, -, Xn) (2.7)

onde diag(.) é uma matriz bloco-diagonal com os blocos nido-nulos dados por (.).
Observamos que a estabilidade de A;+ %Aiif para todo i é condigao necessaria para
a estabilidade estocastica do sistema. No entanto, é interessante notar que a condicdo
de estabilidade estocdstica ndo implica estabilidade de cada modo de operagio do
sistema, o que ressalta o ponto mencionado na se¢io anterior sobre a relevincia de se
englobar no modelo as probabilidades de transi¢io entre os diversos modos de ope-
racho. De fato, recordando-se que alguns modos de operagdo podem ser transientes,
nao é realmente necessario exigir a estabilidade, uma vez que se espera que o sistema
nao permaneca em um desses modos em regime. Por isso, mesmo que eles sejam
instaveis, o sistema deverd passar a outros estados apés um intervalo finito de tempo,
garantindo a estabilidade estocdstica. Esse fato ¢é ilustrado no seguinte exemplo:

Exemplo 2.1 Vamos considerar um sistema escalar com dois modos de funciona-
mento, com

A =095, Ay =-29, A= { 0.1 =0.1 }

Evidentemente, o primeiro modo de funcionamento do sistema ndao € estdvel. No

entanto, aplicando o Teorema 1 com (Qy = Qs = 2, obtemos My = 2 e My, = 931, 0
que demonstra que o sistema € estocasticamente estdvel, mesmo sendo os dois estados
da cadeta de Markov recorrentes. O

2.3 Norma H,

O calculo de normas H, estd diretamente ligado ao problema linear quadratico. O
objetivo principal é obter uma medida para o desempenho do sistema. Recordando
que o ponto de equilibrio do sistema é zero, a norma fornece uma medida de quéo longe
encontra-se o estado do sistema de seu ponto de funcionamento nominal, dado um
estado inicial diferente de zero. A vantagem de utilizar a norma Hy é a possibilidade de
estabelecer problemas de controle de modo que possam ser resolvidos por algoritmos
para o tratamento de LMIs.

Definigao 2.2 (Norma Hs) Seja o sistemna (2.1). Entdo, se ele for estocasticamente
estavel, definimos sua norma Hy como

i1 =SB [ 0o
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onde 2"(t) € a resposta do sistema & entrade w(t) = e*8(t), dado z(0) = 0, e* & um
vetor com todas as entradas nulas exceto a k-ésima, que vale 1, e 6(¢) € a funcdo de
impulso unitdrio. ]

Deduziremos a seguir a norma Hs de (2.1). Esse ¢ um resultado ji conhecido e
pode ser encontrado em [3]. No entanto, apresentamos aqui uma prova diferente da
contida nessa referéncia.

Teorema 2.2 A norma H; do sistema (2.1) com condigio inicial z(0) = 0 € dada
por

S| 2 = Zaz Tr(EBE;)

onde Py, Pa.., Py sdo solugbes definidas positivas das equacées de Lyapunov acopladas

N

=1

Prova : Como (2.1) deve ser estocasticamente estavel, a existéncia de P; > 0? satis-
fazendo (2.8) é garantida pelo Teorema 2.1. Logo

1515 =S B{B[ [ FerFoain = i)

k=1 9

- : 4 K o Al v At k
=B {kz::z AIE&(/O (" Eie™ ' CChie™ Ere dt} +
N o0
i . kiayt k AN T K .

+E {Z Alirf;ler%J(A)E { [7 0 0dtla(a) = A Bk, 0 -j})}

Recordando a igualdade (2.3} deduzida na se¢io anterior, sabemos que

E [ fﬂ (1) (0)dtle(07) = Eiet,Opr = z]
~E { [G T CuBY CLB)e(D)dt|x(07) = Bi®, for = ?}
= ¥ B! P Ee

2Com hip6teses adicionais P; pode ser considerada semidefinida positiva.



12 Capitulo 2. Conceitos basicos

onde P; é solugdo de (2.8). Portanto

ISIE = {Z(EPE)}

k=1
N
=3 o Te(EiPE;) (2.9)
i=1
completando a prova. 0

Por definicio a norma H, deve ser maior ou igual a zero. Portanto, F; deve ser
maior ou igual a zero para todo 4, pois se obtivermos pelo menos uma matriz F;
com pelo menos um autovalor negativo, poderiamos fixar as probabilidades o; e o0s
pariametros E; de modo que a soma (2.9) fosse negativa (fazendo, por exemplo, o; = 0
para todo ¢ tal que P, > 0). Isso poderia levar & interpretacio erronea de que a norma
poderia ser negativa; no entanto, devemos observar que nesse caso o sistema nao ¢
estdvel e a norma H, nio esta definida para esse caso.

Devemos observar que a existéncia de P, > 0 satisfazendo (2.8) ndo garante a
estabilidade estocdstica de (2.1), j4 que temos C},Cy; > 0. Se C{,Cy; > 0, entdo
o sistema certamente serd estdvel, mas no caso mais geral devemos ter a condicao
adicional de que os estados do sistema que nao sio observdveis a partir da saida z
sejam estocasticamente estaveis.

E interessante notar que a norma Hy de (2.1) pode ser escrita em termos de LMIs;
mais precisamente, ela pode ser definida como

N
1512 = min 2 o T(BIPE) (2.10)

N
j=t
De fato, a solugfio do problema de otimizacdo(2.10) possui como solugdo étima

Py, Ps, .. .P} que devem satisfazer (2.8), como demonstra o seguinte teorema:

Teorema 2.3 Sejam Py, Py, ... P} solugdes dtimas de (2.10). Entédo elas devem sa-
tisfazer {2.8).

Prova : Vamos efetuar a prova por contradigdo. Sejam P}, Pj, ... P} correspondentes
& solucdo dtima de (2.10). Entdo vamos supor que, pelo menos para um ¢,

N
ALPP + PP A+ CLCu + ) AP <0 (2.12)

=1
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Mantendo P, j # i fixas, podemos encontrar P, tal que

- _ _ N
F=1,5%4

Subtraindo (2.13) de (2.12), obtemos

1 ~ - 1
(Ai + SAal) (P = B) + (P — P)(Ai + 5Aal) <0
Como o sistema deve ser estocasticamente estavel, sabemos que Ai+%)\m~f é estavel,
logo P! — P; > 0. Examinando as restri¢des em F;, j # 4, observamos que

N
A;P; -+ P;Aj + C;CJ -+ Z )\jkP; + )\gsz
k=1 k#i

N
= AP} + PfA; + CIC; + 3~ Al = X (Pf — P)
k==l

N

< A;PJ* + .P;Aj + CJ,,’Cj e kz: AjkP;
£S5

<0

Portanto, Py, Py..., Pt |, P, Py, ..., Py ¢ uma solugio factivel de (2.10). Além
disso, como F; < P}, podemos escolher E; tal que Tr(E!FE;) < Tr(E!PrE;), logo
essa solugao é melhor que a solugfo Gtima, o que é uma contradicao. O

Podemos ainda reescrever o problema (2.10) em termos das varidveis X; = P{“l b
0. Multiplicando (2.11} por X; & esquerda e a direita, obtemos

N
AX 4+ X AL+ XCLCuXe + 3 2 XXX, <0, i=1,..,N

j=1

que pode ser escrita como uma LMI se considerarmos desigualdade estrita, bastando
aplicar complemento de Schur nos termos nao-lineares. Nesse caso, calcularemos a
norma H; por aproximagdo; de fato, utilizando métodos de pontos interiores podemos
chegar tao perto da solugio étima quanto desejado. No entanto, observamos que a
fungdo objetivo

N

> o Tr(EIXTE)

i=1
nao ¢ linear. Isso pode ser solucionado introduzindo-se varidveis 7, ..., Zy simétricas,

tais que
Z; > EX['E; (2.14)
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e redefinindo a func¢io objetivo como

N
Z szTI'(Zg)
=1

Evidentemente, na solucio 6tima devemos ter Z; ~ E!X. 'E;, portanto o problema

nao ¢ alterado. Aplicando complemento de Schur na restricio (2.14), obtemos o
problema equivalente

N
min Z o Tr( ;)

i=1

[ AKX+ XGA + XN X Ri(X) XCy,
s.a Ri(X) Si{X) o0 <0
] Cth 0 — T
X, E; _
- B 7 > 0, i=1,.N

onde R;(X} e S;(X) sdo definidas em {2.6) e (2.7).

2.4 Norma H_

A presenca de perturbagoes no sistema e incertezas nos parametros pode ser tratada,
no caso deterministico, pela imposicac de restri¢des as normas H,, das funcgoes de
transferéncia entre os ruidos e a saida do sistema. Vamos adotar a mesma estratégia
para o caso de sistemas com pardmetros sujeitos a saltos markovianos. Inicialmente,
mostraremos um exemplo de como é possivel reescrever um sistema com incertezas
nos paradmetros como um equivalente, porém com ruidos. FEstabeleceremos entao
condigbes para que o sistema seja estocasticamente estdavel e finalmente discutiremos
o conceito de norma H,, que estd intrinsicamente ligado a essas questdes.

Exemplo 2.2 Seja o sistema :
&= {A(0;) + E@)AB)CL(9)=

onde a Unica informagdo sobre as matrizes reais ; € |||} = Apae{ DAY < 472
Entdo ele pode ser convertido para o sistema equivalente

i = A(b)x + E(0)w
2 = Ci{0)x (2.15)
w = A(6;)z
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No caso deterministico, que é equivalente a @; possuir um tnico estado, hd o
resultado j& conhecido do Teorema do Pequeno Ganho® [2], que estabelece condicdes
para que o sistema (2.15) seja estdvel. No seguinte lema, vamos estabelecer condicdes
para o tratamento do caso estocastico, ou seja, em que 6; pode assumir mais do que
um valor.

Lema 2.1 Seja o sistema (2.15). Entdo, se as equacdes de Riccati acopladas
N
AP, + PA; + v *PEEP, 4+ C},Cy; + > AP =0 (2.16)
=1

possuem como solugcao Py, Py, ...Py definidas positivas, tais que A; + fyl-_zEﬂ-El’-R,i =
1,.., N sejas estocasticamente estdveis®, o sistema em malha fechada é estocastica-
mente estdvel.

Prova : Vamos tomar a fungdo de Lyapunov
V{x(t), 6) = 2'(t) P(6:)x(t)

Calculando seu gerador infinitesimal em um instante ¢ tal que 8, = 4, obtemos

N
LV (z(t),0; = i) = 2'(t) (A;Fg + PA; + ) NP+ PEANC C;iA;E;PZ-) z(t)

=1
=2'(t) (= *RBEP, - C},Chi + PEACY + CLALELR) 2(t)
Como ||A;l| < v, sabemos que
CLANCy < Y 201561@
Logo
#(0) (7 PRE P — 2CLANC + PEACy, + CLALELR) alt)

~2 () (v PE; — 3O (v B ~ 7O a(t)
0

IAIN A

A estabilidade estocdstica do sistema (2.15) estd garantida a menos que, para todo

Y HONE(0:) P(0,)x(t) = v(0)AB)C1(0)(t)

3Small Gain Theorem
4Dizemos que A;, i = 1,..., N sdo estocasticamente estiveis se o sistema 1) = A8 )1l for estocas-
ticamente estavel.
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Neste caso, porém, o sistema sera
= (A(0,) +v72(6:) E(0,) E(0:) P(0:))x

sendo, por hipétese, estocasticamente estavel®. ]

As solugdes P;,i = 1,..., N tais que A; + v 2E;E!P;,i = 1,..., N sdo estocastica-
mente estaveis serdo ditas estabilizantes.
Pela prova do Lema 2.1, sabemos que, se as desigualdades

N
AP+ PA + v AR EER, + CLCy + > APy <0, i=1,..,N (2.17)
=t
forem satisfeitas para P; > 0, a estabilidade estocdstica do sistema (2.15) estard
garantida, sem a necessidade da hipétese adicional de estabilidade estocdstica de
Ai + v zEt-EgPi. Portanto, utilizar a desigualdade torna-se bastante conveniente,
pois a hipétese adicional aumenta consideravelmente a complexidade de resolucao das
equacoes de Riccati (2.16}, sendo normalmente testada apenas a posteriori.
Outro resultado sobre a estabilidade estocdstica de (2.13) pode ser encontrado em
[1]. Nesse artigo ¢ tratado um caso equivalente a fazer E;E] = [ e estabelece-se que
(2.15) é estocasticamente estdvel se existirem P, > 0,7 = 1, ..., N definidas positivas
tais que

N
AP+ DA+ 7P PE+ CLCu + > AP <0, i=1,.,N (2.18)
j=1
o que equivale as condicdes (2.17) obtidas aqui. No entanto, devemos notar que
tratamos um caso mais geral, pois ndo necessariamente precisamos ter I FE, = I.

No caso de sistemas deterministicos, a condi¢io (2.16) estd relacionada a uma res-
tricao sobre a norma H,, da funcao de transferéncia de w para z. Para sistemas com
saltos markovianos, embora nao seja utilizado o conceito de funcao de transferéncia,
vamos definir a norma H,, de modo a relaciond-la com as mesmas condigoes (2.16).
Basicamente, o que se pretende fazer é estabelecer um limite para a influéncia da per-
turbacao w na saida z do sistema. Vamos considerar w uma perturbacio pertencente
a L?[0,00), ou seja,

lwll? = E Uooow(t)’w(t)dt} < o0

Definigao 2.3 /Norma Hy [ Seja o sistema (2.1). Entdo, se ele for estocasticamente
estdavel, definimos sua norma Hy, como sendo o menor valor de v tal que

|lzll2 < [l

SEste fato decorzre do terema de LaSalle {pag. 179, [18]).
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O teorema a seguir, desenvolvido em [16], fornece condigdes suficientes para que a
norma Hy, de um sistema com pardmetros sujeitos a saltos markovianos seja menor
que um valor pré-definido.

‘Teorema 2.4 Seja o sistema (2.1), com condicdo inicial z(0) = 0. Entdo, se as

desigualdades

N
AP+ PA; + v PEEP, + C,Chi + Z Ayl <0, i=1,..,N (2.19)
j=1

tiverem como uma solucdo factivel Py, Py, ..., Py definidas positivas, ||S|e < 7.

Prova : Vamos considerar a quantidade

E | [ 2020 - Pwifuid]. (2.20)

Sabemos que, quando w = 0,

fﬂwﬁ (z(t)' P(8,)z(t)) dt} = lim z(T)P(0p)x(T) =0

T—oo

E

pois o sistema (2.1) é estocasticamente estavel. Portanto, somando essa quantidade a
(2.20):

E{AmPﬂyCﬂ@JQ@Q+AWJP@}%H&MMJ+§}Mﬂ)ﬂﬂ+
"P(6) 'P(0)E(0)w(t) — vPw(tyw(t)] di ]
(qegaet+m@wmm+P@)wg+§pwa+
+~/“2P 0)E et VE(8:)' P(6:)) 2(t) = 7 (w(t) = v *w() E(8,) P(8,))'
x(w(t) — v 2z(t) B(8:,) P(6)] dt} (2.21)

=1
= B
=1
Como por hipdtese (2.19) é valida, existem @; > 0,Q2 > 0, ..., Qn > 0 tais que

AP+ PA + Y PREE[P + C},Cy; + Z AighPj = =@, i=1,..,N
=

Portanto, substituindo esse resultado em (2.21), obtemos
EU“AWAQ Y (8 w(t)dt

{fooo [ — 2l )E(Qt)'P(Qt))’ (w(t) - "z’_gf(t)E(gt)’P(gt}) *
z(2)' Q6:)=(t )] dt}

<0
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sendo o teorema provado pela Definicdo 2.3. O

Observamos que substituindo (2.19) por (2.16) o teorema continua valido para
181 < .

E possivel reescrever (2.19) em termos de LMIs. Para isso, basta aplicar o com-
plemento de Schur aos termos ndo-lineares, resultando em

ALP;+ P + CLCu + X000, APy RE;

E'P, 21 | < 0, ,>0,i=1,..,N (2.22)

Podemos ainda escrever (2.19) em termos de X; = +?>P.! > 0. Para tanto, vamos
multiplicar (2.19) por 772 e por X; A esquerda e & direita, obtendo

N
A X+ XZA; + EZE; -+ ’)/_QXIO;JCMXZ -+ Z /\ngzXIIXz <0, 1= I, . N

j=1
Aplicamos novamente complemento de Schur nos termos nio-lineares, gerando
R(XY Si(X) 0 <0,i=1,..,N (2.23)
CliXi 0 —’}/21
para R;(X)} e S;(X) definidas em {2.6) e (2.7).
Fazendo a mudanca de varidvel g = +?, podemos calcular a norma H., do sistema
utilizando (2.22). Para tanto, basta resolver o problema

min  p (2.24)
1>0
sa AP+ PA; + C{’icn + X0 NP PE; <0
E;P; —uf
P >0 i=1,..,.N

A norma H,, serd dada por

HSHOO = 2/ Bmin

Evidentemente poderiamos utilizar no problema {2.24) as restrigdes (2.23) ao invés
de (2.22), bastando fazer a mesma mudanca de varidvel p = 2.

E importante notar que, fazendo ~ = v(6;), obteremos as desigualdades (2.17).
Neste caso, nao se caracteriza mais a norma H,, dada pela Definicio 2.3, mas teremos

llzll2 < {lywll,

Podemos notar que as restri¢ces (2.17) sio mais genéricas que as do Teorema 2.4
(2.19), reduzindo-se a elas se fizermos 1 = v, = ... = vy. Utilizando (2.17), po-
demos ainda encontrar a norma H, do sistema minimizando o méximo ~;, como é
demonstrado no seguinte teorema:
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Teorema 2.5 Seja o problema

min max 7y (2.25)
N
5.8 A:R + PA; + ’YIZBEQE;H + C‘{iC’h =+ Z )\ZJR, <0
j=1

P> 0, >0 i=1,..,N

Entdo na solugio dtima, max v; = v, onde v é a norma Hy, do sistema, dada pelo
problema (2.24).

Prova : A prova baseia-se no fato de que, se para um determinado valor de P; ¢ +;
a restrigdo (2.17) é factivel, entdo ela é factivel para qualquer #; > +;. De fato,

N
ALP + PA; + 372 BEEP, + CL,Cu + 3 0 Py
J=1
N
= AiP + PiA; + 77 P EEP, + CLChy + 3 APy + (372 — v 2) P ELP,

F=1

N
< AP+ PA; + 4 P REEPR, + C1,Cy + Y My
i=1
<0

Vamos supor, inicialmente, que existe pelo menos um valor de i tal que v < v
na solugao 6tima. No entanto, sabemos que ; = v também deve ser factivel, logo
na solugao 6tima devemos ter max v < . Do mesmo modo, vamos supor que
max ¥ < 7. Com a mesma argumentacio, sabemos que v = max 7; também é
factivel para o problema (2.24). Portanto, max ; > . Desse modo, concluimos que
max y; = y. 4

2.5 Algumas consideracoes sobre o modelo

Como foi previamente comentado, os problemas que podem ser formulados com o
modelo (2.1) também poderiam ser resolvidos utilizando a técnica de controle cldssico
de custo garantido, ou seja, seria definida uma regiao convexa que contivesse todos os
modos de funcionamento, e os resultados de estabilidade e normas seriam garantidos
para toda essa regifio [2]. Pretendemos mostrar, a partir da andlise dos resultados
obtidos nas se¢Oes anteriores, que esse procedimento tende a gerar resultados mais
conservativos que aqueles obtidos com o modelo estocdstico. Tomemos, por exemplo,
a condigao de estabilidade estocdstica (2.2}, Podemos facilmente perceber que adotar
a restri¢do adicional P, = P para todo 4 levaria a uma condi¢ao muito mais forte. No
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entanto, observando a propriedade de A que estabelece que a soma dos elementos de
cada linha € nula, com essa restricao adicional obtemos

AP+ PA+Q;=0,i=1,.,N (2.26)

com P > 0 e Q; > 0, que é exatamente a condi¢do de estabilidade que teriamos
se utilizdssemos o problema de custo garantido. Por néo se levarem em conta as
probabilidades de transigio entre os estados, passa a ser exigida estabilidade para
todos eles. Mais do que isso, também deverfio ser estiveis quaisquer combinagoes
convexas de A;, pois, sendo por exemplo A; e A; atendendo (2.26), se Ay = 5, A;+5; 4,
com 3; >0, B; > 0, teremos

ALP 4 PAy = (BiAi + B 45) P + P(BiA; + B A;)
= Bi(AP + PA;) + 3;(A\P + PA))
= - GiQi — 3;Q;

<0

Logo Aj também é estdvel. Podemos reproduzir a mesma anilise para as normas
H, e H,, ficando claro que o modelo (2.1) de fato fornece uma representacao mais
detalhada, possibilitando maior precisdo na representacio de sistemas reais e, con-
seqilentemente, boas chances de obter resultados melhores.

Ao fixar P; = P, teremos o seguinte problema, relativo ao cdlculo da norma H> :

min  Tr (E'PE)
P>0

Esse problema encontra um limitante superior para a norma Hy; de um sistema
cujos parimetros estejam no poliedro definido pelos vértices (4;, Cy;}, com

EE =E[E(6)E(6)

N
=1
Deve ser observado que fixando a mesma matriz P para todos os modos de fun-
cionamento, o nimero de varidveis presentes no problema acima é bastante reduzido.

Entretanto, em relagdo aos resultados anteriores, podemos afirmar que somente um
limitante superior da norma H, é minimizado.



Capitulo 3

Realimentacao de estado

Os resultados obtidos neste capitulo ja foram encontrados anteriormente. Em [13] séo
apresentadas equacoes de Riccati para o controlador Hy, no entanto isso é feito dentro
do contexto do problema linear quadrdtico e a demonstra¢io é baseada em progra-
magao dindmica, enquanto neste texto utiliza-se o conceito de norma e a formulacio
convexa do problema. Em [16] pode ser encontrado o controlador H,,, novamente em
termos de equagdes de Riccatl. E importante notar que nesse artigo nao se encontra
qualquer mencio a norma Hy, estando os autores interessados apenas na obtencio de
um controlador que atenda a restri¢io sobre a norma H,,. A abordagem via LMIs
também nao estava incluida em tal artigo.

3.1 Estabilidade Estocastica

De modo geral, podemos dizer que o primeiro objetivo do controle é estabilizar o
sistema. Fsse é o problema a ser tratado nesta secao. Considerando o sistema

&= A(8,)z + E(6;)w + B(#)u
z=C(0)x + Di{0)u (3.1)

com a lei de controle linear para cada modo de funcionamento
u=K(#)x (3.2}

pretendemos parametrizar todos os controladores K(#;) que garantam a estabilidade
estocastica do sistema em malha fechada.
A condigdo de estabilidade estocdstica de {3.1) é dada por

N
(Ai + BiK;)'P; + Pi(A; + BK)) + Y APy <0, i=1,.,N (3.3)

H

=1

21
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Fazendo Y; = P7! e F; = K,Y;, podemos multiplicar (3.3) por Y; a esquerda e &
direita, obtendo

N
AY + YA+ BiFi + F{B + Y AV 'Y <0, i=1,.,N

7=1
Finalmente, aplicando complemento de Schur nos termos nao-lineares, obtemos a LMI

AY; + YA+ BiF; + F/Bi+ \.Y; Ri(Y)
R(YY Si{Y)

com f; e S; definidas segundo (2.6) e (2.7), parametrizando, portanto, todos os con-
troladores do tipo (3.2) que estabilizem o sistema em malha fechada.

3.2 Controle H,

Embora o objetivo inicial do controle seja estabilizar um sistema, metas adicionais
podem ser impostas, seja quanto a robustez, seja quanto & performance do mesmo.
Nesta secao pretende-se estabelecer um controlador que, além de estabilizar o sistema
em malha fechada, minimiza sua norma H,. Esse problema é equivalente ao problema
linear quadratico.

O sistema a ser controlado pode ser escrito da seguinte maneira:

z = Ci(0)x + Dy (6;)u
onde assumimos controle linear para cada modo de funcionamento do sistema, ou seja,

o ganho K depende do tempo somente através de 6,.
Portanto, o problema pode ser colocado como

N
min Y o;Tr(EIBE;) (3.5)
=1
. - =1 N
J=1
P> 0 i=1,..,N

onde a; é a probabilidade de 0y = i, A; = A; + B,K; e C; = Cy; + Dy, K.
Recordando o significado da norma H», observamos que o ohjetivo desse problema

¢ encontrar um controlador de modo que as excursdes de z(t) e u(¢) sejam limitadas,

mantendo portanto o estado perto do ponto de equilibrio e a0 mesmo tempo tentando
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evitar um grande esfor¢o do controle. Essas metas contraditérias tém sua importancia
relativa determinada pela relagao entre C,(8,)'C1(6;) e D1(0;) D1(6,). Como podemos
ver, essa importancia pode variar dependendo do modo em que o sistema se encontra,
o que é bastante razodvel. Por exemplo, poderiamos pensar no caso de um avido que,
em situagdo normal, nao deveria ter variagbes bruscas na direcdo, o que implicaria
D1 (0:)' D1(8;) grande em relagéo a C(6,)'C,(9,). No entanto, supondo que em algum
instante ele estivesse prestes a atingir um edificio, evidentemente deveriam ser permi-
tidas maiores variagoes na direcio , o que pode ser traduzido por uma diminui¢io em
Dl (95)’.&01 (9;) .

Duas estratégias diferentes serdo abordadas. Primeiramente, através de manipu-
lagoes algébricas o problema serd convertido em um problema de otimizacio com
fungio objetivo linear e restricdes do tipo LMI (Desigualdade Matricial Linear). Em
seguida, ele serd resolvido via equagdes de Riccati. Nos casos posteriores, de controle
H, e realimentacio de saida, as mesmas abordagens serio utilizadas.

3.2.1 Controlador H,; 6timo obtido via LMIs

Mediante a transformacdo de varidveis V; = Pl F, = K;Y; e multiplicando cada
restricdo (3.6) por Y; & esquerda e & direita, obtemos

N
min Y o Tr(EY; ' E;) (3.7)

2=}
N
s.a A;Y; +YiA] + BiF; + F{Bj + (Cy,Y; + D Fy)(CrY; + DuFy) + )\e‘jY}Y}MIYi <0

j=1

Y=Y/ >0 i=1,., N

Para chegar a restricGes lineares e funcido objetivo linear, usamos complemento
de Schur e introduzimos novas varidveis Z; = Z! > E!Y;'E; resultando no seguinte
problema:

N
min Y o;Tr(Z;)

t=1

s5.a Z E >0
[ AY; + YA, + BiF, + F/Bl + \Y: Ri(Y) (CnY;+ Dy Fy)
R;(YY S:(Y) 0 <0
i ChiY; + Dy F; 0 -1
i=1,..,N

onde R;(.) e Si(.) sio definidas segundo (2.6) ¢ (2.7). E necessario notar que esse
problema equivale a (3.5) a menos da restricio (3.6), que foi considerada aqui uma
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desigualdade estrita para que o complemento de Schur pudesse ser aplicado. Devemos
notar ainda que, neste caso, a estabilidade estocdstica do sistema em malha fechada
estd garantida para todas os controladores factiveis, sem a necessidade de hipdteses
adicionais de detectabilidade ou observabilidade, porém o resultado é e-6timo [2].
Observamos que cada restri¢io inicial teve suas dimensdes bastante aumentadas,
devido a necessidade de utilizar complemento de Schur nos termos da somatdria
Z?;l )\in;’i’;,-“;Y;. Para evitar esse aumento, pode-se trabalhar com o problema dual :

N
==l
~ -~ N
g=1!
Yi>0 t=1,..,N

Neste caso, mediante a transformacio de varidveis F; = K;Y; e a introducdo de
A Y .
novas variaveis Z; = Z; > C;Y;C; aplicando complemento de Schur apenas para
linearizar a funcio objetivo, obtemos

N
min Y Tr(Z;)
=1
Z; ChyiYi+ Dy F; -0
YiClLi+ F{Dy Y;

N
AY: + YiA, + BiF, + FIB! + BEL + 3 AiiY; < 0
J=1

i=1,.,N

que é um problema equivalente, porém de dimensdes menores.

3.2.2 Controlador H; étimo obtido via equacdes de Riccati

Para encontrar as equagoes de Riccati que descrevem o controlador Hy, vamos tomar
o lagrangeano associado ao problema (3.7)

N
3=

N
+ Z )\ij}/;yj_ln)) + a; Tr(EIYHE;)

F=1




3.3. Controle H., 25

Como o problema (3.7) é convexo, sabemos que as condicdes necessdrias de otima-
lidade sdo também suficientes. Derivando £ em relacio a A; e F}, encontramos duas
condigdes necessdrias de otimalidade do problema:

N
AYi + Yidp + BiF; + F{B; + (C,Y; + Dy F) (CuiYi + DyFy) -+ 37 N YiY7 1Yy = 0(3.8)
j=1

(Bi + Dy(Cu¥; + DuFy))A; = 0 i=1,.,N (3.9)
Um valor de F; que satisfaz (3.9) é dado por
Fy = = (D3 D)™ (B] + Dy,CuiYy)
o que implica
Ki =Y = ~(D;Dy) (BiF: + D;,Cy)

onde P; = ¥;7!. Substituindo-se esse resultado em {3.8) e multiplicando as equacgoes
resultantes por F; a esquerda e & direta, chegamos s equacoes de Riccati acopladas

N
AP+ PiAy + CyCoi — BBy(D DY "B+ 3 APy =0, i=1,.,N (3.10)

j=1

onde
Agi = A; — By(D}; D) DL Cy
Cyi = (I — Dyi(D5;Dy;) 7 DY) Cy

Observamos que, como néo estamos mais trabalhando com desigualdade estrita
para as restricdes (3.6), a estabilidade estocdstica nio estd garantida. Para que o
sistema em malha fechada seja estocasticamente estdvel, P, ¢ = 1,..., N deve ser
solucéo estabilizante de (3.10), pois nesse caso

(3.11)

Agi = Bi(DyuDu) ' BIP; = (A + BiKy), i=1,..,N

serao estocasticamente estaveis.

I£ importante observar que os controladores obtidos via equagoes de Riccati e via
LMIs devem coincidir, pois a dedu¢iio das equagdes de Riccati foi feita a partir das
condigoes de otimalidade do problema expresso em LMIs. De fato, a diferenca entre
as estratégias reside no fato de que com as equagoes de Riccati apenas o controlador
otimo H; estd representado, enquanto as LMIs parametrizam todos os controladores
tais que o sistema em malha fechada tem norma H, limitada.

3.3 Controle H,

Ao contrario da segao anterior, em que o alvo principal do controlador era obter a
melhor performance do ponto de vista da norma H,, estamos agora interessados em
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encontrar um controlador que apresente robustez na presenca de ruidos. Para tanto,
vamos utilizar as condigdes (2.18). Evidentemente, quanto maiores forem ~;, ¢ = L.V,
mais facil serd atender s restricoes e melhor podera ser o desempenho do controlador
obtido. No entanto é preciso lembrar que serd menor a robustez do controlador.
Revela-se aqui, portanto, a oposicao entre as metas de desempenho e robustez. A
escolha entre um e outro devera ser feita, naturalmente, tendo em vista as exigéncias
do projeto que se tem em maos.
Utilizaremos novamente o modelo (3.4), que devera ser estocasticamente estavel
para [|A;]] <7, sendo
w=A;z (3.12)

Iniciaremos nossa discussao mostrando, com um exemplo, como é possivel transformar
um sistema com incertezas nos pardmetros em um outro com ruidos, no formato
(3.4). O Exemplo 2.2 tratava do mesmo tipo de problema, no entanto estamos agora
interessados em sistemas que possuam entrada de controle.

Exemplo 3.1 Seja o sistema
I= (A(gt) -+ E(Qt)Aa(gf)Cl(Qt)).’L' -+ (B(gt) -+ G(Qt)&b(gt)D]_(gt))u
Entao ele pode ser convertido no sistema equivalente

i=Al)z+ [ E6:) G6)]w+B@)u

[ el
w = [ A“égt) Ab(()&;) ]z (3.13)
[

3.3.1 Estabilidade estocdstica na presencga de incertezas

Vamos examinar as condicOes sobre as quais (3.4) é estocasticamente estdvel, para
w = A(B)z, ||l < 7t Como u = K(#;)z, podemos escrever o sistema em malha
fechada e utilizar o Lema 2.1, obtendo as seguintes restricoes referentes a estabilidade
estocdstica de (3.4):

~ - o N
=1
onde

C; = Cy + Dy K;
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Fazendo Y; = P! e F; = K;Y;, podemos multiplicar (3.14) por ¥; & esquerda e
a direita. Apds aplicar complemento de Schur nos termos nao-lineares, obtemos as
LMIs

AY; + YA + BiF; + FIBL +~*E,E! R;(Y) YO+ F Dy,
R(Y) Si(Y) 0 <0,1=1,...N
CuY;+ Dy F, 0 ~I
(3.15)
onde R;(.) e S;(.) estdo definidas em (2.6) e (2.7).

Para comparacao com resultados jd existentes na literatura, vamos agora conside-
rar 0 modelo do Exemplo 3.1 (3.13). As matrizes desconhecidas A;,i = 1, ..., N, so
bloco diagonais, isto ¢,

A = [ Aafi 0 J

0 Ay

Para aplicar o Lema 2.1, deveremos ter ||A;|| < +7!. Podemos facilmente demonstrar
que, se [|Ay]] < 7' e ||Aw]| € 7577, basta tomar v = min(v,, 7). No entanto,
é importante notar que a restricio estrutural sobre A; nfo pode ser incorporada,
sendo o sistema estdvel para toda e qualquer perturbaciio que obedeca [JA;|] < vt
Aplicando o Lema 2.1, o sistema (3.13) serd estdvel para quaisquer A,;,i = 1,..., N
tais que ||A;]] < 477 se as desigualdades

N
Ai P+ PA A+ 4T REEP + GG+ 0Py <0, i=1, N (3.16)
J=1
onde
Ai = A; + B,K,;

~ C .
C@_ 1z
DEiKi
possuirem como uma solucdo factivel P, B, ...Py definidas positivas. Podemos es-

crever essa condigdo na forma de LMIs fazendo simplesmente Y = P{l, F,=KY, e
multiplicando (3.16) por Y; & esquerda e & direita, obtendo

AY + YA, + BiF, + F;B. + 7Y EEl + G:G) + Y/ CL,CRY; + F,D,DyF, +

N
+ 3 AgYiY Y <0 i=1,.,N (317

=1

Uma proposta para o tratamento de um problema similar é apresentada em [1] é
reproduzida a seguir.
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Lema 3.1 [1] Seja o sistema
& = (A(6h) + Da(64))z + (B(0,) + Ap(8,))u (3.18)

onde as unicas informagdes sobre Ay e Ap sdo AyA, < vgz(ﬂt)Q(Gt) e ARAp <

v A0, R(8,). Entio, para

u=—F(0,)P(6)x
= —R71(0,)B{6,) P (6}

o sistema serd estocasticamente estdvel se existirem Pj,i = 1,..., N satisfazendo as
restricdes

AT

AY: + BiFy + YAl + F B + 3 ' + FIRF; + V;Q(0,)Y; + 3 A, Y:Y;'Y; < 0 (3.19)
j=1
. N
AYi+ Yid; — BRI B[+ YQ(8)Yi + 3 A ViYY< 0
i=1
R; > E
F;>0 i=1,..,N
onde 3% = 5" + "
Prova : Para a prova, veja [1]. -

Uma comparagao entre as duas abordagens revela que, definindo

Q; = C},;Cy;

e impondo

Ez‘ s ’)’;ff
G =~ (3-20)

o sistema (3.18) pode ser tratado da maneira aqui proposta, fazendo-se v; = 1,4 =
1,...,N. Neste caso, confrontando as restrigdes (3.17) e {3.19) podemos facilmente
mostrar que elas sdo idénticas. No entanto, ndo fazemos qualquer hipdtese sobre o
controle ¢ ndo precisamos impor (3.20) nem as restrigdes adicionais do Lema 3.1,
tendo portanto um resultado mais geral.
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3.3.2 Um controlador factivel

Dado um conjunto de valores v; > 0,7 = 1, ..., N, podemos verificar a existéncia de um
controlador factivel e encontrd-lo buscando uma solugdo factivel para (3.15). Outro
problema de interesse é encontrar um controlador que minimize uma certa combinacio
de y;,¢=1,..., N, escolhida de acordo com os interesses do projeto, com a restricio
{3.15), como é feito no seguinte problema:

N
min Y B (3.21)
i=t
AY;+ YA+ B, F, + F/B] RJ{Y) Y,C,+F!D,. E;
ca R, (Y) Si(Y) 0 0 <0
) ChiYi + Dy F; 0 -1 0
i=1,.,N

Dados 8,7 = 1,..., N, evidentemente podemos encontrar um problema equivalente tal
que 2%, 3 = 1. Neste caso, sabemos que ¥, Bij; < max p; = max ~2, portanto
estamos minimizando um limitante inferior para a norma H,,. Um caso interessante
¢ aquele em que o processo ; possui uma distribuigao estaciondria, ou seja, se P(fy =

i) = &, P{0; = ) = @; para todo t. Neste caso, com #; e w(t) independentes, temos

ywll; = E [ fg - fy?(et)w(t)'w(t)dt}

= [ TE[00P0 =) = ] Blu@wolPe =) = ald
N

= 2; (C‘?z'“/f) ool I3
Fan

Portanto, fazendo §; = &;, estamos resolvendo o problema de minimizar a razio entre
1213 e |w|i2 no caso especifico em que a distribuiciio imicial é estaciondria. Note-se
que a unica diferenca entre essa razio e a norma H, ¢é que esta vale para qualquer
distribuicao inicial.
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G| B2l Bs| By g Y2 V3 Y4 Norma H.
1 T 1 1 ¢ 1.8893 : 0.8526 1 0.9070 | 1.0022 1.7117
2 1 1 1 | 1.8034 | 0.9486 | 0.9495 | 1.0974 1.6717
3011011 117618 1.0173 ) 0.9872 | 1.1662 1.6548
070|111 36158 1.3539 | 0.8742 | 0.7668 3.1226
03016+ 1 | 3539 1.3386 | 1.3850 | 0.7667 3.2194
0010 420804 1.4122 ) 0.8742 | 1.5212 1.6861

Tabela 3.1: Exemplo 3.2 - Resultados

Exemplo 3.2 Vamos considerar os pardmetros relativos ao sistema (8.4) com cadeia
de Markov de quatro estados

11 2 0 -1 2 5 2
e R R R I IR ey

04 0 1
ElegﬁngEg;m’: 0 04 1]
0 2 0 1
p=3] m=[3] 2= [3] m- i
10 V2 0
Ci=C=|0 1}, C=0C= 0 V2
0 0 0 0
0 0
D]_ - Dg — 0 ; Dg = D4 = O
1
1 7
e a matriz de transicdo correspondente
-5 2 30
1 -4 0 3
A= 60 000
0 000

Encontramos na Tabela 3.1 os resultados da resolucio do problema (3.21).

E importante notar que, de fato, a norma Hy, foi calculada para qualquer condigio
inicial. De acordo com a discussio anterior, sabemos que, se a distribuig¢io inicial for
conhecida ¢ igual a oy = 0,0 = 0, (3, g, entio essa € uma distribuicdo estaciondria,
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e levando em conta essa distribuicdo inicial, @ norma do sistema serd dada por a7y, +
ayvs, se i = a;. Porlanto, para as distribuicdes iniciais (0,0,0.5,0.5), (0,0,0,1) e
(0,0,1,0), a razdo entre ||z||s ¢ ||wi|y serd 0.8205, 0.7667 e 0.8742, respectivamente.
E interessante ainda observar na Tabela 3.1 que a norma H, é sempre menor ou
tgual ao mdximo ;. De fato, observamos que §; = max -y; atende & restricdo (3.14),
logo a norma deve realmente ser menor ou igual a esse valor. ;

3.3.3 Controlador central H.

Com o mesmo sistema (3.4), vamos novamente tratar o problema de obtencio de
um controlador que garanta a estabilidade estocdstica na presenca do ruido (3.12).
Considerando +; dados, utilizaremos o problema

N
min Y o Tr(E.PE;) (3.22)
=1
~ ~ 2 F oo N
i=1
F>0 i=1,..N

onde A~1 = Az + BZKZ e ég = Cli -+ Dlsz

A solucao desse problema fornece o que denominaremos controlador central. Ele
possui ainda a caracteristica de minimizar um limitante superior para a norma Hs
para o sistema. De fato, observando que a norma ¢ dada por 3%, oy Tr(E/AE;), com
A; > 0 solugao de

!

F=1

podemos observar que A; < F;. Deve ser notado que o problema (3.22) é diferente do
problema de minimizacio da norma H, exata. Como veremos no Capitulo 5, a norma
H, é uma fun¢do ndo-convexa, logo o problema de minimizacio S | o, Tr(E/AE;)
sujeito as condigbes (3.15) é ndo-convexo, nio podendo ser colocado na forma de LMIs
ou resolvido por equacoes de Riceati. Além disso, ele pode possuir mais do que um
otimo local.

Como no caso de controle H,, vamos resolver esse problema utilizando duas abor-
dagens, primeiro via LMIs e posteriormente via equagdes de Ricecati.

Controlador central obtido via LMlIs

Para expressar o problema (3.22) em forma de LMIs, vamos considerar cada restrigio
(3.23) como sendo de desigualdade estrita. Portanto (3.23) é equivalente a (3.15), ou
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se]ja
AY: + YAl + BiF, + F!B + N, + 472 EE, Ri(Y) Y.Cl, +F!D;
R(YY Si(Y) 0 <0
CuYi + Dy Fj 0 =4
i=1,.,N

onde R;(.) e S;(.) estdao definidas em (2.6) e (2.7), Y; = P! e F; = K;Y;. Chegamos
finalmente a restricées do tipo LMI e funcao objetivo linear usando complemento de
Schur e introduzindo novas varidveis Z; = Z! > E!Y;'F;, resultando no seguinte
problema:

N

min Za,Tx(Zz) (324)
jmzl
[ Z El -0

By
[ AY;+ VAL + BiF, + FIB! + \Y; + 47 2EE R(Y) YOl + F/D,

R{(YY Si(Y) 0 <0

L CuY + DleE 0 e J
i=1,..,N (3.25)

Controlador central obtido via equacoes de Riccati

Vamos agora mostrar que o problema (3.24) é equivalente a resolver N equagoes de
Riccati acopladas. Consideraremos as restrigdes (3.25) modificadas para desigualdade
ndo estrita, ou seja, < serd substituido por <. TLembrando que esse é um problema
convexo, as condigOes necessarias de otimalidade sdo também suficientes. Apéds elimi-
nar as variaveis auxiliares Z;,4 = 1, ..., N, vamos tomar o lagrangeano do problema

N
L= "[Tr (A (AY; + YA, + B F; + F/ Bl + (Y;Ch, + F/ D)) CY; + Dy Fy)+

=1

N

=1

Derivando em relacdo a A; e F;, encontramos duas condigbes necessirias de oti-
malidade:

AY; + YA, + B F; + F B, + (ViC}, + F/D)(C,Y; + D, F;) + v EE! +

N
+> XYY =0 (3.26)
=1

(B + DL(CuY; + Dy Fi))A; =0 i=1,..,N (3.27)
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Um possivel valor de F; satisfazendo (3.27) é
Fi=—(DuDw) (B} + D},CuY5)
e o valor 6timo de K, sera dado por
Ki=FY; " = ~(DDu) " (BiP; + D};Ch)

onde P, = Y7!. Substituindo esse resultado em (3.26) e multiplicando a expressao
resultante por F; a esquerda e & direita, chegamos as equagoes de Riceati acopladas

N
A;tﬂ -+ PiAqi + O;chg +PZ(’Y:2EZE; e Bz( ’;tDM)MEB;)PE -+ Z /\”R, = O, ?!, = 1, ey N
j=1
(3.28)
com Ay e Cy definidos segundo (3.11). Devemos lembrar que, como estamos nao
estamos trabalhando com a desigualdade estrita em (3.25), para que o sistema em
malha fechada seja estocasticamente estavel P, i = 1,...,N deve ser uma solucio
estabilizante de (3.28).

Observamos que, para v tendendo ao infinito, o problema de controle H, recal no
caso Hs.

Em termos numéricos, a resolucdo do problema via equacdes de Riccati devera ser
mais eficiente, pois nesse caso é calculado diretamente o controlador étimo de {3.22).
Ao estabelecer o problema com LMlIs, parametrizamos todos os controladores com
norma fl, limitada, ou seja, que estabilizam o sistema em malha fechada. Isso pode
ser 1til caso se deseje estabelecer apenas um controlador que estabilize o problema,
sem preocupagao com a otimalidade do mesmo, ou introduzir outras restrigbes na
sintese do controle.
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Capitulo 4

Realimentacao de saida

Muitas vezes ndo € possivel ou necessario medir o estado z(f) completamente. Sa-
bemos que um grande nimero de sensores acarreta maior custo e, além disso, pode
ser suficiente para os objetivos do projeto medir apenas alguns dos estados ou combi-
nacoes deles. Essa situacdo corresponde ao problema de realimentacao de saida, que
abordaremos neste capitulo. Neste caso, ao projetar o controlador ndo temos mais
acesso ao vetor de estado x(£), mas ao vetor de saida y(t), como vemos no sistema

abaixo :
&= A(th)r + E(0)w + B(6)u
z=C1(0)x + D (0)u (4.1)
Y- 02(915)’13 + Dg(gt)fw

Enquanto o estado continuo z{¢) passa a ser apenas parcialmente medido, vamos
assumir que o estado da cadeia de Markov 6, continua disponivel. Utilizaremos sempre
controladores dinamicos da mesma dimensio do sistema dados por

Ee = Ac(0:)xe + B0 )y

u = C(0,)z, (42)
O sistema em malha fechada sera dado por
z=A(0)E + E(0)w

com 08 parametros

A A BiCy 5o E; 5 A .
Ai= |: B,Cy A :' , By = { B, D, ] , Gi = [ Cu DiuCy ] (43)

4.1 Estabilidade estocastica

Nesta se¢ao estamos interessados em encontrar controladores com a estrutura (4.2)
tal que o sistema (4.1) seja estocasticamente estdvel em malha fechada. Essa restricdo

35
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¢ equivalente a,

i

N —
AP+ PA+ S 2P <0, i=1,. N (4.4)
=1

onde £, >0,4==1,..,N e A; 6 dada por (4.3).
Como veremos no teorema a seguir, esse problema pode ser resolvido por meio de

LMIs.

Teorema 4.1 Existem Ay, By e Cyyi=1,..., N tais que (4.4) possui solucdo factivel
se e somente se as LMIs

AY; + YA+ BiF, + F'BL+ \Ys Ry(Y)
R 44y i g i &5 <0 45
{ R(Y) SH(Y) (45)
N
ALX 4 XAy + LiCo; + CLLL + DN X; <0 (4.6)
Jj=1
Y, I .
! =1,.,N 4.7
[ I X } =0 i=1 (4.7

possuem uma solugdo factivel X; = X!, Y=Y/ L; ¢ F..
Prova:

e Necessidade :

Vamos considerar a seguinte particao de Py

5| Pu Py
P*"[Pz; P&-}

Assumiremos, sem perda de generalidade, que Py, 6 nio-singular [15]. Definindo
as matrizes

yi = (Ph - Pgipg,;lpg’i)_l p O (48)
Yi 1
Yi 0
I 0
0 —P;'Py,

e multiplicando (4.4) por T/J! e J/T; A esquerda e & direita, respectivamente,
obtemos

T;

i

J;

N —

T A (FPJNT, + T BT (T AT+ 3 AT BT < 0
=

t=1,..,N
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que, apos a realizacao das contas indicadas, resulta em
AV + VAL + B,F, + FL B} M; n
M; APy + Py Ay + L£,Cy + C3 L

+§: Mg [ Vi [Vit + (Pulsi Py — Poj) Py (PuPy Py — Pyy)| Vi 0 ] <0
F==l 0 Plj
i=1,.,N (4.9)

onde
Fi= —Cm-Pg.;ng’iyﬁ;
L= PyuB,
M, = AL+ Py Y, + PuBiF; + L0 — PaAyPy ' PLYi +
N
+ 2 A (Prj = PosPy Pyy) Vi

j=1

Além disso, as restricdes P > 0,i =1, ..., N si0 equivalentes a

' r“'_ T yz I . 7
T I PJT; = [ (S ] S0i=1,.., N
Como
N
Nij(Pyi Py, Py; — Poj) Py;' (Poi Pyt Paj — Py’
F=1

N

= > N;(PuPs' Py~ sz)Pa?(PZiP:ﬂ'lPSj — Py;)f
J=1.jt

>0

entdo (4.5), (4.6) e (4.7) sfo validas para Y; = V;, X, = Py, Fi = Fie Ly =
ﬁz?, - 1, ,N
e Suficiéncia :

Vamos supor que X; = X[, Y; =Y/, F; e L;,i = 1,..., N sdo solugdes factiveis
de (4.5), (4.6) e (4.7). Entéo se para cada i nds fizermos

A = (V7 = X)) 7MY (4.10)
By =(Y,' = X)L (4.11)
Cm' = E}’zvl (412)
P - _ml —_— .
P= X Y X >0 (4.13)

viii-X XY



38 Capitulo 4. Realimentacao de saida

Y: I
i=|3 o)

N
M; = —A; — X;AY; — XiBiFy — LiCyY; — Y A Y'Y;

i=1

segue-se que

N
TALP + PA + 3 0BT
j=1

_ | AYi+ YA+ BiE + FIBj + S5, AV YY, 0 N
- 0 0
Lo 0
0 ALXi+ XiA;i + LiCo + CQ Ly + N M X,
<0 i=1,.,N

Portanto (4.4) é factivel e a prova estd completa. =

Um ponto importante diz respeito a parametrizacio de todos os controladores estabi-
lizantes. Observe-se que o Teorema 4.1 seleciona uma parametrizacio em particular
na prova da suficiéncia, mas ele também estabelece relagtes que sao validas para qual-
quer controlador na forma (4.2) que estabilizam estocasticamente o sistema em malha
fechada. Uma possivel estratégia para gerar todos os controladores factiveis é encon-
trar todos X;,Y;, F;, Ly, i = 1, ..., N, tais que {4.5), (4.6) e (4.7) sio satisfeitas. Entdo
precisamos encontrar Py, P3 e Mg, 1 = 1,..., N que satisfazem (4.8) e (4.9). Esta
pode néao ser uma tarefa facil, pois estamos tratando de restricoes que ndo sio LMIs.
No entanto, sempre podemos selecionar a solucio trivial Py = — P = }’;“1 — X, e
M; = 0, resultando no controlador dado por {4.10), (4.11) e (4.12). Como veremos
nas segoes seguintes, os problemas de controle Hy e H,, nao sao afetadas pelas es-
colhas dessas trés varidveis e a solugdo trivial escolhida no Teorema 4.1 sera sempre
utilizada. Conseqilentemente, F; terd a estrutura particular (4.13).

4.2 Controle H;

A solucao para o problema de controle H, com realimentacao de saida foi encontrada
em [13], no entanto argumentos diferentes foram utilizados. L4 era utilizado, de ma-
neira ad-hoc, o Principio da Separacdo e técnicas de filtragem, e algumas hipdteses
adicionais quanto aos parametros eram assumidas. Além disso, era utilizado um argu-
mento nao exatamente verdadeiro a respeito da utilizacao de observacoes passadas na
estimativa do estado atual. De fato, como veremos a seguir, o que em [13] era chamado
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de filtro de Kalman sé é realmente tal filtro quando a cadeia possui um tdnico estado.
O verdadeiro filtro de Kalman pode ser encontrado em [11] e depende diretamente
do tempo, ao contréario daquele apresentado em [13]. Em [11] também é apresentado
um controlador do tipo que buscamos aqui, no entanto veremos em exemplos que o
controlador proposto nesse artigo nao garante a estabilidade estocdstica do sistema
em malha fechada.

Queremos encontrar um controlador com a estrutura (4.2) que minimize a norma
H; do sistema em malha fechada. Tal problema pode ser escrito como

N
min Y o Te(E; BE)) (4.14)
gl
s.a AZ z*{“ﬂAz‘f“Oz i—i—Z/\iij S 0 (415)
=1
1=1,..,.N

onde A;, F; e C; sio os pardmetros do sistema em malha fechada, dados por (4.3).
Como no caso de realimentacio de estado, vamos procurar estabelecer esse pro-
blema em termos de LMIs ¢ equactes de Riccati.

4.2.1 Controlador H, 6timo obtido via LMIs

Vamos transformar o problema {4.14) em LMIs. Utilizando o mesmo desenvolvimento
do Teorema 4.1, podemos facilmente demonstrar que (4.15) com desigualdade estrita
possui solugao factivel se e somente se existem X;, Vi, F; e L, satisfazendo

AY; + VA + BiF, + FIB + )Y, Ri(Y) YiCl, + FD),

Ri(Y) S;(Y) 0 <0
CnY; + Dy F; 0 -1
N
ALXy + XAy + LiCoy + Co Ly + CLCy + Y A X <0
j=1
Y, I .
[I Xi]>0 E—}_,...,N

onde R;(.) e 5;(.) sdo definidas segundo (2.6) e (2.7). Além disso, se existirem X,
Yi, Fi e L, factiveis, entdo um possivel controlador factivel é dado por (4.10), (4.11) e
{4.12), com

N
M; = —A] — X;AY; — XiBiF, — L,CyY; — C(CuY; + D F;) — > )\ij}’}_lﬂ' (4.16)

g=1
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para que M; = 0, ja que ele passa a ser
M= AL+ Py AV + PyBiF, + L0y Y — Poy Ay Pyt Po, Vs + C1(Cuds + Dy Fi) +

N
+ > APy — Py Py Po) Vs

=1

devido ao termo C!C; presente em (4.15). Por outro lado, observamos que

Pk = E(JTY (TP TU(T T BT " TIJB ) I E;

B E, Ty 117 E
| PuEi+ LDy I Py Pl + LDy
e, para X; = P, Y = Vi, Fy = Fi e L; = L; fixos, a funcdo objetivo nao depende

mais de Fy;, P3; ou M;. Portanto concluimos que o problema (4.14) pode ser escrito
como

N
min Y a;Tr(Z;) (4.17)
=1
Y I E;
5.4 I X@' XE, + LzDzz >0 (418)
| Bl ELX,+ Dy L 2
AY; + YA+ BiF; + FIBL+ AyY; YiCy + FID, Ri(Y)
Clz'yz' -+ Dh'Fz' -1 0 <0 (4.19)
, RI(Y) 0 Sm)

N
ALXi + XA+ LiCoy + O Ly + CLCH + Y AyX; <0, i=1,.., N (4.20)
=1

e o controlador pode ser recuperado por (4.10)-(4.12) e (4.16).

E interessante observar que, enquanto a solucdo do problema escrito com LMIs
corresponde ao controlador étimo Hs,, o conjunto de restricdes parametriza todos os
controladores estritamente préprios de ordem igual & do sistema e todos os controla-
dores proprios de ordem menor que a do sistema para os quais o sistermna em malha
fechada € estdvel. Portanto, se ndo estiverem sendo levadas em conta questdes de
otimalidade, basta encontrar um controlador que atenda as condigdes de factibilidade
do problema.

4.2.2 Controlador H; 6timo obtido via equacgoes de Riccati

A partir do problema escrito na forma de LMIs, vamos derivar equacdes de Riccati
acopladas que também fornecem o controlador H, étimo .
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Multiplicando (4.18} a esquerda e & direita por uma matriz de permutacio ade-
quada, observamos que essa restricao é equivalente a

I Y; E; >0,i=1.,N (4.21)
E!X;+ D)L, E Z;

Podemos eliminar as varidveis auxiliares Z;,7 = 1,..., N aplicando complemento de
Schur a (4.21), resultando na fun¢io objetivo equivalente a (4.17):

N

f=2 e Te((Bi+ Dy LX) X B + X[ LiDog) + Dy LLX 7Y~ X7 T XL Dy,
i=1

Além disso, ndés sabemos pela estrutura do problema (4.17) que a solucdo Gtima

encontra-se na fronteira do conjunto de solucoes factiveis. Portanto nés considera-

remos aqui um conjunto fechado, composto pelos conjuntos abertos (4.18) e (4.19) e

suas fronteiras, ou seja,

N
AY; + YA+ F B + (CrYi + Dy F) (CuYs + Dy Fy) + 3 A ViYY< 0 (4.22)

j=1
N
A';XZ + X;A; + L;Co + CQZL; + OLCM -+ Z )\inj <0 i=1,...,. N
=1
No entanto, nés mantemos a desigualdade estrita
Y; I
I X;
Para encontrar os valores 6timos de Y; e Fj, ¢ = 1, ..., N, vamos introduzir o lagran-

geano associado ao problema de minimizar f sujeito a (4.22). Considerando valores
fixos de X; e L;, o lagrangeano pode ser escrito como

>0, 1=1,..,N

N
£ =3 Te[A(AY; + il + BiF; + FIB} + (CiiYs + DuFy) (CyiYs + DyF) +
i=1

N
1
+ NV + f
=1
Observando que o problema em consideracao é convexo, as condicoes necessarias de
otimalidade sao também suficientes. Para encontrar duas dessas condicoes, vamos
tomar as derivadas parciais de £ em relagho a F; e A;, resultando em

(B + Dy{CnY: + Dy F))A = 0 (4.23)
AY; + Yidy + BiF; + F{Bl + (CnY; + DuFy) (CuY; + DuFy) +
N
+ DAY =0 i=1,..,N (4.24)

i=1
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Uma escolba de F; que satisfaz (4.23) é
F; = —(DyDy) " (B{ + D;,CrYy)

Vamos introduzir o valor 6timo F; em (4.24) e definir P, = Y;7'. Multiplicando
a equacao resultante & esquerda e a direita por P;, obtemos as equagbes de Riccati
acopladas

N
AP+ PiAg — PBi(DyDy) ' BIP; + CriCoi + > NP =0 (4.25)

j=1

com Ay e Cy; definidas em (3.11). A solucio de (4.25) serd denotada por P;. Obtemos
ainda o ganho 6timo Cy

Ceoi = FP; = —(D};Dy;) " (B}F; + Dy,Cui)

Deve ser observado que as restricbes X; > Y:! nido foram levadas em conta.
No entanto, para que o desenvolvimento acima faca sentido, para o valor fixo de
X; deve existir algum ¥; factivel. Vamos entdo supor que Y;7' < P, Neste caso,
F(Y)) < f(B™1), o que é uma contradiciio, pois sabemos que P, é a solucio Stima.
Logo P; < ¥;™!, o que implica X; > P,

Comparando esse resultado com o obtido no caso de realimentacio de estado,
observamos que C,; coincide com o ganho obtido naquele caso. Isso sugere a validade
do Principio da Separacao, se considerarmos que a parte dindmica do controlador

fL:c = Acixc + Bciy

corresponde & realizacao de uma filtragem. A verificagdo da validade serd completada
na secao de filtragem H,, em que veremos que de fato a parte dindmica do controlador
Otimo possui estrutura de observador de estado.

Precisamos encontrar, agora, as equagoes de Riccati que possibilitam caleular B,;.
Vamos realizar a transformacio W; = X; — P, Subtraindo (4.25) de (4.20), obtemos:

N
(A; — B Co ) Wi+ Wi A; — ByCoi) +C7, 'HDHCCQ_-—%Z MW <0, i=1,..,N {4.26)
j=t
Fixando agora Y; em seu valor 6timo Y; = P!, vamos encontrar os valores étimos
de X; e L;. Aplicando complemento de Schur em (4.18) para eliminar as variaveis
auxiliares Z;,7 = 1,..., N e eliminando o termo da fungio resultante que s6 depende
de Y, a funcao objetivo pode ser reescrita como

N
f= ZoziTr((E; — Dy B YWi(E; — BeiDy))
i=1
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Temos portanto o problema de minimizar f sujeito a (4.26). Vamos escrever o pro-
blema dual

N
min 3 Tr(D,CuQiClLDY;)
3=

s Qi(Ai — BoCu) + (A — BuCo)Qi + oy (E; — ByDo)(E; — BuDy) +
n
+3 2@ <0
J=1
i >0 =1, N

‘Irata-se novamente de um problema convexo e as equagdes de Riccati que fornecem
sua solugao podem ser obtidas através das derivadas parciais do lagrangeano asso-
ciado, de maneira idéntica & empregada para encontrar I; e ¥;. Apds realizar tal
procedimento, obtemos

N
ApiQi + QiAy; — 07 'QiChL (Do D) Coi Qs + o BpiBy; + > AiQ; =0 (4.27)
=1

onde
Api = Ay — B Dy (Do D5;) ™1 Oy
By = Ei(1 — Dy (Dy DY) ™1 Dy;)

com o ganho correspondente

(4.28)

J§ci = (ai_lQin;i + Ez’Déz‘)(DEin‘zi)fl
Finalmente, podemos calcular os ganhos A, :
A= Vvi—l [A; + (Wm + Pa)AzY; -+ (ﬁfz -+ P—?,)Bzﬁl — WiBuCoY; + C,CuY+
N
+CLDuF + 3 A BY;

=1

= A;i — BuCy + BiCoi +

B,

N
AP+ PA,; — PB{(D}; D) ' BIP; + CoiCoi + Y Mis P

i=1

+Wt

= A; — ByCoi + Biéci

E importante observar que, como ndo estamos mais utilizando desigualdades es-
tritas, o controlador resultante pode ndo estabilizar estocasticamente o sistema em
malha fechada. No entanto, se F; e ¢); forem solugdes estabilizantes de (4.23) e (4.27),
ou seja, se A; + BiCui,i = 1,...,N e A; — B;Co,i = 1,.... N forem estocasticamente
estdvels, entao a estabilidade estocdstica do sistema em malha fechada estd garantida.
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De fato, nesse caso, quaisquer que sejam @; > 0, R; > 0,7 =1,...,, N, as equacoes de
Lyapunov acopladas

v
(Ai + BiCoi)' P+ Pi( A + BiCo) + 3 APy + Qi =0
j=l

N
(Az - Bcz’CQi)'Wi -+ Wz(Az - BC;'C%) -+ Z Aijo -+ Rz = O, l =z 13 ,N

j=1
possuem solugao definida positiva F;, W;. Em particular, isso é verdade para

Ri = (Qi + PiBiCu) Q71 (Q; + PiBiCi) — P,BiCui — CuBIP, + aul (4.29)

£

com «; > 0 escolhido de tal modo que R; > 0. Para essa escolha, se fizermos

P o= Wz-f-f)z —ﬁfi
R I A

entdo P, > 0 e definindo

Pt
n= o)
sabemos que o sistema em malha fechada é estocasticamente estavel se
N A1 Pl H—1 X ¥a
o = - —-P QP —~P 7 Q;+ P,B;Cy)

T_IA{ ] PAg—i— PTzﬁ t el . ) 5 il R
(AF+ B =1 3) [ (Q; + Pz'BiCci)Pfl -R; — Q; — P,B,C, — C,,B/F,

<0 1=1,...,N

o que é equivalente a
Ri+ Qi + PiBiCoi + CLBIP, > (Q; + BBiC.)Y Q; H(Q; + BBiC), i =1,..N

que sdo condigtes satisfeitas se escolhermos R; como em (4.29),
Em [11] é proposto um controlador similar, no entanto as equagdes usadas para
determinar ¢J; apresentam uma pequena diferenga, pois é considerada a matriz de

transicdo de um processo de Markov que caminha no sentido decrescente do tempo.

Essa matriz é denominada A® e ¢ calculada segundo a regra A, = A, para i # j e

Ej-\f—,l )\fj = 0. Além disso, naquele artigo, a distribuicéo inicial é considerada uniforme,

o que pode ser obtido fazendo-se o; = —;; ou simplesmente ¢; = 1 para todo ¢ (neste

caso, estamos apenas multiplicando a fungdo objetivo por uma constante, o que nao
altera a solu¢io do problema). A equagfo para o célculo de ); fica portanto

N
ApiQi + Qi Ay — 07 ' QiCo( Dy DY) 1 CyiQs + i BBl + > ALQ; =0
Fz1i
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Com o exemplo a seguir, que é uma versio modificada do exemplo mostrado em
[11], pretendemos mostrar que o controlador 14 proposto ndo necessariamente garante
a estabilidade estocdstica do sistema em malha fechada, ao contrario do obtido neste
trabalho.

Exemplo 4.1 Sejam os pardmetros relativos ao sistema (4.1} com quatro estados
para a cadeta de Markov

1 1 20 -1 2 15 2
w=lo s ) a= 1] s[5 a3 ]
0.4 0 1
Bll = Bl2 —_ Bl3 = Bl4 = { 0 O 4 1 ji
0 2 0] 1
321=[2],3223[0],3232{117324:[0}

10 V2 0

Cii=Ch=1]0 1], C=Cu= 0 V2
0 0 0 0

02220223[1 1],0232[0 1],024_21:1 0]

0 0
Diun=Dp=|0], Dag=Dy= 1O
1 v

DglﬂDggmpggzDggL: [ O O 05}
e ¢ matriz de transicdo correspondente

A=

O O ot U1
o R N S A )
o O O W
o O WD

Considerando o; = 0.25 para todo i, o controlador dtime H, fornece

4 - | —0.9407 —0.9407 4| 97479 ~5.5930
T 39571 —8.0545 10 2T 0.7432  (.7432

A = -1.0000 —0.0716 A, = —16.6459 —1.7138
@7 17138 —17.0037 {0 YT | —1.2872 —1.0000

1.9407 2.2953 2.0716 10.0235
Ba = [ 0.6375 } B = l 0.2568 } B = { 10.3814 ] ) Bt = { 3.2872]
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C, = [ —1.6598 —4.7085 ] Cy = [ —4.7263 m1.6488]

Cuy = [ ~3.7138 —11.6223 ] Coy = [ —11.6223 m3.7138}

com a norma He do sistema em malha fechada igual a 93.9496. Jd ao tentarmos
resolver as eguacdes de Lyapunov acopladas para encontrar a norma Hy do sistema
em malha fechada com o controlador proposto em [11], obtemos solugdo que ndo é
semidefinida positiva, o que indica que o sistema ndo € estocasticamente estavel. O

Mesmo nos casos em que o controlador proposto em [11] estabiliza o sistema, seu
desempenho em termos de norma H, sera pior do que o do controlador Hs étimo, que
deve possuir o menor valor para esse indice. Esse fato sera ilustrado no exemplo a
seguir:

Exemplo 4.2 Considerando os mesmos parametros do Ezemplo 4.1, seja agora a
matriz de transicdo da cadeia de Markov igual a

-1.5 1 05 0

05 ~-15 0 1

A= 0 6 00
0 g 00

Neste caso, a norma Hy fornecida pelo controlador H, dtimo € 110.6730, enquanto
a fornecida pelo controlador de [11] vale 115.5890. O

4.3 Controle H,

Nesta se¢fo, queremos encontrar um controlador com a estrutura (4.2) tal que a norma
H,, do sistema (4.1) em malha fechada seja menor que um certo y dado, ou seja,
precisamos encontrar A,, B e Cy tals que existem F; > 0,4 =1, ..., N satisfazendo

Af
i=1

onde /—L-, E;e C’i; dados por (4.3}, sdo os pardmetros do sistema em malha fechada.

4.3.1 Controlador H, subétimo obtido via LMIs

A transformagio do problema de controle H,, com realimentacao de saida em LMIs
é praticamente idéntica as dos problemas de estabilidade estocdstica e controle Hj.
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De fato, pode-se reproduzir o procedimento do Teorema 4.1 para obter que (4.30) é
equivalente a

[ AYi + YiA[ 4+ BiFi + F{Bj + M\gY; + v BBl Ri(Y) YiC; + F] Dy,
R{(Y) S;(Y) 0 <0 (4.31)
i CuYi + Do F 0 -1
[ A-;Xg + X;A; + L;Co; + CétL; -+ ijuch -+ Zijl ’\inj XoE; + L;Dy; <0
I EX;+ Diy L} —~2]
Y, T .
- 7 x| =0 i=1,.,N (4.32)

onde R;(.) e S;(.) estdo definidas em (2.6) e (2.7). Neste caso, devemos apenas notar
que M, passa a ser

M = A+ Py Vi + PuBiF; + £,0%Y; — Po Ay Pyt PoY, + CL(CLYs + Dy JFy) +

N
+’)fw2(P]_iEi + L‘,g,DQz)E; + Z /\z‘j(Plj - PQjP:’;lPéz')yi

J=1

A introducdo do termo v2(Py,; B + £;D9;) E! deve-se ao termo adicional 7_21:;&@1’-&
presente em {4.30}, que nao existia em (4.15).

Podemos notar que, como a norma F,, a norma H,, também nao é afetada pelos
possiveis valores que Py, P3; e M; possam tomar. De fato, o valor minimo de ~
tal que {4.30) possui solucéo factivel é completamente determinado por (4.31)-(4.32),
portanto diferentes escolhas para Py, Py; e M; ndo afetam o gran de incerteza a que
o sistema pode ser submetido. Desse modo, adotaremos a solucdo trivial para essas
varidvels Po; = —Py; = Y71 — X; e M; = 0, levando ao controlador descrito por
(4.10}, (4.11) e (4.12), com M; dado por

N
M; == A}~ XiAY; — XiBiF; — LiCyY; — CL(CuYi + DyuFy) — 3 AgY, 'Y —
=1

"-’YMQ(XE'EZ' + LzDgz)E;
B importante ainda observar que a funcido objetivo
N ~ ~ ~
= Z o T (B P E;)
=1

fornece uwm limitante superior para a norma H, do sistema em malha fechada. Pode-
mos resolver o problema misto subdtimo adotando essa fungao objetivo. Realizando
as mesmas manipulacoes do caso de controle H,, chegamos facilmente ao problema,

min i o, Tr(Z;) (4.33)

=1l
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Y; 1 E;
5.8 I X; XzEz 4 Ly Dg; >
Bl E!X;+ DL Z;
| AY; + YiA+ BiF -+ FIBL - \Y + YREE! Ri(Y) YiCy + F{ Dy,
RiY) Si(Y) 0 <0

L CiYs + Do Fy 0 —TI
| ALXG + XiAi + LiCoi + ChLl + CLCy + S0 M Xy XaBi + LDy -0
] E!X; + Dy, L —~2T
i=1,.,N (4.34)

onde R;(.) e 5;(.) estdo definidas em {2.6) e (2.7).

B importante notar que, de fato, o controlador obtido é o 6timo do problema (4.33).
O fato de ele ser chamado de sub6timo estd ligado ao fato de estarmos minimizando
um limitante superior para a norma Hy, o que o torna pior que o controlador misto
proposto no Capitulo 5, em que serd efetuada a minimizacio da norma H, de fato.
Pode-se notar ainda que, para v tendendo ao infinito, os problemas Hs e H,, tornam-se
o mesmo e o controlador subétimo H,, coincide com o controlador étimo H,.

4.3.2 Controlador central H,

Nesta secao propomos um controlador obtido via equagdes de Riccati tal que a norma
H, do sistema em malha fechada permanega menor ou igual a . No problema de
realimentacio de estado também foi obtido um controlador com essa propriedade a
partir de equactes de Riccati, que coincidia com o controlador H,, subdtimo. No
entanto, veremos a seguir que no controle H,, com realimentacio de saida algumas
condigdes adicionais sdo necessdrias para que o controlador central coincida com o
controlador H., subdtimo. No entanto, embora a solucdo Gtima de (4.33) néo seja de
modo geral dada por equacgoes de Riccati, podemos encontrar um controlador factivel
que seja determinado pelas mesmas. Tendo em mente que em (4.33) apenas um
limitante superior para a norma Hy é minimizado, abrir mao da otimalidade pode néo
acarretar tanta perda na performance real do controlador. Como foi demonstrado em
[2], algumas vezes o controlador central pode até mesmo apresentar norma H, menor
do que a obtida pelo controlador H,, subétimo.

Definigdo 4.1 (Controlador central) Dado o sistema (4.1), denominamos contro-
lador central aquele obtido pelas sequintes equagdes :

N

j=1

Api@:; + QiA;n‘ - Qé{ éi(DEiDlzz‘)mlczi - ’Y—zc;iicli]Qi + BP’JB;'M‘ +
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N
+22QiQ7'Qi =0 i=1,.., N(4.36)

=1
Co = —( iiDli)_l(Bz{Pi + D1,Ch)

By={- ”/—zQz‘Pé)—l(QiCQi + F; Dy Doy Dy

Ag = Ai + BiCoi + v *EEP; — By(Cy; + v 2Dy ELP)

i

com Api, Agi, Bypi e Cyi definidas em (3.11) e (4.28), desde que P71 > v2Q); > 0,1 =
1,..,N. o

Teorema 4.2 O controlador central garante que a norma do sistema em malha fe-
chada serd menor ou igual a .

Prova : Definindo
pv B ,YZQZE Pz . ,YQQ;I T = I)Z_wl T
LR QT =R TR0
entio P, > 0e T, é nao-singular para todo 7. Além disso,
T (ﬁi;ﬁ + PA;+ v P PEER + ClC+ Y /\ijl-’z.-) T,=0,i=1,.N

e como 1; é inversivel, a prova estd completa. O

Notamos que o controlador central ndo depende da distribuic@io de probabilidade
inictal ;. Além disso, para que a estabilidade estocastica do sistema em malha fechada
com perturbagdes w = Az esteja garantida, com ||A]] < v 1, A, + v 2EE P, i =
1, ..., N devem ser estocasticamente estaveis.

Vamos encontrar agora condigbes suficientes para que o controlador central coin-
cida com o controlador obtido pelo problema (4.33). J4 que o controlador central nao
leva em conta a distribuicdo de probabilidade de #, consideraremos distribuicio uni-
forme, ou simplesmente o; = 1,7 = 1,..., N. Como (4.33) ¢ convexo, podemos derivar
as condigOes necessarias e suficientes de otimalidade a partir do lagrangeano associa-
do a ele. Considerando valores fixos de P, = }’}“1 e F;, vamos definir W, = X, — P,.
Subtraindo (4.35) de (4.34), o problema permanece inalterado e conseguimos uma no-
va restricao envolvendo W; . Escrevendo as condigbes necessérias de otimalidade em

termos dessa nova varidvel e da varidvel dual H" associada i nova restricio, obtemos

(Ai = BoiCoi + vy E,BLF; — ¥ B, Doy E;P,) Wi +
+Wi(Ai — BoiCoi + v *EiELP; — v 2By Do ELP) +

N
+Y Wi Ei — BeiDai) (B; = BouDy) Wy + CLDDyCoi + 3 MW = 0 (4.37)

j=t1
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(Ai = BoiCy+ 7 BB P; ~ v *B; Do EIP,) H; +
+Hi(A; — BeiCos + v *EE[P; — v By Dy ELP;) +
+y Wi E; ~ Bei D) (E; — B Do) Hy +
+y " H;(F; — BeDo;)(E; — BoiDa)' Wi +

N
+Hi(E; — BeiDoi)(E; — BaDo)Hi + 3 N H;H; ' Hy = 0 (4.38)

7j=1
B, = ("/*QWi + Hi)“l(C‘gi + 7_2HEZ-D;1-)(D22-D;2-)_1 + E;Dy(Dy DY, i =1, N

Com essas condigbes estamos prontos para o seguinte teorema:

Teorema 4.3 Seja H; dado pelas condicées de otimalidade acima. Se
N N
Yo diH; =3 NHH'H;, i=1,..,N (4.39)
j=1 F=1

entdo o controlador central coincide com a minimizacdo do limitante superior da nor-
ma Ho.

Prova : Podemos reescrever o problema (4.33) como

N
min 3 aq [Tr(B{Y; Ei) + Tr((B: ~ BuDai) (X — ¥;) (i ~ BuDa)]
i=1
sa  AY; 4+ VAl + BiF, + F{B] + v E;E{ + (C1,Y; + Dy, F;) (CuYi + DuF) +
N
+> XYY <0
j=1

ALX 4 XiAs + LiCoy + CoLL + CLCy + v 2 (X E; 4+ LiDo)(X,E; + LiDoy) +

N
“i“ZAinj < 0

i=1
[ 1}; ;{T—Z } >0,L; = (Yi“l — X;) B, i=1,...N

Observamos que, como no caso Hs, estamos considerando as restricdes como conjuntos
fechados, compostos do conjuntos factiveis originais mais suas fronteiras.

Vamos encontrar inicialmente os valores dtimos de Y; e F;. Observando que a
funcao objetivo nao depende de Fj, podemos determinar esse ganho como no problema
Hj a partir das condigdes necessdrias de otimalidade, obtendo

Fy = —(D},Dy) " Y(B, + D|,C,;Y;)
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o que implica
Coi = FiP; = = (D4 Dy)) ™ (B{F: + D},Ch)

onde F;,i=1,..., N sdo solucdes das equagdes de Riccati acopladas {4.35).
Somando as equagdes {4.37) multiplicadas por 2 com (4.38}, usando (4.39) e
definindo uma nova varidvel K; = (y7*W, + H;), obtemos

Ki(Ai — BuCoi + 7y BB — v *BuDy E[P) +
+(Ai = BuCoi + v BB Py — v By Dy 5[ P) K +

N
+y 2L D DC sy + Ki(B; ~ ByDy)(E; — BuDayV K, + STNK; =0 (4.40)

j=1

Finalmente, podemos definir Q; = (K;+772F;)"! e, apés somar as restricdes (4.40)
e as restrigdes {4.35) multiplicadas por v™* e multiplicd-las em ambos os lados por
2;, obtemos finalmente

N
ApiQi + QA — QilCh (D D) 1y — v 2C0LCL1Qs + ByiB,,; + > AijQin_lQi =0
Fezl

Calculando o valor de B, obtemos

B = (K;7'Cyy+ (v 2K Py + 1) E:Dhy) (Do D)™
=(Qi' = R) O + (Q7 =y PP) Ty PR + 1) EDy) (Do D)
= (I — v Qi Py HQiCy; + E: DY) (Do DY)

Portanto os valores de B,; coincidem. Calculando enfim A4,;, obtemos

A = WAL+ (Wy + BYAY; + (Wi + P)BiF; + LiCy,Y; + CLCLYi+

+CLDuF + v (Wi + PYFEL + v LDy E| + }N_“ i 25| P
=1
= A; + BiCoi + v *E;E{P; — Bi(Cy; + ’Y~2D2iE£f)i)J‘§“
+WH | AP+ PAg — BBi(DyDy) 'Bi — v P BE]|P, + CpiCyi + i Aij b
J=1
= A; + BiCoi + v 2EEP; — Bi(Co; + v 2Dy, ELP)
e o controlador central é étimo para o problema (4.33). =

Uma anélise dos resultados obtidos até aqui revela que, quando ~ tende ao infinito,
nao necessariamente o controlador central correspondera ao controlador 6timo Hy, ao
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A = Al A - Ag
limitante | norma | limitante | norma
Riccati | 2434.5462 | 157.6746 | 1653.2526 | 96.8285

LMI 111.2777 | 96.6966 | 108.7618 | 94.7018

Tabela 4.1: Controlador H, subdtimo e controlador central H.,

contrario do controlador étimo dado pelo problema {4.33). Tal fato somente ocorrers
se as condi¢des de otimalidade estabelecidas pelo teorema acima forem satisfeitas.
A vantagem do controlador central é a maior simplicidade de seu cédlculo, pois ele é
totalmente descrito por equacdes de Riccati. Pela demonstragio do teorema, vemos
que o ganho Cy; do controlador central é sempre Gtimo para o problema (4.33), mas os
outros ganhos necessitam da hipétese adicional (4.39) para serem 6timos. No exemplo
a seguir vamos efetuar uma comparacio entre os dois controladores, do ponto de vista
do desempenho.

Exemplo 4.3 Vamos tomar o mesmo sistema usado no Evemplo 4.1. Usaremos duas
matrizes de transicdo diferentes:

-5 230 ~-10 7 3 0
1 —4 0 3 1 —4 0 3
A= 0 000 Ay = 0 000
0 000 0 000

Para v = 10, os resultados obtidos podem ser vistos na Tabela 4.1.

Podemos notar no caso A = Ay que enquanto em termos de limitante o controlador
central € cerca de 15 vezes pior que o oblido via LMIs, sua norma Hy nio chega a ser
o dobro da conseguida pela minimizacio do limitante. No segundo caso, a diferenca
entre as normas reats ¢ ainda menor, com o controlador central tendo norma Ho
cerca de 2.2 J% maior que a obtida pelo outro método. Tais resultados demonstram
claramente que abrir mdo da otimalidade do limitante, ao adotar o controlador central,
ndo implica necessariamente grande perda de performance. 1

Neste ponto, cabe uma observagdo interessante. Como j4 foi observado, a norma
H; pode ser expressa em termos de A,, B, e C,, de modo que, para um sistema
fixo, ela ¢ uma funcéio do controlador. A intuigio leva & suposicdo de que o mesmo
ocorreria com o limitante. No entanto, como vimos anteriormente, ele é expresso em
termos de X, Y e L. De fato, é observado na pratica que para um mesmo controlador
mais de um conjunto dessas varidveis é admissivel, levando a diferentes valores para
o limitante.
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4.4 Filtragem

Nesta segao trataremos o problema de filtragem, ou seja, de recuperacio do estado do
sistema a partir de sua salda. Consideraremos tanto a filiragem Hs, que minimiza a
norma do erro do estado estimado em relagdo ao estado real, quanto a filtragem H,,
que garante que mesmo na presenga de ruidos o filtro permanecerd estdvel, ou seja, o
erro tendera assintoticamente para zero.

A primeira vista, esta secdo talvez devesse preceder o problema de realimentacio
de saida, uma vez que esse problema traz implicita a realizacio da filtragem. De fato,
muitos autores adotam essa linha, estabelecendo primeiramente um filtro e depois
langando méao do Teorema da Separa¢io para tratar o problema de realimentacdo
de saida. No entanto, estamos aqui interessados na abordagem convexa, e para as
técnicas que foram utilizadas, é irrelevante a existéncia de um Teorema da Separacio
e o conceito de filtro, totalmente dispensdvel. Porém, uma analise a posteriori dos
controladores obtidos nas se¢des anteriores sugere fortemente a existéncia desse Teo-
rema para o sistema aqui utilizado, e o tratamento do problema de filtragem passa a
ser valido para fins de interpretacgio dos resultados obtidos.

Como veremos a seguir, a ordem utilizada aqui é bastante oportuna, pois o pro-
blema de filtragem, quando & luz da andlise convexa, nada mais é do que um caso
especifico do problema de realimentacio de saida.

4.4.1 Filtragem H,

Nesta se¢do estamos interessados em encontrar um filtro de modo que a norma da
diferenca entre o estado estimado e o estado real seja. a menor possivel. Dado o

gistema
y = Ca{b)z + Dy{6)w

queremos encontrar o filtro

Ty = Ac(gt)xf + B(0:)y
tal que, considerando como saida o erro

e=Cy(0)x —~ Co(b)xy

a norma H, do sistema seja minimizada.
Calculando os parametros do sistema em malha fechada, obtemos

e Az 0 A EJ‘1 % L
Ai h [ Bce'c?i Aci } ’ E; = [ B Do :| ’ Cm - [: Gl?’ Ccz } (441)

Comparando esses pardmetros com aqueles do problema de realimentacao de saida
(4.3), podemos perceber que temos aqui um caso particular daquele problema, com
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B; = 0 e Dy; = —1I. Portanto a obtencéo do filtro expresso tanto em termos de LMIs
como em termos de equacoes de Riccati é imediata.

Filtro H, 6timo obtido via LMIs

Tendo em méaos o resultado do problema de controle H, com realimentacé@o de saida,
obtemos o seguinte problema:

N
min Z &%) TI‘(Zg)

=1
Y] 1 E;
5.a I X X;E;, 4+ L; Dy, | >0
L E; E;XiD’ZiL; Zi
LAY+ VAL Y (CuYi— F) R(Y)
CuY;, — F; —1 0 <0
i Ri(Y) 0 Si(Y)
N
A;Xﬁ + X;A; + L;Ch + CQIL; -+ C{ZCh + Z Ainj <0, i=1,.,N
i=1

onde I;{.) e S;(.) estdo definidas em (2.6) e (2.7).
Como esse é um problema convexo, novamente as condi¢bes necessarias de otima-
lidade sdo também suficientes. Observando essas condigoes, encontramos

Fz‘ — Cli}/;

N
AY; + VA + (CLY; — BY(CuYs — F) + Y )‘z'jY:i}/;'MIY; =0 (4.42)
Fm]
que é satisfeita para
Cu = O

Substituindo esse valor em (4.42) e multiplicando a expressio resultante por F; = ¥;™*
a esquerda e & direita, obtemos

N
A;P@ + BPA; + Z )\U'PJ ={
j=1

Portanto P; — 0% é uma solugdo 6tima e o problema pode ser reescrito simplesmente
COIIO

N
min Y o Tr(Z;)

i=1
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ot
T

E!X; + DL 7z >0

N
ALX; + XgA; + LiCo + ChLL + CLCLu+ Y AuX; <0, i=1,..., N (4.43)

1]
j=1

Podemos calcular A, e B.; como se segue:

Ba= =X)L,
A = (Y7 = X)) MY

N
= X A + XY + LiCyY; + CL(CLY: — F) + > )\ij}?lYi)Yi
J=1
= A; — BuCyi
(4.44)

Ressaltamos a semelhanca entre este problema e o de controle H; com realimentacio
de estado. De fato, como ji foi observado em [13], fazendo as transformacdes de
variaveis Az = A;, Cgi = B:, LI = Fj;, Ch; - E;, Et = C{“ Dgz‘ = ‘iij A = A,, 0
problema acima torna-se idéntico ao problema de controle.

Filtro H, 6timo obtido via equacoes de Riccati

Novamente vamos tomar o controlador Hy 6timo com realimentacio de safda, obtendo
o filtro correspondente

N

ApQi + Qi Ay — 07" QiCh (Do D3y} ' CoQi + i BBy + 3 X;iQ; = 0
=1

By = (0;'QiCl; + EiDy)(Dgy D)™

Coi = C;

Podemos notar que o ganho By; coincide com aquele obtido no controlador Hs com
realimentacao de saida. O ganho A, também é similar, a menos do termo B;C.;
encontrado naquele problema devido a existéncia de uma acio de controle. Desse
modo, observa-se que de fato o controlador Hy 6timo possui estrutura de observador
de estado e o Principio da Separagfio é valido para o sistema aqui tratado.

4.4.2 Filtragem H,

Considerando o mesmo sistema da segdo anterior, vamos tratar o problema em que se
deseja obter um filtro de modo que a norma H,, do sistema dado pelos parametros
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(4.41) seja menor que y. Como no caso H,, observa-se que este problema recai no
problema de controle H,, com realimentagio de saida. Portanto podemos derivar
imediatamente o problema de otimizacdo sujeita a LMIs ¢ as equagdes de Riccati que
fornecem filtros H.,,.

Filtro H,, subdétimo obtido via LMIs

Vamos tratar o problema de minimizac¢io de um limitante da norma H, enquanto a
norma H,, do sistema com filtro permanece menor que . Utilizando os resultados
das segio de controle H,, com realimentacio de saida e os mesmos argumentos da
filtragem H, sobre Y;, obtemos

N
min Y a;Tr(Z;)

gzl

| BIX, + DLL Z
A;X; + X;A; + L;Cy + CézL; + G{ZCM -+ Zj\;l Az'ij X E + L; Do; <0
E!X; + Dy L —2I
i=1,..,N |

Como no caso do filiro H,, devemos ter A; tais que o sistema seja estocasticamente
estével. Os ganhos A,, B, e C; podem ser encontrados da seguinte maneira:

Ba= (Y7 - X)L,

N
J=1
+v (X By + LDy ENYY
= A; — BCo;

Observamos que, enquanto as LMIs para o filtro e para o problema de controle H.,
sa0 as mesmas, o parametro A, passa a depender de y somente através de B, ao
contrdrio do caso do sistema controlado. Além disso, quando v tende ao infinito, este
filtro recai no filtro H, 4timo.
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Filtro central H,, obtido via equagbes de Riccati

A partir do controlador central H,, obtemos o filtro correspondente:

N

ApiQi + Qi — Qi[Coy (Do Dy,) "1 Oy — y2CL, 0010 + BB+ 2;Q:Q7Q; =0
=1

A = Ai — BoiDy;

B = (QiCai + EiDy;) (Doy D) ™

Cu = Cy

Notamos que, quando 7 tende ao infinito, como no caso de controle o filtro central

nao necessariamente se torna igual ao filtro Hy;. Para que tal fato seja verdadeiro,
deveremos ter

N N
> )\ijQiQ;lQi =3 AiQ;
J=1 j=1

e distribuicao inicial uniforme.
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Capitulo 5

O problema misto Hy/H

Nos capitulos anteriores, tratamos o problema de controle H,, com minimizacio de
um limitante para a norma H.. Como pudemos observar nas comparacdes entre o
controlador central e o controlador subdtimo H,,, minimizar o limitante nem sempre
garante uma melhora de desempenho significativa. De fato, melhor seria trabalhar
nao com um limitante, mas com a prépria norma H,. Este é o objetivo deste capitulo.
'Trataremos o chamado problema misto Hs/H., que pode ser definido como minimizar
a norma Hy do sistema em malha fechada, mantendo sua norma H,, menor que v .

Embora trabalhar diretamente com a norma H, possibilite obter melhor perfor-
mance, o problema torna-se consideravelmente mais complexo. Até o momento, nio
se conhece uma representagdo convexa para o mesmo, o que descarta a utilizacio
pura e simples de LMIs com fungdes objetivo lineares ou equacdes de Riccati. No
entanto, observamos que é possivel converter o problema misto para um problema de
otimizacdo cujas restricoes sao ainda LMIs, porém com fungao objetivo ndo-convexa,
embora diferenciavel, ou seja,

min {g{z} : F(z) > 0} (5.1)

onde
F(z)=Fy+ > F;

d==}

Um algoritmo para encontrar um &Stimo local desse problema foi proposto em [5]
e é reproduzido na se¢io a seguir.

5.1 Um método primal de solucao

Precisamos assutnir, a principio, a existéncia de um ponto z;, factivel para o problema
(5.1), ou seja, tal que F'(zx) > 0. Se tal ponto ndo existir, ndo existira um controlador

59
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tal que a norma H, do sistema em malha fechada seja menor que v e o problema nio
tem solugao. Se o ponto existir, vamos tomar o problema auxiliar

min {< Vg{zy),z >: F(z) > 0} (5.2)

Sendo z; sua solugdo 6tima e, levando em conta que por hipétese o ponto zx é
factivel entao
< Vglzy), zg — 11 >< 0

e assim, definindo dj, := z; ~ z, duas situagoes podem ocorrer:

1. < Vg(zy),di > < 0. Neste caso, devido & convexidade do conjunto de restricoes
0s pontos
Tpy1 = Ty + audy,

sempre serao também factiveis para todo 0 < o < 1. Além disso, desenvolvendo
g(-) em série de Taylor temos

9(@pi1) = glzx) + o < Vg(zg), dp > +0(0?)

0 que torna aparente que existe um valor de o > 0 suficientemente pequeno tal
que g(zr+1) < g(zx). Ou seja, através de uma busca unidimensional na direcéo
dy podemos simultaneamente diminuir o valor da fungio objetivo e gerar um
novo ponto que satisfaz as restricées do problema em consideracéo.

2. < Vg(zr),ds > = 0. Neste caso, sem perda de generalidade, podemos considerar
que zp = Iy, € assim as condigoes necessarias e suficientes de otimalidade para o
problema (5.2) podem ser escritas na forma

Vglzg) — Tr[ZF] =0
Fzy) >0

Z=72>0
TI’[ZF([S]C)] =0

que sao exatamente as condigbes necessirias de otimalidade para o problema
original (5.1). Em outras palavras, a condicio que define este caso s6 poderd
ocorrer quando o ponto zy for um dtimo local do problema que desejamos re-
solver.

Com base nos resultados anteriores, podemos estabelecer o seguinte algoritmo:
Algoritmo 5.1

1. Inicializacdo : determine zo tal que F(zy) > 0. Se tal ponto ndo ezistir, o
problema ndo possui solucdo factivel. Faca o contador de iteracées k = 0.
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2. Resolva o problema de programacio conveze
z = argmin{< Vg{z,),z > : F(z) > 0}
Determine dy, = 2z, — z1, € O =< Vg(x), dy, >.

3. Se O = 0, dentro de wma precisio previamente estabelecida, ©, € a solucdo
otima local procurada. Fim.

4. Resolva o problema de busca unidimensional
ay = argmin{g{z; + ady) : 0<a <1}

Determine xy.1 1= og + agdy, faca k +— k -+ 1 e volte ao passo 2. O

Como o algoritmo fornece uma seqiiéncia decrescente de g(zy), ele devera convergir
para um 6timo local do problema (5.1) (veja [12]}. Evidentemente, é necessario que
exista pelo menos um ponto zq factivel. Se ele nfo existir, o problema nfo possui
nenhuma solucgao factivel.

Analisando o passo 2 do algoritmo, podemos observar que é possivel melhorar sua
eficiéncia. Nesse passo temos um problema de otimizacio que pode ser resolvido por
métodos de pontos interiores que, utilizando uma fungio de barreira B(z), penalizam
o conjunto de restricdes. No nosso caso, essa func¢io pode ser, por exemplo,

B(z) = ~log det [F(z)]
Um método de pontos interiores pode minimizar a funcao
f(z) =< Vyg{z),z > +8B(z)

L fundamental perceber que o gque deseja minimizar, de fato, é a fungao objetivo
< Vg(zy),z >. Penalizar essa funcido significa, simplesmente, impedir que um ponto
infactivel seja a solugdo étima do problema de minimizagao irrestrita de f{z). Portan-
to, a influéncia da barreira sobre essa fungio deveria permanecer, idealmente, apenas
sobre a fronteira das restrigées. Isso equivale a fazer 5 tendendo a zero. Desse modo,
se o método de pontos anteriores utilizar a dire¢iio de Newton, esta sera

dp = —H '(2)(Vg(zx) + 5V B(z))
= —H™Y(2)Vg(z)

onde H(z) é a Hesslana de B(z). Como esta ¢ uma funcio convexa, H(z) é definida
positiva.

Uma vez que em cada iteragdo do método de pontos interiores a fungio objetivo
decresce, em apenas um passo CONseguimos um novo ponto zy = I + edy com a
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propriedade desejada < Vg{zy), z; — 2 >< 0. Portanto o passo 2 pode ser reduzido
a

d, = ~H! (ﬁ:‘k)vg({,l?k)

No entanto, precisamos notar que, enguanto anteriormente a busca era feita com
« € [0, 1], agora o maior valor de « para que z; +ad;, esteja na fronteira das restrigdes
(mez) € dado pelo inverso do maior autovalor de

1

P () (F(dy) — F(0)F* (k)

(veja [14]). Portanto a busca unidimensional do passo 3 deverd ser feita para a €
[07 g [

Finalmente podemos notar que, se fizermos H{x) = I, obtemos um método de
gradiente, que nao leva em conta as restricdes ao escolher a dire¢do, utilizando a
mesma do caso em que o problema é irrestrito.

5.2 Realimentacao de estado

Dado o sistema
I = A(Ht)ﬂ’: + B} (Qt)w + Bg(ﬁt)u
S: Z = Ci (9,{)(13 + D1 (Bt)u
uw=K(f)z

queremos resolver o problema
min {1113+ 1151loe <} (53)

Para utilizar o método proposto, devemos obter um problema equivalente na forma
(5.1). Observando os resultados do capitulo 3, sabemos que a restri¢io [|S}|e < v é
equivalente a

AY; + YAl + BiF; + F!B} + \;Y: + v *EEl R,(Y) Y,C|, + F!Dj;
RAY) 5;(Y) 0 <0
Cu¥s + DuF; 0 ~1I

i=1.,N

com R;(.) e S;(.) definidas em (2.6) e (2.7). Sabendo que K; = F;¥;™', podemos
escrever a funcao objetivo como

N
g(Y1, .Yy, Py, ..., Fy) =Y oTr (B RE;)

jmm]
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com F; > 0,1 =1, ..., N sendo solu¢des das equagdes de Lyapunov acopladas
(Ai + BiFY7Y P+ Pi(Ai + BEY™) + (Cy, + DR FEYY (O + DyFY; ')y +
N
+2 APy =0 i=1.,N
=1
Portanto o problema (5.3) pode ser convertido para o problema (5.1).

Exemplo 5.1 Seja o sistema do Exemplo 3.2. Aplicando o Algoritmo 5.1 para v, =
1.8, Yo = 08, Y3 — 1, Yy == 15 e

-5 2390

1 -4 0 3

A= 0 000
0 000

encontramos, para o controlador central, [|S||5 = 17.0564 e para o controlador misto,
18112 = 16.3342. O

5.3 Realimentacao de saida

Com a parametrizagdo de todos os controladores do tipo (4.2) que obedecem & res-
tri¢do sobre a norma H,, apresentada no capitulo de realimentagio de saida (4.33),
basta observar que a norma H, pode ser escrita em funcdo das varidveis da parame-
trizaco (Y, F;, Xj, L;) para verificar a possibilidade de aplicagao do Algoritmo (5.1).
Outra possibilidade ¢, assumindo distribuicdo uniforme para §;, adotar um con-
trolador similar ao apresentado em [2], ou seja,
Agi = Acoi + BooiCei — BeiCy
B = (QiC; + EiDiy ) (D D)™ (5.4)
onde
Acei = A; +772Q:C1,Cy
Booi = B; + v~ Q;C; Dy,

e (; > 0,i=1..N sao solucdes de (4.36). Portanto, os tnicos pardmetros do contro-
lador a serem determinados sdo C, 1 = 1..N.

Teorema 5.1 Sejam os controladores que atendem (5.4). Entdo, se as equagdes de
Riccatt acopladas

(Acoi + BooiCli) Xi + XilAsi + BooiCli) + v 2 Xi(Chri + DyC) (Chi + DyCri) X +

N
+Bei Doy Dy By + 3~ M Xi X771 X =0 i=1,..,N (5.5)

=1
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possuirem solugdo definida positive e estabilizante, o sistema em malha fechada terd
norma H., menor que 7.

Prova : Escolhendo como varidvel de estado # = [z z, — z|, sistema em malha
fechada pode ser escrito como

5= A(0)7 + B(o)w
onde
A= Ai + BiCy B,.Csi
| 7PQICH(C + DuCl)  Ai — BuCoi + vy 2QiC(Chi + DyCl) |7

E; = [ _E, +EjéaD2i } , G = [ Cri+ DCo DyuCl ]

e a restrigdo sobre a norma H,, torna-se

B _ o . N
AP+ PA] + o PG CP + BB/ + Y \PP7P =0, i=1,.,N  (56)

g=1
Fixando
Qi+ X; —Q;
S &2
basta substituir esse valor em (5.6) para completar a prova. E]

Com esse resultado, podemos escrever a norma H; do sistema em malha fechada
como fungao das varidveis C,; e utilizar novamente o Algoritmo 5.1 para resolver o
problema misto Hy/H,,. No entanto, é preciso estar atento para o fato de que o Teo-
rema 5.1 fornece apenas uma condigdo suficiente para a restriciio sobre a norma H.
Podemos verificar que ela é mais conservativa do que a restricdo original verificando
que impusemos uma estrutura as varidveis P; (5.7).

Embora nao seja realmente relevante para o problema misto, é interessante notar
que, assumindo para o controlador a estrutura (5.4), o problema de minimizacio de um
limitante da norma H; do sistema em malha fechada reduz-se ao caso de realimentacio
de estado. De fato, um limitante para a norma Hy é dada por

N N N
i1 i==1 =1

Observando que o primeiro termo é uma constante, é ficil verificar que o problema

de minimizacao de (5.8) sujeito a (5.5) pode ser interpretado como minimizacdo do
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limitante da norma H, com a norma H,, menor que v dado para o sistema

T = A (0)z — B.(6:)D2(6:)w + B (6;)u
z=C1{8)z + Dy (A )u
u = Co(6)x

ou seja, trata-se de um problema de realimentacao de estado.
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Capitulo 6

Conclusao e perspectivas

Em todo este trabalho, foi utilizada a estratégia de obter controladores baseados em
equagoes de Riccati e LMIs. Esse era, de fato, nosso objetivo e acreditamos té-lo
alcancado.

O Capitulo 2 traz resultados ja conhecidos de estabilidade e normas. Vale observar
que, enquanto a norma H, ja havia sido introduzida em [16], a utilizacao de ~;,i =
1,..., N diferentes s6 foi apresentada em [1], com uma abordagem totalmente diferente
da adotada aqui.

No Capitulo 3 temos novamente resultados constantes na literatura, com a dife-
renca tnica de que procuramos utilizar sempre LMIs, ao contrdrio das referéncias, que
de modo geral adotam argumentos de programacio dinamica.

Acreditamos que o Capitulo 4 é a grande contribuiciao desse trabalho. Se por um
lado o problema de controle H, com realimentacio de saida ja havia sido tratado por
outros autores, também é verdade que este texto trouxe uma interpretacio mais cor-
reta do filtro que acaba por ser identificado no controlador, erroneamente classificado
em [13] como um filtro de Kalman. Finalmente, temos nesse mesmo capftulo o proble-
ma de controle H,, com realimentacio de saida, cuja solugdo é original. Além disso,
trazemos também o problema de filtragem Hs; e H,, que, como pudemos observar,
pode ser tratado como um caso especifico de controle com realimentacao de saida.

Por dltimo temos o Capitulo 5, que traz também resultados ainda inéditos sobre
o problema de controle misto Hy/H,,, aplicados a sistemas com pardmetros sujeitos
a saltos markovianos.

Quanto as perspectivas no controle de sistemas com parametros sujeitos a saltos
markovianos, acreditamos que um problema interessante ainda néo resolvido é o de
controle sem o conhecimento do estado da cadeia de Markov 6,.

Para os prdximos cavaleiros e amazonas, os melhores votos de boa sorte.
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Capitulo 6. Conclusao e perspectivas




Apéndice A
Processos Estocasticos

Pretendemos neste apéndice apresentar definicoes e resultados basicos da teoria de
processos estocasticos. Inicialmente, introduziremos alguns conceitos de estatistica
para, posteriormente, apresentar resultados especificos de processos estocdsticos e
processos markovianos. Para um estudo mais aprofundado, vide [19].

Definicdo A.1 (Classe) Dado wm conjunto €, uma classe em ) é um conjunto de
conjuntos em §1. 0

Definicio A.2 (o-algebra) Dado um conjunto 2, uma o-dlgebra em Q2 € uma classe
fechada sob foda e qualquer seqiéncia enumerdvel de operacées de intersecgio, unido
e complemento. {1

Definicao A.3 (Varidvel aleatéria) Dado um conjunto €, que denominaremos es-
paco de eventos, e wma o-dlgebra A sobre o mesmo, definiremos a varidvel aleatdria
X como sendo uma funcdo de §) para R tal que

{w: X(w)<z}e A Vi e R

O

Definicdo A.4 (Espago de probabilidade) Dado um espaco de eventos 2 e uma o~
dlgebra A sobre o mesmo, podemos associar a eles uma medida de probabilidade P,
resultando em um espaco de probabilidade dado pela tripla (2, A, P). 0

A mesma medida de probabilidade pode ser associada a uma varidvel aleatéria X
sobre A.

Definigdo A.5 (Processo estocdstico) Um processo estocdstico é dado por um con-
Junto de varidveis aleatdrias indexadas por um pardmetro t {X;:t € T}. O
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Definigdo A.6 (Processo markoviano) Sejam ¢ < {y < ... < ty € T. Enido um
processo estocdstico {X; 1t € T} serd dito markoviano se

P(XtNiXintzv sy Xtle) = p(XiN !XtN—1)
]

A partir da definicdo acima, pode-se deduzir uma importante propriedade dos
processos markovianos. De fato, observa-se que ele é totalmente definido a partir das
distribui¢des de probabilidade de primeira ordem P(X;) e P(X¢|X,),s < t. Sendo
b <ty < ... <ty €T,

P(th,th, "'XtN) -_ P(XtN Eth,th, ...thml)r)D(Xil,sz, ""Xle)
- P(XtN tXtN—-l)‘P(th ’ Xﬁzv '“thvl)

Podemos desenvolver P(Xy,, Xy,, .. Xy, ) do mesmo modo e assim sucessivamente,
obtendo

p(Xta 3 Xiw "'XtN) = P(XtN !XtN-z)P(Xfoz 'XiNmz)“"P(th ]Xt1)P(Xt1)

que é conhecida como equacdo de Chapman-Kolmogorov.
Vamos, finalmente, definir o gerador infinitesimal, que ¢ o correspondente es-
tocastico da derivada e foi amplamente utilizado neste texto.

Definicdo A.7 (Gerador infinitesimal) Seja um processo estocdstico definido por
{Xy,t €[0,+00)}. Seja ainda wmna funcio f(X;) qualguer. Entido o gerador infinite-
simal de X, aplicado a f serd dado por

£ - iy B[l its)

At A
&
Exemplo A.1 Seja uma cadeia de Markov 0; € 1,..,N com matriz de transicdo

A = {X;}. Entdo, tomando o fungdo P(8;), vamos calcular o gerador infinitesimal
aplicado a ela em um instante t tal que 0, = i.

LP= lim E {P(BM) - P(6) 0, = z}
At p A
H—0t A

N
=2 Niby
i=1
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Exemplo A.2 Vamos agora aplicar o gerador infinitesimal & funcdo de Lyapunov
V(z,8:) = 2'P(6;)z, onde = € dado pelo sistema

Fntao, para um instante t tal que 0, =i :
LV ="' P{0)z + ' P(#)% + 2’ LPz

N

i=1

[

Podemos observar que o gerador infinitesimal de uma funcdo f(X,) pode ser in-
terpretado também como a derivada no sentido tradicional de E[f(X,)].
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Apeéendice B
Desigualdades matriciais lineares

Uma ferramenta bastante 0til no tratamento convexo de problemas de controle sio as
designaldades matriciais lineares, designadas neste texto LMIs!. De fato, sua aplicacio
transcende a teoria de controle, sendo as LMIs utilizadas em uma série de outras dreas.
Pretendemos neste apéndice definir LMIs de modo geral para depois situs-las dentro
do contexto de controle, que nos interessa.

Definicao B.1 (Desigualdade Matricial Linear (LMI)) Uma desigualdade matri-
cial linear ¢ toda e qualquer condicéo que possa ser escrita como

i
gam]
onde Fy, ..., Fy, sdo matrizes reais simétricas e ' = [ 11, ... T, | € R™. O

Uma propriedade importante das LMIs é que o conjunto X = {z : F(z) > 0} é
convexo. De fato, se z, e z; pertencem a X, entdo para qualquer o, > 0, o, > 0 :

&
Flopa, + auxy) = Fy + ) Fi(0rZe + cs)
i=1
= o, F{z,) + o, F(x,)
> ()

Logo qualquer combinacao convexa de z, e x, também pertence a X.
Em problemas de controle, as varidveis utilizadas de modo geral nao sio vetores,
mas matrizes. Por exemplo, temos a restrigio

AX +XA+Q<0 (B.2)

tdo inglés Linear Matriz Inegualities
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com X > 0, X € RP, bastante utilizada em problemas de estabilidade. Adotando
uma base B = (X1, ..., Xpp-1 ), podemos reescrever a restricio {B.2) na forma (B.1),
com x sendo a representa,(;éizo de X na base B.

Um resultado fundamental para o tratamento de problemas de controle é o cha-
mado complemento de Schur, que permite a transformagio de restrigoes com certos
termos ndo-lineares em LMIs e é apresentado no seguinte lema, que foi retirado de [2].

Lema B.1 {Complemento de Schur) Seja a matriz de blocos

| @y D
@”[@a @3}

onde ®1 e 4 sdo mairizes simélricas. Entdo
o Sed; >0, >0 &3 > 0,0, Dy
o Se®y >0, P >0 b > 007 D,

Prova :
A prova é imediata, bastando verificar que, se ®; > 0

o—| 1 0][® 0 I ol
TR T || 0 By— B0, || L T

e, se $3 > 0,

@x{f @2@?“@1—@2@51@5 0 l {I @gcpgl]’

0 I 0 L 0 i
|
Essa propriedade pode ser utilizada, por exemplo, para transformar a desigualdade
AX+XA+XBX+C<0 (B.3)

onde B > 0, que aparece freqiientemente em problemas de controle, em LMI, bastando
fazer @, = A’X + XA+ C, $y = X e &3 == B, obtendo-se

{A’X+XA+C X

¥ g1 <0

Se B > 0, podemos escrever B = (), tendo portanto a relacgio

AX+XA+C XQ
X 7| <0

que é novamente equivalente a (B.3). Finalmente, se B nao for nem definida nem

semidefinida positiva, (B.3) nfo é convexa e ndo pode ser expressa em termos de
LMIs.
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