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Resumo

Este trabalho apresenta a caracterizagao tedrica e a estratégia de controle para
sistemas estocasticos em tempo discreto onde a variagao da acao de controle au-
menta a incerteza sobre o estado (sistemas VCAI). Este tipo de sistema possui
varias aplicagoes praticas, como em problemas de politica monetaria, medicina e,
de forma geral, em problemas onde um modelo dinamico completo do sistema é
complexo demais para ser conhecido. Utilizando ferramentas da anélise de fungoes
nao suaves, mostra-se para um sistema VCAI multidimensional que a convexidade
¢ uma invariante da funcao valor da Programacao Dinamica quando o custo por
estagio é convexo. Esta estratégia indica a existéncia de uma regiao no espaco de
estados onde a ac¢ao 6tima de controle é de nao variagao (denominada regiao de
nao-variagao), estando de acordo com a natureza cautelosa do controle de siste-
mas subdeterminados. Adicionalmente, estudou-se algoritmos para a obtencao da
politica 6tima de controle para sistemas VCAI, com énfase no caso mono-entrada
avaliado através de uma funcgao custo quadratica. Finalmente, os resultados obti-
dos foram aplicados no problema da conducao da politica monetaria pelo Banco
Central.

Palavras-chave: Controle Estocéastico, Sistemas Nao-Lineares, Programacao Di-
namica Aproximada, Andalise Convexa, Modelos Macroeconomicos.



Abstract

This dissertation presents a theoretical framework and the control strategy for
discrete-time stochastic systems for which the control variations increase state
uncertainty (CVIU systems). This type of system model can be useful in many
practical situations, such as in monetary policy problems, medicine and biology,
and, in general, in problems for which a complete dynamic model is too com-
plex to be feasible. The optimal control strategy for a multidimensional CVIU
system associated with a convex cost functional is devised using dynamic pro-
gramming and tools from nonsmooth analysis. Furthermore, this strategy points
to a region in the state space in which the optimal action is of no variation (the
region of no wvariation), as expected from the cautionary nature of controlling
underdetermined systems. Numerical strategies for obtaining the optimal policy
in CVIU systems were developed, with focus on the single-input input case eva-
luated through a quadratic cost functional. These results are illustrated through
a numerical example in economics.

Key-words: Stochastic Control, Non-Linear Systems, Approximate Dynamic Pro-
gramming, Convex Analysis, Macroeconomic Models.
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Capitulo

Introducao

1.1 Incerteza e Tomada de Decisao

O Brasil é um pais de heuristicas. Solucoes para problemas enfrentados por empresas e
pelo governo sao definidas de forma “ad-hoc”, ignorando as conseqiiéncias a longo prazo e a
existéncia de ferramentas adequadas para a tomada de decisao em cendrios com incerteza.
Semelhante a maioria dos paises em desenvolvimento, o Brasil é marcado por desigualdade
social e pelo uso ineficiente de recursos naturais. Desta forma, mesmo possuindo uma das
maiores areas cultivaveis do mundo, parcela significativa da populagao passa fome e sofre de
ma-nutri¢ao por causa de problemas de logistica e geréncia. Além disso, varias politicas estao
sendo continuamente questionadas devido a um sistema de distribuicao de recursos arcaico e
sub-6timo.

De modo geral, incerteza é endémica no Brasil, afetando diversas decisoes na economia
e, em particular, as decisoes referentes aos investimentos. E dificil para um investidor lidar
com mudancgas no ambiente economico, assim como ¢ dificil para um empreendedor crescer
em um ambiente complexo e volatil gerado por uma economia fragil e servigos de logistica
caros e ineficientes. Todos estes problemas afligem nossa sociedade, e a maioria dos jovens
brasileiros acaba possuindo oportunidades profissionais e sociais limitadas, nao por causa da
falta de habilidade ou potencial, mas devido a fatores além do seu alcance e controle.

Dentro deste contexto, é fundamental estudar o processo de tomada de decisao em cenérios
dominados por incerteza e volatilidade. Sendo assim, este trabalho faz parte de uma linha
de pesquisa desenvolvida dentro da Faculdade de Engenharia Elétrica e da Computagao da
Universidade Estadual de Campinas que busca estudar o processo decisério e otimizacao
dinamica, particularmente sob incerteza.

Na ultima década, diversos resultados da Teoria de Controle foram utilizados em apli-

cagoes nao tradicionais, como em Economia [9], Medicina [14] e Biologia [13], [12]. Estas
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areas servem como motivagao para este trabalho, fornecendo novos desafios e situacoes onde
a tomada de decisao e o controle de sistemas ocorrem em ambientes nao-lineares e incertos.

Com o objetivo de apresentar o problema estudado neste trabalho de forma intuitiva,
serao analisadas duas situacoes praticas em que decisoes devem ser tomadas na presenca de
risco: a conducao da politica monetaria por parte do Banco Central e a definicao da dosagem

otima de medicamentos a ser aplicada a um paciente.

1.1.1 Banco Central

Considere o problema da condugao da politica monetaria pelo Banco Central (BC) em um
regime de metas inflaciondrias [15], [19] . Ao definir um aumento ou redugio na taxa de juros
basica da Fconomia, o BC se depara com um contexto de incerteza em relagao a possivel
reacao dos agentes economicos. Caso haja uma variacao muito grande na taxa de juros
basica da economia, o BC corre o risco de provocar um excesso de otimismo ou pessimismo
que pode resultar em conseqiiéncias indesejadas e imprevisiveis como o aumento da inflacao
ou redugao do Produto Interno Bruto (PIB). Por outro lado, caso haja uma variagdo muito
pequena da taxa de juros, os agentes economicos podem comecar a duvidar da competéncia e
da credibilidade do compromisso do BC em atingir a meta inflacionaria. Este ¢ um exemplo
no qual a variagao da politica pelo tomador de decisdes (no caso, o BC) pode levar a um
aumento da incerteza sobre o sistema.

Note que, nesse caso, a incerteza decorre da dificuldade de desenvolver um modelo di-
namico adequado para descrever a economia e a reacao dos agentes economicos as politicas
a serem implementadas devido a impossibilidade de utilizar técnicas tradicionais de iden-
tificacao. As tnicas informagcoes disponiveis para a criacdo de um modelo sdo as politicas
anteriores do BC e um ntiimero limitado de estados da economia. Logo, a incerteza do modelo
nao esta associada apenas ao estado do sistema, mas também a politica adotada pelo BC.
Quanto maior a variacao da politica, menor sera a confianga sobre o modelo. Desta forma,
dada a natureza desta incerteza, verifica-se que ela nao pode ser adequadamente descrita

mediante modelos de saltos ou modelos tradicionais de incerteza aditiva ou multiplicativa.

1.1.2 Medicina

O mesmo tipo de incerteza pode ser observado no problema da definicao da dosagem de
medicamentos para um paciente. A resposta de um paciente a variacoes de um medicamento
é nao-linear e incerta [18], [11], [10]. Mudangas grandes de dosagens podem levar a con-
seqiiéncias incertas, enquanto variagoes pequenas podem nao surtir efeito algum. Neste caso,

também é impossivel utilizar técnicas tradicionais para construir um modelo da resposta de
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um individuo a variacoes de um medicamento.

1.2 O Problema Geral

Considere um sistema onde a entrada de controle é escolhida com informacao completa
do estado. Entretanto, suponha que nao temos acesso a um modelo dinamico que descreve
adequadamente este sistema. Suponha, também, que como nos exemplos em economia e
medicina, nao é possivel utilizar técnicas tradicionais de identificacao para obter modelos
precisos deste sistema. FEsta dificuldade de identificacao pode ocorrer em varias situagoes,
particularmente em sistemas utilizados em situacoes criticas, onde nao é possivel fazer expe-
rimentos (como no caso do corpo humano ou a economia nacional).

Nestes casos, é apenas possivel obter um modelo do sistema através de dados histoéricos,
que normalmente oferecem uma quantidade limitada de controles e estados. Logo, o modelo
linear obtido para descrever o sistema sera preciso apenas para uma faixa de valores do estado
e do controle. Além disso, devido a nao-linearidades ou outras dinamicas indeterminadas
do sistema, grande variacoes do controle poderao levar o sistema para regioes onde o erro
de aproximacao torna-se muito grande. Neste caso, o erro de aproximagcao correspondera a
incerteza gerada por variagoes da magnitude da politica. Chamaremos esta classe de sistemas
de Sistemas Estocasticos nos quais a Variagao da Magnitude do Controle Aumenta
a Incerteza (VCAI)

A Figura 1.2 ilustra o posssivel comportamento de um sistema VCAI bidimensional. Su-
ponha que, para o sistema da figura, temos como objetivo levar o estado para a origem.
Observe que a agao de controle que leva, em média, o estado para a origem nao sera neces-
sariamente a acao 6tima, pois pode gerar um aumento muito grande da incerteza sobre a
posicao do sistema, indicada pela regiao circular maior. Como mostrado na figura, o controle
6timo pode corresponder a uma acao intermediaria que, apesar de nao levar o sistema para
a origem, nao acarretara um aumento significativo da incerteza sobre o comportamento do

sistema.

1.3 Contribuicoes deste Trabalho

O estudo deste tipo de sistemas estocasticos VCAI nao possui precendentes na literatura.
Neste sentido, este trabalho objetiva propiciar diversas contribuicoes para o estudo desta

classe de sistemas. As principais delas sao:

e Um modelo geral para descricao de sistemas VCALI,
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Figura 1.1: Exemplo de um sistema VCAI bidimensional com equagao de estado 1 = f(x,u). No
instante k = 0 o sistema estd em z( e a entrada atual é ug. Além disso, |ui| < |uz|. Os circulos
representam uma regiao onde o estado estara localizado com probabilidade p .

e Descricao matematica da politica de controle étima para sistemas VCAI avaliados atra-

vés de uma funcao de custo convexa;

e Demonstracao da existéncia de uma regiao de nao-variagao para esta classe de sistemas,

formando um novo paradigma sobre modelos para incerteza.

e Um estudo dos desafios numéricos para a implementacao de algoritmos para obtencao

da politica 6tima;
e Proposta de estratégias numéricas para obter a politica étima em sistemas VCAI,

e Aplicacao deste tipo de sistema em problemas de conducao da politica monetaria pelo
Banco Central. Sera observado que sistemas VCAI caracterizam este processo decisério

de forma mais adequada do que os modelos existentes na literatura.

1.4 Estrutura da Dissertacao

No préximo capitulo, serao introduzidas algumas ferramentas matematicas que serao tteis
na resolucao deste problema de otimizacao. Feito isso, no Capitulo 3 a politica de controle

Otima para sistemas VCAI sera caracterizada analiticamente. Além disso, serd apresentada
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a existéncia de uma regido de nao-variagao para esta classe de sistemas, formando um novo
paradigma sobre modelos para incerteza. No Capitulo 4, algumas estratégias para obter nu-
mericamente a politica étima serao discutidas e o erro destas aproximacoes serao calculados.
No Capitulo 5, o modelo serd utilizado para descrever o problema de tomada de decisao en-
frentado pelo BC e o seu desempenho sera comparado com modelos existentes na literatura.
Finalmente, o Capitulo 6 apresentara uma breve conclusao e uma agenda para trabalhos

futuros sera proposta.



Capitulo

Construcao do Modelo e Resultados Uteis

O primeiro passo no estudo de sistemas VCAI é a criacao de um modelo dinamico que
descreve adequadamente o seu comportamento. Este modelo devera ser capaz de representar o
aumento da incerteza gerada pela variacao da acao de controle e, ao mesmo tempo, devera ser
simples o suficiente para ser tratado analiticamente. Desta forma, neste capitulo sera proposto
um modelo geral para sistemas VCAI. A equacao de estado ira possuir dois componentes: uma
parte deterministica linear e uma porcao estocastica que descrevera o impacto da variagao
do controle sobre a incerteza na posi¢ao do estado. Sera apresentado, primeiramente, um
modelo para o caso mono entrada e em seqiiencia um modelo geral. Além disso, o problema de
controle de sistemas VCALI sera colocado na forma de um problema de controle estocéstico.
Feito isso, serao introduzidos algumas ferramentas matematicas e resultados tedricos que

serao uteis para a solugao deste problema de otimizacao.

2.1 Construcao do Modelo - Caso Mono Entrada

Considere um sistema cuja dinamica em tempo discreto é dada pela seguinte equacao de
estado:
Ek‘i’l = zkfk + Bkﬂk + € (21)

onde A € R bh e R™! 7, € R™ e ¢, é um vetor de varidveis aleatérias que representa
a incerteza sobre o sistema. Observe que o sistema possui uma componente deterministica
linear e uma componente aleatéria. Suponha que, a cada instante k£, um tomador de decisao
tem acesso a um controle, uy, que é definido supondo observacao completa do estado. Além

disso, suponha que a variacao do controle entre um instante de tempo e outro é simplesmente

Vi = ﬂk — Ek—l-
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Conforme discutido na secao anterior, o foco deste trabalho sao sistemas onde a variagao
do controle aumenta a incerteza sobre a sua dinamica. Desta forma, a seqiiéncia {e;} serd
modelada como um processo estocdastico e, neste caso, sera uma funcao do valor absoluto das
variagoes de controle |vy|, representando a incerteza gerada pela variagdo da magnitude do
controle. De forma a criar essa relacao no modelo, serd assumido que a seqiiencia de ruidos

¢ modulada por |vg| através da relagao:
e = (@, + oplop|) B, Tr,0 €RT, Ep ~ N(0, Luxn)

em que {£} é uma seqiiéncia i.i.d. e I,,x, é a matriz identidade de ordem n. Para uma janela

de tempo k € [0, N|, o desempenho do sistema sera avaliado através da funcao custo:

N-1
J(@o,7) = E | Y Ci(@s, 1) + COn(Tw) (2.2)

k=0
em que ™ = {up(x),ur(x),...,un_1(x)} é uma seqiiéncia de fungoes, w, : R — R que

representa a politica de controle, C} é uma fungao nao-negativa e convexa em ¥ e uy para
todo k € [0, N — 1]. Além disso, o custo terminal C'y(Zy) é uma fun¢do nao-negativa e

convexa.

2.2 Construcao do Modelo - Caso Geral

O modelo mono entrada pode ser expandido para um caso mais geral considerando um

sistema com multiplas entradas. O modelo geral para sistemas VCAI sera:

m
o - _ 5 _ . i \—
Thoi1 (T, W) = AT + By + (35 + E ¢i(v},) 3 ) B
i=1
L i - . . . : . _
em que X, 2, € R™"™ sao matrizes simétricas e semi-definidas positivas, €, ¢ um vetor de
varidveis aleatdrias, e a i-ésima componente de v é denotada por v*, ou seja,
T
v=[vt v* ... o™
e ¢; : R — R é uma funcao positiva, convexa, Lipschitz e nao diferenciavel na origem
que chamaremos de fungao de magnitude, por ser a funcao que representa o impacto da

variacao da magnitude do controle sobre a incerteza do sistema. Exemplos de fungoes ¢; sao:

(V) = V],  di(v) = {Ui,vi >0 () = {(v’ + C)Z — 20" >0

0,v° <0 (v'—c)* =20 <0
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Novamente, sera suposto que o desempenho do sistema é avaliado através da funcao custo
dada pela Equacao 2.2. Logo, deseja-se resolver o seguinte problema de controle estocastico

N—-1

min J(Zo, 7) = E Cn(@g, ) + On(Tw)
well =0

sa. Ty (Tn, W) = ApTy, + By + (S5 + Z i(v) S )en
i=1

onde II é o espaco de funcoes que contém todas as politicas admissiveis.
Observe que este problema de otimizacao depende tanto do controle, u, quanto da variagao

do controle, v. De forma a simplifica-lo, definimos o sistema aumentado:

$k+1($k, Uk;) = AkSBk + Brug + (ik + Z qbz(ui;)Zz) Ek (23)

i=1

em que £, é um vetor de variaveis aleatérias, u, = vy, e

| TR L Ay By, L By, = DY i EZ
T - — |:Ek_1:| s Ak = |:Om><n Ime:| s Bk = |:Im><m:| s Ek = |:0m><n s JARES Omxn

sendo 0 uma matriz de zeros e I a matriz identidade.
Através de uma mudanga de variaveis em (2.2) as fungoes Ci(zg,up) = Cr(T,ur) e

Cn(zn) = Cn(Ty) sdo obtidas, gerando a funcéo custo convexa equivalente:

N-1
J(IO, 71') =F Z Ck(l’k, Uk) + CN(Z‘N)] (24)
k=0
em que ™ = {ug(x),u1(x),...,un_1(x)} é uma seqiiéncia de fung¢oes que caracteriza a politica

de variagao do controle.
Com o estado aumentado, a entrada do sistema passa a ser a variacao do controle. Logo,

o problema a ser resolvido é

min J(zg, ) = E
well

Z_ Ck(xk, uk) + CN(.TN)]

S.a. l‘k+1(l’k, ’LLk) = Ak.T -+ Bkuk + (ik + Z QSZ(U%)E?C)&]C
=1
2, €SCR", up, cUCR™, g, € DCR", zp=2€R"

em que IT é o espaco de fungoes que contém todas as politicas admissiveis, S é o espago de
estados, U é o espago de controle, D é o espaco que contém todos os distirbios e o estado
inicial, zg, é conhecido. Como ¢ possui distribuicao normal, para uma maior simplicidade,

sera suposto que S = D = R"™.
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2.3 Resultados Uteis

Nos seguintes resultados, serd assumido que as fungoes custo Ci(-, ) para cada k e Cn(+)
sao fungoes convexas e, portanto, serao consideradas algumas propriedades desta classe de
fungoes que serao tuteis.

As demonstracoes das proximas proposicoes podem ser encontradas nas referéncias indi-

cadas.

2.3.1 Resultado da Analise de Funcoes Convexas

Proposicao 2.3.1 ([4]). Suponha f : R™ — R diferencidvel, isto é, V f existe em cada ponto

do dominio de f, que € aberto. Logo, f serd convexa se e somente se dom(f) for convezro e

f@) = f(zo0) < Vf(z) (z — w0) (2.5)

Proposicao 2.3.2 ([4]). Suponha f : R" - R, A € R eb e R". Se f for convexa, a
funcao g : R™ — R definida como

g(x) = f(Ax + )
também serd convexa.

Defini¢ao 2.3.1 ([7]). Seja f : R* — R Lipschitz na vizinhanca de x € R"™. Além disso,
seja Q0 qualquer conjunto de medida nula em R", e seja Qy o conjunto de pontos em R"
onde [ nao € diferencidvel. Logo, o gradiente generalizado em x, denotado por Of(x), serd

0 conjunto

of (z) = co{ lim Vf(z;): 2 & Q,2; ¢ Qf}

T;—T

onde “co’significa “fecho convexo”.

Proposigao 2.3.3 ([7]). Seja f Lipschitz proxima de cada ponto em um subconjunto aberto

e convexo U C R™. Logo, f serd convexa em U se e somente se Of for mondtona em U, i.e.,
(¢ =Ca—5) >0, Vo, 3€U€df(x), ¢ €If(a)

Proposigao 2.3.4 ([4]). Sejam dois conjuntos nao vazios e converos U C R" e V. C R™.

Logo, se f:U xV — R for convexa em V e U, entao a funcao g dada por

g(x) = inf f(z,y)

yeVv

serd convera em x, caso g(x) > —oo para todo x € U.
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Proposicao 2.3.5 (Regra da Cadeia [7]). Seja f =goh, onde h: R™ - R" eg:R" - R .
Logo,
Of(x) C co{dg(h(x))Oh(z)} .

Se f for converxo, a inclusao torna-se uma igualdade. Note que Oh(x) € R™™ e dg(h(x)) €
Rlxn‘

Proposigao 2.3.6 (Extremo Local [7]). Se f: R — R" atingir um minimo ou mdzimo local

em xg, entao 0 € Of(x).

Proposicao 2.3.7 (Funcionais Integrais [7]). Seja uma fun¢ao Lipschitz e mensurdvel g :
R" x R™ — R , tal que

|g(l’1;y) - g<Ian>| S K(:U)H'Il - .TOH, V$17550 € Rn? Yy € Rm

Além disso, seja f: R™ — R definida como

f(z) = /Ug(x,y)dy, UcR"

Logo
of(x) = / g(z,y)dy C / Beg(z,y)dy

Proposigao 2.3.8 ( [4]). Para © € R" e u € R seja (z,u) — V(x,u) uma fungio es-
tritamente conveza, diferencidvel e limitada inferiormente. Além disso, seja u*(x) definido
como

u* () = argmin V(x, u) (2.6)

u€eR

Conseqiientemente, a fun¢ao x — V*(x) definida como

V*(z) = inf V(z,u) (2.7)

ueR

serd diferencidvel para todo x.

Proposigao 2.3.9 ([6]). Para z € R" e u € R, seja (z,u) — V(zx,u) uma fung¢ao continua
e convezxa, e seja u* e V* dadas por (2.6) e (2.7) . Logo,

oV*(x) = co{0,V(z,u) : u € u*(x)}

Lema 2.3.1. Considere f : R* — R uma funcao convera e diferencidavel, € um vetor de
varidveis aleatdrias independentes com média nula. Além disso, suponha que as componentes

de um vetor x sao dadas por z*, de modo que

x:[xl R x"}
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Logo, sendo g € R", ¥ € R™™ e x = gy + Y,
E [V, f(z)e'] >0,

em que Vi denota a derivada parcial da i-ésima componente de x e E[-] representa o valor

esperado da varidavel aleatoria. Se f for estritamente convexa, a desigualdade serd estrita.

Demonstra¢ao. Como f é uma funcao convexa, vale a desigualdade

(V@) = V@) (z—y) >0 (2.8)
Fazendo
T =¢&g+ Se
y=¢o+ S(e —ce)

em que e; ¢ o vetor canonico cuja i-ésima componente vale 1 e todas as outras sao nulas,

obtém-se
(Vf(@) = VW) (@ —y) = (Vo f(2) = Vi f(y)) €'
De (2.8), tem-se a desigualdade
Vaif(2)e" > V,if(y)e' (2.9)

Entretanto, como nenhuma componente de y depende de €’, e como as componentes de € sao

independentes e possuem média nula, note que
E[V.f(y)e'] =EVaufy) E[e] =0
Logo, calculando o valor esperado nos dois lados da desigualdade (2.9),
E[V,f(z)e'] >0

completando a prova. Observe que caso f seja estritamente convexa, a desigualdade em (2.8)
sera estrita e, conseqiientemente, a desigualdade acima também sera estrita.
m

Lema 2.3.2. Considere f : R® — R wuma funcdo convexa e diferencidvel, € um vetor de
variaveis aleatorias independentes com distribuicao normal e média nula, e as matrizes 33,3 €

R™™ ™ simétricas semi-definidas positivas. Logo,
E[VTf(eg+3e)Xe] >0, Veo € R"

Além disso, se [ for estritamente convexa e X possuir ao menos um autovalor positivo, a

desigualdade acima serd estrita.
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Demonstracao. Como ¥ é uma matriz simétrica e semi-definida positiva, existe uma matriz

ortogonal T' e uma matriz diagonal semi-definida positiva A tal que
¥ =TAT"
Desta forma, tem-se
E[VT f(eo + Ze)Xe] = E[VT f(go + Xe)TAT €] (2.10)
Fazendo uma mudanca de varidavel y = Tz, considere uma funcao h : R — R de modo que
f@) = [(T"Tz) = f(T"y) = h(y)

Logo,
Vh(y) =TTV f(TTy) = TV f(x)

Pela Proposicao 2.3.2, h também sera uma funcao convexa. Além disso, observe que
E[VT f(eo + Ze)Xe] = E[VTh(T eq + TTSe) AT ¢]

Fazendo uma mudanca de varidvel e = T7w e denotando por \;, o i-ésimo autovalor de A,
(2.10) torna-se

E[VT f(eo + Xe)Xe] = E[VT (T gg + TTSTw) Aw]
=Y NE [Vuh(T"ey + TTSTw)uw'] (2.11)
i=1
Observe que como 71" é uma matriz ortogonal, se € for um vetor de variaveis aleatérias gaussi-

anas independentes, w também sera. Utilizando o Lema 2.3.1 e o fato que A é semi-definida

positiva , note que todos os termos do somatério sao nao-negativos. Conseqiientemente,
E[VT fleg +Xe)Xe] > 0

Se f for estritamente convexa e X possuir ao menos um autovalor positivo, o somatorio em
(2.11) sera positivo e o a desigualdade acima sera estrita.
O

2.3.2 Resultados da Teoria de Controle Otimo

Os resultados a seguir apresentam a estratégia classica para obter a politica de controle
Otima em sistemas dinamicos avaliados através de um funcional de custo. Esta estratégia,
desenvolvida por Richard Bellman na década de 50, é chamada de Programacao Dinamica e

é a pedra fundamental da teoria de controle estocastico.
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Proposicao 2.3.10 (Programagao Dinamica [2]). Considere o problema de controle estocds-
tico, no qual Il € o espaco de funcoes que contém todas politicas admissiveis e o estado inicial

o € dado.

N-1
min J(zg,7) = E Z Cr (g, ur) + Cn(zn)

mell
k=0

s.a. Tpi1(Tg, up) = fr(Tp, ug, k)

. € SCR" u,eUCR™ g€ DCR"

O controle 6timo e o custo minimo J*(xo) para um estado inicial o pode ser obtido através

do sequinte algoritmo, que retrocede do intante k = N — 1 até k =0 :
1. Definak =N —1 ¢ Jy =Cn(ayn);
2. Defiina Ji(x,u) como
Ji(z,u) = E[Cx(z, u) + Jor1 (fr(z, u, ex))]
3. Calcule, para todo x € R",
Ji(z) = H}Lin E(Cy(xk, ur) + Jps1 (fe(wr, g, €x))]
A fungao ui(z) que atender a condi¢do
Ji(x) = Jp(x,v,) < Jp(z,u), Vo € R", u € R™

tal que ui(z) = v, Yo € R", € a politica 6tima. A funcdio J; a cada instante k € o

custo acumulado.
4. Se k #0, faca k =k — 1 e retorne para o passo 2. Caso contrdrio, pare.

Desta forma, a politica dtima uj(x) € obtida para cada 0 < k < N e, em particular,
J*(x) = Jo(z, ug(x)).
Em diversas situagoes praticas, deseja-se otimizar o desempenho de um sistema para um

horizonte de tempo infinito com custo descontado. Neste tipo de cendrio, temos o seguinte

problema de otimizacao:

min J(zg,7) = lim E
well N—oo

> b C(ay, w)] (2.12)

sa. Tper(zp, ug) = f(xg, ug,ex), 0 < a <1
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em que « é o fator de desconto. Além disso, sera considerado que, para M € R, C' é limitado

para qualquer subconjunto compacto de S x U, ou seja,
|C(z,u)| < M Y(z,u) € SxU

De forma a simplificar a notacao, o operador da programacao dinamica 7' sobre uma
funcao J : S — R, sendo S C R™ um conjunto compacto e convexo, é definido como

(T J)(x) = min) E{C(z,u) + aJ(f(z,u))}, z€S. (2.13)

uelU(z

Um resultado fundamental para a solucao do problema exposto na Equacao 2.12 é a
garantia da convergéncia do algoritmo da Programacao Dinamica, mesmo para um horizonte

infinito. Este resultado estd exposto na proposicao abaixo.
Proposicao 2.3.11 ([1]). Para qualquer fun¢ao limitada J : S — R, a fun¢do de custo
otima, J* , do problema 2.12 satisfaz:

J*(z) = lim (T J)(x), Vz €S

N—o0

A partir deste resultado, percebe-se que o custo minimo é a solucao de uma equacao do

ponto fixo, chamada de Fquacdo de Bellman. A proposicao a seguir trata deste fato.

Proposicao 2.3.12 ([1]). A funcdo de custo dtima, J* , do problema 2.12 satisfaz:
JH(z) = TJ* (2.14)

além disso, J*, € a unica solu¢ao desta equacgao. Esta equacdao é chamada de Equagao de

Bellman.

Conseqiientemente, para um horizonte infinito de otimizacao, basta resolver a Equacao
2.14 para determinar o custo 6timo do problema 2.12. Inclusive, em algumas situagoes, par-
ticularmente quando deseja-se encontrar a politica 6tima de um sistema invariante no tempo
para um horizonte grande de otimizacao, resolver numericamente a Equacao de Bellman pode
exigir um custo computacional menor do que utilizar a programacao dinamica. Sendo assim,
dependendo do sistema e do horizonte de otimizacao, pode ser mais eficiente aproximar o
problema por um problema de horizonte infinito e fazer uma escolha adequada da atenuacao

Q.



Capitulo

Resultados Principais

Uma vez construido o modelo para sistemas VCAI e definido o problema de controle
estocastico a ser resolvido, o préoximo passo é obter matematicamente a politica 6tima. O
procedimento tradicional neste caso é utilizar Programacao Dinamica (PD) que, apesar de
ser uma ferramenta tedrica muito poderosa para resolucao de problemas de otimizacao di-
namica, possui um custo computacional que cresce exponencialmente com o horizonte de
otimizacao e o numero de estados analisados. Este fenomeno é conhecido como a “Maldicao
da Dimensionalidade”[2].

Mais problemas surgem quando o espago de estados é continuo, ou seja, consiste em um
nimero infinito nao enumeravel de elementos. Como é impossivel calcular a politica 6tima
para cada estado, é necessario obter funcoes que mapeiam o valor do estado para o con-
trole 6timo. Entretanto, para qualquer problema que fuja do Regulador Linear Quadratico,
dificilmente sera possivel obter solucoes analiticas, sendo necessario utilizar aproximacgoes
numeéricas. Neste sentido, para determinar a politica étima de controle para um sistema
estocastico, é necessario trabalhar em duas frentes distintas. A primeira frente é teérica,
consistindo em analisar detalhadamente o problema a ser resolvido de forma a identificar
caracteristicas da funcdo custo que se preservam ao longo do horizonte de otimizacao. A
segunda frente é computacional, onde estas caracteristicas sao utilizadas para obter algorit-
mos para calcular numericamente a politica étima. E interessante notar que ambas as frentes
apresentam desafios muito intrincados e vém sendo largamente estudadas na literatura. Saber
relacionar a frente tedrica com a frente computacional é fundamental para obter implemen-
tagoes eficientes de controladores e extrair caracteristicas particulares de um problema de
controle estocéstico.

Este capitulo tratara da frente tedrica, de forma a obter regularidades do problema de
controle 6timo de sistemas VCAI. Primeiramente, serd feita uma breve discussao dos desafios

da utilizagao da PD neste problema. Em seqiiencia, serao obtidas algumas caracteristicas do

15
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custo acumulado que podem ser 1teis para o desenvolvimento de estratégias numéricas para
calcular a politica 6tima. Os resultados obtidos serao sintetizados em um teorema para a
programacao dinamica em sistemas VCAI Finalmente, serd demonstrada a existéncia de uma
“regiao de nao-variagao”, ou seja, uma regiao no espaco de estados onde a melhor estratégia

de controle é de nao variagao da politica.

3.1 Desafios para Obter a Politica Otima

Conforme visto na Secao 2.2, temos que o nosso problema de controle 6timo é:

N-1
: 5
I;lelerlJ(:co, ) kzzo Cr(zk, ur) + Cn(2N)

sa. Tppr (T, ug) = Aprg + Brug + (Sg + E iUy ) S}
i=1
up € R™, z, €R", xg=2€R"

em que xj, € R, € ~ N(0, [,x,) € u}, denota a i-ésima componente de uy, ou seja,

uy, = [u' u? um}T

Y

Além disso, para todo k,i € N Ay, 5;, X8 € R BF € R™™ ¢ ¢ : R™ — R é uma fungio
continua, convexa e nao diferenciavel na origem.
Para obter a politica 6tima, algumas questoes devem ser respondidas. As principais delas

Sao:

Como lidar com o fato que a parte estocastica do nosso sistema é nao-linear?

Se a funcao custo for convexa, o custo minimo também sera convexo?

O custo minimo serd diferencidvel mesmo ¢'(ul) sendo nao diferencidvel na origem?

Existira uma politica étima de controle?

Que outras caracteristicas podemos extrair da solugao étima?

No restante deste capitulo, estas perguntas serao respondidas e sera apresentado um
exemplo simples para ilustrar os resultados obtidos. De modo a simplificar a notacao, serao
definidas as fungoes V : R" x R — R e V* : R” — R como

V(z,u) = C(x,u) + E[F(x1)] (3.1)
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V*(z) = inf V(z,u), (3.2)

ueR™
onde C : R" xR — Re F : R" — R sao fungoes convexas, nao-negativas e Lipschitz.
Consequentemente, nas proximas secoes estaremos analisando o seguinte problema

min V(z,u) = C(z,u) + F [F(11)]

ueR™
m
sa. z(r,u) = Axr+ Bu+ (X + E o' (u')X')e
i=1
Observe que esta expressao corresponde ao problema de PD em um passo para sistemas
VCALI A funcao F representa o custo acumulado, a fungao C' é o custo em um dado instante
e V* sera o custo minimo para um passo. Além disso, o vetor aleatorio x; é determinado por
(2.3) com xg = x e ug = u. Note que como o sistema é homogéneo no tempo, i.e., se xy =

e ux = u, estaremos avaliando o valor esperado em (3.1) de xj 1.

3.2 Caracterizacao da Convexidade

Como sera utilizado PD para obter a politica 6tima em sistemas onde a variagao do
controle aumenta a incerteza, um passo preliminar e fundamental é caracterizar a convexidade
das funcoes V' e V*. O préximo lema mostra que se C' e F' forem convexas, V' e V* também

Serao.

Lema 3.2.1. As funcoes V(z,u) e V*(x) dadas por (3.1) e (3.2) , respectivamente, sao

converas.

Demonstragao. Para simplificar a notagao, o valor esperado em (3.1) sera denotado pela
funcao £r : R™ x R™ — R, dada por

Ep(z,u) = E[F(x1(x,u))] (3.3)

onde

z1(z,u) = Az + Bu+ (X + Z Sii(u'))e.
i=1

Esta expressao ¢é equivalente a:
zy (7, u) = Az + bu + Se + Wo(u)

onde
W = [215 Y2 ... st]
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T

¢(u) = [r(u') ¢2(u®) ... d(u™)]
A partir da Definicao 2.3.1, obtém-se

Oxy(z,u) = [A B+WD,], (3.4)

onde D, é o gradiente generalizado de ¢ na origem, sendo dado por D, = U™, co{D", D', },
onde
D', = diag (0,...,11_1118@,...,0)
u]0

D' = diag (0,...,11_?8@,...,0)
u'T0
O préximo passo é mostrar que Ep(z,u) é convexa. Seja ¢ € OEp(z,u) e (e OEp(x,u).
A partir da Proposicao 2.3.5, tem-se
C EE[6T7]7 6 € 8F($1(£C,U)), Y € 8x1(xvu)
C €E[3T3], B e dF(xy(x,0)), 7 € 0xy(x, 0).

onde

7:[14 B+WD}, DeD,
¥=[A B+WD], DeD.
Note que D e D sio matrizes diagonais e seus elementos serao denotados por d' e di respec-

tivamente, logo

D = diag(dy,ds, . .., dp)

D= diag(czl, do, ... s )

Para maior simplicidade, definimos

A= F_‘f}, 2,7 € R" u,i € R

uUu—u

Partindo-se da Proposigao 2.3.3, para provar que Ep(x, 1) é uma fungao convexa basta mostrar
que
BTy — T3A >0, B e dF(zi(z,u)), B € OF (x(x,a)). (3.5)

Note que

YA =[A B+WD]A (3.6)

=Azx + Bu + Z duiYie — | AT + Bi + Z d; 7' Ye

=1 =1
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~3A=-[A B+WD]A (3.7)
=Ai+Bi+ Y dii'Y'e — |Av+ Bu+ Y du'S'e
i=1 i=1
Por hipétese, a funcao de magnitude, ¢, é convexa, positiva e nao diferencidvel na origem.

Sendo assim, supondo que ¢ € R é uma constante nao-negativa, pode-se utilizar a Proposicao

2.3.3 com ( = d;, x = u' e xy = 0 para obter a igualdade
diu' = ¢;(u’) + ', Vi€ [l,m)]
de forma andloga, existe uma constante & € R tal que

diu' = ¢;(T') + &, Vi€ [1,m)]

Logo, as Equacoes (3.6) e (3.7) podem ser escritas como

Ai—l—Bﬂ+(§+ du—c >5]
=1

=zi(x,u) — x1(Z, 0 (Z —diii" + ¢ + ¢(1 )

=1

YA = Ax + Bu + <§+ qul(ul)ZZ) £ —

i=1

—ﬁA:Ai—I—BﬂjL(i—I—Zqﬁi(ﬂi)Ei) Ax+Bu+< +Z du —c) )5]
i=1 i=1

=x1(Z,a) — z1(z,u) + (Z( du’ + & + ¢i(u Z’)

i=1

A partir destas equacoes e notando que F' é uma funcao convexa, pode-se usar a Proposicao
2.3.1 de forma a obter

E["A >Ep(x,u) — Ep(T,0) + E

g (Z (=d;i’ + ¢ + ¢i(a)) Ei> 5] (3.8)

—E[3TATA >Ep(7,0) — Ep(z,u) + E

g <§mj (—diui T @(ui)) 2%’) g] (3.9)

=1

Além disso, como a funcao ¢; é convexa para todo 7, tem-se

—d; i + 4 (") = di(u' — ') — ¢s(u') + ¢i(0') > 0,Vi € [1,m]
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—diu' + & + ¢i(u') = di(@F — ut) — ¢s(@) 4 ¢i(u') > 0,Yi € [1,m]
Para simplificar a notagao, sejam p € R e p € R duas constantes positivas definidas como

p' = —d;u’ + "+ ¢s(T) >0

= —dau + & + ¢s(u') >0

Logo, somando (3.8) e (3.9), e lembrando que F' e ¢ sao fungoes Lipschitz, obtém-se
E[5"y]A - E[3"5T]A > ijpiE (875 + ijpE [BTE%} (3.10)
i=1 i=1
Como X ¢ definida positiva para qualquer i € [1,m], segue diretamente do Lema 2.3.2 que
E[87Se] >0 e E|§"¥e| >0, Viell,m
Desta forma, como p* > 0 e p* > 0 para todo 7, tem-se que
i p'E[BT] + f: PE [BTZ%] >0
i=1 i=1
e, finalmente,

E[fTy — BT3]A >0, B € OF(xi(x,u)), B € OF (x1(Z, ).

Consequentemente, (x,u) — Ep(z,u) é uma fungao convexa. Finalmente, como C' é con-
vexa, (x,u) — V(x,u) e x — V*(x) (devido a Proposicao 2.3.4) também serdo convexas,
completando a prova.

]

E possivel mostrar que V* sera diferenciavel caso V' seja uma funcao estritamente convexa
e diferenciavel. Além disso, a partir de V', podemos caracterizar o gradiente generalizado de

V*. Estes fatos estao enunciados no préximo Lema.

Lema 3.2.2. Seja V' definida como em (3.1) e V* como em (3.2). Além disso, seja U}
definida como
U={ueR":ue argmiuljl V(z,u)}. (3.11)
ue
Logo,
1. OV*(x) = co{0,V (z,u) : u € U};
2. V*(x) serd diferencidvel se V' for uma fungao estritamente convexa e diferencidvel em

x.

Demonstracao. A demonstracao segue diretamente das Proposigoes 2.3.8 e 2.3.9. O]
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3.3 Quando a Nao-Variacao é Otima

Baseado no fato que a fungao custo é convexa, é possivel proceder com o intuito de
determinar o sinal de cada componente de u* utilizando somente o valor do estado . Suponha
uma funcdo (x,u) — f(x,u) diferenciavel e convexa em u. O sinal do minimo de cada
componente de u, denotado por u’, pode ser obtido analisando (V, f|.—o, €;) para cada z,
onde e; € R™ é o vetor canonico que possui apenas a i-ésima componente nao nula. Desta
forma, se para um dado elemento u’ de u, (V, f|u=o,€;) > 0 (< 0), entao a fungao é crescente
(decrescente) na origem para a componente u! e, conseqiientemente, o minimo u* estard no
semi-plano negativo (positivo). Obviamente, se V, f|,—o = 0 a solu¢do étima sera u* = 0.
Repetindo este procedimento para cada elemento de u, determina-se em que quadrante estara
o controle 6timo.

Observe que esta analise nao pode ser aplicada a V' em (3.1) pois, mesmo que V' seja
convexa, ela ndo serd necessariamente diferenciavel em u = 0 (inclusive, para sistemas VCAI,
esse nunca serd o caso). O proximo lema apresenta um resultado que trata desta questao e
indica que podera haver uma regiao no espaco de estados onde u* = 0 se a funcao custo for
Lipschitz. Além disso, para o caso onde I for estritamente convexa, diferenciavel e coerciva,
e V,C(x,u) for uma fungdo mondtona e continua em x, Yu € R™, serd mostrado que uma
regiao onde u* = 0 sempre existira.

Lema 3.3.1. Para a fungio V dada por (3.1), V*descrita por (3.11) eu* = [u*! ... u™ .. .u*m]T,

tem-se, para todo i € {1,2,...,m},
u >0, sexeRY(V),
u <0, sexeRYV), (3.12)
u=0, sexeRLV).

onde
RU(V)={z:z€ R”,B_% ViV (z,u'e;) <0}, (3.13)
Ry(V)={z:z€ R",}Liil% ViV (z,u'e;) > 0}, (3.14)
RL(V) =RiIUR,. (3.15)

e o vetor u'e; € um vetor onde apenas a i-ésima componente € nao nula.

Demonstracao. Como 0,V é um ponto ou um intervalo fechado da reta, obtemos da con-
vexidade de V uma nocio de que 9,:V é nao-decrescente em u’ no sentido que, para dois

vetores u; e uy onde u} # ub e vl = ud,Vj # i,
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A 6u,V(ac,u) A au’ V(x}u) l\aui V(:c,u)

0
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Figura 3.1: Comportamento de d,:V (z,u) para diferentes z. Em (c), u* = 0.

Consequentemente, podemos determinar o sinal de u*(x) observando apenas o sinal de
04V |u=o para todo i. Se 7' > 0,Vy" € 0,iV|],—0, entdao V é crescente na origem e u* < 0.
Analogamente, se 7' < 0,Vy" € 0,:V |,—o entao V é decrescente na origem e u** > 0. Clara-
mente, se 0 € 9,V |,—0 entdo u* = 0, conforme constatado na Proposigao 2.3.6.

Note que na anélise acima nao é necessario verificar todos os elementos de 9, V| ,—o para de-
terminar o sinal de u*. Baseado no fato que 9,:V é crescente em v’ para todoi € {1,2,...,m}
e utilizando a definicao de gradiente generalizado, observe que

luuf(lJ ViV (z,u'e;) = max i Vo,

li_rTn ViV (z, uiei) = min 0,: V=0,
u*T0

onde os limites sao calculados evitando conjuntos de medida nula e pontos onde u — V' (z, u)

nao sao diferenciaveis.

A partir destes argumentos, obtemos as seguintes condigoes

lim ViV (2, u'e;) < 0 = u*(z) >0,
u']0

lim V. V(x,u'e;) >0 = u*(x) <0,
u'10
o que resulta, para cada componente u’ de u, em trés regioes complementares definidas no

enunciado do lema como (3.13), (3.14) and (3.15) e que cobrem o espago de estados. O

Comentario 3.3.1. O comportamento de 0,;V em func¢ao do valor de x € ilustrado na Figura

3.1.

Definigao 3.3.1. A regiao Rs3 , definida como
Rs={x:0€0,V(x,0)}, (3.16)

serda chamada de regiao de nao-variacgao.
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Lema 3.3.2. Se F' for uma fungao estritamente conveza, diferencidvel e coerciva, e V,,C(x,u)

for uma funcao mondtona e continua em x, Yu € R™, a regiao R serd um hipervolume.

Demonstrag¢ao. Lembrando que o vetor wu; possui apenas a i-ésima componente nao nula, a

regiao R3 pode ser definida como

u? [0 utT0

Rs = {x lim Vi V(z,u'e;) > 0, lim ViV (x,u'e;) < 0,Vi € {1,2,... ,m}} (3.17)

Sendo assim, se C' e F' sao diferenciaveis e denotando a i-ésima base canonica do espago R™

por e;, temos

lim ViV (z,u'e;) = V,:C(2,0) + E [(Be; + 5;d’e) ' VF(Az + Ze)] |

ut]0
an% ViV (z,u'e;) = ViC(2,0) + E [(Be; + $;d" €)' VF(Ax + Xe)]
em que

d’. = lim V:;(u")

u? |0

d" =1lm V:¢;(u').

w10
Observe que como ¢;(u") é convexa e atinge o minimo na origem, d’. > 0 e d’. <0, Vi. Além

disso, a regiao (3.17) pode ser reescrita como

Ry ={z:—d' E[V'F(Az + Xe)%ie] < V,:iC(z,0) + E [VF(Az + )| Be; <
—d" E[V'F(Az 4 Ze)Se], Vi € {1,...,m}}

Segue diretamente do Lema 2.3.2 que, se F' for estritamente convexa,
E[VTF(Az + ¥e)%ie] > 0
Consequentemente,
—d' E[VTF(Az + X)) < 0, —d"E[V'F(Az + Xe)%i¢e] > 0, Vi € {1,...,m}

Entretanto, por hipdétese, VFE é uma funcao estritamente crescente e continua, pois F é
estritamente convexa, diferencidvel e coerciva, e V,C(z,u) é monétona em z. Ao somar
as duas funcdes, existird z tal que V,C(z,0) + E [VF(Ax + Ye)| B poderd assumir valores

arbitrariamente proximos da origem. Sendo assim,
2 :|VuC(2,0) + E[VF(Azx + Se)] Be;| < 6,Vie {1,... m} ed >0

Desta forma, R3 serd um hipervolume no espago de estados. O
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Comentario 3.3.2. Note que para qualquer funcao quadrdtica positiva C': R™ x R™ — R

da forma
C(z,u) = 2" Qz +u" Pz +u"Ru, Q € R P e R™" R e R™

a fungao g(x) = V,C(x,u) serd mondtona em x, satisfazendo a hipdtese do Lema 3.3.2.

3.4 A Programacao Dinamica

A partir dos Lemas anteriores, é possivel caracterizar o método da Programacao Dinamica
aplicado ao sistema (2.3) . Vamos denotar por J; o custo acumulado 6timo em um instante

k para cada x como

mell

Ji(z) = inf E [sz Coo(m, 1) + CN(Q;N)]

A préxima proposicao fornece uma condigao suficiente para a existéncia das politicas 6timas

de realimentacgao 7 (z).

Proposigao 3.4.1 ([3]). Suponha que (2.4) é finita para todo xo € R™ e m € II. Logo, se o

conjunto

Hi(z,\) = {u e R™: Cy(z,u) + E[J,:H(Akx + Bru + [S + Z S (u")] €k))] <A}

¢ compacto para todo x € R™ , X € R e k € [0, N — 1], uma politica dtima para N estdgios
existird.

Teorema 3.4.1. Suponha que para cada 0 < k < N tem-se que v — Cy(x,u),u — Ci(z,u)
e v — Cy(x) sejam fungoes convexas e limitadas para todo x € R™ e uw € R™. Para o
sistema em (2.3) avaliado através da fungao custo (2.4), a politica dtima pode ser obtida

recursivamente através do sequinte procedimento.
1. Definir Jy(x) = Cn(z), v € R" e fazer k = N — 1;

2. Definir Jy(x,u) para cada x € R"™, como
Je(z,u) = Cp(z,u) + E [J,;“H <Akzv + Byu + (ik + Z Zlgb,(u’)) 5;.3” ,
i=1

3. Para cada v € R", determine o sinal da ag¢ao otima ) usando
uy >0, sex € RY(J),

uy <0, sex € RY(Jy),
uy =0, sex € RY(Jy).
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Se V,Cr(z,u) for mondtona em x e se Cy for coerciva para todo k, a regido Rs dada
por (3.16) serd um hipervolume. Caso uj’ € RY(Jy) ou u' € RL(Jy) para algum
i€ {l,...,m}, determine uj tal que Jp(x,up) < Ji(z,u) para cada w € R™. Isso é

equivalente a exigir que
0 € 0,Cx(x,up) + O E [J,:;l (Akx + Byuj, + (ik + Z Elgbl(u?)) Ekﬂ
i=1

4. Defina a funcao Jj(x) como
Ji(2) = Ju( 6) = O, ) + Bl (wrar)]

com i1 = Axr + Brup + (Sp + Yo Sigi(up)) ex. A fungdo uj(x) que atender a
condicao
Ji(x) = Jp(x,up) < Jp(x,u), Vu € R™

tal que ui(z) = up, Vo € R", serd a politica étima. Se k = 0, pare. Sendo, retorne ao

passo 2.

Desta forma, a politica dtima uj(x) é obtida para cada 0 < k < N e, em particular,

J*(x) = Jo(z,ui(x)) < Jo(z,u), V(z,u).

Demonstracao. A prova segue diretamente do Lema 3.2.1, Lema 3.3.1 e da equacao de Bell-
man. Observe da Proposicao 3.4.1 que, sendo C}, convexa para todo k € [0, N], as politicas

6timas de realimentagao x — uj(z) sempre existirdo. ]

Observe que, a cada instante k, o tomador de decisoes podera aumentar, diminuir ou
manter a sua politica dependendo do valor do estado. Uma possivel interpretacao para a
regiao onde uj, = 0 é que, em face do risco gerada pela variacao da entrada do sistema,
¢ melhor manter a entrada constante. Intuitivamente, esta estratégia estda de acordo com
problemas reais onde um tomador de decisao, em face da incerteza que a sua decisao pode

gerar, decide manter a mesma politica que ele possuia anteriormente.

3.4.1 Um Exemplo Bidimensional

Para representar graficamente a regiao de nao-variacao, ou seja, a regiao no espago de
estados onde a politica étima é de ndo variacao do controle (v* = 0), considere um sistema

bidimensional descrito por:

Thy1 = AIk + Buk + (1 + |uk|)5k> Ep ~ N(O, Inxn)
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xo(1)

Figura 3.2: Entrada 6tima u* como uma func¢ao do valor do estado.

onde

Suponha que o sistema é avaliado através da funcao de custo quadratica:

ZE5]

T
5

El(x}zy, 4+ 2up, PTo +0.5u3) +

a0

ao do estado inicial zy. A regi

G

[0 1}T. A Figura 2 mostra uj como uma fun

com P

onde u; = 0 pode ser vista claramente no centro do gréfico.



Capitulo

Desafios Numéricos

Nos capitulos anteriores, um modelo para sistemas onde a variacao da magnitude do
controle aumenta a incerteza sistémica foi proposto e, utilizando Programacao Dinamica, a
politica 6tima de controle para este tipo de sistema avaliado através de uma funcao custo
positiva e convexa foi caracterizada. Foi mostrado, também, que existird uma regiao no
espago de estados onde a politica 6tima serd de nao variagao do controle, chamada de “regiao
de nao-variacao”. Entretanto, esta caracterizacao tedrica nao possui importancia pratica se
nao existirem algoritmos numeéricos eficientes para a obtencao da politica étima. Além disso,
ainda nao foi apresentado nenhum exemplo pratico de um sistema real modelado como um
sistema VCAI Existe o risco de concluir que o modelo proposto nao descreve adequadamente
os problemas de tomada de decisao que motivaram este trabalho, confinando este modelo a
classe de sistemas dinamicos de razoavel interesse tedrico, mas de pouca utilidade pratica.
Este capitulo e o proximo tratam destas questoes.

Neste capitulo, serao apresentadas algumas estratégias numéricas para o calculo da poli-
tica 6tima em sistemas VCAI envolvendo aproximagoes da fungao custo para a Programacao
Dinamica. Inicialmente, sera feito um estudo sobre erros de aproximacao em algoritmos de
PD. Em seguida, sera analisado o caso onde o sistema é mono-entrada com o desempenho
avaliado através de uma funcao de custo quadratica e duas aproximacoes para a funcao custo
serao propostas. Um algoritmo para a obtencao da politica 6tima para um horizonte infinito
também sera apresentado. Finalmente, uma estratégia de aproximagao da fun¢ao custo uti-
lizando Médquinas de Vetores de Suporte sera exposta como uma forma geral para lidar com

problemas de controle estocastico 6timo em horizonte finito.

27
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iy, ()
jk([E B N 72aax
T - Aproximador » max, [T Jp 11— Jk| - %Yy tote!
T Jgt1(z) 1
"
jk:+1(95)
q <

Figura 4.1: Programacao Dinamica Aproximada. O operador ¢ representa um avanco unita-
rio, ¢~ um atraso unitario e 7' é o operador da programacao dinamica.

4.1 Programacao Dinamica Aproximada

Conforme expresso na Equagao (2.13), o operador da programagao dinamica 7' sobre uma
funcao J : S — R, sendo S C R™ um conjunto compacto e convexo, é

(T J)(z) = urer%]ia)E{C(m,u) + J(x1(z,u))}, x€S.

Muitas vezes, nao é possivel obter uma expressao analitica para (T J)(z), sendo necessario
recorrer a uma aproximacao J(z) = (T J)(z). Ao realizar esta aproximacio a cada passo da
programagcao dinamica serda gerada uma politica de controle sub-6tima, ou seja, com custo
esperado superior a politica étima. Entretanto, uma aproximacao adequada podera levar a
um algoritmo de baixo custo computacional e a um controlador de facil implementagao, com
um custo satisfatorio. Algoritmos que envolvem aproximagoes da funcao custo acumulado
sao chamados de Algoritmos de Programacao Dinamica Aproximada.

A Figura 4.1 ilustra como funciona este tipo de algoritmo para um horizonte finito. A cada
passo do algoritmo, sera feita uma aproximacao do custo acumulado e o erro maximo sera
estimado. O bloco fundamental para obter um algoritmo eficiente é a escolha do aproximador,
que serda responsavel pela aproximacao da funcao custo acumulado. Esta escolha devera ser
feita levando em conta particularidades do problema de controle que esta sendo resolvido.
Note que o erro total maximo serd simplesmente a soma do erro maximo de aproximagao em
cada passo. A Proposigao 4.1.1 e o Lema 4.1.1 tratam do controle de erro na programacao

dinamica aproximada.
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Proposicao 4.1.1 ([1]). Seja o operador T' da programacdo dinamica dado por

(T'J)(x) = min E{C(z,u) + J(z1(x,u))}.

uelU(z)

Além disso, seja
(T* J)(x) = (T(T*'T))(x)

e seja o conjunto nao-vazio e convero S C R". Logo, para duas funcoes limitadas J : S — R
eJ:S—R,
max |(T* J)(z) — (T* J)(z)| < max|J(z) — J(z)]

z€S z€eS
Lema 4.1.1. Sejam J': S —R, J:S—R e J:S — R. Suponha

max |J(z) — (T J')(2)] < &

€S

max |J(z) — (T J)(z)| < €.

zeS
Sendo assim,
max |J(z) — (T%J)(z)] < €1 + €.

zeS

Demonstracao. Observe que

max |/ (x) — (T? J') ()] = max|J(z) = (T J)(2) + (T J)(x) = (T* J') ()|

zes TES
< max | J(x) — (T1)(x)| + max (7 ) (z) — (22 ') (x)

Da Proposicao 4.1.1, note que

max (T J)(z) = (T* J') ()| < max|J(z) = (T J)(2)] < &1

€S

Além disso, por hipdtese,
max |J(z) — (T J)(z)| < €.

z€S
Consequentemente,
max |J(x) — (T%J')(x)] < 1 +
e a prova esta completa. O]

A seguir, serao mostrados dois tipos de aproximacao que serao utilizados para obter politi-

cas sub-0timas para sistemas VCAI monoentrada e associados a funcoes de custo quadraticas.
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4.2 O Caso Quadratico Mono-Entrada

Como fungoes de custo quadraticas sao muito utilizadas devido a sua conveniéncia anali-
tica, este caso serd estudado detalhadamente. Desta forma, considere o seguinte sistema de

controle estocdastico:

N—1

min  J(xg,m) = FE Z(mf@kxk + 20, Pl 4 vl Ryvy) + 25 Qny (4.1)
k=0

S.a. Thy1 = Apxy, + bruy, + (Ek + 0k|vk|) &, x9o=1x€R" (42)

em que @ e Ry sdo matrizes semi-definidas positivas para todo k e J(xp,7) é uma funcao
nao-negativa.

Para obter a politica 6tima, o Teorema 3.4.1 poderia ser utilizado diretamente. Entre-
tanto, devido a presenca da nao-linearidade na porgao estocastica da equacao de estado, o
custo acumulado serd nao-linear e minimiza-lo exigiria um alto custo computacional. Con-
seqiientemente, é interessante buscar uma aproximacao adequada para o custo acumulado.

Suponha uma situacao onde o custo acumulado em um dado instante k& fosse dado por

Ji(z) = }Jlelﬂf{ ' Qx + 20P"x + Rv? + BElz] Qixy + R xy + ¢4 (4.3)
com x1 = Az + bv + (G + o|v|). Observe que:

Elz] Qtr) =0T ATQt Av 420" ATQibv+(b'Q1b + otr(Q7))v?

+ (@ + 250 |v|)tr(Q7)
E[R{ 2] =R;" Az + R bv
Logo, a fungao custo pode ser reescrita como:
Ji(x) :irelﬂgKUQ +2vLTz 4+ 2M|v| + Nv
+27(Q + ATQt Az + RT Az + ¢y + 72tr(Q))

onde
K :=R+0TQib+ o*tr(Q3), L:=ATQib+ P,
M :=Gotr(Q7), N = R:Th
Utilizando o Lemma 3.3.1, a varia¢do 6tima do controle, v*(x), serd uma funcao linear

por partes do estado, sendo dada por:

—KY LTz — M+ N/2), if Lt > M — N/2
vt =< —K~Y LTz + M+ N/2), if Lx < —M — N/2

0, caso contrario
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Essa expressao pode ser reescrita como
v =K 'Lz + N/2 + Ms(x))

onde
-1, ifLTx>M—N/2

s(x) =< 1, if LTx < —M — N/2
—M~YLTx + N/2), caso contrario
Fazendo v = v(x) em (4.3) a funcdo custo minima torna-se:
Ji(z) = — K YLz + Ms(z) + N/2)* + 27 (Q + ATQ;A)w
+ BT Az + ¢ + 7%t1(Q3)
Rearranjando os termos, tem-se que
Ji(x) =2" (Q+ATQIA-L"K ' L)z + (RFTA- K 'NL)2 4+ 7*r(Q}) — K 'N?/4 + ¢,
— K'M(Ms(x)* + 22" Ls(z) + Ns(x))

Note que a segunda linha da expressao anterior é nao-linear, nao quadratica e nao constante.

Definindo a func¢ao g : R® — R como

g(x) = Ms(x)? + 227 Ls(z) + Ns(z)

ou seja,
°0LTe — M+ N, it LTz > M — N/2
g(x) =< —(@2LTx + M+ N), if LTz < —M — N/2
M= LTz + N/2)?  caso contrario
tem-se:

Ji(2) =" (Q+ATQIA-L"K'L)x + (RTA-K'NL")x
+e +7%tr(Q}) — K'N? /4 + K 'Mg(x)

Neste caso, uma aproximagao adequada para g(x) levaria a um controlador que seria
uma fungao linear por partes do estado, evitando a necessidade de calcular valores esperados
complicados. A tarefa de aproximar g(x) torna-se ainda mais simples fazendo uma mudanca
de variaveis

y(x) = L'z + N/2,

resultando na funcao h(y) = g(x) dada por

2y — M ify>M
h(y) =< =2y — M, ify<-—M

M~1y2, caso contrario
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A
h(y)
Linear
M
____________________ "._._.._.._-._-._._-_._._
/ Quadratico
< ¢ 0 é >
\/

Figura 4.2: Comportamento de h(y). Note que para |y| < M a funcdo é quadratica e para
ly] > M a fungao é linear.

O comportamento de h(y) esta ilustrado na Figura 4.2. Consequentemente, o problema de
aproximar a porcao nao quadratica do custo 6timo torna-se o problema de aproximar a funcao
h : R — R. Tendo isto em mente, serdo propostas duas estratégias para aproximar ¢g(z). Uma
primeira aproximacao consistira em simplesmente ignorar a por¢ao nao-linear da funcao custo
e a segunda serd uma aproximagao quadratica por minimos quadrados em um dado intervalo.
As principais vantagens destas duas aproximacoes é o baixo esforco computacional que elas
exigem para o calculo do controlador étimo e a possibilidade de avaliar explicitamente o erro

da aproximagao.

4.2.1 Aproximacao por Minimos Quadrados

Uma aproximagao quadratica para g(x) em uma dada regiao X C R pode ser obtida da
aproximagao quadratica de h(y) em um intervalo [l1, 5], ls > 1 onde y : X — [l1,l3]. O erro
quadrético médio e no intervalo [I1, 5] entre a fun¢do quadrética e h serd

1 &
e(a, ll, lg) = / (GO?JQ + a1y + ag — h(y))zdya

2(le = 1) Jy,
onde

a = [CLO aq ag}
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A aproximagao quadrética 6tima por minimos quadrados para o intervalo [ly, 5], denotado
por h*(y), serd
Py =l oy 1]
onde a* é a solucao de
Vae(a™,ly,ls) =0

Além disso, o erro maximo da aproximacao, denotado por el'™*, serd
max _ *, 2 * *
ep (I, 12) = max |agy” + ajy + a3 — h(y)|

y€E[lyl2]

Observe que a* pode ser facilmente calculado uma vez que o intervalo de aproximacao
[l1, 5] for determinado. Como h é uma funcao simétrica, é interessante escolher um intervalo
de aproximacao que também seja simétrico. Sendo assim, suponha que deseja-se aproximar h
para um dado intervalo y € [—[,1], { > M > 0. O vetor a* pode ser calculado analiticamente,
obtendo:

—151* + 1012 M? — 3M*
81°

*

CLO:—

a; =0

(I—M)>33l+ M)
813

Consequentemente, o erro maximo da aproximagao é:

(I—M)33L+ M) 191 — 3M?|(1* — M?)?
813 " 8131514 — 1012 M2 + 3M*| }

A
CL2—

e (—1,1) = max {

Para [ >> M, o primeiro termo ird dominar enquanto o segundo termo dominara quando

[ = M. Sendo assim, a aproximacao para .J;;, denotada por j,;*, sera
Ji(x)=a"(Q+ATQ;A-L"K'L)x + (RTA-K 'NL )2 + ¢; + 7%t1(Q?)

— K'N?*/4+ K 'M(a}(L 2 + N/2)* + a}(L" 2 + N/2) + a})
Além disso, o erro maximo da aproximacao em cada passo da programacao dinamica serd
dado por
e (—1,1) = K~ "Me™>(—1,1)
4.2.2 Aproximacgao por Truncamento

Uma segunda estratégia para a aproximagao de J;(z) ¢ ignorar a porgao nao quadratica

desta expressao. Neste caso, tem-se

Ji@)=2T (Q+ATQIA—L"K ' L)z + (RTA-K'NL )z 4 ¢, + 7°tx(Q}) — K~ 'N?/4
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e, para LTz + N/2 € [I},15], Vo € X C R, o erro de aproximacio méximo em cada passo serd
621‘%(([1, lg) = KﬁlM max{|2[1 — M’, ‘ — 212 — M|}

A vantagem da aproximacao por truncamento em relagao a aproximacao por minimos
quadrados é que ela nao requer a escolha de um intervalo de aproximacao [l1,l5]. Escolher
um intervalo adequado nao é necessariamente uma tarefa simples. Por exemplo, se um
intervalo grande de aproximacao for escolhido, isto sera equivalente a supor que pelo menos
algumas componentes do estado estarao distantes da origem. Este intervalo “largo” pode ser
adequado se o estado inicial do sistema estiver longe da origem mas, a medida que o sistema
¢ regulado, tendendo ao ponto de equilibrio, esta aproximagao pode rapidamente tornar-se
imprecisa. Este problema torna-se ainda mais grave considerando que o sistema possui uma
componente estocastica. Idealmente, o intervalo de aproximacao deveria ser dependente do
tempo e do valor do estado, levando a um erro pequeno em regioes onde o estado possui uma

probabilidade alta de estar localizado.

4.3 Programacao Dinamica Linear

Para um sistema dinamico avaliado através de um funcional de custo convexo, existem
diversas estratégias para aproximacao da politica 6tima. Nesta Secao sera apresentada uma
aproximagao para o custo 6timo em um horizonte infinito, proposta por D. P. Farias e B.V.
Roy em [8], que consiste em transformar o problema de obtengao do custo 6timo em um
problema de Programagao Linear. Como apresentado no Capitulo 2, o problema de controle

estocdstico para um horizonte de otimizacao infinito é:

Zak0($k7uk)]

k=0
s.a. xk+1(xk,uk) = f(l’k,uk,é‘k), O<ax<l

min J(zg,7) = lim E
mell N—o0

O Custo Otimo para este problema é obtido resolvendo a Equacao de Bellman J* = T'J*.
Conforme discutido em [1], como

Jim. ™ J = J*,
se 0 espaco de estados, S, acoes, U, e disturbios, D, forem finitos e limitados. Para obter a

politica 6tima, basta resolver o problema de otimizacao
max Z k(z)J(z), k:S9—=R; k(x)>0,Vres (4.4)

sa. TJ>J VNVrelS
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A funcao k é chamada de funcdo de relevancia. Observe que este problema é um programa
nao-linear. Para transforma-lo em um problema de otimizagao linear, suponha que a Funcao
Custo possa ser aproximada por uma combinagao linear de fungoes (nao necessariamente

ortogonais), ¢; : S — R , de modo que
J(z,r) = ¢(z)'r, reR? (4.5)

onde
T

$(x) = [¢1(2) dg(z) ... &4(z)]
Para este caso, o problema descrito na Equacao 4.4 torna-se
max Z k(z)p(x)Tr (4.6)
s.a. To(x)'r—o(x)'r>0, Voes

e o custo aproximado minimo serd J*(x). Como o espago de estados, S, o de agoes, U, e o de
disturbios, D, sao finitos, para uma politica u, a probabilidade do sistema ir do estado x € S
para o estado y € S serd denotada por p,,(u). Conseqiientemente, o sistema serd um grande
processo de decisao markoviano e o operador da programacao dinamica torna-se

TJ = urerbl&) E{C(z,u) + aJ(f(z,u,e))}

uel(x) ves
Da Equacao 4.5, observe que
J—mlnC’xu—l—a - 4.7
uelU(x) yezsp v ( )

Substituindo a expressao acima na Equacao (4.6), obtém-se

max <ZI€(JJ)¢(I)> r (4.8)

zesS

s.a.  min {C’(x, u) + aZpIy(u)gb(y)Tr} —¢(x)'r>0, VzeS

ueU(x) ves

Desta forma, o problema de obtencao do custo minimo torna-se um problema de Programacao
Linear. Entretanto, neste problema ainda hé a necessidade de calcular a minimizac¢ao em

T.J. Isto pode ser contornado notando que

i 4 . < C(z,u) + . , VuelU
urer%]l(rglc){ x,u) &Zpy } (x,u) Zpy J(y) u

yes yeS
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Logo, podemos finalmente reescrever o problema do calculo de J* como o programa linear

max (Zﬁ(x)qﬁ(x)) r (4.9)

eSS

T

s.a. C(z,u)+ (a mey(u)d)(y) — qﬁ(m)) r>0, VYreS uelU
yes

Apesar do grande numero de restrigoes, este problema pode ser resolvido de forma eficiente

através de métodos numéricos para programacao linear em grande escala, como o método dos

planos cortantes. Uma vez determinada a solucao, r*, do problema acima, para encontrar a

acao Gtima u*(x) para cada estado x, basta resolver para todo x € X o problema

u*(x) = min {C’(w, u) + o szy(uw(y)Tr*}

uelU
yes

4.3.1 Exemplo escalar
Considere o seguinte problema de controle estocastico de um sistema VCAI escalar:

N

Z 0.7%(x} + u?)

k=0
s.a. Tpp1 = 1.2z, +up + (0.5 + |ug))er, 20=0

min J(zg,7) = lim £
well N—o0

em que g, ~ N(0,1). O primeiro passo para resolver este problema, é discretizar o espago

de estados e de acoes. Desta forma, suponha para [; < [,
(g, Tp) € U x S = {(u, ) : [y <u < ly,l; <z < ly,tal que 10u, 10x € Z}

Observe que estamos discretizando o espaco para multiplos inteiros de 107!, Além disso,

considere a variavel aleatéria discreta wy € {w : 10w € Z}, com distribuigao de probabilidade
Pr{a <wy <b} =Pr{a <e, <b}, a<b
Como estd sendo considerado um nuimero finito de estados, suponha a equacao de transicao
Trpr = [(Tg, Uk, wy)

em que
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f(fk,ﬂk,wk) = lg, se 1.22, + Uy + (05 + |I~Lk|)wk > [y
ll, se 1.2x, + up + (05 + |’L~Lk|)wk <l

E interessante notar que, com a discretizacao, o sistema torna-se uma grande Cadeia de

Markov controlada. Consequentemente, sera resolvido o problema de otimizacao discreto

N
> 0.7 & + )

J—=0
sa.  Tppr = f(Tk, Up, wy), To=0

min J(Zo,7) = lim £
7ell N—o0

Por simplicidade, sera considerado l; = —5 e I, = 5. O proximo passo ¢é escolher a apro-
ximacao para a fungao custo acumulado. Como a func¢ao custo original é um polinomio de
segunda ordem, serd feita uma aproximacao por um polinomio de sexto grau. Sendo assim,

utilizando (4.5), J pode ser escrita como

J(z,r) = ¢(x)r, reRI
em que
o) =1[1 = 2* 2* 2* 2° x6]T
Para obter r*, é necessario resolver o problema (4.9) que, fazendo k(z) = 1, sera

max (Z ¢(f)> r

zeU

T
s.a. I+ +0.7 (Zpi,y(ﬂ)qﬁ(y) — ¢(;z=)> r>0, Vi,aeU
yelU
Neste exemplo, as probabilidades de transicao foram estimadas utilizando uma simulacao de
Monte-Carlo. A solugao, r*, do problema foi determinada computacionalmente e resultou em
r*=1[1.83 0 31726 0 —7.73-1072 0 1.3-107"]
Logo,
J*(x) = 1.83 4+ 3.17262% — 7.73 - 10 22* + 1.3 - 107425
A politica 6tima pode ser calculada através da minimizacao

w(x) = 15161(1]1 {32’2 + %+ 0.7pry(u)j*(y)}

yelU
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60

Figura 4.3: (a) Custo minimo aproximado e (b) politica étima aproximada obtidos utilizando
programagao linear aproximada. A regiao de variagao serd para |z| < 0.5

O comportamento da politica 6tima aproximada e do custo minimo aproximado estao expos-
tos na Figura 4.3. Neste caso, a regiao de nao-variagao sera para |z| < 0.5. Note que @*(x)
pode ser aproximado por uma funcao linear por partes do estado. Fazendo u*(x) ~ u*(x),

tem-se
—0.55x — 0.5, se x < —0.5

u(x) =<0, selz]<0.5
—055z 4+ 0.5, sex > 0.5



Capitulo

Aplicaciao em um problema macroeconémico !

Segundo o economista Alan Greenspan, “uncertainty is not just an important feature of
the monetary policy landscape; it is the defining characteristic of that landscape”. Existem
diversas fontes de incertezas que influenciam a definicao da politica economica por um Banco
Central (BC) como, por exemplo, transparéncia, transmissao de informacao, expectativas,
eficiéencia, dados, etc.

Na préxima secao sera mostrado, a partir dos resultados obtidos nos tltimos capitulos,
como o problema de definicao da politica monetaria por um Banco Central ou pelo Federal
Reserve Bank (FED) pode ser modelado como um sistema VCAL Feito isso, utilizando simu-
lacoes de Monte Carlo, sera analisado como o comportamento do sistema varia com mudancas
no impacto gerado pela variacao da magnitude do controle, observando se a politica 6tima
torna-se mais agressiva ou conservadora. Finalmente, serd mostrado que a politica gerada
pelo modelo VCAI representa melhor a politica monetaria efetivamente adotada pelo FED

do que os modelos tradicionais, baseados no Regulador Linear Quadratico (RLQ) cléssico.

5.1 O Modelo

Considere um modelo auto-regressivo da economia dado por:

ni

Tk+1 = Z T + oYk + S (5-1)
j=0
ng ns n4

Yt = D By D AUy T ) Vihes e (5.2)
j=0 =0 j=0

com 7 ¢ a inflagao trimestral, y, é o hiato do produto, i.e., a diferenca entre o Produto

Interno Bruto (PIB) potencial e obtido e i é a taxa de juros trimestral definida pelo Federal

!Este capitulo foi feito em colaboracdo com o Prof. Thomas Vallee do Laboratério de Economia da
Universidade de Nantes

39
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Reserve (FED), sendo medida em pontos percentual anuais. Os dois distirbios, €. € €,
sao responsaveis pela incerteza sobre o estado. Este modelo é uma generalizagao do modelo
em [17], [19] e [20].

E interessante observar que grandes variacoes da taxa de juros levam a uma grande in-
certeza sobre o estado. Conseqiientemente, este sistema se encaixa no modelo proposto de
modo que €, serd uma funcao da variacao da taxa de juros. Denotando estas variacoes do

instante k para o instante k£ + 1 por v, obtém-se
Ik = Tg—1 + Vg

Utilizando um modelo similar ao apresentado na Secao 2.1, a incerteza sobre o sistema serd

modelada como:
Ek‘,ﬂ' = (Eﬂ' + O-ﬂ"Uk‘) gk,Tr (53)
Chy = (Ey + 0y|vk|) Ek.y (5.4)
onde &, ~ N(0,1) e &, ~ N(0,1) .

Para obter a politica de controle étima, precisamos colocar o sistema em uma forma

adequada. Neste sentido, o sistema descrito pela Equacao (5.2) pode ser reescrito como

ni

M1 = Z QjTp—j + Oy + € (5.5)
=0
n2 n3 ng

Ui =D B+ 3 Ay +70(0k +ik1) + Y ik + ey (5.6)
=0 =0 j=1

Este sistema pode ser reescrito na forma de espaco de estados como:

Lh+1 = Al’k + ka + 5k(1)k), (57)
onde
Nmar = Mmax{ny, na}
_ . . T
T =Tk oo Thonpn Uk -+ Ykong Th—1 -+ Theny]
T
gk(vk) = [@r,k—&—l lenmw €y, k+1 01><(n3+n4)]
Definindo:
T T
a = |:CYO a/nl] 9 b - [ﬁo 6n2:| )
T T
Cc = [/\() )\n3:| s d:= |:’)/0—|—’71 Y2 7n4:| y
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a matriz de transicao A sera dada por:

All A12 Onmaz-‘rl XNy
A= A Ao Ags
On4><nmaz+1 O(n4)><(n3+1) A33
onde
o
CLT
Sen =N
) mazx
[Inl XNy 0n1><1]
All -
[T
a 01><n2—n1 o
’ S€ Nmaz = N2
\ _[Inzxnz 0712)(1]
€
(T[5r
|:b 01><n1—n2i| o
y  S€ Mypaz = T
On3><n1+1
A21 —
- bT
) S5€ NMmaz = N2
L _0n3><n2+1

Os outros termos de A serao:

R A |

On1><n3+l n3xXns On3><1:|

0n3><n4 n4a—1xXng—1 0n471><1}
A matriz B serd dada por
_ T
B = [lenmaw—&—l Yo 01><n3 1 Ol><(n4—l)]

Neste exemplo, os objetivos do tomador de decisoes sao reduzir a inflagao e o hiato do
produto em um periodo de N trimestres. Conforme colocado em [17] e [19], supoe-se que o
seguinte critério deva ser minimizado a cada periodo k

...
L=m; +y;+ 5(% —ip1)” (5.8)
A fungao custo pode ser reescrita em funcao de v, levando a

N-1

J(z)=E [$3\7Q$N + Z 2, Qxy, + 2Py + 10, (5.9)
k=0

A partir de (5.7) e (5.9) podemos utilizar o Teorema 1 diretamente para obter a politica

de controle 6timo.
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5.1.1 O Modelo no Espaco de Estados

Com o objetivo de simular o modelo, suponha que os parametros sao dados pela Tabela
I, com ny = 2, ny =2, n3 =0eny = 1. Estes parametros foram obtidos de [16]. Foi
utilizado um modelo trimestral para a economia americana, do primeiro trimestre de 1960
até o quarto trimestre de 2006. A taxa de juros (i) é a média de quatro trimestres do conselho
de governantes (Board of Governors). A inflacdo (m) é medida pelo indice encadeado em
um ano, i.e., 400(lnpy — Inpg_1). O hiato do produto (yx) é definido como 100(qx — q;.)/q;,
onde g, ¢ o PIB real e g ¢ o PIB potencial. Os dados utilizados foram obtidos do “Bureau
of Economic Analysis”, 6rgao do Departamento de Comércio do governo dos EUA. A média

de todas as variaveis foram removidas antes da estimacao.

Tabela 5.1: Estimativas para o modelo trimestral da economia americana.

Parametros Estimativa Parametros FEstimativa

a0 0.621 B 0.041
a 0.091 3 -0.083
s 0.239 B, 0.011
5 0.108 Y 0.117
A 0.900 " 0.192

Utilizando os parametros da tabela, o sistema considerado é:

Try1 = Axp + Bog + (Z + E‘Ukng, & ~ N(O, I5><5) (510)
. T . .
Ty = [Wk Tk—1 Tk—2 Yk lk—1] ) Vi = [@k - Zk;—l] )
0.621 0.091 0.239 0.108 0
1 0 0 0 0
A= 0 1 0 0 0 ,
0.041 —0.083 0.011 0.900 (0.117 — ().192)
0 0 0 0 1

B=1[0 0 0 0117 1]",

onde 7 e 0 sao matrizes diagonais:

¥ = diag(a,,0,0,5,,0)
¥, = diag(o,,0,0,0,,0)
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Finalmente, o sistema é avaliado através da fungao custo (5.9) com

10000
00000
Q=10 000 0f;
00010
00000
P=[0 0000 0;

r = 0.5.

5.2 Experimentos Numeéricos

Serao realizados dois experimentos numéricos. No primeiro, seré analisado o impacto das
variacoes de ¢ para um dado estado inicial zy. Os resultados obtidos serao comparados com
o Regulador Linear Quadrético (RLQ) tradicional. O segundo experimento consistird em
comparar os resultados numéricos com dados reais.

Para todas as simulagoes, serd imposta a condicao i(k) > 0, Vk. Desta forma, se em algum
instante k a variacao de vy € tal que 1 = v +ix_1 < 0 entao vy = —ix_1. Logo, o decréscimo
maximo da taxa de juros é fixado como a diferenca entre a taxa de juros anterior e 0. A cada
passo da programacao dinamica, serd utilizada uma aproximacgao por minimos quadrados da
funcao custo, conforme descrito na Se¢ao 4.2.1. Este tipo de aproximagao permite uma facil

implementagao computacional e um bom controle do erro.

5.2.1 LQR versus VCAI

O estado inicial para as simulagoes serd xy = [2.2781 1.0313 1.0528 —0.6582 2.3375}T,
que sao os valores historicos para o primeiro trimestre de 1962. Serd observado o impacto
do aumento da incerteza relacionada a variagoes da magnitude do controle sobre o compor-
tamento do sistema. Como colocado anteriormente, quando a incerteza gerada pela variacao
da entrada (representada por o) aumenta, a regiao no espago de estados onde vy = 0 também
aumentara. Analogamente, se ¢ = 0 o problema torna-se o caso do RLQ tradicional, pois a
variacao do controle nao influenciard a incerteza sobre o sistema, e a politica 6tima de vari-
acao do controle serd uma funcao linear do valor do estado. De forma a analisar a influéncia
do aumento da incerteza, supde-se que os disturbios afetam igualmente as equagoes (5.5) e

(5.6), ou seja,

o, = diag(7,0,0,7,0)
oy, = diag(e,0,0,0,0)
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Figura 5.1: Comportamento (a) da inflagao, 7y, (b) do PIB, , yx, da taxa de juros étima, i}
e (c) da variacao 6tima da taxa de juros, v}, para o modelo VCAI e para o RLQ No modelo
VCAI o, = 0, = 0.2. Em ambos os casos, 6, =7, = 0.2.

onde o e T sao escalares constantes.

Realizagoes do sistema foram simuladas para ¢ = 0.2 e 0 = 0 considerando 7 = 0.2. Os
resultados estao expostos na Figura 5.1. No caso onde variagoes da magnitude do controle
aumentam a incerteza sobre o sistema (0 = 0.2) existirdo vérios instantes de tempo onde
v; = 0, levando a um comportamento mais suave da taxa de juros. Além disso, a politica
monetaria 6tima para o sistema VCAI consiste em realizar apenas pequenas variagoes da
taxa de juros ((Jvg] < 0.8) ), o que leva a um decréscimo suave da taxa de juros na diregao da
origem. Por outro lado, a simulag¢ao do regulador linear quadratico indica grande variagoes
da taxa de juros. Desta forma, para o = 0, a taxa de juros foi alterada em quase todos os

instantes. Fazendo o = 0.1, como ilustrado na Figura 5.2, a taxa de juros é alterada mais
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Figura 5.2: Comportamento (a) da inflacao, m, (b) do PIB, y;, da taxa de juros 6tima, iy e
(c) da variagao étima da taxa de juros, vy, para o modelo VCAI e para o RLQ. No modelo
VCAI o, = 0, = 0.1. Em ambos os casos, 7, =7, = 0.2.

frequentemente, pois a regiao de nao-variagao sera menor.

5.2.2 Comparagao com Dados Reais

Considerando um horizonte entre 1960 e 2006, serao comparadas para cada instante de
tempo, k, a estimativa da variacao da taxa de juros pelo modelo VCAI e pelo modelo RLQ
tradicional. Além disso, as duas estimativas serao comparadas com dados historicos. Para
tanto, foram considerados dois modelos VCAI: o primeiro com ¢ = 0.3 e o segundo com
o = 0.8. Para os dois modelos VCAI e para o RLQ, supoe-se @ = 0.8. Todas as simulagoes
utilizaram a mesma sequéncia de vetores aleatdrios gaussianas {ex}. Os resultados estao

expostos na Figura 5.3.
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Figura 5.3: Curvas do valor historico da taxa de juros, da taxa de juros gerada pelo modelo
RLQ tradicional (¢ = 0.8 e 0 = 0), e a taxa de juros obtida utilizando um modelo VCAI
com g =0.8¢ (a) 0 =0.3; (b) 0 =0.38.

Note que a politica obtida utilizando o RL(Q possui desempenho pior do que o sistema
VCAI para os dois valores de 0. O erro quadratico médio (EQM) entre a taxa de juros
historica e a taxa de juros gerada pelo RLQ foi de 10.62. J& o o sistema VCAI com o = 0.3
apresentou um EQM de 2.38. Além disso, a taxa de juros gerada pelo modelo VCAI com
o = 0.8 é o que melhor reflete as decisoes reais do FED, possuindo um EQM de 1.19. Este
resultado indica que de fato existe uma grande incerteza associada a variagoes da politica
monetaria conduzida pelo Federal Reserve Bank e que, consequentemente, o FED tende a ser

cauteloso ao variar a sua politica monetaria.



Capitulo

Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho foi desenvolvido um arcabougo tedrico e numérico para o tratamento de sis-
temas estocasticos onde a variacao da magnitude da entrada de controle aumenta a incerteza
(sistemas VCAI).

Primeiramente, foi proposto um modelo estocédstico em tempo discreto com uma compo-
nente linear deterministica e uma componente estocastica para esta classe de sistemas. A
porcao estocastica do sistema foi modelada como uma variavel aleatéria cuja variancia é uma
funcao da variacao da entrada controle. A influéncia da variacao do controle sobre a incer-
teza do sistema foi dimensionada através de uma funcao continua, positiva e nao diferenciavel
na origem, chamada de “ funcao de magnitude”. O modelo foi criado da forma mais geral
possivel, permitindo uma grande flexibilidade para a sua utilizagao. Uma vez desenvolvido o
modelo, o problema de controle 6timo para um sistema VCAI avaliado através de uma funcao
custo convexa em um horizonte de tempo finito foi definido e foram apresentadas diversas
ferramentas tedricas 1teis para auxiliar na determinacao da politica étima de controle. Basi-
camente, foram utilizados resultados da teoria de fungoes continuas porém nao diferencidveis,
além de resultados classicos da analise convexa. Estas ferramentas forneceram a flexibilidade
necessaria para caracterizar diversas propriedades da fun¢ao custo, mesmo ela possuindo um
termo nao diferenciavel.

O préximo passo foi extrair caracteristicas da funcao custo e da politica étima que se
preservavam ao longo do horizonte da Programacao Dinamica. Provou-se que a convexidade
da funcao custo acumulado se preserva ao longo de todo horizonte de otimizacao. Além disso,
foi mostrado que se a funcao custo a cada instante for diferenciavel e estritamente convexa,
a funcao custo acumulado também sera diferenciavel e convexa. Foi proposto, também, a
existéncia de uma regidao de nao-varia¢ao, ou seja, uma regiao de medida nao nula no espaco
de estados onde a acao otima é de nao variacao do controle. Todas estes resultados foram

sintetizados no Teorema 3.4.1, que apresenta um algoritmo de programacgao dinamica para
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sistemas VCAI

Baseado nas propriedades analiticas dos sistemas VCAI, foram discutidas estratégias nu-
méricas para o calculo da politica 6tima. Através do Lema 4.1.1 foi constatado que o erro
maximo de aproximacao seria simplesmente a soma do erro maximo de aproximacao a cada
passo. O sistema VCAI avaliado através de uma funcao custo quadratica foi analisado em
detalhes, e dois tipos de aproximacao para a funcao custo foram propostas. Além disso, foi
obtida uma expressao analitica para o erro maximo em cada passo para ambas as aproxima-
¢oes, permitindo um controle direto do erro da aproximacao. Foi apresentado, também, uma
estratégia para aproximacao da politica 6tima para um problema de controle com horizonte
infinito utilizando Programacao Linear Aproximada. Esta estratégia foi ilustrada através de
um exemplo numérico baseado em um sistema VCAI escalar.

Finalmente, a teoria desenvolvida foi utilizada para modelar o problema da conducao
da politica monetaria pelo Banco Central. Neste caso, a entrada do sistema é a taxa de
juros e o objetivo do BC é minimizar a taxa de inflacao e a diferenca entre o PIB potencial
e o real. A partir de estimativas reais, o processo decisorio foi descrito como um sistema
VCATI avaliado através de uma fungao custo convexa. Através de simulagoes, foi observado o
efeito do aumento da incerteza associada a variacao do controle sobre o comportamento do
sistema e a politica 6tima. Notou-se, também, que uma formulacao através de sistemas VCAI
representa melhor as decisoes reais do Federal Reserve (FED) do que os modelos baseados

no Regulador Linear Quadratico tradicionalmente encontrados na literatura.

Perspectivas

O propésito deste trabalho foi apenas lancar as bases para o estudo de sistemas VCAL
Como acredita-se ser um trabalho que traz uma contribuigao inovadora no tratamento do tipo
de incerteza considerada, ainda existem diversas questoes em aberto que seriam contribuicoes

relevantes para a area. Dentre as questoes tedricas que comporiam essa agenda, destacam-se:

e Analise da variacao da regiao de nao-variacao com o horizonte de otimizacao: nao esta
claro se, para um sistema e funcao custo invariantes no tempo, a regiao de nao-variacao

aumenta ou diminui com o horizonte de otimizacao;

e Comportamento da acao étima de controle fora da regiao de nao-variacao: ¢ interessante
estudar se um aumento na incerteza associada a variacoes do controle leva a politicas

mais agressivas fora da regiao de nao-variagao;

e Estabilidade: analisar a estabilidade do sistema VCAI sujeito as politicas obtidas uti-

lizando as aproximacgoes para a funcao custo acumulado descritas no Capitulo 4.
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Os desafios numéricos para a obtencao da politica étima em sistemas VCAI fazem parte
de um contexto mais geral: o problema do calculo da politica 6tima para sistemas estocasticos
com espago de estados e acao continuos. Devido a enorme importancia desta questao, ela
possui o potencial de se tornar no principal foco de trabalhos futuros. Neste sentido, para um
problema de otimizacao em horizonte finito, a linha de pesquisa mais promissora consiste em
aproximar a funcao custo utilizando Support Vector Regression, que é um método conhecido
hé vérios anos na area de aprendizagem estatistica.

Também serao exploradas mais aplicagoes praticas de sistemas VCAI. A principal e mais
promissora aplicacao desta classe de sistemas é em problemas macroeconomicos. Esta linha
continuara sendo explorada de forma mais aprofundada, com o objetivo de permitir a facil
adocao de modelos VCAI por pesquisadores, analistas e gestores de politica macroeconomica,
em especial a politica monetaria. Entretanto, também serao estudadas outras aplicacoes deste

tipo de sistema, como na medicina.

Publicacoes

O estudo de sistemas VCAI mono entrada resultou em uma publicagdo no American
Control Conference - ACC 2009 [5]. Estao sendo preparadas duas publicagoes para periédicos
internacionais. A primeira sera submetida para um periddico na drea de controle e a segunda

sera submetida para um periédico na area de econometria.
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