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Resumo

Esta dissertacao teve como motivacao inicial a busca de uma abordagem unifi-
cada para o problema de equalizacao nao-supervisionada, a ser aplicada as configu-
racoes SISO, SIMO e MIMO. Tal abordagem se refere a dois aspectos fundamentais
do problema: a estrutura do equalizador e a otimizagao de seus parametros. Desta
forma, propomos uma mesma metodologia para estudar, nas trés configuracoes ci-
tadas, o que denominamos de limitacao estrutural e de limitacao de critério. A
primeira é caracterizada pela impossibilidade de inversao perfeita do canal fazendo
uso de apenas filtros com resposta impulsiva finita (FIR); a segunda se refere as
limitagoes quanto ao uso de estatisticas de ordem dois (EO2) para a obtengao do
equalizador 6timo no caso nao-supervisionado. Para tal anélise, reunimos resultados
um tanto dispersos na literatura para formalizar de maneira unificada e acessivel os
conceitos de sistema inversivel e de sistema de fase minima para as trés configura-
¢oes. Em seguida, empregamos o conceito de filtro de erro de predicao linear para
estudar o uso de EO2 em equalizagao, estendendo esse conceito também as trés

configuragoes.



Abstract

This dissertation was motivated by the idea of developing a unified approach to
the problem of unsupervised equalization, in the context of SISO, SIMO and MIMO
channels. This approach is concerned with two fundamental aspects of the equaliza-
tion problem: the structure of the equalizer and the optimization of its parameters.
In this sense, we propose a same methodology to study, in the three aforementioned
scenarios, two different limitations. The first one, which we denote structural limi-
tation, is related to the impossibility of inverting any channel employing only finite
impulse response (FIR) filters. The second one, which we call criterion limitation,
refers to the limitation regarding the use of second order statistics (SOS) to obtain
the equalizer in an unsupervised manner. In order to perform this analysis, we col-
lected results that are rather scattered in the literature to formalize the concepts
of invertible and minimum-phase systems in all three scenarios. Then, we use the
concept of a prediction-error filter to study the limitation of SOS in the equalization

problem.
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Introducao

Um objetivo bésico de qualquer sistema de comunicacao é prover a troca de
informacao de maneira confiavel. Em comunicagoes digitais, a interferéncia inter-
simbolica (IIS) e o ruido s@o as principais causas de degradagao de sinal e um
dispositivo usual de contramedida ¢ o equalizador, nas suas diversas formas de im-
plementagao (Qureshi, 1985).

Os equalizadores podem ser classificados quanto ao modo de funcionamento como
adaptativos ou nao-adaptativos. Os equalizadores nao-adaptativos sao aqueles que
efetuam compensagoes nas componentes dos sinais de forma preestabelecida: seus
parametros e sua estrutura sao fixos. Foram os primeiros a surgir em implementacgoes
de sistemas de comunicacao, sendo adequados para canais que possuem caracteris-
ticas estacionarias ou ainda para aqueles cujas caracteristicas de transmissao nao
sofram grandes desvios ou alteragoes com o passar do tempo.

Contudo, na grande maioria das aplicagoes, ou o canal nao é conhecido ou varia
com o tempo. Torna-se, desta forma, vantajoso que o equalizador seja ajustado ao
longo do tempo por meio de um algoritmo adaptativo. Os equalizadores adaptativos
sao implementados usando algoritmos que tém condi¢oes de verificar periodicamente
caracteristicas do canal de transmissao e compensar ou equalizar, dentro de sua
capacidade e de sua limitacao fisica, variacoes produzidas por este sobre os simbolos
emitidos pela fonte.

Uma prética muito difundida na realizacao de equalizacao adaptativa é utilizar
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seqliéncias pré-definidas de treinamento conhecidas pelo receptor com o objetivo de
adaptar convenientemente os coeficientes do equalizador. A esta abordagem da-se o
nome de equaliza¢ao supervisionada. Embora eficiente, esta abordagem nem sempre

é interessante ou mesmo viavel.

Nesse sentido, surge uma outra abordagem onde nao sao empregadas seqiiéncias
de treinamento e, em contrapartida, a adaptacao é realizada a partir do sinal recebido
e de informagoes estatisticas do sinal transmitido. A esta abordagem dé-se o nome
de equaliza¢ao nao-supervisionada ou equalizagao cega.

Um dos maiores problema da técnica de equalizacao cega adaptativa é sua baixa
velocidade de convergéncia e a existéncia de 6timos locais na fun¢ao custo. Os
métodos baseados em estatisticas de ordem dois (EO2) oferecem vantagens signi-
ficativas frente aos baseados em estatisticas de ordem superior (EOS), tais como:
maior velocidade de convergéncia, facilidade de implementagao e baixa complexidade
computacional (Causey, 1999).

Duas dificuldades inerentes ao problema de equalizagao cega serao abordadas
neste trabalho. A primeira pode ser classificada de estrutural, e refere-se & impossi-
bilidade de inversao perfeita quando tanto o canal quanto o equalizador sao filtros
com resposta ao impulso finita (FIR, Finite Impulse Response).

A segunda dificuldade pode ser classificada como de critério de otimizacao e esta
mais especificamente ligada as caracteristicas do processamento nao-supervisionado,
cuja base tedrica reside, sobretudo, nos teoremas de Benveniste-Goussat-Rouget
(Benveniste, Goursat, & Ruget, 1980) e, posteriormente, de Shalvi-Weinstein (SW)
(Shalvi & Weinstein, 1990).

A partir do inicio da década de 90, varios trabalhos propuseram-se a superar esses
dois problemas pela introducao de métodos de equalizacao voltados para sistemas
SIMO (Single Input, Multiple Output) e MIMO (Multiple Input, Multiple Output)
(Tong, Xu, & Kailath, 1994), (Papadias, 1995), (Reddy, Papadias, & Paulraj, 1997).

A diversidade inerente a esses esquemas permite flexibilizar a limitagao estrutu-
ral, obtendo-se, em alguns casos, equalizacao perfeita mesmo apenas com sistemas
FIR. Permite-se ainda chegar a solugoes 6timas fazendo uso somente de EO2 do
sinal transmitido, superando assim a segunda limitacao do processamento cego.

Convém observar que, além do aspecto tedrico comentado acima, as estruturas
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SIMO e MIMO apresentam um interesse pratico crescente e possuem diversas van-
tagens sistémicas. A diversidade pode ser introduzida tanto no dominio temporal,
pelo processo de superamostragem, como espacial, por meio do uso de multiplas
antenas. Ambos os casos recaem em uma mesma modelagem matematica.

O principal objetivo deste trabalho é prover uma visao unificada das condigoes
de equalizagao de canais SISO (Single Input, Single Output), SIMO e MIMO, em um
contexto nao-supervisionado, abordando as duas dificuldades mencionadas acima.
Novos resultados foram obtidos no que diz respeito as relagoes entre equalizagao e

predicao, e as propriedades de filtros de erro de predicao para sistemas SIMO.

1.1 Organizacao da Dissertagao

Assim, dividimos a dissertagao da seguinte forma:

e No capitulo 2 sao discutidos os principais aspectos relacionados ao problema de
equalizagao de sistemas de comunicagao SISO. Provemos uma revisao da vasta
literatura no assunto com énfase nos jé citados problemas de inversao perfeita
de canais FIR e da limitacao quanto ao uso de EO2 no caso nao supervisionado.
Para abordar esta limitacao, recapitulamos algumas propriedades dos filtros
de erro de predicao linear e suas relacoes com o problema de equalizacao. Este
tipo de abordagem, caracteristica do presente trabalho, nos permitiré chegar

a conclusoes mais originais sobretudo nos capitulos seguintes.

e No capitulo 3 abordamos o problema de equalizagao de sistemas SIMO, para o
qual conceitos importantes sao introduzidos através de uma nova abordagem.
Estudamos o caso particular dos modelos SIMO obtidos da superamostragem
do sinal original. Investigamos a condi¢ao para equalizacao perfeita e quais os
casos em que € possivel satisfazer plenamente tal condi¢cao. Ao abordamos as
condicoes em que sistemas SIMO podem ser equalizados mesmo na impossi-
bilidade de inversao do canal, apresentamos os conceitos de fase minima e de
zeros e polos de sistema SIMO. Por fim, discutimos o problema de predicao

linear e suas relagoes com o problema de equalizacao nao-supervisionada no
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caso SIMO. Neste contexto, demonstramos as propriedades de filtro branquea-
dor e de fase minima do FEP progressivo, este tltimo sendo uma contribuicao
mais especifica deste capitulo.

e No capitulo 4 voltamos a nossa atencao ao problema de equalizagao de siste-
mas de comunicacao MIMO. Seguindo a mesma linha desenvolvida no capitulo
3, definimos os conceitos de fase minima, zeros e pélos para o sistema MIMO, e
verificamos as condig¢oes de inversao perfeita e de equalizacao. Como uma con-
tribuicao especifica deste capitulo, provemos uma nova interpretacao de equa-
lizacao de sistemas MIMO de fase minima com zeros. As limitacoes quanto
ao uso de EO2 na equalizacao cega foram também analisadas. Finalmente,
discutimos o problema de predicao linear e suas relagoes com o problema de

equalizagao nao-supervisionada no caso MIMO.

e No capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes gerais sobre o trabalho e algumas

perspectivas de trabalhos futuros.

1.2 Publicacgoes

A seguir, o trabalho publicado no decorrer do Mestrado:

e Costa, M. N. da, Suyama, R. e Romano, J. M. T. , "Uma abordagem unificada
para as condicoes de equalizagao de canais SISO, SIMO e MIMO", XXVI
Simposio Brasileiro de Telecomunicagoes (SBrT’08), Rio de Janeiro, Brasil,
Setembro, 2008.



Equalizacao de Sistemas SISO

Os sistemas de comunicagao onde h& apenas um transmissor e um receptor dao
origem ao caso mais simples estudado na tese, os canais SISO. O estudo de equali-
zagao em sistemas SISO constitui o objetivo deste capitulo.

Na secao 2.1, fazemos uma breve descricao do problema de equalizacao de ca-
nais SISO. Estudamos, na se¢ao 2.2, a condigao para equalizacao perfeita e os casos
em que é possivel satisfazer plenamente tal condi¢ao, discutindo assim a diferenca
entre equalizacao e inversao perfeita para canais SISO. Na secao 2.3, apresentamos
o conceito de equalizacao supervisionada. Abordaremos, neste contexto, um dos
critérios mais classicos da teoria de filtragem 6tima, o critério de Wiener. Ja na
secao 2.4, introduzimos o problema da equaliza¢ao nao-supervisionada, destacando
os principais resultados tedricos e seus dois teoremas fundamentais. Finalmente,
discutimos, na secao 2.5, o problema de predicao linear e suas relacoes com o pro-
blema de equalizagao nao-supervisionada; tal discussao vem no sentido de por em
evidéncia algumas limitagoes proprias de equalizacao SISO, abrindo perspectivas

para o estudo de outras configuragoes, tratadas nos capitulos seguintes.

2.1 Descricao do Problema

Considere o caso mais simples que consiste em um canal com apenas uma entrada

e uma saida, SISO, como ilustrado na figura 2.1. Assume-se que o canal pode ser
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modelado como um sistema linear definido por sua resposta ao impulso h[n| e que
o sinal transmitido s[n] é composto por amostras independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d.). O sinal resultante x[n] é somado ao ruido aditivo do canal v[n]

que é modelado por um processo branco de média nula e distribui¢ao gaussiana.

LN A 5

Figura 2.1: Representacao de um sistema de transmissao discreto no tempo.

De acordo com a figura 2.1, o sinal recebido é dado por:

xhhig;hMﬂn—ﬂ+dM o)

= h[n] *x s[n] 4+ v[n],

onde * indica o operador de convolucao.

Observa-se que z[n| é formado por uma sobreposicao de versoes do sinal enviado
sn], isto é, x[n| depende de simbolos transmitidos em outros instantes, ponderados
por hli] (i-ésimo coeficiente do canal). Isto significa que o sinal esta sujeito a IIS, a
qual é usualmente causada por canais limitados em largura de banda, multi-percurso

ou canais com desvanecimento (Ding & Li, 2001).

Assim, é usual fazer uso de um filtro, denominado equalizador, cujo objetivo é
contrabalancear os efeitos causados pelo meio de transmissao, seguido de um dispo-
sitivo decisor, ou de decisao, acoplado na saida do equalizador, para que se possa
garantir a confiabilidade das informacoes a serem transmitidas através do canal.
A figura 2.2 apresenta um esquema simplificado de um sistema de comunicagoes
digitais.

Considerando que o equalizador também possui uma estrutura linear, descrita

por sua resposta impulsiva w|[n|, sua saida pode ser expressa por:
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Sinal Estimativa
.o Canal » Equalizador » Decisor —» do Sinal
Transmitido ..
Transmitido

Figura 2.2: Modelo simplificado de um sistema de comunicagoes digitais.

yln] = Z;o wli] xln — ] 22)

= wn| * z[n].

Utilizando (2.1) e (2.2), podemos obter a seguinte relagao:

vin] = wln]  (hfn] sl + vl 0

= c[n] * s[n] + w(n] x v[n],

onde ¢[n| = w[n] x h[n] é a resposta impulsiva conjunta canal-equalizador.

2.2 Equalizacao x Inversao Perfeita

Idealmente, procura-se obter um equalizador que disponibilize em sua saida uma
versao atrasada e, possivelmente, atenuada ou amplificada do sinal transmitido. Em

outras palavras, espera-se que:
y[n| = k s[n — d|. (2.4)

Entretanto, observando-se (2.3), nota-se que a saida do equalizador sera com-
posta por duas parcelas: uma relacionada ao sinal transmitido e outra ligada ao
ruido no receptor. Desprezando a parcela relacionada ao ruido em (2.3), a condi¢ao

ideal em (2.4) corresponde a obter uma resposta conjunta c[n|, tal que:
cln] = kdn —dj, (2.5)

onde d[n| é chamada de funcdo Delta de Kronecker ou funcao impulso unitdria

S[n] = { L n=0; (2.6)

discreta, definida por:

0, n#0.
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Quando um equalizador, w[n], é capaz de produzir uma resposta conjunta canal-
equalizador, c[n], que pode ser expressa por (2.5), entao é atingida a chamada condi-
gao Zero-Forcing (ZF) (Lucky, 1966), na qual este equalizador é aquele que inverte
perfeitamente o canal. E importante reiterar que tal condicdo corresponde & recu-
peracao da versao do sinal original com ganho k e atraso d.

O critério ZF se restringe entao a mitigacao da IIS, e, em seu bojo, nao considera
a existéncia do ruido aditivo. Desta forma, de acordo com (2.3), pode se observar
que, para valores apropriados dos coeficientes da resposta impulsiva w|n|, é possivel
zerar as versoes anteriores do sinal enviado que estao sobrepostas ao sinal atual
transmitido s[n].

Como decorréncia do fato de nao levar em conta o efeito do ruido, o critério
ZF apresenta um desempenho pior quanto menor for a relagao sinal-ruido (SNR,
Signal-to-Noise Ratio). A partir de (2.5), isto pode ser observado através da fungao

de transferéncia do equalizador ideal, que atende & condi¢ao ZF, dada por:
k2=

w(z) = ) (2.7)

onde h(z) é a fungao de transferéncia do equalizador. De acordo com esta expressao,
a funcao de transferéncia do equalizador sera a inversa da fungao de transferéncia
do canal, isto é, os zeros do canal corresponderao aos poélos do equalizador. Desta
forma, quando h(z) possuir zeros proximos a circunferéncia de raio unitario (CRU),
o equalizador gerara uma forte amplificacao do ruido na faixa de freqiiéncias cor-
respondentes a estes zeros, o que levara a degradacao do sinal recebido. A este
fendmeno déa-se o nome de noise enhancement (Ding & Li, 2001), (Neves, 2001).
Por fim, um ultimo aspecto que merece ser mencionado diz respeito as estruturas
do canal e do equalizador ZF. Devido as caracteristicas fisicas do problema, o modelo
linear discreto do canal de comunicagao, tanto no caso com fio quanto no sem fio,
consiste em geral de um filtro FIR (Jeruchim, Balaban, & Shanmugan, 2000). Um
equalizador que satisfaca perfeitamente o critério ZF implica a existéncia de um filtro
que inverta perfeitamente este canal. Contudo, ha restri¢oes praticas na estrutura
deste filtro, tais como ser causal, estavel, linear e ter niimero de coeficientes finito.

Cabe entao discuti-las com mais detalhes.
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Condicoes para equalizagao perfeita

Partindo da situacao ideal em que desejamos satisfazer plenamente a condicao
ZF, usando um modelo de canal FIR, chegaremos a um equalizador com resposta
impulsiva infinita (IIR, Infinite Impulse Response) com apenas po6los nao nulos. Su-
pondo que estejamos trabalhando apenas com sistemas causais e estaveis, imporemos
polos dentro da CRU, e, portanto, o canal necessariamente sera de fase minima, isto
é, nao tera zeros fora da CRU.

Todavia, ¢ mais usual trabalhar com equalizadores FIR por sua simplicidade
de implementacao, e, desta forma, a alternativa neste caso seria emular os polos
do equalizador através de um niimero de zeros suficientemente grande. Porém, por
estarmos trabalhando com uma aproximagao da inversa da funcao de transferén-
cia do equalizador, a inversao perfeita do canal nao sera alcancada. Isto pode ser
visualizado pelo simples exemplo abaixo:

Seja um canal h(z) =1 —az"!. O equalizador IIR que prove a inversao perfeita

—L . Esta funcdo pode ser escrita como:

¢ W(Z) = l—az

m =1 + CLZil + CL2272 + a3z73 + ... (28)

Considerando uma aproximacao a [N coeficientes, temos:

1 1— N N
-2 ltar ' +ad? 2P+ d T L dN T = T E (29

1—az! 1—az"!
ou seja, um filtro IIR com podlo em a fica aproximado por um filtro FIR com N zeros
repartidos uniformemente na CRU, exceto o zero em a.

Uma outra solugao é partir de modelo de canais IIR com zeros nao nulos. Neste
caso, ¢ possivel satisfazer plenamente (2.5) utilizando um filtro IIR apropriado.
Como estamos considerando apenas filtros estaveis, todos os zeros e poélos tanto
do canal quanto do equalizador estarao dentro da CRU, e, conseqlientemente, os
filtros serao de fase minima, visto que os polos do canal serao iguais aos zeros do
equalizador e vice-versa.

Desta forma, podemos dizer que é possivel atingir a condi¢ao ZF nas seguintes

situacoes:
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e O canal é uma estrutura FIR de fase minima (possui polos apenas em zero e
todos os zeros dentro ou sobre a CRU) e o equalizador é composto apenas por

polos;

e O canal e o equalizador possuem uma estrutura IIR e sao sistemas de fase

minima (po6los e zeros dentro ou sobre a CRU).

Contudo, mesmo na impossibilidade de inversao perfeita do canal, ainda é pos-
sivel recuperar a informacao transmitida por meio de filtros com estrutura estéavel,
que possuam poélos dentro da CRU, e com um ntimero suficiente de zeros e polos de
modo a aproximar a condigao ZF. Assim sendo, um equalizador nao precisa, necessa-
riamente, inverter o canal: basta que o sinal obtido na saida do decisor corresponda
a uma estimativa correta do sinal transmitido. Neste caso, diz-se simplesmente que
o canal foi equalizado. Por outro lado, quando o critério ZF é satisfeito, diz-se que
o canal foi perfeitamente equalizado (ou invertido), o que corresponde, na auséncia
de ruido, a recuperacao perfeita do sinal transmitido.

Uma vez definida a estrutura a ser utilizada no equalizador, resta obter os para-
metros que levem a equalizacao do canal. Isto corresponde, em linhas gerais, a um
processo de otimizagao. Dependendo das informacoes disponiveis a respeito do sinal
transmitido, os equalizadores podem ser implementados utilizando duas abordagens:
a de equalizacao supervisionada ou a de equalizagdo nao-supervisionada (conhecida

também por equalizacao cega).

2.3 Equalizagao Supervisionada

Na abordagem de equalizagao supervisionada, faz-se com que, periodicamente,
ou quando identificada a necessidade, a fonte emita uma seqiiéncia de simbolos que
seja previamente conhecida pelo receptor. Esta seqiiéncia é chamada de seqiiéncia
de treinamento e sera utilizada como referéncia.

Um dos critérios mais cléassicos da teoria de filtragem otima (Haykin, 2002), o
critério de Wiener, utiliza, necessariamente, um sinal de referéncia e, neste sentido,

aplica-se ao problema de equalizacao supervisionada.
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Filtragem de Wiener

Na abordagem de Wiener, a estratégia é fazer uso das informacoes estatisticas
contidas nos sinais recebido e transmitido para se alcancar um dispositivo eficiente

que proporcione uma versao segura da mensagem transmitida.

/

Estimativa
x| n| » Equalizador Decisor — o Sinal
r Transmitido
Algoritmo
| Adaptativo dr]

Figura 2.3: Diagrama de equalizacao supervisionada.

A figura 2.3 ilustra o esquema de equalizagdo para o critério de Wiener. Este
critério baseia-se na minimizacao da funcao custo dada pelo erro quadratico médio
(EQM) entre o sinal desejado d[n], alguma versao do sinal transmitido, e o sinal na

saida do equalizador y[n]:

2
Jeou = E [le[n][]
) (2.10)
= E [|d[n] — y[n]|"],

onde E[.] é o operador esperanca.
Fazendo uso de apenas filtros causais e de comprimento finito, as equagoes (2.1)

e (2.2) podem ser expressas em notagao matricial de acordo com:

z[n] = h"s[n] + v[n] (2.11)

y[n] = wh x[n], (2.12)

onde os vetores s[n| e x[n| sdo formados por uma seqiiéncia de M + 1 amostras
do sinal transmitido e de L + 1 amostras do sinal recebido, respectivamente, isto
é, s[n] = [ sln] sn—1] --- sn—M] }T e x[n] = {x[n] zn—-1] -+ z[n— L] ]T; 0s
vetores h e w sao formados pelos M + 1 coeficientes do canal, h;, e L +1 co-

T
eficientes do equalizador, w;, respectivamente, isto é, h = [ ho hi -+ hu } e
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w = [ wo wy - wp ]T. O canal e o equalizador foram considerados, a principio,
modelados por um filtro invariante no tempo, com ordens M e L, respectivamente.
O sobrescrito H denota o operador Hermitiano.

Reescrevendo (2.10) utilizando (2.12), tem-se:

Jeou = E [‘d[n] —wh X[n]ﬂ
= E[|d[n]]"] - {w'E[x[n]d* [n]]}" - (2.13)
— w'E [x [n] d*[n]] + w" E [x [n] x" [n]] w.
Definindo a matriz de correlacao do sinal recebido x[n] como R £ E [x[n] x' [n]],
o vetor de correlagdo cruzada entre o sinal recebido x[n] e o sinal desejado d[n]

como p = E[x[n] d* [n]] e a variancia do sinal desejado por o2 = E {|d[n}|2]1, podemos
reescrever (2.13) como:

Jeom = Ufl —wip* — wip + wiRw. (2.14)

Observa-se que a funcao custo é quadratica e, portanto, existe somente um ponto
de minimo, logo, uma tnica solugao para o vetor dos coeficientes do equalizador.

Derivando (2.14) com respeito ao vetor w, obtém-se:

o B[]
FoM ow (2.15)
=—-2p+2Rw.
Igualando (2.15) ao vetor nulo, tem-se:
w, = R™'p. (2.16)

A solucdo encontrada por (2.16) recebe o nome de solucio de Wiener-Hopf. E
importante notar que este critério de otimizagao é baseado exclusivamente em EO2
dos sinais recebido e transmitido.

A solugao expressa em (2.16), apesar de exata, pode ser dificil de ser obtida em

sistemas em tempo real, pois é necessario estimar R e p. O calculo dos coeficientes

' A média do sinal transmitido é considerada nula, o que implica a média do sinal desejado ser

nula também.
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6timos a partir de (2.16) requer o calculo da inversa da matriz de autocorrelagao
R, o que pode ser muito custoso computacionalmente, principalmente quando o
equalizador possuir muitos coeficientes.

Além disso, em muitas aplicagdes, o canal varia com o tempo. Isto requer um
equalizador que possa ser ajustado continuamente, o que pode ser implementado
por meio de um filtro adaptativo. Procura-se entao, um algoritmo que diminua
iterativamente o valor da fungao custo Jgga (W(n]), entre os quais podem-se citar o
algoritmo LMS (Least Mean Square) e o algoritmo RLS (Recursive Least Squares)
(Haykin, 2002).

2.4 Equalizacao Nao-Supervisionada

A exigéncia de se usar seqiiéncias de treinamento nem sempre é conveniente.
Primeiramente, porque perde-se tempo ao enviar uma seqiiéncia de treinamento,
uma vez que nao ha transmissao efetiva de informagao. Outro aspecto relevante é
que o envio periddico de seqiiéncias de treinamento representa uma desvantagem
para sistemas com restricao de espectro disponivel. Ambos aspectos interferem
na capacidade de transmissao efetiva do canal implicando um custo significativo e
indesejavel em muitas aplicagoes.

No sentido de aumentar a capacidade de transmissao ou mesmo viabilizar a
equalizacao para casos em que nao é possivel fazer uso de seqiiéncias de treina-
mento, surgiram diversas propostas de critérios nao-supervisionados ou cegos. A
base de todas essas propostas esta na utilizacao somente dos sinais recebidos e de

caracteristicas estatisticas do sinal transmitido.

2.4.1 Insuficiéncia de EO2 para Identificagao de Canais SISO

H4 diversas formas de abordar o problema de equalizagao cega. Em geral, os
métodos de equalizacao cega podem ser classificados quanto a abordagem direta
ou indireta. A abordagem de equalizacdao cega direta busca o filtro equalizador
diretamente a partir de estatisticas do sinal de entrada e do sinal observado na saida

de um canal desconhecido. Ja a abordagem de equalizacao cega indireta consiste em
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primeiro identificar a resposta impulsiva do canal, ou sua resposta em freqiiéncia,
para depois projetar um equalizador apropriado.

Nesta abordagem indireta, vejamos o que é possivel obter a partir das EO2 do
sinal recebido. As densidades espectrais de poténcia do sinal transmitido Ss(e’*) e

do sinal recebido S, (e’*) estao relacionadas através da formula (Papoulis, 1991):
Su(e) = [A(E)|" Su(e™) + Su(e), (2.17)

onde h(e’*) é a resposta em freqiiéncia do canal e S, (/%) ¢ a densidade espectral de
poténcia do ruido aditivo do canal. E importante dizer que a densidade espectral
de poténcia de um processo aleatorio é a transformada de Fourier de sua funcao de
autocorrelagao.

A partir de (2.17), fica claro que as EO2 do sinal recebido podem prover somente
informacao sobre a magnitude da resposta em freqiiéncia do canal |h(e’?)|. Portanto,
a informacao de resposta de fase de canais SISO nao pode ser extraida a partir de
apenas EO2. Em decorréncia, EOS do sinal recebido devem ser empregadas para
que se possa identificar a informacao de fase do canal.

Cabe observar ainda que, se a magnitude da resposta em freqiiéncia e o nimero
de polos e zeros do canal sao conhecidos, entao ha somente um ntmero finito de
escolhas associadas a fase. Podemos tomar como exemplo ilustrativo o caso dos
quatros sistemas da figura 2.4, que possuem poélos apenas em zero e dois diferentes
pares conjugados de zeros. De acordo com a figura 2.4, podemos observar que z; e
29 S0 pares conjugados e seus reciprocos sao, respectivamente, z5 e zg, bem como
z3 e z4 sao também pares conjugados e seus reciprocos sao, respectivamente, z; e
zg. Desta forma, os quatros sistemas apresentam a mesma resposta de magnitude
em freqiiéncia. Os sistemas (a) e (b) s@o, respectivamente, de fase minima e de fase
méxima e os sistemas (c¢) e (d) sd@o de fase mista pois possuem tanto zeros dentro
da CRU quanto zeros fora da CRU.

Como estruturas de fase minima possuem uma relagao de correspondéncia entre
sua resposta de fase e de magnitude, ou seja, delimitando a localizagao dos polos
e zeros do canal dentro da CRU, e através do conhecimento de sua resposta em
magnitude, pode-se, através de EO2 do sinal recebido, inferir informacoes de fase e,

assim, equaliza-lo.
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Figura 2.4: Sistemas que possuem a mesma resposta de magnitude em freqiiéncia.

2.4.2 Equalizacao baseada nos Teoremas BGR e SW

Dois resultados fundamentais sao considerados a base da teoria de equalizacao
nao-supervisionada: o Teorema de Benveniste-Goursat-Ruget (Teorema BGR) (Ben-
veniste et al., 1980) e, posteriormente, o Teorema de Shalvi- Weinstein (Teorema
SW) (Shalvi & Weinstein, 1990). Ambos os teoremas tratam da condigao ideal de
equalizacao, que satisfaz a condicao ZF, utilizando apenas o conhecimento de esta-
tisticas do sinal transmitido, sem levar em conta amostras do sinal de referéncia.

A idéia basica do Teorema BGR é comparar as densidades de probabilidade do
sinal transmitido com as do sinal na saida do equalizador sob a hipotese de que a
distribuicao do sinal transmitido nao seja gaussiana, haja visto que o sinal na saida
de um sistema linear com entrada gaussiana permanece gaussiano. Como todas as

estatisticas de uma variavel aleatoria podem ser calculadas a partir de sua densidade,
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implicitamente, faz-se uso de todas as estatisticas do sinal.

O Teorema SW aparece como uma condicao de equalizabilidade menos restritiva
em relagao ao teorema BGR, pois exige apenas a equivaléncia entre os cumulantes de
segunda e quarta ordem, o que implica a equivaléncia entre a variancia e a curtose.
Assim, os principais critérios de equalizagao cega envolvem, de maneira implicita ou
explicita, os teoremas BGR e SW, e, desta forma, exigem o conhecimento de EOS.

Diferentes critérios de equalizagao nao-supervisionada foram propostos, e estao
explicita ou implicitamente relacionados a tais teoremas. Nesta se¢ao, iremos nos
focar em dois critérios fundamentais nao-supervisionados que usam EOS: o critério

de Godard e o critério de Shalvi- Weinstein.

Critério de Godard

Dentre os critérios que fazem uso explicito de EOS do sinal recebido, ditos crité-
rios de Bussgang, podemos destacar o critério de Godard (Haykin, 2002), (Ding & Li,
2001), (Johnson Jr. et al., 1998). O algoritmo de Godard baseia-se na minimizagao

da seguinte funcao nao-convexa:

Jootara =B |(1yln]? = By)?] (2.18)
onde [ }
B [|sln)*

R = & s (2.19)

¢ uma constante que contém toda informagao necessaria do sinal transmitido e p é
um inteiro positivo.

O algoritmo de Godard busca penalizar as variagoes entre o sinal na saida do
equalizador e o sinal transmitido em termos de seus moédulos, visto que o moédulo
do sinal transmitido é suposto constante e conhecido. Desta forma, a constante R,
¢ escolhida de maneira que a func¢ao custo seja zero em caso de equalizacao perfeita.

Calculando o gradiente de (2.18), igualando-o a zero, e fazendo uma aproxi-
macao estocastica, ou seja, substituindo o operador esperanca por uma estimativa

instantanea, chega-se a expressao de adaptacao dos coeficientes do filtro:

wn + 1] = wln| + pe*[n|x([n], (2.20)
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onde
e[n] = yln] ly[n]"~* (R, — yn]|") (2.21)

e p € passo de adaptagao do algoritmo.

E importante ressaltar que, embora o algoritmo seja capaz de equalizar o canal
a menos da ambigiiidade de fase, ele apresenta convergéncia bastante lenta quando
comparado a algoritmos classicos baseados em EO2, como o LMS. Porém, oferece a
vantagem de desacoplar os problemas de IIS e de recuperacao da fase da portadora
(Haykin, 2002).

Um caso particular do algoritmo de Godard que merece destaque é quando fa-
zemos p = 2, o que nos leva ao algoritmo do modulo constante (CMA, Constant
Modulus Algorithm).

Critério de Shalvi-Weinstein

O teorema SW deu origem a uma familia de critérios muito importantes em equa-
lizagao cega. Podemos destacar um dos critérios de Shalvi-Weinstein com restrigao,
denotado matematicamente por:

max |k (y[n])| sujeitoa o) = o3, (2.22)

onde 02 e o2, correspondem, respectivamente, as variancias do sinal na saida do

y s
equalizador e do sinal transmitido; k (y[n]) é chamado de curtose, e sua defini¢ao,

baseada em momentos de sinais reais de média nula, ¢ dada por:

k(yln]) = E [Jyln)l*] = 3 {E [jyln)P]}”

(2.23)
= my — 3my>.

Na equagao (2.23), o primeiro termo corresponde ao momento de quarta ordem
de y[n], my, e 0 segundo termo envolve o momento de segunda ordem de y[n], ms. Ao
considerar o sinal na saida do equalizador de média nula, a restricao deste critério
implica os momentos de segunda ordem de ambos os sinais serem iguais as suas
respectivas variancias.

De acordo com (Shalvi & Weinstein, 1990), impondo algumas condigbes sobre

a norma do vetor de coeficientes do filtro resultante canal-equalizador, obtém-se:
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|k (y[n])| < |k (s[n])|, e, desta forma, se o critério ndo satisfizer plenamente a condi-

cao ZF ele, ao menos, tendera a uma solugao préxima da solucao ideal.

2.5 Predicao x Equalizagcao nao-supervisionada

Como vimos na segao anterior, a equalizacao de canais desconhecidos de maneira
nao-supervisionada exige EOS. Por outro lado, é interessante discutirmos os limites
do uso de apenas EO2 no contexto nao-supervisionado, e, desta forma, analisarmos
as conseqiientes restrigoes sobre o canal SISO. Com esta finalidade, introduziremos
neste item o filtro de erro de predi¢ao (FEP).

Veremos que o FEP é capaz, em certos casos, de estimar o sinal transmitido
através de uma seqiiéncia de amostras recebidas, sem fazer uso de uma versao do sinal
transmitido como referéncia, empregando apenas EO2 neste processo de estimagcao.
Assim, o critério de erro de predi¢ao, por nao envolver versoes do sinal transmitido,

estd, de certa forma, inserido no contexto nao-supervisionado.

2.5.1 Predicao Linear

O problema de predicao consiste na estimacao de uma amostra de um sinal a
partir de valores de amostras conhecidas deste mesmo sinal, sejam estas amostras
passadas (Predi¢ao Progressiva ou Forward Prediction) ou futuras (Predigao Retro-
grada ou Backward Prediction). Iremos analisar a forma de predi¢ao na diregao pro-
gressiva, na qual, através da série de amostras no tempo u[n—1], u[n—2], ..., u[n—N],
estima-se a amostra u[n].

A figura 2.5 apresenta uma estrutura linear de predigao com N coeficientes. A
saida do filtro, @[n], é resultado da combinacao linear das amostras passadas do
sinal, u[n — 1],..., u[n — N|], ponderadas pelos seus respectivos coeficientes, wy 1,...,

wy, n. Assim, o valor da predigao serd dado por:

ifn] = wh ,uln — k). (2.24)

Neste caso, o valor desejado na predigao é a amostra atual do processo de entrada

(na iteragao n), u[n] (predigdo a um passo). Todavia, pode-se desejar predizer uma
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u[n] u[n-1]

1 u[n-2] u[n-N+1] u[n-N]

\ 4

p
Y
l\ﬁ—n

Figura 2.5: Filtro de Predigao Linear Progressiva.

amostra futura deslocada por p amostras do bloco de amostras conhecidas; a este
processo, da-se o nome de predi¢ao a p + 1 passos.

O erro de predicao progressiva é dado pela diferenca entre o sinal desejado,
amostra do sinal de entrada atual, u[n], e sua estimativa, fruto da predicao, a[n].
Assim,

esln] = i[n]
N 2.25
= u[n] —Zw}jku[n—k]. (2:25)
k=1
Combinando os dois termos do lado direito de (2.25) em um mesmo somatorio,

temos:
N
esln] =Y an, yuln — K], (2.26)
k=0

onde ay ; sao os novos coeficientes do filtro transversal e estao relacionados com os
coeficientes do preditor progressivo de acordo com:

1 k= 0;
aN k = ’ ’ (2.27)
7 —Wf ks kZl,Z,...,N.

O FEP progressiva utiliza como entrada as amostras u[n|, u[n — 1], ..., u[n — N]|
para produzir o erro de predicdo progressiva, es[n]. A partir da relagdo obtida em
(2.27), na figura 2.6 apresentamos o FEP progressiva em termos do correspondente

filtro de predicao de ordem N.
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Preditor de
ordem NV

Figura 2.6: FEP Linear Progressiva, relacao entre os filtros de predicao e erro de

predicao.

O critério de erro de predicao é dado pela minimizagao do EQM de predicao da
funcao custo denotada por:
Jr 2 E[|es[n][’] . (2.28)

E interessante notar que a minimizagao do EQM nao implica a minimizagao da

variancia do erro do preditor, dada por:
o7 £ E[lesln] — psl*] (2.29)

onde denotamos fiy como a média do erro de predicao progressiva. No entanto,
a suposi¢ao de que as entradas do FEP, u[n — ], possuam média nula implica o
erro de predicao ter média nula e, assim, a minimizacgao do EQM de predicao leva
a minimizagao da variancia do erro de predi¢ao. No decorrer deste trabalho, nao
havendo uma ressalva explicita, consideraremos os sinais envolvidos de média nula.

Note que o problema de predigao também pode ser encarado como um caso
particular da filtragem de Wiener em que o sinal desejado d[n] corresponde ao si-
nal z[n], o vetor de seqiiéncia das entradas, x[n] £ { zn] xn—-1] - z[n-—I] ]T,
corresponde ao vetor, ufn — 1] £ [ un—1] wufn—-2] -+ wuln— N] } , € 0 1-€simo coe-
ficiente, w;, corresponde ao ¢ + 1-ésimo coeficiente, wy ;41, para todo i € {0, ..., L},
onde L =N — 1.

Dessa forma, utilizando o resultado dado por (2.16) juntamente com as corres-
pondéncias descritas acima, pode se chegar aos coeficientes 6timos do preditor em
questao, dado por:

Wi, =R;'py, (2.30)

T
onde wy , £ [ Wfo1 0 Wfo N } ¢ o vetor dos coeficientes 6timos do filtro de

predicao progressiva, Ry £ E[u[n —1]u[n —1]] é a matriz de correlacdo do sinal
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recebido ufn — 1], ¢ p; £ Efu[n — 1Ju*[n]] ¢ o vetor de correlagio cruzada entre o
sinal recebido u[n — 1] e o sinal desejado u[n].
O emprego de FEP na equalizagao de canais esta diretamente associado a duas

propriedades importantes que veremos a seguir.

Propriedade de Fase Minima

Seja a funcao de transferéncia de um FEP progressiva de ordem N no dominio

da transformada Z dada por:
N
ap(z) =Y ay 2", (2.31)
k=0

onde z é uma variavel complexa e a} , define sua resposta impulsiva.
Sejam z;, onde i = 1,..., N, os zeros da funcao de transferéncia as(z). Podemos

repetir (2.31) da seguinte forma:
ap(z) =b(2)(1 — 227", (2.32)

onde z, é um zero de as(2) e seus zeros restantes estao contidos em b(z), isto &,

N
b(z) = H 1— 227" (2.33)
i
O EQM pode ser calculado a partir da densidade espectral de energia da amostra
u[n] (Bellanger, 2001), dada por:

™

Ellestoll] = 57 [ Sylet)do
o (2.34)
_ % Su(é) |ag (7] dw,

—T

onde Sf(e?*) e S,(e’) denotam as densidades espectrais de energia do erro de
predigao progressiva e do sinal de entrada u[n], respectivamente, e ay(e’*’) representa

a funcao de transferéncia em termos da freqiiéncia w.
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Substituindo (2.32) em termos de freqiiéncia em (2.34) e escrevendo a variavel

complexa z, em termos do seu modulo p, e fase wy, tem-se:

E [lesfn]l?] = %/su(ejuf) [5()[? 1 — zpe 5[ dw
- (2.35)
— % / Su(e’) | b(ej“’)‘2 [1—2py cos (w — wy) + pj] dw.

Supondo que os parametros de b(z) ja estejam otimizados de acordo com o critério
de Wiener, o preditor 6timo deve apresentar gradiente do EQM nulo. Para tal deve
ser otimizado em relagao a varidvel em questao, z;, ou, equivalentemente, p, e wy.

Assim:

OF [leg[n]l”] _ 1

dpy 2 / Su(€) | b(e?)]* [~2cos (w — wp) + 2] dw = 0. (2.36)

—Tr

Como se sabe que a densidade espectral de energia do sinal de entrada, S, (e’*),
¢ maior ou igual a zero e que | b(¢?*)|? é maior ou igual a zero também, entao temos
que pp — cos(w — wy) deve assumir valores negativos e positivos para que o valor da
integral, em (2.36), possa ser nulo, otimizando assim o preditor.

Dessa forma, visto que | cos(w — wy)| é sempre menor ou igual a 1 para qualquer
argumento, p, deve ser menor do que 1. Conclui-se assim que todos os zeros da
funcdo de transferéncia do filtro, 2; (i = 1,...N), devem estar dentro da CRU no
plano complexo-z, portanto, o FEP progressiva é de fase minima.

A propriedade de fase minima para o caso do FEP progressiva é analoga a
propriedade de fase mdxrima para o caso do FEP retrograda. Podemos chegar a esta

propriedade da mesma forma como foi feito para o FEP progressiva.

Filtro de Erro de Predicao como Filtro Branqueador

Como vimos na se¢ao 2.5.1, o sinal de erro de predigdo, e[n], é obtido a partir

de valores passados e atual do processo estacionario x[n]. Supondo, em principio, o
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conhecimento de infinitas amostras passadas, temos que:

oo

esln] = x[n] = apxln — k), (2.37)
k=1

onde os coeficientes ay, sao calculados através do critério de erro de predigao, a partir

da fun¢ao custo dada em (2.28). Por simplicidade, restringir-nos-emos ao caso em

que tanto estes coeficientes quanto os sinais assumem valores reais; desta forma, tais

coeficientes que minimizam este critério sao encontrados por meio de:

OE [es[n)"]
e =0 (2.38)
ou ainda 5
30 {ef[n]ng[k”]] = 0. (2.39)

Derivando (2.37) e aplicando em (2.39), tem-se:
Elef[n]zn—k]]=0, k>1 (2.40)

A expressao anterior nos diz que o FEP progressiva produz uma saida ortogonal a
todas as amostras passadas do sinal z[n].

Por outro lado, se consideramos o sinal de erro num instante passado, e¢[n — k],
observamos pela equagao (2.37), que ele serd uma combinagao linear entre a amostra
z[n — k] e todas as amostras anteriores. Segue assim que eg[n — k| é, por sua vez,

ortogonal a ef[n], ou seja:
Elef[n]efn — k]| =0, k>1. (2.41)

De acordo com (2.41), o FEP progressiva produz saidas descorrelacionadas e,
assim sendo, funciona como um filtro branqueador desde que dotado de um nitimero
suficiente de coeficientes (Romano, 1987), (Bellanger, 2001). Como o sinal trans-
mitido é, por hipdtese, composto por amostras i.i.d., € também descorrelacionado.
Deste modo, o sinal a ser recuperado pelo equalizador também deveré obviamente
apresentar esta mesma caracteristica. Assim, o equalizador deve, em principio, ser
uma estrutura que produza uma saida descorrelacionada, o que ocorre para um FEP

progressiva de comprimento adequado.
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No entanto, recuperar um sinal descorrelacionado nao implica a recuperacao do
sinal transmitido, ou seja, de um sinal cujas amostras sao i.i.d.. Isto significa que o
processo de branqueamento sera capaz de reduzir ou ainda eliminar a distor¢ao de
amplitude introduzida, mas nao a distorcao da fase.

Contudo, o FEP tende a emular cada pélo com uma coroa de zeros de mesmo
raio tal como explicado anteriormente (vide (2.9)). Assim, o FEP procura inverter
a resposta em freqiiéncia do canal, no caso de canais de fase minima e dependendo
do nimero de coeficientes do filtro, o FEP ird equaliza-lo através de um ntmero
suficiente de zeros dentro da CRU.

2.6 Conclusao

Neste capitulo, estudamos o problema de equalizagao de canais SISO: verificamos
que existe uma limitacao estrutural, no sentido de que a condicao de equalizacao
perfeita nao pode ser atingida para canal e equalizador FIR; e uma limitagdo de
critério, no sentido de que nao é possivel realizar equalizagao nao-supervisionada
partindo apenas da minimizacao do EQM, o que implica a utilizacao de apenas
EO2.

Estas limitagoes do modelo SISO nos dirigem ao estudo do modelo SIMO onde as
restricoes de equalizabilidade discutidas no presente capitulo podem ser flexibiliza-
das. Veremos que, em alguns casos, é possivel a inversao do canal FIR por estruturas
de mesma natureza e ainda que a possibilidade de equalizacao nao-supervisionada

através do uso de EO2 se estenda a uma classe mais ampla de canais.



Equalizacao de sistemas SIMO

Os sistemas de comunicac¢ao onde ha apenas um transmissor e multiplos recepto-
res dao origem aos canais SIMO. O estudo de equalizagao em sistemas SIMO cons-
titui o objetivo deste capitulo. O nosso grande interesse nestes sistemas deve-se a
flexibilizacao das condigoes de equalizabilidade, conforme comentado anteriormente.
Neste contexto, o capitulo esté organizado da seguinte maneira.

Na secao 3.1, fazemos uma breve descri¢ao do problema de equalizacao de canais
SIMO, apresentando o modelo matematico correspondente. Na secao 3.2, estudamos
o caso particular dos modelos SIMO obtidos da superamostragem do sinal original.
Investigamos, na secao 3.3, a condi¢ao para equalizacao perfeita e quais os casos
em que é possivel satisfazer plenamente tal condi¢ao. Abordamos, na secao 3.4, as
condigoes em que sistemas SIMO podem ser equalizados mesmo na impossibilidade
de inversao do canal, sendo necessario expor nesta se¢ao os conceitos de fase minima
e de zeros e polos de sistema SIMO. Finalmente, discutimos, na se¢ao 3.5, o problema
de predicao linear e suas relagoes com o problema de equalizagao nao-supervisionada
no caso SIMO.

3.1 Descricao do Problema

Seja o modelo de transmissao de um sinal por miltiplos canais, SIMO, conforme

ilustrado na figura 3.1. Assume-se que cada p-ésimo subcanal pode ser modelado

25
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como um sistema linear definido por sua resposta ao impulso h,[n] e o sinal trans-
mitido, s[n], é composto por amostras i.i.d.. Cada p-ésimo sinal recebido, x,[n|, é

somado ao ruido aditivo correspondente a cada subcanal, v,[n].

h[7] wl7]
ho|n] (7]
vi[n]
o[ h[n] 2[n)
: opaln]
> hpa[7] zpa[n)

Figura 3.1: Modelo SIMO com P subcanais.

im, uma vez que dispom iferentes verso um mesmo sinal na re-
Assim, a ve e dispomos de diferentes versoes de esmo sinal na re
cepgao, podemos encarar o modelo de canal SIMO como um mecanismo de geragao

de diversidade.

H& dois cenarios praticos que recaem sobre este mesmo modelo multicanal da
figura 3.1. O primeiro deles esta relacionado aos sistemas com uma antena na trans-
missao e miltiplas antenas na recepgao (Reddy et al., 1997), conforme ilustrado na
figura 3.2. Neste caso, pode-se dizer que cada percurso entre a antena de transmissao

e cada uma das antenas na recepcao é tomado como um subcanal.

Outro cenério que remete ao mesmo modelo decorre da abordagem de supera-
mostragem quando se considera que o sinal recebido, z(t), é amostrado a uma taxa

P vezes superior a taxa de simbolo (Papadias, 1995).

Por nao ser tao evidente a relagao entre o modelo multicanal e o modelo pro-
veniente da abordagem de superamostragem, exporemos este caso em maior detalhe
na secao 3.2. Porém, para tal, faz-se necesséario antes representarmos o modelo de
canais SIMO através de uma formulacao matemética adequada e apresentarmos o

modelo de miltiplos equalizadores correspondente.
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7))

Tp-1

Figura 3.2: Modelo de arranjo de antenas.

3.1.1 Formulagao Matematica de Modelos SIMO

Considere o sistema SIMO com P subcanais apresentado na figura 3.1, onde cada
subcanal é modelado por um filtro causal FIR de N coeficientes. Podemos escrever

o p-ésimo sinal recebido, x,[n], por:

ol = Y hyllste = 1] + ), )

para p=0,...,P—1.
Agrupando os coeficientes dos P subcanais com o mesmo indice de atraso em um

mesmo vetor, tem-se:
hlo] = [ holn] uln] - Al | (3.2

Desta mesma forma, podemos agrupar em um mesmo vetor os sinais recebidos dos

subcanais e em outro vetor seus respectivos ruidos:

xn] = | wofn] o] xp_l[n]]T (3.3)

T
v[n] = [ vo[n] wv[n] - vp_1[n] } . (3.4)
A partir de (3.1), é possivel também agrupar todos os P sinais recebidos como:
xo[n] holO] -+ o[V —1] s[n| vo[n]
: = : : : + :
xp_l[n] hp_l[()] tee hp_l[N - ]_] S[TL - N + ]_] Up_l[n]
(3.5)
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e de forma compacta, (3.5) é expressa por:

x[n]:[h[O] ... B[N —1] | sx[n] + vin], (3.6)

T
onde sy[n] = { s[n] --+ sn—N+1] } corresponde ao vetor de amostras passadas e
atual do sinal transmitido.
A equagao (3.6) pode ainda ser escrita para M vetores de amostras recebidas em

M instantes diferentes, resultando em:

XM[TL] = HM SM+N_1[TL] + VM[n], (37)

tal que .
xu[n] = [ x[n]t o xn—M+1)" ] : (3.8)
vuln = [vinl" - vin—d 1] (39)

e a matriz Hy (MP x M + N — 1) apresenta uma estrutura de Toeplitz em bloco e é

definida por:

ho] B[] --- h[N—1 Opx -~ Opu
Hy = | 7 }.1[0] hW_Q] h[]\.[_l] I DR T
Ot Opsi - B[O Wi - BN 1]

De maneira analoga ao desenvolvimento apresentado para o modelo do canal,
apresentaremos agora o modelo de miltiplos equalizadores correspondente ao mo-
delo multicanal descrito anteriormente. Neste modelo, cada sinal recebido z,[n]
associado a um subcanal é filtrado por um subequalizador, como ilustrado na fi-
gura 3.3. Assumimos que cada subequalizador é também modelado por um filtro
causal FIR de L coeficientes e desconsideramos a existéncia de ruido aditivo por
simplicidade.

Analogamente a (3.2), podemos agrupar os coeficientes dos P subequalizadores

com o mesmo indice de atraso em um mesmo vetor, tendo assim:

win] = [ woln] wiln] - wpofn] | (3.11)
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h[n] wn|
> hg[n] > wp[n]
s[n] > y[n] > wpo[n] >+ yin]
> hpa[n] > wo[n]

Figura 3.3: Representacao do modelo SIMO, com P subcanais e seus respectivos

subequalizadores na auséncia de ruido.

Portanto, o sinal na saida do equalizador pode ser escrito como:

yi[n] = ixp[n] * Wp_1_p[n|. (3.12)

3.2 Modelo SIMO e a abordagem de superamostra-

gem

Conforme mencionado anteriormente, o modelo SIMO pode ser obtido por meio
da abordagem de superamostragem.

A fim de compreender a relagao entre o sinal superamostrado e o modelo mul-
ticanal, considere inicialmente o sinal recebido em tempo continuo, em banda base,

dado por:

oo

w(t) =Y s[i] h(t —iT) + v(t), (3.13)

1=—00
onde h(t) refere-se a resposta impulsiva resultante dos efeitos do canal combinados
aos dos filtros de transmissio e recepcao, {s;} = {s[i]} ¢ a seqiiéncia de simbolos
transmitidos i.i.d., 1/7T é a taxa de transmissao de simbolos, ou seja, T é o intervalo
de simbolos, e v(t) refere-se ao ruido branco aditivo do canal. O ruido é considerado

independente dos simbolos transmitidos.
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Considere que o sinal recebido seja amostrado em uma taxa superior a taxa de

simbolo, isto é onde P é um numero inteiro positivo. Assim, a seqiiéncia de

P
) T
amostras recebida serd dada por {z(nZ)}, e o sinal recebido superamostrado pode

ser escrito da seguinte forma:

. <n%> & ()]

_ i slilh (n% - @'T) o (é)

1=—00

(3.14)

Analisando a expressao anterior, desconsiderando o ruido para fins de demons-
tracao, pode-se notar que, a partir da seqiiéncia de amostras {z(n%)}, é possivel
extrair P seqiiéncias do sinal superamostrado, cada uma delas a taxa de simbolo.
Por exemplo, fazendo n = n'P em (3.14), para n’ assumindo valores inteiros, tem-se a
seqiiéncia {z(n'T)}, isto é, {z(0),z(T),z(2T),...}. Fazendo n =1+n'P, tem-se a seqiién-
cia {z(L +n'T)}, isto &, {z(L),z(5 +T),2(% +27),...}. Fazendo n =2+ n'P, tem-se a
seqiiéncia {z(2% +n'T)}, isto €, {z(2%),2(25+7),z(25+27), ...}, assim sendo, é possivel

escrever tais seqiiéncias da seguinte forma:

)= (v 4+ )

Z (nT—zT+p£)

(3.15)

onde p=0,..P — 1.

Por meio da divisao do sinal superamostrado em P seqiiéncias a taxa de simbolo
1/T, é possivel chegar ao modelo de multicanal apresentado anteriormente, onde
cada uma dessas seqliéncias, {z,(nT)}, pode ser associada a saida de cada p-ésimo
subcanal. A figura 3.4 ilustra esta divisao. Desta forma, a amostragem do sinal
recebido numa taxa maior do que 1/T, desde que a largura do canal seja maior do
que 1/2T, pode gerar diversidade do canal.

Outro aspecto interessante vem do fato de que a superamostragem de um sinal
estaciondrio leva a geragao de seqiiéncias cicloestaciondrias (Papoulis, 1991). Este
fato tem implica¢oes no problema de identificagao do canal a partir das EO2 e EOS,

conforme discutido a seguir.
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T
* * S
T/ P
—e—o e &—e—eo—— 7
0 1 P-1 0 1
* 2 2o
° ° 5L
® S Tp1

Figura 3.4: Representacao da obtencao da seqiiéncia superamostrada.

3.2.1 Cicloestacionaridade de Segunda Ordem

Consideremos o sinal recebido em tempo continuo definido em (3.13). Sua funcao

de autocorrelagao é expressa por:
re (t,7) = E[z(t)2* (t —7)]. (3.16)

Supondo que as seqiiéncias de simbolos transmitidos, {s[i]}, e do ruido aditivo,
{v(t)}, sejam estaciondrias no sentido amplo® e possuam média nula, teremos que
a fungao de autocorrelagao do sinal recebido sera peridédica no tempo com periodo
T para qualquer valor de 7, isto é, z(t) sera dito cicloestaciondrio no sentido amplo
(Ding & Li, 2001):

Elzt)] =E[z(t+T) (3.17)
e
re (6,7) =10 (t+T,7) =
E[J:(t)x*@(_ﬂ;:E[(x(t+T;x*(t—T+T)]- (3.18)
A funcao periédica r,(t, 7) pode ser expandida em série de Fourier:
relt7) = Do) e (3.19)
k

1Sinal estacionario no sentido amplo: as estatisticas de primeira e segunda ordem sio invariantes

no tempo.
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onde o k-ésimo coeficiente da série é dado por:

1/t
M) = = / re (t,7) e, (3.20)
0

para k = 0,£1,42,.... Em (3.20), a = k/T ¢é definido como freqiéncia ciclica. A
fungao de autocorrelagao ciclica de x(t) associada a freqiiéncia ciclica « é definida

COImo:

1 [T ,
@) (1) = —/ 1o (t,7) e 72T, (3.21)
T Jo

Para sinais estacionarios, a funcao de correlacao ciclica é identicamente nula
para qualquer valor de o nao-nulo. Por outro lado, para sinais cicloestacionarios de
segunda ordem, ou simplesmente cicloestacionarios, a funcao de correlagao ciclica
pode assumir valores nao-nulos para certos valores de o nao-nulos (Castro, 2002).

Todavia, apesar de o processo z(t) ser cicloestacionario no sentindo amplo, a
seqiiéncia discreta {z(nT,)}, obtida através da amostragem de x(t), pode ou nao ser
cicloestacionéria no sentido amplo dependendo da taxa de amostragem 7. De fato,

se o sinal recebido for amostrado a taxa de simbolo 1, teremos:

x(nT) = > sli]h (nT —iT) + v (nT), (3.22)
que é um processo estacionério no sentido amplo (Papadias, 1995).
Calculando a transformada de Fourier da fungao de autocorrelagao de z(nT),

temos a fungao de densidade espectral de poténcia deste sinal descrita por:
Sy (67) = o2 ‘h (e’) ’2 + o2 (3.23)

Por meio de (3.23), como discutimos na segao 2.4, verifica-se que nao é possivel
recuperar a informagao de fase do canal a partir de S,(e’*), a nao ser que o canal
seja de fase minima. Em outras palavras, pode-se dizer que a informagao de fase do
canal é perdida nas EO2 do sinal recebido quando é amostrado a taxa de simbolo.

Contudo, se amostrarmos o sinal recebido z(¢) numa taxa de amostragem P
vezes maior do que a taxa de simbolo, este sinal superamostrado, dado em (3.14),

serd um processo cicloestacionéario no sentido amplo (Ding & Li, 2001), (Papadias,
1995), (Tong et al., 1994).



3.2. MODELO SIMO E A ABORDAGEM DE SUPERAMOSTRAGEM 33

Por simplicidade de notagao, escreveremos o sinal superamostrado discreto no

tempo como: z[n] £ z(n%). Fazendo uso desta notagao, definimos a fungao de

autocorrelagao para um processo discreto no tempo por:

e [n,m] 2 E|z[n]a*[n — m] (3.24)

e serao satisfeitas as equacgoes:

E[z[n]] = E[z[n+ P]] (3.25)

re [n,m| =r,[n+ P,m] =
(3.26)
E [z[n]z*[n — m]] = E[z[n + Plz*[n —m+ P]],
para todo m e n inteiro, analogamente a (3.17) e (3.18).
A fungao de correlagio ciclica do processo discreto x[n] ¢ definida como (Ding

& Li, 2001)

rOim] £ " ry [n,m] e IE (3.27)
n=0

para todo [ inteiro. Podemos definir o espectro ciclico de z[n]:

S0 (/) & Z ) [m] e=m«. (3.28)

m=—0oQ

Finalmente, de acordo com (Ding & Li, 2001), temos que:
SO (1) = 02 h (ej(w+2%’)) 1 () + P o2 8]l). (3.29)

O grande interesse em apresentar o conceito de cicloestacionariedade e como
obter sinais desta natureza parte da possibilidade de se inferir algo a respeito da
informacao de fase do canal a partir de apenas EO2, como pode ser observado
através de (3.29) (Tong et al., 1994), (Tong, Xu, Hassibi, & Kailath, 1995).

Note que, fazendo [ = 0 em (3.29), chega-se a (3.23), que corresponde a den-
sidade espectral de poténcia do sinal z(t), quando amostrado & taxa de simbolo.
Dessa forma, os P sinais recebidos nos permitem ter acesso a uma quantidade de in-

formagao a respeito do sinal transmitido maior (ou, no pior caso, idéntica) a do caso
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SISO. Seguindo nesta linha, quanto maior for o nimero de sinais recebidos, isto é,
quanto maior for taxa de superamostragem, maior serd a diversidade de informagao
disponivel por meio do sinal original.

Nesse sentido, a caracteristica de cicloestacionaridade beneficia a identificacao
cega do canal (Ding & Li, 2001) e, assim, permite-nos de alguma forma estender a
limitagao de critério existente em sistemas SISO estudada anteriormente, tal como
apresentaremos nas proximas segoes.

Contudo, seré interessante antes demonstrarmos como obter o modelo de mil-
tiplos equalizadores, ilustrado na figura 3.3, correspondente ao modelo multicanal
proveniente da superamostragem e compara-lo ao modelo de equalizador MISO visto
na se¢ao 3.1. Este equalizador obtido a partir da superamostragem do sinal recebido
é chamado de equalizador fraciondrio. Alguns trabalhos sobre estes equalizadores
cegos utilizam estatisticas de cicloestacionariedade de segunda ordem para a iden-
tificagdo e equalizagdo cega de canais como (Papadias & Slock, 1999), (Tugnait,
1999), (Tong et al., 1995) e (Tong et al., 1994).

3.2.2 Equivaléncia entre equalizador fracionario e modelo de
equalizador MISO

Os coeficientes do p-ésimo subcanal e do p-ésimo subequalizador correspondem a
amostras da resposta impulsiva do canal e do equalizador em tempo continuo, assim
como em (3.14):

hyn] & h,(nT) = h(t) (3.30)

|t:nT+p%

wp[n] £ wy(nT) = w (t) |t:nT+p%’ (3.31)

onde p=0,..P—1.

Assumindo que cada subcanal e cada subequalizador correspondem a filtros FIR
de N e L coeficientes, respectivamente, pode-se organizar as amostras nos vetores
h e w, que podem ser escritos para o caso multicanal associado a superamostragem

COImao:

h=| h(0) h(%) h(2E) ~-h@)~-h«NP—U%}T (3.32)
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w:[w(()) w(%) w2g) - w(l) - w((LP—-1)%) }T. (3.33)

el

Note que, a cada dois elementos adjacentes de ambos os vetores, ha um atraso

relativo de uma fragao do intervalo de simbolo L. Desta forma, diz-se que tanto
o canal h como o equalizador w sao fraciondrios e, assim, correspondem a filtros
lineares FIR de NP e LP coeficientes (Castro, 2002), (Ding & Li, 2001).

A saida do equalizador fracionéario é, portanto, dada por:

o(n5) = S w (L) e (] L) g

=0

Cabe ressaltar que {y (nZ)} contera mais de uma amostra por simbolo estimado,
uma vez que estamos trabalhando com uma seqiiéncia superamostrada. Dessa forma,
¢é necessério aplicar um processo de decimacao de maneira a obter uma estimativa da
seqiiéncia transmitida. Esta operacao nada mais é do que selecionar uma seqiiéncia
de amostras que estejam espacadas entre si em um intervalo de simbolo e descartar
as P — 1 seqiiencias restantes.

Assim sendo, é possivel escrever tais P seqiiéncias da seguinte forma:

T

yeln] £y (nT) =y (nT + kﬁ) : (3.35)

k =0,..P — 1. Substituindo (3.34) em (3.35), temos a k-ésima seqiiéncia a taxa de
simbolo:

LP—1
T T T
T)= — T+ k—=—i—=|. 3.36
Y (nT) §w<zp)x<n + Iz ZP) (3.36)

Agora iremos agrupar os coeficientes do equalizador em P seqiiéncias espacadas
de um intervalo de simbolo, T, como, por exemplo, {w(0),w(T),...,w ((L —1)T)}, de ma-
neira a formarem um subequalizador. Cada uma das P seqiiéncias tem comprimento

L e ¢ dada por:

w, (nT) = w <nT + ;%) —w ((nP +p) %) , (3.37)
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onde p=0,..P-1en=0,..,L—1. Aplicando (3.37) em (3.36), tem-se:

L—1P-1 T -
D) = 35wy @1) 2 (o7 4 = (1T 407 ) )

=0 p=0

L—-1P-1

= > w,(il) x((n—i)T—l-(k—p)%),

=0 p=0

(3.38)

Dependendo da seqiiéncia escolhida, isto é, do valor de k entre 0,1,..,P — 1,
cada p-ésimo subequalizador ira filtrar uma seqiiencia distinta {z,,(nT)}, onde m
nao sera necessariamente igual a p. Assim, escolhendo convenientemente k = P —

1, o subequalizador w, = [ w(0) w(T) - w((L-1)T) }T ira filtrar a seqiiéncia

P P
filtrar a seqiiéncia {xp_o(nT)} € assim por diante, como ilustrado na figura 3.3 para

i=P—1. Fazendo k = P — 1 em (3.38), tem-se:

{xp_1(nT)}, o subequalizador w; = [w(i) w(E+T) -+ w(E+(L-1)T) }T ira

yp_1[n] = g _wp(iT)x<(n—i+1)T—(p+1)%)
L-1 (3.39)
= : Wo (ZT) Tp_1 ((n - Z)T) + wq (ZT) Tp_2 ((n — Z)T) + ...+

+ wp_q (ZT) i ((TL — Z)T)

3.3 Inversao perfeita de canais SIMO

Como mencionado anteriormente, nosso interesse em utilizar modelos SIMO é
pela possivel flexibilizacao das condi¢oes de equalizabilidade em relagao ao caso
SISO. Vimos na se¢ao 3.2 que o modelo multicanal permite obter informagcao sobre a
fase do canal mesmo quando se envolve apenas EO2. Porém, resta ainda investigar o
problema da limitacao estrutural, isto é, avaliar sob quais condigoes é possivel obter a
solugao ZF. Neste sentido, ha um resultado fundamental a respeito da inversibilidade
de sistemas SIMO-FIR, na auséncia de ruido, conhecido como identidade de Bézout
(Kailath, 1980), (Bai & Ding, 2000), (Papadias & Slock, 1999).

Antes de enunciarmos este teorema, vamos definir aqui os vetores polinomiais

correspondentes as fungoes de transferéncia do canal e do equalizador, respectiva-
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mente, como:

h(z) = []jgolho[i]zi ]j:z_:hl[z']zi ]Liolhp—l[i]zir (3.40)
- [ ho(2) hi(z2) hp_1(2) ]T

w(z) = {j;olwpl[z‘]z—i jé:oleQ[i]Z_i j;olwo[i]z_ir (3.41)
= [wra() wooals) -+ w(x) ]

onde h,(z) e wy(z), para p=0,..., P — 1, sdo as fungoes de transferéncias do p-ésimo

subcanal e do p-ésimo subequalizador, respectivamente.

Teorema 3.3.1 (Identidade de Bézout) ? Sejam h,(z), p = 0,...,P —1 polind-
mios que ndo possuam raizes em comum. Entdo, existem polindmios wy,(z) tais

que
Z wp_1_p(2) hp(2) = 27 (3.42)

Esta condicao € chamada de condi¢cao de equalizacao perfeita ou inversao perfeita,

e o equalizador que a atende € chamado de solu¢ao ZF.

Fazendo uso de (3.40) e de (3.41), pode-se reescrever (3.42) na forma vetorial

por:
wl(2)h(z) = z7¢ (3.43)

e, no dominio do tempo, esta equagao torna-se:

z_: wp_1-p[n| * hyn] = 0[n —d|. (3.44)

Podemos expressar esta convolugao por um produto de vetor e matriz, resultando

em:
w) Hp = [ O1xa 1 Oixyn-a—2) ], (3.45)

2A integra da demonstracdo do teorema de Bézout pode ser encontrada em (Kailath, 1980).
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T
onde definimos wj, = { wl[o] wT] - wiL-1] } e a matriz Hy (LPx L+ N —1)

definida em (3.10).

A expressao (3.45) corresponde a um sistema de L+N—1 equagoes e LP incognitas,
que representam os coeficientes do equalizador. De acordo com (3.45), para o sistema
apresentar pelo menos uma solucao, a matriz H; precisa ter posto completo de

colunas. Isto impoe:

LP>L+N—-1=1> [%—‘ = Luin, (3.46)
onde [ | corresponde ao operador teto®: esta condigao determina o ntimero de coefi-
cientes minimo necessario dos subequalizadores (Papadias & Slock, 1999). Fazendo
P — 1 em (3.46), tem-se que L — oo, ou seja, recaimos no caso SISO onde nao se
atinge a condi¢ao ZF somente com filtros FIR.

Podemos ilustrar o resultado de Bézout por meio de um simples exemplo. Sejam
os subcanais de um sistema SIMO dados por hg(z) =1+ 271 e hy(z) =1 — 271 Se
tratarmos cada um dos subcanais como um canal isolado, é sabido que nao poderao
ser equalizados perfeitamente usando apenas filtros FIR. Contudo, ao trata-los como
subcanais de um tnico sistema isto se torna possivel.

Fazendo uma simples analise no dominio do tempo, temos que os sinais recebidos
a partir de cada subcanal sdo, respectivamente, zg[n] = s[n] + s[n — 1] e x1[n] =
s[n] — s[n — 1]. Por meio de ambos os sinais é possivel extrair uma versao do sinal
transmitido, « s[n—d], por exemplo, através da soma dos sinais recebidos, resultando
em um sinal proporcional a s[n|, y[n] = 2 s[n|.

Segundo o teorema da identidade de Bézout, aplicando ambas as fungoes de
transferéncia dos subcanais ho(z) e hi(z) em (3.42), e considerando a recuperagao

do sinal atual (d = 0) com uma amplificagdo «, podemos reescrevé-la:

p;o wi—p(2) hy(2) = 2™ (3.47)

= wo(2) +wy(2) + 271 (w1 (2) — wo(2))

e, assim, wo(z) = wi(z) = a/2.

30 operador teto & definido por [#] = min{n € Z|n > z}.
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A fim de ilustrar a analise no dominio da freqiiéncia, plotamos a resposta de

Y
magnitude de ambos os subcanais versus a freqiiéncia angular em rad /s, |ho(e’*)| x w
e |hi(e?¥)| x w, conforme & apresentado na figura 3.5. O simbolo "." corresponde ao

subcanal dado por hy(z) e o simbolo "+" corresponde ao subcanal dado por hy(z).
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Figura 3.5: Resposta de magnitude dos sistemas.

De acordo com a figura 3.5, nas freqiiéncias 0 rad/s e 27 rad/s, a resposta de
magnitude do subcanal 1, |hi(e’*)|, assume valor nulo. Porém, proximo destas
freqiiéncias, a resposta de magnitude do subcanal 0, |hg(e?*)|, assume valores nao-
nulos. Da mesma forma, |hg(e?“)| assume valor nulo na freqiiéncia 7 rad/s, ao passo
que |hi(e?¥)| assume valores nao-nulos préximo desta freqiiéncia. Assim, temos
que a resposta de magnitude de um dado subcanal tende a compensar a perda de
informagao do outro, uma vez que possuem nulos em freqiiéncias distintas.

Tanto a analise no tempo como na freqiiéncia nos indica que, ao trabalharmos
com mais de um sinal recebido, modelo SIMO, estamos aumentando a diversidade

de informacao e proporcionando uma flexibilizagao estrutural do sistema.

3.4 Equalizacao de canais SIMO

E interessante notar que a condi¢ao de nenhum zero em comum se assemelha ao
caso de canais SISO s6 de polos no sentido de que em ambos os casos pode-se obter
a inversao perfeita do canal (Bai & Ding, 2000). Também, de maneira analoga, ¢

interessante investigar uma possivel correspondéncia entre os modelos SISO e SIMO
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no que se refere a propriedade de fase minima, visto que é possivel equalizar canais
SISO de fase minima por meio do uso de EO2. Para apresentarmos o conceito de
fase minima em sistemas SIMO, disporemos das decomposi¢oes de Smith e Smith-
McMillan, descritas em detalhes no apéndice A (Kailath, 1980), (Vaidyanathan,
1993), (Gantmacher, 1977).

Teorema 3.4.1 (Forma de Smith) * Seja h(z) um vetor polinomial P x 1 onde
cada elemento representa um polindmio em z. Entao, existe um niumero finito de
operagoes elementares sobre as linhas de h(z) que o reduza a um vetor polinomial

com apenas um elemento nao-nulo, podendo ser escrito da sequinte forma:

h(z)=Q(z) | . |, (3.48)

onde Q(z) € uma matriz polinomial unimodular® Px P em z e y(z) € um polinémio
monico, isto €, o termo de maior grau tem coeficiente unitdrio. Para um dado vetor
h(z), o vetor [y(z) 0 ... 0]" € dnico e é chamado de forma de Smith de h(z).

Teorema 3.4.2 (Forma de Smith-McMillan) ¢ Seja h(z) um vetor P x 1 onde
cada elemento € uma razao de polindmios em z. FEntao, podemos decompd-lo na

forma

h(z) = Q(z) : : (3.49)

4A integra da demonstracio da forma de Smith pode ser encontrada em (Gantmacher, 1977).

5Matriz unimodular na variavel z é uma matriz polinomial quadrada em z com determinante
constante nao nulo.

6A integra da demonstragao da forma de Smith-McMillan pode ser encontrada em (Gantmacher,
1977).
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onde Q(z) € uma matriz polinomial unimodular P x P em z, e a(z) e 3(z) nao tém
fator polinomial em z em comum, isto €, o mdzrimo divisor comum entre eles € 1.
Entio, o vetor [a(z)/8(z) 0 ... 0]" € chamado de forma de Smith-McMillan de
h(z).

Os teoremas 3.4.1 e 3.4.2 sao casos particulares dos teoremas enunciados no
apéndice A, para n = 1. Nosso interesse no estudo das decomposicoes de Smith e
Smith-McMillan vem da possibilidade de identificacao dos zeros e polos do sistema
a partir de uma série de manipulagoes sobre o vetor deste canal. A diferenca entre
as decomposicoes de Smith e de Smith-McMillan é que a decomposi¢cao de Smith-
McMillan envolve elementos que podem ser escritos como uma razao de polinémios
e a decomposi¢cao de Smith, apenas por polinémios. Assim, as formas de Smith e
de Smith-McMillan sao aplicadas, respectivamente, em sistemas onde os subcanais
sao filtros FIR e filtros IIR.

Portanto, utilizando as formas de Smith e de Smith-McMillan podemos dar uma
definigao univoca de polos e zeros no caso SIMO (Goodwin, Graebe, & Salgado,
2001), (Bai & Ding, 2000), enunciada a seguir.

Definigao 3.4.1 (Pdlos e zeros) Considere o vetor Px1 h(z), onde cada elemento
€ uma razao de polindomios em z e a sua forma de Smith-McMillan correspondente.
Os zeros e os polos de h(z) sao definidos, respectivamente, como raizes de o(z) e
B(z). Assim, a(z) e 5(2) sao chamados, respectivamente, de polinémio de zeros

e polinémio de pdlos de h(z), também conhecidos por polinémios da forma de

Smith-McMillan de h(z).

No caso em que os subcanais sao apenas filtros FIR, a definicao de zeros do
sistema acima particulariza-se para as raizes de ~y(z), isto é, este sistema possui
polos apenas na origem. Assim, as raizes de y(z) e de «(z) correspondem igualmente
aos zeros em comum dos subcanais do sistema h(z) e, segundo (Bai & Ding, 2000),
também correspondem aos zeros deste sistema.

Por conseguinte, um sistema SIMO definido pelo vetor de polindémios h(z) é dito

de fase minima se nao houver zeros nem polos localizados fora da CRU. E importante
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notar que um sistema SIMO de fase minima pode, a principio, apresentar subcanais
com zeros fora da CRU, desde que os zeros em comum nao estejam fora da CRU
(Papadias & Slock, 1999).

E importante também frisar que todos os canais que satisfazem a condicdo de
Bézout sao também, por definicao, de fase minima, pois nao possuem zeros em
comum e, obviamente, nenhum zero em comum fora da CRU (Papadias & Slock,
1999).

Sendo assim podemos, finalmente, enunciar o teorema a seguir que formaliza as
condigoes de equaliza¢ao ZF de um canal SIMO-FIR (Bai & Ding, 2000).

Teorema 3.4.3 (Equalizabilidade de sistemas SIMO) * Se um sistema SIMO-
FIR tem P saidas com funcgao de transferéncia polinomial h(z) e pode ser escrito
na forma de Smith dada por (3.48), entao:

e A funcao de transferéncia h(z) € perfeitamente equalizdvel por meio de estru-
turas FIR se e somente se y(z) = 2~ para algum d > 0, i.e., as fungoes h,(z)
nao possuem zeros finitos em comum (leva a identidade de Bézout dada em
3.5.1);

e Se o equalizador MISO possui pdlos de sistema, a func¢ao de transferéncia h(z)
serd perfeitamente equalizdvel se e somente se h(z) for de fase minima, i.e.,

as raizes de y(z) nao se encontram fora da CRU.

Em resumo, se o canal possuir zeros em comum apenas seré perfeitamente equa-
lizavel se estes zeros em comum nao estiverem localizados fora da CRU.

Pode-se interpretar o teorema 3.4.3 de uma forma interessante (Papadias & Slock,
1999), (Johnson Jr. et al., 1998). Apresentamos a figura 3.6 a fim de ilustrar esta
interpretacao, onde h.(z) = ﬁ 1—z2~% é o polindbmio que envolve todos os M zeros
em comum dos subcanais, zZTlPara p=0,..,P—1, b (2) é o polinémio que envolve os
zeros restantes do p-ésimo subcanal, de forma que sua funcao de transferéncia pode

ser escrita como hy(2) = he(2)h,(2).

TA integra da demonstracio deste teorema pode ser encontrada em (Bai & Ding, 2000).
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Figura 3.6: Modelo SIMO com fatoracao do sistema.

Se os subcanais do sistema SIMO tiverem zeros em comum, entao estes zeros
poderao ser fatorados como mostra a figura 3.6. Logo, a equalizagao deste fator
tornar-se-4 um problema de equalizagao de sistemas SISO no qual nao existe solugao
ZF-FIR. Contudo, a equalizacao do sistema restante da fatoragao, de acordo com a

identidade de Bézout (teorema 3.3.1), sera factivel por meio de filtros FIR.

Por conseguinte, para a equalizagao de canais de fase minima com zeros em
comum ser perfeita, o equalizador MISO correspondente deveréd necessariamente
apresentar polos nao-nulos em comum, de forma a cancelar os zeros em comum do
canal SIMO. Para que isto ocorra, os subequalizadores deverao ser filtros IIR. A

1

figura 3.7 ilustra esta anélise, onde w.(z) = — ¢ uma razao de polindémios

11—z 271

i=1 .
que envolve todos os M podlos em comum entre todos os subequalizadores, z;. Para
p=0,..,P—1,w,(z) é o polindmio restante do p-ésimo subequalizador, de forma que

sua fungao de transferéncia pode ser escrita como wy(2) = we(2)w,(2).

Concluindo, de acordo com o teorema 3.4.3, podemos equalizar perfeitamente
sistemas de fase minima desde que nao possuam zeros em comum entre todos os
subcanais. No entanto, quando apresentam zeros em comum e se restringe o uso
de apenas filtros FIR, permanece a limitacao estrutural, similar ao problema de

equalizacao de sistemas SISO.
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Figura 3.7: Modelo de canal SIMO e modelo de equalizador MISO com fatoragao

do sistema.

Em ambos os casos, deparamos-nos também com a limitagao quanto ao uso de
EO2. Como vimos na segao 3.2, o sinal recebido superamostrado, por apresentar a
caracteristica de cicloestacionariedade, indica que é possivel obter mais informagao
sobre a fase do canal SIMO com apenas EO2. Resta, portanto, avaliar até que
ponto a equalizacao baseada exclusivamente em EO2 é efetiva no caso SIMO. Neste
sentido, a exemplo do que foi feito no capitulo anterior, utilizamos o filtro de erro

de predig¢ao para estudarmos as restrigoes encontradas ao fazer uso de apenas EO2.

3.5 Equalizacao baseada em Filtros de Erro de
Predicao

Semelhantemente ao caso SISO, o FEP progressivo também é capaz de prover
uma solucao para o problema de equalizacao cega de canais SIMO de fase minima.
Em sistemas SISO, a equalizacao baseada em predigao linear progressiva restringe-se
a canais que nao possuam zeros fora da CRU. Em contrapartida, a propriedade de
fase minima para sistemas SIMO é menos restritiva, pois permite que os subcanais
sejam individualmente de fase nao-minima (Papadias & Slock, 1999). Para melhor
investigar este aspecto, estudamos nesta segao filtros preditores para o caso SIMO.

A figura 3.8 ilustra o modelo multicanal com P subcanais e o equalizador corres-

pondente MIMO W{n], com P entradas e P saidas, onde cada uma das saidas y,[n]
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¢ uma estimativa do sinal transmitido s[n].

h(z) w[n]
N ho(2) i — (7]
vy [n]
x[n]
s[7] hy(2) W[ — y1[n]
Up,l[n] :
hpi(2) i) ——yr1[n]

Figura 3.8: Representagao do modelo SIMO com P subcanais e equalizador MIMO.

Sejam x[n] = [ zo[n] -+ wp_1[n] ]T e x[n] = | &o[n] -+ Zp_1[n] }T, respectiva-
mente, os vetores de amostras dos sinais recebidos na saida de cada subcanal e suas
estimativas. Consideraremos um filtro preditor de ordem L — 1. Desta forma, este
preditor deve estimar X[n] utilizando amostras passadas de x[n], isto é, o vetor X[n]
pode ser escrito como uma combinagao das amostras passadas dos sinais recebidos
x[n —1],x[n —2],...,x[n — L+ 1]

%[n] =Pi'x[n—1]+ ...+ P x[n— L +1], (3.50)

onde P; = [ Pio -+ DPipP—1 } sao matrizes P x P e cada p-ésima estimativa ip[n]

envolve as amostras passadas de todas as saidas dos subcanais, ou seja:
Zp[n] =P, x[n— 1]+ ...+ pi_y , x[n — L+1]. (3.51)

Definindo a matriz (L — 1)P x P dos coeficientes do filtro de predi¢ao por P =

T
[ Pt .. Pt } e o vetor (L—1)P x 1 formado pelos L—1 vetores P x 1 de amos-

T
tras passadas dos sinais recebidos por x;_1[n — 1] = { xTm—1] -+ xT[n—L+1] } ,

podemos reescrever (3.50):

%[n] = P %y 4[n —1]. (3.52)
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A partir de (3.52), podemos calcular o vetor de erro de predigao por:
ef[n] = x[n] — &[”HXL 1[n—1]
[n] — Px; 1[n — 1] (3.53)

(1, —P" } xi[n],

onde x[n] = [ xT[n] -+ xTn—L+1] } corresponde ao vetor PL x 1 formado por

T
amostras passadas e atual dos sinais recebidos, e W = [ I —-PT } corresponde &
matriz PL x P dos coeficientes do FEP progressivo. Podemos entao definir a matriz

P x P de covariancia do erro de predi¢ao como:
3, = E[es[n]ef[n]]. (3.54)
Como descrito em (Vaidyanathan, 2008) e (Papadias & Slock, 1999), os coefici-

entes do filtro preditor 6timo sao obtidos através da minimizacao do EQM de todos
08 p-ésimos erros ey ,[n] = xp[n| —&,[n], onde p=0,...,P—1, o que equivale a minimi-
zar o trago da matriz de covariancia do erro de predicao em relagao aos coeficientes

do filtro de predicao:
tr [zgf} = B [Jwon] — do[n] + .. + [ep_a[n] — &p_a[n]*]

=E [e][n] es[n]] .
De acordo com (Vaidyanathan, 2008), o filtro de predi¢do de x[n] é dito 6timo

(3.55)

se e somente se o erro de predicdo ef[n] em qualquer n é ortogonal a todas as
observagoes passadas de x[n|, isto é, no nosso caso, x[n — 1],..., x[n — L +1]. Assim,

esta condicao de ortogonalidade pode ser escrita como:
E[x[n—klef[n]] =0, 1<k<L-1 (3.56)

Podemos chegar a este resultado de forma simples. Sejam X [n] e X[n| estimati-
vas de x[n], sendo que X, [n] representa a condigdo de ortogonalidade expressa em
(3.56), e ey, | [n] e ef[n] os erros correspondentes a estas predi¢oes, respectivamente.

Podemos escrever ef[n] em fungao de ey | [n] da seguinte forma:

es[n] = x[n] — x[n]

=X
=X

] +x.[n] = x[n] (3.57)

[n] —x.[n
= ey, 1[n] +x.[n] = x[n].
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Como x[n] e X [n] sdo, por defini¢do, combinagoes lineares das amostras passadas
x[n—k],1 <k < L—1, entdo ey | [n] também sera ortogonal a x[n] e x, [n]. Assim,

podemos escrever a matriz de covariancia de eg[n| por:
E [es[n] e} [n]] =E ey, [n]e} [n]] + E [(XL[n] —X[n)) (x1[n] —x[n))"|. (3.58)

Como o segundo termo do lado direito de (3.58) ¢ também uma covariancia,

entao é definida semipositiva, logo:
E [es[n] e} [n]] — E [es L[n] e}  [n]] > 0. (3.59)

Quando uma matriz é definida semipositiva, todos seus autovalores sao maiores ou
iguais a zero. Portanto, como o traco de uma matriz é a soma de todos os seus

autovalores, podemos reescrever (3.59) como:
tr [E [ef[n] e} [n]]] > tr [E [ef, 1[n] e} [n]]]. (3.60)
Assim, o minimo valor para o trago da matriz de covariancia de e¢[n] é alcancado
quando:
B [ (1) — x[n]) (. ) — %[n])" | = 0, (3.61)
ou seja, a igualdade ocorre apenas quando x[n] = x, [n].
Agora, precisamos analisar se o FEP progressivo 6timo é uma solucao ZF, ou
seja, inverte perfeitamente o canal. Para isto, reescreveremos (3.7) desconsiderando

o ruido:
xr[n] = Hr spin-1[n], (3.62)
onde spyy-iln] = | s - sfn—L—N+2] ]T
Quando a matriz Hy, tem posto completo de colunas, temos que o erro de predi¢ao
estimado através de x7,_1[n — 1] pode ser reescrito em termos do vetor das amostras

passadas do sinal transmitido sy, y_o[n — 1], assim:

es[n] = x[n] = x[n]

= g h[ils[n —i] — - h[i] s[n — ?:]|SL+N72["71}

]ivz_ol ]i/:_01 (3.63)
B Z h[i]s[n - Z] B ‘ h[i]s[n - Z] - h[O] §[n]|SL+N72[n_1]
= h[O] g[n”SL+N72[n*1] )
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onde 5[n] é o erro de predigdo ao se estimar s[n] a partir das amostras do ve-
tor spyn_2 [n — 1]. Neste caso, ao estimar s[n], consideramos conhecidas todas as
amostras passadas deste sinal.

Como as amostras do sinal transmitido sao, por definicao, i.i.d. as amostras
passadas nao acrescentam informagao alguma na estimagao de s[n], logo, o minimo
erro de predicao ¢ dado por:

es[n| = h|0] s[n]. (3.64)
Aplicando (3.62) em (3.53) e igualando a (3.64), temos:
[ I, —PH } Hy s1on1[n] = hl0] s[n]. (3.65)
Multiplicando o vetor linha si!, ,_;[n] em ambos os lados de (3.65), vem:
[ Tp P | Hyspon lnlsiy o] = bo] sfol sty [
[ Ir —Pf ] H;, = h[(] [ 1 Oixpyn—2 } (3.66)
th;lt H; = h[0] [ I Oixz4n—2 } .

Comparando (3.45) com (3.66), verificamos que o filtro preditor 6timo satisfaz a
condicao ZF para atraso de equalizacao d = 0, entao o vetor dos sinais na saida do
FEP 6timo é dado por:

y[n] = h[0] s[n], (3.67)
onde yln] = [ wln] - ypoali] | -

Como apresentado na figura 3.8, o FEP é um filtro MIMO, logo, obtemos em sua
saida P estimativas do sinal transmitido equivalentes. Desta forma, para obtermos
apenas uma destas solugoes, basta utilizar um FEP MISO cujos os coeficientes sao
dados pelo vetor LP x 1 W, o, correspondendo aos coeficientes de uma das colunas
da matriz W, = [ Wo ot Wiot “°° WpP_1 ot

Resta agora obtermos os coeficientes 6timos do FEP. Considerando o filtro pre-
ditor 6timo, pode-se calcular a matriz de covariancia do erro de predigao através da

condicao de ortogonalidade. Desta forma temos:
3%, o = E [ef[n] ef [n]
= E [(x[n] — x[n]) eI}ZI[nH (3.68)
=E [x[n] e?[n]] )
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Como os sinais recebidos sao estacionérios no sentido amplo, substituindo (3.50)
e (3.53) em (3.68), temos:

e

2 L, =F [x[n] (x[n] = P xn—1] — .. — P}, x[n — L +1]) ] 569)
=R[0] - R[1]P, — ... —R[L — 1] P;_,,

onde R[k] = E [x[n] x"[n — £]].
Agora, substituindo (3.50) e (3.53) em (3.56), e sabendo que R[k] = RH[-#],

temos:

E [x[n—k] (x[n] = Pix[n—1]— ... = P} x[n— L+1]) } =0 (3.70)
R[-k|-R[-k+ 1P, — ... —R[-k+ L—-1]P,_;1 =0,
onde 1 <k < L —1. Podemos escrever (3.70) na forma de matriz como:
R[0] R[1] - R[L — 2] P, R[-1]
R[-1] R[0] - R[L — 3] P, R[—2]
= (3.71)
R-L+2] R[-L+3] --- R0 Pr . R[-L +1]

Estas equagbes sao conhecidas como equagoes de Wiener-Hopf. Através delas, é
possivel calcular os coeficientes 6timos do preditor desde que a primeira matriz do
lado esquerdo seja nao-singular, ou seja, inversivel.

Englobando (3.69) em (3.71), temos:

R[0] R([1] - R[L—1] Ip X2, ot
R[-1] R(0] . R[L -2 ~P, 0p
= (3.72)
R[-L+1] R[-L+2 -~ R[] P, 0p

Podemos reparticionar a primeira matriz do lado esquerdo da seguinte forma:

R|0 R* I 32
,[c ! N "ol = ot (3.73)
(R)" Ri_, —Pg Op(L—1)xP
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onde R* =E [x[n]x]_;[n—1]] e R¥_; =E [xz_1[n]x}_,[n]]. Dai vem:

Py = (R} ) (RY)"
0 = RI0]-R* (R} ) (RY)"

ef,ot =

(3.74)

Através da solugao 6tima acima, podemos calcular os coeficientes do FEP por:
W, = [ I, —R*(R} )" ] , (3.75)

utilizando apenas EO2 do sinal recebido.

No capitulo 2, vimos que o emprego do FEP na equalizagao de canais SISO esta
relacionado as suas propriedades de ser de fase minima e de agir como filtro bran-
queador. Assim, de maneira similar, convém examinar este mesmo comportamento

no contexto de canais SIMO.

De nosso conhecimento, as propriedades de fase minima e de agir como filtro
branqueador do FEP para canais SIMO nao foram ainda provadas e, sendo assim,

torna-se importante aqui mostrarmos ambas as propriedades em detalhes.

3.5.1 Propriedade de Fase Minima

Podemos escrever o p-ésimo erro de predigao, ey, ,[n|, em fungao dos coeficientes

do FEP progressivo como:

er,pln] = zp[n] — p[n]

= wpo[n| * xo[n] + ... + wp p_1[n] *x xp_1[n|

oy (3.76)
= Z wyi[n] * z;[n],

onde p=0,...,P —1.

A funcao de autocorrelagao do p-ésimo erro de predicao, por definicao, é:

Tep,[m] = E [egp[n] €} ,[n —m]] . (3.77)



3.5. EQUALIZACAO BASEADA EM FILTROS DE ERRO DE PREDICAO 51

Aplicando (3.76) em (3.77), tem-se:

reﬁp[m]:E iwm[n]*xz prjn— J[n—m]]

=E Z Z (Z wp,z[k?] xz[n — k]) (Z w;j [l] l‘j[n —m — l])] (378)
=3 wpalkl ) B [l — il —m ]

onde 7y, [l +m — k] = E [2;[n — k] 23[n — m —1]] ¢ definido como a fungao de cor-

relagao cruzada dos sinais recebidos.
De maneira semelhante ao caso SISO, aplicando a transformada de Fourier na
funcdo de autocorrelagao de ey ,[n], obtemos a funcdo de densidade espectral de

poténcia deste sinal descrita por:
oy A
Sery (/) = S {re;, [m]}

_ZZZZZwm e, [l +m —k]e” jwm (3.79)
Apos algumas manipulagoes em (3.79), obtém-se:

efp eJW Z Z wpl e]‘*’ ;] (6]‘-0) qu (ejw) <380)

onde definimos w,; (¢7) £ S {w,.[m]} e S CHER {ra,,[m]}. Note que S,  (e*) >
0, pois representa uma densidade espectral de poténcia.
Assim, utilizando (3.80), temos que o EQM referente ao p-ésimo erro de predic¢ao

¢ dado por:

E [leg,p[nl] = re,,[0]
1 [ -
== % - Sef’p (ej )dw

1 T iw * jw jw
-5/ DD () g () S ()
J

i

(3.81)

E, a partir de (3.81), podemos reescrever (3.55) como

tr [zgf} = e, [0] 4 o 7y, [0, (3.82)
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Desta forma, de acordo com o critério de erro de predigao, a minimizac¢ao do trago
da matriz de covariancia implica a minimizagao de cada elemento r., [0] de (3.82),
onde p=0,...,P —1.

Supondo que os polinémios w, ;(#) apresentam ao menos um zero em comumn,
podemos reescrever (3.82) isolando os zeros em comum entre todos os polinémios
wy.i(z), para i =0,..., P—1, analogamente ao que foi feito para o caso SISO, de forma

a obtermos:

Tes, 0] = %/ |1 - Zoe_jwlz [Z Z@p,i (6j‘“) w, ; (6j‘“) Sey (ejw) dw, (3.83)
" J

- )

onde, em termos da variavel complexa z, wy; (2) = (1 — 2027 ") Wy, (2) € w} ; (2) =
(1 —zoz ") s, (2).

Note que o termo entre colchetes a direita em (3.83) representa uma densidade
espectral de poténcia, e, portanto, também sera maior ou igual a zero. Desta forma,
pode-se mostrar, a exemplo do caso SISO, que os zeros em comum devem estar,
necessariamente, dentro da CRU, e, conseqiientemente, o FEP progressivo MISO

serd de fase minima.

3.5.2 FEP como Filtro Branqueador

Como vimos no comeco desta secao, o vetor de erro de predicao pode ser obtido
a partir de valores anteriores e atual dos sinais recebidos. Supondo, em principio, o

conhecimento de infinitas amostras passadas, tem-se:

e [n] =x[n| — Z P x[n — 1], (3.84)
i=1
onde os coeficientes do filtro de predi¢ao sao agrupados na matriz P = { PT PT ... ]T

e calculados através da minimizagao do traco da matriz de covariancia do erro de
predi¢ao ng.

Por simplicidade, iremos nos restringir ao caso em que tantos os coeficientes
quanto os sinais assumem valores reais. Como sabemos que, para FEP 6timo, o erro

de predicao ef [n] para qualquer n é ortogonal a todas as observagoes passadas de
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x[n], podemos escrever:
E[x[n—ilef[n]] =0, i>1, (3.85)
ou ainda reescrevé-la da seguinte forma:
Elzjn—i]espn]]=0, i>1, p,j=0,...,P—1 (3.86)

A expressao anterior nos diz que o FEP progressivo produz uma saida ey, ,[n]
ortogonal a todas as amostras passadas dos sinais recebidos xg[n], ..., xp_1[n].

De outra forma, partindo de (3.51), podemos escrever o p-ésimo erro de predi¢ao

por:
ef,p[n] = zp[n] — y[n]
_ T T
i)~ 3 plxln
i=1
T . .
onde P; = [pio o Pip-1 } e pij = [pgg) pgf’l) } ,parai = 1,...,00 e j =

0,...,P—1. Se considerarmos o p-ésimo sinal de erro num instante passado, ey ,[n —
k], observamos por (3.87) que este serd uma combinagao linear entre a p-ésima
amostra atual z,[n] e todas as amostras passadas dos sinais recebidos. Sendo assim,

ef p[n — k| é ortogonal a ey ,[n], isto é:
Elespnleppln— k=0, k=1, p=0,...,P-1 (3.88)

E possivel verificar também que os erros de predicio ey ,[n] e e ;[n — k|, para
p,j=0,...,P—1ek > 1, sdo ortogonais. Segundo (3.88), o FEP progressivo produz
saidas descorrelacionadas e, assim, funciona como um filtro branqueador desde que
dotado de um ntimero suficiente de coeficientes.

Da mesma forma como ocorre no caso SISO, o sinal transmitido é, por hipotese,
i.i.d. e, conseqiientemente, descorrelacionado. Assim, o sinal a ser recuperado pelo
equalizador também deverd, em principio, apresentar esta mesma caracteristica.
Porém, como recuperar um sinal descorrelacionado nao implica a recuperacao do
sinal transmitido, apenas canais SIMO de fase minima serao equalizados através de

FEP progressivo.
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Exemplo ilustrativo

Para ilustrar os resultados apresentados nesse capitulo, foram realizadas simu-
lagoes com equalizadores baseados em FEP progressivo lineares com coeficientes
Otimos obtidos através de (3.75). Foi considerada a seqiiéncia de entrada do sistema
com 300 simbolos i.i.d., assumindo valor +1 ou —1. O ruido aditivo foi descon-
siderado convenientemente. Aplicamos nas saidas do FEP um dispositivo decisor
adequado.

Analisamos canais de fase minima sem zeros em comum, de fase minima e de fase
méaxima com apenas um zero em comum. Todos canais SIMO utilizados possuem
trés subcanais FIR com trés coeficientes cada. As figuras 3.9, 3.10 e 3.11 mostram a
seqiiéncia obtida em uma das saidas do FEP progressivo, y,[n], escolhida aleatoria-
mente, para os canais de fase minima com nenhum zero em comum, de fase minima
e fase maxima com apenas um zero em comum, respectivamente. Denotamos com

"o" os simbolos na saida do equalizador.

n

i

4
n

s
n

Sinal na saida do equalizador

'
)
S

50 100 150 200 250 300
Nimero de iteragdes

Figura 3.9: Caso canal SIMO fase minima sem zeros em comum: Sinal na saida do

equalizador 6timo.

O primeiro caso analisado foi o sistema de fase minima sem zeros em comum
entre todos os subcanais, os coeficientes dos subcanais sao h; = [1 — 0,9 0,2]%,
com zeros z;; = 0,5 e 219 = 0,4; hy = [1 — 3,5 3,0]%, com zeros 201 = 1,5 e

o =2;ehyg=[1 —1,7 0,6]T, com zeros z3; = 0,5 e 235 = 1,2. Por nio existir
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zero em comum entre todos os subcanais, isto é, satisfazer perfeitamente o teorema
de Bézout, podemos constatar, de acordo com a figura 3.9, que ocorre a inversao

perfeita do canal e o sinal na saida do equalizador é idéntico ao da entrada.

n

5 % % Y SN T

¢
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n

=
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b

Sinal na saida do equalizador

PSB85 5 o
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o

50 100 150 . 200 250 300
Nimero de iteragdes

Figura 3.10: Caso canal SIMO fase minima com apenas um zero em comum: Sinal

na saida do equalizador 6timo.

O segundo caso, trata-se do sistema de fase minima com apenas um zero em
comum entre todos os subcanais, os coeficientes dos subcanais sdo h; = [1 —
0,9 0,2]T, com zeros z1; = 0,5 e 212 = 0,4; hy =[1 —2,5 1|1, com zeros z5; = 0,5
ez =2;ehy=[1 —1,7 0,6]%, com zeros z3; = 0,5 e 235 = 1,2. Através da figura
3.10, fazendo uso de um decisor adequado na saida do FEP progressivo, verificamos
que ocorre a equalizacao do canal, porém nao sua inversao. Este comportamento é
analogo a equalizagao de canais de fase minima SISO utilizando FEP progressivo.

Neste caso também ndo ocorrem erros de bit.

Finalmente, analisamos o caso do sistema de fase méxima com apenas um zero
em comum entre todos os subcanais, os coeficientes dos subcanais sdo h; = [1 —
2 0,75]%, com zeros 211 = 0,5 e 215 = 1,5, hy = [1 —3,5 3]T, com zeros z5; = 1,5
e 20 =2;ehyg =[1 —23 1,2]T, com zeros 231 = 0,8 e 233 = 1,5. Quando o
canal é fase maxima, de acordo com a figura 3.11, o FEP progressivo nao é capaz

de equalizar o canal.
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Figura 3.11: Caso canal SIMO fase maxima com apenas um zero em comum: Sinal

na saida do equalizador 6timo.

3.6 Conclusao

Neste capitulo, estudamos o modelo SIMO a partir de dois cenarios que recaem
em uma mesma modelagem matematica: o sistema com miiltiplas antenas na re-
cepgao e uma antena na transmissao, e o sistema proveniente da abordagem de
superamostragem, o qual discutimos com mais detalhes.

Verificamos, primeiramente, que é possivel equalizagao perfeita de canais SIMO-
FIR utilizando apenas filtros equalizadores FIR, flexibilizando desta forma a limita-
¢ao estrutural existente no caso SISO.

Também estudamos as condigdes sobre o uso de EO2 na equalizacao cega de
canais SIMO. Constatamos que a restricao de canal de fase minima permanece,
sendo necessario redefinir esta propriedade no contexto SIMO.

Sendo assim, neste mesmo contexto, demonstramos a propriedade de fase mi-
nima e de filtro branqueador do FEP progressivo e vimos que, para canais de fase
minima, este FEP funciona como equalizador. Esta demonstracao surge como uma

contribuicao especifica do presente capitulo, sendo interessante estendé-la ao caso

MIMO.



Equalizacao de sistemas MIMO

O objetivo do presente capitulo é o estudo de equalizacao de sistemas de co-
municacao onde ha multiplos transmissores e receptores, conhecidos como canais
MIMO. Nosso interesse aqui é estender a analise das condigoes de equalizabilidade
para sistemas MIMO. Neste contexto, o capitulo estd organizado da seguinte forma:

Primeiramente, na secao 4.1, fazemos uma breve descricao do problema de equa-
lizagao de canais MIMO, apresentando o modelo matematico correspondente. Na
secao 4.2, estudamos a condicao para equalizacao perfeita, apresentando em quais
casos é possivel satisfazer plenamente tal condicao e, no sentido de melhor inter-
pretar a condicao ZF, estendemos os conceitos de fase minima e, de zeros e pdlos
de sistema SIMO para sistema MIMO. Abordamos, na se¢ao 4.3, as condi¢des em
que é possivel equalizar sem necessariamente inverter o canal quando consideramos
apenas estruturas FIR. As limitagoes quanto ao uso de EO2 na equalizacao cega
sao discutidas na segao 4.4. Finalmente, discutimos na secao 4.5 o problema de

predicao linear e suas relacoes com o problema de equalizagao nao-supervisionada
no caso MIMO.

4.1 Descricao do Problema

Consideremos agora o tltimo caso a ser analisado, no qual o canal é modelado

por um sistema MIMO. Este cenério é encontrado, por exemplo, em um sistema de
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comunicagao que emprega miltiplas antenas na transmissao e na recepg¢ao, conforme

ilustrado na figura 4.1.

» Y N Vo
3 Y ]| Ca "

= ))) e

Figura 4.1: Representacao do modelo MIMO, com [ fontes e m sensores.

Consideramos o diagrama em blocos representado na figura 4.1, onde observa-se
um sistema de comunicacao de [ sinais de entrada e m sinais de saida. Assume-se
que este sistema pode ser modelado como um sistema linear definido pela matriz
m % [ dos coeficientes de resposta ao impulso do canal H|n].

De acordo com a representagao adotada, as [ fontes emissoras sao agrupadas no

T
vetor s[n] = { so[n] - si_1[n] } e, da mesma forma, os sinais recebidos através

dos m sensores sao agrupados no vetor x[n] = [ zo[n] 0 Tpm_1[n] }T. Cada i-ésimo
sinal transmitido, s;[n], € composto por amostras i.i.d.. O ruido aditivo do sistema
¢ dado pelo vetor vin] = { voln] - Vm_1[n] }T e cada i-ésimo sinal recebido, z;[n],
¢ somado ao correspondente ruido, v;[n].

Assim, podemos escrever x[n| como:

N-1
x[n] = > Hli|s[n — i] + v[n], (4.1)

=0
onde Hn] = | ho[n] --- h;_y[n] ]T, N denota o comprimento de memoria do canal

e sua funcao de transferéncia é definida por:

H(z) = Z_: H[i] 2" (4.2)
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Dessa forma, cada sinal recebido pode ser escrito como:

tyfn) = 3" Wi sn — i) + vyl
o (4.3)
= hyoli] soln — i) + ... + hpi—1[2] si—1[n — 7] + vp[n].

De acordo com (4.3), observa-se que cada sinal recebido ¢ uma combinagao linear
de todas as amostras passadas e atual dos sinais transmitidos. Contudo, quando
analisamos o modelo SIMO, vimos que cada sinal recebido ¢ uma combinagao linear
de todas as amostras passadas e atual de um tnico sinal. Assim, o fato de cada sinal
recebido no caso MIMO envolver todas as fontes emissoras acarreta uma dificuldade
adicional no problema de equalizagao pois, como ha mais fontes envolvidas, teremos,
conseqiientemente, mais informacao a ser recuperada do que no caso SIMO.

Agrupando as N matrizes dos coeficientes do sistema com diferentes indices de
atraso, H[0],...,H[N — 1], em uma tUnica matriz m x NI e os N vetores dos sinais
transmitidos com diferentes indices de atraso, s[n],...,s[n — N + 1], em um tnico vetor

NI x 1, podemos ainda escrever (4.1) da seguinte forma:

xm:[mmu.ﬂw;u]ww+ﬂ% (4.4)

T
onde sy[n] = { sTn] -+ sTn—N+1] } .
A equagao (4.4) pode ser agrupada para M vetores de amostras recebidas em M

instantes diferentes, assim:
XM[TL] = HM SM+N_1[’/L] + VM[H], (45)

onde

Xy [n] = [XT[TL] s xPn— M +1] ]T, (4.6)

WM:[JM~~¢%—M+HF, (4.7)

e a matriz Mm x [ (M + N — 1) Hy,; apresenta uma estrutura Toeplitz em bloco e pode
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ser escrita como:

H[0] H[] --- H[N -1  Opx O 1
H,, — 0% HI[O] H[N —2] H[N —1] O (4.8)
OT)’;XZ Omx: -+ H[O] H[l] H[N_ 1]

E interessante ressaltar que esta formulacdo matematica de modelos MIMO &
anédloga a formulacao de modelos SIMO discutida na se¢ao 3.1, porém trabalhamos
aqui com matrizes de coeficientes ao invés de vetores de coeficientes.

De maneira analoga ao desenvolvimento apresentado para o modelo MIMO do
canal, apresentaremos agora o correspondente modelo MIMO para o equalizador,

conforme ¢ ilustrado na figura 4.2.

so[n] — o[ 7] > L w7

51[”]—» xl[n] > SN Z/l[n]
. Hin] | : |Wn] .

suln] Zne1[ 7], L y[n)

Figura 4.2: Representacao do modelo MIMO do canal e do equalizador na auséncia

de ruido.

Analogamente a (4.1), podemos escrever os sinais na saida do equalizador da

seguinte forma:

y[n] = Wi x[n — 1], (4.9)

i

Il
o

T T
onde Win] = | woln] -+ wiafn] | , vl =| woln] - wmaln] |, L denota o com-
primento de memoria do equalizador e sua funcao de transferéncia ¢ definida por:

W(z) = ' Wil 27" (4.10)
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Reescrevendo (4.9) a partir do agrupamento das L matrizes dos coeficientes do
equalizador com diferentes indices de atraso, WJ[0],..., W[L — 1], em uma tnica matriz
IxLm e dos L vetores dos sinais recebidos com diferentes indices de atraso, x[n], ..., x[n—

L + 1], em um tnico vetor Lm X 1, temos:

yinl = | W] - WL 1] | %], (4.11)

onde x[n] = [ Tim] -+ xT[n—-L+1] }T.
Aplicando (4.5) em (4.11), desconsiderando o ruido aditivo do sistema, chega-se

y[n] = [ W0 - WIL— 1] }HL Son_1]7] o)
= WE HL SL+N_1[TL].

4.2 Inversao perfeita de canais MIMO

Idealmente, procura-se obter um equalizador que disponibilize em sua saida uma
versao atrasada e, possivelmente, atenuada ou amplificada do sinal transmitido.

Enquanto que nos casos SISO e SIMO procura-se recuperar um tnico sinal de
interesse, no caso MIMO, o objetivo do equalizador cego é recuperar a informacao
proveniente de diferentes fontes somente por meio dos sinais recebidos e informacao
estatistica das fontes. Dessa forma, havera ambigiiidades de fase, de amplitude e de
permutagao inerentes na solugao deste problema (Inouye & Liu, 2002) e o proprio
conceito de condi¢ao ZF sofrera alteracoes.

Considerando as ambigiiidades inerentes ao problema de equaliza¢ao, pode-se
dizer que um canal MIMO com funcgao de transferéncia H(z) é perfeitamente equa-
lizavel se existe W(z) tal que (R. W. Liu, Inouye, & Luo, 2000), (Inouye & Liu,
2002):

WH(2)H(z) = PDA(2), (4.13)

onde P e D representam, respectivamente, uma matriz de permutacao e uma ma-
triz diagonal nao-nula, e A(z) denota uma matriz diagonal composta por monémios
monicos, isto ¢, possui elementos na forma z7%, ; > 0.

Em outras palavras, na auséncia de ruido, podemos observar que (4.13), que

representa a condicao ZF, é atingida se os sinais na saida do equalizador represen-
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tarem uma versao dos sinais transmitidos, a menos de um possivel atraso, um fator
de escala e uma possivel permutacao na ordem na qual os sinais sao recuperados,
ou seja, as saidas do equalizador podem ser escritas como: z;(t) = d; s;(t —[;), para
1=0,....m—1ej=0,..,01—1, onde consideramos m > [, d; é o i-ésimo elemento da
diagonal de D, [; é o expoente do i-ésimo elemento de A(z) e os elementos ndo-nulos
de P sao iguais a 1, de maneira a nao alterarem a amplitude dos sinais transmitidos.

O equalizador W(z) que atende (4.13) é chamado de solugao ZF, enquanto que
o canal é dito inversivel e o sistema total, W(z)H(z), é dito ser transparente (Inouye
& Liu, 2002), (R. W. Liu et al., 2000), (Inouye & Liu, 2002).

Note ainda que a condigdo dada em (4.13) ndo garante a existéncia de tais
equalizadores para qualquer canal e, a exemplo do que ocorre nos casos SISO e SIMO,
depende de suas caracteristicas. E interessante ressaltar que estamos interessados no
uso de estruturas FIR para o canal H(z) e o equalizador W(z) pelas mesmas razoes
expostas no capitulo 2. Assim, quando nos referimos a sistemas MIMO-FIR, deve-se
ter em mente que todos os ml subsistemas ou sistemas individuais do sistema H(z)
(e W(z)) sao filtros FIR.

No caso de sistemas MIMO-FIR, uma condigao que garante a existéncia da con-

dicao ZF ¢é dada pelo seguinte teorema:

Teorema 4.2.1 (Extensao da Identidade de Bézout) ' Uma condigio neces-
saria e suficiente para que um sistema definido pela matriz polinomial m X [ em z,
H(z), onde m > 1, seja perfeitamente equalizdvel por estruturas FIR € que o maior
divisor comum de todos os menores de ordem | de H(z) seja dado por wm mondémio
nao nulo, ou seja, 0(z) = 2=¢, para d > 0. Esta condi¢do € equivalente & matriz
H(z) ter posto normal completo?, i.e., o posto normal de H(z) ser iqual a l, para todo
z € C nao nulo. No caso de m =1, a condi¢cao implica o determinante de H(z) ser

iqual a 27¢.

Portanto, se um sistema FIR H(z) satisfaz a extensao da identidade de Bézout,

isto é, se H(z) tem posto normal completo para todo z € C nao nulo, entao dizemos

LA integra da demonstragao deste teorema pode ser encontrada em (R. Liu & Inouye, 1999).
2Define-se posto normal como o maior valor de rank (H(z)) para algum z. Matrizes polinomiais

m X | cujo posto normal é o maximo possivel [=min(m,l)] sdo ditas terem posto normal completo.
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que este canal é inversivel e existe um filtro FIR W(z) tal que (R. W. Liu et al.,
2000):

WH(2)H(z) = A(2), (4.14)

como conseqiiéncia, ¢ atingida a condigao ZF dada por (4.13).

Note que a condicao expressa no teorema 4.2.1 equivale a condigao enunciada
na identidade de Bézout (teorema 3.3.1) para o caso SIMO, onde [ = 1, por isso o
chamamos de extensao da identidade de Bézout. De acordo com a identidade de
Bézout para sistemas SIMO, um canal é equalizavel perfeitamente desde que seus
subcanais nao apresentem zeros em comum, isto é, que o sistema nao possua zeros.
Esta condigao implica a matriz Hy, ter posto completo de colunas (Causey, 1999).
Assim, ter posto completo de colunas tem uma interpretacao simples para o caso
SIMO, contudo, para o cenario de multiplos usuéarios, caso MIMO, nao ha uma
interpretacao tao direta.

Nesse sentido, é interessante investigar se héd uma relagao entre os zeros do sis-
tema MIMO H(z) e o fato da matriz Hy ter posto normal completo, analogamente
ao que ocorre em sistemas SIMO. Portanto, torna-se imprescindivel aqui definir os
zeros deste sistema e, para isto, semelhante ao que foi feito no capitulo anterior, es-
tenderemos as decomposigoes de Smith e Smith-McMillan para o caso MIMO (para

maiores detalhes ver apéndice A).

Teorema 4.2.2 (Forma de Smith) ® Seja H(z) uma matriz polinomial m x I
onde cada elemento representa um polinémio em z. Entdo, existe um numero fi-
nito de operagoes elementares sobre as linhas e as colunas de H(z) que a reduza a

uma matriz polinomial diagonal, podendo ser escrita da sequinte forma:

H(2) = Q(2) (=) P(2), (4.15)

onde Q(z) e P(2) sao matrizes polinomiais unimodulares em z, respectivamente,

mxm el xl, eI'(z) é uma matriz diagonal m x | definida como:

3A integra da demonstracio da forma de Smith pode ser encontrada em (Gantmacher, 1977).
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Y (z) 0 0 0
0 m(2) 0 0 0
0 0 0
I'(z) = 0 7-1(2) 0 0|, (4.16)
0 0 0 0 0
0 0o .- 0 0 - 0|

onde cada elemento € um polindmio moénico v;(z), tal que, v;i11(2) € divisivel por
7i(2), 0 <i < p—2, sendo p o posto normal de H(z). Para uma dada matriz H(z),

a matriz I'(z) € tunica e € chamada de forma de Smith de H(z).

Teorema 4.2.3 (Forma de Smith-McMillan) * Seja H(z) uma matriz m x [
onde cada elemento € uma razao de polinémios em z. Entao, podemos decompd-la

na forma:

(4.17)

onde Q(z) e P(2) sao matrizes polinomiais unimodulares em z, respectivamente,

mxm el xl, e A(z) € uma matriz diagonal m x | definida como:

X(z) 0 0 0 0
0 M(2) 0 0 0
0 0 0
A(z) = 0 A_i(2) 0 0, (4.18)
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1A integra da demonstragao da forma de Smith-McMillan pode ser encontrada em (Gantmacher,

1977).
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onde p € o posto normal de colunas de H(z). Os seus elementos, \;i(z), podem ser

eTPressos por:
a;(2)

" B

onde «;(z) e Bi(z) nao tém fator polinomial em z em comum, isto €, o mdzrimo

Ai(2) 0<i<p—1, (4.19)

divisor comum entre eles é 1; ainda, c;1(2) € divisivel por o;(z) e (;(z) € divisivel
por Biy1(z), 0 < i < p—2. Entio, A(z) é chamada de forma de Smith-McMillan
de H(z).

Dessa forma, a partir dos teoremas 4.2.2 e 4.2.3, podemos enunciar agora a
definigao univoca de podlos e zeros de sistema para o caso MIMO (Goodwin et al.,
2001), (Bai & Ding, 2000).

Definigao 4.2.1 (Pdlos e zeros) Considere a matriz m x | H(z) onde cada ele-
mento € uma razao de polindmios em z. Os zeros e os pélos de H(z) sao definidos,
respectivamente, como raizes de o;(2) e Bi(2), parai =0, ...,p—1. Assim, os polino-
mios og(2) a1 (2)...cp—1(2) € Bo(2) B1(2)...0,-1(2) sao chamados, respectivamente, de
polinémio de zeros e polinémio de pdlos de H(z), também conhecidos por po-
linémios da forma de Smith-McMillan de H(z).

No caso em que os subcanais de H(z) sao apenas filtros FIR, a definicao de zeros
do sistema acima particulariza-se para as raizes de v;(2), 7 =0, ..., p — 1, isto é, este
sistema possui polos apenas na origem. Para cada um dos casos acima, as raizes
tanto de Y(2), 11(2), ..., Vp—1(2) quanto de ap(2), a1(%2), ..., ap—1(2) correspondem
aos zeros deste sistema (Bai & Ding, 2000). Assim, um sistema MIMO definido pela
matriz de polinomios H(z) é dito de fase minima se nao houver zeros nem polos
localizados fora da CRU.

Os elementos 7;(z) e \(z), para i = 0,...,p — 1, encontrados através dessas
decomposi¢oes podem também ser obtidos de uma forma direta através do calculo
de todos os menores até ordem p. Conforme apresentado em detalhes no apéndice
A, cada polinémio v;(z) pode ser escrito através do maximo divisor entre todos os

menores de ordem i, dado por §;(2), e de ordem i + 1, dado por d;11(2) (sendo que,
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por defini¢ao, dp(2z) = 1). Sendo assim, podemos reescrever o polinémio de zeros do

sistema por:

(4.20)

ou seja, os zeros do sistema MIMO-FIR correspondem exatamente aos zeros de 6, ().
No caso de m = [, temos que os zeros do sistema sao dados pelo determinante da
matriz H(z).

Dessa forma, de acordo com o teorema 4.2.1, a condi¢ao para um sistema MIMO
m X [, onde m > [, ser perfeitamente equalizavel é que o méximo divisor comum de
todos os menores de ordem [ de H(z) seja igual a z=¢, onde p = [, o que exatamente
equivale ao sistema possuir apenas zeros no infinito.

A partir da definicdo dos zeros de sistema MIMO, podemos também analisar a
relacdo entre os zeros em comum entre todos os subcanais e os zeros do sistema, a
fim de comparar a extensao da identidade de Bézout para sistemas MIMO com a
identidade de Bézout para sistemas SIMO vista no capitulo anterior.

Os polindmios v(z) e Ag(2), especificamente, sdo iguais a d;(z), ou seja, iguais
ao maximo divisor comum entre todos os elementos da matriz H(z); desta forma,
as raizes de yy(2) e ap(z) correspondem aos zeros em comum entre todos os ml
subcanais. Assim, diferentemente de sistemas SIMO, os zeros de sistemas MIMO
envolvem nao apenas os zeros em comum entre todos os subcanais, através das raizes
de 10(2) e Ao(2), mas também as raizes de v;(z) e de \;(z) parai=1,...,l — 1, que
estao relacionadas as raizes de 6;(2).

Por conseguinte, baseando-se na decomposicao de Smith e nas discussoes acima,
podemos dizer que a condi¢ao do teorema 4.2.1 é equivalente ao sistema nao possuir
zeros (h& apenas polos na origem) e, assim, os subcanais do sistema nao possuem
zeros em comum. Entao, a partir da extensao da identidade de Bézout, conclui-
mos que uma condi¢cao necessaria, mas nao suficiente, para a equalizacao perfeita
utilizando estruturas FIR é quando os subcanais do sistema MIMO nao possuem
zeros em comum. Diferentemente, em sistemas SIMO temos que esta condigao é
necessaria e suficiente.

Para ilustrar esta idéia, considere um canal com 3 entradas e 3 saidas cuja funcao
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de transferéncia ¢ dada por:
4 —(z7'4+2) -1
H(z) = | 2(z71 +2) -3 2271 +3) |, (4.21)
21 +3 271 —4 271
cujo o posto normal é 3.

De acordo com os passos descritos no apéndice A, calculam-se todos os seus

menores:
do(z) = 1; 01(z) = 1; 02(2) = 1;
o(2) () (2 o
63(2) = (271 —12,1066) (2 + 2,5589) (2~ — 1,2024).
e, através deles, os polindmios v;(2):
01(z 0o (2
W)= w1 )= 2D =
do(2) 01(2)
55(2) (4.23)
Yo(2) = 53 ol (271 —12,1066) (27 4 2,5589) (271 — 1,2024).
2
A partir daqui, podemos escrever a forma de Smith de H(z):
10 0
rz)=|0 1 0 . (4.24)

0 0 (2! —12,1066)(z" +2,5580)(2~" — 1,2024)

Portanto, podemos observar que para o exemplo acima nao hé zeros em comum
entre todos os subcanais do sistema MIMO-FIR, mas ha zeros de sistema. Desta
forma, segundo a extensao da identidade de Bézout, este sistema nao é perfeitamente

equalizavel por estruturas FIR apesar de nao possuir zeros em comum.

4.3 Condicoes de Equalizagao de canais MIMO

De maneira similar ao caso SIMO, podemos investigar a equalizacao para os casos
em que os canais de fase minima possuem zeros. Neste caso, estruturas IIR podem
ser consideradas no projeto do equalizador. Neste contexto, podemos enunciar o
teorema que formaliza as condi¢oes de equalizabilidade de um canal MIMO-FIR
(Bai & Ding, 2000):
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Teorema 4.3.1 (Equalizabilidade de sistemas MIMO) ° Seja um sistema MIMO-
FIR m x 1 com m > 1 e fun¢do de transferéncia polinomial H(z). Considerando a

forma de Smith associada a matriz H(z) dada por (4.15), temos que:

e A fungao de transferéncia H(z) € perfeitamente equalizdvel por meio de estru-
turas FIR se e somente se ;(z) = z=% para algum d; > 0, isto €, o sistema nao

possui zeros finitos (leva a extensao da identidade de Bézout dada em 4.2.1);

e Se o equalizador MIMO possui polos de sistema, a fungao de transferéncia
H(z) é perfeitamente equalizdvel se e somente se H(z) for de fase minima, ou

seja, todas raizes de v;(z) se encontram dentro da CRU.

Se o canal nao possuir zeros serd equalizado perfeitamente, porém, no caso de
possuir, ainda podera ser equalizado desde que os zeros do sistema nao estejam
localizados fora da CRU. Neste ultimo caso, em que o sistema de fase minima possui
zeros, de acordo com o teorema, necessitaremos de um equalizador MIMO que possua
polos de sistema para equalizar perfeitamente este canal. A seguir, analisaremos a
existéncia desses poélos e proporemos uma interessante interpretacao do teorema
4.3.1 de forma semelhante ao que fizemos no caso SIMO.

Considerando um sistema MIMO equalizével H(z) tal que m > [ e que a matriz
polinomial m x [ H(z) possui posto normal completo, isto ¢, p = [, podemos reescrever
a forma de Smith de H(z) como:

Yo (Z) 0 R 0
0 m(z) 0
0 0 0
L(z)=| L0 oy (2) | (4.25)
0 0 0
i 0 0 Ce 0 |

Podemos utilizar a (4.25) para fazer uma interpretacao similar ao caso SIMO.

Como os zeros do canal MIMO nao envolvem apenas os zeros em comum entre todos

A integra da demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em (Bai & Ding, 2000).
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os subcanais, nao conseguimos fatorar o sistema MIMO da mesma forma como o
fizemos no caso SIMO. Porém, podemos ainda dividir o problema de equalizacao de

canais de fase minima com zeros, como mostra a figura 4.3.

sln] —> p(2) T2 Q(z) > X7

ey

Figura 4.3: Representacao do modelo MIMO do canal na auséncia de ruido.

Como as matrizes Q(z) e P(z) sao, por definicao, unimodulares e, portanto, in-
versiveis, entao existem Q71'(z) e P71(2), tal que Q7 '(2)Q(z) =TI e P~ 1(2)P(z) = L.
Conforme apresentado na figura 4.4, resta agora o problema de equalizacao SISO
dos [ filtros com fungoes de transferéncia vo(z), 71(2), ..., 71-1(2), onde sera necessa-
rio o uso de filtros IIR de forma a inverter cada uma das funcoes de transferéncia.
Note na figura 4.4, que ha m — [ filtros com funcao de transferéncia nula devido &

existéncia de m — [ linhas nulas na matriz m x [ T'(z).

YolZ Yo' (2
s[7]—> p(2) 10z Q(2) Xl Q'(2) P(2) > y[n]

1tz
: :

Figura 4.4: Modelo MIMO do canal e do equalizador na auséncia de ruido.

Podemos entao concluir que quando o canal apresentar zeros de sistema e nos
restringimos ao uso de apenas filtros FIR, permanecera a limitagao estrutural similar

ao problema de equalizacao de sistemas SISO.
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4.4 Limitacao do uso de EO2

Analisamos até aqui o problema da limitacao estrutural de sistemas MIMO.
Resta, portanto, avaliar até que ponto a equalizacao baseada exclusivamente em
EO2 é efetiva no caso MIMO. Em geral, a equalizacao cega é resolvida fazendo
uso de EOS dos sinais recebidos. No entanto, como vimos no capitulo anterior, a
equalizagao de sistemas SIMO a partir de apenas EO2 é possivel.

Baseando-se nesta possibilidade, desperta-se interesse em resolver este problema
para sistemas MIMO também com apenas EO2 ou ao menos explora-las o maximo
possivel. Para isto, precisaremos apresentar algumas caracteristicas de filtros per-

feitamente equalizaveis.

4.4.1 Fatoracgao Para-unitaria e Irredutivel

O canal MIMO-FIR dito inversivel, isto é, equalizavel perfeitamente, possui uma
caracteristica interessante que sera considerada no problema de equalizacao de sis-
temas MIMO. Porém, é necessario antes apresentarmos a definicao de sistemas ir-
redutivel e para-unitdrio (Kailath, 1980), (Inouye & Liu, 2002), (R. W. Liu et al.,
2000).

Definicao 4.4.1 (Sistema Irredutivel) Seja a matrizm x 1 H(z) comm > 1. A
fungao de transferéncia H(z) € dita irredutivel se o maior divisor comum de todos
os menores de ordem | de H(z) é dado por 6;(z) = 1. Em outras palavras, o posto

normal de colunas de H(z) € igual a | para todo z € C.

Note que a condicao de irredutibilidade de H(z) implica também H(0) ter posto
completo. Esta condigao é restritiva em algumas aplicagoes em comunicagoes moéveis
pois implica que todos os sinais transmitidos tenham o mesmo tempo de chegada
na antena de recepcao. Por exemplo, se um sinal chegasse atrasado em relagao aos
outros sinais transmitidos, entao H(0) teria uma coluna correspondente nula e, desta
forma, o seu posto nao seria mais completo.

De acordo com a defini¢ao de sistemas irredutiveis, um sistema irredutivel H(z)

satisfaz a extensao da identidade de Bézout, pois H(z) possui posto normal com-
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pleto para todo z € C. Sendo assim, existe um filtro W(z) tal que WH(z)H(z) = I
(R. W. Liu et al., 2000). Recaimos em (4.14) para d = 0. Desta forma, atinge-se
conseqlientemente a condi¢ao ZF dada por (4.13) e, assim, podemos dizer também
que o canal é inversivel. E interessante frisar que a condicdo de irredutibilidade é

uma condi¢ao mais restritiva que a condi¢ao de inversibilidade.

Definigao 4.4.2 (Sistema Para-unitario) A matriz polinomial quadrada H(z) €

dita para-unitdria se ela € unitdria sobre a circunferéncia de raio unitdrio, isto €,

Hp(e/)HE (/) =1, para todo w. (4.26)

A partir das defini¢oes enunciadas acima, podemos formalizar uma caracteristica

peculiar aos canais perfeitamente equalizaveis que seré utilizada mais adiante.

Teorema 4.4.1 (Fatoragao Para-unitaria - Irredutivel) ° Seja qualquer sistema
MIMO-FIR m x I perfeitamente equalizivel H(z) com m > [, onde a matriz H(z)
tenha posto completo para todo z € C nao-nulo, isto €, este sistema seja inversivel.

Entao, H(z) pode ser fatorado da sequinte forma:
H(z) = H;(2) Hp(2), (4.27)

onde as matrizes Hy(z) e Hp(z), respectivamente, m x [ e | x I, correspondem,

respectivamente, a um fator irredutivel e a um fator para-unitdrio de H(z).

E pertinente frisar que esta fatoracdo é tinica exceto por uma matriz unitaria
[ x [ U, tal que:
H(z) = H;(2) Hp(2), (4.28)

onde H;(z) = H;(z) UY e Hp(z) = UHp(z) também correspondem, respectivamente, a
um fator irredutivel e a um fator para-unitario de H(z), haja visto que uma matriz
unitaria U satisfaz, por definicao, UM U =1.

6A integra da demonstracio da fatoracdo para-unitaria - irredutivel pode ser encontrada em
(Inouye & Liu, 2002).
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Dessa forma, qualquer sistema FIR perfeitamente equalizavel pode ser decom-
posto em um fator irredutivel e outro para-unitario. Definiremos agora, em 4.4.3 e
4.4.4, duas classes de equalizadores MIMO que serao utilizadas, juntamente com os
conceitos de sistemas irredutivel e para-unitario, para apresentar, posteriormente,
um resultado interessante sobre a limitagao de critério para sistemas MIMO (R. W.
Liu et al., 2000), (Inouye & Liu, 2002).

Defini¢ao 4.4.3 (Filtro de Desconvolugao) Um filtro m x | W(z) € dito um
filtro de desconvolugao (ou filtro de desconvolugao estrita) para um sistema H(z) se
satisfaz:

WH(2)H(z) = CA(2), (ou WH(2)H(z) = C) (4.29)

onde C é uma matriz | X | constante nao-nula e A(z) é um matriz I X | diagonal

composta por mondémios monicos.

De acordo com a definicao 4.4.3, se aplicarmos o filtro de desconvoluc¢ao na saida

do canal MIMO, teremos, na saida deste filtro, um vetor dado por:

S _
Z Cli+1 Si [n - lz‘]
i=0

y[n] = CA(z) = : : (4.30)

Z Clit+1 Si[n - li]

=0 i

onde ¢;; € o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna de C, e [; corresponde ao -
ésimo elemento de atraso da diagonal de A(z). Assim, cada uma das saidas do filtro
¢ uma combinagao linear de amostras passadas ou/e atuais dos sinais transmitidos,
isto é, dizemos que os sinais foram desconvoluidos.

J& para o filtro de desconvolugao estrita, nao temos os elementos de atraso como
em (4.30) e, sendo assim, cada uma das saidas deste filtro ¢ uma combinagao li-
near de amostras atuais dos sinais transmitidos, isto é, dizemos que os sinais foram

estritamente desconvoluidos.
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Definigao 4.4.4 (Filtro Branqueador) Um filtro m x1 W (z) € dito branqueador

para um sistema H(2) alimentado por uma seqiiéncia branca se satisfaz:
WH(2)H(z) = DHp(z), (4.31)

onde D € uma matriz | x 1 diagonal nio-nula e Hp(z) é wm matriz | x 1 para-
unitdria. FEsta condi¢ao seque do fato de que tanto a entrada quanto a saida do
sistema global, dado por WY (2) H(z), sao brancas normalizadas, entdo este sistema

serd para-unitdrio.

Finalmente, utilizando as defini¢oes acima, podemos apresentar um teorema que
aborda os limites do uso de EO2 na equalizagao cega de sistemas MIMO (R. W. Liu
et al., 2000), (Inouye & Liu, 2002).

Teorema 4.4.2 7 Seja um sistema MIMO-FIR m X1 perfeitamente equalizdvel H(z)
e com sinais de entrada {s;(t)}, 1 =0, ...,l — 1, brancos e de média nula, e considere
H(z) = H;(2) Hp(2) uma fatoragdao para-unitdria - irredutivel de H(z). Se a matriz
m x 1 Wy(z) € um filtro branqueador irredutivel para H(z), entao W(z) é um filtro

de desconvolugao estrita para Hy(z).

A partir do teorema 4.4.2 e da definigdo 4.4.3, se a matriz m x [ W;(z) é um
filtro branqueador irredutivel para H(z), entao W;(z) sera um filtro de desconvolugao
estrita para H;(z), ou seja:

WiH(2)H;(z) = C, (4.32)

onde H;(z) é o fator irredutivel de H(z).

Através da equacgao anterior, segue que se o canal H(z) for irredutivel, isto é,
H(z) = H;(2), entao os sinais serao estritamente desconvoluidos se aplicarmos na
saida deste canal um filtro branqueador irredutivel Wy (z).

Porém, se o sistema possuir um fator para-unitario Hp(z), ao aplicarmos na saida

deste canal este filtro branqueador irredutivel, usando a defini¢ao 4.4.4, teremos:

WH(2)H(z) = DHp(2), (4.33)

"A integra da demonstracido deste teorema pode ser encontrada em (Inouye & Liu, 2002).
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restando apenas um problema de equalizacao de um sistema para-unitario.

De acordo com o teorema 4.4.2, podemos observar também que se um canal per-
feitamente equalizavel H(z) pode ser fatorado da seguinte forma: H(z) = H(z) A(z),
podemos desconvolui-lo por meio de um filtro branqueador irredutivel W;(z) a partir

de apenas EO2 do sinal na saida deste canal. Assim, teremos:
WH(2)H(2) = WH(2)H;(2) Hp(2) = CA(2). (4.34)

Como Hp(z) = UHp(z) também ¢é considerado um fator para-unitario de H(z),
podemos generalizar para canais escritos na forma H(z) = H;(z) U A(2).

Como estamos considerando sinais transmitidos independentes e com amostras
i.i.d., o que implica os sinais serem descorrelacionados, isto é, brancos, entao, de
acordo com o teorema 4.4.2 e com as discussoes feitas anteriormente, o maximo que
podemos fazer através de EO2 é desconvoluir estritamente os sinais recebidos, que
implica a obtencao de sinais resultantes da combinacao linear de todos os sinais
transmitidos no mesmo instante.

Em conseqiiéncia, ao empregarmos um filtro branqueador irredutivel na saida do
canal, nao conseguiremos obter na saida deste filtro uma versao dos sinais recebidos,
isto é, satisfazer a condicao ZF para sistemas MIMO. Desta forma, poderemos so-
mente utilizar um filtro branqueador irredutivel como uma etapa de pré-equalizagao.

E importante ressaltar que o teorema 4.4.2 assume que o canal é de fase minima
e nao possui zeros finitos de sistema. Assim, nessas condigoes, ao se aplicar um filtro
branqueador irredutivel na saida deste canal, obteremos um sistema resultante para-
unitario e, desta forma, precisaremos ainda considerar o problema de equalizagao
deste sistema para-unitério, o que naturalmente exige EOS.

Porém, se este canal possuir um fator para-unitario dado por Hp(z) = UA(z),
teremos em sua saida uma mistura instantanea dos sinais transmitidos e, neste caso,

resta considerar o problema de separacao das fontes, o que geralmente exige EOS.

4.5 Predicao Linear e Equalizacao MIMO

No problema de equalizagago MIMO, como discutido na secao anterior, pode-

mos considerar o uso de filtro branqueador irredutivel como uma etapa de pré-
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equalizagao. Desta forma, na figura 4.5, ilustramos as etapas de pré-equalizacao por

meio do filtro Wy [n] e de separacao de fontes por meio do filtro W[n].

Win]

50[”]—» > > Z/O[n]
s1[n] . > (7]
: H[TL] . W][ﬂ] . Wz[n] .
spa[n) —) > Yr1[n]

Figura 4.5: Modelo MIMO na auséncia de ruido: Etapas de equalizagao.

Como nos casos SISO e SIMO, temos interesse no emprego de filtro preditor linear
em funcao de suas propriedades. Neste sentido, iremos analisar se suas propriedades
permanecem para o caso MIMO, ou seja, se trata-se de um filtro de fase minima e
também se age como filtro branqueador, e assim, se podemos utilizd-lo como etapa
de pré-equalizagao.

Consideraremos a etapa de pré-equalizacao conforme ilustrada na figura 4.6, onde
H[n] representa o modelo de canal MIMO com [ sinais de entrada e m sinais de saida,

e W [n] representa o pré-equalizador MIMO com m sinais de entrada e de saida.

So[n) —— w[n] - Y'o[n]
81[72] NN xl[n] > —> y'1[n]
. H|n| : W, [n] .
sei[n) — ) xm'l[n]: L Y[ 7

Figura 4.6: Modelo MIMO: Etapa de pré-equalizagao.

T T
Sejam x[n] = [ zoln] -+ xm_1[n] ] e xX[n] = | #o[n] -+ @m-1[n] | , respectiva-
mente, os vetores de amostras dos sinais recebidos e suas estimativas. Como no

caso SIMO, consideraremos um filtro preditor de ordem L —1 que deve estimar X[n]
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utilizando amostras passadas de x[n], x[n — 1], x[n — 2], ...,x[n — L + 1], assim:
%[n)=P'xn—1+..+P} x[n—-L+1], (4.35)

onde P;, i = 1,..,L — 1, sdo matrizes m X m e o vetor das estimativas X[n| é escrito

como:
%[n] = P"x; 4[n — 1], (4.36)
T
onde P = [ Pt o P T } corresponde & matriz m(L — 1) x m dos coeficientes
T
do filtro de predicao e x;_1[n — 1] = [ xTn—1 - xTn—L+1] ] corresponde ao

vetor m(L — 1) x 1 formado pelos L — 1 vetores m x 1 de amostras passadas dos sinais
recebidos.

A partir de (4.36), podemos escrever o vetor de erro de predigao por:

e;[n] = x[n] — Px; 1[n — 1]
(4.37)
= [ I, —PH }XL[H],

T
onde xy[n] = { xTn] -+ xTn—L+1] ] corresponde ao vetor mL x 1 formado por

amostras passadas e atual dos sinais recebidos, e W; = [ I, —-PT }T corresponde a
matriz mL x m dos coeficientes do FEP progressivo.

Comparando (4.35), (4.36) e (4.37) com (3.50), (3.52) e (3.53) respectivamente,
podemos observar que o problema de predicao MIMO ¢é exatamente o mesmo que o
analisado no capitulo 3, basta considerarmos aqui m = P.

Neste sentido, os coeficientes 6timos sao obtidos da mesma forma, ou seja, pela
minimizagao do traco da matriz de covariancia do erro de predicao em relacao aos
coeficientes do filtro de predicao. Sendo assim, sabemos também que é vélida a
condi¢ao de ortogonalidade para o filtro de predigao 6timo, que implica o erro de
predigao ser ortogonal a todas as amostras passadas de x[n].

De fato, o uso do FEP progressivo permite, na melhor das hipoteses, recuperar

um vetor de sinais que seré dado por:
y'[n] = H[0] s[n], (4.38)

onde y'ln) = [ ygln] - vl | -
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Isto indica que o vetor de sinais recuperado sera, na melhor das hip6teses, uma
mistura linear instantaneas das fontes, e, visto que as fontes sao i.i.d., a separacgao
completa dos sinais dependeré, necessariamente, do uso de EOS. Caso as fontes
possuam espectros distintos, ou sejam processos nao-estacionarios, é possivel derivar
métodos de separagao baseados exclusivamente em EO2 (Cichocki & Amari, 2002).

Nos capitulos 2 e 3, vimos que o emprego do FEP na equalizacao de canais
SISO e SIMO esta relacionado as suas propriedades de ser de fase minima e de agir
como filtro branqueador. Assim, de maneira similar, convém examinar este mesmo

comportamento no contexto de canais MIMO.

4.5.1 Propriedades do FEP Progressivo

H& um resultado interessante a cerca da propriedade de fase minima do FEP
6timo para sistemas MIMO em (Vaidyanathan, 2008). A propriedade de fase minima
é definida em termos dos zeros do determinante de W (z) estarem dentro da CRU,
onde W, (z) corresponde a matriz quadrada dos coeficientes do FEP 6timo.

De acordo com a decomposicao de Smith, quando a matriz dos coeficientes do
sistema W;(z) é quadrada, temos que os zeros do sistema sao dados pelo deter-
minante desta matriz. Assim, se todos zeros do determinante de W (z) estiverem
localizados dentro da CRU, entao todos os zeros do sistema W (z) necessariamente
estarao contidos dentro da CRU e, assim, o FEP é dito de fase minima.

Como mencionado no comeco da se¢ao 4.5, o problema de predicao MIMO é
exatamente o mesmo ao abordado no capitulo 3, de forma que a condi¢ao de orto-
gonalidade para o filtro de predigao ¢ mantida e o critério de otimizacao é o mesmo.
Desta forma, o FEP age também como filtro branqueador e toda a discussao feita

na subsecgao 3.5.2 ¢ valida aqui.

4.6 Conclusao

Neste capitulo, estudamos o modelo MIMO e as condi¢oes em que é possivel a
equalizagao perfeita de canais MIMO-FIR, utilizando apenas estruturas FIR. Como

no modelo MIMO temos mais de um sinal transmitido, teremos informagoes distin-
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tas a serem recuperadas na saida do equalizador. Esta caracteristica ¢ refletida na
definicao da condicao ZF, ou seja, em que condi¢oes o canal é perfeitamente equa-
lizavel. Nesse sentido, novos conceitos em relacao aos casos SISO e SIMO foram
inseridos neste capitulo, como irredutibilidade e desconvolucao estrita.

Verificamos que permanece a limitacao estrutural similar ao problema de equa-
lizacao de sistemas SISO e SIMO quando os canais apresentam zeros de sistema e
nos restringimos ao uso de apenas filtros FIR.

Também estudamos as condigoes sobre o uso de EO2 na equalizagdo cega de
canais MIMO. Constatamos que apenas EO2 nao sao suficientes para equalizar tais
canais. Acoplando um filtro branqueador irredutivel, como por exemplo o FEP pro-
gressivo, a um canal de fase minima sem zeros de sistema, obteremos um sistema
resultante para-unitario ou, no melhor dos casos, desconvoluiremos os sinais recebi-
dos, isto é, obteremos uma mistura instantanea de todos os sinais transmitidos.

E interessante notar que, nos casos SISO e SIMO, o FEP progressivo equaliza,
mesmo que nao perfeitamente, o canal desde que este seja de fase minima. Contudo,
no caso MIMO, o FEP pode ser utilizado apenas como uma etapa de pré-equalizagao,
restando, no melhor dos casos, um problema de separacao de fontes.

Pode-se concluir entao que para recuperar os sinais transmitidos de um canal
MIMO se faz necessario o uso de EOS do sinal observado na saida do canal, dife-
rentemente como nos casos SISO e SIMO, onde as EO2 proporcionam informagao
suficiente para se equalizar canais em algumas situagoes. O fato crucial que diferen-

cia as abordagens ¢é a existéncia de mais do que um sinal fonte a ser recuperado.



Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho foram analisadas as condi¢oes necessarias e suficientes de equali-
zagao para sistemas SISO, SIMO e MIMO, bem como as limitagoes do uso de EO2
no problema. Para isto, fizemos um investigacao criteriosa a respeito de canais e de
filtros de predicao SIMO e MIMO.

Um dos objetivos da dissertacao, e que também consideramos uma contribuicao
original desse trabalho, consiste no tipo de abordagem empregada para analisar o
problema de equalizacao cega utilizando apenas estruturas FIR e EO2 dos sinais
transmitidos, a unificagdo das condigoes de equalizacao de canais SISO, SIMO e
MIMO, bem como a prova da propriedade de fase minima de filtros de erro de
predicao para o caso de sistemas SIMO.

De maneira geral, o sistema SISO somente sera perfeitamente equalizével em
duas situacoes: se o canal for composto apenas por poélos ou se for um sistema de
fase minima. Neste segundo caso o equalizador deverd, necessariamente, apresentar
uma estrutura IIR. No entanto, vimos que mesmo na impossibilidade de equalizagao
ZF, & possivel recuperar a informagao transmitida utilizando-se equalizadores que
aproximam a solucao ZF. Neste contexto, o filtro de erro de predigao representa uma
possivel solugao, desde que o canal seja de fase minima.

No caso dos sistemas SIMO, o canal s6 sera equalizavel perfeitamente se a funcao
de transferéncia do canal nao possuir zeros ou apresentar zeros apenas dentro da

CRU, ou seja, desde que o sistema seja de fase minima. Se nos restringirmos a
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equalizadores com estrutura FIR, somente canais que nao possuem zeros de sistema
serao perfeitamente equalizaveis. Porém, no caso SIMO, a exemplo do que ocorre
em sistemas SISO, mesmo quando o sistema nao for perfeitamente inversivel, ainda é
possivel utilizar FEP para recuperar a informacao transmitida, desde que o sistema
seja de fase minima.

Ja no caso de sistemas MIMO, analogamente ao caso SIMO, o canal s6 sera
equalizavel perfeitamente se a funcao de transferéncia do canal nao possuir zeros
ou apresentar zeros apenas dentro da CRU, ou seja, desde que o sistema seja de
fase minima. Contudo, a informacao contida nas EO2 nao sera, em geral, suficiente
para atingir a solucao ZF. Somente para canais de fase minima e que nao possuam
zeros de sistema o FEP pode servir apenas como uma etapa de pré-processamento
dos dados, gerando um canal equivalente para-unitario. Apoés esta etapa, EOS serao
necessarias para se atingir a solugao final do problema.

Esta tdltima observagao nos leva a conceber, como uma proposta interessante e
mais imediata de trabalho futuro, a extensao da idéia da cascata entre equalizadores
cegos de amplitude e de fase aplicados ao caso SISO em (Rocha & Romano, 1995)
ao caso MIMO. De fato, no caso MIMO trata-se de recuperar os sinais num contexto
de mistura convolutiva, o que poderia ser obtido por uma associacao entre a matriz
FEP e uma matriz para-unitaria. Ha trabalhos sobre equalizacao cega baseada
no emprego de matrizes para-unitarias que indicam ser uma interessante solugao
a ser associada ao FEP (Icart, Comon, & Rota, 2009). A busca de métodos de
otimizacao dos parametros dessas matrizes, seja num contexto adaptativo ou por

blocos de dados, abre interessantes perspectivas de investigacao.



Formas de Smith e Smith-McMillan

Por meio de certas operacoes chamadas de operagoes elementares sobre matrizes
podemos obter formas simples, tais como as formas triangular e diagonal. As formas
de Smith e Smith-McMillan podem ser definidas para qualquer matriz nao necessa-
riamente quadrada e que possua elementos inteiros ou polinomiais (Barnett, 1971),
(Vaidyanathan, 1993). A forma de Smith ou Smith-McMillan de uma dada matriz
¢ uma matriz diagonal, e pode ser obtida a partir da multiplicacao por matrizes
quadradas e inversiveis a esquerda e a direita desta matriz original. De certa forma,
ambas as decomposicoes para matrizes polinomiais sao anélogas & decomposicao em
valor singular (SVD, Singular Value Decomposition).

Neste trabalho estaremos interessados na decomposicao de matrizes polinomiais.
As formas de Smith e McMillan podem ser utilizadas para determinar poélos e zeros
de uma matriz de transferéncia de um sistema com miultiplas entradas e/ou saidas.
A matriz de transferéncia é uma matriz de func¢oes de transferéncias entre vérias
entradas e saidas do sistema. E fundamental salientar que os polos e zeros deste
sistema nao sao os polos e zeros dos elementos individuais da matriz. Antes de
defini-los precisamos encontrar a forma de Smith ou Smith-McMillan de acordo com

os teoremas a seguir.

Teorema A.0.1 (Forma de Smith) ' Seja H(z) uma matriz polinomial m x n

LA integra da demonstragao da forma de Smith pode ser encontrada em (Gantmacher, 1977).

81



82 APENDICE A. FORMAS DE SMITH E SMITH-MCMILLAN

onde cada elemento da matriz representa um polinémio em z. FEntao, existe um
nidmero finito de operagoes elementares sobre as colunas e linhas de H(z) que a

reduza a uma matriz polinomial diagonal, podendo ser escrita da sequinte forma:

H(z) = Q(2) '(2) P(2), (A1)

onde Q(z) e P(z) sdo matrizes polinomiais unimodulares® em z, respectivamente,

mXxXmenXn.

Y (z) 0 0 0 0
0 7(2) 0 0
0 0 0
I(z) = 0 pa(z) 0 - 0 (A2)
0 0 0 0 0
0 0o - 0 0 - 0

¢ uma matriz diagonal m X n composta por polindmios ménicos v;(z) (isto €, o
termo de maior grau tem coeficiente unitdrio), tais que, v;41(z) € divisivel por v;(z),
0<i<p—2, onde p € o posto normal de H(z)*. Para uma dada matriz H(z), a

matriz I'(z) € unica e é chamada de forma de Smith de H(z).

Os elementos ~;(z) encontrados através desta decomposigdo podem também ser
obtidos de uma forma direta de acordo com os seguintes passos:

i Calcular todos os menores de H(z)*;

ii Definir §;(z), para ¢ > 0, como o maior divisor comum entre todos os menores
de ordem i em H(z), isto é, entre todos os determinantes da submatriz ¢ X i
obtida a partir de H(z). Fazer dy(z) = 1;

2Matriz unimodular na variavel z é uma matriz polinomial quadrada em z com determinante

constante nao nulo.
3Define-se posto normal como o maior valor de rank (H(z)) para algum z. Matrizes polinomiais

(mxn) cujo posto normal é o maximo possivel [=min(m,n)| sdo ditas terem posto normal completo.
40s menores de uma matriz A sdo iguais aos determinantes de todas submatrizes quadradas

obtidas removendo-se linhas e colunas inteiras desta matriz.
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iii Calcular os polinémios 7;(z) por meio de

dir1(2)
(51(2) ’

Yi(2) =
para 0 <1 < p— 2.

Para ilustrar o teorema A.0.1, considere um canal com 2 entradas e 2 saidas
(MIMO; Multiple Input, Multiple Output) cuja fungao de transferéncia é dada por:

B 4 —(271+2)
H(z) = 21 4 9) _% , (A.4)

cujo posto normal é 2.

De acordo com os passos descritos acima, calculam-se todos os seus menores:

1
61(2) = mdc{d; —(z1 = 2);2(z71 = 2); —5} =1; (A.5)
So(2) =mde{2272 + 8271 +6} =22 +42 '+ 3= (2" +1)(z7 1 +3)
e, através deles, os polindmios v;(2):

W= B =L mE) = 2O =T DET . (A

A partir daqui, podemos escrever a forma de Smith de H(z):

1 0
P@=1 0 cinetes | (A7)

Teorema A.0.2 (Forma de Smith-McMillan) ° Seja H(z) uma matriz m x n
onde cada elemento € uma razao de polinémios em z. Entao, podemos decompd-la

na forma:

H(z) = Q(2) A(2) P(2), (A-8)

A integra da demonstragao da forma de Smith-McMillan pode ser encontrada em (Gantmacher,
1977).
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onde Q(z) e P(2) sao matrizes polinomiais unimodulares em z, respectivamente,

mXxXmenXn.

N(z) 00 0 0
0 M(2) 0
0 0 0
Al2) = 0 Ai(2) 0 0 (A.9)
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ]

¢ uma matriz diagonal m x n, onde p € o posto normal de colunas de H(z). Os

seus elementos, \;(z), podem ser expressos por:

M= G5

onde «o;(z) e Bi(z) nao tém fator polinomial em z em comum, isto €, o mdzrimo

0<i<p-—1, (A.10)

divisor comum entre eles é 1; e, ainda, a;11(2) € divisivel por a;(z) e 5;(z) € divisivel
por Biy1(z), 0 < i < p—2. Entdo, A(z) é chamada de forma de Smith-McMillan
de H(z).

Os elementos \;(z) encontrados através desta decomposi¢ao podem também ser

obtidos de uma forma direta de acordo com os seguintes passos:

i Expressar H(z) na forma:

_ N
~dy(z)
onde dg(z) é o menor multiplo comum dos denominadores de todos os elemen-
tos da matriz H(z);

H(2) (A.11)

ii Calcular todos os menores de N(z)5;

iii Definir §;(z), para ¢ > 0, como o maior divisor comum entre todos os menores
de ordem ¢ em N(z). Fazer do(2) = 1,

5A matriz polinomial N(z) é reduzida na forma de Smith definida anteriormente.
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iv Calcular os polindémios @;(z) por meio de

_ 6i1(?)

i(2) = ; A12
a(e) = (A12)
para 0 <1 < p—2;
v Calcular os polinémios \;(z) por meio de
N(z) = xil2) (A.13)

dH(Z) ’

para 0 <1 < p—2;

Para ilustrar o teorema A.0.2, considere um canal MIMO com 2 entradas e 2

saidas cuja funcao de transferéncia é dada por:

4 1
H(Z) _ [ (zfl+2)2(z*1+1) (z*ll—&-l) ] : (A14)
(z=T+1) T2z 142)(z- T +1)

cujo posto normal é 2.

De acordo com os passos descritos acima, podemos expressar H(z) como:

H(z) = [ 4 —(z142) 1

(71 +1) (271 +2) (A-15)

2(z71+2) -1

onde dy(z) = (27! + 1) (27! + 2). A partir de (A.5) e (A.6), escrevem-se os polind-

mios a;(z):

ap(z) = =1; ap(z) = =1+ +3). (A.16)

A partir daqui, podemos escrever a forma de Smith-McMillan de H(z):

1
o1 oV (a—1 1) O
A(z) = | e (A.17)
0 z=142

A forma de Smith-McMillan pode ser utilizada para dar uma defini¢ao univoca

de polos e zeros no caso de multiplas entradas e saidas (MIMO).
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Definicao A.0.1 (Pdlos e zeros) Considere a matriz H(z) m x n onde cada ele-

mento € uma razao de polindomios em z (Goodwin et al., 2001), (Bai & Ding, 2000).

i p.(2) e py(z) sdo chamados de polinomial de zeros e polinomial de pdlos

de H(z), respectivamente, dados por:

p:(2) = ap(2) an(2)ap 1 (2); ppl2) = Bo(2) Bi(2)-Bpa(2),  (A18)

onde «;(z) e Bi(z), para 0 < i < p — 2, sao polinomiais da forma de Smith-
McMillan de H(z);

it Os zeros e os polos de H(z) sao definidos, respectivamente, como raizes de

p=(2) e pp(2).
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