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Resumo

Este trabalho enfoca a modelagem de sistemas nao-lineares usando modelos de
Volterra com fungdes de base ortonormal (Orthonormal Basis Functions — OBF).
Os modelos de Volterra representam uma generalizagao do modelo de resposta ao
impulso para a descricao de sistemas nao-lineares e, em geral, exigem um elevado
numero de termos para representar os kernels de Volterra. Esta desvantagem pode
ser superada representando-se os kernels usando um conjunto de funcgoes ortonor-
mais. O modelo resultante, conhecido como modelo OBF-Volterra, pode ser trun-
cado em um nimero menor de termos se as fungoes da base forem projetadas ade-
quadamente. O problema central ¢ como selecionar os pélos livres que completa-
mente parametrizam estas funcoes, particularmente as fungoes de Kautz e as funcgoes
ortonormais generalizadas (Generalized Orthonormal Basis Functions — GOBF).
Uma das abordagens adotadas para resolver este problema envolve a minimizacao
de um limitante superior para o erro resultante do truncamento da expansao do ker-
nel. Cada kernel multidimensional é decomposto em um conjunto de bases de Kautz
independentes, em que cada base é parametrizada por um par individual de polos
complexos conjugados com a intengao de representar a dinamica dominante do kernel
ao longo de uma dimensao particular. Obtém-se uma solucao analitica para um dos
parametros de Kautz, valida para modelos de Volterra de qualquer ordem. Outra
abordagem envolve a otimizacao numérica das bases de funcoes ortonormais usadas
para a aproximagcao de sistemas dinamicos. Esta estratégia é baseada no calculo de
expressoes analiticas para os gradientes da saida dos filtros ortonormais com relacao
aos polos da base. Estes gradientes fornecem direcoes de busca exatas para otimizar
os pélos de uma dada base ortonormal. As direcoes de busca, por sua vez, podem ser
usadas como parte de um procedimento de otimizacao para obter o minimo de uma
funcao de custo que leva em consideracao o erro de estimacao da saida do sistema.
As expressoes relativas a base de Kautz e a base GOBF sao obtidas. A metodologia
proposta conta somente com dados entrada-saida medidos do sistema a ser mode-
lado, isto é, nao se exige nenhuma informacao prévia sobre os kernels de Volterra.
Exemplos de simulagao ilustram a aplicacao desta abordagem para a modelagem de
sistemas lineares e nao-lineares, incluindo um sistema real de levitacao magnética
com comportamento oscilatorio. Por tltimo, estuda-se a representagao de sistemas
dinamicos incertos baseada em modelos com incerteza estruturada. A incerteza de
um conjunto de kernels de Volterra é mapeada em intervalos de pertinéncia que
definem os coeficientes da expansao ortonormal. Condicoes adicionais sao propostas
para garantir que todos os kernels do processo sejam representados pelo modelo, o
que permite estimar os limites das incertezas.

Palavras-chave: Identificacao de sistemas, Sistemas nao-lineares, Séries de
Volterra, Funcoes de base ortonormal, Otimizacao, Métodos baseados no gradiente,
Sistemas dinamicos incertos.



Abstract

This work is concerned with the modeling of nonlinear systems using Volterra models
with orthonormal basis functions (OBF). Volterra models represent a generalization
of the impulse response model for the description of nonlinear systems and, in gen-
eral, require a large number of terms for representing the Volterra kernels. Such a
drawback can be overcome by representing the kernels using a set of orthonormal
functions. The resulting model, so-called OBF-Volterra model, can be truncated
into fewer terms if the basis functions are properly designed. The underlying prob-
lem is how to select the free-design poles that fully parameterize these functions,
particularly the two-parameter Kautz functions and the Generalized Orthonormal
Basis Functions (GOBF). One of the approaches adopted to solve this problem in-
volves minimizing an upper bound for the error resulting from the truncation of the
kernel expansion. Each multidimensional kernel is decomposed into a set of inde-
pendent Kautz bases, in which every basis is parameterized by an individual pair of
complex conjugate poles intended to represent the dominant dynamic of the kernel
along a particular dimension. An analytical solution for one of the Kautz parame-
ters, valid for Volterra models of any order, is derived. Other approach involves the
numerical optimization of orthonormal bases of functions used for approximation of
dynamic systems. This strategy is based on the computation of analytical expres-
sions for the gradients of the output of the orthonormal filters with respect to the
basis poles. These gradients provide exact search directions for optimizing the poles
of a given orthonormal basis. Such search directions can, in turn, be used as part of
an optimization procedure to locate the minimum of a cost-function that takes into
consideration the error of estimation of the system output. The expressions relative
to the Kautz basis and to the GOBF are addressed. The proposed methodology
relies solely on input-output data measured from the system to be modeled, i.e., no
previous information about the Volterra kernels is required. Simulation examples
illustrate the application of this approach to the modeling of linear and nonlinear
systems, including a real magnetic levitation system with oscillatory behavior. At
last, the representation of uncertain systems based on models having structured un-
certainty is studied. The uncertainty of a set of Volterra kernels is mapped on to
intervals defining the coefficients of the orthonormal expansion. Additional condi-
tions are proposed to guarantee that all the process kernels to be represented by the
model, which allows estimating the uncertainty bounds.

Keywords: System identification, Nonlinear systems, Volterra series, Orthonor-
mal basis functions, Optimization, Gradient-based methods, Uncertain dynamic sys-
tems.
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Capitulo 1

Introducao

O processo de modelagem de sistemas reais apresenta uma grande importancia em
quase todas as areas da ciéncia. Os modelos sao tteis para andlise e projeto dos
sistemas, ou seja, auxilia no entendimento e fornece maior compreensao das carac-
teristicas dos mesmos. Neste aspecto, os modelos tornam possivel prever ou simu-
lar o comportamento de um determinado sistema. Em engenharia, modelos sao
necessarios para o projeto de novos processos e para a analise de processos existentes.
Normalmente, técnicas avancadas de projeto de controladores, otimizacao e super-
visao sao baseadas em modelos dos processos. A qualidade do modelo tipicamente
determina a qualidade da solucao final do problema, dando assim a modelagem uma
relevante importancia no desenvolvimento do projeto. Como consequéncia, surge
uma demanda por esquemas avancados de modelagem e identificacao.

O estudo de areas envolvendo projetos de identificagao, modelagem e controle
de sistemas dinamicos tem crescido em importancia devido a varias razoes. Antes
dos computadores digitais, os cédlculos usados nessas aplicagoes consumiam muito
tempo, e os erros provenientes de simulacoes eram consideraveis. Hoje em dia o uso
de computadores se expandiu, permitindo a analise de sistemas de controle através
de modelos mais detalhados para o seu projeto. Com o aumento do poder com-
putacional, pode-se impor especificacoes de desempenho mais rigidas nos projetos
de engenharia, levando a necessidade de modelos mais detalhados do processo em
estudo, especialmente no que diz respeito a previsao de seu comportamento tran-
sitério.

H& algumas décadas, identificacao de sistemas nao-lineares era um campo de
abordagens superficiais, cada uma delas aplicavel a uma classe restrita de sistemas.
Com a introducao de técnicas modernas de otimizagao, uma classe maior de sis-
temas tem sido estudada, permitindo assim o uso de uma mesma abordagem para
uma variedade de sistemas nao-lineares com diferentes propriedades. Nesse escopo,
inserem-se os modelos de Volterra, comumente utilizados para a representacao de
processos nao-lineares.

Este trabalho aborda o problema de modelagem de sistemas nao-lineares uti-
lizando modelos de Volterra (Schetzen 1980, Rugh 1981, Nelles 2001, Doyle III et
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al. 2002, Aguirre 2007). Os modelos de Volterra sdo uma classe de modelos poli-
nomiais sem realimentacao do sinal de saida e possuem importantes aplicagoes em
estudos envolvendo identificagao e controle de processos dinamicos. Estes modelos
tém grande relevancia na representagao matematica de sistemas nao-lineares devido
a sua estrutura geral nao-linear, além de serem uma generalizacao direta do mo-
delo de resposta ao impulso, que relaciona a entrada e a saida de sistemas lineares
(Eykhoff 1974, Schetzen 1980, Aguirre 2007, Campello e Oliveira 2007c¢).

Os modelos de Volterra sao parametrizados por funcoes multidimensionais co-
nhecidas como kernels de Volterra. Em geral, um nimero elevado de parametros é
necessario para representar os kernels, que sao respostas ao impulso generalizadas.
Entretanto, o niimero de termos necessarios para a representacao dos modelos pode
ser reduzido usando-se uma estrutura do tipo Wiener (Wiener 1958) ortogonalizada
em uma base de funcoes apropriada. Esta representacao possui uma dinamica li-
near constituida por um conjunto de filtros de fung¢oes ortonormais, seguida de um
mapeamento estatico nao-linear (Schetzen 1980, Rugh 1981, Nelles 2001). Nesta
abordagem, cada kernel do modelo é descrito matematicamente por meio de uma
expansao em uma base de fungdes ortonormais (Orthonormal Basis Functions —
OBF). O modelo resultante, também conhecido como modelo OBF-Volterra, permite
aproximar o sistema em estudo usando um numero menor de termos se a base
de fungoes for projetada adequadamente. As funcoes ortonormais sao geralmente
caracterizadas por parametros de projeto livre (pélos). A parametrizagdo de modelos
de Volterra por meio de uma estrutura baseada em func¢oes ortonormais é atrativa,
dentre outras razoes, porque o modelo resultante é linear nos parametros (Eykhoff
1974, Schetzen 1980). Esta caracteristica permite usar técnicas de regressao linear
para identificar o sistema a partir de medicoes realizadas. Modelos que utilizam
bases de fungoes ortonormais na sua representacao também sao conhecidos como
modelos OBF.

Em principio, um conjunto de fungoes ortonormais é capaz de modelar qualquer
sistema estavel, independentemente de sua dinamica (Nelles 2001). A utilizagao de
fungoes ortonormais permite uma reducao na ordem da representacao do modelo,
simplificando assim os problemas de identificagdo e controle associados (Van den
Hof et al. 1995, Heuberger et al. 2005). Uma abordagem com bases ortonormais
possibilita também incorporar no processo de identificacao um conhecimento prévio
sobre a dinamica do sistema (Heuberger et al. 1995, Ninness e Gustafsson 1997).
Assim, o problema de estimacao dos coeficientes do modelo se beneficia da rapida
taxa de convergéncia, implicando em um menor niimero de termos a serem determi-
nados para modelar o sistema com uma precisao satisfatoria. Esta condi¢ao provoca
uma consequente reducao na variancia da estimacao do modelo.

Outras caracteristicas desejaveis podem ser obtidas com o uso de funcoes ortonor-
mais em modelos de sistemas dinamicos. Dentre elas, pode-se citar a auséncia
de realimentacao da saida, o que por sua vez nao provoca realimentacao de er-
ros de previsao de horizonte longo, normalmente levando a modelos mais precisos
(Nelles 2001). Além disso, nao é necessario conhecer os termos passados relevantes
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dos sinais de entrada/saida do sistema. E possivel também aumentar a capacidade
de representagao dos modelos simplesmente incrementando o ntmero de fungoes
ortonormais da base. Modelos baseados em funcgoes ortonormais exibem ainda
tolerancia a dinamicas nao-modeladas e sensibilidade reduzida aos parametros esti-
mados (Dumont e Fu 1993).

Potenciais aplicacoes das fungoes ortonormais residem no campo de identificacao
de sistemas e processamento de sinais (Oliveira e Silva 1995a, Heuberger et al.
2005). Outras aplicagoes destas fungoes incluem também teorias de circuitos, de
controle e de otimizacao de sistemas. A decomposicao de sinais e sistemas em
termos de componentes ortonormais pode ter um papel importante em algoritmos de
otimizacao correspondentes, uma vez que a escolha de estruturas ortonormais pode
ser feita dependente de conhecimento prévio do sistema a ser descrito (Heuberger et
al. 1995, Van den Hof et al. 1995).

Modelos lineares e nao-lineares baseados em conjuntos de fungbes ortonor-
mais tém sido usados em estudos envolvendo identificacao e controle de processos
dindmicos (Schetzen 1980, Dumont e Fu 1993, Heuberger et al. 1995, Bokor e Schipp
1998, Oliveira et al. 2000, Doyle III et al. 2002, Heuberger et al. 2005, Campello et
al. 2007a, Campello et al. 2007b). Em principio, uma base ortonormal pode ser
construida selecionando-se os parametros de projeto livre (pélos) de maneira ar-
bitraria. Entretanto, se a escolha da base for adequada para o sistema em estudo,
uma boa aproximacao pode ser gerada com um ntumero reduzido de parametros.
Muitos trabalhos recentes tém estudado a selecao étima dos pdlos que caracterizam
os conjuntos de funcoes ortonormais discretas mais comumente utilizadas na repre-
sentacao de sistemas lineares e nao-lineares, que sao as bases de Laguerre, de Kautz,
e as fungoes ortonormais generalizadas (Generalized Orthonormal Basis Functions
— GOBF) (Broome 1965, Wahlberg e Mékila 1996, Bokor e Schipp 1998, Heuberger
et al. 2005).

1.1 Histérico sobre o uso das bases de Laguerre,
Kautz e GOBF

Nas tultimas décadas, tem havido grande interesse no uso de fungoes ortonormais
(discretas e continuas) de Laguerre para o estudo de aproximagcao, modelagem, fil-
tragem, identificacao e controle de sistemas (Clowes 1965, Schetzen 1980, Masnadi-
Shirazi e Ahmed 1991, Wahlberg 1991, Fu e Dumont 1993, Oliveira e Silva 1994, Tan-
guy et al. 1995, Campello et al. 2004, Kibangou et al. 2005b, Campello et
al. 2007a, Campello et al. 2007b). Uma importante vantagem das fungoes de La-
guerre é que elas possuem transformadas que sao fungoes racionais com uma forma
repetitiva simples, por serem parametrizadas por um tunico poélo real. Na area de
modelagem, quando um modelo truncado usando funcgoes de Laguerre é utilizado,
um problema de projeto consiste da selegao 6tima dos pélos que minimizam o erro
de aproximacao.
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A selecao de pélos da base de Laguerre ja foi estudada exaustivamente na lite-
ratura. Um dos primeiros trabalhos nesse sentido abordou a aproximacao de sis-
temas continuos lineares (Clowes 1965). Investigou-se também a selegao étima de
pélos de Laguerre para uma classe particular de sistemas lineares (Masnadi-Shirazi
e Ahmed 1991), propondo-se métodos off-line para otimizar a parametrizacdo de
modelos lineares (modelos de Volterra de primeira ordem) baseados na minimizagao
da energia do erro de aproximacao da resposta ao impulso. Estes métodos fornecem
o valor 6timo do pélo de Laguerre, porém eles requerem um custo computacional
relativamente alto, pois ha a necessidade de se calcular raizes reais de polinomios de
ordem elevada.

Métodos que fornecem uma solugao analitica global para a escolha do pdlo 6timo
de Laguerre na representagao de sistemas lineares sdo apresentados na literatura (Fu
e Dumont 1993, Tanguy et al. 1995). Em um destes trabalhos (Fu e Dumont 1993),
otimiza-se uma funcao de custo quadratica que forca uma rapida convergéncia da
série ortonormal através de um aumento linear do custo atribuido a cada coefi-
ciente adicional. Em outro trabalho (Tanguy et al. 1995), propoe-se um método que
nao exige conhecimento completo do sinal a ser aproximado, sendo assim adequado
para lidar com dados experimentais. No que diz respeito ao estudo de sistemas
nao-lineares discretos, foram estudados inicialmente os modelos OBF-Volterra de
segunda ordem (Campello et al. 2001), e posteriormente os modelos de qualquer
ordem (Campello 2002, Campello et al. 2003, Campello et al. 2004, Campello et
al. 2006, Campello et al. 2007a), apresentando-se uma solugao analitica global para
a escolha 6tima do polo de Laguerre. Nestes trabalhos, adotou-se uma funcao de
custo que forca a convergéncia da série aumentando-se linearmente o custo designado
a cada coeficiente da expansao ortonormal. Foram obtidas expressoes analiticas para
os polos 6timos de Laguerre quando os kernels de Volterra sao parametrizados por
uma base tnica (Campello et al. 2003, Campello et al. 2004) e também por bases
distintas (Campello et al. 2006). Estes resultados representam extensoes para o con-
texto de sistemas nao-lineares de um estudo pioneiro que estudou modelos lineares
(Fu e Dumont 1993). Estudos envolvendo a selegdo de pélos da base de Laguerre
inclui ainda outros trabalhos (Wahlberg 1991, Oliveira e Silva 1995a, Ngia 2001).

Dinamicas pouco amortecidas, entretanto, sao dificeis de aproximar com um
niumero pequeno de fungoes de Laguerre. As fungoes de Kautz conseguem aproxi-
mar sinais com comportamento oscilatério com uma maior precisao. Por este mo-
tivo, estas fungoes tém recebido maior atengdo em trabalhos recentes (Wahlberg
1994, Oliveira e Silva 1995b, den Brinker et al. 1996, Tanguy et al. 2002, da Rosa
et al. 2007, da Rosa et al. 2008a). O problema de identificagdo de sistemas line-
ares e invariantes no tempo por meio de uma expansao finita usando funcoes de
Kautz no dominio da frequéncia ja foram abordados (Wahlberg 1994). Condigoes
de otimalidade para a aproximacao de sistemas SISO — Single Input-Single Output —
lineares por meios de uma expansao truncada utilizando funcoes de Kautz também
ja foram estudados (Oliveira e Silva 1995b, den Brinker et al. 1996). Estas condigoes
de otimalidade sao de grande interesse teodrico, entretanto elas podem resultar em
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célculos complicados em casos praticos (Tanguy et al. 2000). A relacdo entre as
bases de funcoes de Laguerre e de Kautz foi estudada através de uma andlise de
mapeamentos no dominio complexo z (Wahlberg e Mékild 1996). De acordo com as
discussoes apresentadas, essa andlise fornece uma intuicao sobre que tipo de funcgoes
ortonormais deveriam ser utilizadas dado um certo conhecimento prévio a respeito
do sistema linear a ser modelado.

No contexto da selecao dos polos da base de Kautz, um procedimento para
escolher adequadamente os parametros de Kautz no caso de sistemas lineares com
um numero finito de fungoes utilizado na expansao dos modelos foi proposto na
literatura (Tanguy et al. 2000). Uma expressao analitica para a selegdo sub-6tima
dos pélos de Kautz na representacao de sistemas lineares discretos também ja foi
apresentada (Tanguy et al. 2002). Estes resultados foram posteriormente estendidos
para o contexto de modelos de Volterra (da Rosa 2005, da Rosa et al. 2005, da
Rosa et al. 2007). Nesta extensdo, a estratégia apresentada é vélida quando os
kernels do modelo sao previamente conhecidos, além de adotar a mesma base de
Kautz para representar todas as diregoes do kernel. A solucao consiste de uma
solucao analitica global para a escolha 6tima de um dos parametros de Kautz na
representacao de modelos de Volterra. Esta solucao é baseada na minimizacao de
um limitante superior resultante da aproximacao truncada dos kernels de Volterra
usando bases de fungoes ortonormais de Kautz.

Apesar dos importantes resultados tedricos e dos avancos atingidos com relacao
as abordagens analiticas para otimizar os polos das bases ortonormais, todas as
solugoes que foram obtidas até hoje possuem pelo menos uma das seguintes desvan-
tagens:

1. Os kernels do sistema precisam ser conhecidos a priori. Esta é uma dificil
imposicao na pratica, pois os kernels sao fungdes nao-parametrizadas cuja
medi¢ao sé se torna possivel se suas contribuicoes individuais puderem ser
separadas da resposta total do sistema;

2. A solucao é apenas sub-6tima, pois minimiza um limitante superior do erro de
aproximacao do modelo e/ou otimiza somente um sub-conjunto dos parametros
da base;

3. A solugao ¢ restrita as bases de Laguerre ou de Kautz. Nao se tem conhe-
cimento de trabalhos na literatura que tenham obtido solugoes analiticas para
otimizacao dos polos de bases GOBF.

Levando-se em consideracao estas desvantagens relacionadas com a otimizacao
analitica dos pdlos das bases ortonormais, uma outra abordagem apresentada na
literatura para a selecao de pdlos esté relacionada com procedimentos numéricos de
otimizacao (Bodin et al. 1997, Sarroukh et al. 2001, Hacioglu et al. 2001, Kibangou
et al. 2003, Kibangou et al. 2005a, Kibangou et al. 2005¢, Patwardhan et al. 2005).
Pelas razoes descritas acima, estratégias numéricas sao mandatorias em problemas
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de otimizagao usando modelos baseados em GOBF, ou quando nao se conhece os
kernels do sistema previamente. Foram propostos métodos iterativos de selecao de
pélos para representagao de modelos OBF-Volterra de segunda ordem (Kibangou et
al. 2003, Kibangou et al. 2005¢). A desvantagem destes métodos é que eles possuem
alta demanda computacional, pois sao baseados em uma busca exaustiva dos pélos
da base. Em cada passo do procedimento, uma nova funcao é selecionada a partir
de um conjunto de fungoes GOBF que possui pélos reais e distintos entre si. O
polo associado com cada nova funcao é escolhido como um elemento de um conjunto
candidato de polos que resultam da discretizacao de seu intervalo de factibilidade.
Esta estratégia foi posteriormente melhorada ao se reduzir a complexidade computa-
cional, e ainda estendendo-se os resultados para modelos de Volterra de qualquer
ordem (Kibangou et al. 2005a). Conforme comentado pelos autores desses trabalhos
(veja e.g. (Kibangou et al. 2005b)), nao se tem nenhuma andlise de convergéncia
desses métodos.

Uma teoria geral das funcoes ortonormais foi desenvolvida para a modelagem de
sistemas lineares usando GOBF (Heuberger et al. 1995, Van den Hof et al. 1995),
explorando-se a conexao entre o comportamento dinamico de um sistema e as
funcoes de base ortonormal. Por meio de métodos de identificagao do tipo minimos
quadrados, observou-se que um nimero reduzido de coeficientes precisa ser estimado
quando a base de funcgoes é escolhida adequadamente. Resultados mostraram que
esta escolha apropriada leva a modelos aproximados mais exatos com poucos coefi-
cientes estimados. Mostrou-se ainda para o caso linear que a qualidade de um modelo
baseado em fungoes ortonormais aumenta rapidamente quando a sua dinamica se
aproxima da dinamica do sistema real.

Conforme sera discutido no Capitulo 2, a expressao geral das funcoes GOBF pos-
sui a desvantagem de gerar fungoes com respostas ao impulso complexas. Para su-
perar esta propriedade indesejavel, um novo método para a construcao de GOBF foi
desenvolvido (Ninness e Gustafsson 1997). Esta metodologia fornece um nimero in-
finito de novas bases ortonormais que permitem incorporar um conhecimento prévio
sobre qualquer nimero e tipo de pdlos estaveis. No aspecto da selecao de podlos
em modelos lineares usando GOBF, condicoes de otimalidade para séries trun-
cadas também foram apresentadas (Oliveira e Silva 1997, Heuberger et al. 2005),
discutindo-se aspectos tedricos sobre a estacionariedade de uma funcgao objetivo na
selecao 6tima de polos das fungoes ortonormais. Esses resultados sao uma extensao
de estudos anteriores realizados para a base de Laguerre (Oliveira e Silva 1994) e
para a base de Kautz (Oliveira e Silva 1995b).

Outros trabalhos recentes (Nalbantoglu et al. 2003, Ziaci e Wang 2006) utilizaram
fungoes GOBF para identificacao de sistemas fisicos reais. O primeiro destes tra-
balhos estudou a alocacao de pdlos estimados a partir de fungoes de transferéncia
nao-paramétricas usando técnicas de identificagao no dominio da frequéncia. Ja
o segundo abordou a identificagao de sistemas baseados em GOBF aplicada a um
sistema onde a funcao de transferéncia do modelo possui polos reais e complexos.
Uma estratégia de otimizacao global foi implementada para obter a alocacao de pélos
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de funcoes generalizadas. Ainda no contexto do uso de func¢oes GOBF na identi-
ficacao de sistemas, abordou-se a aplicacao destas fungoes em processos estocédsticos
(Ninness et al. 1999).

Uma formulacao geral de otimizagao numérica na representacao de sistemas li-
neares que envolve a decomposicao do problema de identificacao do modelo com-
pleto em um procedimento iterativo de dois passos é apresentada na literatura
(Patwardhan et al. 2005): uma atualizacdo nos parametros da base ortonormal
(pdlos) seguido por uma atualizagao dos parametros restantes do modelo mantendo-
se os polos fixos. Esta decomposicao reduz a complexidade do problema de iden-
tificacao, porém nenhuma estratégia foi fornecida para se determinar a diregao de
busca a ser seguida pelo algoritmo de otimizacao. A principal dificuldade neste as-
pecto é devido ao fato de que os polos da base estao relacionados com a saida do
modelo através de equagoes dinamicas. Um trabalho complementar (Patwardhan et
al. 2006) abordou o controle preditivo baseado em fungoes ortonormais. O cldssico
método de descida do gradiente ja foi aplicado para a selecao dos pélos das bases
de Laguerre, de Kautz e GOBF na descrigao de sistemas nao-lineares (Hacioglu et
al. 2001). Entretanto, a formulagao do gradiente e as correspondentes diregoes de
busca foram somente aproximadas por meio de estimativas instantaneas (estaticas)
de suas derivadas parciais.

Os objetivos deste trabalho envolvem apresentar resultados a respeito de mode-
los 6timos que simplifiquem suas implementacoes computacionais. As metodolo-
gias abordadas nesse sentido envolvem a representacao de sistemas dinamicos nao-
lineares por meio de modelos de Volterra baseados em funcoes ortonormais.

1.2 Organizacao do trabalho e contribuicoes

O presente trabalho esta organizado da seguinte forma:

e Capitulo 2 — Modelos de Volterra Baseados em Fungoes Ortonor-
mais: Discute os modelos discretos de Volterra e sua relevancia na modelagem
de sistemas dinamicos, além dos aspectos matematicos dessa representacgao.
O capitulo apresenta as séries de Volterra como uma generalizacao do mode-
lo de resposta ao impulso, bem conhecido no estudo de sistemas lineares. O
nimero elevado de parametros geralmente necessarios para representar os ker-
nels de Volterra pode ser reduzido ao se descrever cada kernel usando uma
base de fungoes ortonormais. O modelo resultante, conhecido como modelo
OBF-Volterra, consiste de uma dinamica linear composta por um conjunto
de filtros ortonormais, seguida por um mapeamento estatico, aqui represen-
tado pela série de Volterra. Esta nova representagao requer um nimero re-
duzido de termos se a base ortonormal utilizada for escolhida adequadamente.
Apresentam-se ainda as bases de fungoes ortonormais mais comumente uti-
lizadas na modelagem de sistemas dinamicos. Dentre elas, destacam-se as
bases de Laguerre e de Kautz, que sao um caso especial das funcoes ortonor-
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mais generalizadas (GOBF). As fungdes ortonormais geralmente sdo carac-
terizadas por pdlos livres, o que motiva o estudo da sua selecao 6tima. Este
problema é tema de estudo dos Capitulos 3 e 4.

Capitulo 3 — Desenvolvimento Otimo de Modelos de Volterra U-
sando Bases Miiltiplas de Kautz: Estuda a selecao dos pélos livres que
parametrizam as bases de fungoes ortonormais de Kautz. Por meio de um
teorema, obtém-se um limitante superior para o erro resultante do trunca-
mento da expansao dos kernels de Volterra em um nimero finito de fungoes
da base de Kautz. O problema central do capitulo é abordado minimizando-se
esse limitante superior do erro de aproximacao, obtendo-se assim uma solucao
analitica sub-6tima para a parametrizacao das bases de Kautz utilizadas na
expansao dos kernels de Volterra. Nesta abordagem, que ¢ valida para mode-
los de Volterra de qualquer ordem, cada direcao dos kernels é parametrizado
por uma base de Kautz individual. Este resultado, que também é apresen-
tado em (da Rosa et al. 2008a), representa uma generalizagdo de trabalhos
anteriores que utilizaram uma tnica base de Kautz para todas as diregoes dos
kernels (da Rosa 2005, da Rosa et al. 2005, da Rosa et al. 2006, da Rosa et
al. 2007). Esta abordagem também pode ser vista como uma extensao, para
o contexto da base de Kautz, de outro trabalho que investigou esse problema
no escopo da base de Laguerre (Campello et al. 2006). Deseja-se assim fazer
uma comparacao entre as diferentes abordagens. Desta forma, é esperado que
o uso de bases multiplas reduza o erro de truncamento quando o kernel apre-
senta dinamicas diferentes entre si em cada uma de suas direcoes. Propoe-se
ainda um procedimento iterativo para a estimacao simultanea dos kernels de
Volterra e dos polos de Kautz, que é aplicado na modelagem de um sistema
nao-linear de levitacao magnética com comportamento oscilatorio.

Capitulo 4 — Direcoes de Busca Exatas Para Otimizagao dos Pdlos
de Bases Ortonormais: Apresenta resultados referentes a aproximacao de
modelos OBF-Volterra por meio da selecao numérica dos podlos das bases
ortonormais. O problema central abordado, também apresentado em (da
Rosa et al. 2008b, da Rosa et al. aceito), envolve a minimizagdo de uma
funcao de custo quadratica que leva em conta o erro de estimacgao da saida
do sistema. Particular énfase é dada para modelos baseados em funcoes de
Kautz e para modelos baseados em GOBF, embora um estudo relativo as
fungoes de Laguerre pode ser facilmente adaptado como um caso particu-
lar. Calcula-se analiticamente os gradientes das saidas dos filtros de Kautz e
GOBF em relagao aos parametros (p6los) destas fungoes usando uma técnica
back-propagation-through-time. Estes gradientes podem indicar uma direcao de
busca a ser seguida por um algoritmo de otimizacao nao-linear para a selecao
otima dos poélos. Em particular, adota-se aqui o algoritmo de Levenberg-
Marquardt (Levenberg 1944, Marquardt 1963, Nelles 2001) que vem a ser uma
escolha usual em problemas de otimizacao nao-linear de porte médio (Nocedal
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e Wright 1999, Nelles 2001). Os resultados tedricos obtidos sdo aplicados
na modelagem de sistemas lineares e nao-lineares, inclusive do sistema de
levitagao magnética descrito no Capitulo 3.

e Capitulo 5 — Modelagem de Sistemas Nao-Lineares Incertos Usando
Funcgoes Ortonormais: Aborda o célculo de limitantes de incertezas de sis-
temas nao-lineares incertos usando modelos de Volterra baseados em fungoes
ortonormais. Estas incertezas sao formuladas sobre os kernels de Volterra
do modelo e sao mapeadas em intervalos de pertinéncia que definem os co-
eficientes da expansao ortonormal. Uma série de problemas de otimizacao
nao-linear sao propostos para estimar os limitantes das incertezas, permitindo
assegurar que os comportamentos do processo incerto estejam representados
no modelo. Os resultados tedricos apresentados representam uma extensao,
para o contexto dos modelos nao-lineares de Volterra, de estudos anteriores
que abordaram esse problema para os modelos lineares (Oliveira 1997, Oliveira
et al. 2000, Moreira 2006) . A metodologia proposta é aplicada para obter a
representacao de sistemas nao-lineares incertos por meio de modelos basea-
dos em funcoes ortonormais. No exemplo ilustrativo apresentado, o modelo
adotado utiliza funcoes de Kautz.

e Capitulo 6 — Conclusoes, Contribuicoes e Perspectivas Futuras: A-
presenta as conclusoes deste trabalho, bem como as contribuicoes na area de
modelagem de sistemas lineares e nao-lineares. O capitulo discute ainda as
perspectivas para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Modelos de Volterra Baseados em
Funcoes Ortonormais

A modelagem de sistemas apresentada neste capitulo é baseada na representacao em
modelos de Volterra. Estes modelos constituem uma classe de modelos polinomiais
nao-recursivos, isto é, sem realimentacao da saida. Embora seja uma ferramenta
matematica, a sua aplicagdo a representagao entrada/saida de sistemas pode ser
discutida inicialmente sem a necessidade de um desenvolvimento matematico mais
elaborado. Serao discutidas as principais vantagens e desvantagens dos modelos
de Volterra na modelagem de sistemas lineares e nao-lineares. Aborda-se também
o conceito de simetrizacao dos kernels de Volterra, que se apresenta como uma
ferramenta matematica para se obter uma representagao de sistemas via modelos de
Volterra com menor complexidade.

Este capitulo tem o objetivo de apresentar a terminologia, a notacao e as ma-
nipulacgoes béasicas relacionadas com as representagoes de sistemas nao-lineares por
modelos de Volterra. Esses modelos sao parametrizados por fungoes multidimen-
sionais, chamadas kernels de Volterra, e representam uma generalizagao do modelo
de resposta ao impulso para a descri¢ao de sistemas nao-lineares. Em principio, um
nimero elevado de parametros é necessario para representar os kernels de Volterra
(respostas ao impulso generalizadas) pois, como os modelos de Volterra nao possuem
realimentacao do sinal de saida, eles geralmente necessitam de um grande ntimero de
termos (Schetzen 1980, Nelles 2001, Doyle IIT et al. 2002, Aguirre 2007, Campello e
Oliveira 2007c). Esta desvantagem pode ser contornada descrevendo-se cada kernel
por meio de uma expansao em bases de fungoes ortonormais. O modelo resultante
em geral exige um nimero menor de termos para representar o sistema.

Apresenta-se também os conjuntos de funcoes ortonormais mais comumente
utilizados na aproximacao de sinais e de sistemas, que sao as bases de La-
guerre, de Kautz e GOBF (Broome 1965, Wahlberg e Mékila 1996, Bokor e
Schipp 1998, Heuberger et al. 2005). Posteriormente, uma maior atengao serd
dada para as funcoes de Kautz, abordando-se sua relevancia na aproximacao de
sistemas estaveis invariantes no tempo. Conforme serd visto, as fungoes de Kautz

11
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sao parametrizadas por um par de pdlos complexos conjugados, permitindo assim
uma melhor representagao de sistemas com comportamento oscilatério quando com-
parado com a base de Laguerre, por exemplo.

2.1 Modelos de Volterra

Dentro do contexto dos sistemas lineares, o conhecimento de uma funcao temporal
que caracterize um sistema fisico do mundo real (por exemplo, a resposta ao im-
pulso) é suficiente para determinar a saida do sistema para qualquer sinal de entrada
(Eykhoff 1974, Schetzen 1980). Uma aplicacao comumente utilizada é a previsao da
saida de sistemas para projeto de controladores preditivos. Na descricao de um
processo nao-linear, também seria desejavel obter uma funcao temporal que o ca-
racterize, dai o interesse pelo estudo dos modelos de Volterra.

Os modelos de Volterra sao essencialmente uma expansao funcional entrada-
saida de um sistema nao-linear cuja estrutura é dada por uma generalizagao direta
do modelo de resposta ao impulso (Eykhoff 1974, Nelles 2001, Aguirre 2007). A
conexao destes modelos com a teoria de sistemas nao-lineares e a sua capacidade de
representar uma grande classe de sistemas nao-lineares os tornam bastante atrativos.

A representacgao de sistemas por meio de modelos de Volterra foi introduzida pelo
italiano Vito Volterra, no final do século XIX. Entretanto, o primeiro uso da série
de Volterra para o estudo de sistemas nao-lineares é creditado a Norbert Wiener, ja
no século XX. A utilizacdo destes modelos permite (Eykhoff 1974):

e obter uma relacao explicita entre os sinais de entrada e saida;

e estudar sistemas excitados por sinais aleatorios;

e descrever um sistema nao-linear como uma generalizacao do caso linear;

e estender a modelos nao-lineares conceitos definidos somente para os lineares.

Uma importante vantagem dos modelos de Volterra é que eles representam uma
extensao direta dos modelos lineares de resposta ao impulso. Descrever um sistema
nao-linear por meio de fungoes temporais que o caracterizem completamente é uma
vantagem que pode ser utilizada na solucao de problemas referentes a esses sistemas.
Em outras palavras, as séries de Volterra tornam possivel usar alguns conceitos,
definidos somente para os sistemas lineares, para representar também os processos
nao-lineares (Eykhoff 1974).

No dominio do tempo discreto, a descricao matematica dos modelos de Volterra
relaciona a saida y(k) de um processo fisico causal com sua entrada u(k) como
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(Schetzen 1980, Rugh 1981, Doyle III et al. 2002):

y(k) = ho + Zhl(ﬁ)u(k‘—ﬁ) + ZZhQ(Tl,Tg)U(k’—Tl)U(k‘—Tg) +

71=0 71=0 12=0
(2.1)
+ - 4+ Z---Zhn(ﬁ,...,m)u(k—Tl)---u(k—Tn) + -
71=0 =0
onde as fun¢oes multivaridveis h, (7, ..., 7,) sdo os kernels de Volterra de ordem 7,

e hy é um termo adicional inserido apenas para a representacao de eventual nivel
constante nao-nulo na saida do sistema. Um modelo de Volterra descreve a saida de
um sistema nao-linear como a soma das respostas de operadores de primeira ordem,
de segunda ordem, de terceira ordem, e assim por diante.

A série de Volterra dada na equagao (2.1) representa uma generaliza¢ao do mode-
lo de resposta ao impulso. Este modelo, tradicionalmente utilizado para analise de
sistemas lineares, descreve a saida do sistema como a convolucao de sua resposta ao
impulso h(k) com a entrada do sistema, i.e.:

y(k) =Y h(r)u(k —7) (2.2)

A equagao (2.2) descreve os sistemas dinamicos lineares invariantes no tempo, de
forma que a dinamica do sistema fica completamente determinada por sua resposta
ao impulso (Eykhoff 1974, Doyle 111 et al. 2002, Heuberger et al. 2005, Aguirre 2007).

Desconsiderando o termo hy no modelo de Volterra em (2.1), este modelo pode
ser reescrito da seguinte forma:

[e.e]

y(k) = DD > hy(ri 7)) [Julk =) (2.3)

n=1 11=0 =0

~
—_

Ou ainda:
y(k) = Hilu(k)] + Holu(k)] + -+ + Hylu(k)] + --- (2.4)

onde

Holu®)] = Y Y hy(ri. o mulk —7) - u(k — 7,) (2.5)

71=0 =0

Como o termo H,[u(k)] em (2.5) contém contribuicoes de grau n para a en-
trada u(k), nota-se que o modelo de Volterra em (2.1) representa uma generali-
zagao nao-linear polinomial do modelo linear (2.2). Em outras palavras, as fungoes
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hy(T1,...,T,) sdo uma generalizacao de dimensao n (com 1 =1,2,...) da funcéo de
resposta ao impulso de um sistema linear. Neste contexto, n representa o grau de
nao-linearidade do sistema.

A série de Volterra pode ser ilustrada de uma forma esquematica como apresen-
tado na Figura 2.1. Nesta representagao, a saida y(k) é descrita como uma soma das
contribui¢es de cada funcional H; (com j = 1,2,...,7n) aplicado a entrada u(k),
onde os termos H; sdo dados pela equagao (2.5).

Hi

@)

Figura 2.1: Representacao esquematica de um sistema representado por uma série
de Volterra.

A representagao do modelo (2.1) é do tipo
y(k) = O({u(r)}7=E) (2.6)

onde O é um operador nao-linear que representa o sistema a ser modelado. Em
termos matematicos, O pode ser um funcional, ou seja, é uma operacao sobre uma
funcao cujo resultado é um ntmero.

Como visto acima, os modelos de Volterra possuem somas de infinitos termos.
Consequentemente, devem haver condicoes de convergéncia associadas que precisam
ser satisfeitas para garantir que a representacao de um sistema por tal modelo tenha
significado fisico. Em alguns casos, é possivel investigar a convergéncia da série de
Volterra usando uma série de poténcias (Schetzen 1980). Entretanto, raramente a
série é obtida em uma forma fechada (expressao analitica). Na maioria dos casos,
somente uma série truncada pode ser usada, desde que forneca uma estimativa
satisfatoria da representacao quando sao desprezados os termos de ordem superior.
Se a série de Taylor do operador O tiver convergéncia garantida, é possivel truncé-la
a partir de um certo nimero de termos. A partir do ultimo termo considerado na
aproximacao da série, as parcelas de maior ordem podem ser desprezadas. Essa
simplificacao reduz o esforco computacional requerido nas simulagoes, sendo capaz
de representar com boa precisao grande parte dos operadores O nao-lineares (Boyd
e Chua 1985). Detalhes formais sobre a convergéncia da série de Volterra podem ser
encontrados na literatura (Eykhoff 1974, Rugh 1981).
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Na modelagem de sistemas dinamicos estaveis, os kernels de Volterra podem
apresentar trés propriedades importantes (Eykhoff 1974):

® h,(11,7,...,7,) podem ser construidos de forma a serem simétricos
o lim h,y(m,72,...,7,) =0 [=1,2,....n
T]—0Q

.hn(TbTQa'--;Tn):O V1, <0 l:1,2,...,77

Quanto a primeira propriedade, tem-se que os termos h, (7, 7o, ..., T,) referen-
tes a qualquer permutacao dos indices 7, 7y,...,7, multiplicam o mesmo valor
u(k —7)---u(k —7,) na equacao (2.3). Logo, pode-se arbitrar a simetria dos ker-
nels sem nenhuma consequéncia para a capacidade de aproximagao do modelo. Neste
caso, o problema de estimacao dos kernels simplifica-se a estimacao referente apenas
a uma das metades do dominio. Ja a segunda propriedade surge apenas na mode-
lagem de sistemas em que a resposta a uma excitagao na entrada desaparece com
o tempo até nao contribuir mais com a saida significativamente, o que remete aos
sistemas estaveis (Boyd e Chua 1985). Sistemas com esta caracteristica sdo também
conhecidos como sistemas com fading memory. Esta propriedade é importante,
dentre outros fatores, porque permite um truncamento em cada série de Volterra.
O truncamento do termo de ordem 7, por exemplo, é realizado considerando que
hy(T1,...,7) = 0 para > ¢, (VI € {l,...,n}), onde o escalar ¢, representa o
periodo de tempo além do qual a contribuicao do respectivo kernel é desprezivel.
A terceira propriedade advém do fato de o sistema ser considerado causal e com
condicoes inicias nulas, isto é, a resposta de um sistema fisico realizavel nao de-
pende de valores futuros do sinal de entrada.

Embora uma série de Volterra, como aquela em (2.1), seja capaz de modelar
sistemas dinamicos nao-lineares, ela possui algumas desvantagens. A principal de-
las é a dificuldade de obter um nimero necessario de kernels para aproximar com
precisao um dado sistema. O numero de kernels necessarios para aproximar um
sistema nao-linear d4 uma ideia do grau de nao-linearidade do sistema. Assim, um
sistema que ¢é suavemente nao-linear pode requerer somente um modelo de Volterra
de segunda ordem, enquanto que um sistema altamente nao-linear pode necessitar
de um numero maior de kernels para fornecer resultados satisfatérios.

Dado um sistema dinamico descrito por um modelo de Volterra como em (2.1),
o problema de identificacdo consiste em estimar o conjunto de kernels h, (7, ..., 7))
do modelo. Este problema é, em principio, extremamente complicado, uma vez
que os kernels sao fungoes multidimensionais nao-parametrizadas (Schetzen 1980,
Rugh 1981). Uma abordagem intuitiva seria generalizar a ideia dos modelos FIR
(Finite Impulse Response) (Eykhoff 1974, Heuberger et al. 2005, Aguirre 2007),
substituindo o valor de cada componente do kernel como um parametro individual
a ser estimado. Esta abordagem seria possivel para a modelagem de sistemas com
fading memory, em que, com base na segunda propriedade dos kernels de Volterra
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discutida anteriormente, o conjunto de parametros poderia ser finito através do
truncamento dos termos da série. Porém, mesmo no caso dos modelos FIR que
envolvem apenas o kernel de primeira ordem, a quantidade de parametros necessarios
para uma aproximagcao satisfatoria pode ser elevada, principalmente se o sistema
possuir dinamicas lentas. A insercao de kernels de ordens superiores provocaria um
aumento exponencial da quantidade de parametros, o que tornaria essa abordagem
infactivel para grande parte das aplicagoes praticas (Billings 1980).

De uma forma geral, os modelos de Volterra sao tteis para representacao de
sinais e sistemas devido a sua estrutura geral nao-linear. Entretanto, a principal
desvantagem desses modelos é que eles necessitam de um numero consideravel de
termos para a representagao dos kernels de Volterra (Eykhoff 1974, Rugh 1981, Nelles
2001, Doyle IIT et al. 2002, Aguirre 2007, Campello e Oliveira 2007¢). Em principio,
a medicao dos kernels s6 se torna possivel se suas contribuicoes individuais puderem
ser separadas da resposta total do sistema (Schetzen 1980). Nenhum método exato
de isolar um operador de Volterra individual existe para modelos que nao sao de
ordem finita. Outra desvantagem reside na convergéncia da série de Volterra. A
representacao de um sistema fisico por meio de uma série de Volterra converge
apenas em um intervalo limitado da amplitude do sinal de entrada.

Uma abordagem interessante para contornar os problemas discutidos acima foi
apresentada inicialmente por Wiener (1958), e consiste na expansao dos kernels
de Volterra usando conjuntos de func¢oes ortonormais. Com esta abordagem, o
nimero de termos necessarios para a representacao dos modelos de Volterra pode
ser drasticamente reduzido (Schetzen 1980, Rugh 1981, Heuberger et al. 2005). Estes
modelos serao estudados posteriormente na segao 2.2.

2.1.1 Exemplo

A tarefa de identificar um sistema utilizando uma série de Volterra consiste em
estimar os kernels h,(ki, ks, . . ., k;) do modelo (2.1). Entretanto este problema pode
ser complexo, ja que os kernels sao fungoes multidimensionais nao-parametrizadas.
Este exemplo ilustra a descricao de um sistema nao-linear usando um modelo de
Volterra com kernel de segunda ordem.

Considere a conexao nao-linear de dois sub-sistemas, conforme mostrado na
Figura 2.2.

Os dois sub-sistemas desta figura sao lineares, caracterizados por suas respectivas
respostas ao impulso, h,(k) e hy(k). Eles sao descritos pela conhecida operagao de
convolugao:

yi(k) =) hi(r)u(k — 7) i=a,b (2.7)

De acordo com o diagrama ilustrado na Figura 2.2, o sistema completo é descrito
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u(k) — y(k)

Figura 2.2: Sistema nao-linear com kernel de Volterra de segunda ordem.

pelo produto das saidas dos dois sub-sistemas lineares, i.e.:
y(k) = ya(k)ys(k)
k

= Z he(m)u(k — 1) Z hy(T2)u(k — 72)

= D> halm)ulk — )y (m)ulk —7) (2.8)

Observando-se a equagao acima, nota-se que o kernel de segunda ordem do sis-
tema ¢é dado por:

ha (71, 72) = ha(T1) e (T2) (2.9)

Portanto, o sistema da Figura 2.2 pode ser representado por meio de um modelo de
Volterra de segunda ordem, conforme visto acima. O kernel de Volterra de segunda
ordem deste sistema é o produto das respostas ao impulso individuais de cada um
dos dois sub-sistemas que compoem o sistema completo.

2.1.2 Simetrizacao dos kernels de Volterra

Na andlise dos kernels de Volterra, pode haver a necessidade de se realizar operagoes
que envolvam reordenamento dos argumentos 7’s em h, (7, ..., 7,). Qualquer ker-
nel assimétrico pode ser simetrizado, de maneira que a analise pode ser realizada
considerando-se somente sua versao simétrica, sem qualquer perda de generalidade
(Schetzen 1980). O principal objetivo da simetrizagao é que considerar que um deter-
minado kernel seja simétrico exige a obtencao de um menor niimero de parametros.
Esta propriedade permite simplificar os calculos computacionais necessarios a es-
timacao dos kernels do modelo.

A regra geral para simetrizar um kernel assimétrico é genericamente escrita como

(Rugh 1981):

sim 1
h77 (7—17‘--77'77) = HZhn(Tﬂ(l),...,Tﬂ-(n)) (210)
w(-)
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onde 7(+) denota qualquer permutagao dos inteiros 1,2,...,n. A soma indicada
na equacao (2.10) é sobre todas as n! permutagoes dos inteiros de 1 a 1. Usando
essa definicao, um kernel de segunda ordem por exemplo é considerado simétrico se
hg(Tl, TQ) = hQ(TQ, Tl).

Para ilustrar o processo de simetrizacao de um kernel de Volterra, considere que
o kernel de terceira ordem de um determinado sistema seja dado por:

h(m1, 72, 73) = g(11)9(72)9(73) f (11 + 72) (2.11)

Aplicando a defini¢do dada em (2.10) a equagao (2.11), tem-se que:

W™ (11,72, 73) = {29(7'2)9(7'1)9(7'3”(7'2 +71) +29(13)9(72)9(11) f (T2 + 73) +

1
6

T 20(m)g(r)g(ra) F (1 + m}

9(12)g(11)g(73) [f(ﬁ +7) + f(+ 7))+ f(n+ 73)] (2.12)

Wl

Embora a versao simétrica do kernel usualmente seja caracterizada por ex-
pressoes matematicas mais complexas do que uma versao assimétrica, a simetrizacao
pode ser um procedimento importante. Isso se justifica pelo fato de que, em muitos
casos, as propriedades dos sistemas podem estar relacionadas de forma mais simples
com as propriedades do kernel simétrico do que com as propriedades de sua versao
assimétrica. Além disso, a determinacao de apenas uma das partes simétricas é
suficiente para a caracterizagao completa do kernel (Schetzen 1980, Rugh 1981).

2.2 Modelos baseados em funcoes ortonormais

Tendo em vista as dificuldades ja discutidas neste capitulo para o problema de
aproximagao de sinais e sistemas, uma abordagem usando desenvolvimento ortonor-
mal se apresenta como uma importante alternativa. Esta abordagem consiste em
representar um determinado sistema usando uma base ortonormal para o espaco de
interesse!. Esse tema é um importante tépico de pesquisa nas dreas de automacao,
controle e processamento de sinais, e vem se constituindo um objeto de estudo amplo
nas tultimas décadas.

2.2.1 Motivacao inicial

O numero de parametros necessarios para representar os modelos de Volterra pode
ser reduzido se uma base de funcoes ortonormais for utilizada para descrever os

'Uma diferente abordagem com bases ortonormais envolve o uso de wavelets, mas este assunto
nao sera estudado aqui.
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kernels do modelo. Esta nova representacao contorna a desvantagem do ntmero
elevado de termos necessario no modelo original de Volterra, incorporando conheci-
mento prévio sobre a dinamica do sistema dentro do processo de identificagao (Van
den Hof et al. 1995, Ninness e Gustafsson 1997, Nelles 2001). Esse conhecimento
pode ser obtido, por exemplo, através de intuicoes fisicas sobre o sistema, ou entao
a partir de medigoes experimentais.

A ideia do uso de funcgoes ortonormais em modelagem para controle e processa-
mento de sinais é cldssica, e foi apresentada inicialmente por Wiener (1958). Esta
representacao permite que o problema de aproximacao correspondente tenha sua
solucao simplificada. As propriedades de ortonormalidade dessas fungoes resultam
em um modelo geral mais simples (Schetzen 1980, Doyle I1I et al. 2002, Heuberger et
al. 2005). A representacao de um sistema estavel em termos de uma base de fungoes
ortonormais se torna extremamente simples se a dinamica das fungoes do modelo se
aproxima da dinamica do processo. Uma estrutura com bases ortonormais permite
incorporar no processo de identificacao o conhecimento sobre a dinamica do sistema
(Heuberger et al. 1995). Além disso, o problema de estimacao dos coeficientes da
expansao se beneficia de uma rapida taxa de convergéncia, implicando em um menor
niumero de coeficientes a serem determinados para modelar o sistema com uma boa
precisao (Van den Hof et al. 1995, Heuberger et al. 2005). Outra vantagem é que as
fungoes ortonormais sao geradas por filtros passa-todas, sendo assim robustas para
implementagoes numéricas (Wahlberg 1994).

Modelos baseados em conjuntos de funcgoes ortonormais tém sido usados em
estudos envolvendo identificacao e controle de processos dinamicos nas ultimas
décadas (Dumont e Fu 1993, Heuberger et al. 1995, Bokor e Schipp 1998, Oliveira et
al. 2000, Doyle III et al. 2002, Heuberger et al. 2005, Campello et al. 2007a, Campello
et al. 2007b). Muitos problemas de controle podem ser formulados como a
otimizacao de uma certa funcao de custo sobre uma classe de sistemas estaveis,
e as fungoes ortonormais fornecem boas parametrizacoes desta classe de sistemas
(Wahlberg e Makild 1996). Modelos que utilizam bases de fungoes ortonormais
possuem propriedades atrativas também em termos de variancia da sua estimagao.
Sabe-se que, em modelos com um grande nimero de parametros, a possibilidade de
se obter estimativas erradas é maior, aumentando assim a variancia da estimacao dos
parametros. Porém, uma selegdo adequada dos parametros/pélos da base ortonor-
mal exige um nimero menor de termos para representar os modelos que conseguem
descrever com precisao a dinamica do processo.

Como os pdlos das fungoes ortonormais sao parametros de projeto livre dentro de
uma regiao de estabilidade, um problema diretamente relacionado é como fazer uma
boa selegao destes parametros (Tanguy et al. 1995, Oliveira e Silva 1995b, Heuberger
et al. 2005). Em termos de projeto de engenharia, parece razoéavel escolher os pdlos
das fungoes préximos aos pélos do sistema. Este problema serd tema de estudo dos
Capitulos 3 e 4.
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2.2.2 Representacao matematica

Esta secao apresenta a descricao matematica dos modelos de Volterra baseados em
fungoes ortonormais (OBF), levando a representagao conhecida como modelos OBF-
Volterra. Esta representacao é possivel para sistemas dinamicos em que os kernels
do sistema sao absolutamente somaveis no espaco [0, 00), i.e.:

Do D gk k)| < o0 (2.13)

k1=0 k=0

A condigao acima implica que o sistema é estavel. Assim, a representacao dos kernels
de Volterra em uma base ortonormal permite que eles sejam truncados, conforme as
discussoes sobre as propriedades dos kernels apresentadas na segao 2.1.

Nos modelos OBF-Volterra, os kernels h, sao descritos matematicamente como
uma expansao numa base de fungoes ortonormais {1 ,, }, da seguinte forma (Schetzen
1980, Doyle III et al. 2002):

ho (ki ...k Z Zazl, ,z,,Hlpm ) (2.14)

11=1 in=1

A expansao dada em (2.14) também pode ser expressa no dominio da frequéncia
complexa z. Neste caso, esta expansao é dada em termos da transformada Z das
funcoes ortonormais, como a seguir:

Hn(zl,..., Z Za“’ 71,71_‘[\1” i Zl (215)

11=1 in=1

onde ¢, (k) é a representagdo das fungdes ortonormais no dominio do tempo, ou

seja, Wy, (2) = Z[,, (k)]
Devido a propriedade de ortonormalidade do conjunto de fungoes {#;,}, os co-
eficientes a(.) podem ser calculados a partir de (2.14) como:

[e%) [e'e] n
i = Z > hy(ky k) T () (2.16)
=0 k=0 =1

Para fazer uma comparacao com os modelos lineares, considere um dado kernel
de primeira ordem. Neste caso, tem-se que n = 1 em (2.14), e portanto pode-se
escrever:

ki) = ot (ki) (2.17)

i1=1
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A equagao (2.17) descreve um kernel de primeira ordem, que é a resposta ao impulso
hy(k) do sistema, como uma combinacao linear dos elementos da base de fungoes
ortonormais {ty,, }. Os coeficientes desta expansao sao calculados como:

iy = Y (k1) (k) (2.18)

k1=0

Se o kernel em questao for de segunda ordem, sua expansao em uma base de
funcoes ortonormais e os coeficientes desta expansao sao, respectivamente, dados
por:

ho(ki,ka) = D > iyt (k1) tha, (k) (2.19)

i1=1142=1

Qs = Y > ok, ko), (k1) thais (o) (2.20)

k1=0 ko=0

Para sistemas com memdria finita, a equagao geral (2.14) é utilizada limitando-se
o numero de termos nas somas infinitas, fazendo com que os termos de ordem supe-
rior do kernel A, (k1, ..., k;,) sejam considerados nulos. Em outras palavras, as somas
infintas em (2.16) podem ser truncadas se a estabilidade do kernel for garantida. Isto
representa um truncamento pratico para os kernels de Volterra, i.e., uma constante
e < oo tal que hy(ky, ..., k,) seja assumido nulo para k; > €, V1€ {l,...,n}. Este
valor pode ser selecionado de acordo com a dinamica do sistema a ser modelado.
Neste caso, observa-se o tempo de acomodagcao do sistema para se fazer uma selecao
adequada do truncamento. Por razoes computacionais, na pratica a quantidade
de fungoes utilizadas ¢ limitada a um ndmero finito M que seja o suficiente para
garantir uma boa aproximacgao. Desta forma, pode-se escrever:

i M M n
hy(ky, ... ky) = Z e Z iy i H Yri, (ki) (2.21)
=1

=1 iy=1

Sob certas condigoes impostas ao sinal de entrada w(k) no modelo de Volterra
em (2.3), kernels de ordem superior podem ser ignorados de forma que o modelo
de Volterra resultante seja truncado em uma ordem finita N (Eykhoff 1974). Ba-
sicamente, estas condigdes exigem que a entrada seja limitada tal que |u(k)| < 1
(Dumont e Fu 1993, Schetzen 1980), independentemente do tipo de nao-linearidade.
Além disso, se for assumido que u(k) = 0 para k < 0, entdo a equacao (2.3) pode
ser reescrita da seguinte forma:

N M

gk => 1> i ]| ( Y, (T)ulk — Tz)) (2:22)

n=1 |u=1 in=1 =1 \7=
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O numero de fungoes a serem utilizadas no modelo (2.22), ou seja M, repre-
senta apenas um compromisso entre a capacidade de aproximacao e a quantidade
de parametros do modelo. Assim, o niimero total de parametros do modelo depende
da quantidade de fungoes ortonormais utilizadas nos desenvolvimentos dos kernels.
Modelos truncados de Volterra, como aquele em (2.22) podem aproximar qualquer
sistema nao-linear invariante no tempo, com meméria finita e entrada limitada (Boyd
e Chua 1985). A vantagem préatica da representacao de modelos de Volterra em uma
base de fungoes ortonormais é a reducao da complexidade do modelo original.

Note que as equagoes (2.14)—(2.22) implicitamente assumem que todos os ker-
nels do modelo de Volterra sdo representados na mesma base ortonormal {i;;,}.
Entretanto, cada kernel h, pode ser expandido usando uma base independente de
fungoes {1, } (Schetzen 1980, Campello et al. 2004), conforme serd mostrado nos
exemplos ilustrativos do Capitulo 3. Por questao de simplicidade e sem nenhuma
perda de generalidade, no entanto, a maior parte dos desenvolvimentos tedricos serd
apresentada seguindo a mesma representacao adotada nesta secao, i.e., assumindo
que todos os kernels de Volterra sao expandidos usando a mesma base ortonormal.

E importante observar também que o modelo em (2.22) é linear nos parametros
Qy,...ir- Assim, o problema de estimacao dos kernels de Volterra resume-se & es-
timacao linear desses parametros, o que pode ser feito através de algoritmos do tipo
minimos quadrados, por exemplo.

A dinamica linear dada pelo respectivo conjunto de filtros ortonormais representa
uma incorporag¢ao de conhecimento sobre a dinamica do sistema dentro do processo
de identificacao (Van den Hof et al. 1995, Ninness e Gustafsson 1997, Nelles 2001,
Heuberger et al. 2005). Esta caracteristica permite obter uma aproximacao satis-
fatoria utilizando um ntmero reduzido de fungoes. Porém, o nimero de funcoes
necessarias para proporcionar uma dada representacao depende da complexidade
do problema. Sistemas dinamicos com multiplos modos dominantes, por exemplo,
requerem uma quantidade maior de funcoes. A quantidade de func¢oes necessérias
para se obter uma precisao pré-determinada também depende da base utilizada.

A maior limitacao dos modelos OBF-Volterra é decorrente de seu truncamento
explicito em uma quantidade finita de termos (ordem). Este truncamento é adotado
na prética até o termo de segunda ordem (N = 2 em (2.22)), como usualmente feito
na literatura (Billings 1980, Dumont e Fu 1993). Apesar de limitar a quantidade de
parametros a serem estimados, um truncamento pode também limitar a capacidade
de representacao dos modelos.

Os principais conjuntos de fungoes ortonormais usados na representacao de sinais
e sistemas sao apresentados a seguir.

2.3 Funcoes de base ortonormal

O uso de conjuntos de fungbes ortonormais com o objetivo de representar sinais
e sistemas tem sido estudado hd vérias décadas (Takenaka 1925, Wiener 1958).
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Trabalhos pioneiros estudaram a construcao de um conjunto ortonormal de fungoes
continuas (Kautz 1954) e discretas (Broome 1965).

As fungoes de Laguerre e de Kautz (Broome 1965, Wahlberg e Mékild 1996, Bokor
e Schipp 1998) sao as bases ortonormais mais utilizadas em identificagdo e controle
de sistemas. Estas fungoes sao apropriadas para modelar sistemas que possuam
kernels com dinamica dominante de primeira ou segunda ordem, respectivamente.
Para modelar dinamicas dominantes mais complexas, é apropriado utilizar uma
base de funcoes parametrizada por um conjunto variado de pélos, como a Base de
Fungbes Ortonormais Generalizadas (Generalized Orthonormal Basis Functions —
GOBF)2. A vantagem do uso de GOBF, quando comparada com as bases de fungoes
de Laguerre e de Kautz, é a capacidade de incorporar uma variedade de pélos reais
e complexos no modelo do sistema. No entanto, as fungoes GOBF envolvem uma
parametrizacao mais complexa da base ortonormal.

O conjunto das funcoes ortonormais discretas pode ser gerado a partir do cas-
cateamento de diferentes filtros passa-todas de ordem um ou dois, como a seguir
(Ninness e Gustafsson 1997, Heuberger et al. 2005):

n—1 >
Uy n(2) = V1= Bl 1T (ﬂ) n=1,2,... (2.23)

2=Pin i\ 2By

onde (3, 530 os pélos estaveis da base ortonormal (3, € C : |3.,] < 1), e 3, denota
o complexo conjugado de f;,. As func¢oes dadas pela equagao (2.23) sao também
conhecidas como fungdes de Takenaka-Malmquist (Heuberger et al. 2005).

O conjunto de fungées {V¥;,,} satisfaz a propriedade de ortonormalidade

i qjl,‘](’z)qjl,r(z_l)% — { 0 se q ;é r

27 Jr z 1 se qg=r

onde a curva T é o circulo unitario: T = {z € C: |z| = 1}. Analogamente, para as

fungoes no dominio do tempo v, (k), que sdo dadas pela transformada Z inversa
de (2.23), i.e. Yn(k) = Z71 ¥, ,(k)], vale o seguinte:

Z¢l,q(k)¢l,r(k) = {(1) se  qFT
k=0

se q=r

A partir da definigdo dada em (2.23), pode-se obter um diagrama de blocos equi-
valente, considerando cada filtro ortonormal como um sistema fisico. Este diagrama
estd ilustrado na Figura 2.3.

Em geral as fungoes 1, (k) serdao complexas. Esta propriedade ¢é fisicamente
indesejavel em problemas do mundo real, com excecao de alguns problemas na

2Embora o termo funcdes ortonormais generalizadas tenha sido originalmente adotado em Nin-
ness e Gustafsson (1997), este termo serd utilizado genericamente neste trabalho para se referir as
bases de fungoes ortonormais com multiplos modos.
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Figura 2.3: Diagrama de blocos de um sistema linear que gera as fungoes ortonormais
Yo (k) em (2.23).

area de telecomunicacoes. Um método de construcao de GOBF que contorna esta
desvantagem ao se obter uma nova base de fung¢bes ortonormais com respostas
ao impulso reais foi apresentado em Ninness e Gustafsson (1997). Para obter
esta nova representacao, considera-se que as m — 1 primeiras func¢oes ortonormais
{011, Y9,..., ¥ ,,_1} possuem seus respectivos pélos reais {f1, Ba, ..., Bm-1}. A
inclusao de um pélo complexo 3, € C exige que duas novas funcgoes com resposta
ao impulso reais sejam formadas como uma combinacao linear de Uy ,,,(2) € Uy, 41(2)
em (2.23) (Ninness e Gustafsson 1997). A nova base formada contém apenas fungoes
com elementos reais e preserva a propriedade de ortonormalidade. Esta nova repre-
sentacao das funcoes ortonormais generalizadas é mais apropriada de ser utilizada
em problemas na area de identificacao de sistemas, e serd estudada posteriormente
na se¢ao 4.3 do Capitulo 4.

As fungoes dadas em (2.23) formam um conjunto completo no espago £2[0, co)
se e somente se (Ninness e Gustafsson 1997, Heuberger et al. 2005):

oo

S - 18al) = (2.24)

n=1

Com esta condicao, qualquer sinal de energia finita pode ser aproximado com uma
dada precisao fazendo-se o truncamento de uma expansao infinita em bases de
fungoes ortonormais.

O caso particular das fungoes em (2.23) em que todos os pélos da base sao reais
e iguals, i.e. G, = Bl,n = ¢; Vn, resulta na base de funcoes de Laguerre. As
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fungoes de Laguerre sao expressas no dominio complexo z como (Wahlberg 1991, Fu
e Dumont 1993, Oliveira e Silva 1994):

V() = Wi-d (1 — clz)n_l (2.25)

zZ—(C zZ—(C

com ¢; denotando os pdlos da [-ésima base de Laguerre e satisfazendo |¢| < 1.
Quando ¢; = 0, as fungdes de transferéncia (2.25) sio dadas por ¥, ,,(z) = 2= e
entao o modelo (2.22) é reduzido a um modelo de Volterra NFIR (Nonlinear Finite
Impulse Response) (Nelles 2001, Heuberger et al. 2005), isto é, uma versao truncada
do modelo (2.3).

As fungoes de Laguerre possuem transformadas que sao fungoes racionais com
uma forma repetitiva simples, por serem parametrizadas por um unico polo real.
Estas fung¢oes sdo adequadas para representar sistemas bem amortecidos com uma
constante de tempo dominante. Alocando os pdlos ¢; préximos aos pélos dominantes
do sistema, o nimero de termos necessarios para representa-lo adequadamente pode
ser reduzido consideravelmente. Apesar disso, as funcoes de Laguerre possuem as
seguintes desvantagens (Wahlberg 1994):

e sistemas com polos dominantes situados dispersamente no plano complexo nao
sao muito bem descritos usando-se um nimero reduzido de fungoes;

e a presenca de polos que produzam oscilagao pode causar problemas computa-
cionais em termos da velocidade de convergéncia, ja que eles sempre ocorrem
aos pares de niimeros complexos conjugados.

A aproximacgao de uma funcao cuja transformada possua um ou mais pares de
polos complexos dominantes por meio de uma série truncada de Laguerre requer um
nimero elevado de termos (Oliveira e Silva 1995b, Tanguy et al. 2000, Nelles 2001).
Sistemas sub-amortecidos geralmente nao sao possiveis de serem representados u-
sando um numero pequeno de fungdes de Laguerre. O niimero necessario de termos
da base ortonormal pode ser elevado, uma vez que os polos reais que parametrizam
a base de Laguerre em (2.25) estao longe dos pdlos complexos conjugados sub-
amortecidos que descrevem o sistema. Uma forma de contornar esta desvantagem é
utilizar uma base de fungoes ortonormais que seja caracterizada por polos complexos
conjugados. O caso particular das fungoes geradas em (2.23) quando o conjunto de
polos {Bi.} ¢ {61, B, 31, B, - - .}, com 3}, B; € C, resulta na base de fungdes ortonor-
mais de Kautz. As fungoes de Kautz sao definidas como (Wahlberg 1994, Tanguy
et al. 2002, Heuberger et al. 2005):

U190 (2) VU= =) [—az?+bla—1)z+1]""
n\~< =
L2 24+b(a—Dz—¢ | 224+b(g—1)z—q
(2.26)
Wign1(2) = Az=b) V1=G [ +bla—1Dz+1]""
ban-t 2Z24+b(—1Dz—q | 22+b(c—1)z—¢
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onde os parametros reais b; e ¢ estao relacionadas com o par de pdlos de Kautz
(61, B1) da seguinte forma:

By +B£
1L+ 616

a = -6 (2.28)

(2.27)

e satisfazendo |b] <1 e |¢| < 1.

As fungoes de Kautz tém recebido maior atencao em recentes trabalhos en-
volvendo modelagem e identificacao, porque permitem aproximar eficientemente
sinais e sistemas com comportamento oscilatério (Wahlberg 1994, Oliveira e
Silva 1995b, Tanguy et al. 2000, Tanguy et al. 2002, da Rosa et al. 2005, da Rosa et
al. 2007, da Rosa et al. 2008a, da Rosa et al. aceito). A utilizacao destas fungoes para
representar sistemas que possuam esta caracteristica permite ajustar nao somente o
fator de amortecimento do modelo, mas também a sua frequéncia de oscilacao.

Conforme ja foi visto anteriormente, a base de funcoes de Laguerre, definida
na equagao (2.25), é completamente caracterizada pela presenga de um pdlo real
em suas fungoes de transferéncia. Ja a base de fungoes de Kautz, definida em
(2.26), é completamente caracterizada pela presenca de um par de pélos complexos
conjugados. Outras configuragoes podem ainda ser implementadas, combinando
estes dois tipos de pdlos. Por exemplo, para uma determinada base ortonormal que
contempla dinamicas de primeira e de segunda ordem, caracterizadas pelos poélos
p € R e 3, 5 € C respectivamente, a funcio interna da base serd dada por:

(1= Pz 1— (2 1 —pz
o) = (=5) (5) (55)
1— (6 + Bl:ir )z + [p(B + Bl)j‘ 5151]{2 - 5151]3123
2= (B + B+ )22 + (B + Bi) + BBz — Bibip

(2.29)

Filtros com fungoes de transferéncia como a equagao (2.29) permitem aproximar
com melhor precisao os sistemas que possuem dinamica dominante superior a dois.
Outras combinagoes envolvendo diferentes ntimeros de polos reais e complexos sao
possiveis de serem implementadas, devendo-se escolher adequadamente a ordem da
dinamica do filtro.

Uma propriedade importante das fungoes ortonormais estudadas nesta secao é
que elas incorporam o comportamento dinamico do sistema em estudo (Van den Hof
et al. 1995, Ninness e Gustafsson 1997, Nelles 2001, Heuberger et al. 2005). Neste
caso, pdlos complexos conjugados podem ser combinados com pélos reais em uma
mesma funcao de transferéncia. A utilizacao de bases de fungoes ortonormais pode
ter vantagens importantes em problemas de identificacao e de aproximacao de mode-
los. Se a dinamica da base que gera o sistema estiver proxima da dinamica do sistema
a ser modelado, entao a convergéncia da série aumenta (Heuberger et al. 1995, Van
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den Hof et al. 1995). Em outras palavras, reduz-se o nimero de parametros a
serem determinados para modelar o sistema, consequentemente aumentando-se sua
precisao.

Os modelos de Volterra baseados em fungbes ortonormais apresentam carac-
teristicas importantes no contexto de identificacao de sistemas nao-lineares. O pro-
blema central abordado no desenvolvimento destes modelos é a selecao dos pdlos
das fungoes ortonormais e do nimero de funcoes necessarias para se obter uma boa
aproximacao da dinamica do sistema. Em principio, uma base ortonormal pode
ser construida selecionando-se os pélos de maneira arbitraria. Entretanto, usar um
conjunto arbitrario de fungoes da base pode exigir um ntumero elevado de termos
na expansao ortonormal (2.14), e portanto o modelo resultante pode conter muitos
parametros. Assim, se a escolha da base de funcoes for adequada para o sistema
em estudo, uma boa aproximacao pode ser gerada com um numero reduzido de
coeficientes. Este tema serd objeto de estudo nos proximos capitulos deste trabalho.

2.4 Resumo

Este capitulo apresentou alguns conceitos matematicos referentes ao problema de
aproximacao de sistemas nao-lineares usando modelos de Volterra. As principais
vantagens destes modelos residem no fato de que eles representam uma generalizagao
direta do modelo linear de resposta ao impulso, o que permite estender aos sistemas
nao-lineares alguns conceitos definidos somente para os lineares. Entretanto, uma
grande dificuldade na estimacao dos kernels de um sistema reside no fato de que
os kernels sao fun¢oes multidimensionais nao-parametrizadas. Assim, um elevado
nimero de parametros é necessario para representar os kernels de Volterra, especial-
mente porque os modelos de Volterra nao possuem realimentacao do sinal de saida.
O prego a pagar pela falta da realimentacao ¢ que a ordem do modelo pode ser alta
para descrever adequadamente a dinamica do processo.

O ndmero de parametros dos modelos de Volterra pode ser reduzido se uma
base de fungoes ortonormais for utilizada para descrever os kernels do modelo. Esta
nova representacao, conhecida como modelo OBF-Volterra, consiste em descrever
um modelo de Volterra por meio de um conjunto de fungoes ortonormais. Nas
ultimas décadas, estes modelos tém apresentado potenciais aplicagoes em areas como
automacao, teorias de controle, otimizacao de sistemas e processamento de sinais. A
utilizacao de um modelo baseado em funcoes ortonormais contorna a desvantagem
da exigéncia de um numero elevado de termos necessario no modelo de Volterra
original, pois incorpora um conhecimento prévio sobre a dinamica do processo dentro
das bases ortonormais. Uma importante caracteristica é que o modelo é linear nos
parametros, permitindo o uso de algoritmos de minimos quadrados para a estimacao
destes parametros.

Apresentou-se ainda as principais fungoes ortonormais utilizadas na modelagem
e controle de sistemas. Foram discutidos alguns dos aspectos mais importantes sobre
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a escolha da base de fungoes a ser utilizada. Dentre eles, estd o fato de ser vanta-
joso usar o menor numero possivel de fungoes para se garantir um modelo de menor
ordem. Nesse aspecto, destacam-se as func¢oes de Laguerre e de Kautz, que represen-
tam um caso particular das funges ortonormais generalizadas (GOBF). Conforme
as discussoes apresentadas, estas funcgoes sao representadas por parametros livres
(pdlos) que permitem caracteriza-las como sistemas fisicos reais. A selegao dos
polos que parametrizam as fungoes ortonormais abordadas serd objeto de estudo
dos capitulos seguintes.



Capitulo 3

Desenvolvimento Otimo de
Modelos de Volterra Usando Bases
Multiplas de Kautz

Este capitulo aborda o problema de modelagem e identificagao de sistemas dinamicos
nao-lineares utilizando modelos baseados em fungoes ortonormais de Kautz. Estuda-
se a representacao de modelos de OBF-Volterra por meio da sele¢ao 6tima dos pélos
da base de Kautz. Dentro deste contexto, propoe-se uma metodologia de projeto da
base através da otimizacao dos polos das funcoes de Kautz.

O objetivo deste capitulo é desenvolver uma metodologia que permita reduzir o
nimero de fungoes de Kautz associadas com um dado erro de truncamento da série de
Volterra em (2.3). O truncamento dos kernels de Volterra, como na equagao (2.21),
possui dimensao finita e permite reduzir a complexidade da sua representacao. Este
problema foi inicialmente abordado no contexto de sistemas lineares ao se minimizar
um limitante superior para o erro resultante da expansao truncada de modelos de
resposta ao impulso utilizando fungdes de Kautz (Tanguy et al. 2002). Mais recen-
temente, obteve-se uma generalizacao destes resultados para o contexto dos modelos
nao-lineares de Volterra (da Rosa 2005, da Rosa et al. 2005, da Rosa et al. 2007). A
abordagem utilizada permitiu obter uma solugao analitica para a selecao de um dos
parametros das funcoes de Kautz. Esta solucao foi obtida a partir da minimizacao
de um limitante superior do erro de aproximacao dos kernels de Volterra, e pode ser
interpretada como uma escolha sub-6tima dos polos de Kautz.

O problema central abordado neste capitulo é como fazer a selecao dos podlos
livres que parametrizam as funcoes de Kautz. Nesta abordagem, cada kernel multi-
dimensional h,(k, ..., k,) é decomposto em um conjunto finito de funcoes de Kautz
independentes para cada direcao [ = 1,...,7n do kernel. Cada conjunto de fungoes
de Kautz, por sua vez, é parametrizado por um pdélo individual, representando a
dinamica dominante do kernel em uma direcao particular. A principal contribuicao
¢ a obtencao de uma solucao analitica global para uma expansao 6tima dos kernels
de Volterra usando func¢oes de Kautz. Com o uso de uma base independente para
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cada direcao, espera-se assim reduzir o erro de truncamento quando as dinamicas
dominantes do kernel ao longo das multiplas direcoes sao diferentes entre si. Este
problema também é apresentado em um trabalho encontrado na literatura (da Rosa
et al. 2008a), onde os resultados sdo semelhantes aos discutidos aqui. A metodologia
proposta representa uma generalizacao de um método anterior, que adota um tnico
pdlo para todas as dire¢oes dos kernels (da Rosa 2005, da Rosa et al. 2005, da Rosa et
al. 2007). Os resultados a serem apresentados aqui podem ser vistos ainda como uma
extensao de outro trabalho para o contexto da base de Kautz, onde um problema
andlogo foi investigado no escopo da base de Laguerre (Campello et al. 2006).

Para ilustrar os resultados tedricos obtidos, apresenta-se um exemplo de simu-
lagao envolvendo a aproximagao de um sistema nao-linear com comportamento os-
cilatério por meio de uma parametrizacao adequada das funcgoes de Kautz. Uma
aplicagao dos resultados obtidos também ¢é apresentada para a modelagem de um
sistema real de levitagao magnética.

3.1 Formulacao e solucao do problema

Conforme discutido no Capitulo 1, o problema da escolha 6tima do polo das fungoes
discretas de Laguerre utilizando uma abordagem analitica ja foi extensivamente
abordado na literatura. As funcoes de Laguerre possuem uma propriedade que
torna este tipo de solugao mais simples do que no caso de Kautz. Esta propriedade
se deve ao fato de que as fungoes discretas de Laguerre satisfazem uma equacao a
diferencas apropriada (ou equagao diferencial, no caso continuo), permitindo assim
uma reducao na complexidade matemédtica associada com o desenvolvimento da
solugao para o polo 6timo de Laguerre. Fez-se uso desta vantagem em trabalhos
anteriores que lidaram com a sele¢ao analitica de pélos 6timos de Laguerre (Fu e
Dumont 1993, Oliveira e Silva 1995a, Tanguy et al. 1995, Campello et al. 2001,
Campello 2002, Campello et al. 2003, Campello et al. 2004, Campello et al. 2006,
Campello et al. 2007a).

No entanto, uma equacao a diferencas para a base de Kautz ainda nao foi es-
tabelecida na literatura, nao permitindo assim utilizar a estratégia usada no caso
Laguerre. O desenvolvimento apresentado nesta secao é baseado no fato de que é
possivel relacionar no dominio z as fungoes de Laguerre e de Kautz. Esta propriedade
permite que grande parte do desenvolvimento necessario para se obter a solugao de-
sejada para a base de Kautz pode ser realizada utilizando-se a base de funcgoes de
Laguerre. Desta forma, a estratégia apresentada aqui consiste da adaptacao do
problema original (Kautz) em um problema transformado (Laguerre), que possui
solugao conhecida. O método proposto nesta secao é baseado, em sua maior parte,
nas funcoes de Laguerre, que sao parametrizadas por apenas um parametro livre.

As fungoes de Kautz, definidas na equagao (2.26), dependem de dois parametros
reais: by e ¢;. A selecao destes parametros tem influéncia direta no célculo dos

coeficientes o, . ;, em (2.16). Apesar da otimizacdo simultanea de b, e ¢; em ter-



3.1 Formulagao e solugao do problema 31

mos analiticos ainda ser um problema em aberto, é possivel considerar um destes
parametros como fixo para obter a escolha étima para o outro. Este problema ja foi
abordado para o caso em que uma tnica base de fungoes de Kautz é adotada para
representar todas as diregoes de cada kernel de Volterra (da Rosa 2005, da Rosa et
al. 2005, da Rosa et al. 2007). Isso implica que o mesmo pdlo de Kautz é calculado
para todas as multiplas dire¢oes do kernel. Neste capitulo, estes resultados sao es-
tendidos de forma que bases de Kautz independentes sao adotadas para cada uma
das direcoes dos kernels. Desta forma, pélos distintos sao utilizados para representar
a dindmica de cada diregdo [ = 1,...,n do n-ésimo kernel h,(ki,...,k,). A seguir,
esta abordagem é desenvolvida em detalhes.
Inicialmente, defina a seguinte norma quadratica:

ol = - D (ke k) (3.1)

k1=0  ky=0

Seja o Erro Quadratico Normalizado (EQN) da aproximacao do kernel h, definido

como EQN 2 (1R = Bl|®)/ || ||?, com h,, e h, dados de acordo com as equagoes
(2.14) e (2.21), respectivamente. Usando a propriedade de ortonormalidade do con-
junto {t,}, pode-se provar' que:

S bk k) = > Y ad (3.2)
k1=0 k=0 i1=1 in=1

onde a4 sao os coeficientes da expansao de hy(k1,. .., ky,) de acordo com a
equagao (2.16). Assim, é possivel reescrever EQN como:

o o
2
E T E Q) iy

i=M+1  ip=M+1

o0 o0
2
E E Qg i

ii=1  ip=1

EQN = (3.3)

De acordo com a equagao (3.3), note que quanto maior o numero de fungdes
ortonormais utilizadas na aproximagao do kernel, menor sera o erro resultante desta
aproximacao, ou seja, EQN — 0 a medida que M — oo. Esta propriedade se deve
ao fato de que as bases ortonormais {i;,} sdo completas no espaco das fungoes
quadraticamente somédveis (estaveis) (Heuberger et al. 1995, Ninness e Gustafsson
1997, Heuberger et al. 2005).

Pode-se obter um limitante superior de EQN em (3.3) quando o conjunto ortonor-
mal é a base de funcoes de Kautz. Inicialmente sejam {¢;,} bases de Laguerre no

Veja detalhes na secio A.1 do Apéndice A.
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dominio do tempo, i.e., a transformada Z inversa de (2.25). Considere Qi ,...i OS CO-

eficientes da expansao do kernel de Volterra h,(k1, ..., k,) usando bases de funcoes
de Kautz independentes em cada diregao, de acordo com a equacao (2.14). Defina
agora as seguintes fungoes auxiliares, paral =1,2,...,n:

gpar,l(kla ceey kn) é Z Z a211, 24y H Cbl )1 kl (34)

i1=1 zn—l

Z Z Q241 —1,...,2ip—1 chl i (kr) (3.5)

1>

gimpar,l(kla R kn)
11=1 in=1
Com base na definicao de gpari(k1, ..., ky) € Gimpari(k1, ..., ky) em (3.4) e (3.5),
respectivamente, um limitante superior de EQN para um modelo baseado em funcoes
de Kautz pode ser obtido por meio do seguinte teorema.

Teorema 3.1.1. O erro de aprozimagao truncada do kernel h, usando uma ex-
pansao truncada com M funcgoes de bases de Kautz (uma base independente para
cada dire¢ao do kernel) € limitado por:

EQN < 2 zn: {mg,lc% —2my 0 + m3y (3.6)
= (M 1)y [P 1—¢
onde os termos m,; (p =1,2,3) sdo calculados como:
miy = 1,(gpar) + 141,1(Gimpar,) (3.7)
may = poi(gpar) + t2,1(Gimpar,) (3.8)

mg; = N2,l(gpar,l> + N2,l(gimpar,l> + 7]:“/3,l(gpar,l> + 7]:“/3,l(gimpar,l> (39)

e 0s momentos i1 (x), pa(x), w3 (x) sao dados por:

pog(x) = Z Z > kw(ky, ok k(R k=1, k) (3.10)
1=0 =0 ky=0
,LLQJ(.Q?) = Z Z Z kil$2(]{?1,...,/{3l,...,]{3n) (311)
1=0 1=0 k,,:o
psi(z) = (1/n) Z Z Z (kv ks ) (3.12)
kn=0
Demonstracao. VeJa a secao A.2 do Apéndice A. O

Usando o resultado do Teorema 3.1.1, uma selecao 6tima dos parametros ¢; das
bases de Kautz pode ser obtida pela solucao do seguinte problema de otimizacao:

) L ) A 2 zn: Mo, i — 2my ¢ + may (3.13)
min Cly.o..,Cy) = -
Jmin L) = SR - g
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A solugao do problema de otimizac¢ao dado em (3.13) pode ser obtida levando-se em
conta que as condicoes de otimalidade de primeira ordem (derivadas) sdo necessérias
e suficientes, pois a funcdo L(cy,...,¢,) é pseudo-convexa. Esta propriedade pode
ser demonstrada através do seguinte lema (Bazaraa et al. 1993):

Lema 3.1.1. Seja uma funcdo f : X — R definida como

flx) = (3.14)

onde X € um conjunto convexo aberto, e:
e w ¢ uma funcdo convexa, diferencidvel e nao-negativa para todo x € X;
e v é uma funcao concava, diferencidvel e positiva para todo x € X.

Tem-se que f € uma funcao pseudo-convera em X .

A partir das equagoes (3.8) e (3.11), é direto verificar que my; > 0. Con-

sequentemente, a funcao w(c;) = mg,lcf — 2my ¢ +mg; é convexa. Ela também
é diferencidavel. Além disso, w(c;) é nao-negativa para todo ¢, € (—1,1), caso
contrario EQN seria negativo de acordo com a equagao (3.6), o que nao é possivel
por definigao. A fungao v(c;) 29 —c?, por sua vez, ¢ diferencidvel, concava e positiva
para ¢; € (—1,1). Entao, L(cy,...,c,) é uma fungao pseudo-convexa para |¢| < 1,
o que implica que as condigoes de otimalidade de primeira ordem sao necessarias e
suficientes para resolver o problema (3.13).

Dado que ||h,|| é uma constante nao-nula para um dado sistema, a condigao

necessaria para resolver (3.13) é, para todo [ € {1,...,n}, dada por:
OL(cy,...,cy)
aCl a
_ 2[(2m2,lcl — 2m17l)(1 — Clz) — (—QCl)(ngC% — 2m17161 + ng)] -0 (3 15)
n(M + )| hy|*(1 = ¢f)?
A condicao (3.15) é satisfeita se e somente se
mi,¢; — (moy +msy)e+my; =0 l=1,...,n (3.16)

Entéao, definindo ¢ 2 (may +msy)/(2my,), a solucao de (3.16) resulta em:

— /€2 _
Cotimo,l = { gl fl ! i fl -1 [ = L... 1 (317)

S+ -1 se &§<-—1
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Para garantir que a equagao (3.17) seja realmente solu¢do do problema (3.13),
¢ necessario demonstrar que a solugdo obtida atenda a restrigao |¢| < 1. A prova
desta condic¢ao esta apresentada na segao A.3 do Apéndice A.

A solugao dada por (3.17) é uma expressdo analitica para a selegdo 6tima dos
parametros ¢; das bases de Kautz para b; fixos, segundo o critério (3.13). O desen-
volvimento apresentado pode ser visto como uma escolha sub-6tima para o par de
parametros de Kautz (b, ¢;) que minimizam um limitante superior do erro de apro-
ximacao truncada do kernel de Volterra, quando bases independentes de fungoes sao
utilizadas para representar cada direcao do kernel.

Finalmente, verifica-se que a condi¢ao —1 < & < 1 é sempre infactivel, conforme
o seguinte teorema:

Teorema 3.1.2. A waridvel &, definida  anteriormente  como

& 2 (may +masy)/(2my ), possui valor absoluto sempre maior do que 1.

Demonstracao. Veja a secao A.4 do Apéndice A. O

Teorema 3.1.3. Se h, € simétrico (veja se¢io 2.1.2) e se os parametros by sdo
iguais para todo 1l = 1,...,n , entdo a solu¢dao dada por (3.17) se reduz ao caso
particular em que a expansdo do kernel utiliza uma base unica de Kautz, i.e. (da
Rosa et al. 2005, da Rosa et al. 2007):

o :{5—\/52—1 se &>1 (3.18)
otimo 5"‘\/527—1 se §<_1 .

Demonstragao. Quando o kernel h, é simétrico, e com os parametros b; de Kautz
satisfazendo b = by = - -- = by, tem-se que o0s termos fi1, fa, {31, M1, Moy, M3 NAS
equagoes (3.7)—(3.12) sao iguais para todo [ = 1,...,n. Neste caso, resulta que os
valores de & também sao iguais para todo [ = 1,...,n, ie. £ =& = -+ = &,
Assim, a solucao unica dada pela equagao (3.18) claramente se torna equivalente a
cada solugao individual em (3.17), ou seja Cotimo = Cotimo1 = * * * = Cotimo,- O

Note que, sob a perspectiva da saida do modelo de Volterra em (2.3), é possivel
substituir qualquer kernel nao-simétrico por um equivalente simétrico através de
um simples procedimento de simetrizacao. Entretanto, kernels simétricos sao equi-
valentes a suas partes nao-simétricas correspondentes somente em termos da saida
do modelo, ou seja, eles nao sao equivalentes entre si como fungdes multidimen-
sionais a serem descritas por meio de uma expansao em série. Isto significa que a
simetrizacao de um dado kernel nao garante que sua expansao convencional usando
uma base unica de Kautz seja equivalente a expansao original do kernel com bases
distintas para cada direcao. A vantagem de se usar uma base independente para
cada diregdo [ = 1,...,n, como resolvido na equagao (3.17), é que ela oferece flexi-
bilidade e espera-se reduzir o erro de truncamento quando o kernel possui dinamicas



3.1 Formulagao e solugao do problema 35

dominantes diferentes ao longo de suas multiplas dimensoes. Por exemplo, bases
independentes podem fornecer uma melhor aproximacao de um kernel de segunda
ordem com dinamica bem amortecida em uma das dimensoes e sub-amortecida na
outra, como ilustrado na Figura 3.1. Neste caso, é mais apropriado utilizar bases
com poblos distintos em cada uma das diregoes do kernel, como sugerem as Figuras
3.2(a) e 3.2(b), que mostram os planos transversais do kernel de Volterra ilustrado
na Figura 3.1 para explicitar a dinamica em cada direcao.

ho(k1, k2)

20 20
10 10

kq ko

Figura 3.1: Kernel de segunda ordem com dinamicas dominantes diferentes em cada
diregao.

Portanto, para descrever um sistema usando um modelo de Volterra simétrico,
como usual na pratica, nao ha necessidade de se usar multiplas bases de Kautz para
representar cada kernel. Contudo, ao se adotar bases multiplas, o uso de kernels
assimétricos pode fornecer melhores resultados de aproximagcao.

Observacao 3.1.1. Conforme discutido na segao 2.2, deve-se garantir ao kernel h,,
a condicao de ser absolutamente somdvel. FEsta condicao € necessdria para possibi-
litar descrevé-lo como uma expansao em bases ortonormais, de acordo com (2.14).
Esta mesma imposicao também deve ser feita para as funcoes gpari € Gimpar,i, UMa
vez que elas podem ser vistas como uma erpansao em bases ortonormais, de acordo
com as equagoes (3.4) e (3.5), respectivamente. Embora a condicdo de ser absolu-
tamente somavel implica que o kernel é estavel, isto nao ocorre para os momentos
prg(x), pog(x), psg(x) em (3.10)-(3.12). A convergéncia destes termos € necessdria
para que o critério (3.13) seja bem definido e possa ser otimizado. Esta convergéncia
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0 5 10 15 20 2 30 0 5 10 15 20 2 30
k1 ko
(a) Dinadmica sub-amortecida (b) Dindmica bem amortecida

Figura 3.2: Planos transversais do kernel de Volterra ilustrado na Figura 3.1,
mostrando as dinamicas dominantes em cada direcao.

depende da taza de decaimento do kernel, isto €, a taxa com que hy(k1, ..., k,) estdvel
tende a zero conforme k; (V1 € {1,...,n}) tende ao infinito. Uma condi¢ao sufi-
ciente para a convergéncia é assumir que o kernel, além de ser nao-nulo (||hy|| # 0),
possua memdria finita, i.e. hy(ky,...,k,) =0 para um dado k; > €, com ¢ < 0.
Essa hipotese leva a usual representacao truncada do kernel, adotada nas imple-
mentacoes computacionais dos modelos de Volterra.

Os cdlculos necessarios para a obtencao das funcoes gpari(ki,...,ky) e
Gimpar,i(k1, - - ., k) por meio das equagoes (3.4) e (3.5) podem ser complexos. A prin-
cipal dificuldade estd na necessidade de se calcular explicitamente os coeficientes a.
dados por (2.16). Para contornar este problema, prop()e—se um método alternativo
para calcular gpar; € Gimpar,; independentemente de «.), de acordo com o teorema a
seguir.

Teorema 3.1.4. As funcoes gpari(k1,...,ky) € Gimpari(k1,. .., ky), definidas nas
equagoes (3.4) e (3.5), respectivamente, podem ser expressas em termos do n-ésimo
kernel h, e das funcoes de Kautz como

gpara(k1y oo ky) = Z Zh Loy Ty)
gimpar,l(klw-‘ukn) = Z"'Zhn(Tl,. )
=0

71=0

«ﬁ s ()  (3.19)

Qﬁz(ml (7)) (3.20)

§
I
|| = II: 3

em que Q/;l,n(T) denota a n-ésima funcao de Kautz com ¢; = 0.
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Demonstracdo. Veja a secao A.5 do Apéndice A. O

De acordo com o Teorema 3.1.4, as fungoes gpar; € Gimpar,; dependem unicamente
do parametro b; da base de Kautz. Uma consequéncia direta é que esta propriedade
também vale para os momentos fu, ft2g, ft3; € também para my;, mg;, M3, como
¢ facilmente concluido a partir das equagoes (3.10)—(3.12), e (3.7)—(3.9), respecti-
vamente. Desta forma, a expressao analitica para os parametros cotimo; de Kautz,
dada pela equagao (3.17), também depende somente de b.

Para ter um entendimento mais claro sobre o método proposto, este pode

ser resumido pelos seguintes passos. Para cada direcao | = 1,...,n do kernel
hoy(ka, ..., ky), faca:

1. Escolher um valor arbitrério para o parametro b; € (—1,1) ;

2. Uma vez que o kernel h,, é conhecido, calcular as funcoes gpar,; € Gimpar,; usando
as equagoes (3.19) e (3.20), respectivamente;

3. Calcular os momentos pi1, po, i3 usando (3.10)—(3.12) e os termos my, ma, ms
a partir das equagoes (3.7)—(3.9);

4. Calcular cotimo; usando a equagao (3.17).

Assim, os parametros de Kautz (b;; cotimo,) representam aqueles que minimizam o
limitante superior L(cy, ..., ¢,) do erro resultante da expansao truncada do kernel de
Volterra h, em bases de fun¢oes de Kautz. Este resultado pode ser visto como uma
selecao sub-6tima dos pélos de Kautz. Os pdlos 6timos podem ser obtidos fazendo-
se uma busca exaustiva para o parametro b, dentro do intervalo de factibilidade
discretizado (—1, 1), encontrando-se o valor de b; para o qual o par de parametros
(br; Cotimoy) fornega o menor erro de aproximagao (EQN).

Os resultados matematicos obtidos anteriormente sao importantes na aproxi-
macao ortonormal de sinais e sistemas. A secao seguinte ilustra estes resultados por
meio de simulagoes computacionais.

3.2 Resultados de simulacao

Conforme as discussoes apresentadas no Capitulo 2, sistemas pouco amortecidos sao
melhor representados por modelos baseados em fungoes ortonormais de Kautz. Nesta
secao, algumas simulagoes sao apresentadas para ilustrar os resultados matemaéticos
deduzidos na secao 3.1. Os resultados tedricos serao aplicados para se obter uma
boa representacao do kernel de segunda ordem de um determinado sistema.

Para efeitos de comparagao, considere o mesmo kernel de Volterra de segunda
ordem simulado em um trabalho anterior (da Rosa et al. 2007):

ho(k1, ka) = (k1 — 2ks) exp(—p1k1 — poks) cos(wiky + waks) (3.21)
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para ki, ko > 0. Considera-se também que hs(k1, ko) = 0 para valores negativos de
k1 ou ko (sistema causal).

Os elementos do kernel com atraso de memoria maior que 30 sao considerados nu-
los. Em outras palavras, as somas infinitas em (2.16) sao truncadas em kq, ks = 30.
Para o kernel da equacao (3.21), p; e w; (I = 1,2) sdo constantes reais que determi-
nam a dinamica do sistema. Note que deve-se ter p; > 0 para que hs seja estavel. As
constantes p; podem ser vistas como o fator de decaimento do kernel, ou seja, elas
dao a ideia da velocidade com que ho(k1, k2) tende a zero a medida que k; — co. As
constantes w; podem ser interpretadas como as frequéncias com que o kernel oscila
em cada diregao axial [.

A Figura 3.3 ilustra o kernel hy(ky, ko) para py = 0,45, po = 0,7, w; = 100 e
Wo = 1.

0.8 ]

ha(k1, k2)

Figura 3.3: Kernel em (3.21) para p; = 0,45, po = 0,7, w; = 100 e wy = 1.

A estratégia proposta neste capitulo serd utilizada com o objetivo de se deter-
minar os pélos de Kautz para cada uma das duas dire¢oes do kernel hy em (3.21).
Seguindo a sequéncia de passos deste procedimento, conforme apresentado no final
da secao 3.1, simulagoes computacionais forneceram os resultados a seguir:

1. Escolheu-se, por exemplo, os valores de b; = 0,6 para a primeira direcao axial
e by = 0,5 para a segunda direcao.

2. Utilizando a expressdao para o kernel dado na equagao (3.21), com
ha(ky, k2) = 0 para valores de ky, kg superiores a 30, calcula-se gpari € Gimpar.i
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(para [ = 1,2) usando as equagoes (3.19) e (3.20), respectivamente. Tem-se
assim:

30 30

gpar,l(klakQ) = ZZh2(7—1>7—2)7721,20@1-1-1)(7—1)77;2,2(@-',-1)(7—2)

71=012=0
30

30
gimpar,l(klakQ) = ZZh2(71>T2)¢1,2(k1+1)—1(Tl)¢2,2(k2+1)—1(72)

71=012=0

3. Calcula-se os momentos fiy, ftay, pi3; usando (3.10)-(3.12) e os termos
may g, Moy, M3, a partir das equagoes (3.7)—(3.9);

4. Por meio da equac@o (3.17), finalmente obtém-se: Cotimoq = —0,2321 e
Cotimo,2 = —0, 3058.

Os resultados obtidos utilizando a metodologia proposta podem ser resumidos
na Tabela 3.1. Os pédlos de Kautz 31 e 5 foram calculados usando as relagdes (2.27)
e (2.28).

Tabela 3.1: Valores sub-6timos dos parametros e dos poélos de Kautz para cada
diregao do kernel hy(ky, ko) em (3.21).

‘ Diregao de hy ‘ b; ‘ Cotimo,l ‘ Bi ‘
=1 0,6 | —0,2321 | 0,3696 %0, 3090 ‘
=2 0,5 | —0,3058 | 0,3264 %10, 4463 ‘

Com os valores sub-6timos dos parametros de Kautz mostrados na Tabela 3.1, a
aproximacao do kernel em (3.21) tem coeficientes o,y calculados conforme a equagao
(2.16), que fica:

30 30
Qinis = D > ha(ku, ko), (k1) (k) (3.22)

k1=0 ko=0

onde as fungoes ¥ 4, (k) estao parametrizadas com (by; Cotimo,1) € as fungoes g ;, (k)
estao parametrizadas com (be; Cotimo,2). Utilizando-se entao a equagao (2.21), obtém-
se a aproximacao correspondente do kernel hy em funcao do ntmero de termos M
da base de Kautz, i.e.:

kh /fz Z Z g, m¢1 zl kl ¢2 22(/?2)

i1=112=1

A Figura 3.4 ilustra esta aproximacao do kernel hy para o caso em que M = 8.
O valor do EQN associado a esta aproximagao, calculado pela equagao (3.3), estd



Desenvolvimento Otimo de Modelos de Volterra Usando Bases
40 Muiltiplas de Kautz

0.8 ]

Figura 3.4: Aproximacdo do kernel em (3.21) usando M = 8 fungoes de Kautz
com os parametros sub-6timos (by; Cotimo1) = (0,6;—0,2321) e (ba; Cotimo2) =
(0,5; —0,3058).

Tabela 3.2: Erro de aproximacao do kernel hy em (3.21) de acordo com o nimero
de funcgoes de Kautz utilizadas na expansao ortonormal.

. . |h2 — ho|?
Ntimero de fungoes (M) EQN = T
2 0,8110
4 0,1036
6 0,0077
8 8,1136 x 10~*

mostrado na Tabela 3.2 para diferentes nimeros de funcoes de Kautz. As funcoes
de Kautz estao parametrizadas com os pélos mostrados na Tabela 3.1.

A Tabela 3.2 apresenta resultados quantitativos a respeito da aproximacao do
kernel (3.21) usando bases de Kautz, em que cada dire¢ao de hao(ky, k2) é representada
por um pdlo de Kautz individual. Estes resultados indicam que a sele¢ao 6tima
dos polos permite obter uma qualidade satisfatéria de aproximacao utilizando um
nimero reduzido de fungoes de Kautz. Pode-se ainda representar graficamente o
erro proveniente da aproximagao do kernel hy, como ilustrado na Figura 3.5. Este
erro representa a diferenca entre as superficies mostradas das Figuras 3.3 e 3.4.
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ho(ky, ko) — hao(k1, k)

ko

Figura 3.5: Superficie de erro de aproximagcao do kernel em (3.21) usando M =8
fungoes de Kautz com os parametros sub-6timos (by; Cotimo1) = (0,6;—0,2321) e
(b2; Cotimo2) = (0, 5; —0, 3058).

O pdlo 6timo de Kautz para o kernel hy pode ser obtido fazendo-se uma
busca em todo o espago de factibilidade dos podlos. Variando os parametros
(by,b2) € (—1,1) x (—1,1), obtém-se os valores de Cotimo,1 € Cotimo2, respectiva-
mente, para os quais os pares de parametros de Kautz (by, Cotimo1) € (b2, Cotimo,2)
resultam em um determinado valor de EQN. O menor valor deste erro para o kernel
ho dado na equacao (3.21) é obtido escolhendo-se by = 0,770 e by = 0,345. Os
valores dos parametros e dos pdlos de Kautz nesta condicao estao apresentados na
Tabela 3.3. A Figura 3.6 mostra a superfice do erro de aproximagao do kernel hy
usando-se M = 8 fungoes da base de Kaut. O valor do erro desta aproximagao ¢é
EQN = 3,6082 x 107",

Tabela 3.3: Valores 6timos dos parametros e dos pélos de Kautz para o kernel
hg(kl, k?g) em (321)

| Direcggode hy | b | Cotimoy | B |
=1 0,770 | —0,4583 | 0,5615+£1i0, 3783
=2 0,345 | —0,2473 | 0,2152 £ 10, 4483

Os coeficientes da expansdo ortonormal em (3.22) sdo apresentados a seguir, para
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ha(ky, ka) — ha(k1, ko)

x10°

Figura 3.6: Superficie de erro de aproximacao do kernel em (3.21) usando M =8
fungoes de Kautz com os parametros 6timos (bi;Cotimo1) = (0,770;—0,4583) e
(bQ, Cotim0’2> = (0, 345, —0, 2473)

os pdlos mostrados na Tabela 3.3, para diferentes niimeros de funcoes da base.

M =2
M=4
M=6
Qiyig =

—

0,1653
0, 5401
—0,7618
—0, 7487
—0,1284

| —0,0507

W _[01653 —0,4698
i = 0,5401  —0,1488
0,1653 —0,4698  0,8225 0,4091
. 0,5401 —0,1488  0,1092  0,3104
i = 0,7618  0,0941  0,0087 0,054
| —0,7487  —0,2360  —0,0669  0,0094
~0,4698  0,8225  0,4091  0,1182  0,0162 ]
~0,1488 0,092 0,3104  0,0665 0,0391
0,0941  0,0087  0,0544  0,0088 0,0051
~0,2360  —0,0669  0,0094 —0,0005 0,0034
~0,0330  —0,0082  0,0018  0,0000 0,0004
~0,0444  —0,0082  —0,0023  —0,0005 0,0001
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3.2.1 Comparagao: base unica versus bases miiltiplas

A solugao dada na equagao (3.17) permite utilizar diferentes pdlos (parametros) de
Kautz em cada direcao [ = 1,...,n do kernel h,(k1,...,k,). Esta solucdo apresenta
maior flexibilidade em relagdo a um método anterior (da Rosa 2005, da Rosa et
al. 2005, da Rosa et al. 2007), que permitia somente a utilizagao de um pédlo de Kautz
para todas as direcoes do kernel. Para efeitos de comparacao, esta secdo objetiva
aplicar ambos os métodos ao kernel hy em (3.21), a fim de se tirar conclusoes a
respeito da melhoria do presente método para com o anterior.

Considere entao novamente o kernel na equagao (3.21). Os mesmos valores para
os parametros b; e by escolhidos na simulacao anterior serao utilizados agora. Em
outras palavras, a escolha de um mesmo valor de b, VI € {1,...,n}, representa
exatamente o caso particular encontrado na literatura (da Rosa et al. 2005, da Rosa
et al. 2007). A Tabela 3.4 mostra os resultados resultados obtidos em termos do
nimero de funcoes de Kautz utilizadas no modelo.

Tabela 3.4: Erro de aproximacao do kernel hy em (3.21) usando base tinica de Kautz.
‘ Ntmero de fungoes (M) ‘ EQN para by = by, = 0,6 ‘ EQN para by = by, = 0,5 ‘

2 0,8422 0,7878
4 0,1081 0,2029
6 0,0086 0,0133
8 0,0008 0,0046

Conforme pode ser observado ao se comparar os resultados mostrados nas
Tabelas 3.2 e 3.4, em geral o erro de aproximacao de hy é menor quando poélos
distintos sao utilizados para representar cada direcao do kernel. O valor do erro
nao é necessariamente menor porque os parametros b; nao sao 6timos, uma vez
que estes sao escolhidos arbitrariamente pelo usuario. Uma metodologia proposta
em trabalhos anteriores (da Rosa et al. 2005, da Rosa et al. 2007) como a me-
lhor sele¢ao dos parametros de Kautz fornece o par (b; cotimo) = (0, 593; —0,2594),
para as duas direcoes de hs. O erro de aproximagao deste kernel quando usa-se
M = 8 fungoes da base de Kautz parametrizadas em (bi; Cotimo1) = (b2; Cotimo2) =
(0,593; —0,2594) é igual a EQN = 1,242 x 1073. De acordo com os resulta-
dos apresentados na secao anterior, considerando-se os parametros étimos obtidos
(b1; Cotimo.1) = (0,770; —0,4583) e (be; Cotimo2) = (0, 345; —0,2473), viu-se que o erro
correspondente foi EQN = 3,6082 x 10~7. Para se atingir um erro desta ordem u-
sando o outro método (da Rosa et al. 2005, da Rosa et al. 2007), seriam necessérias
14 fungoes de Kautz.

Nota-se que o kernel em (3.21) é assimétrico, i.e., ho(ki, ka) # ho(ki, k2). Isto
significa que o kernel hy possui dinamicas diferentes em cada direcao, sugerindo assim
a utilizagao de pdlos distintos para representar cada uma de suas direcoes axiais.
Analisando os resultados numéricos apresentados nesta segao, verifica-se que o uso
de bases multiplas (1 bases independentes) reduz o erro de truncamento quando o



Desenvolvimento Otimo de Modelos de Volterra Usando Bases
44 Multiplas de Kautz

kernel apresenta dinamicas dominantes distintas em cada diregao.

3.3 Estimacao simultanea dos kernels de
Volterra e dos pdlos de Kautz

A aplicacao do resultado tedrico descrito na secao 3.1, em especial a utilizacao da
equacao (3.17) para selegdo dos parametros de Kautz, requer um conhecimento
prévio dos kernels do sistema. No entanto, em geral esta informacao nao esta
disponivel, e portanto os kernels precisam ser estimados a partir de um conjunto
de medicoes experimentais de entrada/saida do sistema. Propde-se a seguir um al-
goritmo iterativo que consiste em recuperar os kernels de Volterra a partir de uma
estimacao via minimos quadrados dos coeficientes da expansao em bases de Kautz,
seguidos pelo calculo dos poélos 6timos correspondentes. A ideia central deste algo-
ritmo foi proposta originalmente para modelos de Volterra baseados em fungoes de
Laguerre (Campello 2002), sendo posteriormente adaptado para modelos baseados
em fungoes de Kautz (da Rosa 2005, da Rosa et al. 2006).

Os passos do algoritmo estao detalhados a seguir. Partindo de um pélo de Kautz
inicial para cada direcao [ = 1,...,n de cada kernel h,(ki, ..., k,), faga:

1. Selecionar a ordem N do modelo de Volterra a ser utilizado, como na equacao
(2.1). Modelos de ordem superior a 2 podem possuir elevado custo computa-
cional.

2. Adotar um truncamento dos kernels a serem estimados, ou seja, o valor de
ki, ks, ..., k, acima dos quais os kernels de Volterra sao considerados nulos.
Estes valores geralmente podem ser selecionados observando-se o tempo de
resposta do sistema.

3. Escolher o niimero M de fungoes de Kautz que serao utilizadas na aproximacao
dos kernels h,(ki,...,k,), bem como um valor inicial para os pélos destas
funcoes.

4. A partir dos dados de entrada/saida disponiveis, estimar via minimos quadra-
dos os coeficientes da expansao ortonormal a() em (2.22).

5. Usando os coeficientes .y, calcular os kernels de Volterra usando a equacao
(2.21).

6. Para cada direcao, encontrar os parametros de Kautz b, e ¢ que fornecem
o menor erro de aproximagao do kernel (EQN) variando-se b, no intervalo
(—1,1), e calculando os respectivos parametos 6timos ¢; por meio da equagao
(3.17).
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7. Retornar ao passo 4 até que um dos critérios seja alcancado: ou a diferenca
entre os kernels em iteragoes sucessivas seja menor do que um limitante, ou
que um numero maximo de iteragoes seja excedido.

Para ilustrar o desempenho desse algoritmo, foram utilizados dados medidos em
laboratério de um sistema de levitagao magnética, descrito a seguir.

3.3.1 Modelagem de um sistema de levitacao magnética

O sistema de levitagao magnética considerado aqui, esquematicamente descrito na
Figura 3.7, consiste de uma bobina superior e uma inferior que produzem um campo
magnético em resposta a uma corrente DC. Dois discos magnéticos movimentam-se
por uma haste de vidro. Energizando-se a bobina inferior, um dos discos é levitado
por uma forca magnética repulsiva. A medida que a corrente na bobina aumenta,
também aumentam a intensidade do campo e a altura do disco levitado. Dois
sensores a laser medem as posicoes dos discos. Os discos sao feitos de um material
altamente rigido (NeBFe) e projetados para oferecer grandes deslocamentos verticais,
para demonstrar claramente principios de levitacao e controle de movimento (ECP

1999).

] —

Bobina 2

NN

yzi s  [)isco 2

Y1 i_ Disco 1

Bobina 1

Figura 3.7: Diagrama do levitador magnético.

Considere entdo o movimento do disco magnético inferior (Disco 1). Seja m; a
massa do Disco 1, 91 o coeficiente de atrito viscoso entre este disco e o ar, e g a
aceleracao da gravidade. A equacao que descreve o movimento do Disco 1 é dada
por:

mith + N + Fie = Funl — Fuar — mag
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onde y; é a posicao do Disco 1, F,1; é a forca magnética de interacao entre a Bobina
1 e o Disco 1, F,2 é a forca magnética de interacao da Bobina 2 com o Disco 1, e
F,.12 € a forca magnética mutua entre ambos os discos magnéticos. Estas forcas sao
descritas pelas seguintes equacoes nao-lineares:

Foy = s
miz (Ye + Y2 — Y1 + va)*
1
F, _
H vy (ksyr + vg)?
7
Fu21 2

U1 (yc + k:syl + U2)4
com:

e my: massa do Disco 1;

e 1J;: coeficiente de atrito viscoso do Disco 1 com o ar;

e y;: altura do Disco 1;

e yo: altura do Disco 2;

e ¢1: corrente elétrica na Bobina 1;

e iy corrente elétrica na Bobina 2;

e y.: distancia entre as Bobinas 1 e 2;

® Uy, U9, U3, Uyt constantes reais.

A seguir, apresenta-se resultados experimentais com o objetivo de modelar uma
planta do sistema de levitagao magnética descito acima.

3.3.2 Simulacao computacional para o levitador

Os dados experimentais foram adquiridos mantendo-se constante a corrente elétrica
aplicada a Bobina 1 da planta, enquanto variava-se a corrente através da Bobina 2. O
sinal de entrada u (corrente na Bobina 2) foi projetado como sendo uma sequéncia de
degraus com amplitudes diferentes de forma a excitar os diferentes modos do sistema.
O sinal de saida medido y foi tomado como sendo a posigao do Disco 1 (y;). A Figura
3.8 mostra os dados de entrada e saida disponiveis para estimacao do modelo. Antes
da estimacao, estes dados foram amostrados usando-se um periodo de amostragem
de 0,017 segundos, e normalizados dentro do intervalo [—1, 1] para evitar problemas
numéricos. Um outro conjunto similar de dados também foi adquirido e guardado
para posterior validacao do modelo.
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Figura 3.8: Dados entrada/saida do levitador magnético. Acima: corrente através
da Bobina 2 (sinal de entrada u). Abaixo: posigao do Disco 1 (sinal de saida y).

O objetivo desta simulagao é obter um modelo que relacione a entrada u e a saida
y, mostradas na Figura 3.8, por meio de uma representacao de Volterra de segunda
ordem (N = 2), como usual na literatura (Billings 1980, Dumont e Fu 1993):

gk) = Y m(mulk—71) + Y > ho(m, m)u(k — m)u(k — )

71=0 71=0 12=0

em que os kernels h; e hy serao representados usando-se uma expansao em base de
Kautz {1, }, de acordo com a equagao (2.21). O modelo resultante serd entao como
a seguir:

gk) = D> antu (k)u(k — )

71=0141=1
€ M

+ Z Z Z Z iy in W1y (k1) W2, (k2)u(k — m)u(k — 1) (3.23)

T1=0712=041=1142=1

No modelo (3.23), apenas os sinais de entrada e saida sdo conhecidos. Neste caso,
nenhuma informacao prévia sobre os kernels do modelo estd disponivel; entao é
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necessario estima-los a partir de dados medidos de entrada/saida do sistema para
se obter os pélos 6timos de Kautz.

Baseado no tempo de resposta do sistema de levitagao magnética, os termos do
kernel de meméria longa — maior do que 50 elementos — sao considerados nulos.
Em outras palavras, ¢ = 50 é adotado em (3.23). Nesta simulacdo, admite-se que
o kernel de segunda ordem é simétrico, i.e. hao(ki, ko) = ho(ks, k1). Além disso,
M = 8 fungoes de Kautz foram utilizadas. Escolhendo-se, por exemplo, os polos
iniciais de Kautz como 0,5 + i0,5 para os kernel de primeira ordem, bem como
para as duas diregoes do kernel de segunda ordem, os valores iniciais correspon-
dentes para os parametros de Kautz, de acordo com as equagoes (2.27) e (2.28), s@o
by = by =0,6667 e ¢; = co = —0,5. A Tabela 3.5 apresenta os valores dos polos de
Kautz apds a convergéencia do procedimento acima, que levou 17 passos. O critério
de parada adotado foi que a diferenca entre as normas quadraticas de ambos os
kernels em passos sucessivos seja menor do que 1073, Simulacoes computacionais
com diferentes polos iniciais forneceram resultados similares.

Tabela 3.5: Valores finais dos parametros de Kautz para os kernels de primeira e
segunda ordem do modelo do levitador magnético.

Ordem do kernel () | Direcao axial de h,, by q (61, 1)
1 =1 0,9047 | —0,6832 | 0,7614 + i0,3216
=1 0,9323 | —0,7604 | 0,8206 +i0,2949
2
=2 0,9434 | —0,6521 | 0,7793 £1i0,2116

Usando-se os valores dos pélos de Kautz mostrados na Tabela 3.5 e os corres-
pondentes coeficientes da expansdo ortonormal (ndo mostrados), os kernels hq (k1) e
ha(k1, ko) podem ser calculados de acordo com a equagao (2.21). Estes kernels estao
ilustrados nas Figuras 3.9 e 3.10, respectivamente.

A Figura 3.11 ilustra a previsao do modelo da saida do sistema, §(k), com respeito
a um outro conjunto de dados (dados de validagao), juntamente com o valor real
(medido) da saida y(k). Pode-se notar a boa qualidade do modelo obtido, uma vez
que o grafico da saida do modelo sobrepoe quase perfeitamente a saida medida do
sistema.
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ky

Figura 3.9: Kernel de primeira ordem estimado para o modelo do levitador

magnético.

Figura 3.10: Kernel de segunda ordem estimado para o modelo do levitador

magnético.
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Figura 3.11: Saida medida (em linha continua) do sistema de levitagdo magnética e
saida do modelo (em pontilhado).

3.4 Resumo e contribuicoes

Este capitulo apresentou resultados tedricos e praticos referentes ao problema da
aproximagao de modelos de Volterra baseados em fungoes ortonormais de Kautz.
Discutiu-se o problema da sele¢ao 6tima de um dos parametros de Kautz em termos
do erro de aproximacao dos kernels de Volterra. A otimizacao simultanea dos dois
parametros de Kautz usando uma abordagem analitica ainda ¢ um problema em
aberto. E possivel, porém, abordar este problema minimizando-se um limitante
superior do erro de aproximacao dos kernels com relagao a um dos parametros,
quando o outro é mantido fixo.

A contribuicao central foi a obtencao de uma expressao analitica para um limi-
tante superior do erro de aproximacao truncada dos kernels de Volterra quando
estes sao desenvolvidos em base de Kautz. Através da minimizacao deste limitante
superior, obteve-se uma solucao analitica global para a selecao 6tima de um dos
parametros de Kautz em modelos de Volterra de qualquer ordem. Esta estratégia
permite calcular analiticamente um dos parametros 6timos de Kautz, o que pode
ser interpretado como uma expressao analitica sub-6tima para os pélos de Kautz.
Na abordagem apresentada, um conjunto de fungoes ortonormais de Kautz inde-
pendentes é utilizado para representar cada direcao axial do kernel de Volterra. Os
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resultados apresentados representam uma generalizagao de trabalhos anteriores (da
Rosa 2005, da Rosa et al. 2005, da Rosa et al. 2007), em que todas as diregoes do
kernel adotam um tnico pélo de Kautz. Esta nova metodologia também representa
uma extensao de um problema andlogo investigado no contexto da base de Laguerre
(Campello et al. 2006).

Por meio de um exemplo ilustrativo, verificou-se que o uso de bases independentes
para representar cada direcao dos kernels reduz o erro de truncamento quando o
kernel apresenta dinamicas distintas em cada uma de suas direcoes. Resultados de
simulacao mostraram que a metodologia proposta forneceu uma boa aproximagao
de sistemas nao-lineares com comportamento oscilatério. A selecao 6tima dos pdlos
de Kautz permite obter uma maior qualidade de aproximacao utilizando um menor
numero de fungoes da base, reduzindo a ordem de representacao do modelo de
Volterra resultante.

Apresentou-se também um algoritmo iterativo para a estimacao simultanea dos
kernels de Volterra e dos pélos de Kautz, a partir da medigao de dados entrada/saida.
Este algoritmo representa uma adaptagao de algoritmos que ja foram apresentados
na literatura para a base de Laguerre (Campello 2002) e para a base de Kautz
com pdlo tnico (da Rosa 2005). A implementagdo computacional deste procedi-
mento permitiu obter um modelo OBF-Volterra de segunda ordem que representa
adequadamente as dinamicas de um sistema nao-linear de levitagao magnética.
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Capitulo 4

Direcoes de Busca Exatas Para
Otimizacao dos Pdlos de Bases
Ortonormais

O problema central abordado no Capitulo 3 envolve a minimizacao de um limitante
superior do erro de aproximacao dos kernels de Volterra, quando bases independentes
de funcoes de Kautz sao utilizadas para representar cada direcao dos kernels. A
principal limitacao desta abordagem é que ela requer um conhecimento prévio sobre
os kernels do sistema a ser modelado. Esta otimizacao é também apenas sub-6tima,
uma vez que somente um dos parametros de Kautz é otimizado, e um limitante do
erro é considerado como funcao de custo.

Para eliminar as desvantagens discutidas acima, este capitulo apresenta resulta-
dos referentes a aproximacao de modelos OBF-Volterra por meio da selecao numérica
dos polos das bases ortonormais. Neste aspecto, obtém-se os gradientes das saidas
dos filtros ortonormais com relagao aos pélos da base. Estes gradientes podem ser
utilizados juntamente com um algoritmo de otimizacao para obter uma direcao a
ser seguida no espaco de busca dos poélos 6timos da base ortonormal.

Os resultados iniciais apresentados sao vélidos para modelos lineares, sendo
posteriomente estendidos para modelos de Volterra de qualquer ordem. Além da
obtencao das expressoes analiticas para os gradientes de modelos baseados em
funcoes de Kautz, obtém-se também as equacoes para modelos baseados em funcoes
ortonormais generalizadas (GOBF). A abordagem proposta é ainda aplicada na
modelagem do sistema de levitagao magnética descrito no Capitulo 3.

Neste capitulo, o problema abordado consiste na minimizacao de uma funcao
de custo quadratica que leva em conta o erro de estimacao da saida do sis-
tema. Particular énfase é dada para modelos baseados em fungoes de Kautz,
porém uma andlise similar para as fungoes de Laguerre pode ser facilmente obtida
como um caso particular. As derivadas obtidas sdao utilizadas como parte de
um método de otimizacao nao-linear, para obtencao da direcao de busca para os
polos da base. Adota-se aqui o algoritmo de otimizacao de Levenberg-Marquardt
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(Levenberg 1944, Marquardt 1963, Nocedal e Wright 1999, Nelles 2001), que vem
a ser uma escolha usual em otimizacao nao-linear, uma vez que ele pode repre-
sentar o método de descida do gradiente e o método do gradiente conjugado em
problemas de porte médio. O método de Levenberg-Marquardt é um algoritmo de
pseudo-segunda ordem, pois ele trabalha somente com avaliacoes da funcao de custo
e com informacoes do gradiente. A matriz Hessiana da funcao de custo é estimada
usando estas informacoes. Parte dos resultados apresentados aqui também podem
ser encontrados em outros trabalhos, para o caso de modelos lineares (da Rosa et
al. 2008b) e para modelos nao-lineares de Volterra (da Rosa et al. aceito).

Os trabalhos que abordaram a selecao de pélos das bases ortonormais em geral
nao apresentam garantia de otimalidade, ou de convergéncia, ou de ambos. O obje-
tivo deste capitulo é propor uma nova metodogia para selecao dos polos das bases
ortonormais que garanta otimalidade e convergéncia.

4.1 Formulacao do problema

Esta secao formula um problema de se ajustar a relacao dinamica entre os
parametros de modelos OBF e a saida do modelo. Primeiramente, a técnica back-
propagation-through-time (Nelles 2001) é brevemente revisada, cuja ideia basica é
recuperar a dinamica de um dado modelo de forma recursiva até que o modelo
seja descrito por relagoes estaticas. Posteriormente discute-se a otimizacao dos
parametros de modelos OBF lineares baseada nessa técnica. Para um melhor en-
tendimento a respeito desta técnica, ela é inicialmente apresentada no contexto dos
sistemas lineares. A generalizacao deste estudo para os modelos nao-lineares sera
estudada posteriormente na secao 4.4, dentro do contexto dos modelos de Volterra.

4.1.1 Técnica back-propagation-through-time

Considere um sistema dinamico linear representado por um mapeamento estatico
genérico ‘H aplicado a um conjunto de termos de regressao da entrada e saida, como
a seguir:

g(k) = Hulk—-1),...,u(k —ny), 9k —1),...,9(k —ny)] (4.1)

onde ¢(k) representa a saida estimada do modelo. Neste tipo de modelo, conhecido
como modelo Output-Error (OE) (Nelles 2001), o mapeamento estatico H se rela-
ciona dinamicamente com a saida do modelo, uma vez que ele esta presente implici-
tamente e recursivamente nos termos y(k—1). Assim, os parametros do mapeamento
‘H nao podem ser estimados diretamente a partir dos dados usando uma abordagem
padrao de estimagao, como o algoritmo de minimos quadrados. Em vez disso, a
abordagem consiste em descrever a dinamica do sistema por meio de uma série de
modelos estaticos representados através de relagoes explicitas no tempo. Para ilus-
trar esta discussdo, considere por exemplo o modelo em (4.1) com n, = n, = 1,



4.1 Formulagao do problema 55

l.e.:

g(k) = Hlu(k = 1),5(k —1)] (4.2)

Suponha que o mapeamento estatico H seja parametrizado por um vetor de
parametros @ do modelo. Este vetor pode ser otimizado se o gradiente de uma
funcao de custo com relacao a todos os elementos do vetor @ estiver disponivel. Este
gradiente depende da derivada da saida do modelo g(k) com relagao aos elementos
de 6. Particularmente, como o modelo é assumido linear, pode-se inferir a partir da
equagao (4.2) que:

9y(k) _ OH[] OHo[]  9y(k—1)
90, 0, gk —1)  06;

(4.3)

onde Hs e H; sao as porgoes complementares de ‘H que, respectivamente, dependem
e nao dependem de gy(k — 1), enquanto que #; é o i-ésimo elemento do vetor de
parametros 6. O primeiro termo em (4.3) é o gradiente da saida do modelo com
relagao aos parametros e representa a parte estatica, enquanto que o segundo termo
representa a parte dindmica. Se §(k — 1) for um sinal externo, como por exemplo
a salda medida do processo y(k — 1), entao nao haverd nenhuma dependéncia com
os parametros do modelo, e portanto este termo deve ser igual a zero. Em modelos
OE, contudo, y(k — 1) é a saida do modelo em um instante de tempo anterior, que
depende de 6.

O célculo do segundo termo da equagao (4.3) requer a derivada da saida anterior
do modelo com relacao aos parametros. Esta pode ser calculada a partir de:

gk = 1) = Hlu(k = 2),4(k = 2)] (4.4)
Assim, tem-se que a derivada em (4.3) torna-se:

0§k —1) _oral) _0Mal] 03k -2
60, 6, op(k—2) 06,

(4.5)

Novamente, o segundo termo em (4.5) requer as derivadas da saida do modelo num
instante de tempo anterior. Este procedimento continua até que as condigoes iniciais
em k = 0 sejam atingidas, para o qual se tem 7(0) = y(0) e portanto:

99(0)
a9,

Em resumo, o algoritmo back-propagation-through-time decompoe a dinamica de
um sistema em uma série de representacoes estaticas. Esta abordagem permite des-
crever as derivadas da saida de um modelo em termos somente das condigoes iniciais
e do sinal de entrada, voltando k passos no tempo. A técnica back-propagation-
through-time desenvolve um modelo de forma recursiva até se atingir as condigoes
iniciais em k£ = 0, como ilustrado na Figura 4.1.

=0
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Figura 4.1: Esquema da técnica back-propagation-through-time.

Se o modelo é linear, entao o mapeamento estatico H mostrado na Figura 4.1 é
uma funcao linear. Se o modelo é uma representagao de Volterra, entao H ¢é a série
de Volterra.

De acordo com o esquema da técnica back-propagation-through-time ilustrado na
Figura 4.1, nota-se que a saida do proprio modelo ¢é utilizada na recursao temporal.
A estrutura desta abordagem é como mostrado na Figura 4.2.

2
uk) f GsTEMA y(k)

_

e

MODELO ——— (k)

Figura 4.2: Estrutura em que a saida do modelo ¢ utilizada na recursao temporal.

4.1.2 Otimizacao dos pdlos

Uma representacao esquematica de modelos baseados em fungoes ortonormais esta
ilustrada na Figura 4.3.
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mapeamento
estatico

Yo (k) ——
o/

Figura 4.3: Estrutura geral de um modelo OBF: a saida é gerada por um mapea-
mento estatico aplicado a um conjunto de fungoes ortonormais.

Nesse contexto, 1, (k) representa a resposta do filtro 1, (k) & entrada u(k), i.e.:

k

Un(k) = D tm(r)ulk —7) (4.6)

=0

Uin(2) = Wn(2)U(z) (4.7)

3

Considere inicialmente um modelo OBF-Volterra de primeira ordem (modelo
linear) com M fungoes de uma determinada base ortonormal {,,}. Neste caso, o
mapeamento H mostrado na Figura 4.3 é uma fungao linear. Tendo como caso geral
a equagao (2.22), esse modelo linear pode ser expresso como:

Jk) = 3 anti (k) (48)

onde ¢, (k) foi definido na equacio (4.6).
A estratégia adotada aqui consiste na otimizacao simultanea do vetor de pélos p
que parametriza a base ortonormal {¢,,} e do vetor de coeficientes correspondente

as 1 as -+ ay]T. Para este fim, seja o seguinte problema de otimizagao:
A1
. 72
min J 2 1S [yk) (6] (4.9)
k=1
onde 8 = [p?  a’]" e Ny é o ntimero de dados entrada/saida disponiveis. O

gradiente do critério quadratico J em (4.9) com relacao ao vetor de pélos p pode
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ser calculado da seguinte forma:

Vpd = > [(k) = y(k)] Vpii(k)

[5(k) = y(B)] ) Vpthm (k)
= S5 k) = (k)] o Vi () (4.10)

O gradiente de J com relac¢do a a ¢ facilmente obtido a partir de (4.8) como:

Vol = 3" [(k) = y()] Vai(k)
= D [o(k) —y(R)]p (k) (4.11)

onde (k) = [ (k) o(k) - du(k)]"

A contribuicao central deste capitulo é a obtencao de equactes para o calculo
de Vi, (k) e a sua aplicagio na otimizacdo dos pélos do modelo (4.8) usando
o bem conhecido algoritmo de Levenberg-Marquardt (Levenberg 1944, Marquardt
1963, Nocedal e Wright 1999, Nelles 2001). A base deste algoritmo é uma aproxi-
macao quadratica de J na vizinhanga de seus argumentos (parametros do modelo).
O algoritmo aproxima a matriz Hessiana de J com relagao aos parametros usando
somente informacao das derivadas de primeira ordem correspondentes, que sao obti-
dos através do calculo dos gradientes. Especificamente, ele estima a matriz Hessiana
usando a soma de produtos dos gradientes em (4.10) e (4.11). Denotando F'(8) com
o Jacobiano da funcao de custo J(@), o algoritmo atualiza a varidvel de otimizagao
6 de acordo com a seguinte equagao (Nelles 2001):

-1
Ot = Ot—l_ Ft_l(O)FtT_l(O)—l—at_l[ Ft_l(O)Jt_l(O) (412)

onde o;_; representa um fator de regularizacao e I é a matriz identidade.

O algoritmo de Levenberg-Marquardt é um método de pseudo-segunda ordem,
pois ele utiliza apenas avaliagoes da funcao e de seu gradiente. Este algoritmo é
globalmente convergente, ou seja, a partir de qualquer ponto inicial 6°, o algoritmo
converge para um ponto 6., satisfazendo as condigoes de otimalidade necessérias
para um minimizador local de J(8), i.e., VoJ = 0. Obviamente, nao é possivel
garantir que @,imo seja um minimizador global de J(8), a menos que J(6) seja uma
fungao convexa (Nocedal e Wright 1999). O método de Levenberg-Marquardt pode
ser visto como uma combinacao dos métodos do gradiente de maior descida e de
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Gauss-Newton (Nelles 2001): quando o resultado esta longe da solugao 6tima, o
algoritmo se comporta como o método do gradiente (lento, mas com convergéncia
garantida); préximo da soluc¢ao étima, o algoritmo se comporta como o método de
Gauss-Newton, convergindo assim mais rapido.

Estuda-se inicialmente modelos OBF, como aquele em (4.8), quando a base
ortonormal utilizada é o conjunto de funcoes de Kautz, como detalhado a seguir
na secao 4.2. O caso com a base de fungoes generalizadas (GOBF) serd discutido
posteriormente na secao 4.3.

4.2 Modelo baseado em funcoes de Kautz

Nesta se¢ao, um esquema como aquele mostrado na Figura 4.1 é desenvolvido para
obter expressoes que descrevem a saida dos filtros ortonormais em termos do sinal
de entrada e das condicgoes iniciais dos filtros. A partir destas expressoes, calcula-se
os gradientes das saidas dos filtros com relacao aos poélos da base ortonormal, i.e.,
Vol (k) em (4.10).

4.2.1 Funcoes de Kautz com indice par

Em vez de considerar o vetor p contendo os préprios pélos (complexos) da base de
Kautz, ele serd convenientemente adotado como um vetor contendo os parametros
(reais) que descrevem os pdlos de Kautz. Tem-se assim:

Dby (k)

pé{’;] — V=] (4.13)
Dby (k)
Oc

Desta forma, o gradiente das saidas dos filtros de Kautz se resume a calcular indi-
vidualmente as derivadas 0y, (k)/0b e Oy, (k)/Oc.

Inicialmente, considere a defini¢ao das fungoes de Kautz dadas na equacao (2.26).
A partir desta equacao, é possivel construir um diagrama de blocos correspondente
a um modelo dinamico baseado nas funcoes de Kautz. A Figura 4.4 ilustra este
diagrama.

Note que, de acordo com o diagrama mostrado na Figura 4.4, pode-se escrever
a saida do primeiro filtro par de Kautz ¥,(2) da seguinte forma:

VA== R) -
224blc—1)z—c¢

Wy(2) = U(z)

No dominio do tempo, tem-se que:

Yok 4 2) +b(c — Dahg(k + 1) — cido(k) = /(1 — )1 =02 w(k+1)  (4.14)
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S

m—1 blocos idénticos
A

\
|
|
|
|
|
:
| .
_:— zrb2m (k>

u(k) (1-)(1-1?) 2 —e24ble—1)z+1| = dble—1)z+1
24+b(c—1)z—c¢ 24+bc—1)z—c¢ 2Z24b(c—1)z—¢ !
:
|
\ /!
M z2—0b
,U/'mel(k) = b2

Figura 4.4: Diagrama de blocos de um modelo dinamico baseado em fungoes de
Kautz.

Para obter uma expressdo mateméatica para (k) em termos somente de uma
condicao inicial (1)2(0) e 15(1)) e dos valores passados do sinal de entrada u(k), a
abordagem utilizada consiste em representar o modelo (4.14) na forma de espaco de
estados. Neste caso, o vetor de estados possuira dimensao igual a 2, uma vez que a
equagao a diferencas dada em (4.14) é de segunda ordem. Sejam entao os estados
Zq(k) = y(k) e xy(k) = z4(k + 1) = ¢o(k +1). Logo, é possivel escrever o seguinte:

xa(k?‘i‘l) = l’b(k)
{ wk+1) = —b(e— Day(k) + cza(k) + T AT =0 ulk+1) 1P

Ou equivalentemente, na forma matricial:
([ (k+1) | |0 1 xq(k)
wk+1) | | ¢ —b(c—1) xp(k)

: i { VI =1 P) } ulk+1) (4.16)

B = (1 0] [ m

O modelo (4.16) possui entao uma cldssica representagao em espago de estados
dada por:

\ (4.17)

{ xo(k+1) = Axo(k)+ Bu(k+1)
¢2(I€) = CXQ(k)
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A solucao de uma equacao em espaco de estados do tipo (4.17) é bem conhecida na
literatura, sendo escrita para 1)2(k) como (Gabel e Roberts 1987):

o (k) = CAFx5(0) + z—:CA"Bu(k: — ) (4.18)

onde x(0) = [02(0)  ¥»(1)]" e as matrizes de estado A, B,C sdo como segue:

A= [ . —b(cl— 1) } (4.19)

0
5= | s | 420
c=[1 0] (4.21)

O gradiente Vpi,,(k) em (4.10) é entdo calculado para m = 1 em termos
das derivadas de (4.18) com relacdo aos parametros b e ¢ que completamente
parametrizam a base de Kautz, i.e. Vpia(k) = [0ta(k)/0b (‘9@(/{;)/86]? Es-
tas derivadas sao dadas por:

M k k-1 i B
awgé’“) _ ca(gz)mm) ey 6(52)8 +Aig—f u(k — i)

=0 *“

(4.22)

~—

(k) LO(AY) o [O(A4) ;0B .
o = 05 x(0) +c;_ o B+A%_ u(k — 1)

onde as matrizes 9(A*)/0b e O(A*)/dc podem ser calculadas da seguinte forma:

k k
3(6“‘;) = ZAJ’*%AH (4.23)

j=1

k k
a(gi ) _ ZAH%A’“‘J' (4.24)

j=1

Portanto, para se obter o gradiente dado pela equacao (4.22), é necessério ini-
cialmente calcular a matriz A*. Neste trabalho, por exemplo, este célculo é feito
utilizando-se a representacao da matriz A na base de seus autovetores. Lembrando
que os pélos de Kautz 5 e 3 estdo relacionados com os parametros de Kautz b e ¢
por meio das relagoes (2.27) e (2.28), nao ¢ dificil deduzir que:
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e a matriz A possui um autovalor igual a 3, com autovetor correspondente

1 A%
e a matriz A possui um autovalor igual a B3, com autovetor correspondente
1 B

Baseado nestas observacoes, segue que a base formada pelos autovetores de A e
a matriz diagonal contendo os autovalores de A sao dados pelas seguintes matrizes
Q e A, respectivamente:

I _|8 0
=[5 5] =15 )
Assim, reescreve-se a matriz A como A = QAQ !, levando a seguinte expressao:
1 aak _ a7k 2k _ nk
a = avgt = [T G0 ] am)

A transformagao de similaridade acima, e consequentemente a equagao (4.25), sao
validas somente se 3 # 3. Caso contrario, se 3 = 3, entdao a matriz A* pode ser

obtida como segue:
— k\p* L 3k—1
‘Ak - [ (1_]{;6/74)—}-51 (k‘ f_ 1)5k :| (4'26)

Para calcular o gradiente em (4.22), necessita-se ainda obter as derivadas de
matrizes 0.A/0b, 0.A/0c, OB/0b e OB/0c. Elas sao calculadas conforme mostrado a
seguir:

0A  To0 0 oA _T0 0
o {o 1—0] dc |1 —b}
0 [ 0
oB B
| —wWi=-¢ de | —evV1-P
V1—b? L V1—¢?

Portanto o gradiente Vb (k) = [9t(k) /b 0@52(16)/80}T, que é composto pelas
derivadas em (4.22), estd agora completamente determinado. A equacdo (4.22)
representa as derivadas da primeira funcao par de Kautz %(k;) com relacao aos
parametros de Kautz b e ¢, onde 15(k) é a funcio par de Kautz em (2.26) para
m = 1.

Resta agora obter expressoes equivalentes para os filtros impares de Kautz com
m > 2. Voltando ao diagrama de blocos mostrado na Figura 4.4, pode-se escrever:

. —c2?+blc—1)z+1
m(2) 224+ blc—1)z—c¢ 20m-1)(2) (4:27)
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No dominio do tempo, tem-se que:

om (k4 2) + b(c — D)o (k + 1) — cthop (k) =
— 1) (k +2) + b(c = Vb1 (k + 1) + Papm_1) (k) (4.28)

Usando um raciocinio analogo ao que foi feito anteriormente para o filtro QZJQ(/{?),
pode-se reescrever o modelo (4.28) da seguinte forma:

X2m(k§ + 1) = AX2m(l€) + BﬂLQ(m_l)(k + 2) + B23L2(m—1)(k5 + 1)
. + Bg?/ig(m_l)(k) (4.29)
7~p2m(k) = CXQm(kZ)

onde x,,(0) = [@Egm(()) Q/vigm(l)]T e as matrizes A, By, Bs, B3, C sao dadas por:

Comparando-se o modelo em espago de estados dado pela equacao (4.29) com
aquele dado por (4.17) , nota-se que o principio da superposigao pode ser utilizado.
Isto é feito substituindo o termo da entrada Bu(k + 1) em (4.17) individualmente
pelos termos Blzﬂg(m_l)(k +2), Bgzﬂg(m_l)(kz +1), e Bgﬂv]g(m_l)(k’) em (4.29). Desta
forma, a solugao dada em (4.18) pode ser utilizada para obter a solugao de (4.29),
chegando-se a:

k—1

Vo (k) = CA%2, (0) + > CA’ [Bl¢2(m_1)(k + 1 — i) + Bythym_1)(k — 1)

1=0

+ Bathogn 1) (k — 1 — 1) (4.32)

Tomando as derivadas de (4.32) em relagdo aos parametros b e ¢ leva a seguinte
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equacao:
Do (k) O(AF) (il O
i=0
0By - ) ad - ) d - .
+ a—;wﬂm—l) (k - Z) + 82%¢2(m—1) (k - Z) + B3%¢2(m—1) (k -1- Z))
I(A - . - .
+ (8b ) <Bl¢2(m—1)(/€ +1—1i) + Batham—1)(k —1)
+ Bsthom—1y(k — 1 — Z))}
(4.33)
Do (K (A [ il 0 ,
7[)280( ) = C%Xgm(()) + CZ |:./4 <B3&¢2(m—1) (]C —1- Z)
i=0
oB; - ) d - .
+ a—cl%(m—l)(k +1-14) + By %1/12(7%—1)(]@ +1—1)
0B - ) 0 - .
+ a—;%(m—l)(/‘? —1) + 32%1/12(171—1)(]? - Z)>
(A - . - .
+ % <31¢2(m—1)(/€ +1—1) + Batbopn—1)(k —1)

+ 531/32(771—1)(]@ —-1- Z))}

onde os termos (A")/db, O(A")/dc, e A’ sao dados por (4.23), (4.24) e (4.25),
respectivamente. As derivadas 0B;/0c, 0Bs/0b, e 0By /0c podem ser calculadas a
partir de (4.30) como:

0 OB, oB, |°

1 ob 1 Oc

o5,
Oc

b

Em resumo, obteve-se nesta secao expressoes analiticas para os gradientes das
saidas dos filtros de Kautz com relacao aos parametros de Kautz b e c. Estes gra-
dientes, dados por Vi, (k) = [0t (k)/Ob aﬁgm(k)/ac]T (param =1,2,...),
sao descritos pelas equagoes (4.22) e (4.33). Apresenta-se a seguir um estudo anélogo
relacionado com os gradientes das saidas dos filtros impares de Kautz.

4.2.2 Funcoes de Kautz com indice impar

Esta secao tem como objetivo apresentar resultados similares aos obtidos na se¢ao
anterior, adaptando-os para as funcoes de Kautz com indice impar. Muitos dos
desenvolvimentos matematicos serao omitidos pelo fato de que o raciocinio utilizado
é similar aquele ja mostrado anteriormente.
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Voltando a definigao das fungoes de Kautz na equagao (2.26), pode-se escrever a
saida do primeiro filtro impar W;(z) da seguinte forma:

. V1= 2(z—b)
Vilz) = 224blc—1)z—c¢

U(z)
No dominio do tempo, tem-se que:
Dk +2) +blc — Dy (k+1) — ey (k) = V1= [ulk +2) — bu(k + 1)]

Apos reescrever a equagao a diferengas acima usando uma representagao em espaco
de estados, pode-se obter sua solu¢ao para v (k) utilizando o resultado dado na
equacao (4.18). Tem-se entao que:

(k) = CAM%4(0) ZCAZ[B4u(k+1—z)+B5u( —i)] (4.34)

=0

onde x;1(0) = [¢1(0)  ¥1(1)]" e as matrizes de estado A, By, Bs,C sao dadas por:
0 1 0
I I R
0
85 = _bm C= [ 1 0 }

O gradiente da equacao (4.34) resulta em:

azﬂalék) - C (54) cZ[ < u(k +1—14) + Bsu(k — ))
,0B; .
+ A2 5% (k:—z)}
(4.35)
awalék) _ ca(éi Jxi0) + c; {5’((;:) <B4u(k;+1—i)+85u(/g_i)>

- AZ tulk +1- )+A’ “ulk — )]

onde as matrizes 0B4/0c, 0B5/0b, e OB5/0c sao calculadas da seguinte forma:

0 0 0
0B, 635{ ] 0Bs
de —cC o Y e e bc
= Vi—e ie



Direcoes de Busca Exatas Para Otimizagao dos Pdlos de Bases
66 Ortonormais

Resta agora obter uma expressao equivalente para os filtros impares de Kautz
com m > 2. De acordo com o diagrama de blocos mostrado na Figura 4.4, pode-se
escrever:

—c2?+b(c—1)z+1
Wolm_1)— 4.36
224+ b(c—1)z—c¢ 2(m=1)-1(2) ( )

\ifgm_l (Z) =

Ou, equivalentemente, no dominio do tempo:

ILQm_l(kZ + 2) —+ b(C — 1)&27%—1(]5 + 1) — Clﬁgm_l(k) =
—cpm-1)-1(k + 2) + (¢ = D)ihgim-1)-1(k + 1) + thom-1y-1 (k) (4.37)

Apés reescrever a equagao a diferengas (4.37) usando uma representacao em
espago de estados, pode-se obter sua solu¢ao para s, 1(k) utilizando o resultado
dado na equagao (4.18). Logo, tem-se que:

k—1

¢2m—1(k) = CA"%9n1(0) + ZCAi [B1¢2(m—1)—1(k +1—1)
i=0
+ Botan-1)-1(k — i) + Bstam_1)_1(k + 1 — 9 (4.38)

onde xy,,-1(0) = [Q/vigm_l(()) @ng_l(l)]T e as matrizes A, By, Bs, B3, C sao aquelas
ja apresentadas na secao 4.2.1.

Portanto, as equacoes analiticas para as derivadas que compoem os gradientes
das saidas dos filtros impares de Kautz com relacao aos parametros b e ¢, para
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m > 2, sao calculados a partir de (4.38). Obtém-se assim:

k—1

D1 (k (A il 0 ,
o 8bl( ) _ ¢ ((% )Xgm—l(o) +CY [A <81%¢2(m_1)_1(k F1-4)
i=0
0B - . J - ,
+ Eﬂ@(m—l)—l(kj —i) + 82%¢2(m—1)—1(k — i)
J - .
+ 53%1/12(7%—1)—1(]? —-1- Z))
(A . . - .
+ (ab ) <Bl¢2(m—1)—1(k‘ +1—4) + BQ¢2(m_1)_1(k —1)
+ [331[}2(m—1)—1(k —-1- Z)ﬂ
(4.39)
o1 (k oAk =y I ,
Vo acl( ) _ ¢ (80 )Xgm_l(o) +C> [A <33%¢2(m_1)_1(/@ —1—14)
i=0
0B - ) d - )
+ Wﬂ@(m—l)_l(k‘ +1-— Z) + Bl %1/12(7%—1)—1(]? +1-— Z)
0B; - ) J - )
+ Ewﬂm—l)—l(k} —1) + 32%1/12(771—1)—1(]? - Z))

(A . . § |
+ ((‘Bc ) <Bl¢2(m—1)—1(/€ +1—1i) + Bathppn—1y-1(k — 1)

+ 531/;2(171—1)—1(1@ —-1- Z))}

4.2.3 Algoritmo

O método proposto pode entao ser resumido pelos seguintes passos. Partindo de um
vetor inicial de parametros 6°, faca:

1. Calcule o gradiente VgJ = [V]J  V{.J] usando as equagdes (4.10) e (4.11).
Nota: use as equagoes (4.22), (4.33), (4.35) e (4.39) para calcular o termo

Vptm(k) = [00m (k)00 Om(K)/0c]" em (4.10);

2. Use Vg para atualizar o vetor de parametros @ de acordo com a politica de
atualizagao do método de Levenberg-Marquardt. Nota: inclua o intervalo de
factibilidade dos parametros de Kautz b e ¢ como restrigoes dentro do modelo
de otimizacao para garantir estabilidade/factibilidade dos pélos;

3. Volte para o passo 1 até que um critério de parada tenha sido atingido.

As restrigoes mencionadas no passo 2 do algoritmo acima sdo necessarias para
evitar que o processo de otimizacao produza pélos instaveis, ou seja, fora do circulo
unitario. E necessario garantir também que, se o algoritmo produzir pélos com parte
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imagindria nula (pdlos puramente reais), entao os dois pélos devem ser necessari-
amente iguais. Esta imposicao vem da propriedade da base de Kautz, que possui
sempre polos complexos conjugados, por construgao.

Para garantir a estabilidade dos pdlos de Kautz, muitos trabalhos na lite-
ratura (Wahlberg 1994, Ninness e Gustafsson 1997, Nelles 2001, Tanguy et al. 2002,
Heuberger et al. 2005) consideram as restri¢oes sobre os parametros de Kautz como
aquelas apresentadas no Capitulo 2, ie., [b] < 1 e |¢] < 1. Porém, uma tnica
condicao para garantir a estabilidade dos podlos precisa ser imposta, como deduzido
a seguir.

Da estabilidade dos poélos: 0 < |18 < 1
Elevando-se ao quadrado: 0 < |Ipf? < 1
Reescrevendo: 0 < B8 < 1 (4.40)
Usando a equagao (2.28): 0 < — < 1
Invertendo-se o sinal da desigualdade: -1 < ¢ < 0

Para garantir que os polos de Kautz sejam sempre conjugados, outra restricao
necessita ser imposta. Usando as equagoes (2.27) e (2.28), pode-se reescrever o par
de pélos de Kautz (3, §) em termos dos parametros reais b e ¢ da seguinte forma:

(8,8) = @ + i\/w—c (4.41)

Os pélos em (4.41) sdo complexos conjugados se:

2 2
L Gl MU (4.42)
4
Caso contrério, os dois pélos de Kautz 3 e 3 em (4.41) seriam reais e distintos, o
que nao ¢é possivel por hipotese.
As restrigoes sobre os parametros dadas pelas inequagoes (4.40) e (4.42) devem
ser incluidas no passo 2 do algoritmo de otimizacao para garantir estabilidade e
factibilidade dos pélos de Kautz, respectivamente.

4.3 Modelo baseado em funcoes ortonormais
generalizadas (GOBF)

As bases de funcoes de Laguerre e de Kautz sao preferiveis quando se deseja mode-
lar sistemas com dinamica dominante de primeira e segunda ordem, respectiva-
mente. Sistemas que possuem dinamicas mais complexas sao melhor representa-
dos por modelos baseados em fungoes ortonormais generalizadas (GOBF), uma vez
que a descricao matematica destas funcoes envolve pélos associados com multiplas
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dinamicas (amortecidas e sub-amortecidas). Por esta razao, esta segdo tem como ob-
jetivo apresentar expressoes analiticas para os gradientes das saidas da base GOBF
em relacao aos seus polos.

4.3.1 Caso GOBF com pdlos reais

Inicialmente, considere a base de fungoes ortonormais generalizadas na equagao

: , . . .. = A
(2.23) parametrizadas com pdlos reais e distintos entre si, i.e., £, = B = pm € R.
Neste caso, as funcoes de transferéncia dos filtros sao dadas como a seguir:

5 m—1
U, (2) = V1= I1 (ﬂ) (4.43)
&= Pm j=1 <= DPj

Um diagrama de blocos de um sistema linear baseado nestas fungoes pode ser cons-
truido a partir de (4.43). A Figura 4.5 ilustra este diagrama, onde 1, (k) é a resposta
do filtro ¥,,(z) a entrada u(k), de acordo com as equagoes (4.6) e (4.7).

Considere um modelo contendo M fun¢oes da base ortonormal {1, } em (4.43).
Todos os parametros livres desta base a serem otimizados podem ser dispostos em

um tnico vetor contendo todos os pélos da base, ie., p = [p1 po -+ pult.
Deve-se notar que a m-ésima funcao da base depende apenas dos m primeiros polos
{p1,...,pm}, e portanto ndo depende dos demais pélos {pm+1,...,pm}. Levando

em consideracio que O, (k)/0p; = 0 para [ > m, o gradiente V), (k) é dado por:

p¥Ym apl apm apM
[ O (k) D () r
= apl . e apm O(M_q-n-).vezeso ] (444)

O procedimento para calcular as componentes do gradiente (4.44) segue as mesmas
linhas de raciocinio utilizada para a obtencao dos gradientes para a base de Kautz.
Detalhes deste procedimento sao apresentados a seguir.

A saida do primeiro filtro GOBF (m =1 em (4.43)) pode ser escrita a partir da
Figura 4.5 da seguinte forma:

By () = VAP g

=P

ou equivalentemente no dominio do tempo:

Dy(k+1) —pypr(k) = /1 —p? u(k+1) (4.45)
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Z\/ 1 _p?n

Z = Pm

zZ—m Z=DP2
\

1/;1(](1) &2(]6) 1/;3(]‘) "L"L(k)

(k)

Figura 4.5: Diagrama de blocos de um modelo dinamico baseado em fungoes GOBF
com polos reais.

A solucao de (4.45) para ¢, (k) é facilmente obtida como:

Gilk) = Ph(0) + 15 Y phulk (1.46)

e a derivada da saida do primeiro filtro GOBF em (4.46) com relagao ao pdlo p; é
dada por:

Oi(k) ey I PR .
=k 0) + ——— > |ipi "= i+ Vpt fulk—i) (447
apl P1 ¢1( ) m o P1 ( )pl ( ) ( )
Como 1 (k) depende somente do pélo p; (e nao dos demais polos py, . . ., pas, entao

resulta que 9y (k)/Op; = 0 para l =2,..., M.
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Para m > 2, tem-se a partir das equagoes (4.43) e (4.7) que:

. 1—p2 (1—pmz) s
U,.(2) = D < Prm—1 ) B,i(2)
L=pp1 \ 2= Pm

Equivalentemente, no dominio do tempo tem-se a seguinte equacao a diferencas:

szm(k +1) - meZ]m(k) = \/ 11__7;29%; [szm—l(k) - pm—l@Lm—l(k + 1)] (4'48)

cuja solucio para 1, (k) é dada por:

7Lm(k‘) = p]:n@Lm(O) +

2 k—1
1=0

o T S Bk = 1= ) = i (k= )] (4.49)

Para obter o gradiente Vplm(k) em (4.44), é necessario calcular as derivadas
de ¥, (k) em (4.49) com relagao a p; para l = 1,...,m. A derivada de (4.49) com
relagao ao pélo p,, ¢ dado por:

N (k)
Opm

. 1
. - .
P ¥m(0) + VA =p2)(1—p2_)) (450)

ot = G DR [t (b = 1= 8) = pata (k=)

=0

k—

H

onde foi usado o fato de que O,_y(k)/Op, = 0, pois a funcio ,_ (k) depende
somente do conjunto de pélos {p1,pa,. .., Pm-1}-
A derivada de (4.49) em relagao a p,,—1 ¢ calculada como segue:

3¢m k-1 ey | v |
apm ! [m Pm= lpm <77Dm l( — 1= 2) - pm—lwm—l(k’ — Z))
1 _p%m i 0 . ‘ 3 |
: F (11

“M

a -
me1 =———Um_1(k—1—1 4.51
Pt i 20] (451
Finalmente, as derivadas de (4.49) com relacao a p;, [ =1,...,m — 2, podem ser
calculadas usando a seguinte equacao:
M (k) _ d - _
= m— o - Pm—-157 ¥Ym— k—
E 1- .2 . _pm : ZZ:: lb 1( i) p 1apl¢ 1(k — 1)

(4.52)
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Obteve-se assim equacoes analiticas que permitem obter o gradiente da funcao
(k) com relacdo ao conjunto de pélos {pi,ps,...,pu}, dadas pelas equacoes
(4.50), (4.51) e (4.52). Os passos do método proposto, quando a base GOBF ¢
usada no modelo (4.8), sdo essencialmente os mesmos do que aqueles descritos na
secao 4.2.3. A tnica diferenca esta relacionada com os gradientes Vpdm(k:), que
agora sao calculados conforme descrito acima.

E importante ressaltar que a formulagao apresentada nesta secao foi desenvolvida
considerando que cada polo da base GOBF é independente dos demais. Isto significa
que o numero de polos a serem otimizados coincide com o nimero de fungoes da
base, i.e. M. Na pratica, porém, pode-se exigir que somente um numero limitado
de pélos independentes seja repetido muiltiplas vezes, de tal forma que o niimero M
de fungdes seja um multiplo do niimero de pdlos a serem otimizados. A formulagao
relativa a esse caso particular pode ser obtida de maneira similar ao que foi descrito
anteriormente.

O desenvolvimento apresentado nesta se¢ao foi obtido assumindo que as fungoes
GOBF sao parametrizadas somente por pélos reais. O caso em que a base ortonormal
possui pélos complexos serd estudado na préxima secao.

4.3.2 Caso GOBF com um par de pdlos complexos

Conforme foi discutido na secao 2.3 do Capitulo 2, em geral as fungoes ortonor-
mais generalizadas definidas em (2.23) possuem transformada Z inversa que pos-
sui coeficientes complexos. Esta desvantagem pode ser superada construindo-se
uma nova base de fungdes ortonormais com respostas ao impulso reais (Ninness e
Gustafsson 1997). Parte do desenvolvimento matematico mostrando como esta nova
base é construida sera reproduzido a seguir.

Considere entao um modelo baseado em fungoes ortonormais em que as M — 1
primeiras fungoes da base {¥;(2), Ua(z),..., ¥_1(2)} sdo parametrizadas por seus
respectivos M — 1 pélos reais, dados no conjunto {py,ps,...,pap—1}, assim como na
equagao (4.43). Suponha que se deseja incluir um pélo complexo Gy nesse conjunto
de pdlos. De acordo com (Ninness ¢ Gustafsson 1997), duas novas fungoes ¥, (z) e
U7, (2z) com resposta ao impulso reais sao construidas a partir de uma combinagao
linear de Wy(2) e Wyr4q(2) geradas por (2.23). Neste caso, o conjunto de fungoes
serda dado por {¥y(2),...,Vr_1(2), ¥y, (2), ¥,(2)}, com o correspondente conjunto
de pélos {p1, ..., prr—1, B, Bar}-

A combinacao linear que gera as funcoes reais é dada como a seguir:

iy (2) Ko Ky War(z)
- : 4
R I S e (459
onde Ky, K, kg, K| s@o escalares complexos arbitrarios. Estes escalares podem ser

feitos relacionados entre si para assegurar a propriedade de ortonormalidade das
novas funcoes geradas.
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De acordo com a equagao (2.23), pode-se também escrever o seguinte:

) = 1 — |Buml? (1—51\/1—12) ;
Tule) = V1= [Bu—1*> \ 2—PBu L (2) (454

Substitui-se entao a equacao (4.54) em (4.53) e, considerando que pélos com-
plexos sao escolhidos aos pares conjugados, apds algumas manipulagoes algébricas,
chega-se que a descricao matematica da base GOBF quando um pdlo (3,, é incorpo-
rado no modelo é dada por (Ninness e Gustafsson 1997):

C o I PBuE V) T (1 _W)
Varlz) = 22 — (Bar + Bur)z + |Bu|? ]1;[1 Z—Dj
(4.55)
o - VTR ) (1)
. 22 — (Bur + Bar)z + | Bu 2 RN 7

onde [y, By € C é um par de pdlos complexos conjugados incorporado na base
ortonormal GOBF, e X', +/, \",+" sdo parametros reais que estao relacionados com
B da seguinte forma:

vy [ B Y

Bu+0Bu 1+ |8uf 7,]:\1—@2%\2 (4.56)

Hﬂzﬁ[—i ijii] (4.57)

. B + Bu

S T Bl

(4.58)

Existem infinitas solucgoes para a escolha dos parametros reais X, v/, N, 7" que
satisfazem as equacoes (4.56), (4.57) e (4.58). A principio, qualquer escolha destes
parametros pode ser adotada, pois todos valores satisfazendo (4.56)—(4.58) garantem
a ortonormalidade da base (Ninness e Gustafsson 1997, Ziaei e Wang 2006).

O célculo dos gradientes das fungoes GOBF que contemplam polos complexos
pode entao ser obido usando-se a representagao dada na equagao (4.55). Assim, de
acordo com as equagoes (4.7), (4.43) e (4.55), a seguinte relagao pode ser deduzida:

51 _ 1= 1Bul Va4 ) —puaz) s
lz) = L—=piy 22— (Bu + Bu)z + | Bul? La-1(2) (4.59)
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Equivalentemente, no dominio do tempo:

Dk +2) = (Bar + Ban) Py (k + 1) + |Bar Py (k) = (4.60)

Gl . ; ;
\/@. [_ Npar—1Par-1(k+2) + (N = ~"par—) -1 (k +1) + 7’¢M—1(’“)}
~ Py

Para resolver a equacao a diferengas em (4.60), ela pode ser reescrita usando
uma descri¢ao em espaco de estados. Adotando-se uma estratégia semelhante aquela
apresentada na segao 4.2 para o caso Kautz, a representagdo da equagao (4.60) em
espago de estados resulta em:

{ Xk +1) = Aixh (k) + Bethar—1(k +2) + Brhar_a(k + 1) + Bsthnr1 (k)
Vy(k) = Cxjy(k)

cuja solucao para ¢, (k) é dada por:

(4.61)

k—1
(k) = CARX),(0) + cZAl[BﬁwM V(41— i)
=0
+ Brbwoa(k—i) + Bybualk—1-1)] (4.62)

onde x},(0) = [¢4,(0)  4,(1)]7, e as matrizes de estado Ay, Bs, By, Bs, C sdo como
segue:

0 1 0
= — B:K ,
- |:_|6M‘2 6M+6M} ‘ M [ —)\pM—1}
0 0
B / / Bs = K /
! M{)\_Vle] * M[v]

_ _ 1= 1Bmf?
cC=[1 0] Ky = 7

Para calcular o gradiente de (4.62) em relagio a [y, este pdlo

pode ser considerado meramente como um vetor bidimensional real, i.e.

B 2 [Re(By;) Im(B)]7. Neste caso, o gradiente é definido como V4,9, (k) 2

[0, (k) /ORe(Bar) Oy, (k)/0Tm(Bas)]”, cujos elementos sdo dados por:

Oy (k) 0AF el (M } |
TRe(Br)  CoRe(my) M T CZa [B6¢M—1(k+1—2)
+ Bringa(k =) + Bsbna(k—1-4)] (4.63)
( ﬂ 7, o 887 Y 888 . .
Al gy -1+ 1) + gt (6= + = 1-0)
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i k: k—1 2

oIm(By) aIm(ﬁM)
+B7wM_1( i) + Byua(k—1-1)] (4.64)
+ A} miil(ggm@M—l(kJrl—i) + m(ZM)?ﬁM 1(k—1i) + 8[(3;M)1[}M 1(k 1—1)]

Finalmente, as derivadas de (4.62) com relacao a p; (I = 1,..., M — 1) podem
ser calculadas usando a seguinte equacao:

o (k) = [, 0w ik +1-0) 0By
o C;A {86 Oy szM ik +1-19)
+ B 6¢M 1(k —19) 687wM (k=) (4.65)
§ opy
+ Bs 8¢M_1(8pl_ 19 8BS¢M 1(k—1—1)

onde as derivadas das matrizes Bg, B;, Bg sao como segue:
0 0
oBs oB;
Opn-1 RSVIRTEL Opm—1 (Npar—1=7)y/1=1Bar—1 [

(l—p?\471)3/2 (l—p?\471)3/2

0
0By

apM—l B Npp—14/1=Bn-12

(l—p?\471)3/2

As derivadas 0Bg/0p;, 0B;/0p,, e OBg/Op, resultam em matrizes nulas se
l # M — 1, pois as matrizes Bg, By, Bs nao dependem de p; para [ # M — 1.

O desenvolvimento matematico necessario para obter as derivadas das fungoes
complementares W, (z) é andlogo ao apresentado acima, bastando substituir \' e +/
por A" e +", respectivamente.

4.3.3 Caso GOBF com dois pares de pdlos complexos

A ideia do desenvolvimento apresentado a seguir é a construcao de novas funcgoes
ortonormais com resposta ao impulso reais a partir das fungoes definidas em (2.23).
Este desenvolvimento foi apresentado originalmente em Ninness e Gustafsson (1997)
com a inclusao de um par de poélos complexos a uma base com pélos reais. Conforme
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sintetizado na secao 4.3.2, partindo-se de uma base ortonormal com M — 1 pdlos
reais, {W1(2), Wa(2), ..., ¥y1(2)}, obtém-se duas novas fungoes ortonormais W', (z)
e U (2), com pélos B, Bar.

Se for desejado incluir mais um par de pélos complexos Bari1, Ba41 ha base
GOBF, mais duas funcoes W), ,(2) e ¥}, ,(2) com respostas ao impulso reais
sao construidas como combinagoes lineares de Wy .o(2) e Wyi3(z) em (2.23),
como sugerido por (Ninness e Gustafsson 1997). Neste caso, o novo conjunto de
fungdes sera {Wi(2),..., Vry—1(2), ¥y (2), Wi (2), ¥y (2), Y (2)}, com o cor-
respondente conjunto de pélos {pi,...,par—1, Bars Bars Barst, Barsr ). Apods alguma
manipulacao algébrica, tem-se que as duas novas funcoes geradas sao dadas por:

) = VI PP (P i) '<1—6Mz> ' (1—5_Mz> ”ﬁ(l—pjz)

M 22 — (Buy1 + Bua1)z + Byl \ 2 — Bu z — Bm Z—pj
(4.66)

" (Z) Z\/m (pllz_‘_:u”) <1_BMZ>'<1_5MZ> Aﬁ1<1_pjz>

M 22 — (Bugr + Burs1)z + [Bus1? \ 2= Bu z— Bu Z—pj

j=1

Jj=1

onde p', i/, p’, ;i sdo parametros reais que estao relacionados com o pélo G711 como
segue:

' s [ 1+ B Brir + B ] [ 4

= |1 Bl (467
X Barsr + Bur L+ [Barga|? o ] 1= Bhal” (4.67)

{Zﬁi]:ﬁ{fl _ZHZI,} (4.68)

B+ Brrs

&=  Barl? (4.69)

Assim como ja foi discutido na segao 4.3.2 no que diz respeito a base GOBF com
um par de pélos complexos, existem também infinitas solugoes para a escolha dos
parametros reais p', i/, p”, p” satisfazendo as equacoes (4.67)—(4.69) para garantir a
ortonormalidade da base.

A seguir, apresenta-se o desenvolvimento utilizado para obter os gradientes desta
base com relagdo aos seus pélos. De acordo com as equagoes (4.7), (4.55) e (4.66),
a seguinte relacao pode ser deduzida:

B () = 1—|Bu1* <p’z—|—,w> < 1—(5M+@M)Z+IBM|2z2 >\iﬂ o
M+1 1 —|Buml? Nz 4+ 22 — (Barg1 + Bars1)z + |Bars)? M

(4.70)
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ou, equivalentemente, no dominio do tempo:

X?%er(k +3) + ['Y/ — N By + BMH)} 1%\/[“(]{3 +2)

V1B =7 Brrs + Brrn) [ s+ 1)+ ¥ Bara PO () =

— 2 . B 3
% : {p’lﬁMl%(k +3) + [u’\ﬂMF — ' (Bu + ﬁM)]QMW(kZ +2)
+ [p' — (P + BM)]%(/(& +1) + u’z%w(k)} (4.71)

Reescrevendo a equagao (4.71) usando uma representagdo em espago de estados,
chega-se a:

Xpr(k+1) = AxXh (k) + Botiy(k+3) + Bty (k +2)

+ Byt (k+1) + Bt (k) (472)
1%\“1(]“) = CixXjypq(F)
cuja solugdo para ¢}, (k) resulta em
k—1
Phra (k) = G, 1 (0) + €3 A [15’9@%\4(1« Y 2—d) + By (k+1—1)
i=0

+ Bty (k = 1) + Budl,(k—1-9)] (473)

onde x);,,(0) = [hy1(0) Virea(1) Vi1 (2)]T e as matrizes de estado

As, By, Big, Bi1, Bi2,Ci sao dadas por:

0 1 0

Ay = 0 0 1
/ / + = /
_0 \ﬁz)\\l/H\ Y (ﬁM+;\l Bryir) |5M+1‘2 Barsr + Barsr — %

0 0 0
By = Qum 0 Bio = Qum 0 ) Bii = Qu 0
o' 1B |2 w182 —p' (B +8m) ' =1 (Br+Bum)

N N

1
[
c=|0 = [ 1Pa”
A S I A e e

612 = QM

xF o o



Direcoes de Busca Exatas Para Otimizagao dos Pdlos de Bases
78 Ortonormais

Com a inclusao do par de pélos Bas1, Brrs1 € C, o vetor de polos agora ¢ dado

porp=[p1 - pua Bu Bu Busyr Busi)t. Neste caso, os elementos
do gradiente V1), (k) sdo como segue:

Oy (k i [2 00N (k+2—1) Oy (k+1—1i) Oy (k — i)
Ipi =G Z A [ opy * Bio oy + Bu Ip;
Lo
A VG Z)] I=1,....M—1 (4.74)
opi

Oy 4 (k) _ ¢ I(A5) %1 (0) 61288( 5) [39¢M(k+2 i)

ORe(0um) ORe(far) " Re(6r)
+ Biglhy(k+1—i) + Budh(k—i) + Bt (k—1-19)
+ Al aftiil?;mah(kj%_i) + ngggezrﬁi)_ )
+ %@%\4%4—1—1) + Bm&%&&; )
- s -
: a‘im AL o L

O (k) oAy SRS . |
W;MH) B ClmXMH( T Clzm[&)%\ﬂk—i—?—z)

+ Bl (k+ 1) + Butly(k—i) + But(k—1-1)]

i|__ 0By __9Bu__g w

+ A aRe(ﬁM+l)¢M(k+2 i) + 8Re(ﬁM+1)¢M(k+l i)
Bu ey v B g1

* SRy 9+ ey k10| ()

As derivadas com relacao a parte imaginéria dos polos 3, e G741 sao obtidas a partir
de (4.75) e (4.76), substituindo-se Re(6y) ¢ Re(Bar+1) por Im(Gyy) e Im(Br1),

respectivamente.
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4.3.4 Caso GOBF com qualquer nimero de pares de pélos
complexos

Para a inclusao de qualquer ntimero de pélos complexos, repete-se o procedimento
apresentado nas segoes 4.3.2 e 4.3.3. Suponha uma base de fungdes ortonormais com
r — 1 pélos reais e ¢ pares de pélos complexos. Como ja foi estudado anteriormente,
as fungoes com polos reais sao dadas pela equagao (4.43). Generalizando o método
de construcao apresentado em Ninness e Gustafsson (1997) e nas segoes anteriores,
o c-ésimo par de funcoes da base com pdlos complexos é dado por:

/ Ry 11— |ﬂc|2 (p;Z—i—,U/C) . o (1 _sz> (1 _6jz) . = (1 _pjz)
RSy (N PR N H =5 ) =5 ) U=,
(4.77)
vy~ IR T <1 —@-Z) <1 —ﬁjz) I (1 __W)
=1

Z2 - (ﬁc+5¢)z+‘ﬁc|2 j Z_ﬁj Z_Bj Z_pj

j=1

J=1

onde pl., ul, p¥, 1’ sdo parametros reais que estao relacionados com o pdlo (3. como
segue:

/ / 1 c 2 c _C /c
[pc K } { ﬁj‘}“ﬁBL 1ﬁ+_}‘_ﬁf|2 } {Z;} = |1 _ﬁc2|2 (478)

P | -1 & 1 Pe
- amsls L] )

B+ B

= TAE

(4.80)

O gradiente das novas fungoes geradas V.(z) e ¥/(z) em (4.77) pode ser calculado
usando o mesmo raciocinio ja apresentado anteriormente neste capitulo.

4.4 Generalizacao para modelos de Volterra de
ordem superior

Os gradientes da func@o de custo J em (4.9), que sdo dados pelas equagoes (4.10)
e (4.11), sdo validos somente para modelos OBF-Volterra de primeira ordem (mo-
delos lineares). Esta secao estende aqueles resultados com relagdo aos modelos de
ordem superior. A principal modificagao nesta extensao envolve a parte estética dos
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modelos, que é correspondente a série de Volterra em (2.22) para N > 1. A parte
dinamica destes modelos, representada pelo conjunto de funcoes ortonormais, ja foi
explorada nas secoes anteriores.

A generalizacao dos resultados referentes aos modelos de Volterra de ordem 7
é obtida diretamente. Por questao de simplicidade, considere que uma tnica base
ortonormal é utilizada para todas as dire¢oes de cada kernel de Volterra. Com isto,
o0 1-6ésimo termo do modelo OBF-Volterra em (2.22) pode ser escrito separadamente
como:

Qn(k) = ZZCM“ ,,,,, inH<Z¢il(Tl)u(k‘—7’l))
B ZZO‘ ----- o ][00 (%) (4.81)

M M n B n .
Voin(B) = > > ai i | Vet (k) [ ] &5 (k)
i1=1  ip=1 =1

- Z Z o Z iy,..., invpdjil (k) H szij (k) (482)

Os gradientes das saidas das fungoes ortonormais V), (k) em (4.82) sdo obtidos da
mesma forma como apresentado na secao 4.2 para modelos baseados em funcoes de
Kautz, e na secao 4.3 para modelos baseados em GOBF.

Note que a saida total do modelo (2.22) pode ser reescrita usando (4.81) como
y(k) = 27]7\7:1 Un(k), o que implica que Vpy(k) = Zf;[:l Vo0 (k). Assim, o gradiente
da funcao de custo J para o problema de otimizagao (4.9) pode agora ser calculado
como:

Vol = 3 [5(k) — y(R)] Vai (k)
=S [ — )] S Vi (b)

= DD [9k) — y(k)] Vi (k) (4.83)
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onde Vyy,(k) é dado por (4.82). Usando um raciocinio analogo, tem-se que
Vay(k) = ZnNzl Valy(k), onde Vay,(k) pode ser facilmente obtido a partir de
(4.81), e o gradiente de J com rela¢do a a pode ser calculado como:

Vol = 3 [5k) — y(0)]Vai(h
= [9(k) = y(k)] Y Vadin(k)
- Z [Q(k‘) - y(k)}vagn(k) (4.84)

Apenas para se ter um maior entendimento a respeito da generalizagao apresen-
tada nesta secao, considere um modelo de Volterra de segunda ordem. Neste caso,
tem-se que n = 2. O termo de segunda ordem do modelo (2.22) é dado por:

go(k) = Z Z iy iy Z Z Vi (T1)u(k — )i, (T2)u(k — 72)
= Z Z Qi Zz¢n ( ) (4'85)

O gradiente de 72(k) com relagdo ao vetor p que parametriza a base ortonormal
{1} resulta em:

Voia(k) = 03 i |0 (0)Vptia(k) + ia(K) Vil (k)] (4.86)

i1=112=1

onde p 2 b ' quando o conjunto de fungoes ortonormais adotado é a base de
Kautz (se¢ao 4.2), ou p 2 [pr -+ pu|T quando o conjunto adotado é a base GOBF

com polos reais (segao 4.3.1), ou p = (81 -+ Bu)* quando o conjunto adotado é
a base GOBF com pélos complexos (se¢ao 4.3.2).

Os principais passos do algoritmo proposto na secao 4.2.3 permanecem inalte-
rados. A principal diferenca é que os gradientes da funcao de custo J em (4.9) séo
agora calculados usando as equagoes (4.83) e (4.84) no lugar das equagoes (4.10)
e (4.11), respectivamente. Assim, para modelos de Volterra de qualquer ordem,
partindo de um vetor inicial de parametros 6°, faca:

1. Calcule o gradiente V§J = [VJ  VLJ] usando as equacoes (4.83) e (4.84);
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2. Use Vg para atualizar o vetor de parametros @ de acordo com a politica de
atualizagao do método de Levenberg-Marquardt. Nota: inclua intervalos de
factibilidade dos pdlos da base adotada no modelo como restri¢oes do problema
de otimizacao para garantir estabilidade/factibilidade;

3. Volte para o passo 1 até que um critério de parada tenha sido atingido.

A seguir, apresentam-se experimentos computacionais que ilustram a aplicacao
da formulagao discutida até agora.

4.5 Exemplos ilustrativos

Para ilustrar os resultados tedricos apresentados neste capitulo, simulagoes computa-
cionais que demonstram a aplicacao destes resultados serao apresentados a seguir.
Um exemplo ilustrativo é relativo a um modelo linear, e o outro é referente a um
modelo nao-linear de Volterra.

4.5.1 Exemplo 4.1: modelo linear

Seja um sistema linear com resposta ao impulso (kernel de Volterra de primeira
ordem) dada por:

he(k) = ¢"+¢", k>0 (4.87)

com (,( € C e a saida é dada por y(k) = Zﬁ:o hs(T)u(k — 7). Uma vez que a
dindmica em (4.87) é caracterizada por um par de pélos complexos conjugados ( e
¢, espera-se entdo que os pélos que melhor representam este sistema sejam ¢ e (.

Deseja-se aplicar os resultados matematicos obtidos neste capitulo para
otimizagao dos pdlos de Kautz. O modelo utilizado é aquele na equagao (4.8),
onde {9, } é a base de funcoes de Kautz. Para o célculo dos gradientes V,J e Vo J,
utiliza-se as equagoes (4.10) e (4.11), respectivamente.

Considere um sistema linear regido pela dinamica dada na equagao (4.87) com
¢ =0,741i0,5. Suponha que este sistema seja excitado por um sinal de entrada u(k)
aleatorio com média nula e variancia unitaria. Os parametros reais correspondentes
a este valor de (, calculados pelas equagoes (2.27) e (2.28), sao dados por b = 0, 8046
ec= —0,74. A metodologia proposta foi implementada utilizando-se um pélo inicial
(% =0,1+1i0, 1, que corresponde a parametros de Kautz iniciais p® = [1° V)T =
0,1961  —0,02]".

Os valores otimos dos parametros e polos de Kautz, obtidos utilizando a
metodologia proposta, estao resumidos na Tabela 4.1.

Devido a dinamica pura de segunda ordem (dinamica sub-amortecida) em
(4.87), duas funcoes de Kautz com pélos 3 = (¢ e f = ( seriam sufi-
cientes para se obter uma expansao exata de hg. Apesar disso, considerando
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Tabela 4.1: Valores finais dos parametros e pélos de Kautz para o sistema com
resposta ao impulso (4.87) com ¢ = 0,7 + 10, 5.

‘ botimo ‘ Cotimo ‘ (ﬁotimoa 6otimo) ‘ Jotimo Itefa(s‘ées
0,8045 | —0,7399 | 0,6999 £i0,5000 | 2,1999 x 10~° 10
0,8046 | —0,7399 | 0,6999 10,5000 | 1,6177 x 10° 11
0,8046 | —0,7400 | 0,7000 4i0,5000 | 1,4689 x 10~° 12
0,8046 | —0,7400 | 0,7000 £i0,5000 | 1,1807 x 1078 13

que o sistema seja desconhecido e apenas observagoes de entrada/saida este-
jam disponiveis, pode-se, na pratica, testar um modelo com M > 2. Con-
sidere entao que deseja-se representar este sistema por meio de um modelo que
utiliza M = 6 funcoes de Kautz. Neste caso, os podlos 6timos obtidos sao
(83, 3) = 0,7000 £ i0, 5000, e os coeficientes da expansdo ortonormal sdo calculados
como sendo  Qugimo = [2,9735  0,5238 00,0000 0,0000 0,0000 0,0000]%.
Isto significa que apenas os coeficientes correspondentes as duas primeiras fungoes
da base sao levados em conta neste modelo, sendo que os coeficientes das demais
fungoes sao nulos.

A Figura 4.6 ilustra a evolucao dos polos para o sistema com dinamica governada
pela resposta ao impulso unitério em (4.87). Pode ser visto que o método iterativo
convergiu para o polo étimo esperado ¢ = 0,7 + 10, 5.

06 C T T T T T T T
O -
05 ' o®
O

2 o
R 0.4r o) pdlo final
=
o0
<
g 0.3
]
5
2| 0.2f

01f fo

pdlo inicial ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Eixo real

Figura 4.6: Evolucao de um dos pélos ao longo das iteracoes, para o sistema linear
com resposta ao impulso (4.87) com ( = 0,7 + 10, 5.
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Tendo obtido os pélos de Kautz, a saida real do sistema com kernel dado por
(4.87) pode ser comparada com a saida do modelo obtido. A Figura 4.7 ilustra a
saida medida y(k) do sistema, juntamente com a saida g(k) do modelo, calculada
usando a equacdo (4.8). As funcdes 1, (k) do modelo sao parametrizadas pelos pélos
otimos de Kautz apresentados na Tabela 4.1, com os dados correspondentes a dados
de validacao.

8
ol ]
4 ]
= . |
) ok |
ot i
4 ! ‘ ‘ E
0 50 100 150 200
8
sl ]
s ]
= 2 ‘
> oF i
ok E
4t ! ‘ ‘ g
0 50 100 150 200

tempo k

Figura 4.7: Validacao do modelo. Acima: saida real do sistema linear com resposta
ao impulso (4.87) com ¢ = 0,7 +i0,5. Abaixo: modelo correspondente usando os
polos 6timos obtidos.

Uma forma de verificar a boa representacao do modelo é observando-se o erro de
estimacao do modelo, conforme mostrado na Figura 4.8.

A qualidade do modelo obtido pode também ser avaliada calculando-se o erro
entre a saida real do sistema e a saida do modelo. Entao, define-se o Erro Quadratico
da Saida (EQS) como:

M lyk) = 9(k))
S [y(k)]?

onde Ny é o nimero de dados entrada/saida disponiveis. Neste exemplo, utilizou-se
Ny = 200. O erro proveniente da aproximacao do modelo do processo, obtido com
o maior nivel de precisao mostrado na Tabela 4.1, é EQS = —110, 2dB.

BEQS £ 10log (4.88)
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Figura 4.8: Erro de estimacao da saida do sistema linear com resposta ao impulso
dada por (4.87).

Em uma outra implementacao computacional, o pélo 6timo de Kautz foi cal-
culado variando-se a velocidade do sistema regido pela resposta ao impulso em
(4.87). A Tabela 4.2 mostra os pdlos obtidos para diferentes valores de (, correspon-
dendo a dinamicas rapida, média e lenta. O numero de iteragoes necessarias para
se atingir uma precisao de Joimo = 107> também é apresentado. Os pdlos iniciais
sao os mesmos que aqueles usados anteriormente: 0,1 410, 1, ou equivalentemente
p’=1[0,1961 —0,02]T.

Tabela 4.2: Pélos 6timos de Kautz obtidos para diferentes valores de ¢ em (4.87),
com a precisao mantida em 107°.

‘ ¢ ‘ Pélos 6timos (Botimo, Fotimo) ‘ Iteracoes ‘
0,07 + 10, 05 0, 0697 = 10, 0500 6
0,5 110, 3 0, 4999 + 10, 3001 10
0,9+1i0,4 0,9015 £ 10, 3999 21

Outras simulacoes foram realizadas com diferentes pélos iniciais, obtendo-se re-
sultados semelhantes aos apresentados. A principal diferenca neste sentido esté
relacionada com o ntimero de iteracoes necessarias para se atingir a mesma precisao,
i.e., quanto mais longe de (¢,() estiver o pélo de inicializacio do método, mais
iteragoes sao necessarias para se atingir uma dada precisao.
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4.5.2 Exemplo 4.2: modelo nao-linear

Para comparar a metodologia proposta com outras abordagens existentes na litera-
tura, o método desenvolvido aqui sera usado para selecionar os pélos de um sistema
nao-linear estudado em um trabalho recente (Kibangou et al. 2005¢). Naquele tra-
balho, considera-se a representagao de um modelo OBF-Volterra de segunda ordem,
com os kernels de primeira e segunda ordem dados por:

z4+0,5 ]

hl(kl) = 2z (3—0,3)(2_0a2)

(4.89)

z+1
4.90
(2—0,8)(z+0,8)] ( )
em que Z~! denota a transformada Z inversa unilateral. O calculo das sequéncias
discretas (4.89) e (4.90) resulta em:
80

hik) = 5 (0,3)" =35+ (0,2)"

B 45 6o 5 .
ha(ka k) = 025 |22 (0.8)" + 2 - (-0.8) } {

ho(ki k) = 0,25g(k1)g(ks) onde g(k)zz_l{

45 y O ko
3 -(0,8)" + 33 (—0,8) ]
para ki, ko > 1. A maior parte da discussao apresentada naquele trabalho (Kibangou
et al. 2005¢) é focada na comparagao do erro da saida do sistema com kernels (4.89)
e (4.90) para um nimero variado de fungdes da base, bem como o uso de diferentes
bases ortonormais (Laguerre e GOBF).

Seguindo as linhas de Kibangou et al. (2005¢), o modelo utilizado aqui também
¢ uma representacao OBF-Volterra de segunda ordem, em que bases GOBF {1 ,,}
e {19} sdo adotadas para a expansao dos kernels de primeira e de segunda ordem,
respectivamente. Uma hipdtese inicial feita sobre o modelo é que o kernel de segunda
ordem seja simétrico (ver se¢ao 2.1.2), o que pode ser feito sem perda de generali-
dade. Neste caso, tem-se que ho(ki, ka) = ha(ke, k1), e portanto os coeficientes
da expansao ortonormal satisfazem o, ;, = ,;,. Assim, o modelo resultante é o
seguinte:

Z%ﬁﬁl i1 + Z Zall ZQ¢2 zl ¢2 22( ) (491)

i1=1 i1=1142=1

com vy (k) e (k) denotando o resultado da filtragem do sinal de entrada u(k)
pelas funcoes ortonormais generalizadas 1y ;(k) e 14 ;(k), respectivamente. As bases
{1.m} e {tb2.m} sdo projetadas de tal forma a ter M pdlos reais, o que significa que
M fungoes de cada base devem ser utilizadas. Usando a equagao (4.43), defina a
seguinte base ortonormal:

2 /T=p2, " (1—p,.
Uyn(z) = V" Pum H(ﬂ) m=1,2...,M n=12
1

= Ppm 2= Pny
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Cada base ortonormal em (4.92) ¢é parametrizada por um vetor indi-

vidual de pdlos. Em outras palavras, as funcoes que descrevem o termo

de primeira ordem do modelo (4.91) sao parametrizadas por um vetor
, A .

de polos p1 =[p11 pi2 -+ pLm)’, enquanto que as fungoes que des-

crevem o termo de segunda ordem do modelo serao parametrizadas por

P2 = P21 P22 -+ paum)t, onde p,,, é definido como o pélo real da m-
ésima funcao da n-ésima base. O célculo do gradiente de (4.91) com relagao a

p 2 [p7  pIT é entio dado por:

M
Vpi(k) = >, Vi, (k)

i1=1

M
D i (0 Vpthaia(k) + s (1) Vo ()| (4.93)

i1=112=1

Obviamente, em (4.93) as componentes do gradiente relativas a uma ordem par-
ticular (por exemplo a primeira ordem), que sao calculadas com respeito ao vetor
de pdlos de outra ordem (a segunda ordem), sdo nulos. Isso é verdadeiro porque
as funcoes ortonormais no termo de primeira ordem dependem unicamente do seu
préprio vetor de pélos (p1), mas nao do vetor de pdlos do termo de segunda ordem
(p2), e vice-versa.

Para efeitos de simulagao numeérica, assume-se que o sistema em questao é
excitado por um sinal de entrada aleatorio com média zero e variancia unitaria.
Um experimento com M = 4 ¢é realizado usando-se os vetores de pdlos iniciais
p!=p3=1[0 0 0 0]". Apés a implementaciao do método de otimizagao, uma
série de polos é gerada até a convergéncia do algoritmo, que levou 18 iteragoes. Os
polos finais obtidos para as bases ortonormais do modelo em (4.91) estao resumidos
na Tabela 4.3. Os coeficientes correspondentes a esta expansao sao dados por:

Qotime = [1,1954  0,8901  0,0006 0,0005]" (4.94)
0, 8362 * % %
0,1833 0,0117 % %

C2,0timo = —0,0083 —0,0021 —0,0001 (4.95)

—0,0066  —0,0005  —0,0005 0,0003

onde os elementos denotados por * indicam que a matriz em (4.95) é simétrica.

Uma comparacao qualitativa entre os kernels original e recuperado para o modelo
(4.91) é apresentada a seguir. As Figuras 4.9 e 4.10 ilustram os kernels originais
dados por (4.89) e (4.90), juntamente com os kernels correspondentes do modelo
obtido. Estes kernels sao calculados a partir dos coeficientes da expansao ortonormal
em (4.94) e (4.95), respectivamente.
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Tabela 4.3: Pdlos 6timos obtidos para a base GOBF do modelo (4.91) usando M = 4
funcoes.

Ordem do kernel (7) Pélos finais

p11 = 0,2011

1 pro = 0,2985

p1,3 = 0,0057

p1a = 0,0016

p21 = 0,8027

2 P22 = —0,7982

p2,3 = 0,0047

D24 = 0,0025

1 1
0.9 b 0.9
0.8} b 0.8
0.7 b 0.7
;H\ o6f . 0.6
E 0.5} b 0.5
0.4 b 0.4
0.3} b 0.3
0.2t b 0.2
0.1 b 0.1
% 5 10 15 20 % 5 10 15 20

tempo (k1)

Figura 4.9: Kernel de primeira ordem original (& esquerda) e reproduzido (a direita)
com a base GOBF parametrizada pelos podlos 6timos obtidos.

A qualidade desta aproximacao também pode ser verificada comparando-se a
salda do modelo com a saida do sistema original com relagdo a um outro conjunto
de dados (dados de validagao), como ilustrado na Figura 4.11.
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Figura 4.10: Kernel de segunda ordem original (a esquerda) e reproduzido (a direita)
com a base GOBF parametrizada pelos podlos 6timos obtidos.

Uma comparacao mostrando o erro obtido para algumas bases ortonormais é
apresentada na Tabela 4.4. O nimero de fungoes adotadas em cada caso é M = 4,
e o numero de dados entrada/saida utilizado é N; = 200. Para uma comparagao
justa com o trabalho anterior (Kibangou et al. 2005¢), os resultados obtidos aqui
sao considerados quando um ruido Gaussiano com relagao sinal/ruido (SR) igual a
30dB ¢ adicionado a saida do modelo (4.91).

Tabela 4.4: Comparacao dos erros obtidos usando diferentes abordagens para
otimizar os parametros do modelo (4.91).

| Método | EQS (em dB) com SR = 30dB |
Em (Kibangou et al. 2005¢) (com Laguerre) —21,5
Em (Kibangou et al. 2005¢) (com GOBF) —27,0
Proposto aqui (com GOBF) —36,4

Nota-se na Tabela 4.4 que o erro resultante da metodologia proposta sofreu uma
atenuagao maior do que o erro obtido anteriormente (Kibangou et al. 2005¢). Como
esperado, modelos baseados em GOBF fornecem resultados melhores do que aqueles
envolvendo bases mais simples (Laguerre nesse caso). De fato, conforme ja discutido
neste trabalho, se o sistema possui uma dinamica dominante mais complexa, entao
o uso de GOBF ¢é preferivel pois pode incorporar uma variedade de tipos de pdlos.
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Figura 4.11: Saidas real, do modelo e sinal de erro obtidos com a base GOBF
parametrizada pelos polos 6timos obtidos.

4.6 Aplicacao na modelagem do sistema de
levitacao magnética

Esta secao tem o objetivo de aplicar a metodologia proposta para a modelagem do
sistema de levitagao magnética descrito no Capitulo 3. Dois modelos OBF-Volterra
de segunda ordem serao utilizados: o primeiro modelo é baseado em fungoes de
Kautz, e o segundo é baseado em GOBF.

4.6.1 Modelo com funcoes de Kautz

O modelo matematico serd similar aquele na equagao (3.23), com a diferenga de
que aqui se utilizara uma tnica base para descrever as duas dire¢oes do kernel de
segunda ordem. Uma suposicao feita sobre o modelo é que o kernel de segunda
ordem seja simétrico. Expressando-se entao os termos de primeira a segunda ordem
do modelo de Volterra como uma expansao em bases de fungoes de Kautz, tem-se o
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seguinte modelo:

i1=1 i1=1149=1

com 1y, (k) e ¢, (k) denotando, respectivamente, as funces de Kautz 1, (k) e ¢, (k)
filtradas pelo sinal de entrada u(k). Cada base ortonormal serd parametrizada por
um polo individual, i.e., as fungoes que descrevem o termo de primeira ordem do
modelo (4.96) serdo parametrizadas pelo vetor p; = b1 )T, enquanto que as
fungoes que descrevem o termo de segunda ordem do modelo serao parametrizadas

pelo vetor po 2 [by  co]P. Assim, o gradiente da saida do modelo com relagao a

A .
p=[p1 P2’ ¢dado por:

M
Vei(k) = D Vel (n)

i1=1

+ Z i:aihlé [@Lil(k)vpéiz(k’) + 151'2 (k)vplzil(k‘) (4.97)

i1=112=1

Nesta simulagao computacional, uma boa escolha dos pdlos de Kautz inici-
ais pode ser obtida na pratica ao se observar a resposta temporal do sistema
(Figura 3.8). Apesar disso, adota-se aqui os pdlos de Kautz iniciais como sendo
(80, 30) = (89,39) = 0,54 i0,5 para os termos de primeira e segunda ordem do
modelo (4.96), por eles estarem localizados no “centro” do espago de busca factivel
para as componentes reais e imaginarias dos polos. Estes valores fornecem os vetores
de parametros reais p? = p3 = [0,6667 — 0,5]7. O ntmero de fungoes de Kautz
adotadas é M = 8. As equacoes (4.22), (4.33), (4.35) e (4.39) sao utilizadas para
calcular szﬁm(k) e, consequentemente, para se obter a direcao de busca dos pdlos.

As Figuras 4.12 e 4.13 ilustram, respectivamente, a evolucao dos polos para os
termos de primeira e segunda ordem do modelo do sistema de levitacao magnética.
Nessas figuras, sao também mostradas algumas curvas de nivel correspondentes a
linhas de igual valor de EQS. A Tabela 4.5 apresenta os valores finais dos parametros
e dos pdlos de Kautz apds a convergéencia do algoritmo, que levou 39 iteragoes. O
critério de parada adotado foi que a diferenca entre o valor da fungao de custo J em
(4.9) em iteragoes sucessivas seja menor do que 107°.

Tabela 4.5: Valores 6timos dos parametros e pélos de Kautz obtidos para o sistema
de levitagao magnética.
| Ordem do kernel (7)) | botimo |  Cotimo | POlos 6timos (Botimo, Botimo) |

1 0,9023 | —0,6245 0, 7328 10, 2956
0,9328 | —0,7421 0,8125 £10, 2863
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o modelo do sistema de levitagao magnética, mostrada juntamente com algumas
curvas de nivel para EQS.
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Figura 4.13: Evolucao, ao longo das iteracoes, do polo de segunda ordem para

o modelo do sistema de levitagao magnética, mostrada juntamente com algumas
curvas de nivel para EQS.
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Para ilustrar o comportamento da evolugao dos pdlos na regiao préxima a con-
vergéncia do método proposto, as Figuras 4.14 e 4.15 mostram um zoom das Figuras
4.12 e 4.13, respectivamente.
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Figura 4.14: Zoom na regiao proxima ao pélo final obtido para o kernel de primeira
ordem [otimo = 0, 7328 £ 10, 2956.
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Figura 4.15: Zoom na regiao préxima ao polo final obtido para o kernel de segunda
ordem Boimo = 0, 8125 + 10, 2863.



Direcoes de Busca Exatas Para Otimizagao dos Pdlos de Bases
94 Ortonormais

Apos ter obtido os pélos é6timos para o sistema de levitagao megnética, a saida
do modelo pode entao ser comparada com a saida do sistema. A Figura 4.16 ilustra
a estimagao da saida do sistema, g(k), com respeito a um outro conjunto de dados
(dados de validagao), juntamente com a saida real (medida) y(k). O erro resultante
desta estimacao estd mostrado na Figura 4.17.

081
0.6
Q4X

0.2

Posicao do Disco 1
|

0 100 200 300 400 500 600 700

amostras (segundos x 0,017)

Figura 4.16: Validagao do modelo do levitador magnético. Saida real (y(k) em azul)
e saida do modelo (y(k) em vermelho) usando os pélos étimos obtidos.
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Figura 4.17: Erro de estimacao entre a saida real e a saida do modelo do levitador
magnético.

4.6.2 Modelo com funcoes GOBF

O modelo adotado nesta se¢ao é uma representacao de Volterra de segunda ordem,
como aquele na equagao (4.96), porém agora baseado em funges ortonormais gene-
ralizadas (GOBF) com dois pares de pdlos complexos.

Os dados entrada/saida para estimacao do modelo s@o os mesmos apresentados
na Figura 3.8. O modelo utilizado possui 4 fun¢oes GOBF independentes para cada
ordem, contemplando dois pares de pdlos complexos, baseado na abordagem apre-
sentada na se¢ao 4.3.3. Nesta simulagao, adotou-se v/ = +" = p/ = p” = 0. Em Ziaei
e Wang (2006), discute-se que a escolha destes parametros nao tem efeito significa-
tivo na modelagem do processo. Este exemplo também foi simulado utilizando-se
N =X =p =p" =1, e obteve-se resultados similares.

Aplicando a metodologia proposta para a obtencao do modelo do levitador
magnético usando os pélos iniciais 3, = G{, = 89, = 83, = 0,5 +10,5, e con-
siderando o critério de parada tal que a diferenga entre o valor da fungao de custo J
em (4.9) em iteragoes sucessivas seja menor do que 107°, o método convergiu apés
26 iteracoes. A evolucao dos pdlos ao longo das iteracoes é ilustrada nas Figuras
4.18(a) e 4.18(b) para os pélos de primeira ordem, e nas Figuras 4.19(a) e 4.19(b)
para os pélos de segunda ordem. A Tabela 4.6 mostra os valores finais obtidos para
os polos das fungoes GOBF.
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Figura 4.18: Evolucao, ao longo das iteragoes, dos pélos do termo de primeira ordem
para o modelo do levitador magnético usando fungoes GOBF.
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Figura 4.19: Evolucao, ao longo das iteragoes, dos pélos do termo de segunda ordem
para o modelo do levitador magnético usando fungoes GOBF.

Por fim, a Tabela 4.7 apresenta uma comparacao entre diferentes abordagens
encontradas na literatura com relacao ao erro de estimacao obtido para o modelo
do levitador magnético.
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Tabela 4.6: Pdlos obtidos para o modelo do sistema de levitagao magnética com

GOBEF.

Ordem do kernel (n) Pélos obtidos
Br1 = 0,7592 £ i0, 2042
1
Bio =0,7382 40,3713
Ba1 = 0, 8698 £ 10, 3242
2

Ban = 0,7215 £ i0, 3947

Tabela 4.7: Comparacao dos erros obtidos usando diferentes abordagens para
otimizar os parametros do modelo do sistema de levitagao magnética.

‘ Método ‘ EQS (em dB) ‘
Em (da Rosa 2005, da Rosa et al. 2006) (base tinica de Kautz) —-22,9
No Capitulo 3 e em (da Rosa et al. 2008a) (bases multiplas de Kautz) -30,1
Na secao 4.6.1 e em (da Rosa et al. aceito) (base de Kautz) —35,6
Nesta se¢ao (base GOBF) —33,2

O erro obtido com o modelo GOBF ¢ ligeiramente maior quando comparado com
o erro obtido pelo modelo de Kautz (—33,2dB contra —35,6dB), contudo utiliza-se
somente a metade do nimero de fungoes (4 contra 8). Como um modelo de Volterra
simétrico com termos de primeira e segunda ordem, usando M fungoes, possui um
nimero total de coeficientes da expansao ortonormal dado por M + M - (M +1)/2,
e considerando também o niimero de podlos, o modelo de Kautz tem 48 parametros,
enquanto que o modelo GOBF tem somente 22 parametros. Assim, o modelo GOBF
utiliza menos da metade do nimero de parametros do que modelo de Kautz para
representar o levitador magnético, e apresenta erro de modelagem similar.

4.7 Resumo e contribuicoes

Este capitulo apresentou uma nova estratégia para otimizacao numérica dos poélos
das bases ortonormais em modelos OBF-Volterra de qualquer ordem. Esta estratégia
é baseada no célculo de expressoes analiticas para os gradientes dos filtros ortonor-
mais em relagao aos pdlos da base. As expressoes obtidas fornecem direcoes de
busca exatas a serem utilizadas por um método numérico para otimizar os polos
em modelos lineares e nao-lineares. O problema central foi abordado por meio da
minimizacao de uma funcao de custo quadratica que leva em consideracao o erro
de estimacao da saida do sistema. Apesar da énfase dada para modelos basea-
dos em fungoes de Kautz, um estudo equivalente baseado em funcoes de Laguerre
pode ser facilmente obtido como um caso particular. A principal vantagem desta
metodologia é que os gradientes sao calculados analiticamente usando somente da-
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dos entrada/saida medidos a partir do sistema a ser modelado, sem a necessidade de
se ter informacao prévia sobre os kernels do sistema. Estudou-se também modelos
baseados em fungoes ortonormais generalizadas (GOBF), através da obtencao dos
gradientes destas funcoes com relagao aos seus polos.

O método proposto foi implementado para obter a selecao étima dos polos de
Kautz e de polos GOBF em exemplos de simulacao de sistemas dinamicos lineares
e nao-lineares. Uma discussao dos resultados numéricos obtidos permitiu verificar
a qualidade da aproximacao dos sistemas estudados, comparando-se também estes
resultados com outros métodos encontrados na literatura.

Aplicou-se ainda esta metodologia na modelagem de um sistema nao-linear de
levitagao magnética com comportamento oscilatorio. A partir da medicao de dados
de entrada/saida, obteve-se modelos de Volterra de segunda ordem baseados em
fungoes de Kautz e GOBF. Simulagoes computacionais ilustraram que a metodologia
proposta permitiu obter um modelo que representa adequadamente as dinamicas do
sistema.



Capitulo 5

Modelagem de Sistemas
Nao-Lineares Incertos Usando
Funcoes Ortonormais

O desempenho de um sistema em malha fechada depende da confiabilidade do mo-
delo utilizado para o calculo das previsoes das saidas. Se o modelo disponivel repre-
senta a dinamica satisfatoriamente na faixa de operagao de interesse, uma previsao
correta da saida do sistema pode ser calculada no instante atual. Por outro lado,
diversos processos reais apresentam comportamento incerto ou variante no tempo.
Quando as incertezas sobre os parametros do modelo sao definidas por intervalos de
pertinéncia e se tem certeza quanto a ordem do modelo, diz-se que a incerteza é do
tipo estruturada (Oliveira 1997, Moreira 2006).

Este capitulo apresenta resultados referentes a selecao de parametros de modelos
OBF-Volterra quando o modelo do processo possui incerteza estruturada. No con-
texto dos sistemas lineares, os intervalos de pertinéncia dos coeficientes do modelo
OBF, que representam os limitantes das incertezas, ja foram estimados na lite-
ratura usando um conjunto de respostas ao impulso (Oliveira 1997, Oliveira et
al. 2000, Moreira 2006). Este conjunto pode ser obtido, por exemplo, a partir
da planta do processo para diversos valores de incertezas. Nos trabalhos anteriores,
também foram propostas condigoes para assegurar que o modelo estimado represente
todas as respostas ao impulso (kernel de Volterra de primeira ordem) do processo, o
que é exigido no projeto de um controlador robusto. O objetivo aqui é estender esses
resultados para o contexto dos modelos nao-lineares de Volterra através do célculo
de limitantes das incertezas baseado em um conjunto de kernels de Volterra incer-
tos. Um exemplo ilustrativo também é apresentado, onde se compara a abordagem
proposta com outra existente na literatura.

99
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5.1 Formulacao de modelos com incertezas

A seguir, apresenta-se a formulagdo de modelos lineares e nao-lineares (Volterra)
quando este possui incerteza sobre os kernels do modelo.

5.1.1 Modelos OBF lineares incertos

Considere um sistema linear representado por um modelo de Volterra de primeira
ordem, como aquele na equagao (2.1). Suponha que este modelo possua uma in-
certeza sobre seus parametros, representados aqui pela resposta ao impulso do pro-
cesso. Desta forma, estas incertezas podem ser descritas de acordo com o seguinte
conjunto de respostas ao impulso (Oliveira 1997, Oliveira et al. 2000):

[ha ()} = { (k) + pa (k) A (k) } (5.1)

onde:
e hy(k) é o valor central do conjunto de respostas ao impulso;

o Ahy(k) representa o modulo da méaxima variagao das respostas ao impulso em
torno de hq(k);

e pi(k) representa uma incerteza sobre hy(k) satisfazendo —1 < py(k) < 1.

Os coeficientes do desenvolvimento ortonormal deste modelo incerto podem ser
calculados por meio de uma expansao em uma base de fun¢oes ortonormais {t,,}.
De acordo com a equagao (2.16), estes coeficientes sao dados por:

o = 3 B (k) ()

Usando o conjunto dado em (5.1) para reescrever a equagao acima, tem-se o seguinte
conjunto de coeficientes incertos:

oo

{am} = D {m(k) (k)

= 3 {B®) + pB) AR () Jn (B) (5.2)

Embora nao seja possivel determinar analiticamente a maxima incerteza dos
coeficientes do desenvolvimento ortonormal () do modelo incerto, pode-se obter
uma estimativa desta incerteza, conforme apresentado em trabalhos anteriores
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(Oliveira 1997, Oliveira et al. 2000). Dado que p;(k) estd contido no intervalo
[—1,1], e ainda considerando que seja vélida a seguinte condigao:

(k) >0, Vk m=1,...,M (5.3)

pode-se assim escrever a desigualdade a seguir (Oliveira 1997, Oliveira et al. 2000):

- i Ahy (k) Z pr (k) Ay (K Z Ahy (k (5.4)

mzl,...,M

Os extremos da desigualdade dada em (5.4) sdo entao tomados como a maxima
incerteza (inferior e superior) sobre os coeficientes da expansao em base ortonormal
do modelo linear, como feito em outras trabalhos (Oliveira 1997, Oliveira et al. 2000,
Moreira et al. 2004, Moreira 2006). Desta forma, o valor central dos coeficientes
da expansao ortonormal e a méaxima incerteza sobre este valor central sao dados,
respectivamente, por:

G = Y (k) (k)
Ay, = > Ahy (k) (k)

Logo, os coeficientes da expansao ortonormal do modelo também podem ser
representados por meio de intervalos de pertinéncia, como a seguir:

{am} = {&m + UmAam} (5.5)
onde:

e @, sao os valores centrais dos coeficientes da expansao em base ortonormal;

e Aq,, representa um desvio dos coeficientes em torno dos respectivos valores
centrais;

e 0,, representa um fator de escalamento sobre Aq,, satisfazendo —1 < o,,, < 1.

5.1.2 Modelos OBF nao-lineares incertos

Esta secao objetiva estender os conceitos apresentados na secao anterior para o
contexto dos modelos OBF-Volterra. Considere entao um modelo de Volterra de
ordem 7, como aquele em (2.1), que possui incerteza sobre seus parametros, aqui
representados pelos kernels do modelo. Seguindo as linhas de raciocinio da secao
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anterior, estas incertezas podem ser descritas matematicamente por um conjunto de
kernels do tipo:

{(hy(ki, ... k) = {En(kl,...,kn) + pn(kl,...,kn)Ahn(kzl,...,kn)} (5.6)

onde:
° i_zn(k:l, ..., ky,) é o valor central do conjunto de kernels de Volterra;
o Ahy(ky, ..., k) representa o médulo da maxima variagao dos kernels em torno

de hy(ky, ... k)

o py(k1,...,k,) representa uma incerteza sobre h,(ki,..., k,) satisfazendo
-1 < pn(kla . '7k77) < 1.

Os coeficientes do desenvolvimento ortonormal do modelo com incertezas sao
entao calculados por meio da equagao (2.16), i.e

00 [e§) n
Qiryoiy = )oY bk k) [T (k)
k1=0  ky=0 1=1

Usando o conjunto dado em (5.6) para reescrever a equagao acima, tem-se o seguinte
conjunto de coeficientes incertos:

[e'e) 00 n
{Ci it = D > {h(ka,. o )} T wa (k)
=1

k1=0  ky=0
= 3> Bk R ) ARy (R }Hzpu k)
k=0  ky=0

(5.7)

Uma estimativa das incertezas sobre os coeficientes da expansao ortonormal no
caso de modelos nao-lineares pode ser obtida através de uma desigualdade similar
aquela em (5.4). Dado que p,(ki,...,k,) estd contido no intervalo [—1,1] e con-
siderando que seja valida uma extensao da condigao dada pela equagao (5.3), i.e
ITL, ¥ (k) >0 Vk, 4 =1,...,M, pode-se assim escrever a desigualdade a
seguir:

e’} 0 n
—Z---ZAhn(kl,...,k:n)Hwil(kl) <
k1=0 k=0 =
Z ankl,..., VAR (ki . . ., H%kzl < (5.8)

k1=0 ky=0
Z ZAh kl,...,kn)H%(l@l)
=1

kp=0
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Os extremos da desigualdade em (5.8) sdo entao tomados como a maxima in-
certeza (inferior e superior) sobre os coeficientes da expansao em base ortonormal do
modelo nao-linear. Desta forma, estes coeficientes também podem ser representados
por meio de intervalos de pertinéncia. A parcela nominal destes intervalos ¢ dada
em termos dos kernels de Volterra centrais ﬁn(k‘l, ..., ky,), enquanto que a parcela
incerta é obtida em termos de Ah,,, como a seguir:

0 e’} n

Qiyoniy = Do > Dyl k) T v (k) (5.9)
k1=0 ky=0 =1
0 e’} n

Ao, iy = > oY Ahy(ky, .o k) [ ] (k) (5.10)
k1=0 ky=0 =1

Assim, pode-se escrever o seguinte conjunto:

{ai, i} = {@il,...,in + O—il,...7in'Aai1,...,in} (5.11)

onde:
® Qy;,..i, a0 os valores centrais dos coeficientes da expansao em base ortonormal;

o Aq;,, . i, representa um desvio dos coeficientes em torno dos respectivos valores
centrais;

® Ui,y

—1 S O-il,~~~7in S 1.

representa um fator de escalamento sobre Acy, . ; satisfazendo

O desenvolvimento apresentado acima permite que a incerteza de um conjunto de
kernels do sistema seja mapeada em intervalos de pertinéncia dos coeficientes da ex-
pansao ortonormal. Entretanto, dado que Ahy,(ky,...,k,) >0 Vk, e {l,...,n},
as desigualdades dadas por (5.4) e (5.8) sdo sempre verdadeiras somente se a
condigao (5.3) for satisfeita. Quando esta nao é satisfeita, nao se pode assegu-
rar que o modelo com incertezas represente todos os kernels do processo incerto.
Esta é uma condigao necessaria do problema de controle preditivo robusto, uma
vez que o sinal de entrada é calculado considerando-se o pior desempenho possivel
do sinal de referéncia, que é determinado utilizando-se o modelo. Para contornar
estes problemas, na secao a seguir propoe-se condicoes adicionais para assegurar que
o modelo ortonormal com incertezas estruturadas seguramente represente todos os
comportamentos possiveis do processo.
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5.2 Calculo de limitantes de incertezas em mode-
los OBF

Uma série de problemas de otimizacao sao formulados nesta secao para o calculo
dos limitantes de incertezas em modelos dinamicos baseados em fungoes ortonor-
mais. Este calculo é feito através de uma sobre-estimacao dos kernels de Volterra.
Apresenta-se inicialmente a formulacao do problema no contexto dos sistemas line-
ares, que foi abordado em um trabalho anterior (Moreira 2006). Posteriormente,
esta formulacao ¢é estendida para o contexto dos modelos nao-lineares de Volterra.

5.2.1 Modelos lineares

Em Moreira (2006), propos-se resolver um problema de otimizac¢ao por meio de uma
sobre-estimagao do conjunto de respostas ao impulso do processo, como apresentado
a seguir.

M
min oM H O A,
Tm
m=1

[ {m(k)} < {ﬁl(kﬁ)}
hi(k) = > [Gm + Gmlon|tm(k)

sujeito a (5.12)

G = S Ba(K)in (k)

A = > pi(k)Ahy (k)b (k)

O critério de custo do problema (5.12) é o volume do hiper-retangulo formado
pelo prolongamento da incerteza sobre os coeficientes da expansao ortonormal, i.e.,
omAa,,. Neste problema, o modelo ortonormal é inicialmente determinado conforme
proposto em trabalhos anteriores (Oliveira 1997, Oliveira et al. 2000). As parcelas
incertas dos coeficientes do modelo, ou seja A, (m = 1,2,..., M), sao entao
escalonadas pelos escalares ¢, minimizando-se o volume do hiper-retangulo que
delimita as incertezas até que todas as respostas ao impulso do processo, repre-
sentadas pelo conjunto {h;(k)}, ainda estejam contidas no conjunto de respostas
ao impulso do modelo {hy(k)}. As restricoes do problema asseguram que o modelo
obtido contém todas as respostas ao impulso do processo.

As varidveis do problema de otimizagdo (5.12) sdo os coeficientes
om (m=1,...,M). Para o critério minimizado, estas varidveis correspondem ao
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escalamento de menor volume do hiper-retangulo gerado pelas incertezas, tal que
qualquer elemento do conjunto de respostas ao impulso do processo esteja represen-
tado no modelo. Tem-se assim que:

Qm, min S Qm S Qm max (513)
com:
QO min- = Ay — Om,otimo * AO‘m (5 14)
QO max = Qi + Om,otimo * AClfm

onde 0y, otimo 580 as solugdes do problema (5.12).

5.2.2 Modelos nao-lineares

Uma extensao do problema formulado na secao anterior para sistemas lineares é
proposto a seguir no contexto dos modelos nao-lineares.

Considere portanto um modelo OBF-Volterra de ordem 7, como aquele em
(2.22). As incertezas sobre os coeficientes do modelo sao representadas pelos termos
Oi Aoy, Tiy 0y Ay, 4, € Tiy,.in Ay, i, Para a primeira, segunda e 7-ésima ordens
do modelo, respectivamente. Supondo que todos os 7 kernels do modelo sao inde-
pendentes entre si, ou seja, que nao existe uma interdependéncia entre hy, ho, ..., hy,
deve-se resolver n problemas separadamente, como a seguir.

Kernel de primeira ordem:

M
min | | oy - Ay,
Uil '
11=1

V]

({h(k1)} € {ha(k1)}

M

h(k) = > (&, + 6,000 (k)

i1=1

‘&il‘ggily /Ll:l,,M
sujeito a $ (5.15)

a, = Y (k)i (k)

k1=0
00

Aoy, = ZAM(/ﬁWh(/ﬁ)

\ k1=0
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Kernel de segunda ordem:

M M
min | | | | (o T VAN TR

12 i1=11ds=1
( {ho(ki, k)l C© {ha(kn, ka)}
M M
holkr ko) = D> |G + Giilai | (k)i (k) |
i1=11ip=1
|5-z'1,z'2| So-il,ig i 7:1,7:2: 1,...,M
sujeito a g (5.16)
Tiiy = Y halkn, o)y, (k)i (ko)
k1=0 ko=0
JAVTHRIIES Z Z Ahg(ky, k2 )i, (k)i (ko)
\ k1=0 ko=0
Kernel de n-ésima ordem:
M M
,nin H H Tigyonsin " Dy iy
T] 5eees in =1 ’L'UZ].
({hy(kr, k)t © Ahy(Rr,. . k)Y
y M M n
hy(k1,... k) = Z Z (@iy iy + Gigig Dy iy | Hwil(kl) )
i1=1  iy=1 I=1
Giy,oin] < Oigpiy » G =1,...,M
sujeito a . . . (5.17)
dily---yin = Z Z Bn(kb""kn)Hwil(kl)
ki=0  ky=0 1=1
[e) 0o U
Aciy iy = Yo > Ahylky,.. k) [ ] i (k1)
L ki=0  ky=0 =1

A interpretacao para a solugao dos problemas acima é minimizar os volumes gera-
dos pelo escalamento das incertezas sobre os coeficientes .y do modelo ortonormal.
De acordo com a metodologia proposta, estas incertezas sao independentes entre
si. Em um modelo de Volterra de ordem 7, a solucao dos 1 problemas minimiza os
volumes gerados pelas incertezas, até que todos os kernels do processo, representa-
dos pelos conjuntos {h(k1,...,k)}, { =1,2,...,n, estejam contidos no conjunto de
kernels de Volterra do modelo {Bl(kl, kD))
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As variaveis dos problemas de otimizagao (5.15), (5.16) e (5.17) s@o os coefi-
cientes 0y, 0y, € 04,4, respectivamente. Para o critério minimizado, estas
variaveis correspondem ao escalamento dos lados do hiper-retangulo das incertezas
tal que qualquer kernel do processo esteja contido no conjunto dos kernels factiveis
do modelo. A solucao numérica fornece o escalamento necessario nos lados do hiper-
retangulo para atender as especificagoes impostas pelas restrigoes do problema.

5.3 Exemplo ilustrativo

O objetivo deste exemplo ¢é obter os limites das incertezas em modelos OBF-Volterra
por meio da formulacao proposta na secao 5.2. Suponha um sistema nao-linear que
possui os seguintes kernels de Volterra incertos de primeira e segunda ordem:

(5.18)

h(ky) = Z‘l{ 2+0,5 ]

22 —1,224+1
z4+1
— 71,2 +0,5

ho(ki, k) = gi(k1)gir(k2)  onde g (k) =Z" L2 } (5.19)

Note que as incertezas sobre os kernels h; e hy sao dadas em funcao de parametros
incertos do processo, aqui representados por ry e (r4,,7:,), respectivamente. Con-
sidere que estes parametros estejam restritos aos seguintes intervalos: r € [0, 3;0, 5]
e (ry,ri,) €[0,4;0,8] x [0,4;0,8]. Para efeitos de simulagdo computacional, estes
intervalos foram discretizados com uma taxa de amostragem igual a 0,01. Tem-se
assim:

r(j) = 0,344 x0,01 j=0,1,...,20
ri(j) = 0,444 x0,01 §'=0,1,...,40
riy(j") = 0,44 5" x 0,01 j"=0,1,...,40

Os valores centrais dos kernels de primeira e segunda ordem, i.e. hi(k;) e
hy(k1, ks), sio computados como uma média de todos os kernels factiveis de hy(k;) e
ho(k1, ks), respectivamente. Em outras palavras, by é a média temporal de todas as
possiveis fungoes dadas em (5.18), ao se variar o parametro r; dentro de seu intervalo
de factibilidade (Moreira 2006). Este raciocinio também vale para hy e (r;,,7:,) em
(5.19). Assim, os kernels centrais sao obtidos como segue:

A %ZM(RMH(J')) (5:20

ho(ky, ky) = Z Z ho (K1, ka, 73 (5), 7, (57)) (5.21)

41 x 41
l l]// l
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A Figura 5.1 apresenta o conjunto de kernels de Volterra de primeira ordem
{h1(k1)}, obtido para cada valor do parametro incerto r; em (5.18). Na mesma
figura, mostra-se também os limites inferior e superior deste conjunto. A Figura
5.2 ilustra os limites inferior e superior do conjunto de kernels de segunda ordem
{ha(k1, ko) } gerados por (5.19).

hi(ky)

10 20 30 40 50
k1

Figura 5.1: Conjunto de kernels de primeira ordem gerado por (5.18) (linhas pon-
tilhadas), mostrado juntamente com os limites inferior e superior deste conjunto
(linhas continuas).

Dado que a base de Kautz representa o enfoque maior deste trabalho, ela sera
considerada como o conjunto de fungoes ortonormais a ser utilizado no modelo OBF
incerto. Além disso, como os kernels em (5.18) e (5.19) possuem comportamento
oscilatério, por serem regidos por dinamicas sub-amortecidas, ¢ mais conveniente
a utilizacao de uma base de fungoes com podlos complexos, como a base de Kautz.
Neste exemplo, sao utilizadas M = 8 funcgoes de Kautz. O valor central dos co-
eficientes da expansao ortonormal do modelo incerto e a maxima variacao sobre
este valor central sdo calculados usando as equagoes (5.9) e (5.10), respectivamente.
Como ja comentado anteriormente, estas equagodes representam uma extensao de
uma abordagem original (Oliveira 1997, Oliveira et al. 2000) para o contexto dos
modelos de Volterra. Usando os pélos 6timos dos kernels centrais hy(k) e ho(ky, ks),
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ho(k1, k2)

Figura 5.2: Limites inferior (azul) e superior (vermelho) do conjunto de kernels de
segunda ordem {hs(ky, k2)} gerado por (5.19).

os coeficientes de suas expansoes ortonormais sao dados por:

Qi ig =
0,2141
—0, 5882
—0,7033
—0, 1818
—0,0676
0,0768
0,0041
0,0029

—0,5882
1,6163
1,9326
0,4997
0,1857

—0,2111

—0,0113

—0,0079

—0,7033
1,9326
2,3107
0,5974
0,2220

—0,2524

—0,0136

—0,0095

—0,1818
0,4997
0,5974
0, 1545
0,0574

—0, 0653

—0,0035

—0,0024

[ —0,2078
2,9920
0,7334

—0, 0084
0,1158
0,1251
0, 0299

| —0,0053

—0,0676
0,1857
0,2220
0,0574
0,0213

—0,0242

—0,0013

—0, 0009

0,0768
—0,2111
—0,2524
—0,0653
—0,0242

0, 0276

0,0015

0,0010

0,0041
—0,0113
—0,0136
—0,0035
—0,0013

0,0015

0,0001

0,0001

0,0029 T
—0,0079
—0,0095
—0,0024
—0, 0009

0,0010

0,0001

0,0000 |
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O valor de Ahy (k) correspondente ao kernel de primeira ordem em (5.18) é cal-
culado como o médulo da méxima variacdo sobre o kernel central h;(k), ao se variar
o valor do parametro incerto r; dentro de seu intervalo de factibilidade. Esta mesma
ideia vale também para o kernel de segunda ordem em (5.19). Tem-se portanto que:

Ahy(ky) = | max{hy(k1,m1) — hu(k1)}] (5.22)
Ahg(k’l, k’g) = } max{hg(kl, ]{?2, iy ’l“iz) — }_12(]{?1, ]{?2)}‘ (523)

As Figuras 5.3 e 5.4 ilustram os desvios Ahy (k1) e Ahy(ky, ko), respectivamente.

0.7

0.6

05f

0.4

Ahi(kr)

0.3r

0.2r

01f

kq

Figura 5.3: Mdxima variacdo sobre o kernel de primeira ordem central hy(ky).

Obtém-se agora os valores 6timos das incertezas o;, e 0y, ;, usando a metodologia
proposta na se¢ao 5.2, através das solugoes dos problemas de otimizacao (5.15) e
(5.16), respectivamente. As solugoes obtidas sao dadas por:

0,7714
0,3474
0,5102
| 0,1147
Oi1,0timo = 0’ 0404
0,0288
0, 3865
0,5512

(5.24)
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Aha(k1, k2)

Figura 5.4: Maxima variacdo sobre o kernel de segunda ordem central hy(ky, ko).

031 in,0timo  —

[ 0.8180
0.6602
0.3420
0.2897
0.3412
0.5341
0.7271

| 0.3093

0.8385
0.5681
0.3704
0.7027
0.5466
0.4449
0.6946
0.6213

0.7948
0.9568
0.5226
0.8801
0.1730
0.9797
0.2714
0.2523

0.8757
0.7373
0.1365
0.0118
0.8939
0.1991
0.2987
0.6614

0.2844
0.4692
0.0648
0.9883
0.5828
0.4235
0.5155
0.3340

0.4329
0.2259
0.5798
0.7604
0.5298
0.6405
0.2091
0.3798

0.7833
0.6808
0.4611
0.5678
0.7942
0.0592
0.6029
0.0503

0.4154 ]|
0.3050
0.8744
0.0150
0.7680
0.9708
0.9901

0.7889

(5.25)

A validade destas solugoes pode ser verificada observando se os limites dos kernels
obtidos usando a metodologia proposta abrangem os kernels do processo, que sao
dados por (5.18) e (5.19). A Figura 5.5 mostra os limites inferior e superior do kernel
Para obter uma melhor
visualizagao grafica, as Figuras 5.6 e 5.7 mostram um zoom em diferentes regioes do

de primeira ordem usando duas diferentes abordagens.

intervalo de tempo observado.

Conforme pode ser visto na Figura 5.7, a extensao de um método anterior da
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2.5 T T T

limitantes do kernel incerto em (5.18)
limitantes usando a abordagem da secéo 5.1
limitantes usando a abordagem da se¢éo 5.2 |

hi(ky)

40 50

k1

Figura 5.5: Comparacao entre os limitantes inferior e superior do kernel incerto de
primeira ordem calculados utilizando a abordagem da secao 5.1 e a abordagem da
se¢ao 5.2.

literatura (Oliveira 1997, Oliveira et al. 2000) (segao 5.1) nao foi capaz de representar
os limites de h; em todo o intervalo de tempo observado. A partir aproximadamente
do instante de tempo k; = 29, observa-se claramente que o limitante inferior do
modelo do kernel obtido nao contém o limitante inferior do processo. A explicacao
para este fato é porque a condigao (5.3) nao foi satisfeita, como pode ser verificado
numericamente. A formulacao proposta (se¢do 5.2) mostrou ser mais eficiente para
o calculo dos limites das incertezas, uma vez que os limitantes de h; calculados
usando a solucao obtida para o;, otimo contém os limitantes inferior e superior do
processo. Matematicamente, tem-se que {hy(k1)} C {hi(k1)}, atendendo portanto
as especificagdes impostas pelas restri¢goes do problema de otimizagao (5.15).
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1.4k limitantes do kernel incerto em (5.18) )
limitantes usando a abordagem da se¢éao 5.1
121 limitantes usando a abordagem da se¢do 5.2 |1
—~
i
=
i
=
0 L
-0.2f 1
_04F |
_06 L Il Il Il Il Il Il 1
8 10 12 14 16 18
k1
Figura 5.6: Zoom na regiao 6 < k; < 20.
0.25 limitantes do kernel incerto em (5.18)
limitantes usando a abordagem da segéo 5.1
0.2 limitantes usando a abordagem da seg&o 5.2 |
015
E 01}
N—
i
= 005}
0 L
-0.05F 1
-0.1f 1
18 20 22 24 26 28 30
k1

Figura 5.7: Zoom na regiao 16 < k; < 32.

A Figura 5.8 apresenta uma comparagao correspondente aos limites obtidos para
o kernel de segunda ordem, onde foi feita uma projecao no plano k; = 10. Observa-



Modelagem de Sistemas Nao-Lineares Incertos Usando Funcgoes
114 Ortonormais

se que a extensao do método anterior proposto na literatura (Oliveira 1997, Oliveira
et al. 2000) (secao 5.1) nado foi capaz de representar os limites de hy em todo o
intervalo de tempo observado. A explicacao para este fato é porque a extensao da
condigao (5.3), i.e. ¥, (k1)wi, (ko) >0 Vki, ko, 1,42 =1,..., M nao foi satisfeita.
Para obter uma melhor visualizacao gréfica, a Figura 5.9 mostra um zoom em um
intervalo de tempo observado.

limitantes do kernel incerto em (5.19)
limitantes usando a abordagem da secé&o 5.1
limitantes usando a abordagem da segéo 5.2

ho (10, k2)

0.1 ]

0.2 ]

03 5 10 15 20 25 30
ko

Figura 5.8: Comparacao entre os limitantes inferior e superior do kernel incerto de
segunda ordem calculados utilizando a abordagem da secao 5.1 e a abordagem da
se¢ao 5.2.

Além da comparacao visual apresentada nas Figuras 5.8 e 5.9, também verificou-
se numericamente que o modelo obtido a partir da solugao ;, ;, otimo €m (5.25) con-
segue representar os kernels do processo dados por (5.19). Matematicamente, tem-se
que {ha(ky, k2)} C {712(]{?1, k2)}, atendendo portanto as especificagbes impostas pelas
restrigdes do problema de otimizacao (5.16).
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0.06 F limitantes do kernel incerto em (5.19) R

limitantes usando a abordagem da se¢éao 5.1
0.05f limitantes usando a abordagem da se¢&o 5.2

0.04

0.03

0.02

0.01

ho (10, k2)

~0.01
0,02
0.03f ]
0.04k ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ]
8 10 12 14 16 18 20
ko

Figura 5.9: Zoom na regiao 8 < ko < 20.

5.4 Resumo e contribuicoes

Este capitulo discutiu a modelagem de sistemas dinamicos incertos baseada em
fungoes ortonormais. Abordou-se este problema no contexto dos modelos nao-
lineares de Volterra em que os intervalos de pertinéncia dos coeficientes do modelo
OBF, que representam os limites da incerteza, foram estimados utilizando um con-
junto de kernels de Volterra.

O problema central, porém, apresenta a desvantagem de nao assegurar que o
modelo com incertezas represente todos os kernels do processo incerto. Esta desvan-
tagem foi posteriormente contornada propondo-se condigoes adicionais para asse-
gurar que o modelo ortonormal com incertezas estruturadas represente todos os
comportamentos possiveis do processo. As condigoes adicionais foram formuladas
por meio de uma série de problemas de otimizagao, que permitem obter o cdlculo das
incertezas através de uma sobre-estimacao dos kernels de Volterra. Estas condigoes
sao uteis em problemas de controle preditivo robusto, em que o sinal de entrada é
calculado considerando-se o pior desempenho possivel do sinal de referéncia. Um
exemplo simulado nao-linear foi apresentado para ilustrar o método proposto, sendo
aplicado na modelagem de kernels de Volterra de primeira e de segunda ordem.

Para utilizar a estratégia apresentada neste capitulo como base para uma abor-
dagem em termos de incertezas sobre o sinal de saida, a formulacao envolve con-
siderar as restricoes do problema de otimizagao correspondente a uma determinada
ordem do modelo de Volterra como uma restrigao para os problemas correspondentes
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as ordens superiores. Esta formulacao permite sempre garantir que todas as ordens
do modelo sao consideradas simultaneamente na solu¢ao do problema.



Capitulo 6

Conclusoes, Contribuicoes e
Perspectivas Futuras

6.1 Conclusoes e contribuicoes

Ha& algumas décadas, o campo de identificagao e modelagem de sistemas nao-lineares
era uma area com abordagens aplicaveis a uma classe restrita de sistemas. Com o
surgimento de técnicas modernas de otimizagao, uma classe maior de sistemas tem
sido estudada. Embora uma importante caracteristica dos sistemas nao-lineares seja
o fato de que quase todo sistema é tinico, iniimeras ferramentas tém sido desenvolvi-
das permitindo o uso da mesma abordagem para uma grande variedade de sistemas.
Nos anos mais recentes, as areas de identificacao e controle de sistemas dinamicos
nao-lineares tém recebido um maior interesse em engenharia. O estudo destas areas
tem crescido em importancia, levando a necessidade de modelos mais detalhados
para descrever a dinamica dos processos fisicos. Por estas razoes, este trabalho
abordou a representacao de sistemas nao-lineares por meio de modelos de Volterra,
que sao comumente utilizados para a representacao de processos nao-lineares. A
parametrizacao destes modelos é atrativa porque eles possuem uma estrutura linear
nos parametros, permitindo assim utilizar técnicas de regressao linear para estimar
os parametros do modelo.

Os modelos de Volterra representam uma generalizacao dos modelos lineares de
resposta ao impulso para a descricao de sistemas dinamicos nao-lineares. Estes mo-
delos sao capazes de aproximar arbitrariamente bem os sistemas com memoria finita.
Contudo, eles geralmente necessitam de um nimero elevado de parametros para re-
presentar os kernels de Volterra. Esta desvantagem pode ser reduzida adotando-se
uma representacao do tipo Wiener, que possui uma dinamica linear constituida por
um conjunto de filtros de fungoes ortonormais, seguida de um mapeamento estatico
nao-linear. No modelo resultante, conhecido como modelo OBF-Volterra, os kernels
sao desenvolvidos utilizando-se uma expansao em bases de fungoes ortonormais. A
utilizacao de fungoes ortonormais permite uma redugao na ordem da representacao
do modelo, simplificando os problemas de identificacao e controle associados. Uma
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outra vantagem da abordagem com bases ortonormais é que ela possibilita incorpo-
rar conhecimento prévio sobre a dinamica do sistema no processo de identificagao.
Desta forma, o problema de estimacao dos coeficientes dos modelos se beneficia de
uma rapida taxa de convergéncia, devido ao niimero reduzido de coeficientes a serem
determinados para modelar o sistema. Por sua vez, os modelos de OBF-Volterra po-
dem ter sua complexidade reduzida ao se fazer uma selecao étima da base de fungoes
ortonormais, o que permite uma reducao no grau de sua representagao. O estudo
da escolha de pdélos das bases ortonormais representa a principal motivagao para
sua aplicacao na modelagem e controle de sistemas dinamicos. O céalculo de pdlos
6timos das fungoes ortonormais é o tema central abordado no presente trabalho.

Uma das contribuigoes deste trabalho foi a obtencao de uma expressao analitica
para o limitante superior do erro de aproximagao truncada dos kernels de Volterra
quando estes sao representados em bases de fungoes ortonormais de Kautz. Na
abordagem apresentada, utiliza-se um conjunto de fungoes de Kautz independentes
para direcao axial do kernel de Volterra. A minimizagao deste limitante permitiu
obter uma solugao analitica para a selecao étima de um dos parametros de Kautz em
modelos de OBF-Volterra. Esta solucao, por sua vez, pode ser interpretada como
uma expressao que fornece o pdlo sub-6timo de Kautz, e representa uma extensao
de um resultado prévio cuja solugao utiliza pélos iguais para todas as direcoes do
kernel.

Por meio de um exemplo ilustrativo, verificou-se que o uso de bases independentes
para representar cada direcao dos kernels reduz o erro de truncamento quando o
kernel apresenta diferentes dinamicas em suas direcoes. Resultados de simulagao
mostraram que o método proposto fornece uma boa aproximacao de sistemas nao-
lineares com comportamento oscilatério. A selecao étima dos pdlos permite obter
uma boa qualidade de aproximacao utilizando um numero reduzido de funcoes da
base de Kautz, o que significa uma reducao na ordem de representacao do modelo de
Volterra resultante. A metodologia proposta também foi aplicada para otimizacao
dos pélos de Kautz na modelagem de um sistema nao-linear de levitacao magnética
com forte comportamento oscilatorio. O modelo OBF-Volterra de segunda ordem
obtido conseguiu representar adequadamente as dinamicas do sistema.

Outra contribuigao foi a proposta de uma nova estratégia de otimizacao numérica
de bases ortonormais usadas na aproximagcao de sistemas dinamicos. Esta estratégia,
que ¢ valida para modelos lineares e também para nao-lineares de Volterra de qual-
quer ordem, é baseada no calculo da expressoes analiticas para as derivadas da saida
dos filtros ortonormais com relacao aos polos da base. Estas expressoes fornecem
direcoes de busca exatas a serem utilizadas por um algoritmo de otimizacao para
obter os polos 6timos das bases ortonormais. A solugao para o problema principal
envolve a minimizacao de uma funcao de custo quadratica que leva em consideracao
o erro de estimacao da saida do sistema. Particular énfase foi dada para a base
de Kautz, embora as expressoes relativas a base de Laguerre podem ser obtidas de
maneira similar. Um estudo equivalente com modelos baseados em fungoes ortonor-
mais generalizadas (GOBF) também foi apresentado.



6.2 Perspectivas futuras 119

A principal vantagem dessa metodologia é que os gradientes sao calculados ana-
liticamente usando somente dados entrada/saida medidos a partir do sistema a ser
modelado. Nao ¢é necessario ter informacao prévia sobre os kernels de Volterra do
sistema, uma vez que os kernels do sistema podem ser recuperados diretamente
a partir de expansoes na base ortonormal adotada. Por meio de simulacoes com-
putacionais, verificou-se que a aplicagao da metodologia proposta forneceu resulta-
dos satisfatérios na modelagem de sistemas dinamicos lineares e nao-lineares. Este
método surge assim como uma ferramenta promissora nas areas de identificacao e
controle de sistemas baseados em funcoes ortonormais.

Este trabalho abordou ainda a modelagem de sistemas nao-lineares incertos u-
sando bases de fungoes ortonormais. Os intervalos de pertinéncia dos coeficientes
do modelo OBF-Volterra, que representam os limites da incerteza, foram estimados
utilizando-se um conjunto de kernels de Volterra. A contribuicao central neste sen-
tido foi a proposta de condigoes adicionais em relagao a formulacao original para
assegurar que o modelo ortonormal com incertezas estruturadas represente todos os
comportamentos possiveis do processo incerto. Estas condigoes foram formuladas
por meio de uma série de problemas de otimizacao, que permitem obter o célculo
das incertezas através de uma sobre-estimacao dos kernels de Volterra.

6.2 Perspectivas futuras

Tendo em vista as contribuigoes apresentadas neste trabalho, as perspectivas para
estudos futuros estao baseadas na selecao de pdélos das fungoes ortonormais, em
especial das bases de Kautz e GOBF. Neste contexto, esta o calculo de pélos 6timos
para representacao de sistemas nao-lineares por meio de modelos OBF-Volterra,
através de abordagens analiticas e numéricas.

De forma mais detalhada, uma perspectiva para trabalho futuro esta relacionada
com a otimizacao analitica dos pdlos de bases GOBF, que é um problema ainda em
aberto na literatura. No contexto da base de Kautz, por exemplo, ao invés da
otimizagao de um limitante superior do erro de aproximacao dos kernels de Volterra
usando-se bases de Kautz, uma linha de pesquisa envolveria a otimizacao do préprio
erro de aproximacao dos kernels. Para isso, sugere-se o estudo de outras normas para
o calculo do erro. Neste trabalho, foi adotada a norma-2, que representa uma soma
quadrética em cada componente do erro de aproximacao. A utilizacdo de outras
normas, como a norma-oo e a norma-1, pode fornecer resultados mais interessantes,
por serem calculados como fungoes de maximo e minimo.

Uma outra linha de pesquisa a ser abordada no futuro envolve o estudo de dife-
rentes niveis de recursao temporal utilizados no algoritmo back-propagation-through-
time. Neste trabalho, estas recursoes foram tomadas até que as condi¢oes do modelo
no instante de tempo inicial k& = 0 fossem atingidas. Uma abordagem consiste
em adotar diferentes truncamentos dessas recursoes, até instantes de tempo em
que os gradientes calculados nao mais contribuem de forma significativa para a re-
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presentacao do modelo. Espera-se com isso reduzir o custo computacional associado
com o problema.

Outra perspectiva para pesquisas futuras consiste também na extensao dos re-
sultados obtidos no Capitulo 4 com relacao a utilizacao de pdlos distintos para cada
direcao dos kernels de Volterra, similarmente ao estudo apresentado no Capitulo 3.
As expressoes analiticas para os gradientes da saida dos filtros ortonormais foram
obtidas adotando-se uma unica base para todas as direcoes de cada kernel. Por-
tanto, uma abordagem a ser investigada envolve a obtencao de gradientes para a
representagao de modelos OBF-Volterra com bases independentes (multiplas) em
cada direcgao.

A metodologia proposta no Capitulo 5 permite calcular os limitantes de in-
certezas em modelos de Volterra baseados em fungoes ortonormais quando se dispoe
de informacoes sobre as incertezas nos kernels de Volterra. Quando se dispoe de
informacoes sobre as incertezas no sinal de saida, deve-se utilizar outra abordagem.
Assim, uma perspectiva para ser estudada no futuro envolve abordar um problema
em que as incertezas estao sobre o sinal de saida, usando métodos de identificacao
robusta baseados na abordagem Unknown-But-Bounded-Error (UBBE) (Milanese e
Tempo 1985, Vicino e Milanese 1991, Akgay e Ninness 1998). A abordagem UBBE
consiste em determinar um regiao no espaco de parametros que seja consistente com
as medidas, com a estrutura do modelo e com os limites do erro. As incertezas
sobre os parametros sao caracterizadas por intervalos de possiveis valores destes
parametros, que sao estimados a partir dos valores minimo e maximo do intervalo
de incerteza.

Perspectivas para trabalhos futuros envolvem ainda o estudo de modelos de
Volterra com ruido nos sinais de entrada e saida, e também o estudo de modelos
incluindo kernels de terceira ordem.



Apeéendice A
Provas e Demonstracoes

Este apéndice destina-se a apresentar as demonstragoes de teoremas e de algumas
equagoes, que foram omitidas no corpo principal do trabalho, por conveniéncia.

A.1 Demonstracao da equagao (3.2)

Inicialmente, usando a equagao (2.14), pode-se escrever o seguinte:

D bk, ky) =
k1=0  ky,=0

_ ii Z Z% ,,WH%;Q)

k1=0  ky=0 \i1=1  i,=1

- ii (Z Z Qiy,,.. vlnHw“l kl) (Z Zazp ,WHW iy kl’)]

in=1 =1 i '=1

= Z . Z Z Z(ail’“winaillv“'?i'ln) (Z Z H¢l,il(kl) H wl/,il/(k’l’)) (A'l)

=1 ip=lif=1  if=1 k1=0  ky=01=1 =1

Utilizando a propriedade de ortonormalidade das fungoes 1, (k;), isto é:

;¢l,q(k)¢l,r(k) = { (1) 22 gi:

a equacao (A.1) é entao reescrita como:

[e.9] o0 o o
2 _ 2
E E hn(lﬁ,---,kn) = g g iy i
k1=0  ky=0 =1 ip=1
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A.2 Demonstracao do Teorema 3.1.1

Considere uma funcao z(ky,...,k,) que é nula para todo k; < 0 (I =1,2,...,n),
e absolutamente somével em [0, 00). Sejam Q,....i, 08 coeficientes da expansao do
n-ésimo kernel h,, usando base de Kautz, e as constantes reais ¢; representando um

dos parametros de Kautz. E possivel mostrar entao que a seguinte relacao é valida
(da Rosa et al. 2008a):

—QClZ Z Zm kiy ook =1, kxR, K Ky)

=0  ky=0

(e} e}

L)Y D> > kP, ke k)

k=0 k=0  k,=0

oo

+Z Z Z ]{31,..., ,...,k?n) = (A2)
=0 =0 ky=0
= 1 _Cl Z Z Zzlan, TN
|

Usando as expressoes para i (z), pa,(2), s, (z) dadas nas equagoes (3.10), (3.11)
e (3.12), respectivamente, pode-se escrever ainda que:

= > = . —2c x)+ (1+c z) + T
SN Sy, = ) L D) L salt) () 5

, , , 1—¢f
i1=1 =1 in=1
l=1,...,n
Somando em [ cada a equagao em (A.3), chega-se a:
= = 2ap1,(2) + (1 + &) po (@) + npsa(2)
Sy, = Y| s L
=1 iy=1 =1 I—q

(A.4)

Considere a expansao em base de Laguerre das fungoes gpari € Gimpar,, definidas
m (3.4) e (3.5), com coeficientes 7;, ., € 0i,,..i,, Tespectivamente, tais que:

gpar,l(kb ceey kn) - Z Z Vit yeensin H ¢l K7 kl (A5)

11=1 znzl

gimpar,l(kla ey kn) = Z Z Oiy,.. in H ¢l K7 kl) (A6)

11=1 in=1
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Comparando as equagoes (3.4) e (3.5) com (A.5) e (A.6), observa-se que os coe-

ficientes oy da expansao do kernel h,(ki,...,k,) usando funcoes de Kautz estao
rela010nados com os coeficientes das expansoes acima como 7v;, . = Q2. 2, €
it yeryig — X241 —1,...,2in—15 Vig, ... y -

Denotando M como o nimero de termos da base de Kautz utilizados na aproxi-
macao do kernel h,, de acordo com a equacdo (2.21), o limitante superior dado por
(3.6) pode ser deduzido a partir da seguinte desigualdade (Campello et al. 2004):

TUEEID SIS SIF RN I o AR Rt

11=M+1 in=M+1 11=1 in=1

SIDIEED S{EERRSH
i1 par in par

+ Y Y (et ig)al,
41 impar ip impar

= Z e Z(%l 4t Qin)a%il,...,zz‘n +
11=1 in=1

+ Z T Z[(%l — 1) 4+ (20 — 1)]04311—1,...,21,7—1
11=1 in=1

oo oo

< 2) ) (it +
=1 iy=1
+ 2> Y (4ol (A7)
=1 iy=1
O erro (quadrético) de aproximagao do kernel h,(ky,...,k,) aparece no lado

esquerdo da equagao (A.7) multiplicado por n(M + 1)||h,||*. Entao, dividindo (A.7)
por (M + 1)||h,||* e usando (A.4) resulta em:

EQN < 2277:

{—2Czu1,z(gpar 1)+ (L + )z (gpary) + ug,z(gpar,z)]
=1

(M + D[ hy|P(1 = )

U

+ 2

|: 2Cl,Ufl l(glmpar l) + (1 + & ):U/Q l(glmpar l) + M3,l(gimpar,l)} (A 8)
=1

n(M + 1)[|hy[*(1 = ¢f)

Finalmente, com o uso das equagoes (3.7)—(3.9) na desigualdade (A.8), chega-se a:

2 ' Tmgyc? —2m1101+m31}
EQN S |: -l ) )
n(M + 1)||y][2 2 1—¢f
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A.3 Demonstracao da factibilidade da solucao
(3.17)

A prova da factibilidade da solugao (3.17) para o problema de otimizagao em (3.13)
sera feita para o caso em que & > 1. A demonstracao para & < —1 pode ser obtida
de maneira andloga. Portanto se & > 1, tem-se que:

G > 1
=26 < =2
41-26 < €241-2
G-1?% < -1
& -1 < /&1 (A.9)

Como & > 1 implica que |§ — 1| = & — 1, pode-se escrever ainda:

& —1] < /& -1
51—1 < \/512—1
G—/&—-1 < 1 (A.10)

E possivel escrever também &2 > €2 — 1, implicando que |¢] > /€2 — 1. Logo:

&Gl > (/& -1
& > & -1
§—/&§—-1 > 0 (A11)

Agrupando as condigoes dadas em (A.10) e (A.11), conclui-se finalmente que
|Cotimos| < 1, V1 € {1,...,n}. Em outras palavras, a equacao (3.17) ¢é solugao
factivel para o problema (3.13). O
A.4 Demonstracao do Teorema 3.1.2

Para demonstrar que a condicao —1 < & < 1 é infactivel, parte-se da seguinte
relagdo, que é valida para Vi = {1,...,n}:

Yo Z Zkl[ (kv ity k) £y, =1, k)| >0 (A12)
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A partir da equagao (A.12), pode-se inferir o seguinte:

[e.e] [ee])

Z...Z...Zklxz(k;l,...,kl,...,kn)
k1=0 k=0 kn:O

:l:QZ Z kal,... vok)(ky, k=1, k) (A13)

=0 kp=0

+Z Z Zm (kiy. ook =1, k) >0

kp=0

Equivalentemente, pode-se escrever também:

+Z ZZI{,‘ZZ' (kl, akla >k77)
ki=0 k=0  kn=0 ' i
= termos 1guails

_ Z...Z...Z(kl—1)x2(k1,...,kl—1,...,kn)

k1=0 k=1 k=0

+ 3 Sy kP k=1 ky) >0

k1=0 k=1  k,=0

Ou ainda:
22 Z Zm (kiy ook k)
k1=0 kl k;n—O

:I:22---Z---Zklx(kl,...,kl,...,kn)x(kl,...,kl—1,...,1{:,7) (A.14)

kl =0 kl—O kn:(]

Py Z S 2k ke iky) 0

k1=0 k= k=0

Usando as expressoes para os momentos definidos no Teorema 3.1.1, a equacao

acima pode ser escrita como segue:

220(w) % 2p1,4(x) + npza(z) > 0 (A.15)
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Na equagao (A.15), faca primeiramente & = gpar; € depois & = Gimpar,; Para obter as
duas relagoes a seguir:

2/12,1(gpar,l> £ 2,ul,l(gpar,l) + nNS,l(gpar,l) > 0 A16)
2/12,l(gimpar,l) + 2,Ull,l (gimpar,l> + nes, (gimpar,l> > 0 Al?)
Somando as desigualdades (A.16) e (A.17), tem-se que:
2,“2,l(gpar,l) + 2,“2,l(gimpar,l) + nu3,l(gpar,l) + nu3,l(gimpar,l) >
+ [2N1,l(gpar,l) + 2,ul,l(gimpar,l)]
o que permite concluir o seguinte:
2,“2,l(gpar,l) + 2,“2,l(gimpar,l) + nu3,l(gpar,l) + 77,“3,l(gimpar,l) > 1 (A 18)

2,Ul,l (gpar,l) + 2,ul,l (gimpar,l)

Finalmente, substituindo as relagoes dadas em (3.7), (3.8) e (3.9) em (A.18),
obtém-se:

= &l >1 (A.19)

O

A.5 Demonstracao do Teorema 3.1.4

A demonstracao apresentada aqui contempla uma extensao, para casos mais gerais,
de teoremas semelhantes ja existentes na literatura (Tanguy et al. 2002, da Rosa et
al. 2005, da Rosa et al. 2007, da Rosa et al. 2008a). Muitos dos argumentos e funda-
mentos matematicos usados para sua demonstracao podem ser encontrados nesses

trabalhos. Apresenta-se somente a demonstragdo para a funcao gpari(k1,-..,ky),
uma vez que a prova para Gimpari(k1, . - ., ky) pode ser obtida de forma analoga.
Inicialmente, utilizando (2.16) para reescrever a equacao (3.4), leva a:
[ee] o0
Gpara (K1, ky) = Z T Z Q2. 2ip H Puiy (K1)
=1 ip=1 =1
o0 o0 [ee]
= ZZ Zzh Tlye ey H%zzlﬁ chl”k‘l
i1=1 in=1 71=0 =0
00 o) o) oo N
- Z"'Zhn(T17"'7T77> Z..'ZH l2Zl Tl ¢lll kl)
71=0 ™=0 11=1 in=11=1

(A.20)
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Entao, tomando a transformada Z com relagdo a 7, (para [ = 1,2,...,7n) do
termo entre parénteses acima resulta em:

S S e (m)dna k)| =

i1=1  ip=11=1
VA=) (1 -1 —az22 + bl — 1)z +1\""
D0_H) o (o thla—at1) mm]}

Zl + bl Cl - 1)21 — (] Zl2 + bl(Cl - 1)21 — (]

i 1—c i
- [Hz —f—bzclz—lZz—Cl] Z ZH@” (k)w,~ (A.21)

=1 11=1 in=11=1

onde a seguinte simplificacao foi feita:

2

A zZ+blag—1)z—q

2 I=1,..., A.22
wr —qzt +b(ag—1)z+1 g ( )

O dltimo termo em (A.21) pode entao ser reescrito como segue:

> wy ¢l,z‘z(’f1)wz—”)

i1=1 i =1

\/1 _Cl (1+Clwl)kl

-

iy (k)w, " =

Mg
:5

11=1

.

N
Il
—

17

Il
z:

(A.23)

wl+cl wl+cl

=1

apos ser usada a seguinte relacao valida para as fungoes de Laguerre ¢, (k) (Tanguy
et al. 2002):

icbz (k)yw;™ = Vi-¢ <1+Clwl)k
7n l -
=1

w; + ¢ w; + ¢

Substituindo a equagao (A.22) em (A.23), e usando a equagao resultante para
reescrever (A.21), chega-se apds algumas manipulagdes algébricas a seguinte relagao:

i o i ﬁ%,zn (), (k)| = Vi-b (1 _ bm)kl Zl_kl]

21— b 21— b
=1 ip=11=1 (N L

—- 1

Z{ ¢l ,2(k;+1) 7'1 0}
1

n
= Z{H ¢l2(kl+1 Tz 0} (A-24)
=1

o~
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A equagao (A.24) pode ser reescrita como:

0o co 7

Z Z 12” Tl (bz” kl

i1=1 in=11=1

2041 (

i :s

onde Q/AJl n(n) Wl n(n)} . Finalmente, substituindo (A.25) em

o resultado desejado, Completando a prova.

(A.25)

(A.20), obtém-se



Apeéendice B

Analise do Custo Computacional
do Método Proposto no Capitulo 4

Este apéndice apresenta uma andlise de complexidade computacional do método
proposto em termos de tempo de execucao assintotico. Para o leitor nao familiar
com andlise assintética, recomenda-se (Cormen et al. 2002). E importante men-
cionar que as diregoes de busca geradas pelo método proposto podem ser utilizadas
conjuntamente com qualquer algoritmo de otimizacao baseado em gradiente, nao
apenas aquele sugerido e adotado nos experimentos do Capitulo 4 (Levenberg-
Marquardt). Por esta razao, as discussoes a seguir restringem-se a complexidade
computacional dos procedimentos para célculo dessas dire¢oes de busca (gradientes)
para os diferentes modelos investigados, a saber, modelos OBF lineares e de Volterra
com fungoes de Kautz e GOBF.

B.1 Modelo de Kautz linear

No caso do modelo OBF linear com funcoes de Kautz, as variaveis possivelmente
criticas em termos de tempo de execugao sao o numero de amostras de entrada e
salda, Ny, e o nimero de funcoes ortonormais na base, M. A analise de complexidade
do método proposto consiste em avaliar o custo computacional assintotico dos seus
passos com relagao a essas variaveis. Os passos sao aqueles necessarios para calcular
as equagoes (4.10), (4.11), (4.22), (4.33), (4.35) e (4.39) (vide algoritmo na Secao
4.2.3 do Capitulo 4).

(T) De acordo com as respectivas defini¢oes das matrizes A, B, C, d.A/0b, DA/,
0B/ob, 0B/0c, By, Bs, Bz, By, Bs, 0By /0c, 0B /b, 0By /dc, 0By /dc, OB5 /b, 0B5 /Oc
nas Secoes 4.2.1 e 4.2.2, é evidente que nenhuma dessas matrizes depende de qualquer
das variaveis criticas mencionadas anteriormente. Logo, o calculo de todas essas
matrizes é feito em tempo constante com relagao as varidaveis criticas da andlise, ou
seja, em tempo O(1).

(IT) O custo de calcular A* em (4.25) ou (4.26) é determinado pelo custo de
calcular os termos *. Como esse célculo pode ser feito incrementalmente para

129
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k=1,..., Ny, tem-se um custo total de ordem O(Ny).

(III) Cada multiplicagao matricial em (4.23) e (4.24) é feita em tempo constante,
mas a somatéria faz com que o calculo de A*/9b e OA*/Oc para k = 1,..., Ny
demande tempo O(1 + 2+ - - - + Ny), ou seja, O(Ny - (Ng+1)/2), que é O(N?).

(IV) E trivial mostrar que, utilizando a representacio da dindmica de Kautz na
forma de espaco de estados, o calculo das saidas dos M filtros de Kautz em um dado
instante de tempo k, ¢;(k) (i = 1,..., M), pode ser feito em tempo O(M?). Como
é preciso calcular as saidas dos filtros para todo k = 1,..., Ny, tem-se O(M?N,).
Uma vez que se dispoe das saidas dos filtros, pode-se calcular a saida do modelo,
g(k), para todo k, utilizando a equagao (4.8), em tempo adicional O(M Ny). Logo,
o calculo das saidas dos filtros e da saida do modelo para todos os instantes de
amostragem demanda custo O(M?N; + MNy), que é O(M?Ny).

(V) Uma vez que todos os termos mencionados nos itens anteriores jé estejam
calculados, as equagoes (4.22), (4.33), (4.35) e (4.39) podem ser computadas. Cada
uma demanda, para m e k dados (fixos), um ntmero proporcional a k conjuntos de
operagoes algébricas, cada um dos quais passiveis de realizagao em tempo constante,
o que implica tempo O(k). Mas, para um dado m, é preciso calcular tais equagoes
para k = 1,..., Ny, o que resulta O(1 + 2+ --- + Ny), ou seja, O(N3). Por fim, ¢
preciso realizar esses cédlculos para cada um dos filtros, ou seja, m = 1,..., M, o que
implica um tempo total da ordem de O(MN?).

(VI) Seja n, a dimensao do vetor de parametros p em (4.10). O tempo com-
putacional para célculo de todas as n, componentes escalares de V,.J em (4.10) é da
ordem de O(n, M Ny). Porém, para a base de Kautz tem-se n, =2 (p=1[ '),
o que implica O(MNy).

(VII) O tempo requerido para célculo de cada uma das M componentes escalares
do vetor gradiente V,J em (4.11) é de ordem O(Ny), o que resulta em tempo
O(M N,) para céalculo de todo o gradiente.

Dos itens (I) a (VII) acima tem-se que o limitente superior assintético para o
tempo computacional de calculo das direcoes de busca para otimizacao de modelos
lineares de Kautz segundo o método proposto é O(M?*N,; + N2M). No entanto,
na pratica tem-se usualmente Ny > M, o que permite afirmar que a demanda
computacional para o calculo de tais dire¢oes é O(N3).

B.2 Modelo GOBF linear

A tnica diferenca quando se usa GOBF ao invés de Kautz é que a dimensao do vetor
de parametros p em (4.10) ndo é mais igual a dois, mas ¢ tal que n, o< M. Isso afeta
apenas o item (VI) da anélise anterior para o caso Kautz, que passa a ser O(M?Ny)
quando se utiliza GOBF. Note que isso, no entanto, nao afeta a complexidade final
do método, que continua sendo O(M?N; + N2M), ou simplesmente O(N?) dada
a hipdtese pratica de que o nimero de amostras dos sinais de entrada e saida do
sistema usados para a otimizacao do modelo é muito maior que o ntimero de fungoes
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ortonormais (Ng > M).

B.3 Modelos de Volterra

No caso mais geral onde uma base de fungoes ortonormais independente é usada
para a expansao ortonormal de cada um dos N kernels de Volterra, tem-se que os
célculos descritos nos itens (I), (II), (III) e (V) da andlise anterior (caso linear)
precisarao ser realizados N vezes, uma vez para cada kernel. Isso implica um tempo
computacional de ordem O(NMN3).

No que se refere ao item (IV) da andlise anterior, tem-se que o célculo das saidas
dos M filtros de cada uma das bases ortonormais, para k = 1, ..., N4, continua sendo
feito em tempo O(M?Ny), mas, como sao N bases independentes, tem-se no caso de
Volterra um tempo total de O(NM2N,). O tempo requerido para calculo da safda
do modelo também nao permanece o mesmo. De fato, para um modelo de Volterra
de ordem N descrito pela equagao (2.22), tem-se que cada um dos termos de ordem
n —1ie. g,(k) em (4.81) — demanda tempo O(M") para ser calculado. Logo, calcular
o conjunto de n = 1,..., N termos que compoem a saida ¢(k), para k = 1,..., Ny,
demanda tempo O( Ng (M +M?+---+MN)), ou seja, O(N MY N,). Por outro lado,
o célculo de cada uma das n, componentes do gradiente V7, (k) em (4.82), para 7
e k fixos, demanda tempo O(nM™). Logo, as n, componentes desse gradiente, para
k=1,...,Nyjen=1,...,N, demandam tempo O(n, (M +2M?*+---+ NMY) N, ),
que pode ser superestimado como O(n,N*M"N;). Uma vez que esse gradiente
esteja calculado, o célculo do gradiente V,J em (4.83) demanda apenas um tempo
adicional de ordem O(n,NN,;). Finalmente, cada uma das n, componentes do
termo Vo, (k) em (4.84), para k e ) fixos, pode ser facilmente calculada a partir de
(4.81) em tempo O(n), o que implica tempo O(n, (1+24---+ N) N, ) para todas
as n, componentes, para todo k = 1,..., N; e para todo n = 1,..., N, ou seja,
O(naN*Ny). Com esses termos calculados, o cdlculo do gradiente V4J em (4.84)
demanda apenas um tempo adicional de ordem O(n,NN;). Em resumo, dadas
todas as consideracoes acima, pode-se concluir, a partir da eliminagao dos termos
menos significativos, que a ordem de complexidade do tempo total para o calculo
das diregoes de busca no caso de Volterra ¢ O(NMNZ + n,N*M" N, + n,N*N,).

Note, no entanto, que N é a ordem do polinomio de Volterra, que é, na pratica,
usualmente igual a 2 (rarissimamente maior que 3). Ou seja, N é uma constante,
nao uma variavel critica do problema. Além disso, independente da hipdtese de
simetria dos kernels, tem-se que a quantidade de coeficientes da expansao polinomial
(dimensao do vetor a), ng, é tal que n, o M + M? + -+ MY, A partir dessas
duas observacoes, pode-se rescrever a ordem de magnitude do tempo total para o
cdleulo dos gradientes apresentada acima como O(MN3 + n, M~ N,). Para Kautz,
tem-se n, = 2, o que implica O(MNZ + MV N,). J& para GOBF tem-se n, o< M, o
que implica O(MN? + MWN+Y N,). Em qualquer dos casos, como na pratica tem-se
Ny > M, pode-se estimar a ordem de complexidade para o cédlculo das direcoes
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de busca no caso de modelos de Volterra como O(NZ). Ou seja, em termos da
variavel critica para o problema, Ny, a ordem de complexidade para o caso Volterra
é a mesma daquela para o caso linear, ndo importa a base de fungoes (Kautz ou

GOBF).
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