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Resumo

(O objetivo deste trabalho foi realizar uma anélise sobre as potencialidades de aplicacao da
transformada wavelet na compressido de imagens estaticas monocromaticas. Realizamos um es-
tudo da teoria wavelet, com énfase na aplicacio em compressao de imagens. Realizamos também
umn estudo sobre as principais técnicas de compressao de imagens estaticas, detendo-nos wmn
pouco mais no estudo dos decodificadores com-perdas. Utilizando esta bagagem, construfmos
alguns esquemas de compressao de imagens baseados na transformada wavelet. Através de
simulagdes, pudemos fazer wma andlise do tipo de codificador baseado na transformada wavelet
mais adequado a compressdo de imagens. Vislumbrando novas aplicagtes da transformada
wavelet na area de processameno de imagens, estudamos também alguns esquemas de com-
pressao de sinais de video baseados na transformada wavelet, apresentando inclusive alguns
conceitos sobre a escalonabilidade.



Abstract

‘The purpose of this work is to analyze the applications of the wavelet transform in the com-
pression of static monochromatic images. We have made a study of the wavelet theory with
emphasis on its applications in image compression. We have alse studied some of the most
important techniques used in image compression. Based on this background a few image com-
pression schemes have been constructed and simulated in order to evaluate their performance.
Taking into account the modern telecommunications scenario, we have also made a brief study
of the application of the wavelet transform in video compression, including an introduction to
scalability and its relation with wavelet transform.
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Capitulo 1

Introducao

O crescimento vertiginoso da tecnologia digital nos tltimos anos, tem provocado uma ampla
revolucdo no panorama mundial das telecomunicacdes, criando uma série de novos servigos e
permitindo a melhoria dos j4 existentes. Uma das dreas que mais tem evoluido é a de processa-
mento digital de imagens, pois a utilizagdo de imagens digitais em servicos de telecomunicacoes
aumentou consideravelmente, dadas as possibilidades, cada vez maiores, de armazenamento e
velocidade de processamento. Além disso, com o advento da Rede Digital de Servicos Inte-
grados de Faixa Larga (RDSI - FL) abre-se a perspectiva do surgimento de novas aplicacoes e
Servios, como, por exemplo, a transmissao de sinais de TV digital/ HDTV (High Definition
TV}, video-conferéncia, video-fone, banco de dados de imagens, etc.

Apesar das suas grandes vantagens, tais como maior robustez a erros de transmissio e
facilidade de manuseio, a imagem no formato digital implica em um maior volume de dados,
exigindo uma maijor capacidade de armazenamento e de transmisso. Sendo assim, as técnicas
de compressdo de imagens tém sido de fundamental importincia na drea de processamento
digital de imagens e alvo de intensas pesquisas nos dltimos anos.

As formas tradicionais de compressio de imagens baseiam-se, em sua maioria, na técnica
de codificagdo por transformada. Esta consiste na aplicagao de transformacdes lineares em
um sinal, produzindo uma representacio mais compacta do sinal em um dominio diferente.
Entre as transformadas, destaca-se a DCT (Discrete Cosine Transform}), que é uma variante da
DFT (Discrete Fourier transform). O padrio JPEG (Joint Picture Experts Group) é, dentre
os formatos de compresséo de imagens estéticas que utilizam a DCT, um dos mais populares.
Além da DCT, o JPEG utiliza uma quantizacio escalar e uma codificacdo entrépica baseada na
codificagao “run-length”. Entretanto, uma das maiores desvantagens do JPEG é a introducéo
de distorcoes na imagem, em especial, os efeitos de “blocagem” [Rabbani].

Nos dltimos anos surgiu uma nova alternativa & DCT: a transformadae wavelet. Esta é uma
técnica bastante recente, que se desenvolveu especialmente nos tiltimos quinze anos através
de contribuigtes de pesquisadores nas mais diversas dreas, como a matematica, a fisica, a
estatistica, a computacio gréfica e a engenharia.

Assim como a transformada de Fourier, a transformada wavelet decormpée o sinal em uma
base de fungbes. Estas funges (wavelets) sio geradas a partir de deslocamentos, compressdes ou
dilatacées de uma funcéo basica, de suporte compacto e oscilatéria, denominada de wavelet-mde.
Esta estrutura permite que a transformada wavelet ofereca uma excelente resolucéo em tempo
e freqiiéncia, permitindo a sua utilizacdo no processamento de sinais nao-estaciondrios, como,
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por exemplo, as imagens. Outra caracteristica da transformada wavelet é a sua alta capacidade
de concentrar a energia do sinal em um ntmero reduzido de coeficientes, possibilitando a
obtencao de uma representacdo mais compacta. Quanto A sua complexidade computacional,
esta € inferior & da FEF'T (Fast Fourier Transform), o que motiva a sua utilizacdo em sistemas
praticos. Por fim, a transformada wavelet apresenta a vantagem de ndo introduzir os efeitos
de “blocagem”. O conjunto destas caracterfsticas fazem desta transformada uma excelente
alternativa aos métodos tradicionais de compressao de imagens.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma anslise sobre as potencialidades de aplicacao
da transformada wavelet na compressio de imagens estdticas monocrométicas. Realizamos
um estudo da teoria wavelet, enfatizando os pontos importantes para a 4rea de compressio
de imagens. Realizamos também um estudo sobre as principais técnicas de compressao de
imagens estéticas, detendo-nos um pouco mais no estudo dos decodificadores com perdas. Uti-
lizamos esta bagagem, para desenvolver alguns esquemas de compressao de imagens baseados
na transformada wavelet, sendo alguns destes inéditos na literatura. Realizamos simulacoes
para avaliagao comparativa do desempenho de tais esquemas. Vislumbrando novas aplicacoes
da transformada wavelet na 4rea de processamento de imagens, estudamos também alguns
esquemas de compressdo de sinais de video baseados na transformada wavelet, apresentando
inclusive alguns conceitos sobre escalonabilidade.

Os capitulos foram, entdo, divididos da seguinte forma:

Capitulo 2: Wavelets

Neste capitulo apresentamos uma introducio & teoria wavelets. Fazemos um estudo detalhado
dos aspectos da transformada wavelet que julgamos importantes para a compressao de imagens.
Primeiramente, realizamos uma comparacio entre a analise de Fourier, a “Short Time Fourier
ITransform” e a transformada wavelet. A seguir, definimos as transformadas wavelet continua
e discreta e fazemos uma breve introduco & teoria de frames. Apresentamos, entdo, um
estudo da andlise de multiresolucdo, uma teoria desenvolvida por Mallat que deu origem ao
algoritmo utilizado para calcular a transformada wavelet discreta. Fm seguida, apresentamos
as wavelets biortogonais e a transformada wavelet bidimensional. Finalizamos este capitulo
com alguns exemplos da utilizacio da transformada wavelet bidimensional, onde realizamos
uma comparagao visual entre o desempenho das wavelets ortogonais e biortogonais.

Capitulo 3: Compressao de Imagens

Um estudo sobre as principais técnicas de compressio de imagens foi realizado neste terceiro
capitulo. Descrevemos alguns modelos de compressdo com perdas e sem perdas, detalhando
as diversas técnicas que podem ser empregadas nestes codificadores, como os tipos de quanti-
zadores e codificadores entrépicos. Em seguida, apresentamos algumas das principais técnicas
de codificacao utilizadas atualmente, dando énfase & codificacdo por transformada e por sub-
bandas. Apresentamos também um exemplo numérico de uma codificacdo com perdas de um
bloco 8 x 8 de uma imagem utilizando o padrao JPEG.
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Capitulo 4: Compressido de Imagens Utilizando a T.W.

Neste capitulo apresentamos modelos de codificadores com perdas baseados na transformada
wavelet. Através de simulagdes, analisamos o desempenho destes modelos em funcao de parame-
tros como o tipo de wavelet, o niimero de camadas da decomposicéo, o tipo de guantizador
escalar e de varredura utilizado em cada sub-banda. No final do capitulo, sdo apresentadas as
comparacoes entre os sistemas propostos.

Capitulo 5: Técnicas Avancadas

A transformada wavelet também pode ser aplicada na compressdo de sinais de video. Esta
aplicagao é uma conseqiiéncia dos bons resultados obtidos na compressao de imagens estdticas.
No Capitulo 5 apresentamos um breve estudo sobre as possibilidades de aplicacdes da trans-
formada wavelet nesta drea. Apresentamos também uma introdugdo aos conceitos de escalo-
nabilidade. A compressao de sinais de video utilizando algoritmos de codificacio escaloniveis
oferecem uma série de funcionalidades, como a compatibilidade e a interoperabilidade. As
wavelets se mostram adequadas & implementacdo de codificadores deste tipo, uma vez que
geram naturalmente sinais com escalonabilidade espacial.

Capitulo 6: Conclusdes e Sugestdes para Trabalhos Futuros

Finalizamos este trabalho com um balango das conclusdes e resultados obtidos, vislumbrando
as perspectivas de continuagio e avancos sobre a exposicao aqui efetuada.



Capitulo 2

Wavelets

A teoria wavelet é bastante recente e se desenvolven especialmente nos dltimos quinze anos
através de contribuicoes de pesquisadores das mais diversas dreas como matematica, fisica,
estatistica, computacéo grifica e engenharia. Sob o ponto de vista de processamento de sinais,
podemos pensar na transformada wavelet como uma alternativa para as técnicas tradicionais
de andlise de sinais, como a andlise de Fourier e a “Short Time Fourier Transform”. Bons
resultados tém sido obtidos em diferentes 4reas como compressao de imagens, processamento
de sinais, processamento de voz, visio computacional e outras [Strang96] [Rioul] [Morettin].

O objetivo deste capitulo é dar uma introducio & teoria wavelets. Antes de definir for-
maimente a transformada wavelet, discutiremos as principais diferencas entre esta técnica e os
métodos tradicionais de anglise de sinais. Em seguida definiremos a forma continua e discreta
da transformada wavelet, dando uma pequena introdugao a teoria de frames. Discutiremos,
também a andlise de multiresolucio e apresentaremos os algoritmos de decomposicio e sintese
da transformada wavelet para o caso ortogonal e biortogonal. Finalizamos este capftulo com a
generalizacao de toda este teoria para o caso bidimensional. N3o apresentaremos neste trabalho,
as demonstragoes dos teoremas. Maiores detalhes sobre este assunto podem ser encontrados
em [Daubechies92], [Chui92], [Vetterligs] e [Burrus].

2.1 Fourier e Wavelets

O objetivo da analise de sinais é extrair informagao relevante de um sinal. Em geral, isto é
feito através de uma transformacfo. A andlise de Fourier € a ferramenta cldssica e decompde o
sinal na base ortonormal formada pelas fungdes 2™/t A Transformada de Fourier (T F) de
um sinal f (¢) é dada por:

F(f) = 7 f(t) e g (2.1)

F'(f) representa o espectro médio a partir do qual podemos analisar as caracteristicas do
sinal. Entretanto, a TF de Fourier nido é adequada para a andlise de sinais nao-estaciondrios e
nao ¢ eficiente para a andlise de sinais de durago finita, pois sua base tem duracdo infinita.

Esta deficiéncia foi observada por D. Gabor em 1946 (Gabor]. Para tentar amenizé-la,
Gabor criou uma nova transformada através da introdugdo de uma “funcéo janela” g(t — 7) na

10
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transformada de Fourier, com o objetivo de extrair informagao local do sinal. A transformada
de Gabor utiliza a janela gaussiana, por motivos que ficaro mais claros nas préximas secoes.
Se generalizarmos a transformada de Gabor permitindo que g {t) seja uma janela qualquer,
obteremos uma nova transformada conhecida como “Short Time Fourier Transform” (STFT).
Considerando um sinal f(t) estacionario quando visto através da janela g(t — 7), definimos a
sua STFT como:

o

STFT (7, f) = / Ft) g (t—7)- e 2mltg (2.2)

onde g* () é o complexo conjugado de ¢ (t).

Como o comprimento da janela g () é fixo, independente do valor de + ou f, a STFT néo
é uma técnica adequada para analisar sinais que apresentem ao mesmo tempo componentes de
altas e baixas freqliéncias.

A transformada wavelet (T'W) oferece uma solucéo para esta restricao da STFT. A wavelet
¥ (t) , que é uma fungdo com um papel semelhante ao da janela g (¢) na STFT, tem uma duracio
que pode ser ajustada em fungéo do contetido de fregiiéncia do sinal 2 ser analisado ou da énfase
que se deseja colocar na anélise das baixas ou altas freqiiéncias do sinal.

Seja a wavelet ¢ () uma funcio oscilatéria e de curta duragao. Como exemplo de uma
wavelet, apresentamos na Figura 2.1 a wavelet de Morlet [Morlet]. A transformada wavelet
continua (TWC) &, entdo, definida pela seguinte expressio:

TWC (a,b) £ a~/2 7 fty o (i.gﬁ) dt (2.3)

Em (2.3), vemos que o pardmetro b é responsdvel pelo deslocamento de 1 {t) ao longo
do eixo do tempo, enquanto que o pardmetro a é responsavel pela compressio ou dilatacao.
O pardmetro a, denominado escala, proporciona flexibilidade a Y (1), permitindo que a sua
largura aumente ou diminua de acordo com o desejado. Além disso, é importante observar que
a TW é expressa em termos dos pardmetros a e b. Assim, da mesma forma que a STFT,
a TW depende do deslocamento da funcdo janela. Porém, de forma distinta, nao envolve
implicitamente o conceito de freqgiiéncia, mas sim apresenta o resultado da andlise para uma
gama de valores de a, ou seja, dos valores da duragéo da “Janela” v (t). Apesar de haver
uma relagdo entre escala e freqiiéncia, estes conceitos sio diferentes, o que modifica a forma
de interpretaciio da TW em relagio & STFT. A TW permite uma visualizagio simultinea dos
resuitados da transformada para os diversos valores de escala. Na proxima secio veremos os
conceitos de escala e deslocamento com um pouco mais de detalhes.

Mas, quais as vantagens de se utilizar wavelets ao invés dos métodos tradicionais ? As
funcoes da base na andlise de Fourier sio bem localizadas em freqiiéncia, mas nao em tempo.
Dependendo da escolha da janela g (¢), que é fixa, a STFT pode apresentar uma boa localizacéo
no tempo, as custas de uma péssima localizaciio em freqiiéncia ou vice-versa. J4 as wavelets
possuem duracao varidvel, o que significa que a andlise do sinal é feita simultaneamente por
todos os valores de escala e podemos escolher o mais adequado para cada parte do sinal.

Por fim, a TW se distingue pela sua capacidade de compressio de informacao e pela rapidez
dos seus algoritmos de implementacdo: muitas classes de sinais podem ser representadas de
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w(t) \}mlx

Figura 2.1: Wavelet de Morlet.

forma mais compacta através das wavelets e, enquanto que a complexidade computacional da
FE'T é da ordem de O(n - log, (n)) , a mesma ¢ da ordem de O(n) na TW.

2.2 Da Série de Fourier A Transformada Wavelet

O objetivo desta se¢@o é definir a transformada wavelet (TW) e a sua inversa, partindo de uma
comparagao entre a representacao utilizando a série de Fourier e a representacio através da
TW.

O espago de fungdes L? (0,2n) é definido como a classe de funcdes mensurdveis {(Lebesgue),
definidas no intervalo (0, 2r), tais que:

P

/ f(2)]? de < oo (2.4)

0

Toda funcéo f (z) € L?(0,27) possui uma representacio por série de Fourier , na forma:

flz) = '_icn e™* (2.5)

onde os (', sdo os coeficientes de Fourier de f (z), calculados através da expressdo:

Va4
1 =TT
Co= 5= Z f(z) - e dy (2.6)

A convergéncia da série (2.5) é definida em L? (0, 27), isto é:

2

N
fl@y— > Cpe™| dz=0 (2.7)

=M

lim 7
M, N — A

A funcio f (z} pode, portanto, ser decomposta em infinitas componentes ortonormais g,(z) =
e'™*, onde a ortonormalidade significa que:
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0, para todo m # n
1, m=mn

2_1?;<9m19n)=% Z gm () gy () dﬂ:m{

Definimos (g, gn) como o produto interno das funcdes gm(z) € g, (x).

Note que g,{r) = ¢ é uma base ortonormal para 7.2 (0, 27) gerada por uma tinica funcio
g{z) = &, através de um processo de dilatacées e compressoes. Valores grandes de |n| cor-
respondem a freqiiéncias altas, enquanto que valores pequenos de |n} correspondem a fregiiéncias
baixas.

Definimos o espaco de fungdes L? (R) como a classe de fungées mensuraveis (Lebesgue),
definidas na reta real, tais que a sua energia seja finita, ou seja:

[ @) dz < oo (25

Claramente, os espacos L? (R) e L2 (0,2x) sdo bem diferentes. Na busca de bases de ex-
pansdo para L* (R), devemos nos ater 2 sinais que decaiam rapidamente a zero quando z — +o0.
Assim como na série de Fourier, onde o espago L2 (0,2n) é gerado a partir de dilatagdes e com-
pressoes de uma tnica fun¢do, na TW procuramos uma tinica fungéo ¢ (z) capaz de gerar todo
o espago L? (R).

Da mesma forma, definimos o0 espaco de seqiiéncias 12 como a classe de seqiiéncias quadrado
somaveis, tais que a sua energia seja finita, ou seja:

ST <0 (2.9)
Identidade de Parseval A representagao em série de Fourier satisfaz a seguinte
propriedade:
17 2 - 2
o [ f@lde= 3 (c.) (2.10)

Em termos de processamento de sinais, esta propriedade significa que a energia do sinal
f (x) é conservada na decomposicéo.

Definigdo 2-1 A expressio do lado esquerdo da identidade de Parseval define a
norma para L? (0, 2), enquanto que a do lado direito define a norma para o espago
I?. Por causa da igualdade em (2.10), os espacos L? (0,27) e 1* sdo denominados
isométricos. Note que toda funcio 27-periddica de energia finita pode ser expressa
como uma combinacdo linear em 1? das fungdes g(nz) == ei"®. _

Como ja dito, a funciio base na TF é comprimida/dilatada para que todo o espectro de
freqiiéncias possa ser gerado. Da mesma forma, na TW a funcdo v (z) deve ser comprimida e
dilatada. Ao contririo de e, a funcdo v () tem duracio finita e para cobrir todo o espaco
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L? (R) é necessario utilizar combinaces lineares dos deslocamentos de ¥ (z) ao longo do eixo
z.
Ja definimos a transformada wavelet continua (TWC) da fungéo f (z) como:

TWC (a,b) £ o~1/2 7 Flz) ot (a’;b) dz (2.11)
Se definirmos: R
tap (7) & a2 (“: — b) (2.12)
podemos reescrever (2.11) como:
TWC @) = | F(a) v, @)= (f (), s 2.13)

As funcgoes 1, () sdo as wavelets-filhotes, versdes deslocadas e dilatadas ou comprimidas
da wavelet-mae v (z) e capazes de gerar todo o espaco L?(R). Na expressio (2.12), b é o
parametro responsivel pelo deslocamento da wavelet e a é a escala, pardmetro responsédvel pela,
dilatagio ou compressdo. A constante a2 em (2.12) é um termo de normalizacio da energia
da funcao em relagio ao parimetro a.

Na Figura 2.2 é apresentada a wavelet da Figura 2.1 para diversos valores de a e b. Observe
que a0 aumentarmos o valor de a, a wavelet é dilatada e a sua duracio aumenta. Ao diminuirmos
o valor de a, comprimimos a wavelet e a sua duracio diminui. Para valores negativos de b, a
wavelet € deslocada para a esquerda e para valores positivos para a direita.

Para obtermos a transformada wavelet inversa, isto é, recuperar f(z) a partir dos seus
coeficientes wavelet, é necessdrio que a seguinte relacio seja satisfeita [Chui92] [Daubechies92]:

Cy & T I—‘I’E—g-l-”wll dw < oo (2.14)

onde Cy € uma constante e ¥ (w) é a TF de 9 (). Essa restricdo é conhecida como condi¢do
de admussibilidade e limita a classe de fungdes que podem ser utilizadas como wavelets-maie.
Além desta restrigao, no se pode esquecer que 1 (r) é uma funcio janela, ou seja:

f ¥ (z)] d < oo (2.15)

de tal forma que W (w) ¢ continua em R [Daubechies92).
Da expressdo (2.14), vemos que ¥ (w) deve se anular na origem. Assim, dado que:

U (w) = 7 W (z) eIy

a exigéncia:

T (0)=0
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Figura 2.2: Wavelets de Morlet deslocadas e transladadas: W (“’—;—9)
implica em:
7 Y(z) do =0
o que significa que 1 (z) deve ser oscilante e ter média nula.

De forma resumida, podemos dizer que a wavelet é uma fungéo oscilante de média nula e
que tem um decaimento rdpido a zero.
Se a constante Cy em (2.14) é finita, entdo, existe uma TW inversa, que é definida por:

1@ =g [ [ rwe ey {av (22) ] .16

a?

onde f € L? (R) e RZ=R x R.

2.3 Comparacao entre STFT e TW

Como ja visto Secdo 2.1, antes de calcular a STFT de um sinal, é necessdrio escolher ums,
janela g(f) de comprimento fixo. O deslocamento desta janela sobre o eixo do tempo divide o
sinal em vdrias partes de comprimentos iguais. As listras verticais da F igura 2.3 ilustram este
deslocamento. Calcular a STFT de um sinal corresponde, entdo, a calcular vdrias TF, uma
para cada parte do sinal.
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Janelas deslizantes g{t)
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Figura 2.3: Plano tempo-freqtiéncia correspondente a STFT.

Podemos interpretar a STFT como um banco de filtros infinito. Fazendo algumas mani-
pulagdes na expressdo (2.2}, chegamos ao seguinte resultado:

STFT (to, fo) = e itrhto j[ F () g™ (= tg) - e 72 Foli=10) gy (2.17)
_ —j27 foto * —i2m fot
= ¢ {r@&)«[o@)e |t}

Observe que g* () e7*"/o* pode ser interpretada como a resposta impulsiva de um filtro linear,
com resposta em freqiiéncia G* (—f — fo) . Tomando a TF da expressao entre chaves em (2.17),
obtemos:

TP (@) [g" () e} = F(f)- G (=f = fo) (2.18)

Concluimos que a STE'T de um sinal f (£} pode ser interpretada como uma filtragem, utilizando
o filtro de resposta em fregiiéncia G* (~f — fo) multiplicada pela exponencial e 927foto,

Todos os filtros da STFT sao obtidos a partir de um tnico filtro G* (f) através de desloca-
mentos em freqiiéneia. As listras horizontais da Figura 2.3 ilustram o banco de filtros obtido
desta forma. Como os deslocamentos em fregiiéncia ndo alteram a banda de freqiiéncia, todos
os filtros tém a mesma banda, o que pode ser visto na Figura 2.4,

Com a STEFT adquirimos a habilidade de localizar freqiiéncias, mas também adquirimos
novos problemas. Um deles, inerente a técnica, é o fato da STFT ser wma funcao tridimensional.
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Largura de banda constante (STFT)

r

Amplitude
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Figura 2.4: Bandas de fregiiéncia das janelas para STFT.

Outro problema decorre da impossibilidade de obtermos uma alta precisao simultaneamente
no dominio do tempo e da freqiiéncia. Definimos a faixa de freqiiéncias, ou espalhamento em
freqiiéncia, da janela g(t) como [Young92]:

2IG(f)1*d
NG nrdf
onde G(f) ¢ a transformada de Fourier de g (t). Da mesma forma, o espalhamento no tempo é
dado por:

O
Jlg () dt

As resolugbes no tempo e na freqiiéncia ndo podem ser arbitrariamente pequenas, pois o
seu produto tem um limitante inferior, dado pelo principio da incerteza ou desigualdade de
Heisenberg [Gabor]:

(2.20)

Af x At > z:_ (2.21)

™

As janelas gaussianas sao frequentemente empregadas pois elas satisfazem (2.21) com a igual-
dade [Gabor].

Considerando uma faixa de freqiiéncias Af, dois impulsos 6(t) e 6§ (¢t — 7) 86 poderdo
ser discriminados pela STFT se distantes de um intervalo maior que A¢. Da mesma forma,
considerando um intervalo de tempo At, duas sendides sen (wt) e sen(w — wo)t sé poderdo ser
discriminadas se separadas por um intervalo em freqiiéncia maior que Af. Uma vez escolhida a
janela g (1), as resolugdes no tempo e na freqiiéncia sio fixas para todo o plano tempo-freqiiéncia.
Na tentativa de resolver o problema de limitacio da resolucio da STFT, surge a TW que tem
a largura do espectro da janela varidvel. Com isso, a resolugdo At no tempo também varia.
Porém, At e Af ainda satisfazem a desigualdade de Heisenberg (2.21).

As Figuras 2.5 e 2.6 nos ddo uma idéia do comportamento da resolucéo no plano tempo-
freqiiéncia para a STFT e a TW. A STFT possui janelas de comprimento fixo e, como con-
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frequéncia
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Figura 2.5: Resolugio no plano tempo-freqgiiéncia da STFT.

seqiiéncia, a sua resolugfo permanece constante em todo plano tempo-fregiiéncia, conforme
podemos ver na Figura 2.5. Isto significa que nio h4 adaptabilidade na andlise.

A TW possui janelas de comprimentos varidveis. Podemos escolher uma janela mais ade-
quada para a andlise de cada parte do sinal. Na Figura 2.6 escolhemos janelas estreitas para
a analise de altas fregiiéncias e janelas largas para a analise de baixas freqiiéncias. Como con-
sequéncia, obtemos uma maior resolugio no tempo para as altas freqiiéncias e uma menor para
as baixas. J4 a resolugdo em freqgiiéncia é maijor para as baixas freqiiéncias e menor para as
altas.

Da mesma forma que a STFT, a TWC também pode ser interpretada como uma filtragem.
A equagdo (2.11) pode ser expressa da seguinte forma:

Vva a

ou seja, a TWC de um sinal f (z) corresponde & filtragem deste através de um filtro linear com
resposta impulsiva %W (%) A resposta em freqiiéncia deste filtro é dada por:

¥, (f) = Va¥ (af) (2.23)

TWC (a,b) = f (b) % ——yp* (ﬁ) (2.22)

O valor da integral da magnitude quadrética de tais respostas é constante em relacio ao
parametro a. Enquanto que o banco de filtros da STFT é caracterizado por apresentar faixa
constante, o banco de filtros da TWC é caracterizado por apresentar uma largura de faixa
relativa constante, conforme € apresentado na Figura 2.7. Tais filtros sdo denominados de
filtros com fator @ constante [Young92).

Reduzindo o valor de a em (2.23), deslocamos a faixa do filtro para freqiiéncias superiores.
Como conseqiiéneia, Af aumenta e At diminui. Para a andlise de altas fregiiéncias podemos
escolher valores pequenos de a e com isso obter uma boa localizagéo no tempo.
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Figura 2.6: Resolugao no plano tempo-fregiiéncia da CWT.

A escala utilizada na transformada wavelet tem o mesmo significado da escala utilizada nos
mapas geograficos, onde as escalas maiores fornecem visdes globais enquanto que as menores nos
permitem observar detalhes. Na transformada wavelet, escalas grandes nos permitem analisar

trechos longos do sinal, enquanto que escalas menores, trechos mais curtos de forma mais
detalhada.

2.4 A Transformada Wavelet Discreta ( TWD)

Analogamente a teoria de Fourier, na teoria wavelet a transformada wavelet continua ndo é
empregada tdo frequentemente quanto a transformada wavelet discreta. As formas discretas
820 necessarias para a maioria das implementa¢bes. Para obtermos a transformada wavelet
discreta (TW D), os parametros de deslocamento e escala sio discretizados. J4 a varidvel
independente, isto é, o tempo, permanece continua.

A transformada discreta nos fornece um conjunto enumerdvel de coeficientes, os quais cor-
respondem a pontos em uma grade bidimensional no dominio deslocamento-escala. Fssa grade
serd indexada por dois mimeros inteiros. O primeiro inteiro, m, estd relacionado A escala,
enquanto que o segundo inteiro, n, estd relacionado ao deslocamento. O parametro escala a é
discretizado de forma exponencial, a = af’, enquanto que o parametro b é discretizado propor-
cionalmente a a, b = n-by-al'. As constantes ag e by 530 0s comprimentos dos passos discretos
de escala e deslocamento, respectivamente. A transformada wavelet discreta de um sinal f{z)
é definida como [Chui92):

1
ag'

TWD{m,n) =

ff(m)-w* (aé{’”‘-wwwbo) dz (2.24)

Ao contririo da TWC, a TWD 86 est4 definida para valores positivos da escala, ou seja,
para ag > 0. Isto nfo chega a ser uma condicio restritiva, ja que podemos utilizar uma wavelet
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Largura de banda constante (STFT)
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Figura 2.7: Bandas de freqiiéncia das janelas para a CWT.

refletida para cobrir as escalas negativas.

Para valores grandes de a, a resolugéo no tempo é pequena e, conseqiientemente, os passos
de deslocamento sdo grandes. Para valores pequenos de a, a resolucao no tempo é grande e
os passos de deslocamento sdo pequenos. Isto justifica o fato do passo de deslocamento ser
proporcional & escala. Definindo:

a=al e b=n-b,-a} =kal, jkeZ (2.25)

podemos reescrever a expressao (2.24) da seguinte forma:
] 00
TWD (j,k) = a”"* f f@) ¢ (ag” 2~ k)da (2.26)

Podemos comparar a andlise de um sinal através das wavelets com a analise de um material
em um microscépio. Para analisar um material, a primeira coisa que devemos fazer é nos
mover para o local escolhido, o que seria equivalente na anslise wavelets a escolher o valor para
k (2.25). Em seguida, devemos escolher o fator de ampliagdo, ou seja, a;7. Se desejarmos ver
detalhes muito pequenos do material a ampliagio deve ser grande, o que corresponde a j < 0.
Como conseqiiéncia, o valor do produto k- a, em (2.25) serd pequeno produzindo deslocamentos
pequenos. Se quisermos visualizar uma 4rea maior, devemos escolher uma ampliacao menor e,
portanto, k - aj serd maior, levando a deslocamentos maiores.

Na Figura 2.8 vemos um exemplo de uma possivel grade bidimensional de amostragem do
plano deslocamento-escala da TW. Neste, cada ponto corresponde a uma wavelet i, (z) e,
portanto, a um coeficiente wavelet. Como podemos ver, & medida que a aumenta, o ntimerc de
coeficientes para um dado intervalo de tempo diminui exponencialmente. Conseqiientemente,
o numero de passos necessdrio para cobrir o intervalo diminui, j& que o tamanho da janela
aumentou.

Freglientemente, o tamanho do passo da escala discreta é escolhido como sendo igual a 2,
ou seja, temos ag = 2. Esse valor facilita a implementacio, ja que dilatar um sinal por um fator
de 2 corresponde simplesmente a tomar uma amostra sim e outra nio do sinal [Oppenheim).
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Figura 2.8: Grade de amostragem diddica do plano deslocamento-escala da TW. Cada né
corresponde a uma fungao wavelet ¢ (z) com escala 277 e deslocamento 2-7%.

Na Figura 2.8 ag = 2 e, portanto, cada vez que aumentamos a por um fator de 2 o niimero de
coeficientes diminui também por um fator de 2.

Quando ay = 2, dizemos que as freqiiéncias sio particionadas em oitavas consecutivas.
Assim, as wavelets-filhotes sfo obtidas através de dilatagOes ou compressdes bindrias (de 27 )e
deslocamentos diddicos ( de k/ 27) de uma tnica wavelet-mae, ¢(z). Esta familia de wavelets
é conhecida como wavelets diddicas e definida pela seguinte eXpressao:

Vik(a) = 292 (P — k), kel (2.27)

Escolhendo uma wavelet-mae de norma unitdria, isto é , ||¢]] = 1, é f4cil verificar que as
wavelets-filhotes, v (), também possuem normas unitdrias, isto é:

Wil = Wll=1,  jkeZ

onde [ = [ 17 )P ae]

Como jé enfatizado, é possivel reconstruir uma funcao de energia finita a partir dos seus coe-
ficientes da TWC. No caso da TWD, entretanto, é preciso tomar cuidado ao escolher a wavelet-
mae e a densidade da grade, de modo que a reconstrucio néo se torne instdvel [Young80].

A reconstrugio do sinal f (z), a partir dos seus coeficientes wavelet, ¢ dada pela seguinte

exXpressao: _
flz) = Cz Z Cixje(z) (2.28)
i k

onde os Cj sdo os coeficientes da TWD e ¢ é uma constante.

Se a grade é esparsa (por exemplo, qp = 2), a representacdo wavelet se torna menos redun-
dante. Como conseqiiéncia, a equacio de reconstrucio pode nao ser mais vélida, ou seja, a
wavelet e os coeficientes correspondentes podem nao ser mais adequados para a reconstrucio
do sinal. Assim, para garantir a reconstrucio neste caso é preciso fazer uma série de restrigcoes
a wavelet mae 9 (z) .

Por outro lado, se a grade é densa (ag = 1), as wavelets sdo redundantes e a reconstrucao
se dd com maior fidelidade. Além disso, ndo hd muitas restrigées acerca da wavelet ¥ (z) a ser
utilizada. A representacio redundante, entretanto, nio é eficiente.
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O ideal é que as grades sejam densas apenas o suficiente para que a reconstrucao seja
realizada com um minimo de perda e um méximo de eficiéncia. E usual buscar uma base
ortonormal para representar um sinal de forma eficiente.

Definigao 2-2 Uma wavelet é ortonormal, se a sua familia {11 }, definida em
(2.27), formar uma base ortonormal para L2(R), isto §, se [Daubechies92]:

(wju't‘” wl,m> =46 (-77 i) 6 (k,m) ) ja ku la m € Z.

e se toda funcao f(x) € L*(R) puder ser representada por:

f@)= 3 Cotbin(e) (2.29)

j)k:w o
onde, tendo em vista que as funcoes ;& 880 ortonormais, os coeficientes Cjk, podem
ser facilmente calculados através de:

Chk =< frthin > . (2.30)

A série (2.29) converge em L*(R), isto é:

My, Ny, Mo, No — oc f= Z > Cimbial =0

lim N2 M
Jem— My j=—A

2.5 Frames

Um frame é um conjunto de elementos funcionais, tais que qualquer funcdo nio-nula deve ter
uma projecao nao nula em pelo menos um desses elementos. Além disso, qualquer funcéo finita
pode ser representada através de uma soma finita das snas projecoes.

Defini¢do 2-3 Seja {gi, k € K} um conjunto de funcdes em L*(R). Este conjunto
é um frame se existirem ntimeros 0 < 4 < B < oo , tals que:

AN < Y oo HIE < BYIFIR,Vf € L2 (R) (2.31)

kek
onde os niimeros A e B sio conhecidos como os limitantes do frame.

Os elementos de um frame podem ser linearmente dependentes, ao contrério do que acontece
com 0s elementos de uma base. Um frame é necessariamente um conjunto completo em L*(R).
Entretanto, pelo fato do frame ser geralmente redundante, ele nio necessariamente constitui
uma base para L*(R). A dependéncia entre os elementos do frame cria uma redundéancia, o que
sugere que a representacdo pode nio ser iinica.

Frames ndo-redundantes sdo conhecidos como exatos. Um frame é exato se, e apenas se,
ele é uma base para L*(R) (nfo necessariamente uma base ortonormal). Um frame é dito ser
estreito (“tight”) se os seus limitantes, A e B, sdo iguais.
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Exemplo 2-1 Considere R? e sua base ortonormal elementar & = 0,1 e & =
[1,0]. Definindo trés elementos normalizados em R2:

temos:
SR = wna () v () o my
2
e+ (L) v
_ §f<f,z§)|2+§l(f,“é§>!2ﬂg{f(f’gmz*'g’(f’a)f}
= SkpEP

- » -—..) _> W e . -
Conclui-se, entdo, que o conjunto de vetores { Gy, 5, ﬁg} é um frame estreito, mas defini-
tivamente nao é uma base ortonormal. A = B = % nos da a razao de redundéncia. Se a razdo

de redundéncia é igual a 1, entio o frame estreito é uma base ortonormal, como enunciado a
seguir.

Lema 2-1 Se o frame ¢é estreito, A = B = 1 e todos os componentes do frame, {gs, k €
K}, tém norma unitdria, |igi| = 1, entdo o frame é uma base ortonormal
[Daubechies92].

A qualquer frame {g;, k € K}, podemos associar um “operador frame” T - LA(R) —L*(R)
definido por :

H

keK

ou seja, a transformagdo T'f consiste na expansio em série de f, onde o frame {gx} é utilizado
como base e os coeficientes s&o dados por (f, gx) .

Demonstra-se [Porat] que o operador T é inversivel. Representaremos a operacio inversa
por T,

Lema 2-2 Seja {v, k € K} um conjunto de funcées obtidas a partir do frame
{gx} através da seguinte operacio:

v =T"1g, (2.33)
O conjunto {v;} é um frame, que definimos como frame dual de {gy} [Porat].

Quando o frame {g,} é exato, os conjuntos {g;} e {7} s@o biortogonais, ou seja:

(g ) = 6(k —1).
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Teorema 2-1 Para qualquer frame {g;} e 0 seu dual {y;}, podemos expressar qual-
quer fungao f (z) € L*(R) através de qualquer uma das seguintes formas:
F=>"{f ) o (2.34)
kEK
e
f=3 {fige)m (2.35)
kEK

Estas equaces mostram que podemos expressar qualquer fungao de L2(R) como uma com-
binacao linear dos elementos de um frame. O conjunto dos coeficientes de (2.34) e (2.35) é
quadrado somdvel, o que é conseqiiéncia de {g;} e {7} formarem um par de frames duais.
Assim, dado um frame {g;}, para obtermos f (z) precisamos apenas calcular o seu dual {v;},
o que € feito através da expressdo (2.33) [Chui92].

No caso de um frame estreito, o operador frame T é simplesmente igual a 4 -1, onde 1
é o operador identidade [Porat]. Nesse caso, Y = A7lgy e o frame dual é obtido de forma
trivial. No caso do frame nio ser estreito, o frame dual pode ser obtido através de algoritmos
recursivos.

A expressio (2.34) é bastante semelhante a uma expansio em base ortogonal, mas suas
propriedades sdo diferentes. Em particular, os seus coeficientes em (2.34) sdo obtidos a partir
de produtos internos da funcio com os elementos do frame dual, ao invés de produtos internos
da funcéo com os elementos do frame, como acontece na expansdo ortogonal.

Se uma wavelet 1 (z) gera um frame, ou seja, se ¥ (z) satisfaz a seguinte relacao:

ANFIP < X0 W ® < BIFI? (2.36)

FREL

entao, uma funcao f (z) € L*(R) pode ser recuperada a partir dos coeficientes da sua transfor-
mada wavelet [Daubechies92].
Seja {14} um frame. Substituindo {g;} = {1;4} em (2.32), obtemos a seguinte expressio:

Tf= 3 (f¥se) v feL*R) (2.37)

FRET

e, de acordo com o Teorema 2-1, a funcéo f (z) pode ser expressa da seguinte forma:

f=T7T f= 3 (fithe) - T s (2.38)

FREL
Definindo, entdo, v, como o frame dual de Yk
Uik BT by jkEZ (2.39)

a férmula de reconstrucéo da funcéo f {z) pode ser reescrita da seguinte forma :

F= 3 {fitin) Yin (2.40)

JkEZ
ou
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f=3 (Fidir) i (2.41)
AkEL
No caso de frames estreitos, o frame dual é composto através de versoes escaladas e deslo-
cadas da wavelet-mée, multiplicadas por uma constante, isto é;

ip = ANy,

€, para este caso, podemos reescrever (2.40) da seguinte forma :

F=A7 3" {F ) Wiz (2.42)
k€L
Os frames que obedecem &s condigoes impostas pelo Lema 2-1 formam bases ortonormais.
Para estes (2.42) pode ser simplificada e expressa da seguinte forma:

F= 3" {f ) s (2.43)
JkEZ
Uma possivel vantagem dos frames redundantes sobre os ortonormais € que os primeiros
permitem que uma classe maior de funcdes possam ser utilizadas como wavelet-mae. Os vetores
de um frame redundante podem, ainda, “‘casar” melhor com um sinal e, portanto, um nimero
menor de coeficientes serd necessario para representar o contetdo de informacio deste sinal.,
Os frames ortonormais, por outro lado, imp&em restricdes & wavelet-mée, o que pode nio
ser desejdvel em algumas aplicacdes. Entretanto, para representacao, processamento e co-
dificagao de imagens, as transformadas wavelets ortonormais sao mais adequadas, por serem
mais facilmente implementdveis [Daubechies92].

2.6  Analise de Multiresolucio

A anélise de multiresoluc&o nos fornece uma base para interpretacdo da informacdo contida em
um sinal. Esta informacao é organizada em um conjunto de detalhes com diferentes resolugoes.
Para um sinal f(z) € L?(R), definido no intervalo 0 < z < Zp, a sua resolucdo nos fornece
a quantidade de pontos para os quais este sinal é conhecido. Dizemos que conhecemos um
sinal com resolugdo completa, ou com um nivel de resolugdo infinita, quando conhecemos f(z)
para todos os pontos do intervalo. Da mesma forma, dizemos que conhecemos um sinal com
resolugdo r; quando conhecemos r; pontos do intervalo.

Dada uma seqiiéncia crescente de resolucdes (r;);ez> 08 detalhes com resolugdo r; de um
sinal so definidos como a diferenca de informagéo entre a sua aproximacio com resolugdo r; e
a sua aproximagao com resolucio rj_1, malis baixa.

O nosso objetivo nesta secio é estudar as propriedades do operador que obtém uma apro-
ximagéo com resolugdo 27 de uma funcéo e mostrar que a diferenga de informacio entre duas
aproximacdes, com resolugdes 2/t e 27, é extraida decompondo-se a fun¢do em uma base
wavelet ortogonal. Esta decomposicio define uma representagao por multiresolu¢io ortogonal
denominada representacio wavelet. A partir desta representacio construiremos um algo-
ritmo para implementacio da transformada wavelet ortogonal.
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2.6.1 A Aproximagao por Multiresoluc¢io em 2 (R)

Seja f(z) € L*(R) o nosso sinal original e Ay o operador que gera uma aproximacio deste
sinal, Ay; f {x), com resolugdo 27. Este operador apresenta as seguintes propriedades:

Propriedade 1 Ay é um operador linear. Se Ay f () é a aproximagao de uma funcdo f (z)
com resolu¢io 27, entdo Ay f(z) ndo é modificada se repetirmos a operacao no nivel
de resolugao 27. Isto significa que Ay o Ay = Ay . O operador Ay 6, entdo, um
operador de projecao no espago vetorial V,; ¢ L2 (R}. O espago vetorial V,; pode ser
interpretado como o conjunto de todas as possiveis aproximacoes das fun¢des L? (R) no
nivel de resolucdo 27.

Propriedade 2 Dentre todas as aproximacées da fungio f (z) no nivel de resolugio 27, Ay f (z)
€ a fun¢do que mais se aproxima de f (), ou seja:

Y 9(2) € Vi, g (2) — f(2)] 2 [Ag f (=) ~ f ()] (2.44)

Portanto, o operador A4y calcula a projecéo ortogonal de uma funcao no espago vetorial
Vasi .

Propriedade 3 A aproximacao de um sinal no nivel de resolugdo 27+ contém toda a in-
formacao necesséria para calcular a sua aproximacdo no nivel de resolucio 27. Este é o
principio da causalidade. Como A,; é um operador de projecao em V;, esta propriedade

¢ equivalente a:
VIi€EZ, VaiCVasta (2.45)

Aplicando (2.45) recursivamente obtemos a seguinte hierarquia de subespacos:

L C Vg-—l (. VgO C Vgl - VQZ .. (246)

Propriedade 4 A operagio aproximacio independe do nivel de resolucio. Os subespagos
das funcées aproximadas podem ser obtidos a partir dos outros subespacos, através da
dilatagdo ou compressio das aproximacdes das funcdes na razdo dos valores das suas
resolucoes. Isto significa que:

VjEeZ, Asif(x)€ V= Ao f (22) € Vysnm (2.47)

Propriedade 5 A aproximacio Ay f (z) pode ser caracterizada por 27 amostras por unidade
de comprimento. Quando f (z) é transladada por um comprimento proporcional a 27,
Ay f (z) é transladada pela mesma quantidade e é caracterizada pelas mesmas amostras
que foram deslocadas Como uma conseqiiéncia, € suficiente expressar a Propriedade 5
para 7 = 0.

Propriedade 6 Ao calcularmos uma aproximacio de f (z) no nivel de resolucdo 27, alguma
informacao sobre f (x) é perdida. A medida que a resolucio aumenta em diregio a +oo,
o sinal aproximado converge para o sinal original. Da mesma forma, & medida que a
resolu¢do diminui, se aproximando do zero, o sinal aproximado passa a conter cada vez
menos informacéo e, portanto, converge para zero. Como a aproximacgao Ay f (z) é igual
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a projegao ortogonal de f (z) no espaco vetorial V,;, esta propriedade pode ser resumida
através das seguintes relagdes:

+00
Aliin Vo= [ Vi (2.48)
J—4o0 oo
Ou seja, _1121 Vo = L2 (R).
J—Fo0
+00
lim Vi; = [ Vy ={0} (2.49)
j——oo

J=—00

Definicao 2-4 Denominamos de aproximacao por multiresolucio de L2 (R), qual-
quer conjunto de espagos vetoriais {Vg;} jez due satisfazem as Propriedades 1-6. O
conjunto de operadores A,; associados a este conjunto de espacos vetoriais gera as
aproximacées de qualquer funcio f (z) € L? (R) em todos os niveis de resolucao 27,
para j € Z.

Teorema 2-2 Seja (V) jez WMa aproximagao por multiresolugdo em L2 (R). E-
xiste uma tnica fungéo ¢ (z) € L?(R), denominada funcéo escala, tal que se

definirmos:

by (x) = 296 (292 — k) (2.50)
para j € Z, o conjunto (21/ 26 (2 - n))ﬂGZ ¢ uma base ortonormal para V;
[Mallat89c].

Este teorema mostra que, dilatando-se ou comprimindo-se uma tuncéo ¢ (x) por um fator 27
e deslocando-se a fungao resultante de intervalos proporcionais a 277, podemos construir uma
base ortonormal em qualquer espaco vetorial V. As funcbes ¢, (z) sdo normalizadas com
relagdo a L' (R) . O termo 279/2 em (2.50) tem o objetivo de normalizar as fungdes em L? (R).
Para uma dada aproximagio por multiresolucio (Vi) jez €Xiste uma dnica funcio escala ¢ ()
que satisfaz o Teorema 2-2. Entretanto, para diferentes aproximagoes existem diferentes funcées
escala.

O Teorema 2-2 mostra que a aproximacio por multiresolucao (Vai)jez é completamente
caracterizada pela funcéo escala ¢ (x). Esta pode ser definida como uma, funcao ¢ (z) € L? (R),
tal que, para qualquer j € Z, (2” 29 (Px — n)) p ¢ uma familia ortonormal. Além disso, se

ne
Vai € 0 espago vetorial gerado por esta familia, (Vai) jez € UmMa aproximagdo por multiresolucdo
em L (R). A funcio ¢ {z) deve ser continuamente diferencidvel. O decaimento assintético de

¢ (z) e da sua derivada ¢’ (z) no infinito deve satisfazer as seguintes relacées:
¢(z) =0 (27 e |¢ (z)] = O (=72
A projecio ortogonal de uma funcgio f (z) no espago V,; pode ser calculada decompondo

esta fungdo na base ortogonal definida pelo Teorema 2-2, ou seja:

o0

Y (z) € L*(R), Api f(2) = 3 (f(4),5n (w)) by () (2.51)

n=—00
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A aproximagao do sinal f (z) no nivel de resoluciio 2/, A, f (z), é, entdo, caracterizada pelo
seguinte conjunto de produtos internos:

A% f = ((F (u), djn (u))) ez (2.52)

que denominamos aproximacao discreta do sinal f () no nivel de resolugio 2/

2.6.2 A Implementagdo de uma Transformada de Multiresolucao

Na prética, os sinais utilizados possuem uma resolucio méxima finita. Por uma questdo de
normalizagéo, suporemos que esta resolugio méxima é igual a 1 e, portanto, A{ f é a sua
aproximacao discreta nesta resolugdo. O principio da causalidade nos diz que a partir de Adf
podemos calcular todas as aproximagdes discretas AZ; f para j < 0. Nesta secdo, descreveremos
algoritmos iterativos simples para calcular estas aproximacoes discretas.

Seja {V2:) ¢z uma aproximagao por multiresoluco e ¢ (z) a funcio escala correspondente.

De acordo com o Teorema 2-2 , a familia de funcges (2j/ 2 (Vx — n))mEZ é uma base ortonormal
para Vy;+1. Sabemos que para qualquer n € Z , a funcdo ®;n () pertence ao espaco Vy;
que, por sua vez, esta contido em Vy +1. Podemos, entdo, expandir a funcio ®in (z) na base
ortonormal de Vo5 41 :

o0

Gim (€)= D Adjn (1), djerp (0) Girs () (2.53)

k=m0

Fazendo uma pequena mudanca de varidveis no produto interno em (2.53), obtemos:
<2j/2¢ (qu - ﬂ) L2624 (2j+1u - k)> = 93/2+(F+1)/2 / ) (Q"Iy) ¢ (y — (k —2n)) 29 1dy

— 0

= 272(¢ (27'u) ¢ (u— (k - 2n))) (2.54)

Substituindo (2.54) em (2.53), obtemos a seguinte expressio para Gjn (x):

oQ

Pin (m) = Z <<F5—1,0 (u) s D0 k—2n (U» “divix (2) (2-55)

k=—00
Calculando o produto interno de f {x) com ambos os lados de {2.55), obtemos:

o0

(F @) din () = D (b0 (), bos—20 (W) - {f (w), i1 s (x))

k=—o00

(2.56)

Sob o ponto de vista de processamento de sinais, podemos interpretar (2.56) como uma filtragem
e definir H como o filtro discreto de resposta impulsiva:

h(n) =(¢-10 (u),don(u)) VYneZ (2.57)
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Substituindo (2.57) na expressio (2.56), obtemos:

(@) din @) = 3 hk=20)- (f (2) . b500s (2)

k=00

(2.58)

A expressdo (2.58) mostra que A% f pode ser calculada convoluindo AL, f com h(—n) e
tomando uma amostra sim e outra nio do sinal resultante (subamostragem por um fator 2). No
ramo superior da Figura 2.9, podemos visualizar esta operacao. Observe que o simbolo A {(~—mn)
indica a convolugdo do sinal com o filtro 2 (—n) e o | 2 indica a subamostragem do resultado.
Todas as aproximacdes Agj f, para j < 0, podem ser calculadas a partir de A% f através da
aplicagao recursiva desta operaco, que é denominada transformada piramidal [Adelson].

Vamos supor que a aproximacao discreta do sinal [ {z) no maior nivel de resolucdo é com-
pletamente caracterizada por N coeficientes, ou seja, ALf = (om)yc e ~ - Cada aproximacio
discreta A, f {j < 0) tem, portanto, 29 N amostras. De maneira evitar problemas de borda
ao calcular as aproximacdes discretas A%, f, vamos supor que Af f seja simétrica em relacdo a
n=0en=N —1, ou seja:

(2.59)

o =4 @n se —N ~-1<n<0
"] oy g sel<n< N-1

Se a resposta impulsiva do filtro H for par, isto &, A (~n) = h(n), cada aproximacao discreta
A%, f também serd simétrica com relacio an=0en = 93— N [Mallat&9b],

Como jé visto, podemos expandir a funcio ®jn (z) como apresentado em (2.55). Utilizando
a definigdo (2.57), podemos reescrever (2.55) da seguinte forma:

G (@) = 3 h(k—2) - 6y0p (2) (260

k=—o00c

Fazendo 7 == 0 e n = 0 em (2.60) obtemos:

6(@)= 3 h(k)-2 (2 - k) 2.61)

k=—o0

Esta é a equacio fundamental da anslise de multiresolugio e levard ao algoritmo de decom-
posicao da transformada wavelet. Tomando a transformada de Fourier de (2.61), obtemos:

& (w) = ki h (k) (};(221/%32 g~ 705wk (I}—gi/%lﬂ (0.5w) (2.62)

Uma conseqiiéncia imediata de (2.62) ¢ obtida para w = 0:

mwxihw=ﬁ (2.63)

k=—c0
Aplicando (2.62) recursivamente, obtemos:
 H{w.2"™
®w) = (o) [T L2

=1

Quando (2.64) converge, podemos obter o seguinte algoritmo recursivo para construgdo de ¢ (x):

(2.64)
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Figura 2.9: Diagrama em blocos do esquema de decomposicao.

1. Seja w (z) uma janela retangular em [0,1]

2. Para 7 > 0, faca

w; (z) = i hk)-2Y% w22 — k) (2.65)

k= —ox)

Entao o lim w; (z) = ¢ (z).

J—o0

A prova da convergéncia deste algoritmo se encontra em [Daubechies88]. Conclufmos que

se conhecermos os coeficientes h (k) de {2.61) poderemos obter a funcéo ¢ (z) através deste
algoritmo.

Lema 2-3 Se a seqiiéncia {h (k)} é nfo nula apenas para 0 < k < N — 1, ou seja,

se i (k) é um filtro FIR, entdo ¢ (z) é nio nula apenas para 0 <z < N — 1
[Porat)].

Concluimos que podemos construir nma funcdo escala com duracio limitada impondo um
conjunto de restrigdes aos coeficientes {h (k)}

Lema 2-4 A fungdo H (w) satisfaz [Porat]:

|H (w)]* + |H (w+ 7)) =2, para todo w (2.66)

A propriedade enunciada pelo Lema 2-4 é fundamental na construcao da analise de multire-
solucao e das bases wavelets.

Lema 2-5 Para qualquer andlise de multiresolugio, ® (w) = 1 [Porat].

Este lema mostra que as funcdes {¢, (z)} = {237 26 (Vi — k)} nao sdo wavelets, uma vez
que néo obedecem a condicio de admissibilidade (2.14).

A partir do que foi visto, podemos enunciar o seguinte teorema
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Teorema 2-3 Seja ¢ () uma funcio escala e H o filtro discreto com resposta impui-
siva h (n) = (¢_10(u}, o (1)) . Seja H (w) a série de Fourier de A (n), definida
por:

o0
Hw)= > h{n)e ™ (2.67)

onde H {w) satisfaz as seguintes propriedades:
HO)=v2 e h(n)=0 ($“2) no infinito (2.68)

|H (@) + |H (w+m) % =2 (2.69)

Estas propriedades indicam que H (w) é um filtro passa-baixas. Se H (w) sa-
tistaz as igualdades (2.68) e (2.69) e, ainda apresenta a seguinte caracteristica.

|H{w)|#£0  paraw € [0,7/2] (2.70)
a funcao definida por:
b =a () [[ T2

p=1

(2.71)

¢ a transformada de Fourier da fungdo escala [Mallat89c].

A partir de um filtro conjugado H (w), que satisfaca (2.68) e (2.70), podemos calcular a
transformada de Fourier da funcéo escala correspondente através de (2.71). E possivel, entdo,
escolher H (w) de maneira a obter uma funcéo escala ¢ (z) com boas propriedades de localizagdo,
tanto no dominio da fregiiéncia quanto no dominio espacial [Daubechies92].

2.6.3 O Sinal de Detalhamento

Seja Wy, o complemento ortogonal de V;, ou seja:
W, éortogonal a V;,

ng @ng = V2j+1.

O sinal formado a partir da diferenca de informacdo entre os niveis de resolucdo 27 e 271 &
denominado sinal de detalhamento no nivel de resolu¢io 27. Como j4 mencionado, as apro-
ximagoes de um sinal nos niveis de resoluciio 2/+! e 27 sgp, respectivamente, iguais as suas
projegoes ortogonais em Vi1 e Va;. Como conseqiiéneia, o sinal de detalhamento no nivel de
resolugdo 27 é obtido através da pro jecdo ortogonal do sinal original em W,;.

Para calcular a projegéo ortogonal de uma funcao f (z) em Wy;, é necessério encontrar uma
base ortonormal para gerar o espago W, Procuramos, entao, uma fungéo ¥ (x) que tenha para
Wsi o mesmo papel que ¢ (z) tem para Vy;. Queremos que a familia definida por:

{Win (@) = 27y (Yo — k) ke Z) (2.72)
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seja uma base ortonormal para Wy, o que significa que {0k (z), 7,k € Z} é uma base ortonor-
mal para L? (R). Demonstraremos que a base que procuramos pode ser formada a partir de
uma familia de wavelets, ou seja, que as wavelets podem ser utilizadas como funcoes geradoras
dos subespacos Ws;.

Vamos assumir a existéncia desta funcdo v (z) e verificar quais as conseqiiéncias dessa
suposi¢ao. Este procedimento nos dard uma algoritmo para construgao de 1 (z). Para qualquer
n € Z, a fungdo ;. (z) pertence a Wy, C V1. Portanto, esta fungéo pode ser expandida na
base ortonormal de Vg i1 :

oo

Vin (@)= D (jn (1), djrre (U)) ¢ipr (x) (2.73)

k=e—oo

Fazendo uma pequena mudanca de varidveis no produto interno em (2.73), obtemos:

(Wi (W), Gpap (w)) = 2O [y (271) g (y — (k — 2n)) 291y
2712 (4 (2-1u) & (u— (k — 2n))) (2.74)
Substituindo {2.74} em (2.73):
Uin (@) = D s (0), dnsoan (1)) dyons o) (2.75)

Podemos interpretar (2.75) como uma filtragem e definir G como o filtro discreto de resposta
impulsiva dada por:

g(n} = (Y10 (), don (u)) (2.76)
Substituindo (2.76) em (2.75):
Vin(@) = 3 g(k—20) - by (2) (277)
kzm 00

Fazendo j =0 e n = 0 em (2.77), obtemos a seguinte expressao:
Y@= > g(k)-2"2-4(2z—k) (2.78)
k=—0

onde {g (k)} é uma seqiiéncia quadrado somével. Tomando a transformada de Fourier de ambos
os lados de (2.78), obtemos:

0 & (0.5w) 3 (0.50)

U (w) = kZ g (k) —5 g7 0Bum —57 G (0.50) (2.79)
T OO
B possivel provar, exatamente como no Lema 2-4, que
IG(wW))? +1G (w+m)f* = 2, para todo w (2.80)

Além disso, G {w) e H (w) satisfazem a seguinte relago [Porat]:
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H{w)G{w)+ H{w+m) G (w+7m) =0 (2.81)

Para mostrar que {41 (z), k € Z} ¢ uma base wavelet, resta-nos apenas verificar se Y (z)
satisfaz a condigdo de admissibilidade, ou seja, se ¥ (0) = 0. A equacio (2.63) mostra que
H (0) = /2. Substituindo (2.63) em (2.66), obtemos:

[H O +H (M = 2+ H (@) =2 (2.82)
(7 (@)* = 0

Substituindo (2.82) em (2.81), obtemos os seguintes resultados:

G(0)=0

¥ (0) = ?%G (0)

=

Concluimos que ¥ (w) satisfaz a condi¢do de admissibilidade e, portanto, {tie (), e} é
uma bhase wavelet.

Uma vez fixado H (w), G (w) néo é mais arbitrario. Para provar esta afirmacio fazemos a
seguinte definicdo:

H; = H(w) e H; = H(w -+ m) (2.83)
G, = G(w) e Gj=Gw+wn) {2.84)

Substituindo (2.83) e (2.84) em (2.81):

Ei_m_(ﬁf;)*
a, - \&

7

011/2 . 12] 12
Dividindo ambos os lados desta expressdo por [1 + lgwki ] = [1 + f;ll! ] :
J [
Gi _ (fii)*
172 o11/2
G 2 H;

[I—i_icj” [1+(“ﬁf J

Multiplicando o numerador e o denominador do lado esquerdo de (2.85) por |G|, os do lado

direito por H; e substituindo {2.66) e (2.80) no resultado, obtemos:

H| Gy ., .
- —;—G-;%-E—J-HJ = ~A(w) H; (2.86)

onde A({w) é uma funcéo passa-tudo, pois |A (w)| =1, V w.
Substituindo (2.86) em (2.81), constatamos que a condicio:

(2.85)
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Alw)+ A(w+m) =0 (2.87)
€ necessaria e suficiente para que (2.81) seja vélida.

A escolha A(w) = 77 é muito frequente. Substituindo este valor de A(w) em (2.86),
obtemos:

Gw)=e"H" (w+ ) (2.88)

o que corresponde no dominio temporal a:
k 1s
gk)=(-1)"-r"(1-k)

A equagdo (2.88) fornece uma relagiio entre os filtros H e G utilizados no processo de decom-
posicao e sintese da TW. Qualquer par de filtros que obedecam as condictes apresentadas nesta
secado pode ser utilizado. Entretanto, do ponto de vista de Processamento de Sinais, um filtro
passa-baixas é uma escolha interessante para H. Para esta escolha, G (w) é automaticamente
um passa-altas [Fournier].

Com base nos resultados acima, podemos, entao, enunciar o proximo teorema .

Teorema 2-4 Sejam (V) jez @ seqiéncia geradora do conjunto de espacos vetoriais
de uma anélise de multiresolucio, ¢ (z) a funcio escala ¢ H o filtro conjugado
correspondente. Seja 1 (x) a fungdo cuja transformada de Fourier ¥ (w) é dada
por:

V(w)=G (i‘z’-) o (55-) 9-1/2 (2.89)
onde G(w)=e¢ “H" (w+n)
e Uik (x) = 29/%p (292 — k), entao:
(2945 (27 — k)

€ uma base ortonormal em Wy, e v (z) é uma wavelet ortogonal.

ke,

Este teorema estabelece uma relagio entre a wavelet e a fungéo escala. Observe que a partir
de um par de filtros H e ¢, que satisfacam as condicdes (2.68) - {2.70), podemos encontrar
uma fungéo escala e uma wavelet, utilizando as expressées {2.71) e {2.89), respectivamente.
Dependendo da escolha de H, a funcéio escala ¢ (z) e a wavelet 1 (z) podem ter boa localizacao
tanto no dominio espacial quanto temporal [Daubechies92].

Seja Pw,, o operador projecio ortogonal no espago vetorial Wy;. Como conseqiiéncia do
Teorema 2-3, a seguinte relacio é vilida:

oo

Pw,, f(@)= ) (f (W), %0 (W) - thsn (z) (2.90)

=00

Pw,, f(z) fornece o sinal de detalhamento de f (z) com resolugéo 27 e é caracterizado pelo
conjunto de produtos internos:

Das f = {{f (u), Yin (u»)nez (2.91)

que contem a diferenca de informagdo entre A%, f e AZ, f.
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2.6.4 Implementaciao de uma Representacio Wavelet Ortogonal

Nesta secao descreveremos o algoritmo utilizado para calcular a representacio wavelet. Mostra-
remos que Dy, f pode ser calculado através da convolucdo de AZ; |, f com o filtro discreto G .
cuja forma iremos caracterizar.

Calculando o produto interno de f (z) com ambos os lados de (2.75), obtemos:

 (2) i (2)) = i (610 () osn (W)} - {F (&) dyp1x ()
(2.92)
Substituindo (2.76) em (2.92):
F@) s @) = 3 g(k—20)-f (@)1 65000 (2)
k=00
(2.93)

A equagao (2.93) mostra que podemos calcular o sinal de detalhamento D,; f através da con-
volucao de A ,,; f com o filtro discreto de resposta impulsiva g {—n), jogando fora uma amostra
sim e outra ndo, conforme mostrado no ramo superior da Figura 2.9.

O processo de decomposicio é definido pelas equagdes (2.58) e {2.93). A representacio
wavelet ortogonal do sinal discreto A{ f pode ser calculada, portanto, através de sucessivas
decomposicoes de AY, |, f em A%, feDy; f para —J < J < —1. Podemos provar, por inducéo,
que para qualquer J > 0, o sinal original Ad, f pode ser representado por:

(Ag-J fa (DQJ' f)W_JS jgwl) (2.94)

Este conjunto de coeficientes é denominado de representacio wavelet ortogonal, e é formado pela
aproximagdo do sinal AS_, f com uma resolucao mais grosseira, e pelos sinais de detalhamento
Dy, f (z) nas resolugdes 27, para —J < J < —1. Se o sinal original tem N amostras, entdo os
sinais discretos Dy f e A%, f tém 27N amostras cada e a representagao wavelet dada por {2.94)
tem 0 mesmo niimero de amostras de Al f. Isto se deve a ortogonalidade da representacéo.

Este conjunto pode ser interpretado como uma decomposico do sinal original em uma base
ortonormal. Podemos, entdo, reescrever (2.94) da seguinte forma:

-1
AL f=AL s f+ Y Dy (2.95)

==

Observe que a expressio (2.95) representa o sinal decomposto em dois termos: o primeiro
corresponde a aproximacao da funcio f (z) no nivel de resolucio —.J e o segundo aos sinals
de detalhamento para todos os niveis de resolugdo ~.J < j < —1. Sob o ponto de vista de
processamento de sinais, podemos interpretar o primeiro termo de (2.95) como a componente
de baixas freqiiéncias do sinal e o segundo termo como & componente de altas freqiiéncias.
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Figura 2.10: Diagrama em bloco do esquema de reconstrugao da representacio wavelet.

2.6.5 Reconstrucio do Sinal de uma Representagio Wavelet Orto-
gonal

Vimos que a representacio wavelet é completa. Queremos mostrar agora que o sinal discreto
original pode ser reconstruido. Como W,; é o complemento ortogonal de Vy; em V41,
(@jn (2) s ¥y (%)) ,,cp € uma base ortonormal em Vy; +1 e podemos decompor ¢j41, (2) em

sz +1-

Gjrin (T) = kZ (Gse1m (), dip (W) Gip (@) + 3 (djarn (W), hix () - yp ()
= k=00
(2.96)
Calculando o produto interno de ambos os lados da equacio (2.96) com a fungio f (z):
(f(2), djs1n () = i (Ditrn (w), bk (W) - {f (2), bk (2)) +
k=—00
3 (e () e () ) e () (290
Fazendo uma pequena mudanca de varidveis nos produtos internos em (2.97}, obtemos:
(G410 (), P (1)) = (P10 (1), Pomze (w) = h{n ~ 2k) (2.98)
(Divin (u)  jp (u)) = ($-10 (1), Pon—op (W) =g (n — 2k) (2.99)
Substituindo as equacdes (2.98) e (2.99) em (2.97):
(F @) drrin (@) = 3 h(n—20)-(f (), by () +
k=00
S o(n—26)- (f (@) ¥ia (2) (2:100)

k=00

Esta equagdo mostra que A%, f(z) pode ser reconstruida inserindo-se um zero entre cada
amostra de A2; f e Dy; f e convoluindo os resultados com os filtros H e (7, respectivamente.
Na Figura 2.10 podemos ver o diagrama em blocos do processo de reconstrucio.



CAPiTULO 2. WAVELETS 37

Observe que as expressoes (2.66), (2.80), (2.81) e (2.88) séo equacdes caracteristicas de dois
filtros conjugados em quadratura, com respostas em freqgiiéncia G (w) e H (w)[Vaidayanathan87].
Comparando os algoritmos de decomposicio e sintese, apresentados nas Figuras 2.9 e 2.10, res-
pectivamente, podemos observar que na sintese utilizamos os filtros de resposta impulsiva & (n)
e g (n), ao passo que na decomposicio utilizamos as versdes invertidas (h(~n) e g(~n)) destes
filtros.

2.6.6 O Algoritmo de Daubechies

Em 1987, Ingrid Daubechies propés nm método para construcéo de bases wavelets de suporte
compacto baseado em uma série de restricdes ao filtro H (w) [Daubechies88]. Estas restrigdes,
expressas algebricamente, sdo tais que H {w) gera uma anslise de multiresolugdo, mas ndo estio
baseadas em uma definicdo a priori dos espagos (Vy;) ez

Pelo Lema 2-3, qualquer resposta impulsiva com duracdo finita de um filtro espelhado nos
fornece uma funcéo escala de suporte compacto ¢ (z). E imediato de (2.71) que a wavelet 1 (z)
também apresenta suporte compacto. Escolhas arbitrarias de filtros podem levar, entretanto, a
wavelets bastante irregulares. Podemos, entretanto, impor algumas condi¢des a esses filtros de
forma a garantir que as wavelets 9 (z) sejam regulares. A seguir, apresentamos o algoritmo de
Daubechies para construcio de filtros FIRs CQF's que gerem wavelets regulares. Para simplificar
a notagao, utilizaremos a transformada Z nos procedimentos a seguir.

1. Escolha um ndmero inteiro N > 0
2. Escolha um polindmio fmpar R (z), sujeito as restricdes especificadas abaixo.
3. Faca

E (N =140\ (2—z—2"1\" (2NN 7,4 -1
Cl(z) = . e
o= () ) () ()
(2.101)
onde C'(z) é um polinémio real simétrico em z e 2=, O polinémio R {z) deve ser

escolhido de forma que C (w) ( que é real, dado a simetria de ¢’ (z) } seja nao-negativo
Y w. R(z) =0, por exemplo, satisfaz essa exigéncia.

4. Fatore C (z) como C(z) = D(2) D(z™!), onde D (2) é um polinémio em z. Isso é
possivel de 2% diferentes maneiras, onde K é o grau de C (z). Por exemplo, podemos
tomar D (z) como o polindmio com raizes iguais is raizes de C (2) que se encontram
dentro do circulo unitério.

5. Tome H (z) como

H(z) = (1 +2z" )D(z) (2.102)

e G (z) como em (2.88).

6. Construa ¢ () com um grau de precisao arbitrario, utilizando (2.65) de forma recur-
siva, € ¢ (t) através de (2.89).
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Figura 2.11: Wavelets de Daubechies para (a)N =2, (b)N =3, (¢)N = 4, (d)N = 5.

Wavelets de Daubechies

O parametro N do algoritmo de Daubechies controla a regularidade de ¢ (¢) e % (¢) . Utilizando
o algoritmo dado e fazendo R(z) == 0 e D (z) conforme sugerido no passo 4, podemos obter
uma familia de wavelets ortogonais, regulares, de comprimento finito e com reconstrucio exata,
denominadas “wavelets de Daubechies ”. Algumas das wavelets desta familia sdo apresentadas
na Figura (2.11). Nas Tabelas 2.1, 2.2 e 2.3 apresentamos os coeficientes dos filtros passa-baixas
das wavelets de Daubechies 2, 3 e 4 [Daubechies88).

ho | 0.482962913145
hy | 0.836516303738
hy | 0.224143868042
hs | -0.129400522551

Tabela 2.1: Coeficientes do filtro passa baixas Daubechies 2.

2.7 Wavelets Biortogonais

Assim como na andlise de Fourier, muitas propriedades interessantes podem ser obtidas se
utilizarmos uma base ortonormal para expanséo de sinais. Projecdes ortogonais permitem que
um sinal seja decomposto em um conjunto de coeficientes independentes, onde cada coeficiente
corresponde a um elemento desta base ortogonal. Como j4 visto, estes coeficientes sdo calculados
através da projecao da funcio em cada um dos elementos da base. Neste tipo de representacao
nao ha redundancia.



CAPITULO 2. WAVELETS 39

ho | 0.332670552950
Ay | 0.806891509311
hy | 0.459877502118
hg 1-0.135011020010
hy | -0.085441273882
hs | 0.035226291882

Tabela 2.2: Coeficientes do filtro passa baixas Daubechies 3.

ho | 0.230377813309
hy | 0.714846570553
ho | 0.630880767930
hy | -0.027983769417
hy | -0.187034811719
hs | -0.030841381836
he | 0.032883011667
hy | -0.010597401785

Tabela 2.3: Coeficientes do filtro passa baixas Daubechies 4.

Apesar da ortogonalidade apresentar muitas vantagens, em algumas aplicagbes, como por
exemplo no processamento de imagens, é importante que a transformada utilizada apresente
certas caracteristicas como simetria, regularidade e suporte compacto [Antonini]. A regulari-
dade das wavelets estd relacionada com o tipo de fungéo que a transformada pode representar.
Quanto maior a regularidade, maior o nimero de sinais possiveis de serem representados com
maior fidelidade. A simetria das wavelets, muito importante para o processamento de imagens,
exige a utilizagdo de filtros de fase linear. Tais filtros permitem cascateamento de bancos de fil-
tros sem a necessidade de compensacio de fase. Além disso, filtros de fase linear nao propagam
os erros de cada estdgio. O suporte compacto exige que os filtros apresentem resposta impul-
siva de duragao finita ( filtros FIR } e proporciona algoritmos eficientes. Por fim, os filtros
utilizados no esquema de decomposi¢iio/reconstrucao da transformada wavelet devem garantir
a reconstrugao perfeita do sinal, ou seja, nenhuma informacéo deve ser perdida.

Infelizmente, a \nica wavelet ortogonal que obedece a todas essas exigéncias é a wavelet
de Haar [Daubechies92]. Esta wavelet, entretanto, ndo é continua e, portanto, ndo pode ser
utilizada em aplicacoes priticas. Para contornar este problema, relaxamos a condicdo de or-
togonalidade, dando lugar & Biortogonalidade. Existem wavelets biortogonais que atendem
a todas as exigéncias citadas. Além disso, os filtros utilizados para a sua implementacao sao
bem mais flexiveis e ficeis de projetar.
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2.7.1 Wavelets Ortogonais x Biortogonais

As bases wavelets biortogonais sio uma generalizacio das bases wavelets ortogonais [Cohen92].
Segundo a teoria de Frames, apresentada na Segdo 2.5, se uma wavelet gera um frame,
podemos expressar qualquer fungdo f(z) € L?(R) através de qualquer uma das seguintes

formas: .
f@) =3 (f, ) - in () (2.103)
jk
ou B
F@) =Y {F i) - by (2) (2.104)
5k

onde {1, (z)} e {ij (:r:)} sao frames duais ou bases wavelets duais, conforme definido em

(2.39). Quando {¢;% ()} é um frame exato, os conjuntos {t;r (x)} e {1:5};6 (:c)} sao biortogo-
nais, ou seja:

(i (), Prm )= f Yik () Yo () dt = 646m, G kL, m e Z (2.105)

(2.105) € a condicio necesséria para que as wavelets sejam biortogonais [Cohen92].
Se os frames {1, (z}} e {'l,bj’k (:r:)} sao estreitos e todos os seus componentes tém norma

unitdria, as wavelets formam uma base ortogonal. Como conseqiiéncia, 1, = ¥, e a fungio
[ {z) pode ser expressa seguinte forma:

F@) =" (Fidin) e () (2.106)

j’k

Fazendo {Ejk = ;% em (2.103) obtemos (2.106). Podemos, entdo, perceber que de fato as
wavelets ortogonais sdo apenas um caso especial das wavelets biortogonais.
Em resumo, as principais diferencas entre as wavelets ortogonals e biortogonais sao:

e Os filtros ortogonais possuem necessariamente o mesmo comprimento, que deve ser par.
Esta restri¢do ndo é imposta aos filtros biortogonais.

¢ As biortogonalidade permite que wavelets e fungdes escala simétricas sejam construidas.
Esta é uma das principais vantagens das wavelets biortogonais.

e A identidade de Parseval (Secio 2.2) néo é vélida para os sistemas biortogonais, ou seja,
a norma da soma dos coeficientes nio é idéntica & norma da fungdo. Esta é uma das
principais desvantagens das wavelets biortogonais.

2.7.2 Analise de Multiresolucdo para Wavelets Biortogonais

A analise de multiresolugio para wavelets biortogonais tem uma implementacdo um pouco mais
complicada do que para wavelets ortogonais, Basicamente, no caso biortogonal ha dois espagos

de aproximagéo {Vy; }jEZ e {ng }jez’ um par de fungoes escala duais ¢ e ¢, dois espacos de

detalhamento {Wy;}. ., e {571}723-} ,, @ um par de wavelets duais ¢ e .

JE€
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Os subespacos de aproximaciio Vi e Vi obedecem s propriedades apresentadas na Secdo
2.5.1 e, portanto, a seguinte hierarquia:

e CVarr CVoo CVn C Ve C Vs .. (2.107)

CVi CVp VeV c Vs ... (2.108)

Para qualquer j € Z, as bases {¢,,} e {fggrk} geram os subespagos V5 e T?'Zj, respectivamente.

®;k € ¢k S0 bases ndo-ortogonais construidas a partir de deslocamentos, dilatacdes e com-
pressoes das funcodes escala ¢ e ¢, respectivamente. Estas fungdes, por sua vez, obedecem A
seguinte relagéo:

(6(8),0(t—m)) =8 (m) (2.109)

O subespago W5, € o complemento nio-ortogonal de Vi em Vas 41 e, da mesma forma, Wy é o
complemento ndo-ortogonal de Vo; em Vi 41, ou seja:

Vé_-,‘ +1 = I/rgj & ng , %g‘ nac é OI‘tOgOH&}. a ng‘ (2110)
172341 = 17'2;; b Wy, Vai nao é ortogonal & ﬁ}zj

Os subespacos de aproximacio Wy e W’ga obedecem & seguinte hierarquia:

o T Wor € Wae C Wa C Wa C Was C ... (2111)
e O ﬁ}g—l C WQU C Wgz C Wgz C Wgs C .. (2112)

Do mesmo modo, para qualquer j € 7, as bases Yig € Jj,k geram os subespacos {Wy} e
{ng} , respectivamente. As bases ), e 1, também sio nao-ortogonais e construidas a partir

de deslocamentos, dilatagbes e compressoes das wavelets ¢ e 1, respectivamente. Estas, por
sua vez, obedecem a seguinte relacio:

<¢ (), ¢ (t~ m)) = §(m) (2.113)

Além destas propriedades, a seguinte também é vilida para a andlise de multiresolucdo bior-
togonal [Daubechies92]: . _
Voi L Wy e Vo LWy

que implica nas seguintes relacoes:
(0@, 9(t—m)={3@), 9t -m))=65(m) (2.114)

Sejam {¢;x} jez © {é‘gj,k}jez os dois frames duais geradores dos subespacos V5 e 1753', De

acordo com a teoria de frames, podemos calcular a projecdo de uma funcio f(z) € L(R%
na base {¢;+};.; . Entdo, a aproximacio da fungdo f (x) no nivel de resolugio 27 é dada pela

seguinte expressio:
oQ

Ay f (@)= 37 (F(u),$sn (W) hjn (2) (2.115)

=00
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Da mesma forma, sejam {1, ;} e {J’j,k} os dois frames duais geradores dos subespagos {W,} e
{ ng}. Podemos tamém calcular a projegio de uma fungao f(z) € L (R?) na base {t;:} jez
geradora do espago Wy;. Esta projecio, no nivel de resolucédo 27, é dada pela seguinte expressao:

o

Pyw,, f(@)= 3 (F (), %n (W) - jn (@) (2.116)

nE=—C)
Como %j,k e Vy C %g‘ﬂ, podemos decompé-la em féjﬂ e chegar & seguinte expressao:
[ o) o0 - -
Gin (@) = 32 {(Din (), 6311k (W) - ik (2) = 20 (Boro () dososn (W) - Bipap (2)

kzm kz=—co

(2.117)

Observe que (2.117) pode ser interpretada como uma filtragem e, assim, podemos definir A (n)
como o filtro discreto com resposta impulsiva definida por:

h(n) = (610 (u), fon (1)) (2.118)

Da mesma forma, como 1, € Wa C Vai,1, podemos decompé-la em Vys+1 € obter a seguinte
expressao:

20 o o]

7;5;5,71 (z) = Z <TZj,n (u)a¢j+1,k (U)> ' ﬁgjﬁ,k (z) = Z <TZ—1,9 (u) N (’U«)> : Q—gj—i—l,k (z)

foz=—00 ke=—oo
(2.119)
Observe que (2.119) também pode ser interpretado como uma filtragem e podemos definir § (n)
como o filtro discreto com resposta impulsiva definida por:

7(n) = (do10 (1), gon (w)) (2.120)

Substituindo (2.118) e (2.120) nas equagdes (2.117) e (2.119), obtemos:

ik () = i h(k=2n) @iz (z) (2.121)
B @) = 30 Gk 20) Gy 2) (2.122)

Convoluindo as expressdes (2.121) e (2.122) com a funcéo f (x), obtemos:

(f (@), @i (2)) = f:f hik—2n)-(f (), 6511x () (2.123)
(£ (@), %5 (z)) = j; gk —2n)-(f (2), gjrrn (2)) (2.124)

Assim, substituindo (2.123) em (2.115) e (2.124) em (2.116):

A f = ((f (@), 634 (2))) (2.125)

nezZ
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Dg f = (<f (), in (33)>)

A aproximagdao discreta do sinal f (z) no nivel de resolucio 27 é dada, portanto, pela seguinte

expressao: _
Auf = ((f (@), din (@) (2.127)

Da mesma forma, o sinal de detalhamento de f () é dado por:
R (IORT (2)))

A partir das expressdes (2.123) e (2.124), observamos que podemos calcular A} fe DY f através
da convolucao de Agjﬂ f com os filtros he g, respectivamente, descartando uma amostra sim e
outra nao do resultado. As equagdes (2.123) e (2.124) caracterizam o processo de decomposicao
da analise de multiresolugdo biortogonal.

Novamente, de acordo com a teoria de frames, podemos calcular a projecao da fungio
f (z) na base {qbﬂl,k}jez. Ou seja, de forma semethante ao que foi realizado em (2.115), a

(2.126)

neZ

(2.128)

necZ

aproximacao da funcéo f (z) no nivel de resolugio 27*! (um nivel acima do que foi feito em
(2.115) ) é dada pela seguinte expressao:

o3

Aviin f (@) = 37 (F (), G410 (1)) Giurn (2) (2.129)

T OO

O subespaco W, é o complemento nao-ortogonal de Va; em Vai +1. Portanto, o espaco Vas +1
pode ser gerado pela base (¢, ¥, 1) jez © @j+1,k Ser expressa da seguinte forma.:

Pipan (z) = ki (Sje1n (1), G ()} $x () ’f“ki <<Z5j+z,n (W), Py (w)) - Pk ()
= i <¢’0,n—2k (), 61, (’M)> ik (Z) + i <¢0,n—2k (u),¢10 (’U»)> “Yjk ()
k=—o0 fm—c0

(2.130)

Observe que a expresséo (2.130) pode ser interpretada como a soma de duas filtragens. Defi-
nimos, entéo, h {n) e g (n) como os filtros digitais de resposta impulsiva:

h(n) = (610 (u), 6 (u~n)) (2.131)
g(n) = <1—5~1,9 (u),d(u~ n)> (2.132)
Substituindo (2.131) e (2.132) em (2.130), obtemos:
Givre (z) = i h(n—2k) - gk (x) + i g(n—2k) - ¥ () (2.133)
k=00 k=—co

Convoluindo a expressio (2.133) com a fungdo f (z), obtemos:

(f(z), b1k (2)) = k_i hin—2k) - {f(x), dsk ()} + :2 g{n—2k)- {f(z),¥;r (2))
T - (2.134)
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Assim, o processo de reconstruciio da andlise de multiresolugdo é caracterizado pela seguinte
relacao:
Ay f(z) = A3, f (z) + D f () (2.135)

A partir da expressdo (2.135), podemos calcular a aproximacao A‘;H [ através da con-
volugéo de A, f e Dy f com os filtros H e G, respectivamente, interpolando o resultado por
um fator de 2.

A transformada wavelet ortogonal utiliza os mesmos filtros, h e g, tanto para a reconstrucio,
como para a decomposigio. Como estudado nesta secdo, no caso biortogonal, os filtros de re-
construgao, A e g, sdo diferentes dos filtros de decomposicio, h e §. Além disso, os filtros cor-
respondentes a wavelet biortogonal sao mais flexiveis, faceis de projetar e podem ser simétricos
[Antonini], 0 que é impossivel para o caso ortogonal. Na Figura 2.12 ¢ apresentado um diagrama
em blocos dos esquemas de decomposicio e sintese da transformada wavelet biortogonal.

2.7.3 Exemplos de Wavelets Biortogonais

Apresentaremos aqui alguns exemplos de wavelets biortogonais simétricas, regulares, de com-
primento finito e reconstrucao exata. Daubechies [Daubechies92] provou que uma regularidade
alta pode ser obtida, tanto para 3 como para ¥, desde que escolhamos filtros suficientemente
longos. Sejam H (w) e H (w) as T.F. de h(n) e h(n). Se as funcdes ¢ e ¥ forem, respectiva-
mente, diferencidveis (k— 1) e (E - 1) vezes, entdo as suas respostas em freqiiéncia (H (w) e

H (w)) sdo divisiveis por (1 +e ) ¢ (1 + e 3k respectivamente, de tal forma que os filtros
correspondentes (A e 4) tenham um comprimento maior que k e k, respectivamente.

A divisibilidade de H (w) por (1 + e~ )" significa que 1 tem & momentos nulos consecutivos
[Daubechies92], ou seja:

fx%p (z)dz =0, paral=0,1,.. F—1L (2.136)

E conhecido, e pode ser provado utilizando as séries de Taylor [Daubechies92], que se ¢ tem k&
momentos nulos, entdo, os coeficientes (f,1),.,) irdio representar funcdes, & vezes diferencidveis.

Muitos exemplos de wavelets biortogonais razoavelmente regulares podem ser construidos.
Para nossas aplicagdes, a regularidade de Ymn, que estd diretamente ligada ao mimero de
momentos de ¥, é mais importante que a regularidade de Ymn OU 20 nimero de momentos
nulos de . Dentro dos limites impostos pelo suporte compacto, tentaremos escolher k o maior
possivel [Antonini. _

Em termos de H (w) e H (w), a equagio de reconstrucio perfeita é expressa da seguinte
forma [Daubechies92]:

H{w) Hw)+H(w+7) - Hw+7) =2 (2.137)

Combinando as expressoes (2.136), (2.137) e a imposicio de divisibilidade de H () e H(w)
por (i-i-e‘j“’);c e (1 —f—e“j“’)k, chega-se [Cohen92], apds algumas manipulacdes, i seguinte
eXPressao:

H (w)- H (w) = cos (w/2)* {i (l h i.)-!—p) - sen (w/2)% + sen w/2)* R (w) (2.138)

= {)
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Figura 2.12: Diagrama em bolcos do algoritmo de decomposicio e sintese da transformada
wavelet biortogonal.

onde R (w) é um polindmio fmpar em cos (w), e 2 =k+k (o fato dos filtros % e % serem
simétricos garante que k - k seja par ).

A partir da equagdo (2.138) é possivel construir muitos exemplos de filtros. Estudaremos,
em particular, trés exemplos pertencentes a trés diferentes familias.

Familia de Wavelets Spline Biortogonais Cohen-Daubechies-Feauveau

Se R {w) = 0 em (2.138) e a resposta em freqiiéncia do filtro passa-baixas dual for definida pela
seguinte expressio:

H (w) = cos (w/2)F - e~k (2.139)

onde k =0, se k & par,e k=1, se k é Impar, obtemos uma familia de filtros conhecida como
filtros spline, conforme apresentado em [Da.ubechiesQQ]. Os filtros splines sdo simétricos, suaves
e tem coeficientes diddicos. Para estes, a resposta em freqiiéncia do filtro passa-baixas é dada
pela seguinte expressio:

2-F kw2 | m (L= 1+p %
H {w) = cos (w/2)** e > -sen (w/2) (2.140)

=0 p
Na Tabela 2.4 apresentamos os coeficientes dos filtros passa-baixas para | = 3 e k = 2. Observe
que os filtros deste exemplo sfo simétricos com relagdo a 0, e possuem um comprimento impar.
Esta é uma caracteristica dos filtros spline

Variante Familia de Wavelets Spline biortogonais, com Comprimentos Semelhantes

Para construir esta familia de filtros fazemos R (w) = 0 em (2.138) e fatoramos o lado direito da
expressao quebrande o polinémio, em sen(w /2) em um produto de dois polinémios em sen(w/2).
Na tentativa de tornar o comprimento do filtro A mais proximo ao comprimento do filtro A, um
dos polinémios resultantes, que possui coeficientes reais, é definido como H e o outro como H.

O exemplo que vemos na Tabela 2.5 é o filtro mais curto desta familia. Corresponde
[=k=4.
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Familia de Wavelets Préximas as Ortonormais

Existem muitos exemplos de wavelets biortogonais para as quais R (w) 5 0. Em particular,
existe uma escolha de R (w) para a qual os filtros em (2.138) estdo muito préximos e, con-
seqiientemente, muito préximos a filtros wavelets ortonormais. Um destes casos é o filtro
piramidal Laplaciano, para o qual l = k = 2 e R (w) = 48 cos (w/2) /175. Os coeficientes deste
filtro podem ser vistos na Tabela 2.6.

n 0 +1 +2 | £3 [ +4
272 - h, | 45/64 [ 19/64 | -1/8 | 3/64 | 3/128
272 p, 1172 T1/4 |0 0 0

Tabela 2.4: Coeficientes dos filtros spline para | = 3 e k = 2.

n 0 +1 +2 +3 +4
2712, 10.602949 | 0.266864 | -0.078223 -0.016864 | 0.026749
2712 hy | 0.557543 | 0.295636 | -0.028772 | -0.045636 0

Tabela 2.5: Coeficientes do filtro variante de um filtro spline com comprimentos semelhantes
para l =k = 4.

n 0 +1 +2 T3 +4
2742 h, 106 0.25 -0.05 | 0 0
272 h, | 17/28 [ 73/280 | -3/56 | -3/280 | 0

Tabela 2.6: Coeficientes do filtro variante de um filtro spline com comprimentos mais semel-
hantes para Il =%k =2 e R (w) = 48 - cos {w/2) /175.

Os dois filtros biortogonais deste exemplo sdo ambos muito proximos a um filtro wavelet
ortonormal de comprimento 6 apresentado em [Daubechies90], onde eles foram denominados de
coiflets. Sendo um filtro ortogonal, o coiflet nio é simétrico. Os préximos (k=1=4)filtros h e
h desta familia possuem comprimentos 9 e 15 e sfo ambos préximos ao coiflet de comprimento
12.

2.8 Extensao da Transformada Wavelet para o Caso Bidi-
mensional

A teoria wavelet pode ser facilmente estendida para qualquer dimens@o n > 1. Para que pos-
samos definir a transformada wavelet bidimensional, vamos considerar que a wavelet bidimen-
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sional ¢ (z,y) seja uma funcao oscilatéria, de curta duracio e de energia finita, ou seja:

o o ¢

/ / ¥ (2, y) dedy < oo (2.141)

00— 00

Vamos ainda supor que v (2, y) satisfaga a seguinte propriedade:

T (et w, et w

a1

2

da < oo, V {wg,wy) € R? (2.142)

-

onde ¥ (w;,wy) é a transformada de Fourier de v (z,9) - A expressao (2.142) ¢ a condigio de

admissibilidade para o caso bidimensional. Esta condigao ¢ satisfeita, por exemplo, por uma

wavelet isotrépica, ou seja, uma wavelet para a qual ¥ (z,7) = pv/2% + 42 e cuja transformada

de Fourier € nula na origem. Por uma questdo de normalizaggo, vamos supor ainda que |1)] = 1.
Definimos, entdo, a transformada wavelet continua bidimensional como:

CWT (@ besby) = [ [ J(0,9) tup,s, (2.y) dody (2.143)

onde Y, b, (2,y) sdo as wavelets-filhotes geradas a partir da wavelet-mae Y (z,y) através da
seguinte relacio:
r—by y— by)

Vapo by, (T,y) = a1 9 (—m’“,

—= 1= (2.144)

A CWT bidimensional (2-D) apresenta as mesmas propriedades da CWT unidimensional
(1-D) como, por exemplo, a conservacao de energia:

7 7 7 ICWT (a:b,,b,)* - @™ da db,db, = C, 7 7 |f (2, 9)|* dady (2.145)

Assim como no caso 1-D, a igualdade (2.145) pode ser demonstrada utilizando o Teorema de
Parseval.

Se ¢ (,y) satisfaz (2.142), entdo existe uma CWT bidimensional inversa, definida por:

1 o0 oo _ _
Flz,y) = — / f CWT (a; by, b,) - ¢~ (fm—bf- M) da db,db, (2.146)
Cg, a a

-0 —O0

A transformada wavelet discreta bidimensional é semelhante & transformada unidimensional.
Fixamos os valores de ag e by e fazemos a = a7, b, = n-by-af = ky-a} eb, =m-by al = Ky - ).
A DWT &, entéo, definida por:

[ a]

DWT (§; kg, o) = f [ flay)-a 9" (ag”z — ke a5y — ky) dedy (2.147)

—00 —00

As wavelets diddicas { ay = 2) bidimensionais sdo definidas pela seguinte expressio:

Vieesy (,4) = 277 - ¢ (272 — by, 277y — ) (2.148)
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2.8.1 Amnalise de Multiresolucio Bidimensional

Uma analise de multiresolucio em L2 (R?) é formada por uma seqiiéncia de subespacos em

L? (R?) que satisfaz s propriedades 1-8 (Secdo 2.6.1) para o caso bidimensional. Seja ( A% j) -
2

a seqiiéncia de subespagos em L*{R?). A aproximacdo do sinal f (z,y) no nivel de resolucio

27 é igual a sua projecdo no espago vetorial V% i- Neste capitulo consideraremos a utilizagdo

de wavelets ortogonais, mas os resultados podem ser facilmente estendidos para casos nio-

ortogonais, como, por exemplo, para wavelets biortogonais.

A Aproximacao por Multiresolucio em 12 (R?)

O Teorema 2-1 ¢ vdlido para o caso bidimensional e podemos demonstrar que hd uma tnica
funcdo escala ¢ (z,y) bidimensional cujos deslocamentos, dilatacoes e compressdes geram uma
base ortonormal para cada espaco VZ;. Seja Birharey (T,y) = 290 (279 — ky 279y — ky). A
familia de funcoes:

(2f‘¢> (2“% — by, 270y - ky))

é uma base ortonormal em V3,. Para uma aproximagao por multiresolugdo em L* (R?), existe
apenas uma funcao ¢ (z,y).

Nesta secdo, descreveremos o caso da aproximagio por multiresolucdo bidimensional
[Mallat89b]. Nesta, cada espago vetorial V% ; pode ser decomposto como um produto tensorial
de dois subespagos idénticos em L?(R) :

Vi = Vi, @ Vi, (2.149)

(ka oy YEE2

A seqiiéncia de espacos vetoriais ( A\ j) ez forma uma aproximacao por multiresolucio em
J
L? (R?) se, ¢ apenas se, ( \': j) - € uma aproximacdo por multiresolugio em L2 (R), conforme
7

definido. Prova-se [Mallat89b] facilmente que a funcio escala ¢ (z,y) é uma funcio separdvel
e, portanto, pode ser expressa da seguinte forma:

¢ (z,y) = ¢ (z) b (y) (2.150)

onde ¢{zr) é a funcdo escala unidimensional relativa a ( v, j),

- Da mesma forma, a base
j

ortogonal em V2, pode ser expressa da seguinte forma :

(Gikes @) e = (B3 (2) - B3, )

Para o processamento de imagens, a utilizacdo de uma aproximacéo por multiresolucio separavel
da énfase as direcGes verticais e horizontais da imagem, representadas pelas varidveis z e y. A
projecio de uma fungio f (z,y) € L* (R?) no espago V3, é dado por:

A f@)= 3 5 (F0) frimsy (60) - dyn, (@) (2.152)

ky=—00 kz =00

(ks by ) €22 (2.151)

Logo, a aproximacao de um sinal f (x,y) no nivel de resolucio 27 é caracterizada pelo seguinte
conjunto de produtos internos:

A5 [ = ((f @,9), i, (@) - 30, ()))

que denominaremos de aproximacao discreta do sinal f(z,y) no nivel de resolugao 2.

{ka Koy ) €22 (2.153)
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Implementacido de uma Transformada de Multiresolu¢ao Bidimensional

Na pratica, os sinais bidimensionais f (z,%) que iremos trabalhar sdo imagens discretas com
resolucdo finita. Assim como no caso unidimensional, vamos supor a resolucdo maxima é igual
a1 e, portanto, A{ f (z,y) é a aproximacéo discreta com resolucao méxima. Se A% f (x,y) tem
N pixeis, pode-se mostrar que para j < 0, a sua aproximacao discreta com resolucao 2/ (A;’j f)
tem 27N pixeis. Os possiveis problemas de bordas sio amenizados supondo-se que a imagem
original € simétrica com relagdo as bordas horizontais e verticais.

Seja ( A% j)jez uma aproximagao por multiresolugdo bidimensional e ¢ (z,y) a funcio es-
calar correspondente. Sabemos que ¢;.x, &, (z,y) pertence a V2, € VZ2,,.. Logo, podemos
expandir a funcéo ¢j;x, x, (z,y) na base ortonormal ¢;.;, kasky (2, 7) do espago V3,4.:

ij; kg yhoy ($, y) = Z Z <¢j;nz,ny (U}’U) :¢’j+1;kz,ky (ua U)> ) éj'*‘;;kz:,ky (xa y) (2154)

kp=—00 kp=—00

Fazendo uma pequena substitnigdo de varidveis em {2.154), obtemos:

Nk

Piskay (T, Y) = D

)
ky=m00 ks

<¢—1;o,e} (2, 0) , G0y 20}, (g ~2m,) (s ’U)> *Pits ke, (T Y)

i

-0

(2.155)

Podemos interpretar a equagéo (2.155) como uma filtragem e definir H; como o filtro discreto
bidimensional de resposta impulsiva dada por:

h2 (’ﬂ, m) = <¢w1;9,0 (:‘Ea y) ,¢O;n,m (377 y))
= (¢-10(2), don (2)) - {610 (¥) » Dosrm (1))
= h(n)-h(m) (2.156)
Observe que a resposta impulsiva de H, pode ser decomposta no produto das respostas impul-
sivas de dois filtros digitais unidimensionais, de resposta impulsiva £ (.) conforme definido em
(2.57). Portanto, podemos dizer que o filtro Hj ¢ separdvel nas direcoes z e .
Substituindo (2.156) em (2.155) e convoluindo o resultado com f(z,y), obtemos:

(F@0) Ospm, (@0) = 3 hihy—2n,). 3 ho(ke = 202) - (f (2,1) , 141, b, (2,9))

k:;;=—00 kmzwco

(2.157)

Comparando (2.157) e (2.153), podemos observar que A%, f pode ser calculada através de
filtragens sucessivas de A%;,: f em ambas as diredes. Inicialmente, filtra-se Ad ., f na direcdo
« (linhas) com o filtro unidimensional & (.), descartando-se uma amostra sim e outra nio nesta
direcdio, ou seja, uma linha sim e outra nio. Em seguida, o resultado ¢é filtrado na direcio y
(colunas) com o mesmo filtro unidimensional, descartando-se uma amostra sim e outra nao,
nesta direcdo, ou seja, uma coluna sim e outra nio.
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O Sinal de Detalhamento em L?(R2)

Assim como no caso unidimensional, o sinal de detalhamento no nivel de resolucdo 27 ¢ igual
a projecao ortogonal do sinal no subespago W2, queéo complemento ortogonal de V3, em
Vi, 4. O teorema seguinte nos dd uma extensdo simples do Teorema 2-3 e estabelece que
podemos construir uma base ortonormal W2, através do escalonamento e deslocamento das

trés fungbes wavelets bidimensionais, ¥* (z,y),v? (z,y) e ¢* (z,y).

Teorema 2-5 Seja (V2 i) jez UWMA aproximacdo por multiresolucdo separdvel em L2 (R%) . Seja.
¢ (x,y) = ¢(z) ¢ (y) a funcio escala bidimensional separavel e ¢ (x) a wavelet unidimen-
sional associada & funcgéo escala ¢ (x) através da expressio (2.95). Entao, as trés wavelets
definidas como:

vHz,y) = 9(@)¢(y)
v (z,y) = ()¢ (y) (2.158)
V(oY) = ¢(z)Y(y)

sao tais que
(2j¢1 (ij kg, 2y - ky) 274 (2% — ki, 2y — k?’) '

2097 (Y2 — by, 2y — k) (2.159)

(kz,ky}€Z2
é uma base ortonormal em W2,
A diferenca de informagdo entre A%, ., f e A%, f é igual & projecio ortogonal de f (z,y) em

W3,. Baseado no Teorema 2-5, podemos afirmar que a diferenga de informacdo é dada pelas
trés imagens de detalhes:

DY £ = ({f (.9) 20 (Y2 - ko, 2y — k) D) ez (2.160)
D f = ((f (2,0) 202 (P - b, Py — 1)) opre (2.161)
D f = ({f (x,9), 29° (Pz — ky, 27y — 50))) e ez (2.162)

Como as trés wavelets ' (z,y), ¥*(z,y) e ¥° (z,y) sdo dadas pelos produtos separdveis das
fungGes 4 e ¢, (2.160), (2.161) e (2.162) podem ser expressas da seguinte forma:

D f = (£ (2,) + 2972 (Y — k) - 29/ (27y - ky)) ooz (2.163)
D3 f = (f (2,9) % 272 (P2 — k) - 2712 (27y — ) (2.164)
D3 f = (£ () %297 (22 — k) - 29/ (27y - 52)) gz (2.165)
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Implementagao de uma Representacio Wavelet Bidimensional Ortogonal

Assumindo que o Teorema 2-5 é vilido, existe um conjunto de wavelets ¢§; ko ik ($,y)1$i33:
separdveis conforme definido em (2.158). Cada wavelet Vi b, k, (T, y) pertence ao espago W3, C
V3,+:. Logo, podemos expandir 1{0}5%% {z,y) na base ortonormal @itk by (T,y) do espago
Vg ;+1, da seguinte forma:

o0 o0

T’b;}kz,ky (@y) = > > <§;kz,ky (.0}, 1, (u’®)>'¢5+1?’“mky (z,9)

ky=—00 ky==—0o0

(2.166)

Fazendo uma substituicio de varidveis em (2.166), obtemos:

o] o0
Yk, (TY) = > > <¢1_1;0,0 (1), Poyths—2m), (g~ 2my) (U=U)> Qi ko ky (2, Y)

by =00 kp=—oc

(2.167)

Podemos interpretar a equagdo (2.167) como uma filtragem e definir % como o filtro discreto
bidimensional de resposta impulsiva dada por: :

g (n,m) = <1j;i_1;0,0 (u,v), Ponm (u, U)> (2.168)

onde o pardmetro ¢ especifica o indice da wavelet utilizada em (2.168), de acordo com o definido
em (2.158). Para cada wavelet i, existe um filtro correspondente de resposta impulsiva g* (n, m).
Assim, para 1 < ¢ < 3, os seguintes filtros bidimensionais sio definidos:

9" (nym) = (poap(w) 1o (v) » @05 (1) dom (v))
= {¢-10 (1), don (1)) - (o106 (V) , Pom (1))
(m) (2.169)
92 (?’L’TI’L) =

= 1,0 (u)
= g(n)-h(m) (2.170)
g’ (n,m) = (W_ip(u

= g(n)-g(m) (2.171)

Observe que a resposta impulsiva dos filtros bidimensionais definidos pelas equagdes (2.169),
(2.170) e (2.171) podem ser decompostos como produtos das respostas impulsivas de dois filtros
unidimensionais A (.) e g (.), definidos em (2.57) e (2.76). Ou seja, estes filtros bidimensionais
880 separdveis e resultam em produtos de filtros unidimensionais que operam em duas direcoes
(z e y) distintas.

Convoluindo (2.167) com f (z,y), e substituindo as expressdes (2.169), (2.170) e (2.171) no
resultado, obtemos:

@B @) = % oth-20) 3 bk -2 (f ), 6y, (2.9)

kg==—00 o 00

(2.172)
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o0

<f (;E?y) ) w?-,km,ky (337 y)> = i h (ky - Qny) Z g (km - an) : <f (ma y) ? ¢92+1;1c,,,ky (Z‘,y))

kg =00 kz=—00

(2.173)

(F@w) W @9 = Y gk - 2n0) 3 g (ks = 205) - (f (2. 9), 93,10 s, (@)

kr=—0c0 kg=—o0

(2.174)

Comparando estas expressoes com (2.163), (2.164) e (2.165), podemos concluir que as diferentes
imagens de detalhes D}, f podem ser calculadas através de filtragens sucessivas com os filtros
unidimensionais em ambas as direcdes. Inicialmente, A% [ é filtrado na direcio z (linhas)
com um filtro unidimensional, descartando-se uma amostra sim e outra nio nesta direcao.
Em seguida, o resultado ¢ filtrado na diregéo y {colunas) com outro filtro unidimensional,
descartando-se uma amostra sim e outra néo, nesta diregao. O filtro utilizado em cada direcéo,
g () ou h(.), vai depender do valor de i conforme definido pelas equagbes (2.172), (2.173) e
(2.174). Nestas, n, corresponde & direcdo y, enquanto que n, corresponde A diregao z.

A transformada wavelet bidimensional decompde Af s [ em AL f, DL f, DI feD3f
Este algoritmo é ilustrado pelo diagrama de blocos apresentado na Figura 2.13. A representacio
wavelet bidimensional pode, entdo, ser calculada através do cascateamento de dois algoritmos
piramidais unidimensionais. Inicialmente, aplicamos o algoritmo unidimensional nas linhas
da imagem e depois nas suas colunas. O algoritmo consiste em realizarmos a filtragem das
linhas de Agmj +1f com um filtro unidimensional, descartando-se uma linha sim e outra nao.
A seguir, realizamos a filtragem das colunas do sinal resultante com urm outro filtro unidi-
mensional, descartando-se uma coluna sim e outra nio. Os filtros unidimensionais utilizados
nesta decomposicio sao os filtros conjugados em quadratura H* e G*, que possuem respostas
impulsivas h (—n) e g (—n) , respectivamente.

A imagem A% f corresponde as freqiiéncias mais baixas de f (z), DL, f 3s freqiiéncias ver-
ticais altas, DZ; f As freqiiéncias horizontais altas e D3, f as altas freqiiéncias em ambas as
diregoes. O arranjo das imagens resultantes para trés estdgios de decomposicio pode ser visto
na Figura 2.14

Para qualquer J > 0, uma imagem A¢ f (z,y) é completamente representada pelas 3J + 1
imagens discretas:

(Ag-J ! (Déj f)mJSjﬁ—l k (ng f)-J£jS~1 ’ (ng f)—JSjs—l)
(2.175)

Este conjunto de imagens é denominado representacao wavelet em duas dimensdes. A imagem
AS.; f é a aproximacao de A f com nivel de resolucdo 27, {Dg“j f }§<k<3 sao as imagens de
detalhamento para as diferentes orientacdes e niveis de resolugGes. Se a imagem original tem
N pixeis, cada imagem A3, f, D}; f, D% f e D3, f tem 29N pixeis ( < 0. O niimero total
de pixeis desta nova representagdo ¢ igual ao nimero de pixeis da imagem original. Por causa
da ortogonalidade da representacio, o volume de dados ndo foi aumentado.
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Figura 2.13: Diagrama de blocos do algoritmo de decomposicio de uma imagem.
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Figura 2.14: Imagens resultantes de uma decomposiciio através da transformada wavelet.

Reconstrucao do Sinal

A imagem decomposta (Ag_J [ (D3 F)gcicy (D5 f)—JSjsml (D3 f)mJSjS—l) pode ser re-
construida utilizando a transformada wavelet 2-D. Como W2, & o complemento ortogonal de

2 2 , i
Vi em Vi, (@;kz,fcy (z,y), (%’;kr,ky (m’y))lsiﬁ)nez
fungio ¢;i1k,.k, (z,y) pode ser decomposta da, seguinte forma:

é a base ortonormal de V3, ., ea

Dittikaiy (T,4) = > Y <¢j+i;n;,ny (v, v) , Pjike by (U=U)>'¢j;kz,ky (z.y)

3 o0
'i‘Z Z Z <¢’j+1;nz,ny (ua 'U) ;"/);;kz,ky (u, T))) : w;;km,ky (:Ca y)

i1 hp=—00 kp=—o0

(2.176)
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Figura 2.15: Diagrama de blocos do algoritmo de reconstrucéo de uma imagern.

Fazendo algumas substitui¢des em (2.176) e convoluindo o resultado com f{z,y) obtemos:

(F @0 s, @) = 30 RO ky) 3 =) (7 (2,8) by, (2.0))

kr=—co T T 0

T2 gy k) 3T b - k) (f(2,9) W g, (2,))
ky=m—o0 ky=—00C

+ Z h (2”31 - ky) Z g (2nm - k:z:) ) <f (‘Tv y) :w_?;kz,k,y (m: y)>
kp=-oo kom0

+ 2 aCm—k) 3 9= k) (f (@) ¥, (21)
kpm= w00 [

(2.177)

O diagrama de blocos deste algoritmo é ilustrado na Figura 2.15. Comparando (2.177) com
(2.153), (2.164), (2.165) e (2.166), conclui-se que a cada passo, a imagem A%, f é reconstruida
a partir de filtragens unidimensionais das imagens AL f. Dy, f, D% fe D3, f. Primeiramente,
a cada coluna das imagens A, f, D), f, D%, f e D3; f, é interpolada com uma coluna de
zeros e realizamos a convolucio das linhas resultantes com um filtro unidimensional. A seguir,
cada linha da imagem é interpolada com uma linha de zeros e realizamos a convolucio das
colunas resultantes com um outro filtro unidimensional. Os filtros unidimensionais utilizados
neste processo de reconstrucao sao os filtros conjugados em quadratura H e G, com respostas
impulsivas i (n) e g (n). A imagem A¢ f & reconstruida a partir da sua transformada wavelet,
repetindo-se este processo para —1 < 5 < —.J.

2.8.2 Wavelets e o Processamento de Imagens

A natureza da imagem e o mecanismo de visio humana exigem que a transformada utilizada
no processamento de imagens apresente certas caracteristicas para que se consiga um bom
desempenho sem que haja distorcdes visiveis. A transformada utilizada deve, entre outras
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coisas, aceitar a nao-estacionariedade da imagem. Conforme apresentado nas primeiras secoes
deste capitulo, a TW satisfaz a esta exigéncia.

As aplicacOes em processamento de Imagens exigem também que a transformada e, portanto,
os filtros responsdveis pela sua implementacdo, apresentem certas caracteristicas, algumas das
quais sao descritas a seguir:

1. Suporte Compacto: Se a funcio escala e a wavelet tém suporte compacto, isto é,
sao fung¢des ndo-nulas em um intervalo finito, as respostas impulsivas dos filtros cor-
respondentes tém comprimento finito (filtros F IR). Assim, o esforco computacional
da implementagao ¢ inferior aquele exigido por fun¢Ges que ndo apresentam suporte
compacto.

2. Coeficientes racionais: Quando utilizamos fltros com coeficientes racionais ou,
alnda melhor, racionais diddicos, as operacoes de ponto flutuante sdo evitadas e um
numero menor de erros sio introduzidos.

3. Filtros de fase linear: Os filtros FIR utilizados devem ter fase linear {wavelets
simétricas}, evitando, assim, problemas nas bordas das imagens e simplificando a
implementacao.

4. Suavidade ou regularidade: A compressao é obtida anulando coeficientes da
transformada que apresentem amplitude d,; inferior a um determinado valor. Numa,
compressao de imagens, se a wavelet nio é suave, o erro devido A sua eliminacéo é
mais facilmente detectado (visualmente). Além disso um maior grau de suavidade
corresponde a uma melhor localizacio em freqliéncia dos filtros.

3. Comprimento dos filtros: Obviamente, sob o aspecto da implementagao, é pre-
ferivel que os filtros tenham comprimentos menores. Entretanto, hd um COmMPpPromisso
entre o comprimento dos filtros e a suavidade e o niimero de momento desvanecentes
da wavelet e da funcdo escala. Quanto maior a suavidade e o numero de momentos
desvanecentes da wavelet, maior o comprimento dos filtros correspondentes.

Resumindo, como as imagens sio, na sua maioria, suaves, parece apropriado utilizar wavelets
de reconstrugéo exata ortogonais, com uma boa regularidade. Além disso, devemos utilizar
filtros FIR de comprimento curto e fase linear. Infelizmente, nem todas estas condices podem
ser satisfeitas simultaneamente, pois nao existem filtros FIR de fase linear ortonormais de
reconstrugao exata.

As wavelets que atendem & maioria destas exigéncias simultaneamente sio as wavelets bior-
togonais, as quais tém apresentado um desempenho hastante interessante na compressao de im-
agens [Antonini]. Uma grande variedade de bases wavelets biortogonais podem ser construidas a
partir de filtros suficientemente longos. Neste trabalho vamos utilizar as wavelets apresentadas
na Secao 2.7.3, que apresentam um desempenho muito bom nesta, aplicag@o. Além disso, estas
wavelets introduzem uma quantidade de distorgbes muito inferior & introduzida pelas ortogo-
nais, néo apresentando os problemas de bordas introduzidos pelas ortogonais. Com o objetivo
de fazer uma comparacio visual entre o desempenho das wavelets ortogonais e biortogonais,
apresentaremos na se¢io seguinte alguns exemplos da decomposicao de uma imagem utilizando
estes dois tipos de wavelets.
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2.8.3 Experiéncias

Nesta se¢ao apresentaremos alguns exemplos da utilizagdo transformada wavelet bidimensional.
No Apéndice B podem ser encontradas todas as imagens resultantes destas experiéncias. Com
o intuito de realizar uma primeira comparacio entre os desempenhos das wavelets ortogonais
e biortogonais, utilizamos nestes exemplos a wavelet ortogonal Daubechies 3 e a variante da
wavelet biortogonal spline {{ = k = 4). Os coeficientes dos filtros passa-baixas destas wavelets
foram fornecidos nas secdes anteriores.

Como o nosso interesse é medir as perdas introduzidas pela TW, nio foi realizado nenhum
tipo de processamento entre os estdgios de decomposicio e sintese. As perdas na qualidade das
imagens reconstruidas se devem unicamente aos processos de sintese e decomposicdo da TW.
Nestas experiéncias, avaliamos a qualidade visual das imagens reconstruidas para 1 e 5 estdgios
de decomposicio/sintese.

Para um estdgio de decomposicio/sintese (J = 1 em (2.175)), a imagem original A? f é
decomposta em 4 subimagens através da TW:

(A3 £, DY, f, D2 £, DY, f)
(2.178)

Se a imagem original tem NN pixeis, cada imagem (Ag&l fo Dy f, Diy fou D3, f) possui
271N pixeis. O ntimero total de pixeis desta nova representacao € igual ao nimero de pixeis
da imagem original. Portanto, cada subimagem desta representacao wavelet tem ﬁ do tamanho
da imagem original. Cada uma destas é uma sub-banda de freqiiéncias da imagem original.

Na Figura 2.16-(a), apresentamos a imagem “quadrado”, que utilizaremos como imagem
original na primeira parte da nossa experiéncia. Na Figura 2.16-(b) apresentamos a sua trans-
formada wavelet. Observe que a sub-banda do canto superior esquerdo da transformada é uma
aproximagao da imagem original, denominada sub-banda de baixas freqiiéncias. As outras sub-
bandas séo as imagens de detalhes. No canto superior direito temos a sub-banda de detalhes
horizontais, no canto inferior esquerdo a sub-banda de detalhes verticais e no canto inferior
direito a sub-banda de detalhes diagonais ou sub-banda de altas freqiiéncias.

Na Figura 2.17-(a), apresentamos a imagem recounstruida utilizando a wavelet ortogonal
Daubechies-3. Vemos que esta imagem apresenta problemas nas bordas do quadrado interno
e uma coloragdo um pouco diferente da original. Na Figura 2.17-(b), apresentamos a mesma
imagem reconstruida utilizando a wavelet biortogonal. A Figura 2.17-(b) é aparentemente
idéntica a imagem original, ndo apresentando nenhuma deterioragao visivel. Esta diferenca
deve-se ao fato da wavelet biortogonal utilizada ser simétrica, o que reduz os problemas de
reconstrugao das bordas das imagens a cada estdgio.

Com o objetivo verificar como se comporta a imagem reconstruida quando aumentamos o
numero de estdgios de decomposicio/sintese da transformada wavelet, repetimos a experiéncia
anterior utilizando agora cinco estdgios em cascata. Na Figura 2.18-(a) apresentamos a imagem
reconstruida utilizando a wavelet ortogonal. Observe que esta imagem apresenta problemas
alnda mais graves nas bordas, além de estar muito borrada. A qualidade da imagem re-
construida piorou bastante quando aumentamos o nimero de niveis de decomposigao.

A imagem reconstruida utilizando a wavelet biortogonal ¢ apresentada na Figura 2.18-
(b). A diferenca da imagem reconstruida 2.18-(b) para a imagem original 2.16-(a) ¢é ainda
imperceptivel, mesmo para 5 estdgios de decomposicio/sintese.
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Apesar dos resultados obtidos nas experiéncias 1 e 2 serem bastante favoriveis 2o Uso
das wavelets biortogonais, precisamos ainda examinar o comportamento destas wavelets no
processamento de imagens mais suaves, como as encontradas em aplicacdes praticas. Como um
dos grandes problemas das wavelets ortogonais siio as bordas, é esperado que o desempenho
destas seja um pouco melhor.

Utilizaremos a imagem apresentada na Figura 2.19-(a) como imagem original nesta segunda
parte da experiéncia. A transformada wavelet desta imagem é apresentada na Figura 2.19-(b).
Repetiremos, entdo, os procedimentos utilizados na primeira parte da experiéncia, utilizando
agora a imagem 2.19-(a). As mesmas wavelets sdo utilizadas e as experiéncias sio repetidas
para um e cinco estdgios de decomposicao/sintese.

A imagem reconstruida apds um estdgio de decomposicao/sintese utilizando a wavelet or-
togonal, é apresentada na Figura 2.20-(a). Observa-se que esta imagem, apesar de ser bastante
semelhante a original, apresenta algumas falhas nas bordas. Na Figura 2.20-(b) apresentamos
a imagem reconstruida utilizando a wavelet biortogonal. Esta, é novamente aparentemente
idéntica a original, ndo apresentando nenhuma deterioracio visivel.

Na Figura 2.21-(a) apresentamos a imagem reconstruida utilizando a wavelet ortogonal,
apas cinco estdgios de decomposicdo/sintese em cascata. Esta imagem apresenta graves pro-
blemas e estd completamente borrada. Na Figura 2.21-(b) apresentamos a imagem reconstruida
utilizando a wavelet biortogonal. Esta, por sua vez, é aparentemente idéntica & imagem original
2.19-{a), mesmo apds 5 estigios de decomposicio/sintese.

Conclusoes

O principal objetivo destes exemplos foi realizar uma comparacao simples entre o desempenho
das wavelets ortogonais e biortogonais. A wavelet biortogonal apresentou uma qualidade de
reconstrucao superior a apresentada pela ortogonal, Quando aumentamos o nimero de niveis
de decomposicoes utilizadas, esta diferenca tornou-se ainda maior.

As wavelets Daubechies 3 e a variante da wavelet spline biortogonal nio foram as tnicas
wavelets testadas. Realizamos as mesmas experiéncias para as wavelets ortogonais Daubechies
2 e Daubechies 4 e as wavelets biortogonais splines e wavelets biortogonais proximas & ortonor-
mais. Os resultados obtidos para a wavelet Daubechies 4 foram bastante semelhantes aos
obtidos para a wavelet Daubechies 3. A wavelet Daubechies 2 apresentou uma imagem re-
construida de qualidade um pouco inferior is outras duas wavelets ortogonais. Todas wavelets
biortogonais testadas apresentaram imagens reconstruidas de excelente qualidade e desempenho
bastante semelhante.

Acreditamos que a decomposicio em vérios niveis é bastante 1itil na compressao de imagens.
Dai a importéncia da qualidade da imagem, mesmo apés vérios niveis de decomposi¢ao. As
imagens reconstruidas utilizando wavelets biortogonais néo apresentaram nenhum problema
grave. Podemos dizer que toda elas sio visualmente muito semelhantes as imagens originais
correspondentes. Conclufmos, entdo, que no contexto das experiéncias aqui realizadas, a melhor
opgao para o processamento de imagens, e especificamente para a compressio, é de fato a
utilizacdo das wavelets biortogonais.
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(a) (b)

Figura 2.16: (a) Imagem utilizada nas experiéncias 1 e 2 e (b) sua TW.

(a) (b)

Figura 2.17: Imagens reconstruidas utilizando a wavelet (a) ortogonal e a (b) biortogonal, para
um estdgio de decomposicao/sintese.
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(a) (b)

Figura 2.18: Imagens reconstruidas utilizando a wavelet (a) ortogonal e a (b} biortogonal, para
um estagio de decomposi¢do/sintese.

(b)

Figura 2.19: (a) Imagem utilizada nas experiéncias 3 e 4 e (b) sua TW.
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(a) )

Figura 2.20: Imagens reconstruidas para a wavelet (a) ortogonal e (b} biortogonal, para um
estagio de decomposi¢ao/sintese.

o e

Figura 2.21: Imagens reconstruidas para a wavelet (a) ortogonal e (b) biortogonal, para cinco
estdgios de decomposicio/sintese.



Capitulo 3

Compressao de imagens

Apesar das vantagens, o grande desafio da utilizacdo de imagens digitais é a grande quantidade
de bits necessdrios para a sua representacao. Felizmente, elas possuem, na sua representacio
original, uma grande quantidade de informacao redundante, o que possibilita a compressio dos
dados. Técnicas especificas sdo necessdrias e o ramo do processamento de imagens que se dedica
a estudar estas técnicas é a compressio de imagens. Neste capitulo apresentaremos um resumo
das principais técnicas de compressio de imagens existentes.

3.1 Introducao

Compressdo de imagens é o processo de redugdo da quantidade de bits necessdria para repre-
sentar uma imagem. A compressdo, em geral, é possivel porque o nimero de bits realmente
necessarios para representar a informacdo contida em uma, imagem pode ser reduzido. devido
a redundincia natural da imagem. Em geral, podemos identificar os seguintes tipos de re-
dundancia:

* Redundéncia espacial = Existe uma grande correlagio entre valores de pixeis vizinhos.
Esta correlagio é denominada redundancia, espacial.

e Redundincia espectral = Entre diferentes planos de cores ou entre as diferentes bandas
espectrais, também existe uma correlagio que denominamos de correlacio espectral. Este
tipo de redundancia é mais facilmente identificivel em imagens coloridas.

e Redundéncia temporal = A correlagdo entre os diferentes quadros de uma seqiiéncia de
imagens é denominada redundancia temporal. Este tipo de redundancia é facilmente
percebida, pois geralmente as imagens de uma seqiiéncia apresentam uma grande quan-
tidade de informacao que permanece invaridvel de um quadro para outro. Os algoritmos
de compressdo de seqiiéncias de imagens, ou seja, video, tiram proveito deste tipo de
redundédncia para obter uma compressao mais eficiente.

* Redundancia de codificacio = Uma codificagdo é considerada Gtima se o ntimero de
simbolos resultante for minimo. Este limitante, estabelecido por Shannon [Abramson),
fornece o nimero minimo de bits por simbolo necessarios para codificar uma fonte. Uma,
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imagem codificada apresenta uma redundancia de codificacio se o nimero de simbolos
utilizados para codificé-la for maior que este limitante.

¢ Redundincia psico-visual = O olho humano nio reage com igual intensidade a todas
as informacfes visuais contidas em uma imagem. Algumas informacées tém menor im-
portancia relativa, ou seja, sdo psico-visualmente redundantes, podendo ser eliminadas
sem que nenhuma perda na qualidade da imagem possa ser percebida.

A redundéncia ndo é um conceito abstrato, mas uma defini¢do matematica quantitativa.
Sejam 1y e ny os nimeros de unidades de informacio contidas em dois conjuntos de dados,
que representam a mesma informacdo. Para aplicacdes em compressio de imagens, o primeiro
conjunto (ny) representa a imagem original e o segundo (n,) representa a imagem comprimida.
A redundéancia de dados relativa ao primeiro conjunto é definida como:

1

onde Cp, denominada de taxa de compressio relativa, é definida por:

Cp=—2 (3.2)
i

Para o caso em que ny =ng, Cp = 1 e Rp =0, indicando que a primeira representacio nao
contém redundéncia em relagdo i segunda. Quando ny < ny, Cp — oc e By — 1, significando
que houve uma compressao significativa. Para ng » ny, Cp — 0 e Rp — —oo, indicando que
o segundo conjunto de dados contém um nmimero de unidades de informacao muito maior que
o primeiro conjunto. Houve, portanto, uma expansao de dados, que é uma situacio indesejivel
para a compressao. Para os casos de interesse pratico, Cr e Rp estio dentro dos ntervalos

(1,oc) e (0,1), respectivamente.

3.1.1 Padroes de Compressio Existentes

A ado¢ao de padroes nao sé facilita a atilizacdo das imagens nas mais diversas aplicagoes, mas
também ajuda a reduzir sensivelmente o custo do Aardware dos sistemas de compressio de
imagens. Os padroes relacionados & codificacio e transmissio de sinais através de canais de
telecomunicagdes sdo desenvolvidos com o apoio do setor de padronizacdo em telecomunicacdes
da Uniéo Internacional de Telecomunicacdes ( “International Telecommunications Union”-1TU-
T). Este setor é conhecido como CCITT. Atualmente, os esforcos para a padronizacao de
esquemas de compressio de imagens tém sido dirigidos para as trés seguintes dreas:

¢ Imagens de dois niveis:

Um comité conhecido como JBIG ( “Joint Bilivel Imaging Group”) foi formado em
1988 com o objetivo de trabalhar no desenvolvimento de um padrao de compressio
e descompressdo de imagens de dois niveis. Como j& existia um padrio para este
tipo de imagens, o objetivo do grupo foi encontrar um algoritmo que satisfizesse o
padrdo existente para as aplicaces j& especificadas e estendesse a sua utilidade a
outras aplicacdes.
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* Imagens de tons continuos, estéticas, monocromaticas ou coloridas.

Um comité conhecido como JPEG ( “Joint Photographic Experts Group” ) foi
formado no final do ano de 1986 com o proposito de desenvolver um padrio interna-
cional para a compressio e descompressio de imagens de tons continuos, estdticas,
monocroméaticas ou coloridas. O objetivo deste comité foi criar um padrdo para
aplicagbes tdo diversas como foto-videotexto, publicacdes em computadores pes-
soais, artes grificas, fac-similes coloridos, sistemas médicos, foto-jornalismo, ete.

e Imagens seqiienciais de tons continuos

Desde 1988, um grupo de padronizac¢io conhecido como MPEQG (“Moving Picture
Experts Group”) vem trabalhando para desenvolver um padrio para armazena-
mento e recuperacido de imagens em movimento e sons, usando meios digitais de
armazenamento com uma taxa combinada de 1,0 -1.5 Mbits/s. O padrio MPEG
¢ uma técnica de propdsitos gerais para aplicacdes tao diversas como publicacdes
eletronicas, guia de viagens, video-texto, educacio, Jogos, diversdes, video-mail e
treinamento através de telesemingrios.

3.2 Modelos de Compressio de Imagens

Como mostra a Figura 3.1, um sistema de compressao pode ser dividido em dois blocos bésicos:
um codificador e um decodificador. A imagem de entrada. f (z,%), é alimentada no codificador,
que cria um conjunto de simbolos. No caso de uma imagem, os simbolos representam os niveis
de amplitude de cada pixel da imagem. Apés a transmissdo através do canal, a representacio
codificada é alimentada no decodificador, onde a imagem reconstruida, f (z,y), é gerada. Se
f(r"g) = f{z,y), o sistema é livre de erros e a compressdao € sem-perdas. Caso contrério, a
cOImpressao ¢ com-perdas e algum nivel de distor¢ao estd presente na imagem reconstruida.

A compressao sem-perdas apresenta a vantagem de nao introduzir erros. Por outro lado,
pouca compressao pode ser obtida desta forma.

A imagem reconstruida na compressio com-perdas contém degradacdes em relacao a original.
Um nivel de compressao muito maior pode ser obtido, ao custo de wmna maior degradacdo. E
importante frisar que essas degradaces podem ou nio ser visiveis, 0 que torna este tipo de
compressiao bastante atrativa.

Tanto o codificador, quanto o decodificador séo formados por dois sub-blocos relativamente
independentes, como pode ser visto na Figura 3.1. O codificador é formado por um codificador
de fonte e um codificador de canal. Da mesma, forma, o decodificador é formado por um
decodificador e um decodificador de fonte. Se o canal ndo apresenta ruido, o codificador e
decodificador de canal s&o desnecessérios.

3.2.1 O Codificador e Decodificador de Fonte

O codificador de fonte é responssvel pela redugdo ou eliminacio de redundancias da imagem de
entrada. A codificacéo utilizada irg depender da aplicacdo. B importante frisar que a imagem
de entrada é uma imagem digital, ou seja, com um nimero de niveis de amplitude finito.
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Figura 3.1: Modelo de um sistema de compressao genérico.
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Figura 3.2: Esquema de blocos de um codificador/decodificador de fonte.
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Normalmente, o codificador e o decodificador podem ser construidos de acordo com o modelo
da Figura 3.2. Este modelo possui um valor diddtico, pois nem sempre sera possivel distinguir

tao claramente em um codificador/ decodificador de fonte todos os estagios deste diagrama.

O primeiro estagio do codificador de fonte, o mapeador, modifica o formato dos dados

de entrada, de maneira a redugir as redundéncias entre pixeis da ima, em. Esta operacio
)

geralmente é reversivel e nio necessariamente reduz a quantidade de dados necessirios para

representar a imagem.

O segundo estdgio, o quantizador, reduz a redundancia psico-visual da imagem. Parte da
informacao contida na imagem, que ndo representa uma perda significativa na qualidade, é
eliminada através da reducdo da quantidade de niveis de amplitude da imagem. A quantizacéo
¢ uma operacio irreversivel e nio deve ser utilizada quando se deseja uma COMPTessao sem-

perdas.

O terceiro estdgio, o codificador de simbolos, cria um codigo para representar a saida do
quantizador e mapeia esta saida de acordo com este codigo. Este codificador tem o ob jetivo
de reduzir a redundancia de codificagdo. Na maioria dos casos é utilizado um cédigo de com-
primento varidvel, que atribui palavras-cédigo de comprimento mais curto a simbolos mais
freqiientes e vice-versa. Fsta operagao é reversivel e tem o objetivo de reduzir ou eliminar as

redundéancias de codificacio.

O diagrama de blocos do decodificador de fonte pode ser visto na Figura 3.2-(b). Observe
que o decodificador possui apenas dois estagios: o decodificador de simbolos e o mapeador
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inverso, que realizam, respectivamente, as operacoes inversas do codificador de simbolos e do
mapeador. Como a quantizacio é uma operacao que resulta em perda de informacdo, ndo h4
um estagio que realize a sua operagao inversa.

3.2.2 O Codificador e Decodificador de Canal

Se o canal é ruidoso, o codificador e o decodificador de canal tém um papel importante no
esquema de compressdo, pois eles sio projetados de maneira a reduzir o impacto de ruido,
o que é feito através da insercdo de redundancia de forma controlada. Como a informacao
codificada tem pouca redundancia, sua sensibilidade ao ruido é grande.

Como exemplo, vamos abordar os aspectos basicos do ¢édigo de Hamming [Hamming}, que
¢ uma das técnicas mais utilizadas. A estratégia deste cédigo consiste em adicionar uma certa
quantidade de bits & mensagem de forma a garantir que um nimero minimo de bits diferencie as
palavras-cédigo validas. Chamamos este nimero minimo de distincia entre as palavras-cddigo.
Hamming mostrou que se. por exemplo, trés bits sdo adicionados a uma palavra de 4 bits, de
forma que a distancia minima seja igual a trés, todos os erros de um bit podem ser detectados e
corrigidos. A palavra-cédigo de 7 bits 4. hshghy do cédigo de Hamming (7,4), correspondente
ao mimero bindrio de 4 hits bababiby, € calculada através das seguintes expressoes:

hi = b3 d by P by
hy == by B by & by

hy = by®b Dby (3.3)
hs = by
hs = by
hg by
hy = b

onde & indica a operacao OU exclusivo. Observe que os bits hi, ho e hy sido os bits de paridade
par associados aos blocos de bhits bababg, bsbiby e baby by, respectivamente.

Na decodificacio, a paridade dos bits codificados é verificada. Um tinico erro em um dos
bits da palavra é indicado por uma “‘palavra de paridade ” (cacyey) ndo-nula. Os bits da palavra
de paridade sdo calculados através das seguintes expressoes:

¢t = b @hsDhs; B hy
2 = ha@hsDhs®h, (3.4)
cy = h4@h5@h66\7h7

Se um valor ndo-nulo é obtido em uma das expressoes em (3.4), um erro foi encontrado. Um
valor ndo-nulo em ¢; corresponde a um erro no ¢ycoc;-ésimo bit da palavra codificada. Caleula-
se 0 complemento deste bit e o erro é corrigido. O valor bindrio decodificado €, entdo, extraido
da palavra-cédigo corrigida. Observe (fue a mensagem original corresponde aos bits hahshghy ==
byboby by,

Neste trabalho, ndo abordaremos as técnicas de codificacio de canal. O modelo que iremos
considerar resume-se ao codificador e decodificador de fonte.
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3.3 Técnicas de Compressiao Sem-Perdas

Em algumas aplicagdes. a compressao sem-perdas é a inica maneira aceitdvel de compressdo de
imagens. Nestas, perdas na qualidade da imagem ndo sdo permitidas. Uma dessas aplicacoes
é o arquivo de documentos médicos ou de negéceios, onde a compressio com-perdas é proibida
por razoes legais. Nesta secio faremos uma introdugdo &s principais estratégias de compressio
sem-perdas.

O modelo do sistema de compressio sem-perdas € composto por apenas dois estdgios: o ma-
peador e o codificador de simbolos. Estudaremos alguns tipos de mapeadores e codificadores de
simbolos, que podem ser utilizados tanto para compressoes sem-perdas como para compressoes
com-perdas. As taxas de compressio obtidas normalmente variam de 2 a 10. A escolha entre
uma destas técnicas vai depender do tipo de aplicacao.

3.3.1 Codificadores de Simbolos

A reducdo da redundincia de codificacio é a forma mais simples de se obter uma compressio
sem-perdas. Se utilizarmos uma codificagdo que minimize o comprimento médio das palavras-
codigo, serd possivel obter esta reducio. Para 1880, € necessdrio construir um codigo de com-
primento varidvel, que atribua palavras-cédigo de comprimentos mais curtos a simbolos mais
provivels e vice-versa. Fstes codigos serdo o alvo da nossa discussao nesta secao.

Cédigo de Huffman

O cddigo de comprimento varidvel mais conhecido & 0 codigo de Huffman [Abramson), um cédigo
de bloco unicamente decodificdvel e instantineo. Para um dado conjunto de simbolos da fonte,
este codigo gera o menor nimero possivel de simbolos do cddigo por sfmbolo da fonte. A
entropia da fonte (H (z)) é o limitante do comprimento médio das palavras-eédigo[Abramson].
De acordo com o teorema da codificacdo sem ruido [Abramson], o codigo de Huffman é étimo,
desde que os simbolos sejam codificados um de cada Ver.

Na Figura 3.3 podemos ver um exemplo do procedimento de geragao de um cddigo de
Huffman a partir de um conjunto de simbolos de fonte e as suas respectivas probabilidades
(segunda coluna da Figura 3.3). A terceira coluna da Figura 3.3 mostra o cddigo final. Depois
que o codigo € criado, a codificacio e a decodificacao das mensagens sio realizadas através de
consultas a tabela criada.

Cddigos de Comprimento Varidvel Quase-Otimos

A complexidade do algoritmo do cddigo de Huffman aumenta muito quando o nimero de
simbolos da fonte aumenta. Para codificar uma fonte com J sfmbolos, um total de J — 2
redugdes e .J — 2 atribuicdes devem ser realizadas. A construcao de um cédigo de Huffman para
uma imagem com 256 niveis de cinzas, por exemplo, exige que 254 reducdes e 254 atribuicoes
sejam feitas.

Existem, entretanto, algumas alternativas ao codigo de Huffman. Na Tabela 3.1 apresenta-
mos uma comparagao entre varios cédigos [Gonzalez]: o cdigo bindrio, o cédigo de Huffman e
quatro outros cédigos de comprimento varidvel, que definiremos a seguir. Na primeira coluna
desta tabela sdo apresentados o conjunto de simbolos da fonte e as suas probabilidades. Nas
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Fortte Qriginal Fonte Reduzida

Simbolos Prob. Codigo 1 1 1 1
a, 0.4 ] 04 1 04 1 04 1 0.6 1
a, 0.3 00 0.3 00 0.3 00 0.3 00 04 0
a, 0.1 on 0.1 011 02 010«—0.3 01|
Q, C.1 0100 0.1 0100 0.1 0717 <
a, 0.06 01010 <——0.1 0101 (_J

- 0.04 01011 <

i

Figura 3.3: Procedimento para codificagio de um conjunto de simbolos utlizando o cédigo de
Huffman.

demais colunas, sdo apresentados as palavras-cédigo e os comprimentos médios correspondentes
a cada um dos cédigos. Observe que o cédigo bindrio (natural) ¢ o que possui o maior com-
primento médio. O cédigo de Huffman (quarta coluna da Tabela 3.1) é o que possui o menor
comprimento médio [Abramson], com valor bem proximo & entropia da fonte. Assim como o
cddigo de Huffman. os outros cédigos da Tabela 3.1 também atribuem palavras-cédigo de com-
primentos mais curtos aos simbolos mais provéveis e vice-versa. Entretanto, nenhum destes
codigos possul um comprimento médio menor que o codigo de Huffman. Por outro lado, estes
codigos apresentam uma complexidade computacional bem menor que a do cédigo de Huffman
e sa0 quase-6timos, ou seja, possuem comprimentos médios bem proximos & entropia H (z) da
fonte.

O codigo de Huffman truncado {quinta coluna da Tabela 3.1) é uma modificacio do cédigo
de Huffman. Este cédigo é gerado utilizando-se o codigo de Huffman para codificar apenas os P
simbolos mais provdveis da fonte. O niimero ¥ € um inteiro positivo menor que o niimero total
de simbolos da fonte (J). Na Tabela 3.1 ¢ = 12. Um codigo-prefixo, seguido por um cédigo
de comprimento fixo adequado, é, entdo, utilizado para codificar todos os outros simbolos da
fonte.

O cédigo-prefixo é gerado a partir da décima terceira palavra-cédigo do cédigo de Huffman.
Assim, construimos um simbolo ficticio, cuja probabilidade é igual & soma das probabilidades
dos simbolos a;3 até ay;. Este sfmbolo é definido como o décimo terceiro simbolo durante a
codificacao dos 12 simbolos mais provéveis. O codigo gerado para este simbolo serd utilizado
como cddigo-prefixo na_codificagio dos 9 simbolos restantes. O c6digo-prefixo, neste caso,
é (10). A este ¢ adicionado um nimero bindrio de 4 bits que corresponde ao subindice do
simbolo correspondente (no segundo grupo de sfmbolos) subtraido de 13. Por exemplo, o
décimo-sétimo simbolo foi codificado como (100100}, onde (10} é o cédigo-prefixo e (0100), =
(4)1p = (17T =13}y, .

O cédigo B é um cédigo quase-6timo de comprimento variavel. Este cddigo se aproxima do
c6digo 6timo, quando as probabilidades dos sfmbolos da fonte sao expressas da seguinte formas

Plaj) =cj™* (3.5)
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Simbolos prob. Cédigo Huffman Huffman Cédigo Bindrio Huffman

da fonte Binario truncado Bs deslocado  deslocado
ay 0,2 00000 10 11 Coo 000 10
as 0,1 00001 110 011 Cco 001 11
ag 0,1 00010 111 G000 C10 010 110
a4 0,06 00011 0101 0101 Cl1 011 100
as 0,05 00100 00000 00010 CooCoo 160 101
ag 0,056 00101 00001 00011 CooCo1 101 1110
a7 0,05 00110 00010 00100 CooC10 110 1111
g 0,04 00111 00011 00101 Co0C11 111000 0010
g 0,04 01000 00110 00110 C01C00 111001 0011
10 0,04 01001 00111 00111 Co01C01 111010 00110
tyy 0,04 01010 00100 01000 Co1C10 111011 00100
12 0,03 01011 01001 01001 C01C11 111100 00101
13 0,03 01100 01110 100000 C10C0o0 111101 001110
14 0,03 01101 01111 100001 C10C01 111110 001111
ais 0,03 01110 01100 100010 C10C10 111111600 000010
a1 0,02 01111 010000 100011 C10C11 1111311001 000011
air 0,02 10000 010001 100100 C11C00 111111010 0000110
a1 0,02 10001 001010 100101 Cl1Co 111111011 0000100
ag 3,02 10010 001011 100110 C11C10 111111100 0000101
Qg 0,02 10011 011010 100111 C11C11 111111101 00001110
@21 0,00 10100 011011 101000 C00CO0CO0 111111110 00001111

comprimento
medio 5.00 4,05 4,24 4.65 4,59 4,13
H{Z) 3,98

Tabela 3.1: Cédigos de comprimento varidvel,

onde 3 é uma constante positiva e ¢ é uma constante de normalizagao (¢ = 1/ Z}-fz{} J77) A
distribuicdo de comprimentos em nma representacao bindria de um texto escrito, por exemplo,
é aproximadamente exponencial. Cada palavra-cédigo é construida com bits de continuagéo,
indicados por C, e bits de informacgao, que sao os bits bindrios naturais. O tnico propoésito dos
bits de continuagio ¢ separar os bits de informagdo, assumindo valores alternados, 0 ou 1, de
acordo com a posicao da palavra codigo na seqiiéncia. O cédigo apresentado na sexta coluna
da Tabela 3.1 é denominado de codigo Bsy, porque a cada dois bits de informagdo ocorre um bit
de continuacfio. A seqiiéncia de codigos By, correspondente a seqiiéncia de simbolos da fonte
a13a2a7, por exemplo, é igual a (001 010 101 000 010) ou a (101 110 001 100 110), dependendo
do valor do primeiro bit de continuacio.

Os dois cddigos restantes da Tabela 3.1 sio denominados ¢édigos de deslocamento. Um
codigo de deslocamento é gerado da seguinte forma:

1. Arranja-se os simbolos da fonte de forma que suas probabilidades sejam monotonicamente
crescentes.
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2. Divide-se o nimero total de simbolos em blocos de simbolos de tamanho igual.
3. Codifica-se os elementos individuais dentro de blocos idénticos.

4. Adiciona-se simbolos de deslocamento para cima e/ou para baixo, de forma que se possa
identificar cada bloco. Cada vez que um simbolo de deslocamento é reconhecido no
decodificador, o bloco ¢ movido para cima ou para baixo em relagdo a um bloco de
referéncia pré-estabelecido.

Para se gerar um cédigo de deslocamento bindrio de 3 bits (sétima coluna da Tabela 3.1),
ordenamos os 21 simbolos da fonte de acordo com as suas probabilidades e, em seguida, di-
vidimos conjunto de sfmbolos em 3 blocos de 7 simbolos cada. Os sfmbolos do primeiro bloco
(aiaté ay), considerado como bloco de referéncia, séo, entdo.codificados utilizando-se cédigos
bindrios com valores entre (000) e (110). O oitavo c6digo bindrio (111), que nio é incluido no
bloco de referéncia, ¢ utilizado como controle de deslocamento para cima, de maneira que 0s
blocos restantes possam ser identificados. Os simbolos dos dois blocos restantes sio codificados
por um ou dois simbolos de deslocamento para cima, seguidos do cédigo bindrio de mesmo indice
no bloco de referéncia. Por exemplo, o sfinbolo da fonte aig é codificado como (111 111 100).

O cédigo de deslocamento de Huffman {oitava coluna da Figura 3.1) é gerado de uma
maneira semelhante. A principal diferenca estd na atribuicdo das probabilidades aos sfmbolos
de deslocamentos. Normalmente esta atribuigdo é realizada somando-se todas as probabilidades
dos simbolos da fonte que nio pertencam ao bloco de referéncia, ou seja, 0 mesmo conceito
utilizado para definir o cédigo-prefixo no codigo de Huffman truncado. Neste caso, a soma
é realizada considerando-se todos os simbolos de ag até ay. O resultado é igual a 0,39. Ao
simbolo de deslocamento (um dos simbolos mais provaveis) é atribuido uma das palavras do
cédigo de Huffman de menor comprimento.

Codificagdo Aritmética

A codificagdo aritmética [Langdon84] [Rissanen) é uma. técnica de compressdo sem-perdas que
associa uma tnica palavra-cédigo a cada conjunto de dados da fonte. Cada palavra-cédigo
vélida corresponde a um subintervalo dentro do intervalo semi-aberto [0,1). Atribuindo uma
precisao suficiente a cada palavra-cédigo, pode-se distinguir os subintervalos e, assim, deco-
dificar corretamente os dados. A medida que o numero de simbolos na mensagem aumenta, o
intervalo utilizado para representd-la diminui e o numero de unidades de informacdo utilizado
para representar o intervalo aumenta. Cada simbolo adicional na mensagem reduz o tamanho
do intervalo proporcionalmente ao valor da sua probabilidade. Como este codigo nao exige
que os simbolos sejam codificados um de cada vez, o limitante estabelecido pelo teorema da
codificagdo sem ruido pode, pelo menos teoricamente, ser atingido.

A Figura 3.4 ilustra o processo bésico da codificacdo aritmética. Neste exemplo, uma
mensagem de cinco simbolos ( a; ay a3 a3z ag ) de uma fonte de quatro simbolos é codificada.
A probabilidade dos simbolos desta fonte & apresentada na Tabela 3.2. Para codificar esta
seqliéucia seguiremos os seguintes passos:

1. No inicio do processo, consideramos que a mensagem corresponde ao intervalo [0, 1). Este
intervalo é dividido em vérios subintervalos, um para cada simbolo do nosso alfabeto. O
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Figura 3.4: Procedimento para codificagdo aritmética.

limite inferior de cada subintervalo é igual a probabilidade acumulada, definida como a
soma das probabilidades dos simbolos considerados até 0 momento. O limite superior é
igual a soma da probabilidade do simbolo com a probabilidade acumulada. O sfmbolo ay,
por exemplo, é associado ao subintervalo [0:0,2), as é associado ao subintervalo [0,2;0,4)
e assim por diante. Os intervalos de todos os simbolos podem ser vistos na Tabela 3.2

Quando o primeiro simbolo da nossa mensagem, a;, aparece, selecionamos o subintervalo
correspondente e o transformamos no intervalo atual. Os intervalos dos simbolos do alfa-
beto sdo, entdo, reescalonados. Intuitivamente, igualamos o tamanho deste subintervalo
ao tamanho do subintervalo original. Sejam Anty, e Ant,, 08 limites inferior e superior
do intervalo anterior. Neste exemplo, Antyr =0 e Antg,, = L. Seja Int == Antg,p-Antyy,
o tamanho do subintervalo anterior. Apés a;, o Hmite inferior do novo intervalo é igual
a Antyy + IntxSuby;. onde Subgy € o limite inferior do subintervalo do simbolo. Da
mesma forma, o limite superior do novo intervaio é igual a Ant,, +Int xSubg,,, onde
Subeyp € 0 limite superior do subintervalo do simbolo. No nosso exemplo. o novo intervalo
corresponde a [0; 0, 2).

os limites inferior e superior do novo intervalo
sao recalculados e obtemos [0, 04; 0,08]. Continuamos fazendo o mesmo para todas as
entradas restantes. Para o terceiro simbolo (as), obtemos o subintervalo [0,056;0,072).
Para o quarto (ag), [0,0624; 0, 0688]. Apéds o quinto e dltimo sfmbolo (a4) , o subintervalo
final € calculado. O resultado é o intervalo [0,06753; 0, 0688] .

Apés a entrada do segundo simbolo, as,

Nao hi necessidade de transmitir os dois limites do intervalo final. Qualquer nidmero
dentro do intervalo [0, 06753 0,0688] pode ser utilizado para represenfar a mensagem
((Il do dz ag a4),

a mensagem aritmeticamente codificada da Figura 3.4, trés digitos decimais sio utilizados
Obtemos uma taxa de 0,6 digitos deci-
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simbolo da fonte probabilidade subintervalo inicial |
ay 0,2 [0,0;0,2)
as 0,2 10,2:0,4
as 0,4 10,4;0,8)
iy 0,2 [0,8;1,0)

Tabela 3.2: Intervalos associados a um conjunto de simbolos e suas respectivas probabilidades.

mais por simbolo da fonte, valor que estd hastante préoximo da entropia da fonte (0,58 digitos
decimais/simbolo).

A medida que o comprimento da mensagem aumenta. o cddigo aritmético resultante se
aproxima do limitante estabelecido pelo teorema da codificagao sem ruido. Na prética, en-
tretanto, dois fatores contribuem para que o desempenho da codificacdo aritmética esteja um
pouco abaixo do limitante:

e A adicao de um indicador no fim da mensagein, que € necessario para separar uma men-
sagem da outra.

e O uso de uma precisio aritmética finita.

A precisdo é necessaria para que se possa distiguir as palavras-cédigos. Uma precisao finita
limita o nimero de palavras. Implementacdes priticas da codificacdo aritmética amenizam
o problema da precisdo finita introduzindo uma estratégia de escalamento e arredondamento
[Jones] [Witten] [Langdon81]. A estratégia de escalonamento normaliza cada intervalo para
[0,1), antes de sub-dividi-lo. de acordo com as probabilidades dos simbolos. A estratégia de
arredondamento garante que os truncamentos de precisao aritmética finita nao Impecam que
as codificagdes dos sub-intervalos sejam apresentadas com precisio. Uma mplementacio da
codificagao aritmética hastante interessante é apresentada em [Pennebaker].

Os codificadores de comprimento varidvel nao podem se adaptar &s mudancas na estatistica
da fonte. A codificacio aritmética é mais eficiente porque permite uma adaptacido a estas
mudancas. Entretanto, a sua implementacdo é bem mais complicada que a dos cédigos de
comprimento varidvel, o que dificulta a sua utilizacdo.

3.3.2 Mapeadores

Tendo examinado os principais métodos de remocao da redundancia de codificacio, conside-
raremos agora algumas das varias técnicas de compressao sem-perdas que atacam a redundéncia
entre os pixeis de uma imagem. Os mapeadores mudam o formato da imagem original. A
prépria codificagdo bindria j4 é um mapeamento. O objetivo deste estdgio, entretanto, é re-
presentar a imagem em um formato mais conveniente. A codificacdo serd, entdo, mais eficiente
e maiores taxas de compressao poderfo ser obtidas. A escolha do mapeador adequado vai
depender das caracteristicas da imagem e do tipo de codificador de simbolos utilizados.



CAPITULQO 3. COMPRESSAO DE IMAGENS 72

Decomposicao em Planos de Bits

O principio desta técnica é baseada no conceito de decomposi¢do de imagens (com vérios niveis
de cinza) em uma série de imagens binérias. Cada imagem bindria pode, entdo, ser comprimida
atraves de um dos métodos de compressiio para imagens bindrias jd estudados. Os niveis de
cinza de uma imagem de m bits podem ser representados na forma de um polindmio na base 2:

U127 Lo, 02 a;2t + 2" {(3.6)

Baseado nesta propriedade, um método simples de decomposi¢do da imagem em uma colecao
de imagens bindrias consiste em separar os m bits da imagem original em m imagens, ou planos
de bits, onde cada elemento tem 1 bit. O plano de bits de ordem zero & gerado agrupando-se
os coeficientes ag, ou bits menos significativos de cada pixel da imagem, enquanto que o plano
de bits de ordem (m — 1) agrupa coeficientes, ou os bits mais significativos a,,.;. Em geral, os
planos de bits séo numerados de 0 a m — 1 e construidos igualando-se o valor dos seus pixeis
aos dos bits correspondentes na imagem original.

Uma desvantagem que este tipo de decomposicéo apresenta é que, ao contrério do que seria,
esperado, niveis sucessivos de amplitude podem implicar em grandes diferencas entre os planos
de bits. Tomemos, por exemplo, um pixel de intensidade 127 (0111111) adjacente a um pixel
de intensidade 128 (1000000) na imagem original. Como todos os bits dos cédigos binérios
(0111111) e (1000000) sdo diferentes em todas as posicoes, todos os planos de bits terdo um
pixel de valor zero préximo a um pixel de valor 1, criando uma transicio de 0 para 1 nesta
posi¢ao. Isto significa que uma pequena mudanga entre palavras-cédigo vizinhas no alfabeto
da fonte podem afetar todos os planos de bits.

Uma maneira simples de contornar este problema consiste em codificar a imagem utilizando
o codigo Gray antes de realizar a decomposi¢io em planos de bits. O codigo Gray da palavra
de m-bits gm_1...920190 { 0 polindmio (3.6)) ¢ caleulado através das seguintes expressoes:

gy = Gi@ﬂﬂ_l {)Szgmw—Q (37)

Im-1 = Qm-1.

onde & indica a operacio OU exclusivo. Este cddigo possui uma propriedade importantissimas
palavras sucessivas do cddigo diferem em apenas uma posicao de bits. Assim, pequenas mu-
dancas nos niveis de cinza terio uma menor probabilidade de afetar todos os planos de bits.
Quando, por exemplo, os niveis de cinza 127 e 128 forem adjacentes em uma imagem, apenas
o sétimo plano de bits ird conter uma transicao de O para 1, jd que o cdédigo Gray dos niimeros
127 e 128 corresponde a (11000000) e (01000000), respectivamente. Apés a imagem ter sido
decomposta em vérias imagens bindrias, pode-se codificar estas novas imagens com uma das
técnicas de codificagdo ja apresentadas. A seguir apresentaremos outras técnicas de codificacao
especificas para este tipo de decomposicio.

Codificagao Por drea Constante Um método simples, mas eficiente, para comprimir uma
imagem bindria, ou um plano de bits, é a utilizagdo de um cddigo especial para identificar
grandes dreas contiguas de 1’s e 0’s [Huanga]. Nesta abordagem, denominada codificacio por
area constante {CAC), a imagem é dividida em blocos de m x n pixeis, classificados como todos
brancos, todos pretos ou de intensidade mista. A categoria de ocorréncia mais frequente é
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atribuida a palavra-cédigo de 1 bit (0). As duas outras categorias sdo atribuidas as palavras-
c6digo (10} e (11). Ao representar-se os m - n bits, que normalmente seriam necessérios para
representar cada bloco, por uma palavra-cédigo de 1 ou 2 bits obtem-se uma compressao. A
paiavra~-codigo atribuida a regides mistas é, entretanto, utilizada como um prefixo e deve ser
seguida pelo padrao m - n do bloco.

Para comprimir textos de documentos predominantemente brancos pode se utilizar uma
abordagem mais simples, que consiste em codificar as 4reas sélidas brancas como (0) e todos
os outros blocos por (1), segnido do padrio do bloco. Esta abordagem, denominada de “white
block skipping” (WBS), tira proveito da estrutura da imagem. Como hd uma expectativa que
haja poucas dreas sélidas pretas, elas serdo classificadas como regioes de intensidade mista,
permitindo que uma palavra-cédigo de 1 bit possa ser utilizada para codificar blocos brancos,
que sao altamente provaveis.

Uma meodificagdo particularmente eficaz para este procedimento consiste em codificar as
linhas brancas sélidas como (0) e todas as outras linhas como (1), seguido pela seqiiéncia do
codigo WBS. Uma outra possibilidade é empregar uma abordagem iterativa na qual o plano de
bits ¢ decomposto em blocos sucessivamente menores. Para blocos 2-D, uma imagem branca
solida € codificada como (0). Todas as outras imagens sio divididas em sub-blocos aos quais
sao atribuidos um prefixo (1) e o cddigo resultante de uma nova codificagdo. Por exemplo, se
um sub-bloco € todo branco, ele é representado pelo prefixo (1), indicando que ele resulta de
uma Unica iteracio, seguido por (0), indicando que ele é um sélido branco. Se o sub-bloco 1io
é branco, o processo de decomposigao ¢ repetido até que um tamanho pré-definido de sub-bloco
é atingido e codificado como (0}, se ele é todo branco, ou (1) seguido pelo padrio de bits do
bloco.

Codificagdo “Run-Length” Unidimensional Uma alternativa eficaz para a codificacio
por drea constante consiste na representacio de cada linha do plano de bits por uma seqiiéncia
de comprimentos que descreve as sucessivas apari¢cdes de s e 0’s. Esta técnica, conhecida como
codificacao ‘run-length”, foi desenvolvida nos anos 50 [Huangb] e tornou-se, juntamente com
a sua extensdo para o caso bidimensional, a abordagem padrio na compressao em facsimile
(FAX) [Yamazaki]. O conceito bésico consiste em codificar cada grupo contiguo de 1's e Os
utilizando um cédigo de comprimento varidvel. Os bits sio lidos da esquerda para a direita em
uma linha e codificados de acordo com o seu comprimento.

Apesar da codificacio “run-length” ser um método eficiente de COMPressaon, wma compressio
adicional pode ser obtida codificando-se a sua saida com um cédigo de comprimento varidvel.
Na realidade, as seqiiéncias pretas e brancas podem ser codificadas separadamente com cddigos
de comprimento varidve] especificos para a sua estatistica. Por exemplo, seja a; uma seqiiéncia
preta de comprimento j. Pode-se estimar a probabilidade de que o sfmbolo a; seja emitido por
uma fonte de seqiiéncia pretas, dividindo-se o ntimero de sequéncias pretas de comprimento j em
toda a imagem pelo nimero total de seqiténcias pretas. Uma estimativa da entropia desta fonte
de seqiiéncias pretas, indicada por Hy, pode entdo ser caleulada. Um argumento semelhante é
vélido para calcular a entropia das seqiidncias brancas, indicada por H;. A entropia aproximada
da fonte das seqiiéncias é dada por:

Hy+ H,

kA 3.8
Lo+ L ( )

RL



CAPITULO 3. COMPRESSAO DE IMAGENS 74

Linha anteror

Linha atual

Figura 3.5: llustracio do processo de enderecamento relativo.

distancia distancia cddigo mtervalo da cédigo

medida distancia h(d)

cc’ 0 0 1-4 Oxx

ec ou ¢ 1 100 5-20 10zxxx

ec (direita) 1 101 21-84 110xxxxexx

ec d(d>1) 111 h(d) | 85-340 1110xxx00cx

ec! (¢ p/esquerda) d (d>1) 1100 h(d) | 341-1364 11110x0exxxxxxx
e (¢ p/direita)  d(d>1) 1101 A(d) | 1365-5460 1111105000000

Tabela 3.3: Tlustracio da codificaciio por enderecamento relativo.

onde Ly e Ly indicam os comprimentos médios das seqiiéncias pretas e brancas, respectivamente.
A equagao (3.8) fornece uma estimativa do nimero médio de bits por pixel necessarios para
codificar as segiiéncias em uma imagem bindria, usando um cédigo de comprimento varidvel.

Codificacao “‘Run-Length” Bidimensional Os conceitos da codificacdo run-length uni-
dimensionais sao facilmente estendiveis de forma a criar um procedimento bidimensional
[Yamazaki]. Um dos melhores resultados obtidos para este caso é a codificagao por enderecamen-
to relativo (RAC), que é baseada no principio de rastreamento das transicoes que ocorrem ao
inicio e ao final de cada seqiiéneia preta e branca. A Figura 3.5 ilustra nma implementagao
desta abordagem. Note que ec é a distincia entre a transicio ¢ e a iltima transicdo da linha
corrente e e cc’ é a distancia entre ¢ e a 1iltima transicio da linha anterior ¢’. Se ec <cd,a
distancia codificada pela RAC, d, éigual & ec e é utilizada para representar a transicao corrente
em ¢. Caso contrario, d é igual a cc’.

Assim como no caso da codificagio run-length unidimensional, a RAC exige a adogao de uma
convencao para determinacio dos valores das seqiiéncias. Além disso, deve-se supor que existem
transi¢Oes no comego e no fim de cada linha, assim como uma linha de inicio. Desta forma,
as bordas da imagem podem ser tratadas adequadamente. Na pratica, como a distribuicio de
probabilidade das distancias da RAC, na maioria das imagens, nao ¢ uniforme, o passo final do
processo € a codificagio da distancia RAC selecionada (ou seja, a mais curta) e da sua distancia
d, utilizando-se um cddigo de comprimento varidvel adequado. Como mostra a Tabela 3.3, um
codigo semelhante ao cédigo B pode ser utilizado. As menores distincias sao atribuidas as
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menores palavras-cédigo. Todas as outras distancias sio codificadas utilizando-se um prefixo
para indicar a menor distancia RAC, um segundo prefixo que atribui d a um intervalo especifico
de distancias e a representacdo bindria de d subtraida da distancia base do préprio intervalo
(indicada por x x x x ...x na Tabela 3.3). Se ec e cc’ sdo iguais a +8 e +4 como na Tabela
3.3, a palavra cédigo RAC apropriada é (1100011). Se d = 0, ¢ est4 diretamente abaixo de ¢’
Se d = 1, o decodificador pode precisar determinar o ponto de transicio mais préximo, jd que
o codigo (100) néo especifica se a medida ¢ relativa & linha corrente ou & linha anterior.

3.4 Técnicas de Compressao Com-Perdas

A grande diferenca entre os esquemas de codificacdo sem-perdas e com-perdas é a inclusdo do
estagio de quantizacdo neste 1iltimo. Ao quantizar os dados, o niimero de possiveis simbolos
de saida ¢ reduzido. O tipo de quantizacdo tem uma grande influéncia na taxa de bits e na
qualidade do esquema com-perdas.

A relativa importancia de cada um dos estdgios do esquema de compressio varia de uma
técnica para outra. O mapeador e o codificador de simbolos do esquema de compressao com-
perdas sao semethantes aos do esquema sem-perdas. As mesmas técnicas apresentadas nas
segoes anteriores podem, entdo, ser utilizadas neste esquema. Como regra geral, quanto mais
sofisticado o sistema, melhor a qualidade da imagem reconstruida para uma certa taxa de bits.

Em esquemas de compressio com-perdas, uma redugado extra na taxa de bits é conseguida
a custo de degradacdes na imagem reconstruida. Estas degradacdes podem ou nfo ser visiveis
na imagem reconstruida. Quanto maior for a degradagdo permitida, maior serd a Compressao
obtida. Seja [ a imagem original N x N e f a imagem reconstrulda, a diferenca entre estas
duas imagens ¢ denominada imagemm erro e definida pela expressio:

e(i,g)=f(i.5) - F(i.5) (3.9)
Para avaliar a qualidade da imagem reconstruida, faremos uso do erro RMSE e da amplitude
de pico da relagio sinal-ruido (PSNR) como métricas do erro. O RMSE ¢ definido como:

AL 12

RMSE = |2 3" [£,5) ~ Fli.j)] (3.10)

Y=l ]

e representa o desvio médio da imagem erro. A medida PSNR (em dB), para uma imagem de
8 bits (255 niveis), ¢ definida como:

(3.11)

PSNRxZOiogm( 255 )

RMSE

E importante lembrar que um valor de RMSE baixo (ou um PSNR alto) nio implica ne-
cessariamente em uma boa qualidade de imagem reconstruida. As medidas de erros, apesar de
fornecerem alguma medida da qualidade relativa, nem sempre traduzem de forma adequada a
qualidade visual da imagem. Por esta razéo, as imagens reconstruidas sio sempre apresentadas
juntamente com as medidas de erro.
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Figura 3.6: Quantizador escalar uniforme.

3.4.1 Quantizacao

Seja z uma quantidade escalar contimia representando a intensidade de um pixel. Para re-
presentar x com um numero finito de bits, apenas um nimero finito de niveis de quantizacio
pode ser utilizado. Assumiremos que um total de L niveis sdo utilizados para representar z.
O proeesso de atribui¢io de um dos L niveis a cada valor de = é denominado quantizacao da
amplitude, ou simplesmente, quantizacio (Jayant]. De forma grosseira, pode-se dizer que se
cada escalar é quantizado de forma independente, o procedimento é denominado quantizacio
escalar. Se dois ou mais escalares sio quantizados conjuntamente, o procedimento é denominado
quantizacao vetorial.

Quantizagao Escalar

Existem vdrias formas de quantizacio escalar. Dentre elas, a quantizagdo uniforme e a quan-
tizagao Llyod-Max. Uma quantizacio escalar, em geral, pode ser interpretada como um mapea-
mento ¢} [-] de um conjunto infinitoc X = {z € R} em um conjunto finito ¥ = {vo, v,y yr -1
y: € R}. Um exemplo do mapeamento de um quantizador escalar é apresentado na Figura 3.6.

O mapeamento () [-] € sempre definido através de uma partigao do conjunto X em intervalos
nao-sobrepostos {X;} = (z;_;, z;) . Os limites deste intervalo, x;_; e z;, sdo denominados niveis
de decisao. Os intervalos devem satisfazer as seguintes condicdes:

L—-1
Ux, = x (3.12)
1=}
XnX; = 0
(3.14)

A cada intervalo X é associado um nivel de representagdo ;. Portanto, o conjunto X for
dividido em L intervalos, haverd L nfveis de representacao. Os valores do eixo vertical da
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Figura 3.6 correspondem aos niveis de representagdo {y;,7 = 0,1,..., L - 1} do quantizador. Os
valores associados ao eixo horizontal correspondem aos niveis de decisio {z}.
Seja T o valor quantizado de z. Se z ¢ Xi, I pode ser expresso de acordo com a seguinte
definicio:
reRi=Qzl=y, i=01..L~1 (3.15)

O desempenho de um quantizador é medido através do erro introduzido pela quantizacdo. Este
erro ¢ denominado ruido de quantizacio e definido pela seguinte expressao:

eq[n] = &[n] - 2 [n]

onde r e ¥ sdo, respectivamente, a entrada e a safda do quantizador. O valor eQQ pode ser
interpretado como um caso especial da medida de distorcao d{Z,z), que é uma medida da
distancia entre e z. Outros exemplos de medidas de distorgao sdo |Z — x| e ||2F — |z}f|.

Os niveis de representacdo e decisio sio frequentemente determinados através da mini-
mizagdo de algum critério de erro baseado em d (Z,z). Um exemplo é a média da distor¢ao,
definida por:

D=Fli@a)l= [ d@w) px(a)- dro

H

onde px é a fungdo densidade de probabilidade de z. Seja d(Z,z) = |Z — :1312. O erro médio
quadrdtico (MSE} da saida do quantizador ¢ definido pela seguinte expressio:

L1 *
2 2
D———E(]x—xl ) =y f (x —y) px (zg) dag (3.16)
=0 & 4
Quando px {xg) é uniforme, a quantizacao Stima possui niveis de representacio e decisio
uniformemente espacados e definidos através das seguintes expressoes:

Tj] —T; == A, 1_<_@§L
o= Etm) o
2
onde A € o tamanho do passo, ou seja, o espacamento entre dois niveis de representaciio consec-
utivos ou entre dois niveis de decisdo consecutivos. Para este tipo de quantizacio, denominada
quantizagao uniforme, o valor do MSE ¢ igual a A?/2 [Jayant].

A quantizacio uniforme é muito simples e facil de implementar. Os pardmetros do projeto
sao o passo de quantizacdo (A) e o nimero de intervalos (V), ou os limites do sinal laeb),
que correspondem & regido de sobre-carga. Estes limites sao, frequentemente, escolhidos como
multiplos do desvio padrdo o, da funcéo densidade de probabilidade do sinal de entrada. Sejam

N . B » " . . ~
a e b estes limites, A = L.jTal e % = %, onde R é o mimero de bits do quantizador. Entdo, a

distorgao para este tipo de quantizacio é definida por:
2 (b~ a)2 2 9-2R —2R

Se a densidade de probabilidade nao é uniforme, a quantizacio étima também nio serd
uniforme. Um quantizador timo serd aquele (ue minimizar (3.16} para um nimero fixo de
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niveis. A minimizagao de (3.16) foi realizada por Max [Max] e Lloyd [Lloyd], que obtiveram as
seguintes expressoes para os niveis de decisio e representacao:

1
Thopt = 5 (yk,upi + yk_Lopt) , k=12, v L — 1.
Toopr == —O0
LLopt = 00 (3.18)

$k+1,upt

x - px (z) dx
Uropt = —p— k=12, -1
px (x) dz
zk,opt

Estas expressGes nio fornecem uma forma explicita de mapear a quantizacio, A primeira ex-
pressao indica que os niveis de decisdo devem estar no ponto médio entre niveis de representacio
vizinhos. A tltima afirma que os niveis de representacao otimos sdo os centréides da funcao
densidade de probabilidade do intervaio apropriado. Estas expressdes podem ser utilizadas de
forma iterativa para obter os niveis de representacao e decisdo 6timos. Este quantizador escalar
6timo ¢ conhecido como quantizador Llyod-Max.

Quantizagio Vetorial

O conceito da quantizacio vetorial é uma generalizaco da quantizacio escalar, O quantizador
vetorial () [.] mapeia um vetor x € BY em um conjunto finito Y = [yg, Yo lvi € R“} de
vetores de representacido, on seja:

Q:RY Y

Enquanto que a quantizacao escalar mapeia um valor z, que pertence a um conjunto infinito,
em um conjunto finito Y, através da seguinte definicao:

x €€ = Qx] =y, 1=0,1,2,... L~ 1.

Os vetores {y,} correspondem aos niveis de representacao em um quantizador escalar. Em
uma quantizagao vetorial, a coleciio de niveis de representagao ¢ conhecida como “codebook”.
As células C; correspondem aos nfveis de decisdo e podem ser interpretadas como poligonos
solidos no espaco N-dimensional R¥. No caso escalar, ¢ facil testar se wna amostra do sinal
pertence ou nao ao intervalo. No caso da quantizacdo vetorial, uma abordagem indireta é
necessaria, onde é utilizado o critério de fidelidade oy a medida de distor¢do. Assim, x € C, se
a distorgao de x em relaciio a y; for inferior on igual & distor¢ao em relacao A qualquer y; para
J # 1, ou seja:

Qx| =y; & d(x,y,) < d(x,yj) s J=12,.. L -1, (3.19)

Quando a melhor aproximacio y: foi encontrada, o indice i é codificado Como representacdo
eficiente do vetor. O receptor pode reconstruir ¥: simplesmente procurando a representacao do
vetor na célula de nimero ¢ do “codebook”. A taxa de bits por amostra deste esquema é 1gual
a w logy L, quando o indice i ¢ codificado diretamente.
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Apesar de apresentar resultados superiores aos da quantizagao escalar, a quantizacio veto-
rial implica em um grande aumento na complexidade do sistema. A sua implementacdo exige o
calculo de um “codebook”, o que pode é mais custoso. Maiores detalhes desta técnica podem
ser encontrados em [Gersho]. No nosso trabalho, como queremos focalizar o desempenho da
transformada wavelet, utilizaremos apenas a quantizacio escalar, por uma questio de simpli-

cidade.

3.4.2 Codificagao Preditiva Com-Perdas

Em geral, qualquer um dos estégios do esquema de codificagio comn-perdas pode ser implemen-
tado de forma adaptativa ou ndo. Um esquema de compressao € adaptativo se a estrutura
dos seus estagios, ou dos seus pardmetros, muda localmente dentro da imagem com o objetivo
de tirar proveito das variagbes da estatistica local da imagem. A adaptabilidade permite uma
melhor codificagdo ao custo de um aumento na complexidade do sistema.

A adaptabilidade pode ser causal ou ndo causal. Em sistemas com adaptabilidade causal, os
parametros do codificador sio baseados apenas nos valores dos pixeis previamente reconstruidos.
Qualquer processo que leve a uma decisdo no codificador é repetido no decodificador. Estes
sistemas oferecern a vantagem de ndo exigir que um cabecalho, contendo bits de informacéo
adicionais, seja enviado ao decodificador. Infelizmente, ha duas desvantagens associadas a este
esquema. A primeira ¢ que o sistema pode falhar na tentativa de prever mudancas muito
bruscas na estatistica do sinal, que nao possam ser inferidas a partir dos valores anteriores do
sinal. A segunda desvantagem é o fato da adaptabilidade causal aumentar a complexidade do
codificador e do decodificador na mesma proporgio, j4 que todos o processos de tomada de
decisao do codificador devem ser repetidos no decodificador.

Em sistemas com adaptabilidade nao-causal, os pardmetros do codificador sio baseados
nos valores dos pixeis anteriores {originais ou reconstruidos) e também nos seus valores futuros.
Como os 1ltimos nao estao disponiveis no decodificador, o codificador deve enviar bits adicionais
ao decodificador para informé-lo das suas adaptacoes. Apesar do aumento na taxa de bits, o
desempenho deste sistema é melhor que o desempenho do sistema cansal. Além disso, 0 aumento
da complexidade no decodificador devido & adaptacio é minimo, j& que é nao preciso repetir
todos os processos de tomada de decisdo do codificador.

Modulagao por Cédigo de Pulsos Diferencial { DPCM )

Em um esquema de codificacao preditivo, a correlacao entre os pixeis vizinhos de nma Imagem
¢ utilizada no célculo da predicao de cada pixel. A abordagem mais comum é o DPCM
(Differencial Pulse code modulation - Modulagio por cédigo de pulsos diferencial ), que subtrai
a predicao do valor real do pixel, gerando uma imagem diferencial menos correlacionada que
a imagem original. Esta imagem diferencial é, entfo, quantizada e codificada. O processo de
quantizacao determina a taxa de bits resultante e a qualidade da imagem.

Em um esquema DPCM, os m pixeis dentro da vizinhanca causal de um pixel sdo utilizados
no céleulo do valor da sna predicio linear. Na Figura 3.7, apresentamos um exemplo da
ordenagao dos pixeis dentro de uma imagem. Para o pixel z,,, o valor da sua predicao linear
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Figura 3.7: Modelo da ordenacio dos pixeis dentro de uma imager.

indicada por 7,, é caleulado através da seguinte expressio:
m—1].
T = ) oy (3.20)
i=0

onde os «; séo os coeficientes do preditor. Este valor serd aproximado pelo inteiro mais préximo,
com o objetivo de reduzir a complexidade do preditor. Para uma imagem de n bits, este valor
¢ mantido dentro do intervalo {0, 2" — 1].
A imagem diferencial, e,,, é calenlada a partir da diferenca entre o valor da predicao e o
valor real, isto é:
Em == Ty — T (3.21)

A imagem diferencial tem uma varidncia bem menor e é significativamente menos correlacionada
que a imagem original. Além disso, tem um histograma estdvel que pode ser aproximado por
uma distribui¢do gaussiana.

Nas Figuras 3.8 e 3.9 apresentamos os diagramas de blocos do transmissor e do receptor
DPCM baésico, respectivamente. Observe que o receptor tem acesso apenas aos valores dos
pixeis reconstruidos. Como a quantizacao da imagem diferencial introduz erros, os valores da
imagem reconstrufda geralmente diferem dos valores da imagem original. Para garantir que
predigoes idénticas sejam utilizadas tanto no preditor quanto no receptor, o transmissor ird
basear as suas predicdes nos valores reconstruidos, o que é feito utilizando uma realimentacao.
Com isso, a expressdo (3.21) é modificada:

m—1
Tm =Y oy (3.22)
i
onde z; é o valor do pixel reconstruido na posicdo ¢ e 0s a;8 sdo os coeficientes do preditor.

O projeto de um DPCM consiste, entdo, na otimizacio das componentes do preditor e
do quantizador. Por causa da inclusio do quantizador no ramo de realimentacio, h uma
dependéncia entre o erro de quantizagdo e o erro de predicdo. Uma otimizagao que levasse em
conta os dois erros seria interessante. Entretanto, para evitar a complexidade de um modelo
deste tipo, as componentes sio geralmente otimizadas separadamente.
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Figura 3.8: Diagrama em blocos do transmissor DPCM.
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Figura 3.9: Diagrama em blocos do receptor DPCM.

DPCM Adaptativo

A malor limitagdo do sistema DPCM é o fato do quantizador ¢ do preditor serem fixos para
toda a imagem. Os esquemas DPCM podem ser adaptativos em relagdo ao quantizador, ao
preditor ou a ambos. Uma predi¢io adaptativa geralmente reduz o erro de predicdo devido a
quantizagio e, assim, para wma mesma taxa de bits um erro de quantizagao menor é obtido e,
consequentemente, uma melhor qualidade de imagem reconstruida.

3.4.3 Codificagdo por Transformacio

Uma alternativa para o esquema bésico de compressao apresentado nas Figuras 3.1 e 3.2 pode
ser visto na Figura 3.10. Este esquema, denominado de esquema de codificacdo através de uma
transformada genérica, apresenta além dos estdgios de quantizagio e codificacio de simbolos,
um estagio de segmentagio da imagem em blocos e um estagio de transformada. A transformada
utilizada neste tipo de esquema é unitdria, ou seja, é linear, inversivel e sua base é formada
por um conjunto completo de funges discretas ortonormais. Esta transformada faz o papel do
mapeador no esquema de compressio, pois é através desta operagao que os dados da imagem
original séo mapeados em wm novo dominio, denominado dominio da transformada.

O objetivo da transformada é descorrelacionar o sinal original. Esta descorrelacio geral-
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Figura 3.10: Diagrama da codificagdo por transformada.

mente resulta em um agrupamento da maior parte da energia do sinal em um pequeno grupo
de coeficientes. Desta maneira, muitos coeficientes podem ser descartados entre os estagios
de quantizagio e codificagio. Além disso, uma compressao sem degradagdes visiveis pode ser
obtida incorporando a fungéo sensibilidade de contraste do sistema, visual humano (HSVT) na
quantizagao dos coeficientes [Gonzalez].

Uma transformada é unidimensional ( 1-D ) se aplicada em uma tinica direcdo da imagem,
isto €, na dire¢do das linhas ou das colunas. Uma transformada 1-D definida para n pixeis é
denominada transformada de n-pontos. Uma transformada é bidimensional ( 2-D ) se aplicada
simultaneamente em duas direcées (linhas e colunas ou horizontal e vertical, por exemplo). To-
das as transformada 2-D consideradas neste trabalho sio separaveis. Portanto, a transformada
2-D em um bloco de n x n pixeis, pode ser dividida em duas transformadas 1-D de n pontos,
sendo que uma destas é aplicada nas linhas da imagem, enquanto que a outra & aplicada nas
colunas.

Transformadas para Imagens

H4 muitas caracteristicas que sio desejdveis em uma transformada utilizada com o proposito
de comprimir imagens. Algumas destas caracteristicas sao:

e Descorrelacdo da imagem: A transformada ideal descorrelaciona completamente os dados
em um bloco, ou seja, ela agrupa a maior parte da energia em um grupo pequeno de
coeficientes.

e Bases de fungdes independentes da imagem utilizada: Devido s grandes variagbes es-
tatisticas entre as imagens, a transformada 6tima geralmente depende da imagem. Infe-
lizmente, encontrar a transformada 6tima é computacionalmente invidvel. Isto é particu-
larmente um problema se os blocos de mmagens forem altamente nao-estaciondrios, o que
torna necessario a utilizacio de mais de um conjunto de fungdes de base para atingir uma
alta descorrelacdo. Além disso, a transmissio destas bases de funcbes exige a utilizacao
de bits adicionais, o que pode prejudicar a eficiéncia da compressao. Como resultado, é



CAPITULO 3. COMPRESSAO DE IMAGENS 83

geralmente desejavel abrir mao de um desempenho de codificagdo Stimo, optando pela
utilizagao de fungoes de base independentes da imagem.

e Implementacdo rdpida: O nimero de operagoes necessdrias para uma transformada de
n-pontos € geralmente da ordem de O(n?). Algumas transformadas tém implementacoes
rapidas. com um mimero de operacdes da ordem de O{nlogn). Implementar uma trans-
formada 2-D n x n utilizando duas transformadas 1-D rapidas. nma aplicada nas linhas
¢ a outra nas colunas, reduz o niimero de operagdes de O(n*) para O(2n%logn).

Karhunen-Loéve Transform - KLT A KLT ¢ a transformada 6tima, em relacdo ao em-
pacotamento de energia, isto é, os coeficientes KLT apresentam uma maior concentracio de
energia quando comparados a qualquer outra transformada. Infelizmente, as funcoes da base
da KLT sao dependentes da imagem. Para calculd-las é preciso fazer uma estimacao da fungao
covariancia da imagem. Além disso, nio existe um algoritmo KLT rdpido. Estas desvantagens
limitam seriamente ¢ nuso desta transformada para compressaoc de imagens .

Discrete Fourier Transform - DFT A DFT é comumente utilizada para analise espectral
e filtragem. Para um bloco de n X n pixeis de um sinal, a DFT 2-D ¢é definida como:

1 ozin-b 2mi {ui + vk
Fu,v) = ~ Z ST F(5, k) exp (w—mm(—z——wl) (3.23)
520 k=0 n
€ a sua INversa como:
X Rt 27t (ug - vk
flk) = - Z Z F (u,v)exp (—-—(w‘:wl———)) (3.24)
ERTEC R

onde ¢ = /1. A DFT decompde cada bloco da imagem em suas componentes espectrais. Os
indices u e v sdo denominados freqgiiéneias espaciais da transformada. O nticleo 2-1) da DFT ¢

separavel, ou seja:
(2#1’ (e ~i*~-nk)> (271'1' - uj) (Qmi . ‘z;k)
exp | ———————— | = exp | ———> exp | ———

0 que permite que a transformada 2-D seja implementada como duas transformadas 1-D. Al-
goritmos rdpidos para o cdlculo da DFT existem e exigem uma complexidade computacional
da ordem de O(nlog,n) para nma transformada de n pontos.

Em geral, os coeficientes gerados a partir da DFT sdo ntmeros complexos. Portanto, o
armazenamento ¢ manipulagéo destes coeficientes é um pouco mais trabalhoso, o que é uma
desvantagem. H4 na realidade um total de 2n2 componentes da transformada, mas devido &
propriedade da simetria conjugada [Lim] [Jain88] [Rabbani], a seguinte relaco é valida:

Fluv)=F(—u+1-n,—v+m- n), L,m=10,1,2.. (3.25)

Logo, quase metade das componentes da transformada sio redundantes e podem ser calaiados
a partir dos outros componentes.

Uma outra desvantagem da DFT ¢ a geracao de componentes espurios no espectro devido a
periodicidade implicita dos blocos de imagem. Quando codificados & bajxas taxas, estas com-
ponentes esplirias dao origem & elementos de blocagem. Este fendmeno sers melhor discutido
no préximo item.
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“Discrete Cosine Transform” - DCT Para aplicacoes em processamento de imagens, a
DCT 2-D direta de um bloco de n x n pixeis é definida como [Jain88] [Lim]:

Fu,v) = “%C—('u—)zgﬁi%f (j, k) cos (UW (27 + 1)) cos (’Uﬂ' (2k + 1))

7 2n 2n
{3.26)
€ a sua Inversa como:
. s um (25 + 1) vm (2k + 1)
fU.k = % :L:?} C(u) C(v) F (u,v) cos (————wén—-—-») Cos (T)
(3.27)
onde : 0
_ ) 7 vparal=
¢) { I paral=12, .. n-1 (3.28)

Para imagens tipicas, que exibem uma alta correlagao pixel a pixel. o desempenho da DCT é
comparavel ao da KLT. Na realidade, pode ser demonstrado gue se o sinal puder ser modelado
por uma fonte de Markov de primeira ordem, a base de funcdes da DOT & idéntica & base de
fungées da KLT [Lim}.

Assim como a DFT, a DCT tem uma implementacao rdpida com uma complexidade matema
tica da ordem de O{nlogn), para uma transformada de n-pontos. Entretanto, a DCT apre-
senta uma eficiéncia de compressao malor, ja que ela evita a geracdo de componentes espiirias.
A DFT é a representacio em séric de Fourier de uma seqiiéncia de duracfo finita. Logo,
ha uma periodicidade implicita na definigao, como pode ser visualizado na Figura 3.11-(a).
Lista periodicidade é o resultado de uma amostragem no dominio da freqiiéncia. Replicando a
sequiéncia original desta maneira, descontinuidade severas sio criadas entre os segmentos. Fstas
descontinuidades geram componentes espirias de alta fregiiéncia que podem reduzir consideray-
elmente a eficiéncia da transformada. Apesar destas componentes espirias nao fazerem parte da
seqiiencia original, elas s3o necessdrias para reconstruir as bordas de uma seqiiéncia periddica.
A sua eliminag¢do, com o intuito de aumentar a eficiéncia da transformada, pode acarretar em
erros na reconstrucao das bordas. Na codificacao de imagens, a imagem ¢é quebrada em vérios
blocos de pixeis para formar seqiiéncias 2-D. Os erros de reconstrugao resultam, entdo, em
elementos de blocagem, isto é, as bordas entre blocos adjacentes sdo altamente visiveis.

Para eliminar as descontinuidades das bordas, a seqiiéncia original de n pontos pode ser
estendida em uma seqiiéncia de 2n pontos, através da sua reflexdo em torno do eixo vertical. A
sequéncia estendida é entdo replicada de maneira a formar uma seqiiéncia periédica, necessaria
para o caleulo da série de Fourier discreta. Como apresentado na Figura 3.11-(b), esta seqiiéncia
periddica ndo tem qualquer descontinuidade nas bordas e, portanto, nenhuma componernte
espectral espuria é introduzida na DFT. Pode-se perceber que a seqiiéncia estendida resultante
de 2n pontos ¢ simétrica e par. Portanto, a DFT de 2n pontos resultante também ¢ par
e simétrica e apenas n pontos sdo necessirios para representa-la. Como neste caso estamos
lidando apenas com quantidades reais, a DFT requer apenas célculos reais. O processo de
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Figura 3.11: Periodicidade da (a) DFT e (b) DCT.

tomar uma DFT de 2n pontos da sequiencia estendida de n pontos é equivalente a tomar a
DCT da seqiiéncia de n-pontos original. Na realidade, a DCT pode ser calculada como uma
FFT de 2n pontos. Apesar da DFT e da DCT estarem intimamente relacionadas, a simetria
implicita da DCT resulta em duas grandes vantagens sobre a DFT:

* A DCT néo gera componentes espectrais espurias. Portanto, a eficiéncia da codificacao
continua alta e os componentes de blocagem sdo reduzidos.

e Apenas cdlculos reais sdo utilizados para a DCT.

Por causa dessas vantagens, a DCT se tornou a transformada mais utilizada para compressao
de imagens.

Walsh-Hadmard Transform - WHT Apesar da WHT deixar muito a desejar com relaco
ao empacotamento de energia, sua implementacao simples tornou-a popular especialmente para
implementagées em hardware [Lim]|. A base de fungdes da WHT contém valores iguais a +1
ou -1, e podem ser interpretados como linhas das matrizes de Hadamard. A menor matriz de
Hadamard ortonormal tem tamanho 2 x 9-

1 11
-] -
Para construir matrizes de Hadamard majores, podermos usar a seguinte relacdo recursiva:
I 1 H, H,
H,, = 7_5 { H, -H, J (3.30)

onde Hs, é a matriz de Hadamard de tamanho 2n x 2n.
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Estratégias de Selecao dos Coeficientes

Um esquema de codificaciio por transformada utiliza uma transformada, geralmente indepen-
dente, como por exemplo a DCT ou a WHT. Em seguida emprega-se uma certa estratégia
de amostras que define a sclecio dos coeficientes da transformada. Estes coeficientes sa0,
entao, quantizados e codificados. A escolha de uma estratégia adequada pode aumentar a
eficiencia destes dois Witimos estdgios. Nesta seciio estudaremos duas das estratégias de selecio
de amostras mais utilizadas: a selecao de amostras por zona e a selecao de amostras por limiar.

Selegao de Amostras por Zonas A amostragem por zonas consiste basicamente na, retencao
dos coeficientes que estejam localizados em zonas pré-estabelecidas do bloco transformado e na
anulacao de todos os outros coeficientes do bloco. Como a maioria das imagens tem uma con-
centragao de energia nas baixas freqiiéncias, os coeficientes de baixas freqiiéncias sdo geralmente
retidos, enquanto que os de fregiiéncias mais altas sio descartados. Cada coeficiente retido é
entdo quantizado e codificado como wma palavra-cédigo de comprimento fixo. [ possivel uti-
lizar o mesmo quantizador para todos os coeficientes de um bloco, ou ainda, utilizar vérios
quantizadores para os diferentes grupos de coeficientes. Por exemplo, podemos utilizar um
quantizador de 8 bits para os trés coeficientes de [reqliéncia mais baixa , um quantizador de
7 bits para os 5 coeficientes seguintes e assim por diante. Como as posicdes das amostras
selecionadas e os quantizadores siao especificados previamente, ndo hd necessidade de enviar
nenhuma informacgo adicional.

Uma abordagem wm pouco mais refinada consiste na alocagdo de bits dentro de uma zona
pré-estabelecida de maneira a minimizar o erro total de quantizacdo. Isto é feito atribuindo bits
na propor¢ao do logaritmo das varidncias dos coeficientes. A variancia atribuida & cada posicio
dos coeficientes é encontrada através do céleulo da energia dos coeficientes correspondentes e da
média desta com relacio & todos os blocos da, imagem. Esta abordagem divide a codificacio em
duas etapas. Na primeira etapa, calculam-se as varidncias de todas as posicdes dos coeficientes
e determina-se os quantizadores apropriados. A informacio do quantizador sers transmitida ao
receptor como informacao adicional {cabecalho), na forma de uma matriz de alocacdo de bits.
Na segunda etapa, os blocos sao gquantizados e codificados.

Na técnica descrita, a matriz de alocagao de bits foi calculada de acordo com a estatistica
global da imagem. Devido & natureza nio estacionsria das imagens, pode haver variaghes
significativas entre as estatisticas dos diversos blocos. Se apenas uma matriz de alocacdo de
bits ¢ utilizada para todos os blocos, quando o coeficiente diferir muito do valor esperado os erros
podem atingir valores muito grandes. Este problema ¢ atenmado quando utiliza-se uma versao
adaptativa localmente desta técnica. Nesta, versao, cada bloco € classificado como pertencendo a
umna classe e, & cada classe, uma matriz de alocacéo de bits diferente é utilizada. A classificacao
¢ baseada na variancia total do bloco, que € nma boa medida da sua atividade. Esta versio
também divide a codificacio em duas etapas. Na primeira etapa, as diferentes classes sio
formadas através do célculo das estatisticas de todos 0s blocos da imagem. Geralmente, um
ntimero igual de blocos é atribuido a cada classe. A seguir, a zona de retencdo e a matriz de
alocagdo de bits para cada classe sio determinadas ¢ transmitidas ao receptor. Na segunda
etapa, esta informacio ¢ utilizada para classificar cada bloco e codificé-lo e quantizé-lo de
acordo com a matriz de alocacdo de bits correspondente,

Os esquemas apresentados tem como objetivo a codificagio de imagens a nma taxa de
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bits constante. Uma taxa de bits menor, mas varidvel, pode ser obtida se utilizarmos codifi-
cadores de comprimento varidavel. A distribuicao das amplitudes dos coeficientes & geralmente
nao-uniforme. Como resultado, os niveis de saida do quantizador apresentam freqiiéncias de
ocorrencia bastante varidveis e podem ser codificados, de forma vantajosa, utilizando um cédigo
de comprimento varidvel. A reducfo na taxa de bits é particularmente significativa quando o
quantizador € uniforme e as freqgiiéncias de ocorréncias variam significativamente entre si. No
caso de um quantizador ndo-uniforme, as freqiiéneias de ocorréncia ndo variam tanto e um
codigo de Huflman global pode ser utilizado, ji que as freqiiéncias dos sfmbolos sio seme-
thantes de imagem para imagem.

Selecao de Amostras por Limiar A maior desvantagem da estratégia de selecio de amostras
por zona ¢ o possivel descarte de coeficientes com energla significativa, que estejam fora da zona
de retencao, o que pode resultar em erros de recoustrugao grandes. Para solucionar este pro-
blema, pode ser utilizado um processo de selecao por limiar das amostras, onde um nivel de
limiar ¢ escolhido e apenas os coeficientes cujos valores estio acima deste limiar s@o quanti-
zados e codificados. Uma quantizacio uniforme on nao-uniforme pode ser utilizada. Se um
quantizador uniforme ¢ utilizado, os niveis de saida séo geralmente codificados entropicamente.

Uma desvantagem desta técnica de selegdo é a necessidade de transmissao do enderecamento
dos coeficientes selecionados, j& que o mitmero e posigao dos coeficientes acima do limiar varia
de bloco para bloco. As técnicas para codificagdo e enderecamento sio geralmente baseadas na
codificacao runlength de ordem zero.

Um refinamento desta técnica de amostragem por limiar pode ser obtido através da trans-
missao de apenas os L maiores coeficientes de cada bloco. O valor de L pode ser fixo ou
variar dependendo de algum atributo do bloco, como, por exemplo, o valor da sua variancia,
A estrutura do quantizador pode ser uma funcao da posicao dos coeficientes, de modo que a
quantidade de distorcdo introduzida por cada coeficiente possa ser controlada. Para simplificar
a implementagao, os quantizadores podem ser projetados de modo a diferir apenas por uma
fator de escala. Logo, um tinico quantizador pode ser utilizado para todos os coeficientes, desde
que, antes da quantizacio, os coeficientes sejam escalonados para se obter o tamanho de passo
desejado. Um método titil para a determinac@o da normalizacdo para cada coeficiente consiste
em utilizar a fungao de sensibilidade de contraste do sistema visual humano (HSTV). Desta
maneira, 0 erro de quantizacido para cada coeficiente pode ser definido como sendo funcao da
importancia visual deste coeficiente.

A quantizago no algoritmo DCT JPEG, a ser descrito a seguir, utiliza uma técnica de
selecao por limiar que permite que uma matriz de normalizagao especifica para cada aplicacio
seja aplicada aos coeficientes.

Algoritmo JPEG DCT

A CCITT e ISO colaboraram para desenvolver o mais popular padrdo de compressao para ima-
gens estaticas de niveis de cinza - 0 JPEG . O padrio JPEG define trés sistemas de codificagao
diferentes:

1. Um sistema “‘bdsico” de codificacio com-perdas - Este sistema é baseado na DCT e é
adequado & maioria das aplicaces em compressao de imagens estaticas.
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2. Um sistema aperfeigoado de codificagdo com-perdas - Com este sistema é possivel ohter
maiores taxas de compressio e uma maior precisio. Entre as caracteristicas deste sistema
se encontram a compressio de imagens de 12 bits/pixel, a codificacdo aritmética e a
construcao progressiva seqiiencial e hierdrquica.

3. Um sistema de codificacio sem-perdas - Este sistema se destina a aplica¢des que nao
toleram perdas.

Para ser considerado compativel com o padrio JPEG, um sistema de compressao deve
apresentar no minimo as caracteristicas do sistems basico de codificacdo (item 1). Nenhum
formato ou resolugio espacial do arquivo de entrada precisa ser especificado. Em seguida,
apresentaremos uma descricao breve do sistema bésico de codificagdo do JPEG:

Sistema Basico do JPEG O sistema bdsico do JPEC apresenta as seguintes caracteristicas:

» A imagem original (8 bits/pixel) é particionada em blocos de & x 8 pixeis e cada bloco é
transformado de forma independente utilizando a DCT.

¢ Todos os coeficientes da transformada sio normalizados através de wmna matriz de norma-
lizagdo, pré-definida, e fixa para todos os blocos. Cada componente da matriz de norma-
lizagdo € um nimero inteiro de 8 bits transmitido ao receptor como parte do cabecalho
de cada imagem. Até quatro matrizes de normalizagio diferentes podem ser especifi-
cadas, isto €, podemos utilizar, por exemplo, diferentes matrizes de normalizagido para
as diferentes componentes de cor de uma imagem colorida. Os coeficientes normalizados
sao entdo uniformemente quantizados através de um arredondamento para o inteiro mais
proximo. A matriz de normalizacio pode ser vista como um escalonamento do quanti-
zador de maneira a controlar a quantidade de erro de quantizaciao em cada coeficiente.
A fungdo de sensibilidade ao contraste do sistema visual humano (HSVT) pode ser uti-
lizada como guia para desenvolvimento de uma matriz de normalizacao que trate cada
coeficiente de acordo com a sua importancia visual.

e O coeficiente superior esquerdo da matriz resultante da, aplicagao da DCT 2-D é conhecido
como o coeficiente DC. O seu valor é proporcional & média de brilho do bloco. Apés a
quantizagao, este coeficiente é codificado através de um esquema DPCM, utilizando o
coeficiente DC quantizado do bloco anterior como predicdo. Para o sistema bésico, até
duas tabelas de Huffman podem ser utilizadas para codificar o sinal diferenca resultante.
Estas tabelas devem ser especificadas nos bits de cabegalho.

» A quantizagio dos coeficientes AC gera muitos coeficientes nulos, especialmente nas altas
freqliéncias. Para tirar proveito desta caracteristica, a matriz dos coeficientes DCT é
transformada em um vetor através de um reordenamento em zig-zag. LIsta operacio
ordena os coeficientes aproximadamente de acordo com a sua energia média e, con-
sequentermnente, cria uma grande quantidade de seqliéncias de zeros.

e Para codificar os coeficientes AC, cada coeficiente nio-nulo é inicialmente descrito através
de um ntmero [ de 8 bits composto, que apresenta a seguinte forma:

I=NNNNSSSS



CAP{TULO 3. COMPRESSAO DE IMAGENS 39

Os digitos menos significativos, $55, definem a categoria da amplitude dos coeficientes.
Os valores da categoria k estdo dentro do intervalo 2k-1 9k _ 1) ou (_2’“ + 1, —2’9“1) ,
onde 1 < % < 10 para o sistema hdsico. Os valores dos coeficientes contidos em cada
categoria sdo apresentados na Tabela 3.4. Especificada a categoria é necessirio enviar k&
bits adicionais para especificar completamente o sinal e a amplitude do coeficiente dentro
da categoria. Os quatro bits mais significativos de /, NNNN, fornecem a posicao do
coeficiente com relagio ao coeficiente nao-nulo anterior. O comprimento especificado por
NNNN pode variar de 0 a 15. Um simbolo adicional, [ = (11110000), ¢ definido para
representar uma distancia de 16 coeficientes nulos. Se esta distancia, excede 16 coeficientes
nulos, ela é entdo codificada utilizando vérios sfmbolos. Outro sfmbolo especial, I = 0,
¢ utilizado para codificar o final do bloco, sinalizando que os coeficientes restantes sio
todos nulos. Portanto, o conjunto total de sfmbolos contém 162 membros ( 10 categorias
X 16 valores de distancias + dois simbolos adicionais ). Em seguida, os simbolos de
salda para cada bloco siio codificados utilizando o codigo de Huffman e ao resultado é
acrescentado simbolos de cabecalho, necessérios para especificar o sinal e a magnitude
do coeficiente dentro da categoria. Os sfmbolos de cabegalho possuem uma distribuicao
uniforme e, portanto, comprimento fixo. Até duas tabelas de Huffman separadas podem
ser especificadas no sistema bésico.

Categoria | AC coeficiente

1 -1,1

2 -3,-2,2,3

3 T4 4,7

4 -15,...-8.8,....15

5 -31,...,-16,16,...,31

6 -63,...,-32,32,....63

7 -127,...-64,64,...,127

8 -255,...,-128,128,...,255
9 -511,...,-256,256,... 511
10 -1023,...,-512,512,...,1023

Tabela 3.4: Agrupamento de coeficientes AC.

¢ Cada componente de uma imagem colorida é codificada independentemente. Por exemplo,
uma imagem representada no espaco YIQ [Gonzalez] é codificada essencialmente como
trés imagens separadas.

¢ Nodecodificador, apds a cadeia de bits ser codificada e & matriz de coeficientes quantizados
ser recuperada, cada coeficiente é desnormalizado, através da, multiplicagdo da matriz de
normalizacdo inversa pela componente correspondente. A matriz resultante é aplicada a
DCT inversa. Obtemos, entdo, uma aproximagao do bloco da imagem original. O erro
de reconstrucio resultante é controlado pela matriz de normalizacio.
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Exemplo

No exemplo a seguir ilustramos os passos na codificagdo de um bloco utilizando o sistema bésico
do algoritmo JPEG. Considere o seguinte bloco de 8 x 8 pixeis de uma imagem:

139 144 149 153 155 155 155 155
144 151 153 156 159 156 156 156
150 155 160 163 158 156 156 156
159 161 162 160 160 159 159 159
159 160 161 162 162 155 155 155
161 161 161 161 160 157 157 157
162 162 161 163 162 157 157 157
162 162 161 161 163 158 158 158

(3.31)

O sistema JPEG encontrado nas aplicacoes reais utiliza uma DCT ligeiramente diferente. A
DCT JPEG direta é definida como:

Flun) = LSS gy (Wjﬁ—tﬂ) (_75(_.21{:61%_2)
F=0k=0

(3.32)

A equacao (3.32) ¢ idéntica & (3.23) para n = 8, exceto por um fator de 4. Este escalonamento
tem o objetivo de preservar as distancias na transformada direta, o que ndo aconteceria com a
aplicagao direta de (3.23). Para reduzir a complexidade de hardware ¢ software, vérias imple-
mentagoes de (3.32) foram desenvolvidas com o intuito de minimizar o nimero de multiplicacées
e adi¢bes. Todos os algoritmos DCT praticos utilizam nma aritmética, inteira de precisao finita.
O bloco resultante da aplicagio de (3.32) em (3.31) &

[ 1260 -1 -12 -5 2 -2 -3 1
28 17 6 -3 -3 0 0 -1
-9 2 02 ¢ a1 4 0

-7 -2 0 1 1 0 0 0

F= -1 -1 1 2 0 -1 1 1 (3.33)
2 0 2 0 -1 1 1 -1
-1 0 0 -1 0 2 1 -1
-3 2 -4 -2 2 I -1 0

O coeficiente superior esquerdo da matriz resultante, que chamamos de nivel DC da imagemn,
é igual a oito vezes a média do bloco. A energia do bloco estd concentrada apenas em alguns
coeficientes de baixa fregiiéncia. Os coeficientes da DOT sdo entio normalizados e quantizados
utilizando uma matriz de normalizacio definida de acordo com a aplicagdo e fixa para todos
os blocos da imagem. Cada componente da matriz de normalizacdo, @ (u,v), é um mimero
inteiro de 8 bits que determina o tamanho do passo de quantizacgao, ou seja, valores maiores
correspondem a passos maiores e vice-versa. A taxa de bits de uma, imagem codificada pode ser
variada modificando esta matriz. A matriz pode ser, por exemplo, multiplicada por um fator
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constante. Uma matriz de normalizacdo tipica utilizada no JPEG é apresentada em (3.34):

16 11 10 16 4 40 51 61 ]
12 12 14 19 6 38 60 55
14 13 16 24 40 57 69 56
. 4 17 22 29 51 87 80 62
Q= 18 22 37 5 68 109 103 77
24 35 55 64 81 104 113 92
49 64 78 87 103 121 120 101
72 92 95 98 112 100 103 99

AV N

(3.34)

Os coeficientes normalizados e quantizados resultantes, F™ (u,v), sdo calculados através da
EeXPressao:

Fu,
F*(u,v) = inteiro mais prézimo( ( ’U)) ~

F (u,v) + | 2l
{u,v)

Q (v, v}

(3.35)

Onde [z indica o maior inteiro menor que z. Quantizando a matriz DCT inteira deste exernplo,
de acordo com {3.35) obtemos:

7900 -1 000 0 01
2 910 000 0 0
4 910 0000 0
. lo 0o 0 0000 0
=10 00 0000 0 (3.36)
0 0 0 000 0 ©
0 0 0 0000 0
(0 0 0 000 0 0]

Note que o processo de quantizagio e normalizacio produziu muitos coeficientes mulos.

Em seguida, os coeficientes DCT quantizados sdo reordenados em um formato unidimen-
sional usando uma matriz zig-zag, onde o valor de cada elemento indica a posi¢ao que o elemento
correspondente em F* (u,v) deve ocupar no vetor resultante. Esta matriz ¢ definida como:

[0 1 5 6 14 15 27 28
2 4 7 13 16 26 29 42
3 8 12 17 25 30 41 43
9 11 18 24 31 40 44 53
10 19 23 32 39 45 52 54
20 22 33 38 46 51 55 60
21 34 37 47 50 56 59 61
35 36 48 49 57 58 62 63

(3.37)

Para o nosso exemplo, o resultado da reordenacio é:

790 -2 -1 -1 -1 0 0 -1 EOB (3.38)
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onde o simbolo EOB indica o fim do bloco, ou seja, que todas as amostras seguintes sao iguais
a zero. O valor DC e os coeficientes AC na seqiiéncia 1-D (3.38) sao codificados utilizando
tabelas de Hufman separadas, locais ou globais, que sio transmitidas ao receptor como parte
do cabecalho da imagem. Como mencionado anteriormente, ao invés de codificar o valor DC
diretamente, calculamos primeiro a diferenca entre este valor e o valor DC do bloco anterior.
Em seguida, codificamos o resultado utilizando uma tabela do codigo Huffman semelhante a
Tabela 3.5. O comprimento mdximo da palavra cidigo para cada simbolo é restrito a 16 bits e
nenhuma palavra-cédigo formada apenas por 1's pode existir. Na Tabela 3.5 apresentamos os
simbolos cujas palavras-cédigo tém comprimento menor que 10.

numero  categoria  comprimento palavra
de zeros do cédigo codigo

0 1 2 00

0 2 1 01

0 4 3 100

0 5 4 1011

1 1 4 1100

1 2 6 111001

2 1 3 11011

2 2 8 11111000
4 1 6 111011

5 1111010
6 1111011
7 11111001
Fim do bloco (EOB) 4 1010

Tabela 3.5: Exemplo de tabela para o cédigo de Huffman.

Para o nosso exemplo, o primeiro coeficiente AC nao-milo tem valor —2 e estd separado
do coeficiente nulo anterior por uma distancia de 1. De acordo com a Tabela 3.4, vemos que
—2 se encontra na categoria k£ = 2. Da Tabela 3.5, vemos que um coeficiente da categoria 2
precedido de 1 zero é representado pela palavra cédigo de Huffman (111001) . Esta palavra
codigo € entdo acrescida do bit de sinal (0 para coeficientes negativos e 1 para os positivos)
e dos k — 1 bits adicionais, que servem para identificar a magnitude do coeficiente dentro da
sua categoria. Desta forma, a cadeia de bits gerada pela concatenagao das palavras-cédigo é
formada da seguinte forma:

palavra cédigo de Huffman 11100101 000 600 000 110110 1010
da diferenca DC

(3.39)
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Assumindo que 8 bits foram utilizados para codificar a diferenca DC, um total de 35 bits sao
necessarios para codificar o bloco de 8 x 8 pixeis do exemplo. A taxa de bits resultante é igual a
35 bits/ 64 pixeis = 0.55 bits/ pixeis. No receptor, os coeficientes quantizados sio reconstruidos
pelo procedimento de decodificacio de Huffman e a seguir sao desnormalizados de acordo com
a seguinte relacao:

Fuv) = F* (u,v) Q (w,v) (3.40)

Calculando-se a transformada inversa do bloco desnormalizado, obtemos o bloco reconstruido:

144 146 149 152 154 156 156 156
148 150 152 154 156 156 156 156
155 156 157 158 158 157 156 155
P 160 161 161 162 161 159 157 155 (3.41)

163 163 164 163 162 160 158 156 '
163 163 164 164 162 160 158 157
160 161 162 162 162 161 159 158

158 159 161 161 162 161 159 158

Os erros introduzidos no bloco reconstruido devido a compressdo sao dados por:

5200 1 1 -1 -1 1]
4 1 1 2 3 0 0 0
5 -1 3 5 0 -1 0 1
e |l 0 1 21 0 2 4 (3.42)

-4 -3 -3 -1 0 5 -3 -1
2 -2 -3 3 -2 -3 -1 0
2 1 -1 1 0 4 2 -1
4 3 0 0 1 -3 -1 0

onde e (7. k) = f{j,k) ~ f(J k). O RMSE resultante da codificacio deste bloco é:

7

RMSE = \I vé% DD (4, k) =226 (3.43)

=0 k=0

3.4.4 Codificagio por Sub-Banda

A codificagdo por sub-banda também pode ser interpretada como uma alternativa aos esquemas
apresentados nas Figuras 3.1 e 3.2. Este tipo de codificacéio nao é nada mais que uma classe da
codificagao por transformada [Rabbani]. Tradicionalmente, entretanto, os codificadores basea-
dos em transformadas lineares sio divididos em duas classes: codificadores por transformada
e codificadores por sub-banda. Esta distincdo é devido apenas a natureza dos métodos com-
putacionais empregados. Na codificagio por transformada, obtemos como saida wm conjunto
de coeficientes. Na codificagdo por sub-bandas, obtemos um conjunto de sub-bandas.

As transformadas por sub-banda correspondem a sistemas formados por bancos de filtros,
contendo um estdgio de decomposicio e outro de sintese, conforme pode ser visto na F igura
3.12. A notagdo k; [, utilizada na Figura 3.12, representa a operacdo de dizimacio da seqiiéneia,
por um fator k;, ou seja, a cada k; amostras da seqliéncia uma é preservada e as outras k; — 1
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Figura 3.12: Banco de filtros de um sistema analise/ sintese

sao eliminadas. Da mesma forma, k; T representa a operacao de interpolagio de zeros por um
fator k;, ou scja, k; — 1 zeros sfio inseridos entre cada par de amostras. Assumimos que k; é
wm numero inteiro e divisor de N (mimero de amostras do sinal). M ¢ o mimero de filtros do
sistema.

Estes sistemas sdo denominados sistemas A/S. Neles, o sinal de entrada ¢ filtrado por um
conjunto de filtros passa-faixa cujas respostas sao subamostradas, dando origemn a um conjunto
de sub-bandas. Este processo de filtragem e subamostragem ¢ denominado estigio de analise.
A seguir, os sinais das sub-bandas sio quantizados e codificados. Diferentes faxas de bits ou
mesmo diferentes técnicas de codificacio podem ser utilizadas para cada sub-banda, tirando
proveito das propriedades da sub-banda e/ou permitindo que os erros de codificagdo sejam
distribufdos pelas sub-bandas de uma maneira visualmente otima.

A reconstrucao da imagem original é obtida interpolando com zeros as sub-bandas decodifi-
cadas, aplicando os filtros apropriados e adicionando as sub-bandas reconstruidas. Este estdgio
é denominado estdgio de reconstrugio ou sintese. Note que a simples formacao de sub-bandas
nao gera nenhuma compressio. O sinal decomposto possui a mesma quantidade de bits do sinal
original. A vantagem desta abordagem é que as sub-bandas podem ser codificadas de forma
mais eficiente que a imagem original.

Notagao Matricial

A notacgio matricial é uma alternativa para a notac¢ao no dominio da freqiiéncia [Oppenheim],
Uma imagem de tamanho finito amostrada por uma grade discreta, pode ser representada
por um vetor coluna x de comprimento finito e que corresponde a um ponto no espago RY,
onde N é o comprimento deste vetor x. Uma transformacao linear da imagem corresponde &
multiplicacdo de x por uma matriz M com N colunas.

Como cada estdgio de sintese e de analise do sistermna da Figura 3.12 corresponde a uma
transformacéo linear, podemos representar a mesma transformacao utilizando uma, notacao
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matricial. Utilizando a defini¢do de convolugéo e assumindo, por simplicidade, que estamos
lidando com um sistema unidimensional, podemos representar o sinal intermedidrio e saida do
sistema A/S da seguinte forma:

=

i (m) = z () hi(ki-m —1); Ogigﬁ/feogmgkﬁ (3.44)
I=0 :
M1
Zn)=3_ > %i(m)gi(n—k m) (3.45)
=0 m=0

onde as posigoes (k;m ~ 1) do filtro e (n — k;ym) da imagem sdo caleuladas em dlgebra médulo
N. As matrizes H e G sio construidas da seguinte forma:

[ ko {0) Fo (ko) e R () hy (k) ]
hog—n ho Ekﬂ o m(=1) h Ek} Y
| (=) holko—2) . hy(=2) hu(ks—2)
H= 7 b= o hil—3) (348
ho (2) h1(2)
ho (1) hy (1) |
) 90 (0) g0 (ko) w90 (0) gy (k1) ]
Jo glg go gi‘o -+ 1% o glg 0 gkl + Ig
1 90(2 golko+2) ... g1{2 g1 (ke + 2 -
90 (—2) e g1 (~2)
. Go (—-1) - (-“1) }

As colunas de G, compostas por cépias dos nticleos dos filtros de sintese, deslocados por
incrementos £;, sdo as fungoes da base da transformagdo. Da mesma forma, as colunas de H,
compostas por cdpias dos ntcleos dos filtros de andlise invertidos no tempo, deslocados por
Incrementos k;, sao as fungbes de amostragem da transformacao.

As expressoes (3.44) e (3.45) podem entfio ser expressas em notacao matricial da seguinte
forma:

y = Hix (3.48)

% =Gy (3.49)

Combinando estas duas equacdes, obtemos:
%= GH'x (3.50}

onde y e X sdo vetores de comprimento N, H! é a transposta da matriz H.

Da discussao, fica claro que podemos expressar qualquer sistema linear A/S na forma ma-
tricial. O inverso também ¢ verdadeiro: hd um sistema A /S linear correspondente a qualquer
transformada linear e sua inversa, definidas por uma matriz inversivel M.
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Uma das vantagens da notagio matricial é a facilidade com que podemos expressar a in-
versabilidade da transformada. Da equacio (3.49), vemos que para que o sistema A/S  re-
construa perfeitamente o sinal original, as matrizes correspondentes devem obedecer a seguinte
relacao:

GH' =1 (3.51)

onde I é a matriz identidade. Se H tem posto N e é quadrada, podemos escolher como matriz
sintese:

G=(H") (3.52)

que também ¢ quadrada e possui posto igual a N. Assim, expressar a transformada inversa
na notagao matricial é simples e serd bastante 1til na andlise dos sistemas A/S. Fica bastante
claro que G e H podem ser intercambeados, o que corresponde a usar as funcées da base como
fungdes amostrais e vice-versa.

Se a matriz H tem posto N, mas nfio é quadrada, ainda podemos construir um sistema de
reconstrugao perfeita escolhendo G como sendo a psendo-inversa de H -

1

G=(HH') H (3.53)

Se H ¢ quadrada, a equacio (3.53) se reduz a {3.52). Da mesma maneira, se utilizarmos a
matriz G de posto N como matriz de andlise, podemos escolher como matriz de sintese a

matriz H = (GG') ' G,

Transformadas Ortogonais

Como j4 mencionado, a ortogonalidade é uma propriedade importante para a codificacio
de imagens. Uma matriz M, correspondente a uma transformacao ortogonal, é uma matriz
quadrada de posto chelo com a propriedade:

MM = M'M = I (3.54)

Isto significa que o produto interno de duas colunas distintas deve ser nulo e o produto interno
de uma coluna com ela prépria deve ser igual a unidade. Como j& observado, as colunas da
matriz transformacdo sdo formadas pelas funcdes da base desta transformacdo. Portanto, estas
fungodes da base sfo ortogonais.

A condicdo de ortogonalidade impde algumas restri¢ées ao sistema A/S. Como a matriz
transformacio M deve ser quadrada, o nimero de amostras do sinal transformado deve ser
igual a N, que ¢ o niimero de amostras da imagem original. O tamanho do sinal original é,
portanto, preservado. Para o sistema A/S isto significa que:

M1 1

27

=0 Vi

=1 (3.55)

onde assumimos que N é divisivel por todos os k;.
Uma segunda restricdo, ainda mais importante, imposta ao sistema A/S pela ortogonalidade
¢ dada pela combinagao das equagdes (3.51) e (3.54):

G=H (3.56)
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Figura 3.13: Diagrama de blocos do esquema de decomposi¢do piramidal laplaciana para 1
nivel.

Se considerarmos as relagbes entre os filtros h e g e as matrizes G e H, descritas pelas expressdes
(3.46) e (3.47), a equagdo (3.56) implica que os filtros devem obedecer & seguinte relacio:

gi (n) = h; (—n), para todo i (3.57)

Em outras palavras, os filtros de sintese de uma transformada ortogonal sdo versdes invertidas
no tempo dos filtros de andlise.

Técnicas de Decomposicio em Sub-Bandas

Existem diversas técnicas de decomposicio em sub-bandas (Lim] [Jain88] [Gharavi]. Descreve-

remos nesta segao, com o objetivo de exemplificaciio, duas destas técnicas: a piramide laplaciana
e a transformada wavelet.

A Piramide Lapalaciana Uma das técnicas para decomposicdo em sub-bandas de compri-
mento em oitavas foi desenvolvido por Burt [Burt81] e aplicado na codificacdo de imagens por
Burt e Adelson [Burt83]. Eles utilizaram um cascateamento piramidal de pequenos filtros gaus-
sianos para criar uma decomposi¢io redundante, que foi denominada piramide laplaciana. Um
sisterna unidimensional para construcio de um nivel desta piramide é apresentado na Figura
3.13. O sinal é filtrado por um passa-baixa, B (w), e depois é subamostrado gerando a sub-
banda de baixas freqiiéncias Wy (w) . Uma sub-banda de altas freqiiéncias, W) (w), é formada
interpolando Wy (w) por um fator de 2, filtrando o resultado através de A (w} e subtraindo o
resultado do sinal original. O sinal é reconstruido interpolando Wy (w) por um fator de 2, fil-
trando com A (w) e adicionando o resultado a W; (w). Esta recoustrucao é exata, independente
da escolha dos filtros A (w) e B {w). A piramide completa é construida aplicando o algoritmo
recursivamente as sub-bandas de baixas freqgiiéncias.

Além de ser adequada & compressao de dados, a natureza de miiltiplas escalas da piramide
a torna particularmente 1til para transmissoes progressivas. Transmissdo progressiva ¢ wm
processo pelo qual uma imagem é enviada por partes, ou em camadas. Ou seja, uma versao de
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baixa resolucao da imagem ¢ enviada através de um canal de baixa capacidade, de maneira a
garantir uma qualidade bdsica. Os detalhes da imagem, ou informacées de resolucdo mais alta,
sao enviados de wma maneira gradual. No caso de uma pirimide, este processo é facilmente
implementado através do envio dos coeficientes da transformada ordenados da resolucao mais
baixa até a resolucéo mais alta.

Em comparagio com outras transformadas por sub-banda, o esquema da piramide laplaciana
pode ser visto como wm sistema A/S de trés bandas, W (w), ) (w) e Y, {w). As duas bandas
Yy (w) e Y3 (w) sdo, na verdade, sub-divisdes do sinal W, {w}, sendo que Vi (w) contém as
amostras pares e Y3 (w) contém as amostras fmpares. Os fatores de subamostragem sfo iguais &
k = 2 para todos os trés ramos do sistema A /S, produzindo assim uma representacio redundante
por um fator de 3/2. Os filtros apropriados para o sistema A/S sio definidos em termos dos
filtros originais A (w) e B (w) através das seguintes relacdes:

Hy () = B (w), Go () = 4 (w)
Hi(w)=11-Bw A(w) — Bw)A(w+m), G (w) = (3.58)
Hy(w)=5"[1-B(w) A(w) + B (w) A{w+m)], Gy (w) = e

Note que se A(w) e B (w) forem filtros passa-baixas, as funcdes de amostragem terdo uma
banda limitada e as fun¢des da base terao uma banda mais larga. Como o sistema resultante
viola a restrigdo (3.57), a transformada é claramente nao-ortogonal.

Burt e Adelson [Burt83] construiram piramides laplacianas bidimensionais utilizando o
mesmo algoritmo, mas com filtros passa-baixas 2-D separdveis. As piramides bidimensionais
podetn ser reformuladas como sistemas A/S de 5 bandas, onde cada banda ¢ subamostrada por
um fator de 2, tanto horizontalmente como verticalmente.

A pirdmide Laplaciana apresenta algumas desvantagens para codificagdo de imagens. Uma
das maiores desvantagens € que os erros de quantizacio das sub-bandas de freqgiiéncias mais altas
nao permanecem nestas sub-bandas. Ao invés disso, eles sao visiveis na imagem reconstruida
como ruido de banda larga. Assim como na transformada de Gabor, a nio-ortogonalidade da
transformada é uma fonte de dificuldades. Além disso, o conjunto de coeficientes da transfor-
mada piramidal é redundante, implicando em um aumento por um fator de % no nimero de
amostras da imagem original. Finalmente, as funcoes da base nio sio orientadas e, portanto,
nao irao extrair a redundancia estrutural orientada encontrada em imagens. Apesar destas
desvantagens, esta técnica tem sido utilizada em outras aplicagdes como codificacao de video
com compensacao de movimentos, onde a sua redundincia a torna menos sensivel a erros.
[Adelson]

A Transformada Wavelet A transformada wavelet também é uma transformada, por sub-
bandas. A principal caracteristica desta técnica é a utilizagio de filtros QMFs e CQF's {Herley]
[Vetterli92]. Estes filtros devem satisfazer as condigdes impostas pelos teoremas 2-3 e 2-4,
apresentados no capitulo 2. Os filtros utilizados pela transformada wavelet estio associados As
funcoes escala e wavelet dos estdgios de andlise e sfntese e, conforme j& discutido, influenciam
diretamente no desempenho do codificador.

Devido a sua grande capacidade de concentracio de energia, a TW permite obter taxas de
compressao maiores que asquelas oferecidas pela DCT. Além disso, a transformada wavelet nao
apresenta efeito de blocagem, muito comum em codificacdes por transformada, como a DCT.
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No proximo capitulo, faremos um estudo da utilizacao desta transformada na compressao de

imagens, apresentando alguns resultados obtidos & partir de simulacdes utilizando trés modelos
de compressao baseados na transformada wavelet.



Capitulo 4

Compressao de Imagens Utilizando a

T.W,

Uma das aplicagGes da transformada wavelet que tem apresentado um grande sucesso é a com-
pressao de imagens [Antonini] [Franca] [Brislawn] [Shapiro]. Além de apresentar uma grande
capacidade de concentracdo de energia, a transformada wavelet possui uma forte relacdo com o
sistema visual humano, o que permite obter uma alta taxa de compressdo com menores niveis
visiveis de degradacio.

Uma das propriedades mais atrativas desta transformada é a sua flexibilidade com relacdo
a duracdo das wavelets, o que permite que sinais com contetido de freqiiéncia variado, como as
imagens, possam ser bem representados com um ntimero reduzido de funcées. Além disso, a
utilizagao da transformada wavelet diminui sensivelmente o efeito de blocagem, que é um dos
principais problemas do JPEG. Wavelets mais longas podem ser utilizadas para representar, por
exemplo, as regides planas de uma imagem (baixa freqiiéncia), enquanto que as wavelets mais
estreitas sao utilizadas para representar as regides de textura (alta fregiiéncia) [Lim] [Jain88g].

Neste capitulo apresentaremos um estudo sobre a estrutura de um esquema bdsico de com-
pressdo baseado na transformada wavelet, detalhando cada um dos estdgios deste esquema.
Apresentaremos também alguns modelos inéditos, baseados em esquemas ja existentes na li-
teratura [Shapiro] [Antonini], assim como os resultados das suas simulagbes. N&o faremos,
entretanto, nenhum estudo sobre a complexidade computacional deste modelos, uma vez que o
nosso interesse se restringe ao estudo da capacidade de compressao das wavelets.

4.1 Sistema Basico de Compressio Baseado na TW

O diagrama em blocos de wm sistema bisico de compressao de imagens baseado na transfor-
mada wavelet é apresentado na F igura 4.1. Este sistema pode ser dividido em trés estagios:
a transformada wavelet, a quantizacio e a codificagdo entrépica [Strang96]. Cada um destes
estagios tem grande importancia no desempenho do compressor e o seu projeto deve levar em
conta as caracteristicas da imagem, as taxas de compressao desejadas e as limitacdes inerentes
a0 processo de implementacéo.

No primeiro estégio, que corresponde ao mapeador do esquema de compressio apresentado
na Figura 4.1, caleula-se a transformada wavelet bidimensional da imagem. Como ja discutido,

100
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Figura 4.1: Diagrama de blocos do esquema de compressao baseado na Transformada Wavelet.

a imagem pode ser decomposta em uma, duas ou mais camadas. Além disso, existe uma
grande variedade de familias de wavelets que podem ser utilizadas. Cada uma delas apresenta
caracteristicas especificas como, por exemplo, suavidade, simetria, ortogonalidade, etc.

No segundo estdgio, os coeficientes da transformada wavelet sio quantizados. Neste tra-
balho, por uma questao de simplicidade, utilizaremos apenas quantizadores escalares.

No terceiro estdgio, os coeficientes da transformada, j4 quantizados, sio codificados entropi-
camente. Entre os cédigos existentes, os mais utilizados sio o cédigo de Huffman (run-length) e
o codigo aritmético. Neste trabalho utilizaremos o codigo run-length em todos os esquemas de
compressao, porque acreditamos que este é um cddigo simples e eficiente. O eédigo run-length
¢ um c6digo unidimensional de comprimento varidvel, que apresenta bons resultados na codi-
ficagiio de dados que possuam grandes seqiléncias de zeros, como é o caso das sub-bandas de
freqiiéncias mais altas da transformada wavelet.

Entretanto, para que uma imagem possa ser codificada utilizando o coédigo run-length, os
seus pixeis {coeficientes wavelet) dever ser reagrupados de maneira a formar um vetor. A
maneira como os coeficientes sdo agrupados é muito Importante e pode influenciar diretamente
no desempenho da codificacio.

Nas préximas secdes, faremos uma descrigao de cada wm destes estigios. Em seguida, apre-
sentaremos alguns esquemas de compressio propostos. Para facilitar a anslise dos resultados,
as tabelas e imagens resultantes das simulagOes sdo apresentadas na ltima secao do capitulo.
A imagem utilizada em todas as simulagoes foi a Lena, apresentada na Figura 4.2.

As tabelas e grificos de desemnpenhos deste capitulo se encontram no apéndice A e as imagens
reconstruidas no apéndice B.

4.2 A Transformada Wavelet

Uma das caracteristicas que uma transformada deve apresentar para que possa ser utilizada
em um esquema de compressao é uma grande capacidade de concentracio da energia. A trans-
formada deve concentrar a maior parte da energia da imagem em uma pequena porcio dos
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Figura 4.2: Imagem utilizada nas simulactes: Lena.

coeficientes. Ista caracteristica permite que nuitos coeficientes sejam eliminados, obtendo-se
assim urna primeira compressao.

A transformada wavelet apresenta uma capacidade de concentracio de energia superior ao
da transformada de Fourier e da DCT. Além disso, a forte relacio da transformada wavelet
com o mecanismo de visao humana permite que componentes da imagem de menor importancia
visual sejam identificadas e eliminadas mais facilmente [Strang96].

Como ja enfatizado no Capftulo 2, as familias de wavelets utilizadas no processamento de
imagens e, especificamente, na compressao de imagens, devem apresentar certas caracteristicas
como filtros de comprimento finito e fase linear, suavidade, regularidade e um grande niimero
de momentos desvanecentes. Ao escolher uma familia de wavelets devemos levar em conta todos
estes fatores [Antonini).

Além da familia de wavelets utilizada, um outro parametro que pode interferir no desem-
penho do esquema de compress&o ¢ o mimero de camadas de decomposicio/sintese. A taxa
de compressao aumenta com o nimero de camadas, embora este aumento comece a saturar
guando o nimero de camadas excede 4 [Strang96]. Por outro lado, ao aumentarmos o niimero
de camadas, anmentamos também a complexidade do sistema. Como conseqiiéncia deste com-
promisso entre a complexidade do sistema e o ganho em taxa de compresséo, geralmente séo
utilizadas de duas a quatro camadas.

4.3 A Quantizacao

Este € um estdgio muito importante do esquema de compressao, pois € nele que os distorgdes s&o
introduzidas na imagem. Como cada sub-banda da transformada wavelet, possui caracteristicas
proprias, melhores resultados podem ser obtidos se cada sub-banda for quantizada de forma
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independente [Rabbani]. A transformada wavelet possui uma grande correlacdo com o sistema
visual humano. o que permite que informagdes visualmente pouco importantes sejam mais
facilmente identificadas e descartadas. Obviamente, quanto maior a quantidade de informacio
descartada, malor a compressio e a degradagdo da imagem resultante.

Nesta segao. descreveremos trés tipos de quantizadores lineares: nm quantizador com vetor
de quantizacao pré-estabelecido, um quantizador com alocagéo dtima de bits e um quantizador
com alocacao ponderada de bits. Para medir o erro introduzido nas imagens reconstruidas para
cada quantizador, utilizamos a medida de erro PSNR, definida no Capitulo 2. Apresentamos
também algumas das imagens reconstruidas, para que se possa visualizar o tipo de distorgao
introduzida a cada configuracio.

4.3.1 Quantizador com Vetor de Quantizacio Fixo

Este primeiro quantizador ¢ o mais simples de todos. A sua construcao baseia-se na escclha
de um passo diferente para cada sub-banda. Cria-se um vetor q, denominado vetor de quan-
tizacao, cujos elementos {g (7)) tém valores diretamente proporcionais aos passos de quantizacao
utilizados em cada sub-banda.

A escolha do vetor ird determinar a quantidade de erros presentes na imagem reconstruida e
limitar a taxa de corapressao possivel. Quanto maior for o valor de g (), maior serd o tamanho
do passo e mais grosseira a quantizagio. Um exemplo de um possivel vetor de quantizagao para
uma decomposicio em trés camadas ¢ apresentado a seguir:

q=q, = [416 16 16 32 32 32 64 64 64] (4.1)

Uma vez fixado q, cada coeficiente z, (k, ) pertencente a i-ésima sub-banda X, é quantizado
através da seguinte relacdo [Rabbanil:

v (k) =12 o (b D)+ g (1) /2)) - q()], i=1.2,.. (3-N+1), (4.2)

onde y; (k,1) € o coeficiente quantizado resultante, ¢ (i) é a i-ésima componente do vetor de
quantizagao q ¢ ¥ é o mimero de camadas do esquema de decomposicio. A notacio || repre-
senta o menor inteiro maior ou igual a z. Na Figura 4.3 apresentamos o modelo de ordenacdo
para uma decomposicdo em trés camadas. Este modelo pode ser facilmente generalizado para
um nimero diferente de camadas.

Para se obter maiores taxas de compressao, sem modificar o vetor de quantizacao q, basta
multiplicar este vetor por um fator p, denominado fator de quantizagao, o qual assume va-
lores inteiros maiores ou iguais a 1. Quanto maior o valor de £, Inaior a compressio e, con-
sequentemente, maior a distorgao,

A operagdo inversa & quantizagdo é definida pela seguinte relacao:

Zi=q() Y, i=12.(3.N+1). (4.3)

onde Z; é a i-ésima sub-banda reconstruida e Y; é a i-ésima sub-banda quantizada. FEsta
operagao consiste basicamente na decodificacido dos indices de quantizagao em seus respectivos
niveis de reconstrugio, conforme definido no Capitulo 2. A operacio de inversio da quantizagao
nao recupera, entretanto, as perdas introduzidas pelo processo quantizacéio.
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Figura 4.3: Subimagens resultantes de uma decomposicao em trés camadas através da Trans-
formada Wavelet.

Realizamos algumas experiéncias utilizando este tipo de quantizacio. As imagens recons-
truidas, obtidas apds a quantizagio da imagem Lena utilizando o vetor q em {4.2), com fatores
de quantiza¢ao 1 e 4, séo apresentadas nas Figuras B.3-(a), B.3-(b) do apéndice B. Os valores
de PSNR correspondentes a estas imagens podem ser enconirados na Tabela A.4 do apéndice
A. Podemos constatar que com o aumento do fator de quantizagao, a qualidade da imagem
piora e diminui o valor do PSNR.

4.3.2 Quantizagdo com Alocacio de Bits

O segundo quantizador utiliza a estatistica das sub-bandas como base para o processo de
quantiza¢ao. A cada sub-banda da transformada wavelet é alocada uma certa quantidade de
bits para sua representacio, de acordo com as suas caracteristicas estatisticas e a taxa de bits
total que se deseja obter.

O processo de alocacdo dtima de bits é realizada de acordo com um critério de minimizacio
[Jain88] previamente escolhido. Existe um algoritmo de alocagdo de bits que permite fazer uma
distribuicdo de bits entre as sub-bandas, de acordo com o valor das suas variincias [Strang96].
Discutiremos, rapidamente, este algoritmo. Sejam:

e N o mimero total de bits na imagem original.

e M o mimero total de sub-bandas.

K a taxa de bits desejada.

® ap = Ny/N o tamanho relativo da k-ésima sub-banda.

® b= (b),....by) 0 vetor contendo o niimero de hits alocados a cada sub-banda.
# ¢, 0 indice de desempenho do quantizador.

e 0} a variancia da k-ésima sub-banda.
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* wg o fator de ponderacao da sub-banda. (Maiores detalhes serdo dados na proxima secao.
Por enquanto. assume-se que wy = 1, k)

Definimos o erro de quantizacdo como:

A
Db)=> g wp-ef 272, o} (4.4)
k=1
e a taxa de bits como: .
R (b) = Z ag - b (4.5)
k=1

O problema da alocagdo de bits consiste em minimizar D (b) . mantendo fixa a taxa de bits
total A {b) = Rc. Este problema pode ser resolvido utilizando um multiplicador de Lagrange
A [Jaing8]:

M
min {D (b) + A- R{b)} = min{Z’ak : (wk cep 27 g2y bk)} (4.6)
k=1
Assumindo que €. = ¢ e definindo A = \ /€%, a expressio (4.6) se reduz a:

M 5
min {Z Qg - €7 (wk 27 g ) bk)} (4.7)
k=1

Diferenciando (4.7) em relagao a by, obtemos a seguinte solugdo [Strangd6):

1 2log, 2) - wy - oF
b = 5 log, (( = 3 k (4.8)
Substituindo (4.8} em {4.5). obtemos:
A M : 2
1 2log,2) - wy - of
RCmZaknbk:mZak.IOg2 (( Ze l & L) (49)
k=1 2 k=1 A
onde A ¢ definido por:
AS
_ {Zak-iogz((%oge 2}-wk-o£)——Rc}
X = 2 k=1 (4.10)

Primeiramente, o valor de X é caleulado utilizando-se as varidncias of das sub-bandas. Em
seguida, o mimero de bits alocado a cada sub-banda ¢ calculado através da expresséo (4.8).

Em algumas situagdes, quando a taxa de bits desejada R¢ é muito pequena, b, pode assumir
valores negativos para sub-bandas que possuam variinecia muito pequena. Como nao faz sentido
um ndmero negativo de bits, as sub-bandas para as quais b < 0 sdo descartadas. Assim,
o numero de sub-bandas que serdo transmitidas diminui e alguns pardmetros do algoritmo
precisam ser modificados. Apés os devidos ajustes, o algoritmo é reinicializado. Caso ainda
existam valores de b; negativos, este procedimento deve ser repetido até a sua eliminacéo
completa.

Resumindo, o algoritmo de alocagdo Stima de bits é implementado a partir dos seguintes
Passos:
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L. Encontram-se os comprimentos em bits b

2. Cancelam-se todos os valores negativos de by.
3. Reduz-se, apropriadamente. o mimero de sub-bandas. ou seja, Wonw = Monserior —
Meanceladas-

4. Calcula-se o novo valor da taxa Ry = Re atual-

5. Repete-se o algoritmo até que todos os b sejam nao-negativos.

Este algoritmo deve ser repetido cada vez que uma imagem nova for codificada.

No caso de filtros ortogonais [Coifman], a relacio (4.4) é verdadeira e o algoritmo é 6timo.
Entretanto. para filtros de fase linear nao-ortogonais (como. por exemplo. os filtros biorto-
gonais), a energia do sinal nio é preservada pela transformada e a relacio 4.4) ndo é vilida.
O ruido de quantizagdo introduzido nas sub-bandas €, neste caso, amplificado pelo banco de
filtros de sintese.

No caso de filtros nao-ortogonais, precisamos fazer algumas consideracdes antes de uti-
lizarmos este algoritmo. Assumindo que os erros de quantizacao sao descorrelatos, definimos
uma funcdo de distribuicdo de energia nas sub-bandas By = a3, f2(n}, onde f; {n) repre-
senta a energia da banda k e n é o indice do elemento desta sub-banda, A variancia do erro de
reconstrucao € dada, entdo, pela seguinte expressao [Strang96]:

M1
ot = > By of (4.11)
k=0
onde By geralmente varia de 0,9« a I.1oy, para sistemas praticos. Para sistemas ortogonais
Bi = 1oy, e a expressao (4.4) é vilida. E razoavel, entretanto, assumir que By ~ 1 - ap e
utilizar (4.4} para todos os casos priticos. Neste trabalho utilizaremos esta aproximagao.

Um vetor de quantizacdo, semelhante ao do esquerna anterior, ¢ construido a partir dos
valores dos by. Sejam Z ., e Ty 08 valores méximo e minimo das amplitudes dos coeficientes da
transformada wavelet. Apés a quantizacio, a k-ésima sub-banda possui 2% niveis de amplitude.
Os elementos do vetor de quantizacio sio calculados através da seguinte expressao:

q (i) “mzmzb,. Zmin (4.12)

Nas Figuras B.7 ¢ B.8 sdo apresentadas as imagens reconstruidas para R = 2, 4, 6 e 10.

Na segunda coluna da Tabela A.8 sio apresentados os valores de PSNR para R = 0,5, 1, 2, 4,

6, 10 e 12. O parametro R funciona apenas como uma base para a COIpressao, uma vez que

a taxa de bits final s6 serd conhecida apés a codificacdo entrépica. O fator a, que serd definido
na proxima secao, tem valor igual a 1 para estas simulacoes.

4.3.3 Quantizagdo com Ponderagio das Sub-bandas

O terceiro tipo de quantizador é um aperfeicoamento do segundo. E bem conhecido gue uma
minimiza¢do do erro quadritico médio ndo garante resultados visualmente Gtimos [Jaing8].
Os olhos humanos sao menos sensiveis a perdas em altas fregiiéncias do que a perdas em
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Figura 4.4: Modelo de distribuiciio dos pesos de ponderagao para as sub-bandas de uma de-
composigao wavelet em trés camadas.

médias e baixas freqiiéncias, fator que ndo foi diretamente considerado nas secoes anteriores.
O desempenho do quantizador pode, entao, melhorar se introduzirmos aspectos do sistema
visual humano no modelo de alocacdo de bits. Isto é feito através da ponderacdo do ruido de
quantizacao de cada sub-banda, de acordo com a sensibilidade do sistema visual humnano.

Apresentamos aqui um esquema simples e eficaz para ponderagao do ruido de quantizagio.
Neste, mais bits sao alocados s bandas de baixas e médias fregiiéncias [Strang96]. O algoritmo
de alocagio de bits é o mesmo utilizado na se¢ao anterior, porém os valores atribuidos aos pesos
de ponderagéo das sub-bandas assumem valores diferentes de 1. O Peso wy, correspondente &
k-ésima sub-banda, assume um valor igual & o/, que ird depender do conteddo em freqiiéncia,
ou seja, do indice desta sub-banda. Definimos a como wm ntimero real maior que I.

Na Figura 4.4 apresentamos um modelo de distribui¢do dos pesos wy, para uma decomposicao
wavelet em trés camadas. Para este caso, o peso de ponderacdo da primeira banda é igual a a® o
da segunda banda ¢ igual a a®, o da terceira banda ¢ igual a o* e assim por diante. Este modelo
pode ser facilmente generalizado para um niimero diferente de camadas. Para calcularmos o
numero de bits alocados a cada sub-banda, substituimos os valores de wy nas expressoes {4.8),
(4.9) e (4.10) e utilizamos o algoritmo apresentado na secdo anterior.

Nas Figuras B.9 até B.14 sdo apresentadas as imagens reconstruidas para vérios valores de
Re e a. Podemos perceber que a qualidade visual das imagens reconstrufdas melhorou bastante
em relagao as imagens referentes 4 a = 1, o que permite concluir que a utilizacdo de valores de
a maiores que 1 suaviza as distor¢des nas imnagens reconstruidas.

Na Tabela A.7 sdo apresentados os valores de PSNR. para estas simulagdes. A medida que
o valor de a cresce, a taxa de bits cresce. No esquema anterior, a alocagdo de bits era feita de
forma uniforme entre todas as sub-bandas, independentemente do contetido de freqiiéncia e da
sua importéncia visual. Neste esquema, mais bits sao alocados is médias e baixas freqiiéncia,
que sao visualmente mais importantes. A ponderacio garante que as sub-bandas sejam com-
primidas levando em conta a sua importancia visual. Porém, para R = 12 a taxa de bits sers
suficientemente alta para que a alteraco no valor de g nao seja significativa.
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Figura 4.5: Tipos de varredura: (a) linha a linha. (b) coluna a coluna e (¢) zig-zag.

4.4 Codificagao Entrépica

Em uma imagem natural hd grandes regides de pixeis com amplitude nula e/ou idéntica aos
pixeis da vizinhanca. A transformada wavelet, assim como a DCT, tem a propriedade de
concentrar a maior parte da energia de uma imagem em uma Pequena porcao de coeficientes.
No caso da DCT, a energia fica concentrada nos coeficientes de bajxa fregiiéncia dos blocos 8x8.
Na transformada wavelet, a energia fica concentrada principalmente na sub-banda de baixas
fregliéncias. As outras sub-bandas apresentam, entao, uma grande quantidade de coeficientes
nulos.

Em um esquema de compressdo, a varredura deve ser realizada apos a quantizacio e antes
da codificacio entrépica. O objetivo da varredura é agrupar os coeficientes da transformada
de maneira que a codificacio entrépica seja eficiente. Se possivel, os coeficientes devem estar
ordenados em ordem decrescente de energia formando longas seqiiéncias de coeficientes nulos.
que podem ser codificados com poucos bits. Nesta secao estudaremos algumas formas de
varredura adequadas aos codificadores utilizados.

Como ja discutido, as sub-bandas de detalhes {médias e altas freqiiéneias) sdo codificadas
utilizando o run length. Jd a sub-banda de baixas freqiiéncias nao apresenta uma quantidade
significativa de zeros que justifique a utilizacio deste codigo. Um cédigo Huffman tradicional é
utilizado neste caso. Estudaremos estes tipos de codificadores no fim desta secao.

4.4.1 Varredura

A transformada wavelet apresenta algumas caracteristicas particulares, que podem ser aproveita-
das pela varredura. Entre estas caracterfsticas estd a correlagdo espacial entre coeficientes de
diferentes sub-bandas [Shapiro] [Barreto]. Se um grupo de pixeis estiver altamente correla-
cionado, hd uma grande chance de que eles tenham amplitudes iguais. Se este valor for igual a
zero, formamos uma seqiiéncia de coeficientes nujos. Neste trabalho vamos apresentar apenas
alguns tipos de varredura que julgamos ser interessantes para cada sub-banda da TW.

As formas mais simples de varreduras sio aquelas linha a linha e coluna a coluna, apresen-
tadas nas Figuras 4.5-(a) e 4.5-(b), respectivamente. Fstas varreduras exploram a correlacao
existente entre elementos vizinhos em uma linha ou coluna. A varredura utilizada no JPEG é
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Figura 4.6: Tipos de varreduras utilizadas em cada sub-banda de uma decomposigao wavelet
em trés camadas.

a zig-zag, apresentada na Figura 4.5-(c). Nesta varredura, os elementos da imagem sio lidos
de forma diagonal. o que permite explorar a correlagdo existente em ambas as direcées de uma
imagem.

As sub-bandas de detalhes horizontais da transformada wavelet apresentam mudangas ape-
nas no sentido horizontal. No sentido vertical, os coeficientes sao altamente correlacionados e,
portanto. uma varredura eficiente para esta sub-banda ¢é a varredura coluna a coluna, Ja as
sub-bandas de detalhes verticais apresentam mudancas apenas no sentido vertical e uma alta
correlagao dos coeficientes no sentido horizontal. Portanto, a varredura mais adequada é a linha
a linha.

As sub-bandas de altas freqiiéncias apresentam mudangas em ambos os sentidos da imagem
(horizontal e vertical) e, conseqiientemente, ndo hd uma correlagao especifica para estas sub-
bandas. Por outro lado, a quantidade de coeficientes nulos destas sub-bandas é muito grande.
Optamos por utilizar uma varredura em zig-zag para estas sub-bandas e, desta forma, nao
privilegiar qualquer direcio.

Nas sub-bandas de baixas freqiiéncias, a correlagao entre coeficientes vizinhos é praticamente
idéntica & da imagem original, que, em geral, é muito grande. Optamos, entdo, por uma
varredura em zig-zag pelo mesmo motivo, O tipo de varreduras utilizadas para cada sub-banda
em uma decomposicio de trés camadas é apresentado na Figura 4.6.

Além das correlagdes entre pifxeis, a transformada wavelet apresenta wma caracteristica
bastante interessante: existe uma grande correlacdo espacial entre os coeficientes de sub-bandas
em diferentes niveis de decomposicio da TW [Shapiro]. Analisemos o seguinte exemplo: uma
imagem 32x32 decomposta em 3 camadas através da TW. As sub-bandas 2, 5 e 8 (o ordenamento
das sub-bandas fol apresentado na Figura 4.3) sio altamente correlacionadas [Shapiro], uma
vez que a sub-banda 2 é wma aproximacao grosseira da sub-banda 5, e esta, por sua vez, &
uma aproximagao grosseira da sub-banda 8. O mesmo ¢ vélido para as sub-bandas 3, 6 e 9
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Figura 4.7: Varredura tipo 1 baseada na correlagao espacial e espectral das sub-bandas. No
total sao gerados 3 conjuntos de seqiiéncias AC e uma seqiiéncia DC.

e as sub-bandas 4. 7 e 10. Suponha que o pixel no canto superior esquerdo da sub-banda 2
na Figura 4.7 seja nulo. Entdo. hd uma grande probabilidade de que os pixeis do quadrado
sombreado 2 x 2 da sub-banda 5 também sejam nulos. Da mesma forma, os pixeis do quadrado
sombreado 4 x 4 da sub-banda 8 provavelmente também sio milos. [stas regides sombreadas
sa0 denominadas regides espacialmente correlacionadas.

Esta importante caracteristica foi utilizada por Shapiro [Shapiro] no desenvolvimento de
um algoritmo denominado EZW ( Embedded Zerotree Wavelet). Este é um algoritmo para
compressao de imagens, cuja principal caracterfstica é o fato dos bits serem codificados pela
sua ordem de importancia visual. O EZW é formado por uma sequiéncia de decisdes binérias que
distinguem coeficientes nulos ou vélidos. Neste trabalho utilizarermos uma simplificagdo deste
tipo de algoritmo, eliminando as estruturas de testes e simplificando as drvores utilizadas pelo
algoritmo. Estas simplifica¢es permitiram o desenvolvimento de duas formas de agrupamento
dos coeficientes {apds a quantizacao), que apresentaremos em seguida.

Na Figura 4.7 apresentamos uma ilustracdo da primeira destas formas de agrupamento. O
primeiro passo consiste em dividir as sub-bandas em trés classes: detalhes horizontais, verticais
e diagonais. Para cada classe existe um vetor de coeficientes que serd formado a partir de peque-
nas seqliéncias de coeficientes. Estas seqiiéncias, por sua vez, sio formadas pela concatenacio
das regides espacialmente correlacionadas desta classe, de acordo com a ordem da sub-banda
na classe.

Podemos observar que cada conjunto de regioes sombreadas correlacionadas espacialmente
val gerar um vetor de coeficientes AC. Desta forma, para as sub-bandas e regioes de cada
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Figura 4.8: Varredura tipo 2 baseada na correlagio espacial e espectral das sub-bandas. No
total sao gerados 1 conjunto de seqgiiéncias AC e uma seqiiéncia DC.

conjunto, ¢ utilizada uma varredura adequada & sub-banda (ver Figura 4.6). No total, trés
vetores de coeficientes AC sdo gerados, uma para cada classe de sub-banda (detalhes horizontais,
verticais ou diagonais), que serdo codificados individualmente. Denominaremos este modelo de
agrupamento de varredura do tipo 1.

Na Figura 4.8 apresentamos a ilustracio da segunda forma de agrupamento de coeficientes.
A grande diferenca é que neste caso apenas uma classe de sub-bandas ¢ criada e, consequentemen-
te, apenas um vetor de coeficientes AC. As seqiléncias formadas sde, portanto, um pouco
maiores, sendo formadas pela concatenacio das regides espacialmente correlacionadas de todas
as sub-bandas {exceto a de baixas fregiiéncias), de acordo com o indice desta na decomposicio.
Em cada regiao e sub-banda sdo utilizadas as varreduras adequadas. ) objetivo desta modi-
ficagdo é tirar o médximo proveito da correlagio espacial existente entre as sub-bandas da mesma
camada de decomposicao. Este procedimento foi denominado varredura do tipo 2.

A sub-banda de baixas freqiiéncias passa pelo estégio de varredura em zig-zag e &, entdo,
codificada utilizando o cédigo de Huffman.

4.4.2 Codificacio

Apés a varredura das sub-bandas, ternos em maos um(trés) vetor{es} AC (médias e altas
freqiiéncias) e um vetor DC (baixas freqiiéncias) prontos para serem codificados. O(s) ve-
tor(es) AC sdo codificados utilizando-se o cédigo run-length. A codificacdo da seqiiéncia DC
exige, porém, maiores cuidados, pois carrega o contetido DC da imagem. A utilizacio do cédigo
run-length ndo € interessante porque este vetor nao apresenta grandes cadeias de zeros. Uma,
solug@o bastante simples é utilizar o cédigo PCM ou o codigo DPCM. Estes cédigos, entretanto,
possuem uma baixa capacidade de compressio pois codificam cada elemento da seqiiéncia com
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palavras de comprimentos fixos. Uma alternativa mais eficiente consiste em utilizar o cddigo
de Huffman.

4.5 Ensaios e Comparacoes

Nesta secfo, apresentaremos trés esquemas de compressao baseados na transformada wavelet.
Estes esquemas utilizam as técnicas descritas anteriormente neste capitulo. Na Secao 4.5.4 sdo
apresentados os resultados das simulages utilizadas para testar o desempenho destes esquemas.
A implementagdo foi dividida em dnas partes. A primeira, formada pelos estdgios da transfor-

mada wavelet e quantizagéo, foi implementada utilizando o Matlahb® [Sanchez]. A segunda,
formada pelo codificador/ decodificador entrépico, foi implementada em lingnagem C.

4.5.1 Primeiro Esquema de Compressio

O primeiro esquema € bem simples. Utiliza wmna quantizacdo com vetor fixo e uma varredura
linha a linha em cada uma das sub-bandas. A sub-banda de baixas freqiiéncias é codificada
utilizando o cédigo Huffman. As outras sub-bandas sio codificadas utilizando o codigo run-
length.

Utilizamos uma decomposicao wavelet com 2, 3 e 4 camadas, com o objetivo de medir o
impacto de uma decomposicao em varias camadas sobre desempenho. Além disso, realizamos
simulagoes utilizando parte do conjunto de wavelets apresentado no Capitulo 2 para verificar
o seu desempenho. Foram testadas duas wavelets ortogonais e trés wavelets biortogonais. As
ortogonais foram as wavelets Daubechies 6 e 8 [Daubechies92] que representaremos por daub6
e daub8. As biortogonais foram uma Spline, uma wavelet quase-ortoncrmal e nma variante da
Spline [Antonini}, as quais representaremos por hy, hs e hy, respectivamente.

Os vetores de quantizacdo utilizados neste esquema foram:

Qo= [1222444888]

Q@ = [24441010 10 20 20 20]

Qs = (244410101032 32 32]

q = [416 1616 32 32 32 64 64 64]

95 = [416 16 16 64 64 64 128 128 128]

Nas Tabelas A.1 A.2 A3 Ad e A5 apresentamos o resultado (PSNRs e taxas de bits) da
simulagio de um esquema de compressio com 3 camadas de decomposicao, utilizando os vetores
de quantizacdo (qi, qq, qs, q4 € qs), com fatores de quantizacao 1, 2, 4 e 8, Foram utilizadas as
wavelets biortogonais { hy, ks e h3 ) e as ortogonais daub6 e daubf. Nas Figuras A.1, A.2, A.3,
A.4 e A.5 sdo apresentados os graficos de desempenho deste esquema para os vetores propostos.
A wavelet que apresentou o melhor desempenho quantitativo (PSNR) foi a biortogonal ks As
wavelets daub6, daub8 e A, apresentaram desempenhos semelhantes e, na maioria dos casos, hy
apresentou um melhor desempenho. A wavelet hy apresenton o pior desempenho quantitativo.

Nas Figuras B.1-(a), B.1-(b), B.2-(a), B.2-(b) e B.3-(a) apresentamos as imagens recon-
struidas deste conjunto de experiéncias, utilizando o vetor de quantizacio q4 e as wavelets
daub6, daub8, h;, hs e hz. A partir destas imagens pudemos perceber que a degradacao in-
troduzida pela wavelet biortogonal hs é inferior & introduzida, pelas demais. Os experimentos
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também mostraram que as wavelets biortogonais h; e hs introduzem uma distorcao inferior a
introduzida pelas wavelets daub6 e daub8. o que contraria aos resultados quantitativos. Isto se
deve ao fato de qua as medidas de erro quantitativas nao conseguirem expressar adequadamente
a importancia visual das degradagbes. Sendo assim, a qualidade visnal é considerada wm fator
mais importante na analise de uma imagem que as medidas de erro quantitativas. Portanto, as
wavelets biortogonais possuem um desempenho superior em relacio as ortogonais,

Na Figura A.6 apresentamos uma comparacio entre o desempenho dos diversos vetores de
quantizacao utilizando a wavelet h3. Os vetores gy e g4 apresentaram os melhores desempenhos.
Entretanto, uma quantidade maior de fatores de quantizacio deve ser utilizada para que se
possa obter um intervalo maior de taxas de bits.

O dltimo conjunto de simulagdes tem o objetivo de comparar o desempenho deste esquema
com duas, trés ou quatro camadas de decomposiciio. Para isto, utilizamos a wavelet biortogonal
hs e os vetores de quantizacdo g1, qo € qq. Na Tabela A.7, podemos observar o resultado deste
conjunto de simulagtes para duas, trés e quatro camadas de decomposicao. Nas F iguras B.5-(a),
B.5-(b), B.6-(a) e B.6-(b) apresentamos imagens reconstruidas utilizando-se 2 e 4 camadas de
decomposigao, a wavelet biortogonal ks e os vetores de quantizagao g e ¢4, respectivamente.

Concluimos que a capacidade de compressio de um sistema aumenta com o nimero de
camadas. Porém. o ganho ao se passar de trés para quatro camadas é pequeno. Considerando
que o aumento de camadas provoca um aumento da complexidade, consideramos que a decom-
posigao em {rés camadas representa o melhor compromisso entre simplicidade e desempenho.
Adotamos, entdo, este tipa decomposicao nos esquemas do restante do trabalho.

4.5.2 Segundo Esquema de Compressio

O segundo esquema de compressio apresenta melhorias em relacio ao primeiro. Neste esquemna
utilizamos o quantizador com alocagio étima de bits ponderada, que. conforme j& discutido,
apresenta bons resuitados.

Utilizamos a varredura apresentada na Figura 4.7 e a wavelet biortogonal A4. Assim como 1o
primeiro esquema de codificacdo, as sub-bandas de médias e altas freqiiéncias foram codificadas
utilizando o c6digo run-length, enquanto que a sub-banda de baixas freqliéncias foi codificada
utilizando o cédigo de Huffman.

Os resultados das simulagtes deste esquema para vérios valores de Ry e a sdo apresentados
na Tabela A.7. Na Figura A.7 apresentamos uma comparagio entre os desempenhos deste
esquema para estes valores de a. Observamos que o valor que apresentou o melhor desempenho
quantitativo foi @ = 1, seguido por a = 1,5, a = 2 e a = 2,5. O valor de PSNR diminui,
portanto, com o valor de a. A diferenca entre os resultados, entretanto, nao é significativa.

As imagens reconstruidas para R= (2}, (4), (6) e (10) ¢ os mesmos valores de a sdo a-
presentadas nas Iiguras B.7 até B.14. Os resultados mostram que hd uma diferenca entre
a qualidade objetiva {quantitativa) e subjetiva (visual) das imagens. Apesar do valor de a
nao interferir de forma significativa no resultado quantitativo, a qualidade visual da imagem
melhora consideravelmente com o aumento do valor de a.
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4.5.3 Terceiro Esquema de Compressio

O terceiro esquema de compressio é bastante semelhante ao anterior. A principal diferenca
se encontra no tipo de varredura utilizada. Neste caso utilizamos a varredura apresentada na
Figura 4.8. Os resultados das simulacdes deste esquema para varios valores de R¢ e a sdo apre-
sentados na Tabela A.8. Na Figura A.8 apresentamos uma comparagao dos desempenhos deste
esquermna para estes valores de a. Observamos que o melhor desempenho guantitativo ocorreu
para a = 1 e que nao existe uma diferenca significativa entre os desempenhos. As imagens
reconstruidas sao as mesmas do esquema anterior, j& que apenas a codificacdo entrdpica (que
nao introduz erros) foi modificada. Valem, ento, as mesmas consideragdes sobre a qualidade
subjetiva das imagens em relagio ao parametro a.

Na Figura A.9 apresentamos uma comparacdo entre os desempenhos deste esquema e do
esquema 2. Este esquema apresentou um desempenho ligeiramente superior. Podemos concluir
que esta superioridade se deve & uma maior capacidade de compressio da varredura do tipo 2.

Na Figura A.10 apresentamos uma comparacao entre os desempenhos deste esquema (o = 1
e a = 2) e dos esquemas 1 (vetores ¢, e qe)e2(a=1ea=2), simultancamente. O esquema 1
apresenta um desempenho inferior aos esquemas 1 e 2. A qualidade visual das imagens obtidas
com os esquemas 2 e 3 também ¢ superior as obtidas com o esquema 1. Portanto, a técnica de
alocagdo de bits é melhor que a quantizagio fixa e a varredura da I igura 4.8 deve ser utilizada.

4.5.4 Conclusoes

Os esquemas de compressao apresentados neste capitulo apresentaram um desernpenho muito
bom. A estrutura destes esquemas ¢ baseada em uma quantizacao escalar e uma codificacao
entropica utilizando o cédigo run-length e o cédigo de Huffman. O esquema 1 é o mais simnples
@ 0 que apresenta menor capacidade de compressdo. Os esquemas 2 e 3, um pouco mais
complexos, apresentam como vantagem um maior controle sobre a taxa de bits que se deseja
obter. Além disso. como estes esquemas exploram a caracteristica de correlacao espacial da
TW, o desempenho de codificagdo é maior do que no caso do esquema 1, tanto quantitavamente
quanto visualmente.

O esquema de compressao 3 um desempenho ligeiramente superior ao do esquema 2. O
melhor resultado quantitativo foi obtido para a = 1, enquanto que o melhor resultado visual
foi obtido para a = 2, 5.

As wavelets biortogonais apresentaram um desempenho superior em relacdo as ortogonais.
Em particular a wavelet h; apresentou um desempenho bem melhor que as outras wavelets
testadas. QQuanto ao nimero de camadas de decomposicdo, concluimos que um esquema com
trés camadas atende ao compromisso de simplicidade e eficiéncia.



Capitulo 5

Compressao de Video

Neste capitulo apresentaremos uma breve introdugéo as técnicas de compressao de video. uma
area de estudo que consideramos de fundamental importancia no cendrio atual das telecomu-
nicacoes. Com a crescente demanda pelos servicos de video e com o advento das redes ATM,
cresce o interesse por algoritmos que sejam eficientes e satisfacam as novas exigéncias dos
servicos de telecomunicacoes.

Os atuais algortimos de compressio possuem uma estrutura hibrida, formada por um co-
dificador DPCM/DCT com compensacdo de movimentos [Haskell96] [Mitchell]. A utilizacdo
da transformada wavelet nesta aplicacio é uma conseqgiiéncia dos bons resultados obtidos na
compressao de imagens estaticas. J4 existem na literatura codificadores utilizando esta trans-
formada com bons desempenhos [Said] [Ohta] [Martucci]. Neste capitulo, apresentaremos um
modelo bastante simples de um codificador baseado na transformada wavelet,

Um outro tépico, que serd abordado brevemente neste capitulo ¢ a escalonabilidade. A
utilizacao de algoritmos de codificacdo com escalonabilidade dd ao sistema uma maior robustez
a erros de transmissdo, além de permitir que funcionalidades como a compatibilidade e a inter-
operabilidade sejam implementadas entre sistemas com diferentes niveis de resolucdo ou quali-
dade. A transformada wavelet, por sua vez, prové uma maneira mais ficil de implementagio,
devido & sua natureza “escalondvel” [Wang] [Comer]. Apresentaremos um modelo simples de
codificagdo com escalonabilidade baseado na transformada wavelet.

5.1 Principios da Compressao de Video

As seqiiéncias de video contém uma quantidade significativa de redundéncia estatistica e sub-
jetiva. O objetivo do codificador de video é reduzir a taxa de bits necessaria para o armazena-
mento e fransmissdo, o que é feito através da exploracio das redundancias, de maneira que
apenas um conjunto minimo de informacées seja codificado entropicamente. O desempenho
da compressao, entretanto, vai depender das técnicas utilizadas e do conteido das cenas. Em
sistemas praticos, um compromisso entre o desempenho e a complexidade deve ser observado.

As seqiiencias de video possuem redundéancias de cardter espacial e temporal [Haskell96]
[Mitchell]. As correlagdes exploradas pelas técenicas de compressio sfo especialmente aquelas
entre pixeis de wn mesmo quadro ou entre pixeis de quadros adjacentes. Ou seja, assume-se
que a magnitude de um pixel de wma imagem pode ser predito a partir dos pixeis vizinhos do

115
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quadro (n-1) quadro (n)

Figura 3.1: Estimacio de movimento entre dois (uadros consecutivos.

quadro (utilizando a codificacio intra-quadros) ou de pixeis de um quadro adjacente (utilizando
a codificagdo inter-quadros).

A codificagio intra-quadros é a maneira mais simples. tanto conceitualmente como em ter-
mos de implementacio, de se obter uma compressao de seqiiéncias de video. Nestg, abordagem,
cada quadro ¢ tratado como uma imagem estética e uma das técnicas de compressao descritas
no Capitulo 3 é utilizada. A codificacdo inter-quadros, um pouco mais elaborada, explora a
dependéncia entre os quadros consecutivos do sinal de video, ou seja, a redundancia temporal
da seqiiéncia. Para isso é utilizada uma técnica denominada predicio com compensacio de
movimentos {Haskell96] [Mitchell], & qual se associa a codificacdo DPCM.

O conceito de compensacio de movimentos ¢ baseado na estimacio de movimentos entre
quadros. Se uma cena apresenta uma quantidade de movimento relativamente baixa, a melhor
predigao ¢ freqilentemente obtida a partir dos pixeis do quadro adjacente temporalmente. O
movimento dos pixeis pode ser descrito por um niimero limitado de parametros de movimento,
isto €, 0s vetores de movimento, que descrevem a trajetoria de deslocamento dos pixeis entre
quadros consecutivos,

O processo de determinacio dos vetores de movimento (vm) ¢ denominado estimacdo de
movimento, e os vetores resultantes sio transmitidos para o receptor. Neste, o decodificador
identifica qual a drea da imagem de referéncia utilizada para a predicfo através de uma com-
pensacao de movimento. Soma-se, entio, esta predicio com a diferenca decodificada, para obter
a imagerm reconstruida. A compensacio de movimento também é realizada no codificador para
caleular o erro de predicio que sera codificado.

Em geral, como é alta a correlacdo entre os vetores de movimento de uma regido, o movi-
mento é estimado para pequenos blocos da cena. Desta forma, um conjunto de vetores de
movimento ¢ utilizado para representar o movimento de cada bloco. Na Figura 5.1 apresenta-
mos um modelo de uma compensacdo de movimento entre dois quadros.

Para cenas de pouco movimento é grande a correlagdo entre os pixeis de quadros adjacentes.
O desempenho deste codificador é, entio, superior ao dos codificadores intra-quadros. Por outro
lado, a correlacdo entre pfxeis de quadros adjacentes € pequena para cenas de muito movimento.
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Figura 5.2: Cedificador hibrido com lago interno e compensagao de movimento.

Conseqlientemente. o desempenho dos codificadores inter-quadros ¢ ruim. Nestas situacdes é
mais interessante utilizar uma codificagdo intra-quadros.

Devido a correlacdo existente entre os quadros consecutivos de uma seqiiéncia, os codi-
ficadores inter-quadros sdo mais sensiveis a erros de transmissio. Em geral, neste tipo de
codificadores os erros podem se propagar por varios quadros. A codificagao intra-quadros, por
sua vez, € menos sensivel a este tipo de erros, uma vez que os erros sao confinados em apenas
um quadro da segiiéncia, o que impede a sua propagacao. Em geral, os compressores utilizam
as duas codificacdes, de acordo com o contetido da cena.

Na Figura 5.2 apresentamos um esquema bésico de um codificador de video, denominado
codificador hibride. Esta é uma das técnicas mais tradicionais de codificag@o de video e combina
duas formas distintas de redugso da taxa de bits: (1) codificacio por transformada/ sub-bandas
espacial e (2) codificagdo preditiva temporal [Jain88] [Netravali] [Walker]. Quase invariavel-
mente esta técnica consiste em aplicar o DPCM no dominio do tempo e uma codificacdo por
transformada/ sub-banda no dominio espacial.

No codificador apresentado na Figura 5.2, 0 DPCM é utilizado com o objetivo de explorar
a correlagao entre pixeis de quadros adjacentes. Desta forma, apenas os elementos do quadro
que apresentaram mudangas significativas em relagio aos quadros anteriores sdo transmitidos.
No receptor, a informacao decodificada é utilizada para atualizar os quadros anteriores. Neste
esquema ¢ utilizada uma predicdo com compensagao de movimentos. Em cenas de muito
movimento, entretanto, o codificador opta por uma codificacao intra-quadros.

O codificador hibrido apresenta um bom desempenho para servigos convencionais, como por
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Figura 5.3: Codificador hibrido com laco externo e compensagac de movimento.

exemplo, a distribuigdo do sinal de TV ou o armazenamento de dados de multi-midia. Uma das
maijores desvantagens desta téenica ¢, entretanto, a sua vulnerabilidade a erros de transmissio
e a sua mcompatibilidade com outros padroes.

Os novos servigos de telecomunicacdes exigem que os codificadores/ decodificadores sejam
compativels com outros padrdes e servicos e robustos a erros de transmissio. Uma solucio
consiste em utilizar a técnica de codificacao com escalonabilidade, que se baseia na codificacao
da informacdc em camadas. Na se¢do seguinte, faremos um breve estudo sobre este tipe de
codificador.

5.2 Codificagao de Video com Escalonabilidade

A escalonabilidade de video é a habilidade de se obter sinais com diferentes resolugoes ou
niveis de qualidade. O objetivo dos sistemas escalondveis é oferecer uma compatibilidade ou
interoperabilidade entre diferentes servicos on padrées. No atual contexto dos servicos de
telecomunicagdes, esta habilidade é extremamente desejével em sistemas de codificacio de video.

A criagdo de novos servicos, ou mesmo, o aprimoramento dos atuais servigos de telecomu-
nicagbes, aumenta a importancia dos codificadores de video. Com a futura transmissio de sinais
de televisdo digital e de televisdo de alta defini¢io - HDTV (High Definition TV) [Haskell96]
[Mitchell], a compatibilidade entre os vérios sistemas é vital. £ importante que o usudrio de
TV convencional possa receber o sinal de HDTV e obter um sinal de menor resolugdo (cor-
respondente a TV convencional) sem ter que decodificar todo o sinal recebido. Com o advento
da rede digital de servigos integrados de faixa larga ( “Broadband Integrated Service Digital
Network ”- B-ISDN), que é uma evolucio das atuais redes de telecomunicagdes, as exigéncias
em relagao aos codificadores de video aumentam. Esta rede fornecerd virios tipos de servigos,
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com diferentes niveis de resolugéo e diferentes taxas de bits. Os novos algoritmos devem lidar
com os varios formatos de sinais pertencentes a uma dada familia. O desafio é comprimir os
sinais de video com um minimo de distorcdes possivel. mantendo a compatibilidade entre os
diversos sistemas.

A codificagéo de video escalondvel envolve a geracio de uma representacao codificada com
mais de uma resolugao ou qualidade, e também é denominada “codificagdo de video em ca-
madas” ou “codificagéo hierdrquica”. Existem, basjcamente, duas formas de se obter seqliencias
de video com escalonabilidade: a codificacio simuleast e a codificagdo de video com escalo-
nabilidade. Na codificagao simulcast cada camada de video corresponde a um tipo de resolucdo
ou qualidade e é codificada independentemente das outras. A banda de freqiiéncias disponivel
¢ particionada de acordo com a resolugio ou qualidade que se deseja atribuir a cada camada.
Nesta codificacdo sdo utilizados decodificadores independentes para cada camada.

Na codificacdo de video com escalonabilidade, a primeira camada de video é codificada inde-
pendentemente, enquanto que as demais sdo codificadas de acordo com a anterior. A primeira
camada é denominada camada de base e transporta um sinal com qualidade o resolucgfo basica.
Esta camada., pelo fato de ter sido codificada independentemente, pode ser decodificada por de-
codificadores nao-escalondveis. As outras camadas, denominadas camadas de enriquecimento,
transportam as informacées de refinamento ou enriquecimento e, quando adicionadas ou com-
binadas com a camada de base, geram wm sinal com uma resolucdo ou qualidade mais alta.

Geralmente a codificagdo com escalonabilidade é mais eficiente que a simulcast, 1wna vez
que. com excegao da camada de base, todas as outras camadas sio codificadas 1tilizando parte
da banda da informagéo atribuida & camada anterior. O aumento da eficiéncia, entretanto,
vai depender do tipo de téenica utilizada, do mimero de camadas e da particao da banda de
freqiiéncias utilizada. Este aumento implica, porém, em um aumento da complexidade em
relacao a codificagdo simulcast. Em geral utiliza-se um codificador com escalonabilidade com
duas camadas: uma camada de base e uma camada de enriquecimento.

As principais vantagens dos codificadores com escalonabilidade, em relacio aos codificadores
sem escalonabilidade, sio:

1. Maior poder de recuperacio contra erros - A codificagao em camadas possui um
poder de recuperagio contra erros na perda de camadas, pois garante que os dados conti-
dos na camada bdsica sejam recuperados, garantido desta forma uma qualidade minima.
Isto € muito importante, por exemplo, em redes do tipo ATM, que foram selecionadas
como base para o sistema B-ISDN, e em aplicacdes em radiodifusio através de satélites
e distribuicdo terrestre. Apesar de ser possivel empregar codigos corretores de erros para
reduzir os erros de transmissio, em termos de economia ¢ mais interessante aceitar que
alguns erros cheguem ao receptor de video e tentar disfarca-los. Os cédigos corretores, de-
vido ao seu alto custo, podem ser utilizados na. protecao apenas dos dados mais sensiveis.

2. Compatibilidade - Provavelmente a maior vantagem da codificacio em camadas é a
sua capacidade de oferecer compatibilidade entre os padroes, recomendados pelo CCITT,
de codecs para a ISDN (banda estreita) e para o B-ISDN (banda larga). A camada de
maior prioridade do novo codificador B-ISDN deve ser idéntica ao sinal completo do co-
dificador ISDN de banda estreita. Assim, o sinal emitido pelos codificadores mais novos
pode ser decodificado pelos mais antigos, sem qualquer custo extra. As camadas de pri-
oridade menor contém versdes finamente quantizadas da diferenca entre o sinal completo
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e a primeira camada. Um exemplo de uma aplicacio em telecomunicacoes onde a com-
patibilidade pode ser bastante interessante é a video-telefonia. Nos atuais sistemas de
video-telefonia de miltiplos pontos, todos os participantes transmitem e recebem numa
mesma taxa de bits, determinada pelo participante de menor capacidade. Com a imple-
mentacao de um sistera compativel, cada participante terd acesso a um sinal condizente
com a sua capacidade. Uma unidade de controle enviard o sinal completo para os par-
ticipantes que possuem capacidade suficiente e uma versio do sinal com resolucdo menor
para os participantes com menor capacidade.

5.2.1 Tipos de Escalonabilidade

Existem basicamente quatro tipos de Escalonabilidade [ITU-T]:

¢ Particdo de dados
¢ Escalonabilidade SNR {Relagdo Sinal-Ruido)

Escalonabilidade Espacial

Escalonabilidade Temporal

Escalonabilidade Hibrida

A particdo de dados nao é exatamente uma codificagio com escalonabilidade. uma vez que
esta técnica consiste simplesmente na particdo de um sinal. jd codificados, em duas camadas
ou particdes. A cada camada pode ser atribuida uma prioridade diferente, o que possibilita
a implementacdo de uma transmissio menos sensivel a erros. Na I igura 5.4 apresentamos o
diagrama em bloces de um codec com particio de dados. As principais aplicacdes desta téenica
sao as transmissGes de video em redes ATM ou qualquer outro tipo de rede,

A escalonabilidade SNR gera camadas individuais de sinal codificado, com niveis de quali-
dade diferentes, mas uma mesma resolucio espacial ou temporal. A camada de base transporta
os coeficientes DCT com qualidade mais baixa, enquanto que a camada de enriquecimento trans-
porta os coeficientes diferenciais de refinamento. Quando adicionados aos coeficientes DCT da
camada mais baixa, estes coeficientes enriquecem a relagéo sinal rufdo (SNR). Se apenas a
camada de base for recuperada no receptor, a imagem reconstruida tem uma qualidade basica.
Na Figura 5.5 apresentamos um esquerna genérico de um codificador com escalonabilidade SNR,
com duas camadas.

Entre as importantes aplicacoes da escalonabilidade SNR se encontram a transmissao de
video em redes ATM ou qualquer outro tipo de rede, transmissio de sinais de TV digital (ou
HDTV) com diferentes niveis de qualidade, servicos de video com vérios niveis de qualidade,
ete.

A escalonabilidade espacial consiste em uma codificagdo em camadas, onde cada camada
possui uma resolucdo espacial prépria, mas uma mesma resolucao temporal e qualidade. As
camadas sdo fracamente correlacionadas, e existe uma consideravel liberdade na utilizacdo de
resolugbes e formatos de video em cada camada. Uma outra caracteristica importante € o fato
da camada mais alta utilizar uma predicio espacial inter-camadas, com relacdo as imagens
decodificadas da camada inferior. Esta predicio é responsével por um aumento no desempenho
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Figura 5.4: Codec com particao de dados.
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Figura 5.5: Codec com escalonabilidade SNR.

do codificador. Na Figura 5.6 apresentamos um esquema genérico de um codificador com
escalonabilidade espacial com duas camadas.

A codificagdo com escalonabilidade espacial permite a interoperabilidade entre aplicaces
utilizando diferentes formatos de video e diferentes padrdes, aplicacdes em computadores e
rédio-difusdo, a possibilidade de integracio de diversos servigos de telecomunicacdes, a criacio
de um sistema com duas camadas que permitam a selecao entre os sinais HDTV e TV (normal)
na recepgao, criagao de sistemas com maior resisténcia a erros em redes ATM ou outras redes,
ete.

A codificagdo com escalonabilidade temporal produz duas ou mais camadas com resolugoes
temporais proprias, de maneira que quando as camadas sio combinadas obtém-se uma resolucdo
temporal completa igual & do sinal de entrada. A taxa de entrada de quadros é simplesmente
particionada entre a camada de base e as camadas de enriquecimento. Na Figura 5.7 apre-
sentamos um esquema genérico de um codificador com escalonabilidade temporal com duas
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Figura 5.6: Codec com Escalonabilidade Espacial.

camadas. Neste, o decodificador tem uma complexidade semelhante aquela do decodificador
nac-escalondvel.

Uma das aplicacdes da escalonabilidade temporal mais promissoras é para HDTV, para a
qual a migrac&o da primeira geracio de HDTV entrelacada para a versao de HDTV progressiva
de alta resolucdo temporal é possivel de maneira compativel. H4 também outras aplicaces, tais
como, a geragao de novos servigos de comunicacio utilizando resolucdo de TV com um formato
progressivo no dobro da taxa de quadros. Esta aplicacio exige uma interoperabilidade com os
“displays”™ de TV existentes. Além destas aplicagdes, a escalonabilidade temporal também é
util em ambientes onde o processador de decodificagdo nio é tio poderoso a ponto de conseguir
decodificar o sinal de video a uma taxa de quadros completa ou, ainda. pode estar sendo
compartilthando por diferentes usudrios ou tarefas.

A escalonabilidade hibrida é a combinagio de dois ou mais tipos diferentes de escalonabili-
dade. Se duas escalonabilidades sao combinadas para formar uma escalonabilidade hibrida, pelo
menos trées camadas sio obtidas: a camada de base, a camada de enriquecimento 1 e camada de
enriquecimento 2. A camada de enriquecimento 1 é a camada imediatamente inferior & camada
de enriquecimento 2, da mesma forma que a camada de base é a camada, imediatamente inferior
a camada de enriquecimento 1. Na Figura 5.8 apresentamos um exemplo de um codificador
com escalonabilidade hibrida - um codificador com escalonabilidade SNR-temporal.

5.3 Codificacdo de Video Baseada na T.W.

A transformada wavelet ¢ uma ferramenta valiosa para o processamento de video devido a
sua flexibilidade na representaciio de sinais nio-estaciondrios. A compressao de video baseada
na TW proporciona uma descorrelacio eficiente da informacéo contida em cada quadro da
seqiiéncia, como acontece no caso das imagens estéticas. Além disso, o algoritmo de estimacdo
de movimentos para a TW possui uma baixa complexidade, uma vez que é possivel explorar a
grande correlacdo espacial entre as sub-bandas.
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Figura 5.7: Codec com Escalonabilidade Temporal.
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Figura 5.8: Codec com Escalonabilidade SNR-Temporal (hibrido).

Na Figura 5.9 apresentamos um diagrama em blocos de um codificador hibrido baseado na
TW. O codificador é formado por 3 blocos principais: a TW, a compensacio de movimento e
a quantizagdo. Em geral, assim como 1o caso da compressao de imagens estéticas, podem ser
utilizadas de 2 a 5 camadas de decomposicio.

A redundancia temporal de wma seqiiéncia de video ¢ eliminada pela compensacio de movi-
mentos. Os quadros de erro de predigdo sdo, entdo, quantizados e codificados. Evidentemente,
existem outras formas de codificacio além da apresentada na F igura 5.9. Por exemplo, a com-
pensacdo de movimentos pode ser realizada antes da TW ou, ainda, os quadros de erro de
predicdo podem ser mais decorrelacionados utilizando uma DCT. Entretanto, os resultados
[Zhang] [VanDyck] [Jung] [Vlachos|mostram que o esquemna da Figura 5.9 possui um desem-
penho de codificagio superior.

Nesta estrutura, a escolha do algoritmo de estimacao de movimentos & crucial e determina
o desempenho e complexidade do codificador [Haskell96]. Zhang et al [Zhang] propuseram uma
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Figura 5.9: Codificador de video hibrido baseado na TW.

técnica de estimacdo de movimentos com multiresolucio (MRME) que estima os vetores de
movimento no dominio da TW. Nesta técnica, a estimacio dos vetores de movimento {vm) é
realizada de acordo com o indice da camada de decomposicio. Os vetores de movimento das
sub-bandas de detalhes e a sub-banda de baixas freqiiéncias da ltima camada de decomposigao
sdo calculados através de um algoritmo de estimacao de movimentos tradicional, semelhante ao
utilizado pelo MPEG [Haskell96] [ITU-T]. Os vetores de movimento das demais camadas sio
calculados através de uma predicio que utiliza os vetores da proxima camada como referéncia.

Seja, por exemplo. uma decomposicio wavelet em trés camadas. Os vetores das sub-bandas
Dy, D3 e D3, da segunda camada de decomposicao sdo preditos a partir dos vetores das
sub-bandas D, D2 e D%, da terceira camada.

Assim como nas técnicas tradicionais, a estimacio de movimentos na MRME é realizada
com base em blocos de pixeis. Entretanto, os blocos utilizados nesta técnica, possuem tamanhos
diferentes de acordo com a camada de decomposicio. Assim, por exemplo. para uma decom-
posicao em 3 camadas utilizando um bloce n x n de referéncia, as sub-bandas da primeira,
segunda e terceira camadas sdo divididas em blocos de tamanho n x n, 2n x 2n e 4n x 4n.
Desta forma, garantimos que o nimero de blocos em todas as sub-bandas seja idéntico,

A vantagem de se utilizar uma codificacio baseada na TW é que, alérn de apresentar um alto
desempenho de codificagdo, a qualidade subjetiva desta técnica é bem superior a das técnicas
tradicionais baseadas na DCT, em particular, do padrao MPEG. A TW nio introduz os efeitos
de blocagem e reduz bastante o rufdo “mosquito” [Said] [Ohta] Martucci],

5.3.1 Codificacdo de video com escalonabilidade baseado na TW

A transformada wavelet prové uma maneira ficil de se implementar a codificagdo com escalo-
nabilidade espacial. Isto se deve ao fato da decomposicio wavelet apresentar a propriedade de
escalonabilidade de forma natural, uma vez que, ao decompormos uma imagem utilizando a
transformada wavelet obtemos uma outra imagem com uma resolucao espacial inferior e trés
imagens diferenciais de enriquecimento.
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Figura 5.10: Codificador com escalonabilidade espacial baseado na TW.

E possivel, entdo. construir um codificador de video com escalonabilidade espacial baseado
na TW acrescentando poucas modificagdes ao esquema da Figura 5.9 [Comer]. Na Figura 5.10
apresentamocs umn exemplo de tal codificador. O sinal de entrada é decomposto pela transfor-
mada wavelet, produzindo quatro imagens resultantes: a sub-banda de baixas-freqiiéncias e as
sub-bandas de detalhes. A sub-banda de baixas-freqiiéncias é codificada utilizando wm codifi-
cador de video com compensa¢do de movimentos, que pode ser baseado na TW ou na DCT.
As imagens de detalhes passam por um estégio de compensacao de movimentos semelhante ao
MRME e , em seguida, sdo codificadas por um codificador EZW [Shapiro].

Em relacio ao esquemas de codificacio com escalonabilidade baseados na DCT, este tipo
de codificador apresenta melhores valores de SNR e uma qualidade subjetiva bem superior
[Comer]. As possibilidades de implementacio de outro tipo de escalonabilidade ainda estéo
sendo estudadas.



Capitulo 6

Conclusao

6.1 Resumo

Neste trabalho realizamos uma anélise sobre as potencialidades da aplicacdo da transformada
wavelet na compressao de imagens, com énfase em lmagens estaticas e monocromdticas. Ini-
clamos com um estudo sobre a teoria wavelet, enfatizando os pontos importantes para com-
pressao de imagens. Em particular, estudamos as wavelets biortogonais e analisamos as vanta-
gens da sua utilizagdo no processamento de imagens.

Em seguida, realizamos também um estudo sobre as principais técnicas de compressio de
imagens, detendo-nos no estudo dos codificadores com perdas. Apresentamos alguns esquemas
de compressio baseados na transformada wavelet, onde detalhamos os diversos estdgios destes
esquemas, expondo as técnicas que podem ser utilizadas em cada um deles. Analisamos os de-
sempenhos dos codificadores utilizando wavelets biortogonais e ortogonais. Avaliamos também
a utilizagao de duas, trés ou quatro camadas de decomposi¢ao, levando em conta o compromisso
entre eficiéncia e simplicidade.

Estudamos trés modelos de quantizadores escalares: um quantizador com vetor fixo, um
quantizador com aloca¢éio de bits étima e um quantizador com alocagdo ponderada de bits.
Apresentamos alguns modelos de varredura de coeficientes, baseados no trabalho de Shapiro
[Shapiro], que tiram proveito da correlagdo espacial existente entre as sub-bandas da trans-
formada wavelet. Combinando algumas das técnicas estudadas, construimos trés esquemas de
compressao baseados na transformada wavelet e analisamos os seus desempenhos.

O esquema 1 foi composto por um quantizador com vetor fixo e uma varredura dos coefi-
cientes linha a linha em cada uma das sub-bandas.

No esquema 2 utilizamos um quantizador com alocacdo étima de bits ponderada e uma
varredura baseada na correlacio espacial e espectral das sub-bandas.

O esquema 3 difere do esquema 2 apenas quanto ao tipo de varredura, que visa a con-
catenagdo das regides espacialmente correlacionadas de todas as sub-bandas {exceto a de baixas
freqiiéncias).

Vislumbrando novas aplicagdes da transformada wavelet na drea de processamento de ima-
gens, apresentamos uma breve introdugdo & compressao de video. Abordamos topicos como os
sisternas com escalonabilidade e codificadores de video utilizando a transformada wavelet.
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6.2 Conclusoes

As wavelets biortogonais apresentaram um desempenho superior ao das ortogonais, especial-
mente em termos de qualidade visual, uma vez que as imagens reconstruidas utilizando wavelets
blortogonals apresentam distorgdes menos perceptiveis. Esta diferenga é ainda maior quando
o numero de camadas de decomposicio aumenta, fazendo com que aumentem as distorcoes de
bordas para imagens reconstruidas utilizando wavelets ortogonais.

O nimero de camadas de decomposicio influencia diretamente na eficiéncia da codificago.
Quanto maior o mimero de camadas, maior a concentracio de energia obtida e, conseqiientermen-
te, maior a eficiéncia de codificacdo. Entretanto, um nimero maior de camadas implica também
em uma maior complexidade computacional. Analisamos os desempenhos de esquemas com 2,
3 e 4 camadas de decomposicdo e optamos por uma decomposicio em trés camadas, que atende
a0 compromisso entre simplicidade e eficiéncia de forma satisfatdria,

Os esquemas de compressao estudados apresentaram um desempenho satisfatério. Os es-
quemas 2 e 3 apresentaram um desempenho subjetivo superior ao do esquema 1. demonstrando
que a alocagao otima de bits, embora exigindo maior complexidade. oferece melhores resulta-
dos que a quantizagdo fixa. O esquema 3 foi ligeiramente superior ao 2, demonstrando que o
esquema de varredura correspondente é mais eficiente em proporcionar correlagoes entre blocos
de imagens.

Os estudos sobre compressio de video utilizando wavelets demonstraram a factibilidade
de emprego desta transformada como alternativa & DCT. Foi possivel também demonstrar as
facilidades proporcionadas pela TW para a construgao de sistemas de compresséo de video com
escalonabilidade, uma vez que a escalonabilidade ¢ uma caracteristica intrinseca da TW.

Finalmente, podemos concluir que a TW ¢ uma excelente alternativa s técnicas tradi-
cionais de compressao de imagens, como por exemplo, a DCT. Devido A sua alta capacidade
de compressao, aliada a sua baixa complexidade computacional, a TW apresenta-se como uma
ferramenta competitiva e bastante promissora, tendo nos ltimos anos sido alvo de diversas
pesquisas. As pesquisas mais recentes tém se concentrado na busca de generalizagoes da TW
que possam satisfazer melhor as exigéncias das diversas aplicacoes na drea de procesamento de
sinais. A utilizacdo da TW em sistemnas de compressao praticos jd é uma realidade. O FBI
americano, por exemplo, adotou a TW como padrao para compressao de impressdes digitais.
Além disso, 0 MPEG-4 vem estudando a possibilidade de empregar a TW na compressio de
video.

6.3 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Algumas modifica¢bes podem ainda ser implementadas nos esquemas de compressio apresen-
tados neste trabalho. Como os esquemas sio compostos por diversos estdgios relativamente in-
dependentes, pode-se buscar o aperfeicoamento de cada um deles isoladamente. Uma primeira
sugestdo é a utilizagdo de uma quantizacio vetorial que, apesar da sua complexidade, apresenta
um desempenho superior ao da quantizacio escalar. Uma outra sugestao € a utilizacdo de uma
codificagdo aritmética ao invés da codificacdo Huffman/run-length. Da mesma forma, outros
métodos de alocaca@o de bits podem ser estudados.

Com relagao & prépria transformada wavelet, algumas generalizacoes desta transformada,
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como por exemplo. as wavelet packets [Coifman| e as multiwavelets [Strela96a] [Strela96b] podem
ser aplicadas nos algoritmos apresentados neste trabalho. Ja existem na literatura algumas
propostas de algoritmos para compressao de imagens utilizando wavelet packets [Ramchandral
[Coifman]| [Bradley] [Brislawn]. As multiwavelets, por sua vez, possuem todas as vantagens das
wavelets tradicionais além de apresentarem, simultaneamente, caracteristicas como ortogona-
lidade, simetria. maior ordem de aproximacao e suporte compacto. Os sistemas que utilizam
as multiwavelets prometem ser superiores aqueles que utilizam as wavelets tradicionais [Heller]
[Lian| [Strela96a).

Este trabalho pode ser estendido no sentido de aprofundar os esudos na area de compressao
de video. J4 existem na literatura bons codificadores utilizando esta transformada [Said] [Ohtal
[Martucci|, servindo como excelentes alternativas ao padrao de codificagao de video MPEG.
Além disso, pode ser estudada a aplicacao das multiwavelets e das wavelet packets no desen-
volvimento de codificadores de video com escalonabilidade.
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1,5408 bpp
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1,5465 bpp
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Tabela A.1: Valores de taxa de bits ¢ PSNR para o primeiro esquema de codificagdo, utilizando

o vetor ¢, e 3 camadas.

h1 hg h3 Daubb Daub8
Lxqp | 2,5396 bpp | 2,4667 bpp | 32,3153 bpp | 2,4449 bpp | 2,4296 bpp
35,5493 dB | 35,4318 dB | 35,6673 dB | 35,5400 dB | 35,5877 dB
2%qy | 1,8945 bpp | 1,8538 bpp | 1,7542 bpp | 1,8285 bpp | 1,8279 bpp
32,2445 dB | 31,7030 dB | 32,2689 dB | 31,9751 dB | 32,0783 dB
4+qy | 1,4567 bpp | 1,4449 bpp | 1,3514 bpp | 1,4430 bpp | 1,4094 bpp
29,5062 dB | 28,6133 dB | 29,3861 dB | 28,9740 dB 29,0435 dB
8% qy | 1,1923 bpp | 1,1421 bpp | 1,1195 bpp | 1,1453 bpp | 1,1526 bpp
27,2937 dB | 26,2359 dB | 26,9418 dB | 26,5320 dB | 26,4558 dB

Tabela A.2: Valores de taxa de bits e PSNR para o primeiro esquema de codificagdo, utilizando

o vetor g; e 3 camadas.
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Tabela A.3: Valores de taxa de bits e PSNR para o primeiro esquema de codificacdo, utilizando
o vetor gz e 3 camadas.

Ay ho hi3 Daubb Daub8
Lxqq | 1.6794 bpp | 1,6672 bpp | 1,6165 bpp | 1,6646 bpp 1,6631 bpp
30,9521 dB | 30.3225 dB | 31,1340 dB | 30,7230 dB | 30,8803 dB
2+qq | 1.3715 bpp | 1.2979 bpp | 1,2708 bpp | 1,3013 bpp | 1,3085 bpp
28.8964 dB | 28,0248 dB | 28,7994 dB | 28,3668 dB | 28.4336 dB
4% qy | 1.0530 bpp | 1,0270 bpp | 1,0156 bpp | 1,06241 bpp | 1.0646 bpp
27,0024 dB | 25,8604 dB | 26,5458 dB | 26,1147 dB | 26,0348 dB
8% qq | 09276 bpp | 0,8944 bpp | 0,8904 bpp | 0,9041 bpp | 0,9008 bpp
24.9901 dB | 23,8630 dB | 24,3743 dB | 24.0726 dB | 24,0576 dB

Tabela A.4: Valores de taxa de bits e PSNR para o primeiro esquema de codificacao, utilizando
o vetor g4 ¢ 3 camadas.
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0,9602 bpp
25,0233 dB

0,9771 bpp
24,6290 dB

0,9708 bpp
24,5951 dB

8xqs

0,025 bpp
24,2496 dB

0,8716 bpp
23,5388 dB

0,8704 bpp
24,0165 dB

0,8752 bpp
23,7249 dB

0,8782 bpp
23,7882 dB

Tabela A.5: Valores de taxa de bits e PSNR para o primeiro esquema de codificagao, utilizando
o vetor g5 e 3 camadas.
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Tabela A.G: Valores de taxa de bits e PSNR para o primeiro esquema de compressao com 2, 3
e 4 camadas de decomposicdo, utilizando os vetores ¢, g, e qs © a wavelet f3.

Esqg. 2 a=1 a =15 a=20 a=2,5

R PSNR taxa PSNR taxa PSNR taxa PSNR taxa

0,5 22,7842 | 0,6526 | 23.1924 | 0,6790 | 23,4113 | 0,6951 | 23.5787 0.7075
1 23.8731 | 07014 | 24,3313 | 0,7417 | 24,4482 [ 0,7747 | 24,5302 0,7914
2 25.1405 | 0,7620 | 26,0834 | 0,8497 | 26,5432 | 0,8984 26,8073 | 0,9451
4 27,1303 | 0.8959 | 27,9693 | 1,0035 | 28,4124 | 1,0899 28,6342 | 1,1625
6 28,9641 | 1,0671 | 29,4830 | 1,1998 | 29,7370 1,3152 | 29,8997 | 1,3816
10 33.4066 | 1,7402 | 33,3852 | 1,8848 | 33,3556 1,9957 | 33,2898 | 2,0654
12 39.9780 | 2,2754 | 35,7512 | 2,4022 | 35,7166 | 2.5193 35,5608 | 2,5501

Tabela A.7: Valores de taxa de bits e PSNR para o segundo esquierna de compressio.

Esq.3 @ == ] a=1,5 a=2,0 a=275

R PSNR | taxa | PSNR | taxa | PSNR | taxa | PSNK taxa

0,5 22,7842 | 0,6538 | 23,1924 | 0,6800 | 23,4113 0,6954 | 23,5787 | 0.7083
1 23,8731 | 0,7001 | 24,3313 | 0,7394 | 24,4482 0,7719 | 24,5302 | 0,7880
2 25,1405 | 0,7572 | 26,0834 | 0,8427 | 26,5432 | 0,8893 26,8073 | 0,9353
4 27,1303 | 0,8865 | 27,9693 | 0,9923 | 28,4124 | 1,0782 28,6342 | 1,1500
6 28,9641 | 1,0553 | 29,4830 | 1,1869 | 29,7370 | 1,3004 29,8997 | 1,3656
10 | 33,4066 | 1,7166 | 33,3852 | 1,8597 | 33,3556 1,9677 | 33,2898 | 2,0968
12 135,9780 | 2,2463 | 35,7512 | 2,3716 | 35,7166 2,4867 | 35,5608 | 2,5964

Tabela A.8: Valores de taxa de bits ¢ PSNR para o terceiro esquema de compressao.
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Figura A.1: Comparacio entre os valores de PSNR para as wavelets hy, hy, hy, daubb e daub8,
resultantes de um esquema com trés camadas de decomposicdo e o vetor ;.



APENDICE A. TABELAS E GRAFICOS 133

36
34
o 2
|
o
c% 30 | wavelet ht
o ] g —~—--- Wavelet h2
o8 |- 0 BRI wavelet h3
A e wavelet daub6
o R wavelet daub8
26 |
L I L i s I ) i .\ i \ 1 L I L 1 !
1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 2,6

Taxa de Bits (bpp)

Figura A.2: Comparacdo entre os valores de PSNR para as wavelets Ry, Ay, hs, daubb e daubs,
resultantes de um esquema com trés camadas de decomposicao e o vetor qs.
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Figura A.3: Comparacio entre os valores de PSNR para as wavelets Ay, hy, hs, daub6 e daub8,
resultantes de um esquema com trés camadas de decomposicéo e o vetor gs.
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Figura A.4: Comparacio entre os valores de PSNR para as wavelets fy, ho, hz, daub6 e daub8,
resuitantes de um esquema com trés camadas de decomposicdo e o vetor g.
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Figura A.5: Comparacdo entre os valores de PSNR para as wavelets Ry, ha, hs, daubb e daubs8,
resultantes de um esquema com trés camadas de decomposigéo e o vetor gs.
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Figura A.6: Comparagao entre os valores de PSNR resultantes de esquemas utilizando os vetores
de quantizacdo qi, ¢, g3, 94 € gs, com trés camadas e a wavelet hs.
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Figura A.7: Comparagio entre os valores de PSNR para alguns valores de a, resultantes do
esquema de compressdo 2 com trés camadas de decomposicao.
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Figura A.8: Comparagio entre os valores de PSNR para alguns valores de a, resultantes do
esquema de compressio 3 com trés camadas de decomposicio.
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Figura A.9: Comparacéo entre os desempenhos dos esquemas de compressao 2 e 3.
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Figura A.10: Comparacio entre os desempenhos dos esquemas de compresséo 1, 2 e 3.
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Figura B.3: Imagens reconstruidas utilizando o vetor de quantizacao g4, a wavelet hg e os
fatores de quantizagdo (a) 1 e (b) 4.

Figura B.4: Imagens reconstruidas utilizando o vetor de quantizacdo qz e ¢z e a wavelet hs.
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Figura B.5: Imagens reconstruidas utilizando a wavelet i3, 2 camadas e os vetores (a) g

qs.

Imagens reconstruidas utilizando a wavelet hs, 4 camadas e os vetores (a) qs e (b)
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Figura B.7: Imagens reconstrufdas utilizando o alocador étimo de bits, a = 1 e (a) Rp =2 ¢
(b) Re = 4.

R

Figura B.8: Imagens reconstruidas wutilizando o alocador étimo de bits, a = 1 e (a) Rg = 6 ¢
(b) Re = 10.
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Figura B.9: Imagens reconstruidas utilizando o alocador étimo de bits, a = 1,5 e (a) Rp =2 e
(b} Re = 4.

Figura B.10: Imagens reconstruidas utilizando o alocador 6timo de bits, e = 1,5 e (a) Bg = 6
e (b) Rc— = 10.
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Imagens reconstruidas utilizando o alocador 6timo de bits, a = 2 e (a) Rg = 2 ¢

= 4.

gura B.11
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Imagens reconstruidas utilizando o alocador 6timo de bits, a =2 e (a) Rg =6 e
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Figura B.14: Imagens reconstruidas utilizando o alocador étimo de bits, a = 2,5 ¢ (a) Rg = 6
e (b) Rg == 10.
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