UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA ELETRICA

DEPARTAMENTO DE COMUNICACOES

DETECCAO DE FREQUENCIAS

ATRAVES DE PREDICAO LINEAR

Por: Ernesto José Batista Antunes

Engenheiro Eletricista (UFPE - 1988)

: zg}:}é@?
Lliie 818y

Lo e ad

Orientador : Prof. Dr. Amauri Lopes "

M

:

é(" Professor MS4 do Departamento de Comunicagdes da
25* Faculdade de Engenharia Elétrica da UNICAMP
K

Dissertagio submetida S Faculdade de
Engenharia Elétrica da UNICAMP como requisito

parcial para obtengdo do titulo de Mestre em

Engenharia Elétrica.

Campinas, malo de 1992

UMIC A Mm®
BHILIOTECA CENTRAL




SuMARIO

Este trabalho descreve os aspectos tedricos ¢ préticos da utilizagko de
predigdo linear para estimar as frequéncias de sinals senoidais. A predigio linear
baseada no critério dos minimos quadrados € empregada nos contextos f{orward,
backward e forward-backward, e ¢ apresentado todo o formalismo matemdtico necessdrio
a tals implementagbes. Simulagbes em computador evidenciam as  principais

caracteristicas das técnicas de estimagdo, bem como ilustram aspectos ligados aos

seus desempenhos em fungdo dos vdrios parimetros envolvidos no processo. O método
bascado na predicdo forward-backward e na decomposigio da matriz de correlagio em
valores singulares, denominade FBLP Modificado, € desenvolvido ¢ analisado em
detalhes, enriquecende os resultados da literatura. Por fim, € proposte um novo
algoritmo que propicia uwma melhora significativa no desempenho deste método quando

aplicado na detecgdo de sendides reais.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 DETECTAR SENGIDES — UM ProOBLEMA CLASSICO

A detecgdo de sendides contaminadas por ruido branco tem despertado
interesse especial em processamento digital de sinais. O problema bdsico consiste em
estimar as frequéncias e, e¢ventualmente, as poténcias das sendides, utilizando o
menor ndmere possivel de amostras do sinal. Estas amostras variam linearmente com as
amplitudes das sendides, e¢ de forma nao-linear com suas frequéncias. O interesse
principal recai sobre a estimativa das frequéncias. Uma vez que as mesmas tenham
sido determinadas de forma suficientemente precisa, as amplitudes podem ser obtidas
por um ajuste linear apropriade dos minimos quadrados para o conjunto de amostras
disponiveis [1]. A deteccio de sendides contaminadas por ruf{do branco tem diversas
aplicagdes, tais como: sonar, radar, economia, geofisica, sinalizagio telefbnica,
modelagem do sinal de voz, astronomia, aciustica subaquética, estimagio de respostas
impulsivas racionais, sismologia, andlise de sinais biomédicos [14]-{20].

A determinagio das frequéncias, ndo exige estimagio da densidade espectral
de poténcia do sinal, mas apenas a construgio de fungdes que apresentem picos
elevados nas localizagdes das frequéncias das sendides. Tais fungdes ndo
possibilitam a recuperagdo da sequéncia de autocorrelagio do sinal através da
transformada de Fourier inversa, nem tdo pouco preservam a poténcia do sinal [2].

Caso a separagio entre as frequéncias das sendides scfa maior que o

reciproco do intervalo de observagio do sinal e a relagiio fsinal--l'ufdo(ﬁl*iR1 ) scla
suficientemente elevada, métodos baseados na transformada de Fourler, tal como o

periodograma, ou métodos paramétricos de andlise espectral [2], estimam as

1f:lco inglés Signal Noise Ratic
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frequéncias de forma precisa [17], {21}, Porém, para um pequeno mimero de amostras
disponfveis, frequéncias muito préximas ¢ SNR pequena, tais métodos apresentam

deficiéncias Intoleravels.

1.2 Os SusespAcos DE SINAL E DE RulDo

No caso de sendides contaminadas por rufido branco, a matriz de correlagio
verdadeira, quando decomposta em termo de seus autovalores e autovetores, pode ser
dividida em dois subespagos vetoriais: o subespaco de sinal ¢ o subespaco de ruido.

O subespago de sinal contém todas as componentes relativas 3 porgio de sinal das

amostras, a qual ¢é constituida unicamente pela soma das sendides, e algumas
componentes relativas ao ruido branco. O subespago de ruido contém as componentes
restantes do rufdo branco {2]. Construir uma nova matriz de correlagio por desprezar
os autovalores e autovetores do subespago de ruido, produz efeitos semelhantes
aqueles proporcionados por um aumento da SNR. Podemos obter também vetores de sinal,
denominados S, contendo a informacdo de frequéncia da i~€sima sendide. Demonstra-se
que tals vetores sdo ortogonais aos autovetores do subespago de ruido [2].

Porém, a sequéncia de autocorrelagdo geralmente ndo € conhecida, o que nos
obriga a gerar estimativas da mesma. Neste caso, as propriedades dos subespagos de
sinal e de rufdo sio apenas aproximadamente verdadeiras., Ainda assim, o uso adequado
destes subespagos aproximados possibilita a elaboragie de estimadores de frequéncia
bastante eficientes. Tais estimadores podem ser divididos em duas classes:
Estimadores de Frequéncla do Subespaco de Sinal e Estimadores de Frequéncla do
Subespaco de Ruido. Os estimadores do subespago de sinal caracterizam-se por
desprezar a parte da matriz de autocorrelagio estimada relativa ao subespago de
rufdo, obtendo uma nova matriz de posto reduzido. A partir disto, a utilizagdo
adequada de técnicas de andlise espectral fornecerd estimativas mais precisas das
frequéncias das senéides. Os estimadores do subespago de ruido baseiam-se na
ortogonalidade dos vetores de sinal s, € 0s autovetores do subespaco de ruido.
Constituem exemplos de tal classe de estimadores, o método MUSIC e a Decomposigao
Harmonica de Pisarenko [2].

1.3 PReDICAO LINEAR PARA ESTIMAR FREQUENCIAS

A teoria de filtragem de Wiener baseia-se no conhecimento das

caracteristicas estatisticas de primeira ¢ segunda ordem do sinal. Ji que dispomos
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de apenas um conjunto finito de amostras, somente médias temporais tornam-se
possivels, originando a prediglo linear segundo o critério dos minimos quadrados.

A predigio linear segundo tal critério pode ser wutilizada para estimar
frequéncias de sendides em melo a rufdo branco, através dos zeros do polinémio
formado pelos coeficientes do filtro de erro de predigio para as amostras
disponfveis [11}-[13] . Tufts e Kumaresan [7], originalmente, propuseram um novo
estimador de frequéncia baseado no subespago de sinal. A técnica consiste em
utilizar o método de predigio linear forward-backward(FBLP) [12]-[13] para estimar
as frequéncias, desprezando os autovalores-autovetores do subespago de rufdo da
matriz de correlagio estimada. Tal método, chamado de Método FBLP Modificado,

mostra-se bastante eficiente para estimar sendides com frequéncias bem préximas, com

SNR pequena e dispondo de um pequeno mimero de amostras do sinal. Seu desempenho ¢
préximo ao do método da mdxima-verossimilhanga (ML) ¢ sua complexidade computacional
¢ menor. Tudo isto credencia o método FBLP Modificado como uma técnice de alta

resolucdo competitiva com o método ML.

1.4 OBUETIVOS

Este trabalho propbe-se a realizar um estudo detalhado da predigio linear
aplicada & estimativa de frequéncias e da utilizagdo do subespago de sinal para
melhorar o desempenho de tal estimador. Destaque especial foi dado ao método FBLP
Modificado, o qual representou um marco importantissimo na tentativa de solucionar
este problema. A qualidade de seu desempenho, allada % relativa simplicidade
computacional, fazem com que a avallagio de novos métodos se dé através da
comparagdo com o método FBLP Modificado, seja em desempenho on em complexidade
computacional.

Tudo 1isto nos motivon a realizar este trabalho, onde ¢ método FBLP
Modificado foi desenvolvido, simulade e comparado a outros métodos. A dedugio
detalhada do mesmo foi motivada pelo forte desejo em conhecer perfeitamente as
razdes que o tornam tdo eficiente ¢ também criar uma base para novos avangos.

O métode tem sua origem em predigio linear segundo o critério dos minimos

quadrados. Por isto desenvolvemos esta teorla, abordando de forma mais detalhada e
exempiificada o assunto ji explorado em literatura especializada. Apresentamos
também de forma detalhada, a teoria envolvida em métodos de predigio lincar para
estimadores de frequéncla de alta resolugdo, que utilizam as caracterfsticas dos
subespagos de sinal ¢ de ruido da matriz de correlagao estimada.

Baseado nestas teorias, desenvolvemos um conjunto de programas na
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linguagem C, necessdrios para a implementagio dos métodos de detecgio estudados,
Exceto para algumas poucas excegdes, claramente anuncladas no texto, todas as
simulagbes apresentadas neste trabalho sio frutos da aplicagio destes programas.

O conhecimento propiciado por tals relizagbes levou-nos ao desenvolvimento

de um novo algoritmo para a detecgio de sendides reals, que permite melhorar o

desempenho do método FBLP Modificado nesta aplicagio.

1.5 ResumMo pos CAPITULOS SEGUINTES

No capitulo 2, desenvolveremos toda a teorla de predigio linear segundo o
critério dos minimos quadrados. As predigbes serio realizadas nos contextos
forward(FLP), backward(BLP) e forward-backward(FBLP).

No capitulo 3 demonstraremos como a predigio lincar pode ser utilizada
para detectar frequéncias de sendides em meio a rufdo branco. Com isto, toda a
teoria desenvolvida no capitulo 2 poderd ser aplicada para este fim, objetivo
principal do nosso trabalho, originando o método FBLP para estimar frequéncias.
Simulagdes ilustrativas comporio o capitulo.

O capitulo 4 apresentard o método FBLP Modificado, o qual resulta da
aplicagdo do conceito de subespago de sinal e de rufido aoc método FBLP. Este método
se mostrard mais eficiente do que o anterior, tanto na resolugio quanto na variancia
das estimativas. Os aspectos que influenciam estes parimetros serfo apresentados,
evidenciando assim o0s motivos pelos quais a desconsideragac do subespage de ruido
melhora de forma acentuada o desempenho. Diversas simulagbes permitirio avaliar o
desempenho e a dependéncia deste com alguns parametros. Por fim apresentaremos uma
aplicagio tipica do método FBLP Modificado.

O capitulo 5 apresentard alguns comentdrios e resultados atingidos com
algumas especulagbes objetivando a redugio da SNR de limiar do Método FBLP
Modificado, bem como enfocaremos o caso de detecgio de sendides reals. Neste
contexto, desenvolveremos, originalmente, um algoritmo que apresenta melhor
desempenho que o obtido com a aplicagio exclusiva do Método FBLP Modificado.

No capftulo 6 apresentaremos as conclusées, destacando as principais

contribuicdes deste trabalho.
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2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo desenvolveremos a teorla de predigio linear de uwm sinal
para a sltuagio onde se dispde apenas de um conjunto finite de amostras do mesmo. Em
funcio disto, as médias estatisticas da teoria de filtragem de Wiener serio
substituidas por médias temporais. Utilizaremos o método de otimizagio de um
preditor linear bascado na minimizagdo dos erros quadrdticos, configurando a
Predi¢cdo Linear Segundo o Critério dos Minimos Quadrados, o qual pode ser
interpretada como a versio deterministica da predigio linear segundo os critérios de

Wiener.

O critéric dos minimos quadrados serd desenvolvido ne contextoe das

predigoes forward (progressiva), backward (regressiva) ¢ forward-backward (progres-
siva-regressiva), e o projeto do preditor nos conduzird & resolugdo de uma equagio
denominada Egquacdo Normal Deterministica. O conjunte de possiveis solugdes para esta
equagio serd analisado, onde constataremos que a mesma sempre possui solugio.

Dentre as possiveis solugfes da equacio normal determinfstica, atengho
especial serd dada & Solucdo de Norma Minima. A fim de obtermos esta soluglo, o
Teorema da Decomposi¢do via Valor Singular serd enunciado ¢ demonstrado, bem como

definiremos o conceito de pseudo-inversa de uma matriz.

2.2 PrepicAo LINEAR SeGUNDO © CRITERIO DOS MiNIMOS QUADRADOS

Seja um conjunto de amostras de uwm dado sinal com valores complexos

{uf1),u(2),...,u{N}}, observados nos instantes i:l,t2 st uniformemente

¥ he 2 N’
espagados. Seja também um filtro transversal, com {L+1) fatores de ganho, na forma:

u(n) ——v(n-1) —u(n-2)  u(n-L+1) ——v{n-1)
s s 3 B 4 > Z - JERUU B e T R

WO Wi Wz WL

¥ - - - W o

I
- Y

Fig. 2.1 - Filtro de Erro de Predigio Linecar Genérico

Onde: Un) = {u(n},u(n-1},...,u{n-L)}
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Suponhamos agora gque o i’ésimo fator de ganho w: seja igual a -1, e que

objetivamos minimizar eL(wﬂ,wl,...,wL) = ¥ ‘f[U(n)]]z. O ideal, segundo este
E:]

objetivo, seria que todos os flU(n)] fossem iguais a zero, obtendo-se assim o menor

€ possfvel, ou seja, o ideal seria que:

- w;.u(n) - w;.u{n-i) -t u{n-i1} -~ w;.u(nwL} = fluin)] = 0
portanto:

win-i) = w;.u(n) + w;.u(nwl) ot W

(n“m).u(n—iﬂ)

+ “’:,,,.1.,1)'“(“_1_1) L w;.u(n-L)

Este resultado pode ser interpretado como a tentativa de prever o valor da
amostra u(n-i) a partir de uma combinacdo linear das demais amostras presentes no
filtro. Dai o nome Predicio Linear, enquanto que o filtro da fig. 2.1 ¢ conhecido
como o Filtro de Erro de Predigdo  Linear, pois flU(n)] representa este erro. Na
préitica, geralmente, nio conseguimos € igual a zero, mas o filtro ¢ ajustado de
modo a tornd-lo o minimo possivel.

O problema de predigio lincar segundo o critério dos minimos gquadrados,

consiste em obter um minimo para CL(WO,WI,...,WL) = 7 |f{U(n)]|z, sujeito a condiglo
que w; = -1, ou seja, obter WoW W = -1, ...,n W tal que €, scja o menor
possivel, onde flU{n)] ¢ uma fungdo das amostras observadas. Dado que o filtro €
composto por L elementos atrasadores, dizemos que o filtro tem ordem L.

Foi omitido acima os limites para o somatdrio em € - Escolhas distintas
para estes llmites originam diferentes expressdes para € ¢ por conseqiiéncia, para

os ganhos do filtro, dando origem aos seguintes métodos [1]:

#) Método da Autocorrelagio - Assumimos que os dados anteriores ao instante de tempo
t, e posteriores a t  sdo zero. Portanto, neste caso, sdo considerados os erros
produzidos quando o filtro ndo estd completamente cheio de amostras, ou seja, os

limites para o somatdrio em €, serio 1 ¢ (N+L).

b) Método do Pré-janclamento - Assumimos gue os dados anteriores ao instante de
tempo t sfo zero, mas nenhuma suposigio € feita acerca dos dados posteriores a by
Portanto, neste casc nio se leva em conta os erros produzidos apés a ditima amostra

u(N) ter adentrado ao filtro, ou seja, os limites do somatéric em €, serdo 1eN
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¢} Método do Pds-janclamento - Assumimos que os dados posteriores ao Instante de
tempo t  sdo zero, mas nenhuma suposigho € felta acerca dos dados anteriores ao
Instante tl. Portanto, neste caso, ndo se leva em conta os erros produzidos antes
que a primeira amostra u(l) alcance a derivagio do ganho w
n = L+1,... ,N+L.

-
L’ oun se¢ia,

E sensato, porém, n3o fazer qualquer suposi¢io acerca dos dados fora do

intervalo toenty J& que s6 dispomos dos dados neste intervalo. Assim, serdo

levadas em con?a apenas as sltuagdes em que o filtro de erro de predicdo linear
estiver cheio, originando assim o quarto método, denominado Método da Covaridncia,
ou seja:

N 2
eL(wg,wl,...,w!=*1,...,wL) :ELleU(n)]! lw;=—1

Obter W k = 0,..,L, e k # i, segundo fungio de custo € ¢ conhecido
como O Método de Predi¢do Linear Segundo o Critério dos Minimos Quadradoes. Este
método pode ser visto como a contrapartida determinfstica da teoria de predigio
linear classica, uma vez que os filtros de predicdo linear resultantes da teoria de
filtragem de Wiener sio derivados de médias estatisticas. O resultado € que apenas
um filtro 6timo ¢ especificado para qualquer conjunto de amostras de um sinal, o
qual € suposto estaciondrio no sentido amplo. Por outro lado, o método dos mfnimos
quadrados ¢ uma alternativa para as situagdes onde se dispde apenas de um conjunto
finito de amostras do sinal a ser filtrado. Neste método, o conjunto de ganhos do
filtro dependem diretamente do conjunto de amostras diponfveis. Logo, cada conjunto
gerard um filtro de erro de predigdo diferente.

Daqui por diante, o critério para o projeto de filtros de predigio linear
serd sempre o dos mfnimos quadrados. Portanto, a frase "segundo o critério dos
minimos quadrados” serd, por conveniéncia, omitida na maijoria das vezes, mesmo gue,

a rigor, o correto seja utilizé-la.

2.3 O Méropo be Prepicio Linear Forwarp - FLP

2.3.1 O FILTRO DE ERRO DE PREDICAO FORWARD

Supondo, na fig. 2.1, que wa. = -1 e denominande f[U(n)] de fL(n). obtemos

o esquema da fig. 2.2,
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u(n) —u(n-1) —u(n-2)  uln-L+1) ——u{n-L)
S———d > Z ¥ rreer . ep— Z
W N N N
wa wa w.
f1 i2 fL
L 7" N - Vo {L(n)
S T o[ = S >

Fig. 2.2 - Filtro de Errc de Predigio Linear Forward

As entradas {u(n-1),u(n-2),...,u(n-L))} das derivagdes sio utilizadas na

predicio linear de u(n). Portanto, a predigio de uln) sec baseia em amostras

anteriores a ela, o que justifica a denominagiio Predigdio Forward (sem atraso).

Definimos fL(n), chamado de Erro de Predicdo Forward, como:

L »
fL(n) = un) -} wfk.u(n-k) n = L+1,...,N (2.1}
k=]

onde o subscrito L denota a ordem do filtro ¢ o subscrito f, o tipo de predigio a
ser realizada.
O filtro da fig. 2.2 ¢ denominado Filtro de Erro de Predicdo Linear

Forward e ¢ obtido pela minimizagio da soma dos erros quadrdticos de predigao,

definida como:

N
2
W ) = L [fL(n)l | o - (2.2)

n=1+1 f0

W W
Gf( i1’ of2

Denominamos este método de projeto como Método de Predigdo Linear Forward - FLP'.

2.3.2 A EQUACAO NORMAL DETERMINISTICA

A eq. (2.2) pode ser interpretada como a Energla do Erro de Predicdo
Forward. O problema aqui ¢ encontrar W 1= Lol com w = -1, tal que esta
energia sefa a menor possfvel. Sio definidos a seguir, alguns vetores e matrizes

necessdrios ao desenvolvimento da solugio deste problema.

1) Vetor de ganhos do filtro transversal - W dimensdes Lx1.

t
w = [ W Yo o Yo 1 (2.3)
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2) Vetor de entrada - u : dimenstes Lx1.
Contém as entradas das derivagoes do filtro.

u ‘-0 = [ u(n-1) uw(n-2) ... u(n-L) ] (2.4}
Portanto, podemos expressar fL(n), o erro de predigio forward, como:
fL(n) = u(n) - w[H.u(nnl) n = L+1,..,N (2.5)

onde: o sobre-escrito H denota o transposto conjugade (Hermitiano).

3) Vetor erro de estimagio forward - ¥ : dimensoes (N-L)x1.
H
F =1 fL(Lﬂ) fL{lﬁz) fL(N) 1 (2.6)
4) Vetor resposta desejada forward - bf : dimensées (N-L)x1.

be = [ w(L+1) u(L+2) ... u(N) ] 2.7

Podemos reescrever a eq. (2.6) como:

gt - be - wfﬂ.i w(L) u(L+1) ... wN-1) ]
H_,H_ _H,H
G hf w, .Af {2.8)
onde: AIH = [ wL) w(L+1) ... w(N-1) 1 (2.9)

A , tem dimensdes (N-L)xL.

Tomandc o Hermitiano de ambos os lados de (2.8), obtemos:

F=b -Aw (2.10)
Expressando A rﬂna sua forma expandida:
[ wk)  ul#D) ..., u(N-1) ]
w(L-1) wL) ... v(N-2) (2.11)
A H = . . . .

L u(l) w(2) w(N-L) |
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Podemos observar que A ¢ completamente definida pelas amostras disponiveis,
uf1),u(2),...,u{N).

De posse dessas Informagbes, a eq. (2.2) pode ser reescrita como:

H

s:f(wf) =¥ . (2.12)
Substituido a eq. (2.8) em (2.12), obtemos:
H H H
z:f(wf) = (IY)f - w .Af ).(hf - Af.wf)
H H H H H H
b[ .bf bf .Af.'ivf w, .A{ .bf +w .Af 'Af'wf (2.13)

Diferenciande a eq. (2.13) em relagio a w [1-pg 105 a 107], obtemos:

] cf(wf) . H
"“"9—"“";;—'— = - 2.1\[ 'bf + Z.A{ ‘Af.wf {(2.14)

Igualando a eq. (2.14) a zero para encontrar o vetfor w. que minimiza a energia do

erro de predigdo forward € obtemos:

H H
Z.Af 'bf + 2.Af 'Af'wf = @

H H
Af .Af.w = Af b (2.15)

A equagio acima (2.15) € chamada de Egquagdo Normal Deterministica para o problema

dos minimos quadrados. A resolugdo desta equacfio, que permite obter W, dtimo, serd
discutida mais adiante.

A fim de obter o valor minime da energia do erro de predi¢do forward,
correspondendo ao preditor 6timo, basta tomar a expressio para ¢ ¢ dada por (2.13),

¢ substituir w pelo seu valor étimo, dado pela eq.(2.15), resultando em:
H H H H H 3
efmm(wf) =b b ~b AW -w A"b +w A b

H H
emin(wf) = bf .bf - !)f .A.f.wf (2.16)

2.3.3 A EQUACAO NORMAL DETERMINISTICA E AS FUNCOES DE CORRELACAO

Por conveniéncia, transcrevemos a equagio normal deterministica.
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H H
A Af.wf = A bf (217)
Observando (2.17), podemos concluir que:
1) O vetor AfH.h{ sera:
CuL)  u(LA) ... wN-1) T [ u(L+1) ]
u(L-1) a(l) ... u{N-2) u (L+2)
H
A .b = . . .
f oo
w1 w(@) u(N-L) | | u ()
r(-1}
H r{~2) "
A .bf = (N ~ L). = (N - L).rf {2.18)
| r(-L)
. 1 N-1 .
Onde: r(i) = W . z ulk+i+1).u (k+1} =L =i = -1 {2.19)
k=L

~

ou seja, r € um vetor de correlagio estimada para u(n), formado pelas estimativas

f ~
da sequéncia de correlagio r{i), -L = 1 = -1. No limite, quando N > w, ¢
considerando o processo ergédico, r(i) - r(i}, onde r(i) € a verdadeira sequéncia de

correlagio do processo u(n) [2].

2} A Matriz AfH.Afseré:

[l (L)

u:(Lml)

u (L+1) w (L)

| uN-D 0’ (N-2)

A IH.AI =
Cu(L)  u(L+l) ... u(N-1) ]
u(L-1)} u(L) ...... u(N-2)
| u(1) w(2) ... u{N-L)
Cr0,0)  r(0,-1)
r{-1,0) r(~-1,-1)
= (N - L).|

r(-L+1,0) r(-L+1,-1} ...

.. 10, -L+1)
. r(=1,-L+1)

------

......

------

r(-L+1,-L+1) |

{N-LR

(2.20)
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N-1 .
£ u(k+).u (k+)),(-L+1) s 1,§ s O (2.21)
K=L

Onde: L, = g2 -
Rf ¢ uma matriz de correlagio estimada para u(n) ¢ € chamada de matriz de correlagdo
determinfstica. No limite, quando N - e, ¢ considerando o processo ergédico,
r(i,j) » r(i-j), onde r(i-j) € a verdadeira sequéncia de correlagio para u(n), no
deslocamento (i-)) [2].

Usando as relagdes desenvolvidas em (2.18) e (2.20), a equagfio normal em
(2.17) pode ser reescrita da seguinte forma:

R[.wf =r, {2.22)

A aplicago da teoria de filtragem otima de Wiener ao problema de predigio

linear leva & equagdo normal dada por:

R.w{ = p (2.23)

onde se emprega médias estatisticas [1].

Fica evidente, observando os resuitados dos limites analisados em (2.19) ¢
(2.21), que a equagdo {(2.22) € o resultado da equagho normal cldssica de (2.23),
quando substitufmos a matriz ¢ o vetor de correlagio, R e r, por estimativas
polarizadas [2] dos mesmos.

Seguindo a mesma linha de raciocinio, a expressio para o erro minimo de

predigdo forward, dado pela eq. (2.16), pode ser reescrita como:

H ~H
e{min(wf) = bf .b{ - {N - L}.rf W (2.24)

2.3.4 PROPRIEDADES DA MATRIZ DE CORRELACAO DETERMINISTICA

Algumas propriedades da matriz de correlagio deterministica R, as guais
serdo itels mais adlante, serio agora enunciadas. As demonstragbes podem ser
encontradas em [1].

Propriedade 2.1: A matriz de correlagdo determinfstica R ¢ Hermitiana.

Propriedade 2.2: A matriz de correlagio deterministica ltf ¢ definida nio-negativa,

H -~
R X = -
isto €&, x Rt’ x = 0, para qualquer vetor X Lx1)
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O fato de ﬁf ser definida nio-negativa significa que o seu determinante e
todos os menores principais sio nio-negativos. Se a condigio acima ¢ satisfeita com
o sinal de desigualdade, seu determinante e todos os menores principais sdo
positivos. Neste caso, ﬁr ¢ nido-singular e i;i existe (3],

-~

Propriedade 2.3: Os autovalores da matriz de correlagio deterministica R{ sdo todos

reais ¢ nio negativos.

Propriedade 2.4: A matriz de correlagio determinfstica R ; € o produto de duas

matrizes retangulares de Toeplitz.

Esta propriedade ¢ importante para a solugdo da equagio mnormal
deterministica (2.22). O Algorftmo de Levinson-Durbin [1] resolveria a eq. (2.22)
caso ﬁf fosse Hermitiana, Toeplitz, ¢ ﬁ;l existisse. Entretanto, o prejuizoc nio ¢
total, uma vez que Marple [2] desenvolveu um algoritmo que explora a caracteristica
de ﬁr descrita na propriedade 2.4. Embora este algoritmo seja mals compiexo
computacionalmente que o de Levinson-Durbin, ainda assim € mais eficiente do que

~

tentar resolver (2.22) através de outros métodos que invertem a matriz R ¢

2.4 O MEtopo DE PReEDICAO LINEAR BAckwarD - BLP

2.4.1 O FILTRO DE ERRO DE PREDICAO BACKWARD

Supondo, na fig. 2.1, que w; = ~1 e denominando flU(n)] de bL(n}, resulta
o esquema da fig. 2.3.

u(n) - a{n-1) " u(n-2) ui{n-L+1) 5 u{n-L)
—— Z 3| 2 > v JRppe—— A
k4 W - L
Yoo wbl wbz
_ W N I 2 ¥ bL{n)
[T} [T o[ [T

Fig.2.3 - Fiitro de¢ Erro de Predigio Lincar Backward
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Utilizamos as entradas  {u(n),u(n-1),...,u(n-L+1}} das derivagdes para
fazer uma predigio linear de wu(n-L). Esta predigio € reallzada através de amostras
posteriores a u(n-L), o que motiva a denominagic de Predigao Backward(regressiva).
Definimos bL{n), o Erro de Predigdo Backward, como:

L-1
b {n) = u(n-L} - £ w_.uln-k) n = L+1,...,N (2.25)
L k=0 bk

Por questdo de conveniéncia das dedugdes matemdticas que se seguirdo, o
erro de predicio expresso por (2.25), embora se refira 2 amostra u(n-L), € aqui

representado por bL(rz).

O filtro da fig. 2.3 € denominado Fiitro de Erro de Predicdo Linear

Backward ¢ € projetado minimizando-se a soma dos erros quadriticos de predigio,

definida como:

N
eb(w W e W y=% |b

2 &
b0’ b1 b(L-1) "] e (2.26)

Este método de projeto ¢ denominado Método de Predi¢do Linear Backward - BLP:.
Para um dado conjunto de dados {u(1),...,u(N}}, os métodos FLP ¢ BLP

fornecem filtros inteiramente diferentes, pois este conjunto de amostras € utilizado

de forma distinta em cada um deles, como demostram as expressdes (2.1) ¢ (2.25).

2.4.2 A EQUACAO NORMAL DETERMINISTICA

A eq. (2.26) pode ser interpretada como a Energia do Erro de Predigdo

Backward ¢ o problema estd em encontrar wb!,i = 0,...L~1 com wa = -], tal que ecsta
energia seja a menor possivel. Assim, da mesma forma que no caso forward,
definimos:

1) Vetor de ganhos do filtro transversal - w, : dimensées Lxi.

t ] * *
wo o=

b = ¥y Vo) Voo! (2.27)

3 :
do inglés Backward Linear Prediction
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2} Vetor de entrada - 1 : dimensdes Lx1.
Contém as entradas das derivagdes do filtro.

' @-L+D) = [ u (n-L+1) u (n-L+2) ... u {n) 1 (2.28)

Portanto, podemos expressar bL.(n). complexo conjugado do erro de predigio backward,

como;
b, () = v(n-L) - w "uln-L+1) n = L+,...N (2.29)
3} Vetor erro de estimagao backward ~ B : dimensées (N-L)x1.
H * LS L]
B =1 bL(Lﬂ) bL(L-l-Z) bL(N) I (2.30)
4) Vetor resposta desejada backward - bb : dimensdes (N-Ljx1.

be =[v@u @ .. u (N-L) ] (2.31)

Podemos reescrever a eq. (2.30) como:

g = bhH - wb“.{ w2 uCr ... uN-L+1D) ]
H H H H
g =p" - wha (2.32)
onde: A;* = [ u® u@) ... uN-L+D) | (2.33)

Ab tem dimensdes (N-L)xL.
Tomando o Hermitlane de ambos os lados de (2.32), obtemos:
B=b - A .w {2.34)

E conveniente expressar ABH na sua forma expandida.

Cu(2)  u(3) ... u_(N-L+1)]
i ] {3) u (4) ooooo U (N“L"'z) (2.35)
A H = . . . .
. : : Do
UL 0 (142) e w (N
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A eq. (2.26) pode agora ser reescrita como:

H
cb(wb) =8 .B (2.36)

Notamos, portanto, quec as equagdes para os filtros forward e backward sdo idénticas
na forma, embora os vetores envolvidos sejam distintos. Logo, a repeticio do
desenvolvimento realizado no iftem anterior permite afirmar que a equagdo normal

deterministica para o filtro backward serd:
A ,Ab.w = A b (2.37)

A expressio da minima energia do erro de predigio backward, serd portanto:

H (2.38)

bmin b

H
€ (w) = bb 'bb - bb .Ab.wb

Vale salientar que W, ma equacdo (2.38), € o vetor dtimo segundo o critério do

minimos quadrados, dado por (2.37).

Tudo o que foi deduzido no contexto da predicdo forward, envolvendo a

matriz ¢ o vetor de correlagao, € vilido também para o caso backward.

2.5 O Metépo pa PrepicAo LINEAR ForRwARD-BAckwaARD - FBLP

Podemos gerar ainda um terceiro método de projeto de preditores,
combinando os métodos forward e backward, O critério de otimizagio consiste em
minimizar a energia do erro de predigio forward somada 2 energia do erro de predigio
backward, ou seja, os coeficientes dos filtros de erro de predigio serio tais que

minimizem a energia do erro de predigio forward-backward dada por:

N 2 Z
e, ) =L [[f (0]" + [b ()]’]
k=i+1 .

e‘b(wm) = cf(wi) + eh(wb) (2.39)

Este método € denominade de Método de Predigdo Linear Forward-Backward -
FBLP.

3
do ingiés Forward Backward Linear Prediction
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Repetimos, por conveniéncia, as equagbes normais deterministicas para os

preditores forward e backward.

a) Forward

AMAw =altp (2.40)
f £
ou: R.w = r, (2.41)
b) Backward
H H
Ab ‘Ab.wb = Ab .hb (2.42)
ou: Rw =r (2.43)
b b b
Admitindo a ergodicidade, no limite quando N 3 w, observamos que:
Rf < R r.or
(2.44)
Rb > R roor
ou: R =R e r=r (2.45)
Onde R e r sio a matriz ¢ o vetor de correlagio, respectivamente.
Conscquentemente (2.41) e (2.43) tornam-se:
R.wf =r
(2.46)
] R.wh =r
o que implica em: w =W (2.47)
ou seja:
t Y Y2 o Vo I=1 ¥ow-n Vo) 7 Voo ] (2.48)

Observandc (2.48), constatamos que, quando N 3 w, os coeficientes do
filtro de erro de predigio backward sfio os complexos conjugados dos coeficientes do

forward escritos na ordem inversa.
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O método FBLP consiste em projetar os filtros forward e backward de modo a
minimizar a soma das energlas dos erros de predigio forward e backward, fornecida

pela eq. (2.39). Mas, minimizar (2.39) significa obter :

3 e fw) 8 e {w)
f f b b
3w + 7w = 0 {2.49)
f b
H H H H
Z'AI .bf + Z.Af 'Af'wg - Z.Ab 'bb + 2.Ab .Ab.wb =0 (2.50)

Embora as solugdes w,oe w de (2.50) sejam, no caso geral, distintas,
quando N ¢ finito, no método FBLP assumimos a validade da eq. (2.48), mesmo para N
finito.

A figura 2.4 mostra os filtros de erro de predigio forward ¢ backward a

serem projetados pelo método FBLP.

u{n) ——u(n-1) —uln=2)  uln-L+1) ——u(n-L)
—peey | 3| Z 3 vvirn. —7—31 4L
W W . w.
1 2 L
W — Y - L £ - - f'L(n)
[T [T o[ ——— [T

Fig. 2.4a - Filtro de Erro de Predigio Linear Forward

u({n) = u{n-1) - u{n-2) u(n-L+1) - ui{n-1L)
R Z 3 Z : SN . 3 Z
L 4 w o 7
YL V-1 Wpozf = Yy
~ N L2 B e N bL{n)
[ &} 3 & [ T} »[(F 7} >

Fig. 2.4b - Filtro de Erro de Predigio Lincar Backward

Os subscritos para w, referentes 2 forward ¢ backward, foram retirados, por
conveniéncia de notag#o.
Assim, temos um caso de otimizagdo conjunta de wf € wb, sujeito a

restrigio w = w = W. A ¢q. (2.50) torna-se entio:
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H H H H _
- 2.Af 'b; + 2.Af .Af.w - Z'Ab .bh + Z.Ab .Ab.w = 0 (2.51)
H H H H
ATAw+ATAwW=A"Db +A"Db (2.52)
H H A H H b
(AM A 1[__1__}.w=uf A, 3[_ﬁ_:}
b
b b
Al Aw = Alp (2.53)
onde:
. A é a matriz de dados forward-backward, de dimensdes 2(N-L)xL, dada por:
H H H,y _
AT =TA" 1A=
(L) u(L4D) .. wN-1)  u(2)  u.(3) ... u, (N-L+1)]
w(L-1) u(l) .. u(N-2)  u(3) u(4) ... u (N-L+2)
(2.54)
L u(1) w@) uN-L) o' (L+1) ' (L+2) ... w (N)

. b é o vetor resposta descjada forward-backward, de dimensdes 2(N-L)x1, dado por:

H H ., H,_
b =1 bf i b I=

[u(L41),u(L42),..ou(N)  u (1), (2),....u (N-L)] (2.55)
Onde: N - Nimero de amostras disponivel do sinal

L » Ordem do filtro

As equagdes (2.53), (2.54) ¢ (2.55) determinam o w dtimo segundo o método
FBLP, isto €, a solugdo representa wuma otimizagio conjunta sujeita 2 restrigio
f b

As colunas da metade esquerda de A¥ representam os conjuntos de entradas
das derivagdes, utilizadas para obter a predigio linear forward, das respectivas
respostas desejadas contidas na metade esquerda de b". As colunas da metade dircita
de AP representam os complexos conjugados dos conjuntos de entradas das derivagles,
utilizadas para obter a predigio linear backward, dos complexos conjugados das
respectivas respostas desejadas, contidas na metade direita de b,

Por analogia, a energia minima do erro de predigdo linear forward-backward
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seré (ver eq. (2.16) ¢ (2.38)):

e (w) =bob - blAw (2.56)
min

onde w € o vetor 6timo dado por (2.53).
Tudo o que fol deduzido no contexto das predigbes forward e backward,

envolvendo a matriz ¢ o vetor de correlagio, & vidlido também para o caso forward-
backward.

A motivagio para o estudo do método FBLP vem da expectativa de resultados
promissores para a estimativa dos ganhos dos flitros. Tal expectativa resulta de uma
utilizagio mails completa das amostras de sinal disponiveis, propictada pela

aglutinagio das equages dos métodos iniciais.

Para solucionar as equagbes normais deterministicas, dadas por {2.53},
(2.37) ¢ (2.17), € necessdrio o conhecimento de alguns teoremas bdsicos de dlgebra
matricial, bem como de resolugio de sistemas de equagdes. Este estudo serd feito

logo abalxe, para posteriormente, analisarmos as possiveis solugdes destas equagdes.

2.6 O Teorema ba DecomposiCAO VIA VALOR SINGULAR - SVD

TEOREMA 2.1: Sc¢ A(mn) tem posto k, entdo € possivel escrever:
H r o
Pay-[39]
z 0 H
e A=UU [ 0 0 ] v
onde: . X% = diag{a'x,o'z,...,ok).

- o, = c, z ..z e > 0, sdo chamados valores singulares de A.
. o‘lz, i=1,2,..k, s os autovalores nf#o nulos de AH.A e de A.AH.
. U - Matriz unitéria, de dimensdes mxm, onde suas colunas sfo os autoveto-

res de A.AH.

. ¥V 5 Matriz unitdria, de dimensées nxn, onde suas colunas sfo os autovetores
de AMA.

. As primeiras k colunas de U correspondem aos autovetores de AA" associados

2
aos autovalores LA i = 1,.,k, e as {(m - k) colunas restantes

H
correspondem aos autovetores de A.A° associados aos autovalores nulos.
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. As primeiras k colunas de V correspondem aos autovetores de AP A associados
aos autovalores c‘lz. i = 1,.,k, e as {(n =~ k) colunas restantes
H
correspondem aos autovetores de A .A assoclados aos autovalores nulos.

. Tomando U e V nas formas particionadas por colunas:

12 n
U e V guardam a seguinte relagio:
-1
v =0 Ay
i =1,2,...k

DEMONSTRACAO: Sendo posto(AH.A) = posto(A.AH) = postolA}, e este por sua vez, igual
a k, ¢ evidente que a matriz AP A tem exatamente {n - k) autovalores nulos, e aal
tem (m - k) autovalores nulos. Em ambos os casos, os k autovalores restantes sio
reais e positivos (ver apéndice A).

Podemos denominar os autovalores nidc nulos de AH.A COmo o*iz, i = 1,2,...Ek,
j4 que todos sdo positivos, ¢ ordend-los na forma cozo, = 20 > 0.

£ sempre possivel escolher um conjunto ortonormal de autovetores v VsV

2 2

H 2
para A .A, associados respectivamente com os autovalores ol ,0*2 ,...,o"k (ver

apéndice B). Definimos agora:

B =0 .A.vi (2.57a)

A.vi =0o.u {(2.57b)

Demonstraremos agora que, ui,t = 1,2,...k, formam um conjunto ortonormal
Si= 12,0k
Tomando, inicialmente, o produto A.AH.IIi ¢ substituindo w pela expressio

(2.57a), obtemos:

de autovetores para A.Aﬂ, associados aos autovalores o

A.A”.ni = A.AH.(o*i_l.A.vi) = o-i“l.A.{AH.A.vi) i =12..k (2.58)

J& que o*iz,l = 1,2,..k, s#o autovalores de AH.A, associados a

v],l = 1,2,...,.k, entio:
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AH.A.Vi = ciz.vl i=12..k (2.59)
Substituindo (2.59) em (2.58):
AAMS =0 Aty =0l Av) i =1,2,..k (2.60)
Substituindo (2.57a) em (2.60), vem:
AAty =olu i = 1,2,..k (2.61)
E estd provado que ui,! = 1,2,...k, sdo autovetores de A.AH assoclados a 5‘2,

i =1,2,...,k, que sfio os k autovalores nio nulos.

Para mostrar que sic ortogonals, tomamos o seguinte produto interno:

_oH_ -l -1 I H
(u{,uj) = ‘"; = (a*i .A.vi,o‘} .A.vj) =0 .crj (vi,A .A.vj)
-1 -1 S |
=0 .tr‘j ‘(v;"r; vj) =0, .c*}.(vi,vj)
(ui,uj) =0 Y i=j pois (vi,vi) = 0 V 1% ]
- — Mi -
(“1’“1) =1 ¥ 1=} pois c, .cri.(vi,vi) = 1

Fica provado, desta forma que, ui,i = 1,2,....k, 830 ortonormals.
Utilizando {2.57a), temos:

At = oA Ay = 1,2,k
substituindo (2.59) na expressio acima:
Alw =ov i=12,..k
v =c Al

que, juntamente com (2.57a), complementa a relagfio entre vewu, P=1,2,..k.

Ji que A" A ¢ AAY tem k autovalores nao nulos, (n - k) ¢ (m - k)

autovalores nulos, respectivamente, ¢ como foram exibidos k autovalores nio nulos

{que sio os o‘iz), para cada uma das matrizes, entio estes autovalores sfo os tnicos

nio nulos. Portanto, € possivel estender os conjuntos {lt1 u .. uk} € {ir3 vz...vk}
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para conjuntos ortonormals U = (“1 u o am} eV = {wir1 v, - vn} {ver apéndice B),
onde:
H
AA o= 0 i = K+1,LK+2,...,m (2.62)
AlAv =0 | = kt1,k+2,...,n (2.63)

Av =0 i = k+1,k+2,...,n (2.64)

U LAV = Al VoV, .V |

= . Az A.vi A.vz A.vk A.\tr|W1 A\.v!l ]

Utilizando (2.64), vem:

U .AY¥Y = . Az A.vl A.v2 A.vk 00 ..01

Utilizando (2.57b):
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6, 0 0...00 0
0 6, 0.0 0. 0
H —
U AY =10 0 0.ioc 0.... 0
0 0 0....0 0 .. 0
(0 0 0....0 0 ... 0
Portanto:
H $ 0
UAV-[G 0] (2.65)

Onde U, V ¢ T satisfazem o enunciado do teorema. Como U e V sio matrizes unitdrias,

¢ imediato que:

A= U.[ z g ].VH {2.66)

A equagio (2.65) € a expressio matemdtica da Decomposigdo via Valor Singular -

svp'.

E importante notar que a SVD ndo ¢ necessariamente dnica, pois € possivel
escother vérios conjuntos ortonormais U ¢ V. Nenhuma restrigio € feita, também,

quantos aos valores de m e n.

4
do inglés Singular Value Decomposition
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2.7 DerFiNicAo GERAL DE PseuDO-INVERSA DE UMA MATRIZ

Definimos a pseudo—-inversa de uma matriz A como:

¥ _ Lz 0 H
A" = v.[ o 0 ].U (2.67)
-1 -1 -1 -1
Onde: . I = diag(t:r1 Oy O ), € a-i,i = 1,2,..k, s3o os valores
singulares de A. k € o posto de A.

U - Matriz unitdria, de dimensdes mxm, onde supas colunas  sdo 08

autovefores de A.AH.

V > Matriz unitdria, de dimensbées nxn, onde suas colunas sio os

autovetores de AH.A.

De (2.66), ¢ imediato gue:

H_ ]2 0] 1
A -v.[o a:l.U (2.68)

Cabe aqui,citar algumas igualdades envolvendo autovalores e autovetores,
que, a posteriori, tornar-se-d0 necessdrias. Lembrando que, para uma matriz B(pxp}
qualquer {1k

se: B.x

i

i

b
]

L2,...p

i
>
51
i

entio: B x 1L,2,...p

E imediato deduzirmos que:

autovetores de (AH.A).(AH.A)H =
autovetores de (AH.A) =V

1) autovetores de (AH.A}H.(AH.A)
autovetores de (AM.A).(AM.A)

2) autovalores de (AH.A)H.(AH.A) autovalores de  (AM.A).(AH )1

= autovalores de (AH.A).(AH.A) =

[autovalores de (10‘,H.A)]2 = { 0'14,0*;, ...,d*; }

autovetores de (A.AM).(A.ATHH =
autovetores de (A.AH) =Y

3) autovetores de (A.AH}H.(A.AH)
autovetores de (A.AH).(A.AH)
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4) autovalores de (A.AM.(A.A™H = autovalores de (A.AH)H.(A.AH) =
= autovalores de (a.AM A =
H,y2 4 4 4
[autovalores de (A.A7)])" = { T 0, s el }
Agora, utilizando as igualdades acima e a teoria de SVD, chegamos s seguintes
expressies:
H , # (£ 0] H
WAt =v[ 50 }.v (2.69)
n# o[£ 0], H
(AA7) =1, U (2.70)
0 0
Utilizando (2.68) e (2.69), obtemos o produto:
. -
H,# H_ p> 0 H Z 0 H
(A7.A)" A -,v.h9 G‘.v 'V'[o 0].1}
(2 072 0],
=Vle o] [ 0 0 ] v
s el Lk
= V.- 0 0 U = A
Portanto: AT = (AH ¥ A" (2.71)

Utilizando (2.68) e (2.70), obtemos:

-2
Ho, H#_ T o] . [Z2° 0] 1
AT(AA) = V.[o 6}.{1 .{}.{9 0]'”

Portanto: Af = AH.(A.AH)#

(2.72)
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(2.11) e (2.72) constituem, portanto, expressdes alternativas para a*.
Caso uma dada matriz seja quadrada e ndo-singular, sua pseudo-inversa, ou,
inversa generalizada, ¢ a sua prdépria matriz inversa. Esta afirmagioc tem

demonstragio Imediata: se A ¢ quadrada e nfo singular, o posto de A € cheio e a
€Xpressao:

dé lugar a: AT =VI U (2.73)

Lembrando que, pela mesma razdo, podemos escrever:

A =usvi (2.74)

Entao; Aat = vsvilvs iyt

H
el

(2.75)

A¥ A= vz lvtuz vt

i
=

(2.76)

Portanto: AT = A {2.77)

ou seja, existe a inversa (pois o posto € cheio) e ela ¢ igual a pseudo-inversa.
Concluimos que a inversa de uma matriz é um caso particular da sua pseudo-inversa,

quando a matriz é quadrada e nio-singular.

Supondo que a matriz A(mm) possua posto k cheio, a sua pseudo-inversa
toma formas particulares. Dols casos devem ser analisados.

1) mznek=n

AlA ¢ quadrada, de dimensGes nxn ¢ tem posto cheio, pols:
posto(AH.A) = posto(A) = n. Baseado em (2.77):

AfA* = W
Reescrevendo (2.71), resulta:
Af = (AP TAH (2.78)

22msnek=m

AAY ¢ quadrada, de dimensdes mxm ¢ tem posto chelo, pois:
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posto(A.AH) = posto{A) = m. Baseado em (2.77):
(aah* = (aa™!
Reescrevendo (2.72), resulta:
A% = AMaath? (2.79)

Neste caso, para calcular a pseudo-inversa de A, devemos optar, entre
(2.78) e (2.79), por aquela expressio que for mais simples e/ou adequada, observando

as dimensdes m e n de A.

2.8 ResoLucAo pa EQUACAO NormAaL DETERMINISTICA

Antes de  analisar as  possiveis solugbes das  equagbes  normais
determinfsticas, dadas por (2.53), (2.37) e (2.17), algumas definigbes ¢ teoremas

tornam-se necessarios.

DEFINICAO 2.1: Uma matriz quadrada A que satisfaz AA" = AP A ¢ chamada matriz

normal.
Toda matriz Hermitiana € normal, pois:

AAY = AA = AA

TEOREMA 2.2: Seja uma matriz V = | VoV, e Vo ], na sua forma particionada por

colunas, formando um conjunto ortogonal em um espago V. Se v = «.v eV, o

a .v , entdo:
n n
a!(vi,vi) = (vi,v) ~i=12,..,n

DEMONSTRAGAO: Considerando o produto interno de v, por v:

L

v,V v,V +oa.v + .. + .
(1') (111 272 anvn)

. + e (v + ..+,
@« (vi,vl) “2( l,vz) @ (vi.vn)

]

ai.(vi.vi)



Cap. 2: Predigdo Linear Deterministica Pag. 30

TEOREMA 2.3: Considerando as n equagbes lineares, com n incdgnitas, descritas por
(A - Alx = b, onde A ¢ uma matriz nxn normal, A é um escalar dado ¢ b ¢ um vetor

nx1, verifica~sc uma das seguintes alternativas:

a) A nio é um dos autovalores Aj de A. Neste caso, a solugdo € iinica e pode ser

gscrita como:

(xj,b)

A - A

n
X = j
i=1

Onde: X = | X X, . X ] ¢ uma base ortonormal constituida por autovetores de A.

b) A = Aj para algum autovalor Aj de A. Neste caso existe solugdo x se e somente se
b ¢ ortogenal a todos os autovetores xj assoclados com o autovalor ?\j. Se x qualquer
€ solugdio, entdo podem ser encontradas infinitas solugdes, adicionando a x uma

combinacgdo linear arbitrdria dos autovetores associados a Aj.

DEMONSTRACAO: Sendo [ XX, o X ] uma base ortonormal, constituida por

autovetores de A (isto € sempre possivel, ver apéndice B), podemos escrever:
b=b.x +b.x +. +b.x (2.80}
X=X +eX, t..tax (2.81)

Pelo teorema 2.2:

¢ assim por diante.

Portanto, a eq. (2.80) torna-se:
b=(x,bx + (x,b)x + ..+ (x,b)x (2.82)
1 i 2 2 ] n

Ac substituir (2.81) e (2.82) na ecquagio (A - A.-.x = b, obtemos:

(A-AD.Yax = ¥ (x,b)x (2.83)
Fofit I B
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n n
¥ {a}.A.xj - aj.h.xj} = ¥ (x

,b).x (2.84)
=1 INEE

Como x},} = 1,2,...,.0t 880 autovetores de A:

AX = A = 1,2,..., .
X, % J n (2.85)

{2.85) em (2.84) fornece:

n n
A - A)x = ,b).
;giaj( j A) x} ji:i(x )x}

B
Yloea -2)-(x,b) lx =0 (2.86)
o1 i i i

Como x}, } = 1,2,..,n, sdc ortogonais, cada componente nioc pode ser expressa através
de uma combinagio linear das demais. Logo, para que (2.86) tenha solugio, ¢

necessdrio que:

txj.(?\j -2A) = (xj,b) ] =312,.,n (2.87)

Dois casos devem ser observados:

DA *A)=12..0

Entdo a soluglo serd inica e igual a:

_ {xj,b)
* = AN
E a solugdo do sistema de equagbes serd:
_ n ~ ] (Xl,b)
x -j§1aj.xi 2 X = jgij;rr.xj (2.88)

2) Suponha que A tenha um autovalor de multiplicidade s. Scjam

Ak = ?'sm =, = Akﬂnl estes autovalores, isto €, Am, i = 01,.,5-1, ¢ k é um

valor particular de j da eq (2.87). Suponha também que A = Akﬂ, i = 0,1,..s51
Entdo, por (2.87):

ak+i'e = (xhi’b) 1 =0,1,..,s5-1 (2.89a)
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Portanto: (xm,b} = 0 i=0,1,..5"1 {2.89b)

O que indica que, para o sistema ter solugho, b deve ser perpendicular a todos os

autovetores X, assoclados a AHE. Se Ahi tem multiplicidade s, e, portanto,

possul s autovetores ortogonais associados a ele, b tem que ser ortogonal a estes s
autovetores. Caso contririo, nio serd possivel encontrar o .. que satisfaga (2.89) ¢
o sistema ndo terd solugio.

Supondo que (2.89) seja satisfeita, as solugbes para o sistema tornam-se:

(xj,b)
a:j = Aj-—?\ J=12,..,ne j=*{k+iLi = 0,1,..,5-1
£
a = qualquer j= &k +ihLi= 01,1

i

pois se (2.89) for satisfeita guando Aj = A, = A, entio:

e w pode ser qualquer para i = 0,1,...,5-1

Portanto, as solugbes tornam-se:

n i
X = J X+ o .x ,supondo que (x_,b) = 0 (2.90)
PR L 9 i
A quando Aj = A

&« gualquer

Se ocj pode ser qualquer todas as vezes que Ai = A, entdo o sistema terd

infinitas solugdes. O desenvolvimento abaixo explicita estas solugses.

Denominando o0s autovetores ortogonais associados a Akﬂ = A de

x L1 = 0,1,..5-1, entio:
k+i

Ax = ;‘m"‘m i=01,..,s1 (2.91)

Suponhamos que (2.89) seja satisfeita, ou seja:
(x,,/b) =0 b= 0,1,.,s-1

k

Tomando (A - A.N).x = b, ¢ lembrando que Ak+i = A1 = 0,1,...,5~1, temos:
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{A -2 Dx==>b i = 0,1,..,8~1 (2.92)
k+i

onde x, dado pela equagho (2.90), € solugho para este sistema de equagbes. Agora,

tomando:
s-1
X' =x+pBx (2.93)
j={
-1
Entio: (A - ?\Hi.l}.x = (A - Am.l).{x +1§081.xk+i)
5~1 -1
= - Ihx + A - AL
(A Alw»i ) i{:OBE A xk+§ EOBI Ahi xiﬁi

Utilizando (2.91), segue que:

(A - P\Hi.l}.x =

-1 -1
(A-a  Dx+ Eﬂﬁi'AkM'XHi “iggsi‘hm’xni

(A-2a DX =(A~-A2 Dx={A~-ADx =h
k+i k+i

Portanto x’ também € solugio dos sistema de equagdes (A - AD.x = b. Esta afirmacio
indica que, adicionando a x wuma combinagio linear qualquer dos autovetores
associados a Aapl = O0L...s-1, como dado por (2.93), obtemos uma nova solugdo
para o sistema de equagbes. Neste caso, infinitas solugées podem ser encontradas, o
que conclui a prova do teorema.

Resumindo, para o sistema de equagées (A ~ Ad).x = b, trés situagdes

distintas podem ocorrer:

1A= lj,j = 1,2,...,n = o sistema tem solugfo dnica

2) A= lm,i = 0,1,..,8-1 e (2.89) ¢ satisfeita para i = 0,1,...5-1 » o sistema
tem infinitas solugdes

3) A = th,l = 0,1,..,5-1 ¢ (2.89) nfio ¢ satisfeita para 1 = 1,2,...5-1 = o

sistema nfio tem solugio
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Finalmente, agora existem condigdes para analisarmos as possiveis solugdes
da equagbes normais determinfsticas. Para efeito de simplicidade de notagao
tomaremos uma equagho normal genérica, representando (2.53), (237} e (2.17),
fornecida por:

AHaw = aAp (2.94)

E evidente que todas as consideragbes que faremos, daqui por diante, para (2.94),
sdo védlidas para (2.53), (2.37) e (2.17).
Esta equagic recai em um caso particular da equagdo do teorema 2.3. E

imediato particularizar o teorema para o sistema de (2.94).

TEOREMA 2.4: Considerando as n equagbes lineares com n incégnitas, descritas por

A Aw = AH.b, onde APA ¢ uma matriz nxn Hermitiana, verifica-se uma das seguintes

alternativas:

a) 0 nio € um dos autovalores Aj de AH.A, ¢ & soluglo Unica pode ser escrita como:

v
R (2.95)

n
_e Y _
w = E by .V} j{:l j

>
[ L

Onde: V = [vl v, Vn] € uma base ortonormal constituida por autovetores de A" A

b) Aj = 0 ¢ algum autovalor de AH.A, ¢ existe solugio w se e somente se Alb ¢
ortogonal a todos os autovetores v} assoclados com o autovalor 0. Se w qualquer €
solugdo, entio podem ser encontradas infinitas solugdes, adicionando a w uma

combinagio linear arbitriria dos autovetores associados a 0,

E importante ter em mente os resultados obtidos no teorema da decomposigio
do valor singular, e pseudo-inversa da matriz A. E imediato perceber que a matriz V

do teorema 2.4 € a mesma matriz V obtida na SVD.

Para analisar as solugbes de (2.94), consideramos:

2) A".A nao possul autovalores nulos

Pelo ftem {a) do teorema 2.4, se 0 ndo ¢ autovalor de A".A, (2.94) tem

solugio inica. Também, a auséncia deste autovalor implica que o posto de AlA ¢
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cheilo (ver apéndice A) e, portanto, igual a n. Se o posto é cheio, a matriz ¢ nlo-
singular e possui inversa {[3]. Logo, a solugio tnica serd:

w=(APA) A ) (2.96)

De imediato, pode parecer que (2.96) e (2.95) sio diferentes. Porém, como AMA ¢

quadrada ¢ nfo-singular:
Wat = aa* (2.97)

Neste caso, a expressio para a pseudo-inversa de AH.A, dada pela eq. (2.69), torna-

se:
(Al a)* = veivH (2.98)
Portanto;
S
v
1
H .- -2 . H 2t vl
(ATA) =VI'V =1 VY, eV 1zt "2
H
v
i n -
n V .V H n ¥V .¥ H
waot=p Ll -y L (2.99)
=1 o =1 A
I=toey b Ay
2 H
onde: Aj = o*j o} = 1,2,...,n, s80 os autovalores de A" A,
Substituindo (2.99) em (2.96), obtemos:
n V¥
w= § -Xé—-.v " A% D
=1 j

Que ¢ exatamente a eq. (2.95). Portanto (2.95) ¢ (2.96) s¢ equivalem e representam a
solugio guando (2.94) possui solugio tnica.

Passamos a analisar agora o outro caso:
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b At possui algum autovalor nulo

APA ¢ singular ¢ (A% A)" nao existe, o que ¢ coerente com o fato de

(2.94) nio possuir solugdo unica. Neste caso, pelo ftem (b) do teorema 2.4, sé

existird solugdo (infinitas) caso APb seja ortogonal a todos os autovetores ¥

associados com o autovalor 0. Pela SVD da matriz A, sabemos que os autovetores de

AH“A associados com o autovalor 0 sdo: vj, j = k+1L,k+2,..,n. Fazendo o teste de

ortogonalidade:

=
=
N
&
g
f
o
-
-«
| i |
oM

Para i = k+1,k+2,...,n:

t
vf*(A“.b) ={00..010..00 }.[20 g } Uip=0t'p =0

pols o elemento 1, do primeiro vetor acima, encontra-se
i = k+l,k+2,...,n.

Portanto: viH(AH.b) =0 i= k+1,k+2,....,n

na  posigéo

ou scja, autovetores associados a autovalores nulos s&o ortogonais a AH.is, o que

significa que neste caso, (2.94) possui infinitas solugbes. J& que o caso 2) ou o b)

ocorrem necessariamente, enunclamos o seguinte Importante teorema.

O TEOREMA DA UNICIDADE: O sistema AH.A.W = An.b sempre tem solugdo. A solugio serd

dnica se o posto de A(mm)

sistema terd Infinitas sclugdes.

for igual a n. Caso o posto de A seja diferente de n, o
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2.9 A SoLucAo pE NorMa MINIMA

Caso o posto de A ndo seja n, o problema lincar dos minimos quadrados,
definido pela equagio normal determinfstica, tem infinitas solugbes. Uma das
solugdes terd um especial interesse: aquela que formece o vetor de ganhos w de norma

minima, ou seja, aquela na gual : Ewﬂz = wh.w é o minimo possivel. Esta solugio serd

dada por:

w=A.b (2.100)

onde A* ¢ a pseudo-inversa de A.

A eq. (2.100) € conhecida como A4 Solucdo de Norma Minima para a equagio
normal deterministica. Seguimos agora com a demonstragdo destes fatos.

Inicialmente, manipulamos a eqg. (2.56) da energia minima do erro de

predigio.

e =b'b-blaw
min

> = bl (b - AW
min

onde w s3o as possiveis solugdes de (2.94), ou seja, € o w 6timo segundo o critério

dos minimos quadrados.

Utilizando o fato de que, no teorema da SVD, U e V sdo unitdrias:

=bluutho - Avviw (2.101)

™M
H

min

vruhip - vavvtliw

Particionamos U e V da seguinte forma:
U= UI‘U2 1 (2.102)

V=[ vi v2 1 (2.103)

onde:

k € o posto de A
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[ v. v ...vk}

<
it
b
o

-l
#
po—
-
-
+
ot
L
+
%)
<
-]

Definimos agora:

' H H
z = VH.W = Vl W= Vl A I {2.104)
H H
V2 V2 W zz
onde: z, ¢ um vetor kxi
z. ¢ um vetor (n-k)xi
H H
c=UWp=|Y lp={YP|l]F¢ (2.10%)
vl vy ¢
2 2 2
onde: cI € um vetor kxi

c, € um vetor {m-k)x1

Substituindo (2.65),(2.104) e (2.105) em (2.101}, temos:

c L 0 i
e = v 1= !
c:2 | 0 6 ] zz
) )
C — &2
e =blud | ? 1 (2.106)
min c
2
. =

Vamos agora demonstrar que 6:1 = 2.21 € que, portanto, emm

imediato que:
] (2107}

A eq.(2.104) fornece: w=Vz
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Portanto {2.94) torna-se:
Al Avaz = Alp

Substituindo (2.107) na expressio acima obtemos:

AP i}.{ § g }.z = Allp (2.108)
Por outro lado, (2.105) possibilita escrevermos
b = Uc
aAlb = AP (2.109)

Comparande (2.108) e (2.109) temos:

£z -¢
AH.U.[ o } =0 (2.110)

mas {2.68) fornece:

(2.111)

>
L=
c
]
<
rm—
oM
[~ ]
—

Substituindo (2.111) em (2.110):
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substitulndo (2.103) na expressio acima:

0 2.::1-—(:I
{Vl V2] . =

mas: V. V. =1
i i
portanto: Ez.zl = E.c
¢ = 2.11 (2.112a)
e z = z‘i.c1 (2.112b)

z = = .Ul b (2.113)

Os resultados de (2.112) e (2.113) foram obtidos para w 6timo segundo o critério dos
minimos quadrados, ou seja, estas igualdades decorrem da solugdo 6tima e, portanto,

estio de acordo com a condigio de erro minimo.

Usando (2.112a), a eq. (2.106) pode ser reescrita da seguinte forma:

e  =blU. (2.114)

evidenciando que € . depende somente de c,- Concluimos ainda que:

D €, % € ¢ estio univocamente determinados por (2.105) e (2.113), sé restando

definlr o vetor z,
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2) Observando (2.105) e (2.114) constatamos que, quando o posto k = m, U, ¢ e

2 2
portanto emm sdo nulos. Logo, o sinal serd totalmente predizivel.
3) € in independe de z,. Portanto, para quakcjuer z, escolhido, € i dado por
(2.114), ainda serd minimo segundo o critério dos minimos quadrados. Por (2.104):
w=V|5H (2.115)

Observando (2.104), (2.115) e a conclusio 1, acima, constatamos que, quando o posto

k = n, ratificando o teorema da unicidade, um dnico vetor w € obtido como solugio.

Caso isto ndo ocorra, z, pode ser qualquer ¢ cada escolha fornecerd um w distinto,

porém 6timo. Escolhendo z, = 0, e substituindo (2.112b), (2.115) torna-se:

2

-1
w =V, z 'cl
0

-1

W=V z .0 cl
¢ 0 c2
st o n

w =1V, ’ U b {2.116)
g 0

Substituindo a definicio de pseudo-inversa da matriz A, dado pela eq. (2.67), na

equagio acima:

w=ADb (2.117)

Fica entdo provado que (2.117) € uma solugio para a equagdo normal deterministica.

Tomando agora a norma euclidiana de w, utilizando (2.115) e {(2.112b)
temos:
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vl = VP2 S P = F S|P (2.118)

Portanto: o) = |z ) + 2,1’ (2.119)

Logo, € claro que a solugdo com z, = 0 ¢ a de norma minima. Fica mostrado assim que

o vetor solucdo w, dado por (2.117), possui a menor norma euclidiana dentre todas as

possiveis solugdes.

Concluimos que w = A*b ¢ o unico vetor solugdo para o problema em

questdo, que simultancamente:
1) Minlmiza a energia do erro de predigio.
2) Possui a menor norma euclidiana dentre todas as possiveis solugdes.

w = A*b ¢ conhecida como 4 Solugdo de Norma Minima. Os motivos para o
tratamento diferenciado dado a esta solugdo, serdo justificados posteriormente.

Caso o sistema tenha solugdo dnica, € imediato provar que o vetor dado por
w = A#.b(que no caso de infinitas solu¢des ¢ denominado solugdo de norma minima) € a
prépria solugao unica. Para isto, devemos observar que a equagdo (2.96) estabelece

uma expressdo para a solugdio unica. Aplicando (2.97) em (2.96), obtemos:
w = (A" A%

Agora a expressio (2.71) permite escrever:

W=aA'b

Evidenclando que, neste caso, calcular w = Afp ¢ equivalente a caicular a solugio
unica,
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2.10 QuTRA FORMULAGCAO PARA A SOLUCAO DE NORMA MINIMA

A solugdo de norma minima € fornecida por:

w o= A#.b
Substituindo (2.67):
st ol . n
W=V, uh
6 0
Substituindo (2.102) e {2.103):
-1 H
w=IV1V21.2 0.U1H b
0 0 U
2.
H
w=ivsloln Y |b
1 U i
2
w = vl.z".ui“.b (2.120)

Percebemos, portanto, que w s6 depende dos k{posto de A) valores singulares néo
nulos(E), os seus correspondentes autovetores de AH.A(VK) e de A.AH(Ul), e do vetor
respostas desejadas{b).

Através de (2.107) chegamos a:
A e AV (2.121)

H 1

Substituinde (2.121) em (2.120¢) temos:

w = vi.z‘“‘.z“.vi“.A“.b (2.122)
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v H
w = Yy Yy Vi ! Alb
c? o? e’ v H
1 2 k k
v..v H v..v 1 v v
! T2 272 H
w = + + ...+
- 2 o 2 o 2 Ab
1 2 2
£ H ,H
w=L— v .A"b (2.123)
i=1 ¢
i
2
oo = 1,2,...,k, sdo os valores singulares de A celevados a0 quadrado, ou
equivalentemente, sdo os autovalores ndo-nulos de A"A e de aA" Denominando
2

o-I = Z\i, temos:

k v,
w=Y L vHalp (2.124)

i
=1 A
i

A expressdo (2.124) fornece a solugdo de norma minima de w em fungio dos k
autovalorcs(?li) nio nulos de AY.A e seus respectivos autovetores(vi). Quando k = n,
temos a situagio de solugdc vnica, e (2.124) torna-se igual a (2.95).

Uma expressdo alternativa a (2.124) pode ser obtida lembrando que o

teorema da SVD assegura que:

Escrevendo na forma matricial_, temos:
v, =alu 3 (2.125)
obtendo, desta forma, Vi em fungio de Ul' Substituindo (2.125) em {2.120):
w=alu sy e
w= A" %0 e

Seguindo o procedimento anterior, obtemos:
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H
kou .b -
w=£-~w——m~2 A LA (2.126)
i=1 @
i
k nin.b H
e: w=7Y AT w (2.127)
i=1 A

A expressio (2.127) permite o cdlculo da solugio de norma minima em fungdo dos k
autova]ores(?ti) nao-nulos de A.AM e seus respectivos aumvetore:s(ni).

Obtivemos, portanto, as expressbes alternativas (2.124) e (2.127),
objetivando o cdlculo da solugdo de norma minima para a equagdc normal

deterministica. A eq. (2.124) envolve k autovalores e os respectlvos autovetores de
APA A eq. €2.127) envolve k autovalores € os respectivos autovetores de AAY.
Sendo A uma matriz de dimensSes mxn, € conveniente utilizar (2.124) quando m > n, de
modo a minimizar o esforgo computacional. Isto porgue vl = 1,2,...,k, tém dimensao
nxl, enguanto que ui,i = 1,2,...k, tém dimensio mxl. Caso m < n, é dbvio que
(2.127) deve ser utilizada.

Para obter os autovalores e autovetores envolvides nestas equagbes devemos
utilizar a SVD em detrimento 2 rotinas padrdes para cdlculo de auto-valores e auto-
vetores de matrizes. O motivo para tal € que os algoritmos baseados em SVD sédo
numericamente estdveis, o mesmo ndo ocorrendo para as outras rotinas [5].

Portanto, calcular a solugdo w de norma minima para a equagdo. normal

deterministica requer o seguinte procedimento:

) m = n

1.1} Calculamos SVD da matriz A, obtendo os valores singulares o-i,o*z,...,o- e 0s

vetores singulares direitos vl,vz,.,.,vk associados.

1.2) Utilizamos a férmula (2.123) para o cdlculo de w.

22m <n

2.1) Calculamos SVD da matriz A, obtendo os valores singulares O 30 eens@, € 08

vetores singulares cscjuerdos uLu,, 0 associados.

2.2) Utilizamos a férmula (2.126) para o célculo de w.
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2.1 CoNCLusoés

A predicio linear segundo o critéric dos minimos quadrados fol
desenvolvida nos contextos forward, backward e forward-backward. Nos trés casos, o
projeto do preditor recai na mesma equagio: A Equagio Normal Determinfstica, embora
os vetores ¢ matrizes envolvidos sejam distintos para cada caso. Obtivemos, também,
as expressbes para o valor minimo da energia do erro de predigéo, alcangado quando ¢
vetor de ganhos do preditor opera no seu valor 6timo.

Pelo teorema da unicidade, ficou provado que a equagde normal
deterministica genérica, vdlida para os casos FLP, BLP ¢ FBLP, sempre possul

solugdo. Dependendo do posto da matriz de dados A, teremos uma unica solugdoc ou

infinitas solugdes.

Interesse especial foi dado 2 solugdo de norma minima: w = A#.b, a qual
foi atingida através do estudo do teorema da decomposicdo via valor singular e da
pseudo-inversa A¥. caso A possua posto chelo, o cédleulo de a* dispensa SVD, podendo
ser efetuado através de inversio e produtos matriciais.

Para efeito operacional, foram desenvolvidas expressdes alternativas para
o cédlculo da solugiio de norma minima. Uma delas envolve autovalores e autovetores de
AH.A, enquanto que a outra, autovalores e autovetores de aa" o motive do destaque

dado a esta solugdo serd elucidado no proximo capitulo.
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3.1 INTRODUGAO

O objetivo deste capitulo & aplicar a teoria de predicio linear
desenvolvida no  capitulo 2, para estimar as frequéncias de sinais senoldals
contaminados por rufdo. Os coeficientes do filtro de erro de predigio projetado com
base nas amostras conhecidas do sinal, serio utilizados para estimar estas
frequéncias. O método de predigio lincar a ser aplicado serd o FBLP, originando o
Método FBLP para Estimagdo de Frequéncias.
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Dado que uma sendide pode ser representada pela soma de duas exponenciais
complexas, o sinal aqui serd composto pela soma de M exponenciais complexas
contaminadas por ruido branco. Também, suporemos que existem N amostras deste sinal
disponivels para a tarcfa de estimagdo das frequéncias.

Inicialmente analisaremos o caso sem rufdo. Demonstraremos que neste caso
os zoros da fungdo de transferéncia do preditor tém propriedades poderosas gque
permitem detectar as frequéncias de forma precisa. Estas propricdades nfio mais se
verificam quando o ruido estd presente, ocorrendo uma degradagio significativa do
desempenho do método.

Analisaremos a matriz de correlagio estimada R em funcio de seus

autovalores ¢ autovetores possibilitando a subdivisio dos mesmos em dois subespagos:

o de sinal e o de rufdo. Esta andlise permitird mostrar que os clementos que mais

contribuem para a degradagio do método FBLP sio os autovalores—autovetores do
subespago de ruido.

Serdo tecidas ainda consideragdes envolvendo a ordem do preditor ¢ o
compromisso entre resolugio e estabilidade do método. Simulagoes ilustrativas em

computador complementario o capitulo.

3.2 Os Zeros DO FiLTRO DE ERRO DE PREDICAO - CASO sEM Rulpo

3.2.1 OS ZEROS DE SINAL

Consideremos N amostras de um sinal, composto apenas pela soma de M

exponenciais complexas:

M
u(n) = § {ak.cxp{n.sk]} n = 1,2,..,N (3.1}
k=1
onde: a e s _sio nimeros complexos desconhecidos, tais que:

a = uk.exp[j.ﬂ]
S = Bt ey

o amplitude das exponenciais

¢k - fase das exponenciais
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8i > fator de amortecimento das exponenciails
w frequéncia das exponencials; w o= 201 o onde ft € a frequéncia normalizada em
relagdo & frequéncia de amostragem

a =0k =12,...Me os sk,k = 1,2,..,.M sdo distintos entre si.

Projetamos, entdo, um preditor linear forward com ordem L, descrito na secgio 2.3,

para o sinal da eq. (3.1). A cxpressio para os erros correspondentes, dada por
(2.8), € transcrita por conveniéncia:

= b - v, A (3.2)

onde as expressdes (2.3), (2.7) e (2.11) apresentam w. b e A, respectivamente,

nas suas formas expandidas.

Consideremos agora um  polindémio Wf(z), cujos coeficientes sio  as

componentes de w, dispostos na seguinte forma:

L -
Wf(z) =1+7 (-wfk ). z
k=1

-~k

TEOREMA 3.1: Se L satisfaz a desigualdade M = L = (N - M), e se o vetor de
coeficientes forward w, satisfaz Aw = b[, entio Wf(z) tem M de seus L zeros em
exp[sk},k = 1,2,....M.

DEMONSTRACAO: Considerando os seguintes M vetores de dimens6es 1xL:
f‘K = { exp{—sk} cxp{-z.sk] exp{—L.sk} I sk =1,2,...M

a i'ésima linha de Af, denotada por li, pode ser escrita através da seguinte

combinagio linear dos fk’s:

M L} L J -
L =k§1alr .exp{st .(L+i)].fi

Supondo que os sk,k = 1,2,..,M, s#o distintos ¢ L =z M, entdo os fk,k = 1,2,..,M,
sio todos linearmente independentes e os M vetores fk constituem uma base para as
linhas de A Portanto, o posto de A serd no méximo M.

Vamos mostrar agora que, sob certas condigdes, o posto de Af ¢ exatamente
M. Sendo A de dimensdes (N - L)xL, para que o seu posto scja M ¢ necessério que:
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DIN-LD =M
ifyLzM

Portanto, tomaremos estas condigbes necessdrias como  hipéteses para
demonstrar que o posto de A ¢ € M. Tomando como base a expressio aclma para as linhas

de Af, podemos escrever esta matriz da seguinte forma:

" a ‘.exp[sl'.(u;)] az‘.exp{sz'.(um aM'.exp[sM'.(Lm} 17 ¢

}‘ * ® L] L] *
a .exp{s;.1 AL+2)] a .exp{s2 AL+2)] ... a, .exp{sM AL+2)} f

1 2

a expls N1 & expls )] o lepls, 01 || o

b L - M -
(3.3)
Definimos , neste momento, os seguintes M vetores, de dimensées Ix(N ~ L):
e = [ expls.(L+1)] expls (L+2)] ... expls .(N)] ]
i=12,...M
Portanto (3.3) torna-se:
- f o -
13
f
* H * H = H 2
Afm{aie1 a, € a,, € 1
" fM r
M * H *
A =Ya.e f (3.4)
f R T
i=1
A = EVAF (3.5)
onde: P = { eIH eZH eMH ] - dimenstes {N-L)xM
A = diag [ a a, .. a ] - dimenstes MxM
t
F =1 f‘I f2 fM 1 - dimensdes MxL
Tomamos, agora, o seguinte produto:
Ax=y (3.6)

f
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onde: x ¢ qualguer vetor Lx1

¥ € qualquer vetor (N-L)xi

Substituindo {3.5) em {3.6):

EfA’ Fx= y (3.7)
Definimos o vetor € Mxy) SOMO:
c=AFx (3.8)
Portanto, de (3.7) ¢ (3.8):
e = ¥
y=1 ce' (3.9)

=l

O posto de A, ¢ 1gual ao niémero de linhas ou colunas linearmente
independentes. Observando a eq. (3.6) vemos que y ¢ uma combinagio linear das
colunas de Af com fatores de ponderagio definidos por x. Portanto, o nimero de
vetores linearmente independentes que somados resultam y, fornece o posto de A

Supondo, pela condigho necessdria i), que (N =~ L) = M, os

eg,i = 1,2,...M sdo todos linearmente independentes. De posse desta informagio ¢

oibservando (3.9) deduzimos que o posto de Af serd, de fato, no méximo igual a M,
pois y ¢ composto pela soma de M vetores linearmente indep&ndentes(eiﬁ), ponderados
pelos respectivos ci's. Logo: ? poste serd M se €, # 0,i = 1,2,..,M, Observando =
eq. (3.8) vemos que, se A.F tiver poste cheio igual a M, ¢ serd uma combinagio
linear de M vetores linearmente independentes, ¢ comc ¢ tem dimensdes {Mxl1), entio

c, # 0,1 = 1,2,..,M. Calcuicmos, pois, o posto de A..F‘:

al 0‘0 fl‘ ai‘fll
0 a 0 f a_ f
.= 2 2 - 2 72
AF = |, , : = (3.10)
'0 » - ) &
MO OaM‘—fM- _aMme

J4 que, pela condigdo necessdria ii), L = M, entdo fi,i = 1,2,...M, sic linearmente
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independentes. Sendo a * 04 = 1,2,..M, de (3.10) concluimos que o posto de AF
€ M. Portanto:

posto(A F ) = M » ¢ # 0§ = 1,2,..,M =» posto(A ) = M (3.11)

Fica mostrado, portanto, que as condigbcs necessdrias para que o posto de A seja M
séo também suficientes. Combinande as condigdes necessdrias e suficientes i) e D)

teremos:

MsL=s(N-M (3.12)

Temos como hipétese inicial deste teorema que Aw = bf. Para que isto
ocorra, o vetor erro de predigdo ¥ em (3.2) deve ser nulo, o que significa que uma
determinada amostra de uw(n) ¢ totalmente predizivel através de L amostras

anteriores. Substituindo ¥ = 0 e tomando o hermitiano em ambos os lados de (3.2),

obtemos:
Af.w = b {3.13)

Veremos, a seguir, que condigdes garantem que o sistema de equagbes de (3.13) tenha

solugdo. Da teoria de solugées de equagdes temos que {31

&) Se o posto de | bf Af ] € maior que o posto de Af, o sistema de equagdes de

{3.13) € inconsistente e, por iss0, néc tem selugéo.

b) Se o posto de [ hf A } € igual ao posto de A, e este ¢ igual ao nimero de
incdégnitas L, o sistema de (3.13) tem solugdo dnica.

¢) Se o posto de | hf A 1 € igual ao posto de A, € este € menor que o numero de
incégnitas L, o sistema de (3.13} tem infinitas solugées.

As linhas de [ bf A‘r ] podem ser escritas como uma combinagio linear dos

seguintes M vetores de dimensdes 1x{L+1):
h‘t =[ 1 cxp[-—sk] exp[wz.sk] cxp{wL.sk] ] k = 1,2,...M

supondo que os sk,k = 1,2,...M, sioc distintes e L 2 M, os hk,k = 1,2,...M, sdo
todos linearmente independentes e, de forma andloga a A, o posto de { b[ A 1
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serd no médximo M. Portanto, para garantir que o sistema de (3.13) tenha solugio,
basta que postol A } seja M, pois desta forma, }4 que posto] bf A 1 € no méximo
M:

posto{beAflzpastO{Af]EM

Para que Isto ocorra, € necessirio ¢ suficiente que a desigualdade em (3.12) scja
satisfeita. A solugho sd serd tunica se L = M, caso contrdrio existiric infinitas
solucdes,

Até aqui demonstramos que se L satisfaz a desigualdade de (3.12), o posto

de Af é M ¢ é possivel obter v tal que Af.wf = bf’ ou seja, o erro minimo de

predigio serd sempre nulo. A seguir mostraremos que se estas condigbes se verificam,

o polindmio Wf(z) tem M de seus zeros em exp{sk},k = 1,2,...M. Dando prosseguimento

3 demonstragio, ao observarmos a expressac (2.7} para bf, podemos escrever:

M
b =Y a .e (3.14)

(315}

B I 4
L~
o

n
i
1

o

L ]
-
5
bl
o
It
o

L] *

onde: AFw =4d

Como, por hipétese (N - L} =2 M, os ek,k = 1,2,..M, sio todos linecarmente

independentes, ¢ um vetor nio pode ser escrito como uma combinagio linear dos
demais. Portanto, (3.15) sé possuird a solugdo trivial:

d -a =0 k =12,..M

Entio, podemos escrever:
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a E ]
l.
[ ] * a
A F .Wr - 2 =
b aM -
a:, i, e ax_
a . W a
A T
aM .fM Wf aM
a .fk W, - a = () k =1,2,...M
- fk'wf = 0 k=12..M
pois, por hipdtese, a #z 0,k = 1,2,....M.
S
[1 exp[-sk} exp{-L,sk} IR f1 = 0 ik = 1,2,..M
b B fL -

1+ (-wfl ).exp[-sk] + ...+ (—wa ).exp[——L.sk] =0k = 1,2,...M

L -
W) =1+F (-w )z =0
i=1 z=expls, 1
k=12..M {3.16)
Portanto z = cxp{sk],k = 1,2,..,M, sio rafzes de Wf(z) e o teorema 3.1 estd

demonstrade.

Para que (3.16) seja sempre verdadeira, o posto de At deve ser M, e para
que isto ocorra (3.12) deve se verificar. S¢e M < L = (N - M) entio existem Infinitos

W, tais que A.w = b. Porém, para todos eles vale o fato de que
cxp{sk].k = 1,2,...,M, sdo rafzes de Wr(z), Isto porque a ordem de W(z) ¢ L > M e a
distingdo entre as infinitas solugdes se dd através dos demais (L - M) zeros, néo

tratados aqui.
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Estudaremos agora o mesmo problema anterior, porém utilizando a predigho
linear backward, descrita na secgio 2.4, para o sinal da eq. (3.1). A expressio para
os erros de predigio backward ¢ dada por (2.32), transcrita por conveniéncia:

=b" - w A (317

onde as expressdes (2.27), (2.31) e (2.35) apresentam w. b e A, respectivamente,
nas suas formas expandidas.

Consideremos agora um  polindmio Wb{z), cujos coeficlentes sdo as

componentes de v dispostos na seguinte forma:

L

W) =1+F (-w *
k=1

). z

b(L-%)

TEOREMA 3.2: Se L satisfaz a desigualdade M = L = (N - M), e se o vetor de
coeficientes backward w, satisfaz Ab.wb = bb, entio Wb(z) tem M de seus L zeros em
ﬁxp{—sk'I,k = 1,2,...,.M.

DEMONSTRACAO: Considerando os seguintes M vetores de dimenstes 1xL:

fk = [ cxp[sk] cxp[2.sk¥ exp[L.sk] ] 5k =1,2,..,M

A {'ésima linha de Ab, denotada por ii, pode ser escrita através da seguinte

combinacio linear dos f k’s:
. M E ]
!i mk}glak.cxp[sk.i}.fk

Supondo que os sk,k = 1,2,...,M, sdo distintos e L = M, entdo os fk,k = 1,2,..,M,
sio todos lincarmente independentes ¢ os M vetores l‘k constituem uma base para as
linhas de Ab. Portanto, o posto de Ab serd no méximo M.

Podemos escrever Ab na seguinte forma:

a .expls ] a,expls, ] co aexpls ]

a.expl2.s ] a .expl2.s ] ... a_.expl2.s ]
Ab = 1 1 2 2 M M . (3.18)

M M

ai.exp[(.N—L).sl} az.cxp{{Y:i—L).szl_ aM.cxp{iN-L).s 1 f
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Definimos os seguintes M vetores, de dimensdes 1x{N -~ L)

€ = { exp[si‘} cxp{2.s;] exp{(N-—L).si‘] 1

i=1,2,..M
Portanto {3.18) torna-se:
1 L
f
Am{a.e}{af.:*11 a e 1] 2
b [ 2772 T MM
-]
L. fM d
M g
A =Y ae f (3.19)
b 13 T
i=1
H » &
Ab =E A F {(3.20)
onde: g = [ eiH ezH eMH 1 - dimensoes (N-LIxM
A = diag | a; a, aM' ] - dimenstes MxM
£
F = | fl fz fM 1 - dimensdes Mx{L)

A equacdes (3.20) e (3.5) sio idénticas na forma, embora as matrizes
envolvidas secjam distintas. Como consequéncia, o procedimento € idéntico ao do
teorema 3.1. Caso M = L = (N - M), Ab tem poste M, e prosseguindo a demonstragio

chegamos a:

M
!EH.A.F.W - ¥ a eHaﬂ
b k
k=1
M H
L - ale” =0 (3.21)

onde: A‘.F..wb =d

Como, por hipétese (N - L) =z M, os ek,k = 1,2,.,M, sio todos linearmente
independentes, ¢ um vetor ndoc pode ser escrito como uma combinagio linear dos

demais. Portanto, (3.21) s6 possuird a solucgio trivial:
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dk-ak=() k =1,2,..,.M
Ent2o, podemos escrever:
ai'f1_ b 2
a a
272 e p | Tz L,
] a .fM w ‘ i a, d
1-be = 0 k=12,...M
- ;
. . “Mo(L-1)
{1 exp{sk] exp[L.sk} 1 =0 ;k=12,..,M
. -Wbo b
1+ (—wb(L_l)}.exp{sk] + o (-ww).ﬁxp[l.,.sk} = 0
k = 1,2,...M
L -t
W z) =1+F (-wb(;‘_i)).z , =0
i=1 zxcxp[—sk i
k =1,2,...M (3.22)
Portanto z = exp{-s;},k = 1,2,..,.M, sio rafzes de Wb{z). De forma andloga ao caso

forward, para que (3.22) seja sempre verdadeira € necessdrio e suficiente que:
M=L=(N-M

As demais observagbes sio vidlidas aqui também e o teorema 3.2 estd
demonstrado. -

()s. M  zeros, z = cxp{sk],k = ‘1.2,...,M, para Wf(z), e
z = cxp{-sk Lk = 1,2,...M, para Wb(z) sd0 definidos como Zeros de Sinal destes
polindbmios, denominagio esta motivada pelo fato de que através deles obtemos os
pardmetros desconhecidos sk,k = 1,2,..,M, para as exponenciais complexas da eq.

(3.1). Tals zeros de Wf(z) e de W (z) guardam entre sl a relagio de recfprocos
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conjugados com respeito a circunferéncia de ralo unitdrio do plano z.

Se a sequéncia u(n) for composta por exponenciais ndo amortecidas, isto €,
s, sio Imagindrios purtzs, entio os M zeros de sinal de Wf(z) e Wb(z) serdc liguais,
pois expls ] = expl-s 1. Portanto, se W (z) e W (z) possuem os mesmos zeros de
sinal, podemos combinar os teoremas 3.1 e 3.2 de modo a tratar o casc forward-
backward da seccio 2.5. Para isto, serd necessdrio considerar as solugdes

particulares onde LA

TEOREMA 3.3: Scja Sk'k = 1,2,...M, imagindrios puros, A uma matriz 2.(N - L)xL e b

pm vetor 2.{N -~ L)x1 nas formas:

Af
A= ,.W«K__....
b

- f
b = ﬁm_.“

b

Se L satisfaz a desigualdade M = L = (N - M/2), e se o vetor de coeficientes
L L]

forward-backward w, satisfaz A.w = b, entio o polindmioc W(z) = 1 + § (-wi).z—i, tem
=1

M de seus zeros na circunferéncia de raio  unitirio em cxp{sk} =

exp[—sk'],k = 1,2,..,.M. Caso (M/2) ndo seja inteiro, este valor € arredondado para

o maior inteiro mais prdéximo.

DEMONSTRACAO: A demonstragio segue os mesmos passos das anteriores, porém agora a
matriz A é 2.(N - L)xL, e analogamente:

2iN-L) =M
L s (N- M/2)
portanto:

MsL=(N-M/?2) (3.23)
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3.2.2 OS ZEROS ESTRKANHOS

O polindmio W(z)(Wf(z) ou W (z})), do sub-item acima, possui L zeros.
M deles foram caracterizados como os zeros de sinal, ao passo que os outros (L ~ M)
zeros sho aqul denominados de zeros estranhos do polinbmio W(z)(Wf(z) ou W (2)).
Como visto anteriormente, a equagic Aw = b(Af.wf = b ou Aw = bb) pode
apresentar infinitas solugdes para w(wf ou wb) € conscguentemente para W{z){wf(z) ou
Wb(z)), bastando para isto que M < L = (N - M/2)(M < L s (N - M)). Pretendemos
utilizar os zeros de sinal de W(z)(wf(z) ou Wb(z)) para estimar os parAmetros s, ¢©
assim sendo, nem todas as solugbes de W(z)(Wf(z) ou Wb(z)) nos interessam, mas

apenas aquelas que permitam distinguir os zeros de sinal dos zeros estranhos. Isto

porque embora os zeros de sinal possuam posigdes definidas, nada podemos afirmar
ainda em relagdo a localizagio dos zeros estranhos no plano z. No préximo tcorema
serd especificado o vetor w(w{ ou wb) que possul as caracteristicas desejadas que
permitem a distingdo entre os zeros.

No restante deste capftulo, trataremos apenas do caso forward-backward,

embora os resultados possam ser aplicados aos casos scparados de forma imediata.

L L]
TEOREMA 3.4: Os (L - M) zeros estranhos do polindmio W(z) = 1 + ¥ (~w ).

i=1
iocalizam-se no Interior do circulo de ralo unitirio, quando os M zeros de sinal

ocupam posigées quaisquer porém fixas e o vetor de coeficientes w € escolhido tal

que: 1 + [wllz + |w2|2 + L4 [wL|2 é um minimo.

DEMONSTRACAO: O polinémio W(z) pode ser fatorado da seguinte forma:

W) = wx(Z)'wz(Z) (3.24)
_ B -1 -2 -M
onde: Wl{z) =1 + bi.z + bz.z + .., + bM.z
- -1 -2 ~(L-M)
Wz(z) =1+ cz tcz 4+ € L-M)’

O polindmio W (z) € tal que as suas rafzes representam os M zeros de sinal de W(z).
O interesse aqui recal nos zeros de Wz(z), que s3o os (L. - M) zeros estranhos,
quando w'iw ¢ o minimo possivel sob a restrigio que Wl{z) possua os zeros de sinal
arbitrdrios porém fixos. Desde que o polinémio W(z) é o produto de W (2) e W,(2), os

seus cocficientes sfo relacionados pela operagio de convolugio:
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o
wo= b ck.b

. n-k

onde: wﬂ:bﬁ:gﬁ:}

b!uO;i>-Mei<(}

ci={);1>{L—M)ci<0

Podemos imaginar gque a convolugio acima € a descrigio da atuaglio de um filtro de
erro de predigao linear, onde ¢, sdo os coeficientes deste filtro, bi € a sequéncia
de entrada e v € a sequéncia de erro de predigio que desejamos minimizar. Portanto,

minimizar w'.w sujeito a Wi(z) fixo, torna-se equivalente a um problema de predigio

linear ¢ os limites empregados na operagio de convolugio acima implicam que a

escoltha dos coeficientes ¢ que minimizam W serd feita segundo o método da
autocorrelagdo [1]. A equagio normal correspondente € do tipo:
Re=r (3.25)

onde R ¢ r sio compostos por elementos do tipo:

1

M+1k

r(i) =

s I 4
L2

0b .bMi (3.26)

¢ R ¢ Toecplitz ¢ Hermitiana. ¢ € o vetor de coeficientes:

d={1c ¢

1 2" c(L~~M) ]

A resolugdo de (3.25) minimiza whw sujeito a Wl(z) fixo e define o
polindmio Wz(z). E sabido que tal filtro de erro de predigio ¢ ¢ de fase minima [1 -

pg. 150} e, portanto, possui os seus zeros no interior do circulo de raio unitédrio.
Com isto o teorema 3.4 estd demonstrado.

Os teoremas anteriores permitem concluir que se¢ o sinal € composto por
exponenciais ndo-amortecidas, se L satisfaz a desigualdade da eq. (3.23) e se
Aw = b, existe um W{(z) particular onde os M zeros de sinal localizam-se na
circunferéncia de ralo unitirlo em z = cxp{sk] = cxp[-s;},k = 1,2,..,.M. Além
disto, os (L - M) zeros estranhos localizam-se no interior do circulo de raio
unitdrio, tornando possivel distinguir os zeros de sinal dos zeros estranhos.

A expressio A.w = b pode ser pré-multiplicada, em ambos os lados, por A"
resultando em:

b 3.27)
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onde: A ¢ b sio dados por (2.54) e (2.55)

A eq. (3.27) M € bem conhecida: é a equagio normal determinfstica. Admitindo que
M =L s (N- M/2), minimizar w'.w sujeito a A.w = b € equivalente a tornar wi.w um
minimo sujeito & (3.27). Isto porque foi demonstrado que sempre existe w que torna o
erro minimo nulo. Logo, quando o erro minimo ¢ nulo, toda solugdo de (3.27) ¢ também
solugdo de Aw = b e vice-versa. Mas a solugdo de (3.27) que minimiza wiw € a

solugdo de norma minima para a equacio normal determinfstica, a qual é dada por:

onde: Af ¢a pseudo-inversa da matriz A

Fica assim explicado o motivo pelo qual se dispensou atengdo especial a
tal solugio no capitulo anterior.

Supondo o caso de exponenciais amortecidas, sabemos, pelo teorema 3.1, que
os M zeros de sinal de Wf(z) estio em z = exp[sk],k = 1,2,..,.M; e pelo teorema 3.2,
exp[—sk Lk = 1,2,...M. Porém, a

principio, nenhuma ligagio existe entre os zeros estranhos destes polindmios.

que os M zeros de sinal de Wb(z} estio em z

Sabemos apenas que, no caso da solugdo de norma minima, eles se encontram no
interior do cfrculo de raio unitdrio. No entanto, o préximo teorema estabelece uma

ligacdo entre os zeros estranhos de Wf(z) [ wb(z}.

TEOREMA 3.5: Seja wWoe W satisfazendo as restrigdes dos teoremas 3.1, 3.2 e 3.4.
Entdo, os (L - M) zeros estranhos dos polinémios W (2) e W (2) sdo idénticos.

DEMONSTRACAO: Reescrevendo a equacido (3.24) para os casos do teorema 3.1 e do
teorema 3.2, obtemos:

#

Wf{z) W“(z).wn(z)

k

W) =W @W (2

Sabemos que os M zeros de sinal de Wﬂ(z) s3o as reflexdes dos M zeros de
Wm(z) em torno da circunferéncia de raio unitiric em diregio as suas posigbes
recfprocas. Supondo que os coeficientes de Wn(z) sio [ 1 bfi bfz bm 1, devido
a esta propricdade especial dos zeros de sinal, os cocficientes de W i(z) sdo os

coeficientes de Wﬂ(z) escritos na forma reversa, complexos conjugados e divididos
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* -

por be , ou seja, os coeficientes de sz{z) sio [ be bf(M_l; | ]/be- [11].

Os (L. - M) zeros estranhos dependem do vetor ¢ solugdo de (3.25). Este,
por sua vez, depende dos r(1), dados por (3.26), quando substitufmos b por b (ou
b ) e b por bf(!(+i}(0u bb(KH))' Os valores r(i) nio sio afetados quando
ESCrevemos os bfk na sua ordem inversa e conjugada e, ao aplicarmos o fator de
escala llbfm , este aparecerd em ambos os lados de (3.25). Portanto, o valor de ¢ ¢
o mesmo para os casos forward e backward.

Concluimos que, tomando as solugbes de norma minima, os (L - M) zeros
estranhos de W (z) ¢ W _(z) sho idénticos, enquanto que os zeros de sinal se situam

em posigdes reciprocas em relagio 3 circunferéncia de raio unitdrio.

Espalhamente dos Zeros Estranhos

Caso w tepnha norma minima, demonstramos no teorema 3.4, que os {L - M)
zeros estranhos de W(z) localizam-se no interior do circulo de ralo unitdrio.
Daremos, agora, uma explicagdo qualitativa para mostrar que estes zeros estdo
distribuidos de forma «aproximadamente wuniforme no interior do circulo de raio
unitdrio.

Para Isto, vamos retomar a imagem de um filtro de erro de predi¢io com
coeficientes c atuando sobre o sinal ficticio cujas amostras sdo os coeficientes

bn, ilustrada na fig. 3.1.

Fig. 3.1 - Geraciio de w
n

A otimizagio dos coeficientes do filtro de erro de predigio faz com que
ocorra uma tendéncia de “branqueamento” do sinal na sua safda [1], isto 6, a
caracteristica espectral do sinal tende a ser constante com a frequéncia. Portanto,

haverd uma tendéncia de alocagio de seus zeros em torno da circunferéncia de raio

unitdrio e préximos a ela, nas regides onde o espectro de bn possul concentragio de
energia, isto €, nas regides onde o espectro de btl nio possua zZeros.

Os inicos zeros do espectro de bn sio os zeros de sinal. Logo, os zeros
estranhos tenderdo a se distribuir de forma uniforme no interior da corau. nas
regibes onde nio existam zeros de sinal. Eles estario tanto mais préximos da

circunferéncia quanto maior o valor de (L - M).
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Simulacobes

Um sinal do tipo:

u(n) = cxp[sl.n} + exp{sz.n} + exp{sa.n] n=12,.,25

onde: s. = 0.1 + j.2.1.(0.35)
§2.1.(0.5)
-03 + j2.11.(0.65)

]
It

»
H

¢ utilizado para as simulagdes, objetivando a exemplificagio da teoria desenvolvida

até entdo. expls } tem moédulo unitério, pois o seu fator de amortecimento € zero,
localizando-se, assim, na c.or.u. exp{sll localiza-—se no exterior do circulo de ralo
unitdrioc pois o seu fator de amortecimento € positivo, enquanto que cxp[53]
localiza—se no interior do circulo de raio unitdrio. Os angulos para as posigies de
cxp{sl}, exp{52} € exp{53} sio, respectivamente, 0.7.0, T e 1.3.0, medidos no
sentido anti-hordrio a partir da origem do plano z.

A fig. 3.2a mostra os zeros de sinal e os zeros estranhos para Wf(z),
quando L = 20. A fig. 32b mostra o mesmo  para Wb(z). Os zeros de sinal estio
indicados por setas. Notamos que os zeros estranhos estio uniformemente distribufdos
no interior do circulo de ralo unitdrio, enquanto que os de sinal sdo refletidos em

torno da c.r.u..

ZERCS DO FEP ~FLP —~ L = 20

ZERDS DO FEF — BLP —~ L = 20
1.5 Y v ¥ 1.5 v T y v g
b - 1+ 4
0.5F “ -
£ 5 o 0.5 i
2 2
(=3 o
o i o
E 1] ~ £ oF i
*» »
1 1
3 &
-0.5F E ~0.5}F i
-1y E - E
-1.5 N . . . -1.5
-1.5 -1 ~-0.5 Q 0.5 1 i.5 ~1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5
porte real parte reol
(a) . (b)

Fig. 3.2 - Zeros do Filtro de Erro de Predicio ~ Caso sem ruido -
L = 20 - (a) Forward (b) Backward
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3.3 ESTIMACAO DAS FREQUENCIAS DE EXPONENCIAIS
NAO-AMORTECIDAS -~ Caso sEM RuUIDO

3.3.1 INTRODUCAO

Suponhamos agora que os parimetros 8, da eq. (3.1) sejam imagindrios, ou
seja, as exponenciais sk nao-amortecidas. Desejamos estimar as frequéncias
wk,k = 1,2,..,M, das exponenciais com base nas N amostras de u(n).

De acordo com o teorema 3.3, os M zeros de sinal do filtro de erro de

predicio forward-backward se localizardio nas posigbes cxp[}.wk],k = 1,2,...M, do

plano z, ao passo que, de acordo com o teorema 3.4, os zeros estranhos estario
uniformemente distribufdos no interior da c.r.u.. Portanto, neste caso, o preditor
forward-backward pode ser utilizado para a detecgio das frequéncias. Embora os trés
métodos possam ser aplicados, o FBLP ¢ o mais interessante, pois oferece uma gama
maior de valores possiveis para L. Veremos mais adiante, com detalhes, que a ordem L
do filtro estd diretamente ligada i capacidade de resolver duas frequéncias muito
proximas. Quanto malor o L, maior esta capacidade. Portanto, o método FBLP possui
uma maijor resolucdo para a detecgio de frequéncias em relagio aos outros dois
métodos.

Além disto, sendo o método FBLP uma combinagio dos métodos FLP e BLP, cle
consegue extrair mais informagic das N amostras disponiveis. Isto pode ser
constatado ao observarmos as expressdes para as matrizes de dados dos casos forward,
backward e  forward-backward, fornecidas por  (2.11), (2.35) e (2.54),
respectivamente. Sendo a matriz de dados forward-backward a unidio das matrizes
forward e backward, cada elemento da matriz de correlagio estimada ﬁ = (N - L}.AH.A
possul um numero maior de produtos das amostras de u(n) disponiveis. E certo que no
caso forward-backward alguns destes produtos ocorrem de forma repetida, mas mesmo
assim, o mimero de produtos inéditos € malor do que mnos casos separados. Isto
possibilita estimativas mais fi€is ¢ mais estdvels para a matriz de correlagdo.

Por todos estes motivos, daqui por diante, o método a ser utilizado para
detecglio de frequéncias serd o FBLP.

3.3.2 O METODO FBLP PARA ESTIMAR FREQ[IE{KCIAS

O seguinte procedimento pode ser utilizado para estimar as frequéncias da
eq- (3-1):
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1) Formar a matriz de dados A e o vetor de respostas descjadas b, forward-backward,
dados por (2.54) e (2.55).

2) Encontrar a solugdio de norma minima, w = A#.b. para a equaglo normal
deterministica, AP Aw =AMy Aqui hd duas situagdes a serem consideradas:
ZD2N~-L) 2L, k=M

a} Calcular a SVD de A

b) Utilizar a expressio (2.123), com o posto de A(k) = M.

i H H
w=1Y > AD
i=1 0

202(N-L)=sL k=M
a) Calcular a SVD de A
b) Utilizar a expressio (2.126), com o posto de A(k) = M

Este procedimento € aquele descrito no final do capftulo 2, fazendo m, o mimero de
linhas da matriz A, igual a 2N - L), ¢ o ndimero de colunas n, igual a L. Além

disso, como mostrado, o posto de A € k = M. A solugdo s6 serd tnica se k = L = M.

3} Encontrar os zeros do polindmio W(z), dado por:

L .
W) =1+ F (-w )z
k=1

onde W € a k'ésima componente de w obtido no passo 2.

4) Os M zeros que se localizarem na c.or.au. determinam wk,k = 1,2,...M.

No sub-ftem 2, ao realizarmos a SVD da matriz A, encontraremos M valores

singulares malores que zero, e os restantes dos min[2.{N - L),L] valores singulares

serfo todos iguals a zero. Isto se deve ao fato de que posto(A) = M.
Simulagdes

Objetivando realizar simulagbes que ilustrem a aplicagio do método acima,
utilizaremos o seguinte conjunto de amostras de dados:
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u{n) = cxp{j.(z.ﬁ.fi.n + ¢z)] + exp{j.(Z.'ﬁ.fz.n + ¢2)]
ino= 1,2,...,25 (3.28)

onde: f .

f,

0.5 ¢, = -1
0.52 ¢, = ~(0.79).1

#

Dado que estamos utilizando duas exponenciais e que dispomos de 25
amostras de u(n), entdo M = 2 e N = 25. Além disto escolhemos L = 18. A tabela 3.1
mostra os valores singulares para A, ¢ncontrados pela rotina SVD. Constatamos que
apenas dois valores singulares sio diferentes de zero. Isto se deve ao fato do posto

de A ser igual ao nimero de exponenciais M = 2. A fig. 3.3a mostra os zeros de W(z)
no plano z.  As posi¢bes angulares corretas das frequéncias, que neste caso
coincidem c¢om os zeros de sinal, sfc indicadas por setas. A estimagio das
frequéncias torna-se imediata na medida que € dJbvio distinguirmos os 2 zeros de
sinal, que estio na cou., dos (L - M) = 16 zeros estranhos, que encontram-se ne
interior do circulo de ralo unitdric. A fig. 33b mostra o espectro amostra de
sinal, o qual € definido como:

1

Elw) = {3.29)

L . L
[1+% (-w e
i=1

2
|

Picos se pronunciario em E(w), quando v = @ oouw=w,.

SNR = o
vl dl = 14 406537
val 8l = 8. 795547
veld3l] = @ ¢0gedd
vl 4l = @ gudded
welBl = @ QRegoe
val &1 = @ GoGeudy
vl 20 o @ geeeeR
vel81 = ¢ 660000
vele®ld = @ 000000
vl 161 = . 000006
val il d = @ 08000
valigd = @ 00ueey
val1dd = €.00000¢
val 141 = @, oGe00
vel 150 = @ @@e06e
vul 1461 = @.000ee
vali/l = @ @00aa¢
valiBl = ¢ @eovy

Tab., 3.1 -~ Valores Singulares da Matriz de Dados ~
Caso sem ruido- L = 18
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TERCS DO FEP ~ FBLP ~ L = 18 Espectro Amostre — FBLF — L = 18

S— 3.5
for}
)
>
1 B
3
e
1.5 ¥ ~0.5 ¢} 0.5 i 1.5
parte reat
(a) (b)

Fig. 3.3 - Método FBLP - Caso sem ruide - L = 18 -
(a) Zeros do F.E.P. (b} Espectro Amostra

3.4 EsTIMACAC DAS FREQUENCIAS DE EXPONENCIAIS
NAO-AMORTECIDAS - CASO coM RulDo

3.4.1 INTRODUCAO

Toda a teoria até aqul desenvolvida traton de exponenciais complexas sem

rufido. Agora consideraremos o sinal do tipo:

M
u(n) = } ak.exp[j.wk.nl + y{n) n=12,..,N (3.30)
k=1
onde: y(n) ¢ um ruido branco complexo com média zero e variancla a-yz, definida
da seguinte forma:
cl=0c24+g?
y yr yi
onde: u‘yf - varifincia da parte real de y(n)

o‘yl2 < varlincia da parte imagindria de y(n)

H

ML A A i
miE G TEC S LndetT e g
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Quande as amostras encontram-se contaminadas pelo ruide, tede o
comportamento deduzide nas seccbes anteriores se modifica. A matriz de dados A nio
mais possul posto M, e a distribuigdo espacial dos zeros de W(z) ndo € mais como
antes. Isto deterlora em demasia o método FBLP, principalmente para relagdo sinal-

rufdo pequena, como serd discutido a seguir.
3.4.2 O SUBESPACO DE SINAL E O SUBESPACO DE RUIDO

No caso do sinal contaminado por rufdo, a Independéncia entre as amostras
de rufdo branco faz com que o posto da matriz A seja cheio e igual a:

min[2.(N - L),L]. Portanto, agora nio mals existirio apenas M valores singulares

ndo—nulos. J4 que o posto € chelo, todos os min{2.(N - L),L] valores singulares
serado reals e maiores que zero{ver apéndice A).

Sem rufdo, M valores singulares nfc nulos estdo assoclados a M autovalores
de A%A e aAf o valor singular a0 quadrado formece o autovalor. Estes M
autovalores estdo associados a M autovetores de AH.A, que sdo vi,i = 1,2,...,. M.
Estes mesmos autovalores nio-nulos, também estfo associados a M autovetores de A,AH,
dados por w,i = 1,2,..,M. Os outros (L - M) autovetores de APA e 2N - L) - W)
autovetores de A.A" estdo associados a autovalores nulos.

No «caso ruidoso, os {min[2.(N - L),L] - M} valores singulares que
anteriormente eram nulos, tornam-se positivos. Além disto, 2 medida que a relagio
sinal-ruido decresce, tais valores singulares aproximam-se mais ¢ mais dos M valores
singulares que ndo eram nulos. Portanto, percebemos uma assoclagio direta entre os M
maiores valores singulares, mals seus autovalores e autovetores, com a parte de
sinal de u(n); ¢ entre os {min[2.(N - L),L] - M)} valores singulares restantes, mais
seus autovalores ¢ autovetores, com a parte de ruido de u(n).

Podemos, portanto, dividir o espago do sinal u(n) em dois subespagos:
1) O Subespaco de Sinal ~ Associado aos M malores valores singulares de A, M

autovalores e autovetores de AT.A ¢ A.A". Diz respeito 2 parte de sinal de ui{n) -»

M
ki:la expliw nl.

2) O Subespago de Rufdo ~ Associado aos {(min[2.(N - L),L]1 - M} menores valores
singulares de A, (L - M) autovalores e autovetores de AP A e (2N - L) - M)
autovalores ¢ autovetores de A.AP. Diz respeito A parte de ruido de u(n) - y(n).

A medida que a SNR decresce, mais ¢ mals os valores singulares ruidosos

aproximam-se dos valores singulares de sinal. Quando a SNR torna-se menor ou igual a
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1, os valores singulares ruidosos tornam-se¢ malores que os de sinal. Isto &

previsfvel, pois neste caso a poténcia do rufdo é malor que a de sinal, tornando
Inclusive ambfgua qual a parcela de sinal de u{n). Esta situagio confusa reflete-sc
nos valores singulares.

A tabela 3.2
descrito acima para os valores singulares da matriz A. Foi utilizado N = 25, L = 16,
M = Os séo

sempre ordenados em ordem decrescente, sendo portanto imperceptivel quando os do

apresenta algumas simulages mostrando o comportamento

2 e diversos valores para a relagdo sinal~rufdo. valores singulares

subespago de rufdo tornam-se maiores que os do subespago de sinal para SNR muito

pequenas. Porém, a desordem provocada na magnitude dos valores singulares €

perceptivel.
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Os Zeros do Filtro de Erro de Predigéo

O posto de A ¢ agora k = min[2(N -~ L),L]. Portanto, o0s teoremas
demonstrados na seccfio 3.2 ndo mals se verificam. A distribuigio dos zeros de sinal
e dos zeros estranhos de W(z) n2o possuem mais a simetria que possibilitava a
detecgio das frequéncias das exponenclais. Apenas nos casos onde a SNR € alta, os
zeros de W(z) fornecerdo boas estimativas para os @, pois neste caso o sinal fica
mais préximo de sua versio sem rufdo, € o0s teoremas da seccdio 3.2 tornam-se

aproximadamente verdadeiros,

3.4.3 0 METODO FBLP PARA ESTIMAR FREQUENCIAS

A versdo do método FBLP para estimar frequéncias de exponencials em meio a

ruido branco torna-se:

1) Formar a matriz de dados A e o vetor de respostas desejadas b, forward-backward,
dados por (2.54) e (2.55).

2) Encontrar a solucdo de norma minima, w = A#.b. Da mesma forma que no ftem 3.3.2,
€ necessdrio aqui levar em conta duas situagdes distintas: 2.1) 2N - L} = L e

2.2} 24N - L) = L. Cada uma delas apresenta duas opgbes de cdlculo do vetor w,

21) 2N - L) 2 L
1* opgdo
a) Calcular a SVD de A
b) Utilizar a expressio (2.123), com o posto k de A igual a L.

L v
w=f—— . vl (3.31)
i=1 ¢
i
2% opgéo
Utilizamos (2.78) e:
W= A#.b
w= (A".4) " A D (3.32)

pois o posto de. AM.A sers chelo ¢ igual a L. Logo APA ¢ ndo-singular e existe a
inversa.
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22) 2N - L) s L

1* opgio
a) Calcular a SVD de A

b} Utilizar a expressio (2.126), com o posto kde A igual a 2.(N - L)
H

Z.(N-L) v b u
w= I ——— . A (3.33)
P=1 o
i
23 opgao
Utilizamos (2.79) e:
#
w=Ab
w=a"aaM s (3.34)
3) Encontrar os zeros do polindmio W(z), dado por:
L .4
W(z) =1+Y% (“WlE ).z
k=1

4) Os M zeros mals proximos da cr.u. sio tomados como estimativas
dos wk.k = 1,2,....M.

Vale salientar que, para o caso de exponenciais em ruido, o teorema da

unicidade garante que no caso 2.1 existe uma unica solugio. De fato, (3.32) comprova

esta afirmacio. Por outro lado, no caso 2.2 existem infinitas solucbes ¢ calculamos

a de norma minima.

Como mostramos no capitulo 2, a solugio de norma minima pode ser calculada

por uma das seguintes expressdes:

onde:

kv
w=7y . — . viH.AH.b (3.35)
=1 o
i
T
w=f——— . A'w (3.36)
i=l @

k = min[2.(N - L},L] = posto de A

(3.35) e (3.36) sdo equivaientes € fornecem w de norma minima. O passo 2, acima,
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poderia ser substitufdo por (3.35) ou (3.36); a sub-divisio em 2.1 e 2.2 objetivou
apenas as formas mais eficientes de cédlculo computacional. Além da matriz A e do
vetor b, (3.35) envolve autovalores ¢ autovetores de A'.A, enquanto que {3.36)
envolve autovalores e autovetores de A.AD.

Para efeito de simplificagio, daqui por diante, vamos nos referir apenas 2
eq. (3.35), mas € evidente que todas as consideragdes tecidas também serdo vilidas
para (3.36).

Como visto na eq. (2.20), podemos denominar A¥ A da seguinte forma:

AYA =N -L)R

onde: R € a matriz de correlagio estimada polarizada para a sequéncia u(n).

Como a constante multiplicativa (N ~ L) em nada afeta o comportamento do estimador

FBLP, daqui per diante assumiremos:

Resolucdo X Estabilidade

Quanto maior L, malor o ndmero de zeros € mais perfeita serd a tarefa de
branquear o sinal erro na safda, pois os zeros podem se arranjar mais préximos i
cra. ¢ mais préximos entre si. Com Isto, aumenta a capacidade de encontrarmos
zeros devidamente alocados as exponenciais complexas na tentativa de anuld-las, ou
scja, malor grau de liberdade ¢ dado aos zeros do preditor. Intuitivamente, o valor
de L deveria ser tio grande quanto possfvel, pois assim a resolucio do estimador
seria a maijor possivel. Entretanto, o nimero de produtos (2.(N - L)), que somados
formam os eclementos da matriz de correlagio estimada é, diminui & medida que L
cresce, tornando esta matriz, e por consequéncia, seus autovalores e autovetores,
mais instdveis; com isto, a varlincia (instabilidade) do estimador aumenta.
Portanto, existe um compromisso entre resolucdo e estabilidade do estimador.

Pequenos valores de L possibilitam uma grande estabilidade, mas em
compensagdo, devido ao empobrecimento da resolugio, frequéncias muito proximas podem
ndo ser distinguldas através do método FBLP. Grandes valores de L possibilitam,
potencialmente, resolugdo alta, mas a estabilidade do estimador fica comprometida,
provocando picos espectrals espirios no espectro amostra.

Ao analisarmos a expressio (3.35) vemos que ela € constituida por:
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a) Os M maiores autovalores ¢ M autovetores da matriz de corrclagdo estimada R

¥

correspondendo ao subespaco de sinal.
b} (k - M) autovalores e (k - M) autovetores da matriz de correlagio estimada §,
correspondentes ao subespago de rufdo. Estes autovalores ¢ autovetores ruidosos sio
bastante instdveis, contribuindo assim de forma marcante para o aumento da
instabilidade do estimador. E importante observar em (3.35) e (3.36) que o cilculo
de w depende dos valores inversos dos pequenos autovalores ruidosos. Esta Inversio
amplifica a instabilidade provocada por estes autovalores.

Portanto, no que diz respeitc 2 instabilidade do método FBLP, duas

conclusdes, de importincia vital, sio atingidas:

1) Existe um compromisso entre resolucdo e estabilidade do estimador, relacionando o
grau de liberdade do preditor ao nimero de produtos realizados para estimar os

elementos de R. Este compromisso estd diretamente ligado ao valor de L.

2} Os autovalores ¢ autovetores ruidosos também provocam instabilidade. Este efeito,
em conjunto com o do f{tem 1, definem o grau de instabilidade do estimador. Como o
nimero de autovalores-autovetores ruidosos(k - M) também depende de L, escolher o
valor adequado para este pardmetro torna-se crucial para alcangar o melhor

desempenho do estimador de frequéncia.
Simulagdes

Ao introduzirmos o rufdo branco y{n), o sinal u(n) torna-se¢ parte
estocdstico e parte predizivel, o que faz com que os zeros do filtro de erro de
predigio, assim como as estimativas, assumam naturcza cstocdstica. A fim de
analisarmos o desempenho de um estimador, dols parimetros tornam-se¢ necessdrios:
polarizagio e variincia [2]. Para visualisarmos o comportamento destes parametros,

foram realizadas simulag6es envolvendo o seguinte sinal:

u(n) = cxp[j.(Z.ﬂ.fI.n + ¢1)] + exp{j.(2.ﬂ.f2.n + ¢2)] + y(n)

n=12,..25
onde:  f, = 0.5 $, =T
f, =052 $, = ~(0.79)7
Utilizamos N = 25, M = 2, SNR = 10 dB. SNR ¢ definida como 10.Jog ———, onde o ¢
. 2.0

~a varlancia de cada uma das partes, real e Imagindria, do rufdo branco. 30
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experimentos foram realizados para cada valor de L. Cada experimento utilizou as
mesmas amostras de sinal, mudando apenas o conjunto de 25 amostras do rufdo y{(n),
porém mantendo a SNR exlgida. Foram utilizados os seguintes valores para L: 4, 8,
12, 16, 18, 20, 22, 24. As figs. 34a a 3.4h mostram, para cada valor de L e 30
experimentos superpostos, os zeros do filtro de erro de predigio e o espectro
amostra. As posigbes angulares corretas das frequénclas estio indicadas por setas.

As scguintes observagbes podem ser feitas a partir destas figuras:

1) L = 4 ¢ um valor multo pequeno, e o estimador nio conscgue distinguir as duas
frequéncias.

2) A medida que L cresce, um menor nimero de produtos 2.(N - L) vido sendo realizados
para a estimativa R ¢ um malor ndmero de autovalores e autovetores ruidosos

participam do cdlculo de w, aumentado assim a varidncia dos zeros estranhos. Os

zeros de sinal, porém, ficam melhor resolvidos.
3) Em L = 8, as duas frequéncias comegam a ser identificadas.

4) A partir de L = 12 a variincia € tdo grande, que frequentemente os zeros de
estranhos ficam mais proximos da coru. do gque os préprios zeros de sinal. Isto
provoca picos espectrais espirios, os quais podem ser observados nos espectros

amostras, tornando assim o método FBLP invidvel.

5) Para L = 20 a situagio comega a melhorar. Observando a eq. (3.35) constatamos
que, para L > 2.N/3, o posto k = 2N -~ L), da matriz de correlagio estimada
diminui com o crescimento do L. Com isto, o mimerc de autovalores e autovetores
ruidosos que contribuem para o cdiculo de w, também diminui. Por exemplo, para
L = 22, apenas 4 autovetores ruidosos contribuem para formar w.

Isto provoca uma diminuigio na variéncia, que tende a compensar a degradagio
provocada pelo menor nimero de produtos realizados para compor os elementos de ﬁ
L = (N - M/2) = 24 € o melhor caso, pois nenhum autovalor-autovetor ruidoso

participa do cédlculo de w. Este caso ¢ conhecido como Kumaresan-Prony e serd

abordado com malores detalhes no préximo capitufo.

6) Em todos os casos, a polarizagio fol pequena quando comparada 2 variincia e para

grandes valores de L torna-se progressivamente desprezivel [7].
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3.4.4 Limitacbes do Método FBLP

Para frequéncias separadas por uma distincia menor que o reciproco do
intervalo de observagio do sinal ¢ valores pequenos da relagio sinal-rufdo, como no
exemplo anterior, vimos, através das simulagdes, que o método FBLP torna-se

invidvel.
A fim de avallar o desempenho de alguns estimadores de frequéncia nio

polarizados de uma maneira quantitativa, tracamos na fig. 3.5 a curva de variincia
da estimativa em fun¢do da relagio sinal-rufdo(SNR). Cada ponto do grafico ¢é o
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resultado de 500 experimentos independentes, cada qual empregando 25 amostras do
sinal do exemplo anterior. Para cada experimento, os #&ngulos dos dols zeros do
polindbmic W(z) mais préximos a c.r.u. foram selecionados, ¢ o menor deles, medido no

~

sentido anti-hordrio a partir da origem do plano z, foi tomado como a estimativa w,
da frequéncia W= 2.11.{0.5). A seguir, calculamos a variincia da estimativa da
frequéncia f ; gue para estimadores mndo polarizados ¢ igual ao erro quadrédtico

médio, fornecida pela seguinte expressio:

~

- 500 @ R
var(fl) = ( E [ —i—:ﬁ'—"‘ - 0.5 ] }fSOO
k=1
onde: 0, denota a estimativa de ©, do k’ésimo experimento

O valor 10.10g[1/var(?1)] € entdo tracado na fig. 3.5 em funcio da  SNR(dB). O
limite inferior para a varidncia de um estimador n3o polarizado € conhecido como O
Limite Inferior de Cramer-Rao(CR). Este limite foi calculado [4] para o intervalo de
SNR e o sinal em questio. Os estimadores bascados no método de
méxima-verossimilhanga - ML' sio os gue mais se aproximam do limite inferior CR
[1 - pg. 543]. As curvas para os estimadores ML e FBLP(L = 12 e L = 18) foram
reproduzidas a partir de [7].

Observando a fig. 3.5 e as simulagdes do {tem anterior, chegamos s

seguintes conclusdes para o método FBLP:
1) Para valores suficientemente elevados da SNR, o desempenho do método FBLP ¢

alguns decibéis mais pobre do que o limite CR, o qual, porém, € alcangado pelo
método ML.

2) O método FBLP apresenta um limiar, que € alcangado para valores relativamente
elevados da SNR, a partir do qual o desempenho do método deteriora—se rapidamente.
Este limiar também ocorre no método ML, porém para valores da SNR bem menores. O

limiar do método FBLP € causado por um dos segulntes motivos:

a) Quando a ordem L do preditor é muito pequena.

A resolugio do método € deficiente e nioc ¢ possivel distinguir duas

frequénclas muito préximas. Observado através do espectro amostra, este efeito
provoca a superposigio de picos espectrais préximos.

b) Quando a ordem L do preditor ¢ uma grande fragic do comprimento N do conjunto de

1
do ingliés Maximum Likelihood
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amostras do sinal.

Vimos que o crescimento de L provoca um aumento da variincia da matriz de
correlagio cstimada, e consequentemente dos scus autovalores ¢ autovetores, que
participam da formagio do vetor w. Este efeito, somado & presenca dos autovalores-
autovetores ruidosos, aumenta a Instabilidade do posicionamento dos zeros ruidosos,
permitindo aproximagbes perigosas junto & c.r.u.. Estas aproximagbes fazem com que
existam eventuais zeros estranhos mals préximos da cr.au.  que as préprias
estimativas dos zeros de sinal. Nestes casos, os zeros estranhos s#o tomados como as
estimativas das frequéncias. Logo, um grande erro ¢ cometido e o limiar € aicangado.
Este efeito provoca um aumento da amplitude dos picos espectrais espiirios, tornando~

os indistinguiveis dos picos espectrals devido aos zeros de sinal.
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Fig. 3.5 - Comparagio de desempenho entre os Métodos FBLP ¢ ML

3.5 ConcLusOES

A teoria desenvolvida neste capitulo mostrou que os zeros do polindmio
formado pelos coeficientes do filtro de erro de  predigdio do sinal, possuem

propriedades poderosas que permitem detectar as frequéncias das exponenciais. A
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Predi¢do forward-backward deve ser utilizada dando origem ao Método Forward-Backward
para Estimacdo de Frequénclas.

Quando o rufdo estd presente, as propriedades dos zeros do polindmlo W(z)
ndo mais se verificam ¢ o método deteriora-se demasladamente. Realizando uma anélise
através de autovalores ¢ autovetores, constatamos gque o sinal pode ser dividide em
dois subespagos: o de sinal € o de rufdo. O clementos que compdem o subespago de
rufdo s3o os grandes responsdveis pela queda no desempenho do métode FBLP,
principalmente no que diz respeito a instabilidade do estimador. Verificamos também
que existe um compromisso entre resolugdo ¢ estabilidade e que este compromisso
depende da ordem do preditor. Por fim, devido a grande queda de desempenho provocada

pelos  autovalores-autovetores do subespago ruidoso, constatamos que © método FBLP

possul grandes limitagbes, principalmente para valores da SNR pequenos e frequéncias
de exponenciais muito préximas.

Referindo-nos & equagio (3.35), observamos que k = min{2.(N - L),L]
autovalores e autovetores da matriz de correlagio estimada R contribuem para o©
cdlculo de w. Os autovalores do subespago de sinal, aqueles M maiores autovalores,
geralmente apresentam uma magnitude bem maior do que o grupe de autovalores de
ruido. Além disso, estes autovalores, e consequentemente os autovetores, sic mals
robustos & presenga do ruido.

Os autovetores do subespago de ruido de ﬁ tém uma contribuicio
significativa para w, pois se nio participavam do cdiculo no caso sem rufdo, agora
eles sdio amplificados pelos reciprocos dos pequenos autovalores a eles assoclados.
Isto resulta em considerdveis flutnagdes dos coeficlentes w do filtro de erro de
predigdo, resultando, eventualmente, em zeros que provocario picos espectrais
espirios. Estes e¢feitos s#o mais acentuados para grandes valores do posto de f{ e
pequenos  valores da  relagdo sinal-ruido, pois mais autovalores-autovetores do
subespago de rufdo participam do cdlculo de w.

Esta situacdo se modifica significativamente quando L = (N - M/2), pois
entio apenas os autovetores de sinal s3o empregados no cdlculo de w. Este fato,
allado a grande resolugdo proporcionada pelo wvalor de L, produz resultados
interessantes. Este caso € conhecido como Kumaresan-Prony e serd analisado com mais

detalhes no préximo capftulo.

Tomando como base estas observagdes, Kumaresan e Tufts [7] propuseram um
novo método para estimar as frequéncias das exponencials, o qual € objecto do préximo

capftulo.
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4.1 INTRODUGAO

No final do capitulo 3, fol wvisto que o método FBLP nio fornece
resultados satisfatérios quando as frequéncias das exponenciais estio muito préximas
e a relagdo sinal-ruido € pequena. Um dos motivos para este desempenho fraco sio os
efeitos produzidos pelos autovalores e autovetores do subespago de rufdo, os quais

causam Instabilidade nos valores estimados para os zeros da fungio de transferéncia
do filtro de erro de predigio.

Este capitulo apresenta um novo método onde se obtém uma versio de posto
reduzido da matriz A, através da supressio dos autovalores e autovetores do
subespaco de ruido. Esta versio de posto reduzido se aproxima da matriz ideal do
caso sem rufdo, produzindo efcitos semelhantes a um aumento da relagio sinal-rufdo.
Chamaremos o novo métode de Méfodo FBLP Modificado.

Simulat;des serio realizadas, bem como comparagbes com os métodos FBLP ¢



Cap. 4: O Método FBLP Modificado Pag. 82

ML. Quando L ¢ feito igual ao seu limite superior (N - M/2), obteremos um caso de
especlal interesse, devido a sua simplicidade computacional e desempenho razodvel: &
0 caso Kumaresan-Frony,

Analisaremos o desempenho do Método FBLP Modificado quanto i varlagio de
alguns parimetros tais como: nimerc de amostras disponiveis, ordem do preditor,
relagio sinal-ruido ¢ posicionamento das frequéncias.

Até aqui, admitimos ¢ nimero de exponenciais M como conhecido. Caso isto
nio ocorra, deverdo ser realizadas estimativas deste parimetro. Neste capitulo serdo
discutidos alguns procedimentos para estas estimativas. Por fim, apresentaremos a

aplicacdo do método na detecgo de &ngulo de incidéncia vertical em radar.

4.2 MeLHoRANDO O METopo FBLP

O método FBLP sofre danos severos devido % presenga dos (k - M)
autovalores~autovetores do subespago de ruido de ﬁ O ideal seria que conseguissemos
descartar a parte ruidosa do sinal, de maneira que os zeros de W(z) permitissem
detectar, de forma precisa, as frequéncias das exponenciais complexas. Obter esta
SNR infinita ndoc € possivel, mas podemos adotar medidas cujos efeitos se parecem com

aqueles produzidos por um aumento da SNR do sinal dado por:

M
u(n) = ¥ ak.exp[j.(wk.n + ¢k)] + y(n) n
k=1

#

1,2,..,N (4.1)
onde y{n) ¢ um ruido branco.

Descreveremos, agora, os dois passos que determinam o novo método:

1} Célculo de uma nova matriz de correlagio estimada R

Da 4lgebra matricial, sabemos que a autodecomposi¢io da matriz de
correlagio estimada R € fornecida por [1 - pg. 59

. k
R= AH.A = }: c‘lz.vi.vﬁ

(4.2)
i=1 i

o~

onde: k € o posto de R
a'lz.i = 1,2,...,k, sd0 os autovalores nio nulos de R

vi.i = 1,2,...,k, sio os autovetores ortonormals de R

associados a d‘iz,i = 1,2,...k
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A proposta aqul apresentada fol originalmente desenvolvida por Tufts e
Kumaresari [7] ¢ consiste em wutilizar uma nova matriz de correlagio dada peia

seguinte expressio:

M
R=A"A=golvy 4.3)
i=1

onde estio presentes apenas os M malores autovalores de R ¢ seus autovetores

correspondentes.

Isto equivale a substituir a matriz A, por uma versio de posto reduzido(M) da mesma.

Decorrente disto, as equagoes (3.35) e (3.36) transformam-se em:

M Vv
w=Y iz .viH.AH.b (4.4)
i=1 ¢
i
M aiH,b H
w=z-——-———~i-—-—.A.ui (4.5)
i=1 o
i
Desta maneira descartamos das egs. (3.35) e (3.36) os (k - M) autovalores-

autovetores do subespaco de rufdo.

A linha  de raclocinio que utilizamos aqui foi que os M autovalores-
autovetores do subespago de sinal s3o  consideravelmente mals  robustos s
perturbagdes ruidosas do que os (k -~ M) do subespago ruidoso. No caso ideal, no gqual
o sinal u(n) ndo possul rufdo, a matriz de correlagio tem M autovalores nio nulos e
(. - M) autovalores nulos. Portanto, no caso prdtico de existéncia de rufdo, ao
retermos os M mailores autovalores e os respectivos autovetores, assoclados ao
subespago de sinal da matriz de correlagio estimada ﬁ, e desprezarmos os resiantes,
relacionados ao subespago de rufdo, estamos objetivando nos aproximar do caso ideal
sem rufde. De fato, vimos no cap. 3 que, para nfvels suficientemente clevados da
SNR, os M valores singulares (¢ por consequéncia autovalores e autovetores) do

subespaco de sinal permanccem préximos as suas contrapartidas nio ruidosas.
Tufts ¢ Kumaresan {7] demonstraram que, para valores nio muito pequenos da

SNR, € mais provdvel que a matriz R esteja mais préxima da versio sem rufdo do que
ﬁ. Isto torna evidente que para niveis razodveis de perturbagio (SNR suficientemente
grandes) os M autovalores-autovetores do subespago de sinal de ﬁ permanecem proximos
as suas contrapartidas ndo ruidosas e, portanto, o uso de Re Aem lugar de ﬁ c A

nos aproxima da versio sem rufdo do vetor de ganhos do preditor w.
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Este procedimento faz com que os zeros do filtro de erro de predigio
apresentem, de forma aproximada, o mesmo comportamento do caso sem ruido, fornecendo
assim, melhores condigées para a detecgdo precisa das frequéncias.

Obviamente, o valor de w, dado por {4.4) ou (4.5), nio mais minimizard a
energla do erro de predigdo forward-backward. Porém, isto ndo € relevante, pois, de
fato, o que pretendemos ¢ obter w o mais préximo possfvel de sua verséo nio ruidosa.

Descreveremos, a seguir, o segundo passo para o novo método proposto.

2) Crescimento da ordem L do preditor
Como vimos no capftulo anterior, =2 estabilidade do estimador estd

diretamente . ligada ao valor de L. O nimero de produtos disponiveis para formar os
L

elementos de R e o nimero dos autovalores-autovetores ruidosos instdveis que
participam do cdlculo de w, determinam esta estabilidade. Uma vez que removemos o
efeito indesejdvel dos autovalores-autovetores do sebespago de ruido, uwm destes
fatores fol eliminado. Portanto, o nove métode forneceré resuitados mails estdveis.
Além disto, o crescimento de L na faixa M < L = (2.N/3) nio mais implicard em um
aumento no nimero de  autovalores-autovetores ruldosos gque participam do cidlculo de
w, como acontece com o método FBLP. Portanto, L poderéd atingir valores maiores sem
provocar grandes danos a variadncia, aumentando assim a capacidade de resolugho.
Conclu{mos, portanto, que este novo método deve ser mais estdvel e possulr uma
capacidade de resolugio potencialmente maior que o FBLP.

Porém, mesmo para este novo método existe um limite préatico para L, pois
um dos fatores responsdveis pela instabilidade ainda permanece, perdurando o
compromisso de resoluglio x estabilidade. Se por um lado o crescimento de L aumenta ¢
grau de liberdade dos zeros do preditor, por outro lado, um mimero menor de produtos
sA0 .realizados, aumentando a instabilidade de ﬁ, ¢ conscquentemente  de R ¢ w
Portanto, o crescimento do desempenho com L ¢ comprometido quando se atinge valores
elevados para L. Tufts e Kumaresan [7] definiram, experimentalmente, que L = (3.N/4)

€ o valor mais adequado para a ordem do preditor.

4.3 O Mértopo FBLP MobDiFiICADO

Este novo método, definido por (4.4) ou (4.5), € chamado de Método FBLP
Modificado. Vale salientar que, as matrizes A ¢ R possuem apenas efeito didético,
ndo sendo computadas na prética, onde o procedimento para o célculo de w é o

descrito a seguir.
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1} Formar a matriz de dados A e o vetor de respostas desejadas b, forward-backward,
dados por (2.54) e (2.55).

2) Calcular w
21) 2N - L) = L
a) Calcular a SVD de A e identificar os M maiores valores singulares e os
autovalores-autovetores assoclados de A™.A.

b) Utilizar (4.4) para calcular w = Afb

w=F ——— . viab (4.4)

22y 2N~ L) <L
a) Calcular a SVD de A ¢ identificar os M maiores valores singulares e os
autovalores—-autovetores assoclados de A.AH.

b) Utilizar (4.5) para calcular w = A*b
M
W=y e A (4.5)

3) Encontrar os zeros do polindmio W(z), dado por:

L *
Wiz) = 1+ F (-w )z~
k=1

4) Os M zeros que se localizarem mais préximos a c.r.u. determinam wk,k = 1,2,...M.

O método FBLP possui uma segunda opgio para o cédlculo de w, envolvendo matrizes
inversas ¢ produtos matricials. Excetuando-se os casos em que L = M e L = (N - M/2),

isto ndo € possivel para o FBLP Modificado, pois agora k = M # minf2.(N - L),L].

Simulacdes

As mesmas simulagbes da secgio 3.4.3 sfo agora realizadas para o método
FBLP Modificado, fornecendo as figs. 4.1a a 4.1h,

Observando estas figuras, simultancamente com as figs. 3.4a a 3.4h,

chegamos as seguintes conclusdes:
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SNR = 10 dB - 30 experimentos

(a)L =4 (b) L = 8 (e) L=12 (a)L=1¢

(e} L =18 (f) L = 20 {(g) L = 22 (k) L= 24

1) O espalhamento dos grupos de zeros do método FBLP Modificado é bem menor que o do
método FBLP, refletindo, desta forma, uma malor estabilidade do FBLP Modificado.

2) A partir de L = 4, 2 medida que a ordem cresce, o espalhamento dos grupos de

zeros de sinal e estranhos decresce, alcancando um minimo em L = 18(x 3.N/4). Isto
ocorre devido ao crescimento da resclugio sem provocar grandes danos 2 estabilidade.
A partir de L = 20, os grupos de zeros tornam-se¢ mals espalhados, devido 3
predominincia do efeito de instabilidade produzido pelo decréscimo do nimero de
produtos realizados para compor R. Isto confirma a escolha de 3.N/4 como o valor
6timo para a ordem do preditor no método FBLP Modificado.
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Tanto na fig. 3.4 como na 4.1, os espectros amostras ratificam todas as
observagbes feitas até aqui. Conclufmos entdo que, para este caso com duas
frequéncias préximas e SNR = 10 dB, o método FBLP Modificado com L = 18 fornece

excelentes estimativas.

3) Notamos que o comportamento de ascendente (L = 4 a 8)- descendente (L = 12 a 18)-
ascendente (L = 20 a 24) da qualidade das estimativas no método FBLP, ¢ substituido
por ascendente (L = 4 a 18)-descendente (L = 20 a 24) no método FBLP Modificado.
Isto se deve 2 auséncia dos autovalores-autovetores instdveis do subspago ruidoso no

célculo de w, e por consequéncia, nos zeros de W(z),

4.4 ComMrPARACOES QUANTITATIVAS

A fig. 4.2 mostra o grifico de SNR x variancia, descritoc no cap. 3 (fig.
3.5), para os estimadores FBLP, FBLP Modificado, ML e para o limite CR, a fim de
obtermos uma comparagio quantitativa entre os diversos estimadores. O desempenho do
método FBLP para os valores L = 8(N/3) ¢ L = 12(N/2), e do FBLP Modificado para
L = 812,18 ¢ 24 sao tragados nesta figura. A fig. 4.3 mostra as SNR's de limiar
para os métodos FBLP e FBLP Modificado em diversos valores da ordem L do preditor,
bem como apresenta o limiar para o método ML. A fig. 4.4 mostra a varlincia da
estimativa da frequéncia f1’ em 15, 25 ¢ 35 dB, para o método FBLP Modificado em
diversos valores de L, bem como apresenta o limite de CR para tais SNR’s.

Algumas conclusées podem ser obtidas pela observagaé destas figuras. O
efeito de limiar no método FBLP ocorre para valores relativamente elevados da SNR:
= 235 dB para L = 12 ¢ = 20 dB para L = 8. J§ no método FBLP Modificado, este
limiar ocorre para valores bem inferiores da SNR: = 9.4 dB para L = 12 ¢ = 12 dB
para L = 8. Notamos também que, para L = 12, acima do limiar, o desempenho do método
FBLP Modificado se aproxima mais do limite CR que os dois casos FBLP.

Para L = 18 ¢ L = 20, acima do limiar, o desempenho do método FBLP
Modificado torna-se¢ praticamente igual ao limite CR. O limiar para L = 14, 16 ¢ 18

ocorre para valores muito pequenos da SNR: cerca de 6.8 dB. Para valores de L

préximos a 18, em SNR’'s maiores que a de limlar, as variincias das estimativas estio
bem proximas ao limite de CR. Podemos constatar que L = 18(3.N/4) representa o
melhor compromisso quando consideramos conjuntamente a SNR de limiar e a varlancia
acima do limiar. Também, L = 16 € uma exceiente alternativa.

Mesmo abaixo do limiar, as frequénclas podem eventualmente ser estimadas
corretamente. A fig. 4.5, onde utilizamos L = 18 ¢ SNR = 0 dB, sugere a existéncia
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de conjuntos de zeros nos quais os de sinal sio os mais préximos da crau. Porém, o
problema nestes nivels de SNR € a eventualidade deste evento. O comportamento
observado na figura 4.2, abalxo do limiar, ¢ o desempenho médio decorrente de

situagdoes onde os zeros de sinal so tdentificados corretamente, juntamente com

aquelas onde sao confundidos com zeros estranhos.

COMPARACAC DE ESTIMADORES DE FREQUENCIA
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Constatamos que o método FBLP Modificado tem um desempenho bem préximo ao

ML, onde o limiar ocorre em cerca de 3 dB, contra 7 dB do FBLP Modificado para

L = 18. Portanto, o método proposto estd apenas a alguns decibéis, em termos de

limiar, abaixo do método ML e oferece uma simplicidade computacional bem maior.
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4.5 O Caso KuMARESAN-PRONY - KP
Sabemos que, existem limites para a ordem do prediter:
M=L=(N-M2

Para L fora destes limites, os zeros de W{z) nfoc detectam corretamente as
frequéncias, mesmo no caso sem ruido.
Quando L iguala-se ao seu limite superior: L = (N - M/2), ocorre uma

situagio bastanie interessante. As dimensbdes da matriz A tornam-se:

2N - L} xL
isto é: Mx L

Como L z M, o posto de A e, consequentemente, o de ﬁ = AH.A é k = M. Com isto, a
matriz de correlagdo estimada ﬁ, e sua versio de posto reduzido R sio iguais,
tornando redundante o primeiro passo para o método FBLP Modificado, apresentado na
seccio 4.2.

Nesta situagdo os autovalores-autovetores do subespago ruidoso de ﬁ 530
automaticamente eliminados do cdlculo de w, tornando assim os métodos FBLP e FBLP
Modificado idénticos. Este fato € de fdcil constatagio operacional, uma vez que a
expressido (3.35) iguala-se a2 (4.4), e a expressio (3.36) iguala-se 2 (4.5). Torna-se
assim indiferente aplicar o algoritmo da secgio 3.4.3 ou o da secgio 4.3, Notamos
que o caso 2.2 se verifica para ambos algoritmos. Aqui, a SVD de A ndo deve ser
realizada, pois a 2° opg¢io do ftem 2.2 da secgio 3.4.3 deve ser aplicado, por uma
questio de simplicidade computacional. Transcrevemos, por conveniéncia, a eq.
{3.34):

w= A aaAh Ty (4.6)

Estamos diante de uma expressio onde apenas produtos matriclais € a inversio de uma

matriz M x M sio necessirios para o cdlculo de w. Como, geralmente, o mimero de
exponenciais M € pequeno, (4.6) torna-se mals eficiente computacionalmente que a
utilizagdo da SVD e a aplicagdo de (4.4) ou (4.5). Este caso ¢ chamado de Caso
Kumaresan-Prony(KP).

Dado que os métodos FBLP e FBLP Modificado sio idénticos, ndo ¢é de se
estranhar que as figs. 3.4h e 4.1h sejam iguais. Embora nenhum autovalor-autovetor
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ruldoso participe do cdlculo de w, este valor elevado para L deteriora a
estabilidade do método, pois apenas 2.(N - L} = M clementos sio mediados para formar
os clementos de R. Porém, utilizamos o preditor com o mdximo grau de liberdade
possfivel ¢  resultados bastante satisfatérios ainda sSo alcangados, como constatamos
nas figs. 3.4h, 41h e 4.2, Nas figs. 3.4a a 3.4h, observamos que, para valores
pequenos da SNR(10 dB}, o caso KP nio produz picos espectrals espirios como acontece
com outros valores de L. Na fig. 4.2, vemos que, para valores elevados da SNR, o
desempenho do caso KP ¢ ligeiramente inferior aos casos FBLP, mas a extensio do
Hmiar € evidente. Também, devido A sua grande simplicidade computacional e
desempenho razodvel, em algumas aplicagbes pode ser mals vantajoso aplicar o caso

KP, em detrimento, por exemplo, do método FBLP Modificado utilizando L = 3.N/4.

4.6 VARIACAO DE ALGUNS PARAMETROS

Avaliaremos agora o desempenho do método FBLP Modificado quanto a variagao
de alguns pardmetros importantes na estimativa das frequéncias.

Inicialmente variaremos o mimero N de amostras disponfveis. Para o mesmo
conjunto de frequéncias das simulagbes anteriores e SNR = 20 dB, tomamos N = 15 e
N 35. Em cada sitvagdo fizemos L = (3.N/4) ¢ L = (N - M/2XKP}, resultando em
L=11¢L =14 para N =15, e L = 26 ¢e L = 34 para N = 35, A fig. 4.6 mostra o

i

resultado das simulagbes descritas acima bem como para N = 25, onde utilizamos
L = 18 ¢ L = 24. O limite CR para cada ponto também & apresentado.
A figura 4.6 permite algumas observagoes:

. E claramente perceptivel a diminuicdo da variincia absoluta com o crescimento do
N, tanto para L = (3.N/4) quanto para o caso KP. Para L = (3.N/4), o crescimento do
N possibilita uma maior aproximagio dos pontos em relagio ao limite CR.

. A degradagio do desempenho provocada pela redugio do nimero de amostras
disponfveis € percebida principalmente em N = 15 para L = 14(KP), onde a

discrepincia em relagdo ao limite CR permite afirmar que o limlar j4 foi atingido,
apersar da SNR ser de 20 dB.

Voltemos agora ao case N = 25, com o objetivo de analisar o desempenho na
estimativa de outros valores de frequéncias. A fig. 4.7 mostra os zeros do filtro de
erro de predigio para 30 experimentos, L = 18, SNR = 10 dB ¢ f} = (0,125 ¢

fz = 0.145.

A fig. 4.8 mostra a andlise comparativa do desempenho do método em estimar
as frequéncias 0.125 ¢ 0.5, para L = 18 e L = 24,
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L =18 - 30 ¢experimentos ~ frequéncias =0.125, 0145

Observando a

fig. 4.8 percebemos que:

. Acima dos limiares os desempenhos sio idénticos, mostrando que, nesta regiéo, os

mesmos independem da localizagiio das frequéncias a serem estimadas.

. Os limiares para f1 =

0.125 sio alcangados em SNR’s um pouco menores do que para
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f1 = 0.5. Para explicar este fato ¢ necessdrio considerar que, em muitas situagdes,
apenas um zero estranho estd mais préximo & cru. que um dos zeros de sinal.
Portanto, uma das estimativas serd definida por um dos zeros de sinmal enquanto que a
outra serd definida pelo zero estranho, sendo esta dltima completamente equivocada.
Como estamos estimando fl, caso a estimativa determinada pelo zero estranho esteja
situada em um Aangulo malor do que a determinada pelo zero de sinal, tomaremos esta
dltima como a estimativa de f;' Caso contréric tomaremos a estimativa determinada
pelo zero estranho como aquela de fl e crros bem malores serlo cometidos. Existem
menos zeros estranhos entre a origem do plano Z e f L= 0.125 do que entre a origem ¢
f = 0.5 Logo, sempre que ocorrer a sitwagdo descrita acima, haverd uma maior

1
probabilidade da estimativa ser aquela do zero de sinal para fl = (.125 do que para

fi = 0.5, o que justifica o limiar em uma SNR menor para o primelro caso.

ANALISE DE DESEMPENAC
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Fig. 4.8 - Andlisc de desempenho - f1 = 0.125, 0.5

4.7 EsSTIMATIVA DO NUMERO DE EXPONENCIAIS

Até entdo assumimos que o mimero de exponenciais M € conhecido, porém esta

nem sempre € a situagho real. Nestes casos, a principlo, nio € possivel determinar,
com certeza, este pardmetro. Alguns trabalhos, baseados em métodos estatisticos,
foram realizados por Schimdt {8], Wax e Kailath [9] ¢ Wax [10].

Uma opgdo seria observar a ﬁzagnltude dos valores singulares da matriz A.
Para uma relagio sinal-rufdo nio muito pequena, os M valores singulares relacionados

ao subespago de sinal apresentam magnitude bem mais elevada do que os demais.
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Portanto, uma gueda abrupta na magnitude dos valores singulares deve indicar um
valor correto para M. Porém, as magnitudes dos valores singulares sofrem influéncia
de L, N, da SNR ¢ do espagamento entre as frequéncias. Pequenos valores para N ¢
SNR, ¢ frequéncias multo préximas podem tornar as magnitudes préximas entre si,
impossibilitando a correta estimativa do nimerc de exponenciais superpostas. Por
outro lado, esta homogeniedade das magnitudes dos valores singulares caracteriza uma

situagdo onde existem grandes dificuldades para estimar frequéncias muito préximas
[71.

5 ZEROS DO F.EP - FBLP MOD. ~ L = 18
1. v v T T '

0A5*

parte Imaginaria
3
L)

parte reo

Fig. 4.9 ~ Método FBLP Mod. - Zeros do F.E.P. - SNR = 10 dB -
lL.= 18 - 30 exper imentos - M= 3 (equivocadamente)

A fig. 4.9 mostra o caso em que, equivocadamente estimamos o valor de M
como sendo .3(ao invés de 2). O efeito deste erro ¢ incluir um autovalor-autovetor do
subespago ruidoso no célculo de w.

A fig. 4.9 deve ser comparada com a 4.le, onde o valor de M foi estimado
corretamente.  Realmente, a  instabilidade introduzida pele  autovalor-autovetor

ruidoso ¢ evidente. Porém, constatamos que, na maloria dos experimentos, os zeros da

fig. 4.9 estio bastante proximos de suas posiches na fig. 4.1e; apenas eventualmente

os mesmos se aproximam perigosamente da cr.u de modo a provocar picos espectrals
espirios. Portanto, o método FBLP Modificado operando acima do limiar ¢ com
L = (3.N/4), oferece boas chances para a correta identificagdo do nidmero de

exponenclals presentes.
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4.8 UMa ApLIcACAO Tirica: DETECCAO DE ANGULO DE
INCIDENCIA VERTICAL EM RADAR

Um dos problemas principais em radar € a estimativa dos Angulos de
incldéncia vertical das ondas sobre a antena receptora. Tais Angulos sfio gerados
pela reflexio direta de ondas planas em alvos de Interesse, pela presenca de
multipercurso ou por interferéncias indesejdvels [22]. Denominaremos tals fatores de
fontes da onda plana incidente.

Quando desejamos melhorar a resolugdo na estimativa de éangulos de
incidéncia, em sistemas de radar tradicionais, aumentamos as dimensdes fisicas da

antena receptora. Alternativamente, podemos utilizar um arranjo lincar de antenas

com a aplicagio de técnicas apropriadas de processamento de sinais. Esta solugdo
torna-se atraente devido a0 avango permanente das técnicas de processamento de
sinais bem como 3 redugBo dos custos de hardware necessdrio para implementagio de
tais técnicas.

Nesta secgdo estudaremos um sistema de radar onde uma antena transmissora
¢ utilizada para emitir ondas planas para a regido onde localizam-se os alvos de
interesse e um arranjo lincar de antenas ¢ utilizado para analisar o sinal de eco
recebido. A partir disto, serio estimados os d&ngules de incidéncia vertical das

ondas planas que correspondem as posigdes das fontes no espago.

Modelamento do Preblema

Consideremos um arranjo linear composte por N antenas, uniformemente
espacadas na direcdo vertical e com M ondas planas de diregdes distintas incidindo
no arranjo. Assumiremos que todas estas ondas planas si3o de faixa estreita e com a
mesma frequéncia de portadora fe. A fig. 410 ilustra a configuragio do arranjo
linear com uma tnica onda incidindo em uma das antenas, vindo de uma diregao
definida pelo vetor v . 0 mddulo de v serd o mimero de onda da m’ésima onda na
diregdo de propagacho, isto &, |vm| = 1/A, onde A € o comprimento de onda.

Vamos considerar o sinal produzido pela m’ésima onda incidente na n'ésima'

antena no instante t, tomando como referéncia a antena central do arranjo. Da teoria

de propagagio de ondas planas cletromagnéticas no espago, este sinal pode ser
descrito através da seguinte expressdo:

(N+1)
2

s(n,m,t) = A .cosf 2.nf .t + 2.n.(n - Jk d+a ] (4.7)
[ m m
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onde: n = 12,.,N
m = 12,..M
f . = frequéncla da portadora
t = tempo
km = nimero de onda da m’ésima onda plana incidente
z = vetor unitdrio na direcio vertical ({direcio do arranjo)
A = amplitude de s{n,m,t) medida no centro do arranjo, onde n = (N+1)/2

m

= fase de s(n,m,t) medida no centro do arranjo

o
d = espagamento entre antenas
Seja em o angulo de Incidéncia da m’'ésima onda plana, medido em relagido a

reta normal ao arranjo, como ilustrado na fig. 4.10. O mimero de onda km toma entdo

a seguinte forma:

[u—y

senle ] (4.8)

m m A m
Consequentemente, (4.7) pode ser reescrita da seguinte forma:

sinm,t) = A .cos[ Zmf .t + Z'R'd.(n - M).sen{e v o ] {(4.9)
m c A 2 m m

Fig. 4.10 - Arranjo lincar dec antcnas com uma unica
onda incidindo em uma das antenasg

Estaremos interessados nas amostras de s(n,m,t) ao longo do arranjo em um
dado instante de tempo. Dado que o instante de tempo influenciaré apenas na fase
comum a todas as ondas, podemos simplificar a representagio de s(n,m,t) adotando a

representagio para a amplitude complexa deste sinal, definida por:
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s{n,m) = Am.cxp{ 3,2_'_;;‘}._(5 - (N;”).sen[em} + e ] (4.10)

Definiremos agora o Angulo de fase elétrica ¢m entre duas antenas

adjacentes do arranjo, como:

_2md
¢ = 3 .scn[em] {4.11a)

Se conhecermos ¢m poderemos inferir o &ngulo de incidéncia e

A
e = scnd{ ﬁf‘-& } (4.11b)

Definiremos também a, denominado de amplitude complexa do sinal s(n,m,t) medida no

centro do arranjo como:

a_ = s(n,m)|n=(MW2 = A_.expljo ] (4.12)
Substituindo (4.11) e (4.12) em (4.10) chegamos a:
= _ (N+1)
s(n,m) = am.exp[ jn 5 ).(‘6m ] (4.13)

A equagdo (4.13) define a amplitude complexa do sinal recebido pela n’ésima antena
devido a m’ésima onda plana. Somando a contribuigdo produzida pelo conjunto das M
ondas planas, teremos o sinal s(n) recebido na n’ésima antena devido as M ondas
planas.

O sinal medide na saida de qualquer antena do arranjo difere do sinal
tedrico até aqui tratado por uma componente aditiva produzida por refdo. Na pritica,
este rufdo ¢ modelado como branco, gaussiano, complexo e de média zero. Podemos

portanto modelar o sinal medido na saida da n’ésima antena através da expressio:

u{n) = s(n) + y(n) ;n = 3,2,..,N (4.14)
onde: y(n) = rufdo branco, complexo, gaussiano, de média zero
" N+1
ainda: - u(m) = ¥ ak.cxp{j.¢k.{n - w—i*)l + y(n) n=12,.,N (4.15)

k=1

Comparando (4.15) com (3.30), ¢ imediato perceber que as expressdes sio idénticas do
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ponto de vista matemitico, exceto pelo deslocamento (N+1)/2. A tabela 4.1 resume as

relagbes entre os parametros destas equagoes.

exp. (3.30) ey exp. {4.15)
ak = amp. complexa By ak = gmp. complexs no
centro do arranjo
wk = frequénclia das oy ¢, = dpgulo de fase elé-
exponcnciais tricalrelacionado ao
dngvio de lincidéncia)
y(n) = ruido branco L " 4 y(n) = rufdo branco

M = nim. de exponencials € M = nim. de ondas planas

complexas incidentes (possiveis
alvos)
N = nim. de amostras dis~ N = nim. de antenas do
poniveis{dim. de tempo) &— arranjo{dim. de cspa-
o)

Tab 4.1 - Relaglo entre os parimetros das exps. {3.30} ¢ (4.15)

Portanto, € imediato notar que todo o ferramental do método FBLP
Modificado, utilizado para estimar frequéncias de exponencials, poderd ser empregado
na estimagio de 4ngulo de incidéncia em radar, caracterizando uma aplicagio tipica
do estudo realizado até entdo. Isto € constatado ao percebermos a associagio entre o
angulo de fase elétrica qu ¢ a frequéncia da exponencial w € observarmos a relagio
direta com o &ngulo de incidéncia dada pela expressio (4.11b).

E importante perceber que a dimensio de tempo n da equagio (3.30) d4 lugar
a uma dimensio de espago em (4.15), onde a primeira amostra em (3.30) equivale a
primeira antena em (4.15), e assim por diante. Em (3.30) temos N amostras de u{n)
observadas nos  instantes At, 2.At,...N.At; em {4.15) temos os sinais u(n)
observados nas antenas 1,2,...,.N em um determinado instante t o' tornando clara a
assoclagdo entre mimero de amostras ¢ ndmero de antenas. Se o numero de antenas N
for fmpar, o elemento central n = (N+1)/2 corresponde 2 antena do centro do arranjo.

Por outro lado, quando N for par, o centro do arranjo é um ponto ficticio.

A TFransformada de Fourier

Consideremos o sinal w(n), n = 1,2,..,N, gerado na forma descrita pela
equagdo (4.15). Por analogia com a andlise de Fourier de sequéncias temporals,

definimos o espectro de angulo desta sequéncia espacial como:
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N
Ug) = T um)expl-jn - 241 (4.16)

n=l

Analogamente ao caso temporal, dado o espectro de angulo U(¢), podemos
estimar as diregdes das fontes das ondas planas calculando os picos espectrals, isto
é, os valores de ¢ para os quais a magnitude do espectro de angulo U{¢) alcanga um
mdximo.

Consideremos inicialmente o caso de uma dnica onda plana incidente no
arranjo, na auséncia de rufdo, dado pela eq. (4.13).

N+1

s{n,m) = am.exp[j.(n - -~2—~—).¢m} n=12,..,N

Obtendo o espectro de angulo deste sinal temos:

N
S @) =a . ):‘lexp{—j.(n -Ehe -9 (4.17)
S_(#) =a_ W@ - ) (4.18)
onde:  W(g) = W (4.19)

A fig. 4.11 mostra o grifico de W(¢) em fungio do éangulo de fase elétrica ¢,
evidenciando o espectro, bastante conhecido, associado 2 janela retangular.
O grifico de W(¢) apresenta um Idbulo principal e diversos ldbulos

laterais. O primeiro nulo ocorre no 4ngulo:

2.=®
%5 = N

¢B ¢ entdo a separacdo angular entre o pico do lébulo principal e o primeiro
nulo no espectro W(¢), ¢ ¢ denominado de largura de feixe padrio.

Quando M fontes estio presentes em diferentes pontos do espago, podemos
utilizar o principio da superposicdo, extendendo o resultado de (4.18), ¢ obtendo o
espectro total na seguinte forma:

M
S@)= La We¢-¢) (4.20)

m=1
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Fig. 4.11 - W(¢) x ¢(éngulo de fase elétrica)

A observagio de (4.20) ¢ da fig. 4.11 permite afirmar que quando as fontes
estdo separadas por ¢, ou mals, a superposicio dos espectros de W(¢ - ¢m) de (4.20)
s¢ dé de forma tal que ndo ocorre interferéncia significativa entre seus Ildébulos
principais [2]. Logo, a magnitude do espectro de 4angulo apresentard picos distintos,
cada qual localizade no 4ngulo que determina a diregdo da fonte correspondente ou
nas vizinhangas do mesmo. Caso duas fontes estejam separadas por um &ngulo menor que
¢, ocorre interferéncia entre Iébulos principais assoclados e a andlise baseada em
S(¢) nio permite resolver estas duas fontes, isto ¢, nio permite sequer distinguir a
presenga de duas fontes. A interferéncia dard origem a um dnico pico indicando uma
inica fonte.

Com isto conclulmos que gquanto menor o ¢, malor serd a capacidade em
resolver fontes que estejam préximas entre si. Para diminuir o ¢B ¢ necessdrio
aumentar o nimero N de antenas do arranjo.

Outro problema a enfrentar na atual conjuntura ¢ a magnitude dos ldbulos
laterals. Os mesmos interferem sobre os I6bulos principais das demais fontes,

provocando desvios no posiclonamento dos picos espectrais. Além disto, sua

combinagio com os demais Iébulos laterais pode levar 2 indicagio de fontes falsas. E
sabido que {2] para diminuir o efeito (magnitude) destes Idbulos seria necessdrio
realizarmos um janelamento espacial dos dados na safda do arranjo. Isto equivale a
multiplicarmos o sinal na safida de cada antena por um ganho distinto, o qual até o
presente momento fol constante ¢ igual a 1, mostrando a presenga implfcita de uma

Jancla retangular. Existe uma Infinidade de janelas disponfvels na literatura {2]
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para a realizagio de tal propdsito. A utilizagio deste janelamento porém, tem o
efeito negativo de alargar o lébulo principal, comprometendo desta forma a
resolugdo.

Todas as observagbes feitas até aqui sobre o espectro de angulo j& sfio bem
conhecidas da teorla de estimagio do espectro de freqguéncia [2]. Nosso propésito
fol, com base na tabela 4.1, mostrar a analogia perfeita que existe entre estimagéo
do espectro de frequéncia e estimagic do 4angulo de incidéncia vertical em
radar (estimagdo do espectro de Aangulo), procurando evidenciar que todos os
resultados conhecidos para o dominio da frequéncia, s3o aplicdveis diretamente ao

dominio do 4ngulo em radar.

Pelo j4 exposto, fica evidente que métodos bascados no espectro de angulo

ndo sdo capazes de resolver fontes separadas por um 4ngulo menor que ¢B, sendo

plenamente justificdvel a aplicagdo do métedo FBLP Modificado para alcangar tal
objetivo.

4.9 CoNcLUsOES

Os métodos baseados em predigio linear para estimar frequéncias de
exponenciais complexas em meio a ruido branco, tais como o FLP, BLP ¢ FBLP,
apresentam um desempenho pobre para valores pequenos da relagao sinal-ruido.

O método FBLP Modificado consegue atingir desempenhos significativamente
superiores ao empregar uma aproximagio de posto reduzido para a matriz de correlagho
estimada, baseando-se na decomposigio da mesma em autovalores € autovetores.

Duas opgdes foram apresentadas a fim de suavizar a carga computacional do
método FBLP Modificado. Através delas sempre calculamos autovalores—autovetores e
efetuamos produtos matriclais com as menores dimensdes possiveis. Uma boa
alternativa seria utilizar grandes valores para L {préximos a (N -~ M/2)} e calcular
w por (4.5), assegurando resultados satisfatérios com wuma grande simplicidade
computacional. O caso KP € o mais simples computacionalmente, principalmente quande
o nimerc de exponenciais M € pequeno. Sua utllizagio € aconselhdvel sempre que seu

desempenho for satisfatério para uma determinada aplicagio.

O desempenho do método sofre forte influéncia de alguns parimetros, tais
come numero de amostras disponfvels, ordem do preditor ¢ SNR, enquanto que a
influéncia provocada pelo posicionamento das frequéncias € pequena.

Através de simulagoes, demonstramos que o desempenho do método FBLP
Modificado para detecgio de frequéncias, praticamente se iguala ao limite superior

CR para um grande iIntervalo de valores da SNR. Também, o efeito de limiar ocorre
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para valores muito pequenos da SNR. Tudo isto habilita o método FBLP Modificado como
um substituto vidvel ao método ML para detecgio de frequéncias.

Detecgdo de éngulo de incidéncla vertical em radar possui uma analogia
perfeita com detecgho de frequénclas de sendides, constituindo-se¢ em uma aplicagao
tipica do Método FELP Modificado.
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REDUZINDO A SNR DE LIMIAR

CONTEUDO Pag.
5.1 Introdug B o. . ottt it s e s a e sar s enerseniees 105
5.2 Uma Tentativa pare Diminuir a SNR de Limiar......cco... 106
5.3 Detecglio de Sendides Reais.. . vrs vnnenievnr v orecomnn. 111
5.3.1 Os Zeros do Flitro de Erro de Predicfo...cevnes 111
5.3.2 Um Algoritmo para Detectar Sendides Reals........ 114
5.3.3 Comparaches Quantifativas. +.uveseeerr vaservernes 119
5.3.4 Andlise de Desempenho. ....cuuvunronnnenmmnnn 120
5.4 Conclusd e B o, it it i utsnrrarnacre surersessssnsnmeness 122

5.1 INTRODUCAO

Neste  capitulo, apresentaremos os resultados de  alguns  estudos
especulativos que objetivaram desenvolver uma estratégia suplementar para uma melhor
distingdo entre os zeros de sinal e os estranhos do filtro de erro de
predicio (f.e.p.).

Esta estratégia se baseia em um pré-processamento nas amostras disponfveis
com a finalidade de iIntroduzir um fator de amortecimento positive nas exponenciais
complexas. Sobre este sinal pré-processado aplicaremos o método FLP Modificado,
objetivando uma maior probabilidade em distinguir corretamente os zeros de sinal dos

zeros estranhos. Em seguida aplicaremos o método FBLP Modificado, tendo porém o
conhecimente da localizaglo aproximada dos =zeros de sinal, fornecida pelo
procedimento  descrito  acima. Realizaremos  simulagbes excmplificando  tal

procedimento, assim como um estudo mostrando a influéncia de diversos parimetros em
tal método.
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ApdSs isto, enfocaremos de forma especlal o caso de detecgsio de sendides
reais. Apresentaremos as caracterfsticas dos zeros do f.e.p. de tal caso, mostrando
gue para cada zero, seja de sinal ou estranho, existe um correspondente zero
complexo conjugado.

Bascando-nos na diferenga de comportamento dos zeros de sinal ¢ dos zeros
estranhos quanto & proximidade da cuor.u., proporemos um algoritmo para detectar
sendides reais. Este € capaz de realizar uma distingdo mais robusta entre os zeros
de sinal e os zeros estranhos e, portanto, reduzir a SNR de limiar alcangada pelo
método FBLP Modificado. Consegue também diminwir a variancia das estimativas em
quaisquer SNR através de uma operagio de mediagdo. Comparagdes quantitativas

mostrardo o nivel de desempenho propiciado pelo novo algoritmo. Analisaremos também

este desempenho quanto a variagdo da ordem L do preditor ¢ da SNR.

5.2 UMa TeENTATIVA PARA DiMiNnuIR A SNR DE LiMIAR

E conhecido que, em situagdo ideal, os zeros de sinal localizam-se sobre 2
cru., nas frequéncias das sendides, enquantoc que os zeros ecstranhos permanecem no
interior do circulo de raio unitdrio. Eventualmente, em SNR’s relativamente baixas,
por motivos J4 discutidos em capitulos anteriores, algum {ou alguns} zero estranho
posiciona~se mals préximo & cor.u. do que os proprios zeros de sinal. Neste caso, o
zero estranho € tomado com a estimativa de uma das frequéncias e o limiar ¢é
alcangado.

Caso houvesse uma forma alternativa de distinguir os zeros de sinal dos
zeros estranhos, mesmo os zeros de sinal que nfo estivessem tio préximos 2 c.rau.
forneceriam melhores estimativas do que zeros estranhos espirios muito prdximos &
c.r.u., e o limiar deixaria de existir. |

Se fosse possfivel realizar um pré-processamento nas amostras disponivels
do sinal em conjunto com a posterior utilizagio de um dos métodos de predigio
linear, de modo a expulsar os zeros de sinal para o exterior do circulo de ralo
unitdirio, mantendo porém a posigdo dos zeros estranhos, aumentarfamos a capacidade
de distingdo. A partir disto, ao identificar os 2zeros que estivessem no exterior do
cfrculo de ralo unitdrio, definirfamos regides preferencials na cr.u. onde as
frequéncias a ecstimar {os zeros de sinal) possivelmente se encontrariam. Aplica-
riamos entio o mdétodo FBLP Modificado sobre as amostras originais do sinal buscando
os zeros mais préximos A c.r.u. somente nas regides definidas no passo anterior. Com
isto, estarfamos climinando o risco de tomar como estimativa das frequéncias, zeros

estranhos muito préximos 2 c.or.a. que estivessem fora das tais regides.
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Do teorema 3.1 sabemos que no caso sem ruido e com exponenciais gque
apresentem fator de amortecimento positivo, a predigao linear forward posiciona os
zeros de sinal no exterlor do circulo de raio unitdrio, como desejamos. Na presenga
de rufdo a aplicagio do método FLP Modificado produz este comportamento de forma
aproximada. Partindo de exponencials nio-amortecidas, o seguinte procedimento torna-
se, portanto, necessdrio:

. Gerar um sinal w'(n) a partir das amostras disponiveis de u(n), da seguinte forma:

M
u(n) = ¥ ak.cxp[j.wk.n] + y(n) (5.1)
k=1

H

v'(n) = expla.nliu(n)] . : «>0 (5.2)

M
¥ a*.exp[a.n + j.wk.n} + expla.nl.y(n) (5.3)
k=1

u'(n)

M

¥ ak.cxp[(tx + j.wk).n} + y'(n) (5.4}
k=1

u'(n)

Agora todas as exponenciais apresentam um fator de amortecimento «. Daremos
prosseguimento 2 proposta de extender o limlar através dos seguintes passos:
. Aplicar o método FLP Modificado sobre u’(n).

Definir as regides do plano Z onde os zeros estejam mais afastados do centro do
circulo de raio unitdrio.
. Aplicar o método FBLP Modificado sobre u{n) selecionando os M zeros mais préximos

a c.r.u. somente nas regides definidas no ftem anterior.

Mostraremos agora um caso onde um zero estranho produzide pelo método FBLP
Modificado se encontra mais préximo 2 cru. do que um dos M zeros de sinal, levando
a uma estimativa desastrosa das frequéncias. Porém, a utilizagdo do procedimento
descrito acima possibilita que os zeros de sinal determinem as estimativas das
frequéncias.

Utilizamos o mesmo sinal das secgdes 343 ¢ 43. A fig. 51 mostra um
experimento particular resultante da aplicagio do caso KP com uma SNR = 10 dB. O
zero estranho muito préximo & c.r.u. estd indicado por uma seta. A aplicagio do
método FLP Modificado com L = 10 e «a = 0.2 gera os dois zeros mals afastados do
centro do cfrculo de ralo unitério em posigdes vizinhas. Logo, ¢ sensato admitir que
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trata-se de duas frequénclas préximas entre si, definindo apenas a reglio indicada
na figura para os zeros de sinal. A definigio desta regido permite excluir o zero
estranho das estimativas fornecidas pelo caso KP. Com isto torna-s¢ possivel
identificar os verdadeiros zeros de sinal, fornecldos por este caso e utilizd-los
para determinar as duas frequéncias.

Este procedimento apresenta uma complexidade computacional adicional, pois
além de aplicarmos o método FBLP Modificado, ainda realizamos um pré-processamento
nas amostras do sinal bem como aplicamos ¢ método FLP Modificado. Esta desvantagem
pode ser minorada pela utilizagio do caso KP.

Infelizmente, entretanto, este procedimento ndo se mostra eficlente em

propiciar uma redugio da SNR de limiar. E certo que para alguns experimentos, como

aquele da fig. 5.1, obtivemos sucesso. Porém, em outros sao definidas faixas de
frequéncia equivocadas, ndo s¢ em experimentos similares ao da fig. 5.1, mas também
em alguns onde o FBLP Modificado jd indicava os verdadeiros zeros de sinal como &
estimativa das frequéncias, transformando assim estimativas de boa qualidade em

desastrosas.

s ZERCS DO FEP — KP + FLP MOD.L = 10)
1. . '

®* + FLP ROD. (L = 180 ~ & = & 2)

x + FRLP MOE. (KP)

porte imoginaria

“15 -1 -05 0 05 1 1.5

porte reql

Fig. 5.1 - KP + FLP Mod.(L = 10,& = 0.2) -
Zeros do F.E.P. - SNR = 10 4B
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identificaremos agora algumas causas que possivelmente contribuem para tal

insucesso:

1) O desempenho do método FLP Modificado € inferior ao do FBLP Modificado. Assim,

mesmo para SNR’s relativamente altas, sio definidas faixas equivocadas.

2) O ruido y'(n), da eq. (54), ndo ¢ mals branco. J4 que as caracteristicas
geométricas dos zeros do f.e.p. basciam-se¢ na propriedade branca do ruido, o
desempenho do método FLP Modificade aplicado sobre w'(n) deterlora-se

consideravelmente.

3) O ideal seria que o fator de amortecimento « fosse o malor possfvel, pois quanto
malor este pardmetro mais distante do circulo de raio unitdrio, em direcio ao seu
exterior, se localizariam os zeros de sinal, aumentando a probabilidade das faixas
serem selecionadas corretamente. Porém, quanto malor o « maior serd o grau de
correlagdo das amostras do ruido, deteriorando bastante o desempenhe do método. A
fig. 5.2 ilustra a relagio do o com o desempenho. A fig. 5.22 mostra o mesmo que a
fig. 5.1 para o método FLP Modificado, utilizando « = 0.1 em 30 experimentos. A fig.
5.2b utiliza a = 0.3.

A desordem observada nos zeros para « = 0.3 € claramente perceptivel.

Portanto, quando o método FBLP Modificado atingir o limiar, o FLP
Modificado também o terd atingido, definindo faixas equivocadas para os zeros de
sinal. A fig 5.3 ilustra esta situagio mostrando 50 experimentos do método FLP
Modificado aplicado sobre w'(n), onde utilizamos « = 0.2 ¢ L = 10 em uvma SNR = 5 dB.
Em tal SNR, o método FBLP Modificado estd abaixo do limiar mesmo para L = 18(3.N/4).
A aplicacio do método FLP Modificado neste caso n3o conseguird estender o limiar,
pois na maloria das vezes serio definidas faixas equivocadas.

Testamos ainda a utilizagdo do método BLP Modificado empregando a« < 0,
cujo comportamento € similar aoc FLP Modificado com a > 0. Variamos também o valor da
ordem L do preditor e do fator de amortecimento o, objetivando otimizar o desempenho
do método FLP Modificado. Porém, n%o se conscguiv atingir um desempenho que

assegurasse & redugio da SNR de limiar de forma robusta e a estratégla foi

abandonada.
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ZEROS DO FEP — FLP MOD. ~ L = 10

0.5}

parte imoginerio
o

=15
-1.5

-1 ~0.5 0 0.5 1 15

parte reql

{a)
Fig. 5.2 ~ FLP Mod.(L = 10) - SNR =
(a) &0 = 6.1 (b}

ZEROS DO F.EP ~ FLP
1.5 e T v

1.5

ZEROS DO FIEP -~ FLP MOD. - L = 10

v

i

parte imaginaria
o

-1.5 -1 ~0.5 0

parte real

(b)

10 B - 30 experimentos
o =0.3

MOD, —~ L = 10

G5

porte imnoginario
o
¥

-15 . ; .

15 -1 0.5 0

Fig. 5.3 - FLP Mod.(L

= 10,00 = 0.2) -

SNR = § dB ~ S50 cxperimentos
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5.3 DeTeccAo DE SENGIDES REAls

5.3.1 OS ZEROS DO FILTRO DE ERRO DE PREDICAO

Sené6ides reals constituem um tipo particular do sinal até entio em
questdo, onde as frequéncias das exponenclais ocorrem em pares complexos conjugados.

Neste caso teremos sempre M par e apenas M/2 sendides reais estario presentes,

resultando em um sinal na seguinte forma:

u(n) = al.cxp[j.wl‘n} + az.exp[—j.wl.n} +
az.expfj.wz.nI + az.cxp{wj.wz.nI + ot

aMm.explj.wM/Z.ﬂ} + aMlz.exp{~j.wM/2.ni + y(n)
n=12,..N

Objetivando diminuir a SNR de limiar, poderiamos explorar a natureza
complexa conjugada dos zeros de sinal para distingui~-los dos zeros estranhos. Isto
porém nio € possivel, pois os zeros estranhos também localizam-se em posigoes
complexas conjugadas. Tal comportamento pode ser observado na fig. 5.4, onde

utilizamos um sinal do tipe:
u{n) = expljn/4.nl + expl-jn/4.n] + y(n) n=12,..,25 {5.5)

e o método FBLP Modificado foi empregado com L = 20 e SNR = 10 dB em dez
experimentos distintos.

Imaginando uma aglio que rompesse a simetria complexa dos zeros estranhos,
poderiamos inserir no sinal u(n) em (5.5), duas exponenciais espirias situadas nos
32 e 4¢ quadrantes do plano Z. A principio, tal procedimento implicaria em um
aumento no mimero M de exponenciais, ocasionando uma degradagio no desempenho do
método FBLP Modificado. Além disso, préximo 2as frequéncias espirias, existiriam
faixas nas quais os verdadeiros zeros de sinal sofreriam forte influéncia daqueles
espiirios inseridos artificlalmente.

Através de simulagdes constatamos também que a influéncia das frequéncias
espurias s6 ¢ sentida préximo 3s mesmas. A medida que nos afastamos delas, os zeros
estranhos tendem novamente a ser complexos conjugados. A fig. 5.5 mostra o mesmo da
fig. 5.4 com a insercio de duas frequéncias espdrias, simétricas em torno de 3.x/2,

para L = 18, exemplificando o comportamento descrito acima.
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ZERGS DO FEP - FBLP MOD. — L = 20

1.5 _ v v
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Fig. 5.4 ~ Método FBLP Mod. -~ Zeros do F.EP, - SNR = 10 éB -
L = 20- 10 exper imentos - wl = W/ 4 PO, = - n/4

ZERCS DO FEP ~ FBRLP MOD. ~ L = 18
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Fig. 5.5 ~ Método FBLP Mod. - Zeros do F.E.P. -~ SNR = 10 dB -
L =18 - 10 exper imentos -~ 2 frequénclas espidrias
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Como uma nova alternativa, poderfamos inserir aproximadamente . - M)/21
zeros espirios nos 32 e 4¢ quadrantes, de forma que os Zzeros estranhos em tais
quadrantes seriam substitufdos por cstes zeros espirios ¢, portanto, ocupariam

posigbes pré-determinadas. Porém, tomando como base as discussdes anteriores, dols

problemas deverio surgir:

1) Aumento significativo no nimero de exponencials a serem detectadas, comprometendo

assim a capacidade do método em distinguir duas frequéncias muito préximas.

2) Aumento no numero de faixas de frequéncias onde a presenga dos verdadeiros zeros

de sinal seria problemaitica.

A fim de caracterizar tais limitagdes, geramos a fig. 5.6 utilizando um
sinal similar ao da expressio (5.5), porém com a frequéncia da sendide real em 0.01.
Foram inseridas frequéncias espirias normalizadas correspondentes aos angulos -30°,
o

-60°, -90°, -120° e -150°, com L = 18 e SNR = 10 dB para dols experimentos. A

posicao correta dos zeros de sinal estdo indicadas por setas.

5 JERCS DO F.EP — FRLP MGD. ~ | = 18
1. v r v v v

0.5k

parte imoginaris
o

~1.5 . N i .
-1.5 -t -0.5 G 0.5 1 1.6

porte reql

Fig. 5.6 - Método FBLPF Mod. - Zeros do F.E.P. - SNR = 10 dB -
L=18- 2 experimentos - 5 frequéncias espirias - freq = 0.01

Observando a fig. 5.6, percebemos que recalmente os zeros estranhos ndo
mals se encontram em posigdes complexas conjugadas, porém um dos zeros de sinal
também nfio se encontra préximo 2 cr.u., ratificando o probiema caracterizado no

ftem 1 acima.
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A fig. 57 € a mesma simulagio da fig. 5.6, porém com as frequéncias
espirlas localizadas em -25°, -65°, -115° e ~-155°. Para este posicionamento
particular dos zeros de sinal e dos zeros espirios, em alguns experimentos, o método
alcanga bons resultados. Neste caso, os zeros de sinal posicionam-se mals préximos &
c.r.u., possibilitando estimativas mais precisas para as frequéncias.

Porém, simulagbes demonstraram que o sucesso €& condicionado pelo
posicionamento dos zeros. Concluimos entio que tal estratégia nio oferece robustez

para distinguir zeros de sinal de zeros estranhos de sendides reais.

ZEROS DO FEP ~ FBLP MOD. — L = 18

15 v
ir .
o5 9
2
&
[=
B
g ot _
b
H
~05F -
-t 4
-1.5
-5 -1 -5 0 0.5 3 15

parte seal

Fig. 5.7 - Método FBLP Mod. - Zeros do F.E.P. - SNR = 10 dB -
L=18- 2 experimentos ~ 4 frequéneias espirias - freg = (.01

5.3.2 UM ALGORITMO PARA DETECTAR SENOIDES REAIS

As indmeras simulagbes realizadas ao longo do estudo anterior permitiram
observar que no caso de M/2 sendides reais com SNR’s pequenas, o deslocam<nto de um
zero estranho para posigdes muito préximas 2 coru. € completamente aleatdrio.
Portanto o seu complexc conjugado nféo necessariamente se encontrard também muito

préximo & c.ru, ao contrdrio dos zeros de sinal, onde cada clemento do par complexo

conjugado tende a manter a proximidade em relagio 4 c.ru.. A partir desta diferenga
de comportamento, pudemos divisar uma nova forma de interpretar os zeros do f.e.p.
do método FBLP Modificado, objetivando a distingdo entre os zeros de sinal e os
zeros estranhos. Este procedimento novo leva em consideragio nio sé a proximidade
dos zeros em relagio 3 cor.u. mas também a natureza complexa conjugada dos zeros de

sinal.
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O Algoritmo

A fim de analisarmos a proximidade dos zeros em relagio & cra,
classificamos o0s mesmos partindo do mals préximo para o mais afastado. Ao Invés de
simplesmente selecionar os M 7Zeros mais préximos A c.or.u., proporemos agora um
procedimento alternativo.

Imaginemos que apenas um zero estranho esteja entre os M zeros mais
préximos, pois como discutido acima, o seu complexo conjugado nfo necessariamente
estard tdo préximo a c.or.u. Portanto, os (M + 1) zeros mais préximos & c.r.u. serdo
constituidos por M/2 pares de zeros de sinal complexos conjugados e uwm zero

estranho, J& que os zeros de sinal tendem a manter a mesma aproximagio, Levando em

conta esta diferenga de comportamento, selecionaremos os M/2 pares de zeros
complexos conjugados mais préximos & c.r.u.. Este procedimento, na situagdo descrita
acima, eliminard o zero estranho muito préximo a c.or.u. das possiveis estimativas. B
ébvio que ao procurarmos pelos pares, os mesmos ndo estardo em posigdes exatamente
complexas conjugadas, sendo necessirio considerar um &ngulo de tolerdncia, o qual
denominaremos de Ae.

Apés encontrarmos os M/2 primeiros pares complexos conjugados, ndo nos
limitamos a tomar um ou outro clemento de um determinado par como estimativa de uma
das frequéncias das sendides reais. Ao contririo, levamos em consideragio os dois
zeros tomando como estimativa a média aritmética entre o angulo de um dos zeros e o
angulo do conjugado do outro. Isto possibilitou uma redugio na varidncia das
estimativas.

O algoritmo pode ser formalizado através dos seguintes passos:
1) Obter os zeros do f.e.p. fornecidos pelo método FBLP Modificado.
2) Classificar os L zeros do f.e.p. na ordem crescente em termos da distincia em
relagio a2 c.ru.. Tomando o {’ésimo zero desta classificagdio e definindo como z{i}

sua posigio no plano Z, construimos o vetor z cujas componentes sdo os z(i) na ordem

ditada pela classificagio.

3) Pesquisar, a partir do inicio de z, até encontrar M/2 situacOes nas quais:

angulo[z{})] - Ae = angulolz(1)] = &ngulolz(] + Ae
i=23..L e §=12..0-1

com isto, as M/2 frequéncias das sendides reals estardo estimadas.
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4} Supondo um par selecionado z(li) e ZUL)' entdo a estimativa f1 de uma das

frequéncias serd:

. . Angulolz(1 )1 + angulo[?(]';)]
fh=7m- )

Através dos passos 1, 2 e 3 encontraremos os pares complexos conjugados
mais proximos & cor.u. e um ou mais zeros estranhos isolados multo préximos sio
eliminados. Com isto conseguimos reduzir a SNR onde ocorre o fenbmeno de limiar. O
passo 4 possibilita menores variincias para SNR’'s quaisquer.

O Ae ¢ utilizado para permitir uma tolerdncia no posicionamento dos pares

complexos conjugados. Nio deve ser muito pequeno pois pares complexos conjugados
poderiam ser ignorados. Ae muito grande também nos causaria problemas, pois
poderfamos ser levados a selecionar pares complexos conjugados equivocadamente,
Utilizando simulagbes e consideragbes acerca da geometria dos zeros do f.ep,
chegamos 2 conclusio que Ae = =m/L constitui uma excelente escolha. A fim de discutir
tal escolha, apresentamos na fig. 5.8, 30 experimentos para duas sendides reais nas
frequéncias normalizadas de fl = 0,125 ¢ fz = (0,145, em uma SNR = 10 dB e L = 18
para o método FBLP Modificado. O niémero de amostras disponiveis para cada
experimento € N = 25.

A priori, Ae = m/L pode parecer elevado. Porém, através da fig. 5.8 vemos
gue entre os grupos de zeros estranhos existe uma separagio aﬁgular satisfatdria, a
qual garante que o emprego de A = m/L ndo levard a equivocos quando da assocliagio
entre um grupo de zeros estranhes e o seu verdadeiro grupo complexo conjugado. O
mesmo ocorrerd em relagdo aos grupos de zeros de simal, pois existem lacunas
considerdvels em torno dos mesmos.

A fim de ilustrar a atwagdo do algoritmo, a fig. 5.9 mostra um experimento
utilizando os mesmos parimetros da fig. 5.8 porém 2 uma SNR de 6 dB. O zero estranho
indicado por uma seta estd mais préximo 4 c.r.u. do que um dos 4 zeros de sinal ¢
provoca um erro grosseiro na estimagio da menor frequéncia.

Os numerais ac lado dos zeros indicam suas posigbes no vetor z do
algoritmo, ou seja, o mimero 1 estd mais préximo que o 2, e assim por diante. A

aplicagio do algoritmo elimina tal zero estranho como uma das estimativas das

frequéncias, pols os pares de zeros complexos conjugados mais préximos 2 c.r.u. sio
1-2 e 3-5, dado que o complexo conjugado do zero estranho 4 ocupa apenas a 16~
posigio no vetor x. Assim, se antes, este experimento contribuia para que 6 dB

estivesse abaixe do limiar, agora nio maisV contribuli.
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Fig. 5.8 - Método FBLP Mod. - Zeros do F.E.P. - SNR = 10 dB -
L= 18 - 30 cxperimentos - Sen. reais em0.125 ¢ 0.145
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Fig. 3.9 - Métwde FBLP Mod. - Zeros do F.E.P. - SNK = 6 dB -
L=18 - Sen. reais em 0.125 ¢ 0.145
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Uma situagdo de iInteresse especlal € a mostrada na fig. 5.10, que mostra
um outro experimento semelhante aquele descrito na fig. 5.9, porém para uma SNR de
4 dB.

. ZEROS DO FEFR — FELP WMOD. — L = 18
1. 4 . T v v

05

parte imaginaria
o
T

—t.5 . - . .
~-15 -1 -5 0 as 1 1.5

parte real

Fig. 5.10 - Método FBLP Mod. - Zeros do FEP, - SNR = 4 dB -
L= 18 - Sen. reals em 0.125 ¢ (L1453

Devido & proximidade entre os zeros de sinal e & existéncia do angulo de tolerincia
4e, o algoritmo toma como os dois primeiros pares complexos conjugados: 1-2 e 1-4.
Neste caso particular, onde um inico zero, o 1 no caso, participa de mais de um par
complexo conjugado, o algoritmo toma o seguinte procedimento:
a) Verifica qual dos dois pares tem uma simetria complexa conjugada mais perfeita.
- Neste caso, o par 1-4 satisfaz tal requisito.
b) Elimina o zero .comum no outro par, ¢ procura no vetor z por oulro 2ero que secja
complexo conjugado ao zero remanescente.
~ Neste caso, elimina o zero 1 do par 1-2 e procura no vetor z por outro zero que
seja complexo conjugado ao zero 2. Encontrard o zero 12, formando ¢ novo par 2-12.

Esta situagdo geralmente s6 ocorre entre os zeros de sinal, devido 2 sua

proximidade ¢ a existéncia da - tolerincia Ae. Neste caso, cmbora a busca dos pares

mals préximos & c.r.u. conduza, em principic, & escolha dos pares 1-4 e 5-8 como as
estimativas das frequéncias, o algoritmo consegue seclecionar corretamente os pares
1-4 e 2-12. Isto se deve ao fato de explorarmos a proximidade entre os zeros de
sinal. Ao formarmos Inicialmente os pares 1-2 e 1-4 e escolhermos o 1-4 como o

correto, ¢ como sc¢ admitissemos que, devido 2 ocorréncia de tal situagio, o zero 2
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deva ser um zero de sinal e portanto devemos buscar um conjugado para ele,

encontrando o zero 12 ¢ eliminando portanto o par 5-8.

£.3.3 COMPARACOES QUANTITATIVAS

Para evidenciar os avangos produzidos pelo algoritmo, tanto na redugio da
SNR de limiar quanto na redugdio da varidncia das estimativas, realizamos as
simulagbes da fig. 5.11 com o mesmo sinal da figs. 5.8, 59 ¢ 5.10. A figura mostra
o grifico de wvaridncia das estimativas de 0.125(1"1) x SNR, similar ao da fig. 4.2.
Utilizamos L = 18(3.N/4) e L = 23(KP) ¢ para cada valor de L, trés curvas foram

tracadas, caracterizando uma das seguintes situagdes:

Caso 1 - Aplicagdo do método FBLP Modificado para M = 4, tomandoc a menor frequéncia

como a estimativa de fx' Equivale aos passos 1 e 2 do algoritmo, com a posterior

selecdo dos 4 zeros mais préximos & c.r.a..
Caso 2 ~ Aplicagdo dos passos 1,2 e 3 do algoritmo.
Caso 3 - Aplicagado dos passos 1,2,3 ¢ 4 do algoritmo.

Observando a fig. 5.11, alguns fatos podem ser constatados:

. Para ambos valores de L, o caso 3, que corresponde a aplicacdo do nosso algoritmo
de modo completo, alcanga o melhor desempenho, tanto em SNR de limlar quanto em

varidncia das estimativas.

. A aplicagio do caso 2 (passos 1,2 ¢ 3) diminui a SNR de limlar em relagio ao caso
1. O caso 3 possibilita um deslocamento em toda a cuva 2, produzindo uma diminuigio
na variancia para todas as SNR’s.

. Mesmo abaixo do limiar do caso 3 (ou 2) o desempenho alnda € melhor do que no caso
1. Isto significa que mesmo nesta reglao o algoritmo consegue identificar alguns

(mas nio todos) experimentos onde zeros estranhos foram tomados como estimativas no

caso 1.
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Fig. 5.11 - Comparacio de desempenho entre os casos 1,2 ¢ 3

5.3.4 ANALISE DE DESEMPENHO

A fim de avallarmos o comportamento do desempenho do algoritmo com a
variacio de alguns parametros, tais como a ordem L ¢ a SNR, foram tracadas curvas
stmilares aquelas da secgio 4.4.

A fig. 512 mostra o desempenho do algoritmo para L = 8,12,16,18,23. A
fig. 5.13 mostra as SNR’s de limiar para os casos 1 ¢ 3 em diversos valores da ordem
L. do preditor. A fig. 514 mostra a varidncia da cstimativa de fl em 15, 25 ¢ 35 dB
para diversos valores de L. Nesta figura sio apresentados pontos duplos em L = 18 ¢
L = 23 ¢ para cada SNR: o de menor valor no cixo das ordenadas corresponde ao caso 1
enguanto que o de maijor valor, ao caso 3.

Estas figuras permitem colocar algumas conclusbes. L = 18(3.N/4) apresenta
a menor SNR de limiar e a mesma se situa em cerca de 6 dB, o que caracteriza um
excelente desempenho. A menor varidncia, em SNR’s malores que a de limiar, €
atingida com L = 22. Entretanto, os desempenhos para L = 18 ¢ L = 20 sio muito
proximos deste méxime, como podemos constatar na fig. 5.14. Podemos afirmar entdo
que L = 18(3.N/4) representa o melhor compromisso quando se considera

simultaneamente a SNR de limiar e varidncla ap6s o limiar.
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5.4 ConciLusOEs

Quando o método FBLP Modificado atinge o limiar, métodos como o FLP
Modificado e o BLP Modificado também o atingem. Por isso, procedimentos baseados
nestes ditimos para distinguir os zeros de sinal dos zeros estranhos, ndc funcionam
satisfatoriamente.

No caso da detecgdo de sendides reals, propusemos um algoritmo novo que
realiza uma distingio mais robusta entre os zeros de sinal e os zeros estranhos que
aquela oferecida pelo Método FBLP Medificado. Com isto, conseguimos reduzir a SNR de
limiar e a varidncia das estimativas ¢ as simulagées credenciaram L = (3.N/4) como o
valor da ordem do preditor que fornece o melhor desempenho.

O nosso algoritmo consegue extrair mais informacido das amostras do sinal,

propiciando  resultados  significativamente melhores que aqueles obtidos pela
aplicagio exclusiva do Método FBLP Modificado.



CAPITULO &

CONCLUSAO

6.1 RESUMO

Este trabalho apresentou a teoria de predicio linear segundo o critério
dos minimos gquadrados nos contextos forward, backward ¢ forward-backward. Foi dada
ateng@o especial & solugdo da equagdo normal deterministica, demonstrando-se que a
mesma sempre possui solugdo. Estudamos o teorema da decomposigdo via valor singular
objetivando o cdiculo da pseudo-inversa da matriz de dados e a solugio de norma
minima da equagio normal.

Demonstramos como os zeros de um polindmio formado pelos coeficientes do
filtro de erro de predigdo, projetado segundo o método FBLP, s#io wutilizados para
estimar as frequéncias das senéides.

Desenvolvemos o método FBLP Modificado, utilizando o conceito de subespago
de sinal e subespago de ruido. Analisamos seu desempenho quanto 2 variagio de alguns
parametros ¢ apresentamos um exemplo prdtico de aplicagio do método.

O capitulo 5 apresentou os resultados de especulagdes sobre a tentativa
infrutifera de diminuir a SNR de limlar do Método FBLP Modificado. Estes estudos

criaram subsidios para a eclaboragio de um algoritmo novo para a detecclio de senéides
reais.
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6.2 ConcLus®Es E CONTRIBUIGOES

O método FBLP mostra-se ineficiente quando dispomos de um nimero reduzido
de amostras do sinal, as frequénclas estdo mais préximas que o reciproco do
intervalo de observagio do sinal e a relagio sinal-ruidc € pequena. Os zeros
estranhos frequentemente se situam mais préximos da cor.u. que os zeros de sinal,
provocando picos espectrais espirios e, consequentemente, o efelto de limlar na
curva de desempenho. Verificamos também que existe um compromisso entre estabilidade
e resolugdo das estimativas ¢ que tal compromisso depende do valor da ordem L do
preditor. Quanto maior o L, malor serd a resolugioc ¢ menor a estabilidade do

estimador. As causas destes comportamentos puderam ser identificadas ao dividirmos a

matriz de correlacio das amostras do sinal em seus subespacos de sinal e de rufdo. O
subespaco de ruido € o principal responsivel pela queda no desempenho do método
FBLP. Retendo apenas os autovalores e autovetores do subespago de sinal, um novo
método, denominado FBLP Modificado, foi desenvolvido. Tal método mostrou-se
eficiente para detectar frequéncias, com desempenho praticamente igual ao do método
Maximum-~Likelihood e bastante robusto para diversas situacdes.

Extrapolamos as simulagbes realizadas por Tufts e Kumaresan afim de
caracterizarmos este método de forma mais detalhada e observarmos o comportamento
das estimativas com a variagdo dos seguintes pardmetros: nmdimero de amostras
disponfveis, ordem do preditor, relagdo sinal-ruide € posicionamento das
frequéncias. Confirmamos o fato conhecido que o melhor valor para a2 ordem do
preditor ¢ 3/4 do nimero de amostras, porém demonstramos que este valor € na verdade
o melhor compromisso quando se deseja a menor variancia nas estimativas e a menor
SNR de limiar. Enfocamos de forma especial © caso Kumaresan-Prony, pois apesar de
seu desempenho ser um pouco inferior ao dtimo, sua simplicidade computacional
relativa o torna extremamente atraente.

Os estudos por nds realizados sobre o comportamento dos zeros de sinal e
os zeros estranhos, no «caso de sendides reals, evidenciaram uma diferenga
significativa de comportamento entrec os pares de zeros complexos conjugados de sinal
e os estranhos. Esta diferenga diz respeito & proximidade de cada par em relagio 2
cru. e permitiv desenvolvermos um algoritmo inédito para a detecgio de sendides
reals. Tal algoritmo oferece desempenho significativamente superior aquele obtido
pela aplicagiio exclusiva do método FBLP Modificado.

Por fim, o desenvolvimento detalhado de toda a teoria envolvida, em
conjunto com o pacote de programas utilizado nas simulagbes, credenciam o nosso

trabalho como uma base sdlida para as pesquisas futuras na FEE, que objetivario

novos avangos nesta técnica.
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6.3 SUGESTOES PARA PROSSEGUIMENTO DESTE TRABALHO

Durante todo o trabalho, as andlises de desempenho levaram em conta apenas
a estimagio de uma das M frequéncias, no caso a menor delas. Um estudo que
considerasse o desempenho na estimativa simultinea das M frequéncias poderla trazer
novas informagdes. Também, se faz necessdria a avaliagio do desempenho do Método
FBLP Modificado em fungiio de M.

No algoritmo desenvolvido para detectar sendides reais, poderia ser fcita
uma anélise mals detalhada do desempenho quanto a variagdo do A&ngulo de tolerancia
Ae, bem como de todos os parametros simulados e sugeridos para o Método FBLP
Modificado.

Uma questio pouco explorada na literatura especlalizada, sio as
consequéncias que um ruido ndo-branco produziria sobre o desempenho do método FBLP
Modificado. Também, ao longo de todo o trabalho ficou bastante claro a importancia
da precisdo nos cédlculos associados 2 decomposicio via valor singular e a extragio
de zeros dos polindémios. Estudos envolvendo esta questic de precisdo se relacionam
com aqueles visando rotinas mals d4geis ¢ mals apropriadas ao desenvolvimento de
circuitos especlalizados que permitam wuma aplicagio mais ampla do método FBLP

Modificado e da prdpria técnica de eliminacio de componentes do subespaco de ruido.



APENDICE A

Os AUTOVALORES DE UMA MATRIZ HERMITIANA

DEFINICAO A.I: Seja A uma matriz mxn que define uma transformacio linear de um

espago vetorial V em um espago vetorial W. O micleo de A ¢ o subespago linear V9 de

V que consiste em todas as solugbes da equagio A.v = 0.

TEOREMA A.l: Seja a matriz A , entio:

{mxn)

posto(A) = posto(AT.A) = posto(A.AM)

DEMONSTRAGAO: Denotando v(A) como a dimensio do nicleo da matriz A, sabemos que [3 -
pg. 126}

viA) =n -k

vial)

i
B

]
»

onde: k € o posto de A
Se AH.A.X = @, para algum x, entio:

(x,AH.A.x) - xH.AH AX

(AxAx) = Jax]’ =0

Portanto: AH

Ax=0 = lA.xlz =0 » AX =0
E 6bvio também que:Ax =0 = A AxX=0

Concluimos que: APAx=0 & AXx=0 ' (A1)
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Implicando em:
H H
v(AT.A) = v(A) #» n -~ postolA LAl =n -~k =
H H
postofA .A) = k = posto(A .A) = posto(A) (A.2)

Tomando agora: AAlx = 0, para algum x, temos:

(x.A.AH.x) = x"AATX = (AH-K,AHX) = EAH"‘HZ =0

Portanto: AATx =0 = EAH‘XHZ =0 » Alx=0
H H
E dbvio também que: Ax=0 = AA x=0
H H
Concluimos que: AA  X=0 & A x=10 (A.3)

Implicando em:
via.A™) = v(a™) s m - postoaA™ =m -k =

posto(A.A") = k = posto(A.AM) = posto(A) (A.4)

TEOREMA A.2: Uma matriz Hermitiana do tipo (AH.A)(M de posto k, possui (n -~ k)

5
autovalores zero, enguanto que os demais{k no caso) sao reais e positivos,

DEMONSTRAGAO: Se AlAax = 0, o nimero de vetores x lincarmente independentes, para

os quals isto acontece, representa a dimensdo do micleo de AP A. Sabemos também que:
v(A"A) = n - k

Portanto, se existem (n - k) autovetores linearmente iIndependentes associados com o
autovalor zero, a multiplicidade deste autovalor ¢ (n - k).

Considerando as auto-equagdes para os autovalores nao nulos de AP A

H

AT AX = Ax parax # 0, ¢ A = 0 {A.5)
2 A% Ax
Podemos escrever: Adxf” = Adxx) = A,(x,__.:.i'_)

= (x,A"Ax) = x"AMAx = (Ax,AX) > 0
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Pois: (AX,AXx) =0 & AXx =20
e pela eg. (A1), Ax =0 o A¥Ax = 6, que por hipétese nio ocorre. Portanto:

2

Afx]>0 » a>0

Fica assim provado que os k restantes autovalores sio reais ¢ positivos.



APENDICE B

Os AUTOVETORES DE UMA MATRIZ HERMITIANA

DEFINICAQ B.1: Uma matriz quadrada A que satisfaz aal = A" A ¢ chamada mairiz

- normal.

Toda matriz Hermitiana ¢ normal, pois:

AAT = AA = APA

DEFINICAO B.2: Uma matriz P que satisfaz PP = PP = 1 ¢ chamada matriz unitdria.

Portanto, toda matriz unitdria ¢ ndo-singular e, neste caso, Pt o=l

DEFINICAO B.3: Se existe uma matriz unitdria P tal que PH.A,P = B, entdo dizemos que

a matriz B ¢é equivalente unitiria a A, ¢ que B foi obtida de A por meio de uma

trans formagdo unitdria.

TEOREMA B.1: Matrizes equivalentes unitdrias tém a mesma equagdo caracteristica, e

consequentemente, os mesmos autovalores.

DEMONSTRACAO: Supondo B equivalente unitdria a A, como pET(P").DET(P) = DET(P".P) =
DET{) = 1, entio:

DET(B - A.1) = DET(®P™.(A -~ ADP)
= DET(PY).DET(A - A.I).DET(P) = DET(A - A.D

Portanto, as equagdes caracteristicas, e consequentemente os autovalores para A e B
sdo idénticos. |



Apéndice B: Os Autovetores de uma Matriz Hermitiana Pag. B.130

TEOREMA B.2: Qualquer matriz quadrada A (axn)’ pode ser reduzida, por wuma
transformagéo unitdria PH.A.?. a wuwma matriz T, triangular superior, com os
autovalores de A sobre a diagonal de T. Chamamos T uma Forma Candnica de Schur para

A e a decomposigiic A = E’.’I‘.l’iLl é chamada uma Decomposicdo de Schur de A.

DEMONSTRACAO: Seja ?\1 um autovalor de A, com um autovetor assoclado x, normalizado,
de maneira que (xl,xl) = 1. Podemos escolher vetores W W W tais que

X W, W, W formam uma basc ortonormal, ou seja, tals que:
n

Q=1 X, W, Wy W =1 X, W ] € unitdria.

Como (wi,xl) = 0,i = 2,3,...,n, entio:

AX = Al.xl
[ H H
H x i x i
Q AQ= Al xiW]m [P\:‘f1 AW ]
W wh
A, x}H.A.W A, pH
- = (B.1)
" |
o wlaw 0 C
onde: b" = xIH,A.W ‘ (B.2)
H
C=WIAW (B.3)

Prosseguimos por indugido, para provar © que diz respeito 2a triangularizagio. O

teorema € verdadeiro para n = 2, pois C torna-se um escalar € a matriz da expressio

(B.1) fica sob a forma exigida, triangular superior.

Snponhamos que A seja nxn, e que o teorema ¢ verdadeiro para (n - 1).
Entio: C = W AW ¢ quadrada, de ordem (n - 1), ¢ J4 que foi suposto que o tecorema €
vélido para (n - 1), existe uma matriz unitdria V, de ordem (n - 1), tal que vicy

€ triangular superior. Entdo, a matriz:
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o3

€ unitdria, pois:

- 1 0O i 0 1 0 1 0
U u= ul: = - = = ] (B.4)
o v 0 Vv 0 V.¥ 0 1
Prosseguindo ademonstragdo, tomamos agora o seguinte produto matricial:
I 1o |l b1 0
U.(Q AQ)U = al
i 0 Vv 0 C 0 Vv
A, b 1 0 AL by
= . = (B.5)
o Ve (%Y o vicw
H H H
Entio, por (B.5), verificamos que: U .Q .AQU = (QU) .A(QU) ¢ triangular
superior, pois vicv ¢ triangular superior, por hipétese. Ainda:
.ut. o = thoou =1 = uto" = QU (B.6)
pois Q e U sio unitérias.
(B.6) implica que: P = QU ¢ unitdria. Podemos, portanto, reescrever (B.5)
comao:;
PlAap =1 B.7)

Onde T ¢ triangular superior. O teorema torna-sc entdo verdadeiro para uma matriz de
dimensio n. Dado que o teorcma € verdadeiro para n = 2, ¢ sendo verdadeiro para

(n - 1) é verdadeiro para n, entdo a triangularizagdo estd provada por indugio.

Pelo teorema B.l, os autovalores de A e T sio idénticos, e como os
autovalores de wuma matriz triangular estio sobre a ssa diagonal principal, ¢
imediato afirmar que, os autovalores de A estio sobre a diagonal de T. Logo, o

teorema estd demonstrado.
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TEOREMA B.}3: Uma matriz A(nm) tem um conjunto lincarmente independente de n

autovetores sc ¢ somente s¢  ecxiste uma matriz nio-singular P(nm) € uma matriz

diagonal A para a qual:

PAP

>
H

(B.8)
-1

A=P AP (B.9)

As colunas de P podem ser tomadas como autovetores de A associados

respectivamente com os autovalores A, onde A co (i,1)-ésimo elemento de A.

DEMONSTRACAO:

(=)

Se A tem um conjunto linearmente independente de n  autovetores PP, P

associados com os autovalores A;')‘z"“'aa’ entido a matriz:
P = p1 pz pn ] ¢ ndo-singular pois tem posto n.
Escrevendo as auto-equagdes para A:

Ap = A.p i

L LI |

1,2,....n

Reescrevendo as equagbes acima matricialmente:

AP = | Ap Ap, - A.pp T=1 AP AP, An.pn ] =PA

J\l 0..0

0 Az

onde: A= . .
O O 6...A
n

Como P ¢ nio-singular:
AP=PA » A=PAP! ¢ A=plAP

()
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Se A=PAP e A=PlAP
Entio: AP = PA, que devido as estruturas de P ¢ A, possibilita escrever:

A.p[ w Ai.pi i=12,..n
Portanto kl s40 autovalores de A, ¢ p, os respectivos  autovetores. Como P €

nao-singular, 0s  autovetores  P.P,,-P formam wm conjunto linearmente

independente, e a demonstragio estd concluida.

TEOREMA B.4: Uma matriz A( | ¢ normal se ¢ somente se A pode ser reduzida, por uma
Bxn

transformacdo unitdria, a uma forma canbénica de Schur diagonal: D = PH.A.P{onde P ¢

unitdria ¢ D ¢ diagonal). Os autovalores de A estario sobre a diagonal de D.

DEMONSTRACAO:

()

Suponhamos que exista P unitdria tal que PrAP = D, onde D ¢ uma matriz diagonal,
entdo A = P.D.PH, e:

A'A = pppp"
A" = ppp" "
H H H H
mas: DD = D .D ,pois D € diagonal. Portanto A".A = A.A", ¢ A € normal.

()

Agora, suponhamos A uma matriz normal. O teorema B.2 afirma que,existe uma matriz

unitdria Q tal que QH.A.Q = T, onde T € triangular superior. Como A & normal:
™71 = QAP A0 = " aA 0 =11 5 T ¢ normal

Como T ¢ triangular superior, tIj = 0, para 1 > }, ¢ o (i,i)-ésimo elemento de T
&

n

2
Tt |
j=1
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Enquanto que o (i,i)-€simo elemento de TH.T é:

1
Llt,l”

j=1

Como TA" = TOT.

2 2 ! 2
Ll lt= LIyl
i=1 i=t

7 i-1

> 1tﬂ|2 = 7 ;sji|2 (B.10)
=i+l j=1
fazendo | = 1:
- 2
e[t =0
=2
de forma gue: t,=t, ==t =0 (B.11)
Tomando i = 2 em (B.10):
n
2 2
L e l" =yl =0
0 12
pois, por (B.11}, t, = O Portanto: G, = 4, = « =1, = 0. Continuando este

precedimento, ¢ imediato perceber que:

t” = () para j>1i = T & diagonal

Pelo teorema B.2, os elementos da diagonal sio os autovalores de A, e a prova do

teorema estd concluida.

TEOREMA B.5: Uma matriz A ¢ normal se ¢ somente se¢ tem um conjunto de n

{nxn)

autovetores lincarmente independentes, e pode ser escrita como PH.A.P =D, onde D ¢
uma matriz diagonal com os elementos da sua diagonal principal denotados por d“ €

as colunas de P sdo os autovetores linecarmente independentes, associados aos
autovalores dn.
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DEMONSTRACAO: Pelo teorema B.4, A € normal se ¢ somente se existe:

PlaP =D (B.12)

H -1

Como P ¢ unitdria, PP = P, e (B.12) torna-se:

PlaP =D (B.13)

A = PDP (B.14)

Pelo teorema B.3, fica provado que A tem um conjunto de n autovetores lincarmente

independentes € as colunas de P podem ser tomadas como autovetores de A, asociados,

respectivamente, com os autovalores dﬁ, que sio os elementos da diagonal principal
de D.

TEOREMA B.6: Autovetores associados com autovalores distintos de uma mairiz normal

s&0 ortogonais.

DEMONSTRACAO: As auto-equagOes para A(nm} 840:

AX = A X i = 1,2,..,n
i i

Tomando o produto:

A.
*

A
i

H
Aj.(xi,xj) = Aj.(xi, ) = (xE,A.x) =X AX
_L,H_H_ _ H
= (A .xi) “xj = (A .xi,xj)
Como: A'x = A x,i=12,..,n [3] temos:
(AP x x) = (J\.x x) = A.(x,x)
T T N
Portanto; Ax,x )= a.(x, .
ortanto | J\j (n:i xj) Ai (xi xj) (B.15)
Supondo Al * AJ. para (B.15) tornar-se verdadeira, ¢ necessdrio que:
(xi,xj) =0

Portanto, xi e xj sio ortogonais, quando Ai #® J\j.
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TEOREMA B.7: Uma matriz A(nm) ¢ normal se ¢ somente se A tem um conjunto
linearmente independente de n autovetores que podem ser escolhidos de maneira a

formar um conjunto ortonormal. Além disso, no caso de uma matriz normal, um

autovalor de muitiplicidade s tem associado um conjunto ortonormal de s autovetores.

DEMONSTRACAO:

O]

Seja A(n 5y + uma matriz normal. Pelo teorema B.5:
X

H

A.pi = Ai.pi i=12,...n

Portanto, a base ortonormal pode ser escolhida como sendo PP,y P pols sabemos

gue P € unitdria,
(«

Seja PP,y P, autovetores  ortonormais de A. Portante, P = | PP, P ] é

unitdria e:
A.pi = hi.pi i=12,...,n
AP = AP
onde: A ¢ uma matriz diagonal contendo os Xi
PLAP = A

Pelo pelo teorema B.S fica provado que A € normal.

Concluimos que A tem n autovetores ortonormais. "Podem ser escothidos”,
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citado no enunciado do teorema, se¢ faz necessdrio, pois os autovetores associados
com autovalores distintos de matrizes normais, sao automaticamente
ortogonais{teorema B.6), mas os autovetores assoclados com os autovalores de
multiplicidade s nfo s3o obrigatoriamente ortogonais entre si. O teorema B.5 afirma

apenas que sfo linearmente independentes. Porém, pelo teorema B.7 sempre ¢ possivel

escolhé-los ortogonais entre si. Supondo que A possui p autovalores distintos,

{nxn)

P

cada um com multiplicidade S I = 1,2,...,p, € dbvio que ):sl = n Jd que
i=1

autovetores associados a autovalores distintos s3o automaticamente ortogonais, cada

um dos p grupos de si autovetores j4 possul os scus sI aufovetores ortogonais a

todos os autovetores dos outros grupos. Portanto, basta garantir a ortogonalidade
dentro do seu préprio grupo, € a ortogonalidade estard garantida para todos os n

autovetores,
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