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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estudar os modelos e a predicao de trifego com carac-
teristicas auto-similares (fractais) em redes de comunicages de faixa larga, como por exemplo,
a rede ATM (Asynchronous Transfer Mode). Para isto, sdo estudados os principais modelos
de processos estocdsticos auto-similares, bem como os métodos utilizados para estimacao do
grau de auto-similaridade de uma série temporal. S3o também estudadas as principais conse-
qiiéncias do fendmeno da auto-similaridade no problema da predicio, estimacio e controle
do trifego em redes de alta velocidade. Para fins de predigo, avalia-se o uso de preditores
lineares (filtros FIR) e nao-lineares, estes Ultimos representados pelas redes neurais do tipo
perceptron multicamadas FIR e Redes de Fungdes de Base Radiais (Radial Basis Function).
A eficicia dos preditores estudados é analisada através da predicio de trafego real de redes
locais Ethernet. Além disso, propde-se um algoritmo adaptativo, baseado no algoritmo EM
(Expectation-Maximization), para estimacao dos parametros de uma mistura de densidades
(Gaussianas.




Abstract

The purpose of this work is to study the modeling and prediction of self-similar traffic
signals in broadband telecommunications networks (ATM networks, for example). With this
in mind, we study the main models of self-similar random processes, as well as the estimation
methods for the degree of self-similarity of time series. We also study the consequences of
statistic self-similarity in problems like prediction, estimation and traffic control in high-speed
networks. For the particular case of prediction, we investigate the use of linear FIR filters
and non-linear predictors, the latter being represented by FIR multilayer perceptron and by
Radial Basis Function (RBF) neural networks. The performance of predictors is evaluated
with real LAN Ethernet traffic. Finally, we propose an adaptive algorithm, based on the
EM algorithm (Expectation-Maximization), for real time estimation of the parameters of a
mixture of Gaussian densities.
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Capitulo 1

Introducao

Recentemente, pesquisadores dos laboratérios Bellcore publicaram o que hoje é conside-
rada uma das principais descobertas na drea de redes de computadores. Baseados em uma
andlise estatistica rigorosa de medicGes de trafego de redes locais Ethernet, eles demonstraram
que este tipo de trafego ¢ estatisticamente auto-similar e que nenhum dos modelos de trafego
comumente utilizados ¢ capaz de capturar este comportamento fractal [1].

Tradicionalmente, a modelagem de trafego em telefonia convencional e em redes de com-
putadores tem se baseado, quase que exclusivamente, nos modelos Poissonianos ou, mais
genericamente, Markovianos, como por exemplo, o modelo de Poisson puro e 0s modelos de
Poisson Modulados por Markov. Utilizam-se também os modelos de fluxos de fluidos e os mo-
delos de trens de pacotes [1, 3, 4]. Nestes modelos, est implicita a hipétese de que o trifego
possul incrementos independentes ou fracamente correlacionados!. No entanto, as andlises
das medigoes de trafego de redes locais Ethernet constataram a ocorréncia do fenémeno de
dependéncia de longo prazo, segundo o qual o brocesso estocdstico envolvido possui uma fun-
¢do de autocovariéncia ndo somével. Na pritica, esta caracteristica é expressa por funcoes de
autocorrela¢ao com decaimento hiperbslico, ao contrario de um decaimento exponencial, tipico
dos modelos de trifego Poissonianos. Além disso, foi constatada a presenca de surtos de dados
em diversas escalas de tempo, de forma a sugerir uma auséncia de um comprimento natural
para os surtos de dados. Ao se variar as escalas de tempo de milisegundos a minutos e horas,
os surtos consistem sempre de subperfodos de surtos intercalados por outros subperfodos com
menos surtos. Juntos, a dependéncia de longo prazo e a invariancia a escalas de tempo consis-
tem em comportamentos tfpicos de um processo estocdstico auto-similar, conceito matemastico
introduzido originalmente por Mandelbrot [5, 6].

Apés o amincio desta constatacio, diversos estudos passaram a ser realizados em vérios
outros tipos de trifego. Verificou-se que, além do trafego de redes locais Ethernet, outros tipos
de trifego apresentam esta mesma caracterfstica, como o trafego de redes WAN (“Wide Area
Networks”) [7], trifego de video com taxa de bit varidvel (VBR) [§] e trdfego Internet [9].

A descoberta da auto-similaridade do trifego de redes locais Ethernet, bem como dos
outros tipos de trédfego citados, tem conseqiiéncias nio s6 na modelagem de trifego, mas
também (e principalmente) no projeto, na anslise e no controle de redes de alta velocidade
baseadas em trdfego de pacotes. Em particular, espera-se que este fenémeno seja decisivo

I Podemos definir, basicamente, dois tipos de processos quando trabalhamos com trifego de redes de com-
putadores : o processo de contagem e o processo de incrementos. Por processo de contagem entende-se o
processo que expressa o actimulo de dados transmitidos em um dado intervalo de tempo. Por processo de
incrementos entende-se a taxa com que ocorre este actimulo de trafego (bit/s, pacote/s, etc.)
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no comportamento do trdfego agregade das emergentes redes ATM, as quais transportario
diversos tipos de trifego, com diferentes caracteristicas de taxa de bits e qualidade de servico.

O modo de transferéncia conhecido por ATM (“Asynchronous Transfer Mode™) consiste
em um forte candidato para implementacio da futura Rede Digital de Servigos Integrados
de Faixa Larga (RDSI-FL) e baseia-se na comutacio répida de pacotes de comprimento fixo,
denominados de “células”, através da multiplexagem por divisio de tempo assincrona. Neste
modo de transferéncia, a alocacio de banda é feita segundo uma multiplexagem estatistica
dos diversos tipos de trifego, sendo esta realizada nos multiplezadores estatisticos situados nos
comutadores de células ATM. E a multiplexagem estatfstica a grande responssvel pela agre-
gagao dos diversos tipos de trafego dentro da rede, independentemente de suas caracteristicas
de largura de banda ou qualidade de servico requerida.

Ainda que os enlaces das redes ATM permitam velocidades altissimas de transmissao e
garantam baixissimas probabilidades de erro (no que se refere a erros nos bits transmiti-
dos), existe na rede ATM a possibilidade de transbordamento de células nos diversos multi-
plexadores estatisticos espalhados pela rede. Quando isto ocorre, h4 perda de células com 2
conseqiiente degradacdo dos servicos de usuario.

Este transbordamento, no entanto, seria em principio facilmente evitado caso a hipétese
de trdfego com incrementos independentes fosse valida, Pois, sob esta hipétese, & posstvel
se demonstrar uma uniformizacdo do trafego a medida que se intensifica a sua agregacio.
Daf a importéncia dos multiplexadores estatisticos para a realizacdo desta agregacio. Nestas
condiges, é possivel se demonstrar ainda que a probabilidade de transbordamento dos multi-
plexadores estatisticos (“buffers”) decresce ezponencialmente com o tamanho d do “buffer”?,
desde que o valor médio do trifego seja menor do que a capacidade de transmissio ' do
enlace a safda do multiplexador estatistico. Além disso, o atraso médio de fila tende a um
valor constante & medida que o tamanho d tende ao infinito [9]. Na pratica, este decaimento
exponencial significa a possibilidade de obtencdo de probabilidades de transbordamento des-
preziveis com o uso de memdrias relativamente pequenas,

Porém, caso o trifego possua dependéncia de longo prazo, o transbordamento dos mul-
tiplexadores estatisticos pode se tornar muito freqiiente, principalmente quando se deseja
trabalhar com alta eficiéncia (préximo da capacidade C' de transmissdo). Foi demonstrado
recentemente que, para processos auto-similares, a probabilidade de transbordamento decai
apenas algebricamente (ou seja, polinomialmente) com o tamanho d do “buffer”. Além disso,
o atraso médio de fila cresce indefinidamente com d [10).

Uma outra conseqiiéncia da auto-similaridade do trafego ¢ a dificuldade de estimacio
confidvel dos pardmetros do trafego (médias, varidncias, etc.). Dependendo do valor do para-
metro de auto-similaridade H, a estimacio dos pardmetros torna-se um problema totalmente
diferente quando comparado as estimacoes de parametros de tréfego convencional. Como sers
visto adiante, a estimacdo confisvel da taxa média de trafego num periodo de cinco minutos
é bastante diferente da estimacio confisvel num periodo de cinco horas (para valores altos de
H) [3].

Tendo em vista os problemas que surgirdo em funcio da auto-similaridade dos tribut4rios
que irao compor o trifego das redes ATM, uma possivel solugado seria a busca do conhecimento
antecipado do comportamento do trifego, ou seja, a sua predi¢io. De posse dessa informacio, e
tendo como base o estado da rede no momento da predigio, poderia ser possivel uma alocacao
de recursos mais racional, de forma a reduzir problemas de congestionamento ou perda de

?Ao longo do texto, utilizaremos os termos “buffer” e multiplexador estatfstico indistintamente.
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células. Além disso, seria possivel ainda se pensar em um policiamento mais eficaz do trafego
de cada usudrio, permitindo um maior controle de admissio e conexio de novos usudrios i
rede, bem como das conexdes jd estabelecidas. Por esses motivos, o uso de preditores pode
ser considerado como uma ferramenta essencial no projeto, controle e gerenciamento de redes
de alta velocidade. Dentro desse contexto, o objetivo principal deste trabalho é, portanto,
estudar a predicdo de trifego auto-similar e a sua aplicacdo em redes de alta, velocidade, em
particular, nas redes ATM.

Assim sendo, descrevemos no Capitulo 2 os principios bdsicos da rede ATM. Procuramos
expor, de forma suscinta, os principais conceitos e elementos que formam o modo de trans-
feréncia conhecido por ATM. Além disso, descrevemos também o modelo de referéncia do
protocolo ATM e as classes de servico vislumbradas para esta rede. O uso de preditores de
trafego pode vir a ser uma ferramenta 1til para a garantia da qualidade de servico de muitas
dessas classes, como por exemplo, as classes VBR (Taxa de Bit Varidvel) ¢ ABR (Taxa de Bit
Disponivel).

No Capiftulo 3 expomos os conceitos relacionados a processos estocdsticos auto-similares,
definindo o que vem a ser processos estocdsticos com dependéncia de longo prazo e auto-
similaridade. Em particular, descrevemos dois dos principais modelos estocdsticos que pos-
suem caracterfsticas auto-similares : o movimento Browniano fraciondrio (fBm) e o processo
ARIMA fraciondrio (Autoregressivo e Média Mével Integrado). No final do capitulo, expomos
0 processo de recompensas renovadas, proposto por Mandelbrot, que tem sido estudado para
explicacao da origem da auto-similaridade do trafego agregado em redes de pacotes.

No Capitulo 4 enfatizamos a auto-similaridade do trifego Ethernet. Para isto, descreve-
mos 05 principais métodos de estimacio do parametro de auto-similaridade H (parametro de
Hurst) de uma série temporal. Em particular, como contribuicao, implementamos e aplicamos
alguns destes métodos na estimacio do parametro de Hurst de duas séries temporais repre-
sentativas de trdfego Ethernet real. Para fins de ilustracio, descrevemos o trafego Browniano
fraciondrio, proposto por Norros {11], e que est4 sendo muito utilizado na analise tedrica dos
principais efeitos do fendmeno da auto-similaridade em aspectos relacionados a preenchimento
de filas e estimacdo de parametros de trifego. Ao final, descrevemos um modelo proposto pe-
los mesmos pesquisadores do Bellcore, com o intuito de explicar a natureza do trafego gerado
por fontes isoladas. Um importante resultado por eles demonstrado mostra que, partindo-se
deste modelo, & possivel se obter o movimento Browniano fracionsrio (fBm) quando o trafego
de virias fontes isoladas forem agregados. Este modelo é baseado no processo de recompensas
renovadas proposto por Mandelbrot {12].

No Capitulo 5 descrevemos a predicio de séries temporais sob a 6tica da predicio linear,
representada pelo algoritmo de mfnimos quadrados LMS (“Least Mean Square”), e nio-linear,
atraves do uso de redes neurais. Nesta dissertacio, restringimos nosso estudo ao uso de redes
multicamadas com propagacio direta. Em particular, estudamos e implementamos o percep-
tron multicamadas FIR (resposta ac impulso finita) e as redes com funcdes de base radiais
(RBF). No contexto de redes RBF, descrevemos um modelo de preditor dindmico, proposto
por Haykin e Yee [13], e que foi também implementado para fins de predigdo. Como contribui-
GOes originais, propomos uma modificagio do algoritmo EM (“Expectation-Maximization”)
de Dempster [14] e um algoritmo adaptativo, obtido de forma sistemstica a partir do pri-
meiro, o qual denominamos de “algoritmo EM adaptativo”. A modificacio introduzida no
algoritmo EM padrdo consiste na introducio de uma fun¢do de penalidade cuja finalidade
& evitar a ocorréncia de singularidades quando aplicarmos o algoritmo EM na estimacio de
pardmetros de misturas de densidades Gaussianas, um assunto de interesse e de grande valia




CAPITULO 1. INTRODUCAO 9

na implementacao de redes RBF. No caso do algoritmo EM adaptativo, espera-se que este
seja aplicdvel quando estivermos trabalhando em ambientes nio-estacionsrios e onde as es-
timagoes necessitem ser realizadas em tempo real, o que nio pode ser feito com o algoritmo
EM padrao.

No Capftulo 6 expomos os nossos resultados. Inicialmente, porém, propomos um modelo
de predi¢do a ser utilizado no contexto de redes ATM. Os resultados que se seguem correspon-
dem & aplicacao dos preditores estudados na predicio de trafego Ethernet real. Além disso,
realizamos um estudo, através de simulagdes, do desempenho do algoritmo EM adaptativo
proposto comparado ao desempenho do algoritmo EM padrio com func¢io de penalidade.




Capitulo 2

A Rede ATM

2.1 Introducao

Em plena “Era da Informagao”, os consumidores de servigos de telecomunicacdes tém se
tornado cada vez mais exigentes e seletivos com relagdo a qualidade, diversidade, velocidade
e custo destes servigos. Orientada por essa tendéncia, a comunidade envolvida com as tecno-
logias de telecomunicactes tem se esforcado na busca de novos servicos que atendam &s mais
variadas exigéncias. Servigos como video-sob-demanda, video-conferéncia, video-fone, HD'TV
(Televisdo de Alta Definigdo), tele-vendas, interconexio de LAN’s, etc., sdo alguns exemplos
dos principais servigos vislumbrados para um futuro bem préximo.

No entanto, tao diversificadas quanto as ofertas de servigos, as caracteristicas e exigéncias
de cada um deles os fazem totalmente distintos uns dos outros. Por esse motivo, tem havido,
mundialmente, um esfor¢o conjunto no sentido de se definir uma plataforma tnica, universal,
flexivel o bastante, onde todos os servigos (j& existentes e que estejam por vir) possam ser
oferecidos satisfatoriamente. Esta plataforma é a chamada Rede Digital de Servigos In-
tegrados de Faixa Larga (RDSI-FL) [15, 16] definida hd alguns anos pelo CCITT (the
International Consultative Committee for Telecommunications and Telegraphy).

De acordo com o CCITT, atualmente denominado de ITU-T (International Telecommmu-
nications Union - Telecommunication), a RDSI-FL serd uma rede de comunicagoes digitais
baseada em um conjunto de interfaces comuns a todos os usudrios (e portanto, padronizada),
concebida para suportar qualquer servigo de telecomunicacdes. Ela sera capaz de suportar co-
nexoes comutadas, semi-permanentes, permanentes, ponto-a-ponto e ponto-multiponto. Pro-
piciard servicos sob demanda, reservados e permanentes. Serd também capaz de suportar tanto
08 servigos com taxa de bit constante como os servicos com taxa de bit varidvel. Mais ainda,
ela suportard transferéncias orientadas para conexio e transferéncias sem conexio (“connec-
tionless transfers”) em configuracdes bidirecionais e/ou unidirecionais. A RDSI-FL ters ainda
dispositivos inteligentes com o propdésito de fornecerem as caracterfsticas dos servigos e de
servirem como ferramentas poderosas para a manutengio, operagao, controle e gerenciamento
da rede. Uma vez difundida em todo o mundo, ela facilitard a troca de informacoes entre
quaisquer usudrios, situados em qualquer lugar do planeta, de uma forma transparente e sem
quaisquer limitacoes no que se refere as distancias envolvidas.

Gragas ao avanco vertiginoso das tecnologias de fabricacdo de dispositivos semicondutores
e de fibras 6pticas, um novo modo de transferéncia® tem sido definido para a futura RDSI-FL

De acordo com o ITU-T, a palavra “modo de transferéncia” & empregada para descrever o conjunto de

10
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[15, 16]. Dentre todos os modos de transferéncia, considerados como possiveis candidatos para
a RDSI-FL, o modo de transferéncia conhecido por ATM (“Asynchronous Transfer Mode”
ou Modo de Transferéncia Assincrono) foi adotado em 1987, pelo CCITT, como o modo de
transferéncia para implementacéio da futura RDSLFL. A escolha deste modo de transferéncia
se deu, principalmente, devido & possibilidade de se transmitir através dele qualquer tipo
de servico, independente de suas caracteristicas intrinsecas, tais como taxa de bit, exigéncia
de qualidade ou natureza do trafego (presenca ou nio de surtos). Em geral, espera-se que o
modo de transferéncia ATM apresente as seguintes propriedades :

- Suporte a todos os servicos existentes, assim como aqueles com caracteristicas ainda
desconhecidas e aos que surgirem no futuro;

— Utilizacdo dos recursos da rede da forma mais eficiente possivel :
— Minimizagao da complexidade de comutagao ;

— Minimizacao do tempo de processamento nos nés intermedidrios da rede, a fim de su-
portarem altas velocidades de transmissio ;

— Minimiza¢ao do mimero de buffers nos nés intermedidrios da rede, com o objetivo de se
limitar o atraso e a complexidade do gerenciamento dos buffers ;

— Garantir as exigéncias de desempenho das aplicagdes existentes e das que estejam por
surgir.

2.2 Os Principios Basicos da Rede ATM

Em 1990, o CCITT publicou uma série de Recomendagdes especificando os detalhes do
modo de transferéncia ATM para uso em RDSI-FL. Estas Recomendagdes foram ainda am-
pliadas em 1991 e em 1992. Resumiremos, a seguir, as caracteristicas bésicas da rede ATM.

2.2.1 O Transporte de Informacio

Por definicdo , o modo de transferéncia ATM ¢ baseado na comutagao rdpida de pacotes
de comprimento fizo através da multiplexagem por divisio de tempo assincrona. O termo
assincrona, neste caso, refere-se 3 inexisténcia de quadros pré-fixados, repetidos sincroniza-
damente, para aloca¢do dos pacotes pertencentes a uma mesma conexao (4 semelhanca do
STM — Modo de Transferéncia Sincrono). Ou seja, embora no ATM exista o conceito de
intervalos de tempo de duracio fixa (“time slots”) -— os quais ocorrem de forma sincrona
e correspondem ao tamanho de uma célula — og pacotes provenientes das diversas fontes
sdo multiplexados de forma assncrona, de forma que cada fonte pode enviar seus dados em
qualguer célula que esteja vazia. Nao h4, portanto, a transmissdo de uma unidade fixa, repe-
titiva (os chamados “frames”), onde a largura de banda é compartilhada de forma fixa entre
as diversas conexdes da rede. O que ocorre, na verdade, & uma alocacio sob demanda da
largura de banda disponivel [9].

No ATM, os pacotes, por serem pequenos, sao chamados de células. Cada célula consiste
de um campo de informagio de 48 bytes e um cabecalho de 5 bytes. O cabecatho & usado,
principalmente, para identificar as células pertencentes a uma, mesma conexao e para realizar

técnicas utilizadas em uma rede de telecomunicacdes relacionadas a transmissao, multiplexagem e comutacao.
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o encaminhamento apropriado. A Figura 2.1 mostra a estrutura de uma célula ATM. A
explicagao de alguns dos campos do cabecalho serd feita mais adiante.
Além das células de informacio , existem ainda outros tipos de células que foram pro-

jetadas para fins de gerenciamento da rede. Sio as células de gerenciamento de recursos da
rede?.

Bits: 1 4 8 8ifts: 1 4 8
J A ry
L GFC . v : VPI
sl VP vCl £ L WL [ va £
Bytes: 3 vCl g Bvtes: 3 vCl ’ g
sl vcr | PT REPR |G 4L vCl | pPT [REPR| |8
5 HEC + 5 HEC s
ry h
o] o]
|§‘ 18
E £
48 bytes g 48 bytes £
3 8
8 i
2 z
L 4 v
Inferface Usudrio-Rede (UNB Interface No-Rede {NNi}
Nomenciatura:
GFC. Confrole de Fluxo Genérico RE: Campo Reservado
VPI: identificador de Caminhe Virtual PR: Bif de Prordade
VCE Identificador de Circuito Virtual HEC: Byte de Checagern de Ero ne Cabecaing

PT: Tipo de Carga

FIGURA 2.1: Estrutura da célula ATM.

2.2.2 0O Modo de Transmissao

O modo de transferéncia ATM é orientado para conezdo. Isto significa que antes que a
informagéo seja transmitida de um terminal de usudrio para a rede, dd-se inicio a uma fase
de estabelecimento de um caminho ponto-a-ponto, chamado de conexdo ldgica/virtual, a fim
de que a rede possa reservar os recursos necessarios, caso estejam disponiveis. Se nao houver
recursos disponiveis suficientes, a conexio é recusada para aquele terminal . No ATM, estio
previstos dois tipos de conexdes : as conexdes por canais virtuais (VCC) e as conexdes por
caminhos virtuais (VPC).

As conexdes por canais virtuais sio identificadas no subcampo do cabecalho da céluls
ATM denominado de VCI {“Virtual Channel Identifier”). O VCI possui significado apenas
local, no enlace entre nés ATM, e serd traduzido em cada né ATM. Cada conexao é caracte-
rizada por um conjunto de valores de VCI que sio definidos durante o estabelecimento dessa

2Ver secio 2.2.7.
$Na verdade, ¢ verificado se existem: recursos suficientes para serem compartilhados estatisticamente.
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conexao. Quando a conexao termina, os valores de VCI nos enlaces envolvidos sio liberados
para serem utilizados por outras conexdes. Tipicamente, considera-se um nimero de canais
virbuais, em um mesmo enlace, da ordem de dezenas de milhares. Isto requer um subcampo
no cabecalho de pelo menos 16 bits para o VCI .

As conexdes por caminhos virtuais sdo identificadas no subcampo do cabecalho da célula
ATM denominado de VPI (“Virtual Path Identifier”). Este tipo de conexio foi criado porque
espera-se que uma RDSI-FL precise suportar conexdes semi-permanentes entre pontos termi-
nais, nas quais serd transportado um grande mimero de conexdes simultineas. Neste tipo de
conexao, os recursos da rede sao alocados também de forma semi-permanente, para permitir
um gerenciamento simples e eficiente desses recursos. O gerenciamento desses caminhos vir-
tuais serd desempenhado, tipicamente, ndo apenas através de uma conexio légica de baixa
taxa de bit, mas também, na maioria dos casos, por um conjunto de conexdes l6gicas. Por-
tanto, o campo VPI é composto de 8 a 12 bits, para permitir 256 a 4096 caminhos virtuais.
Cada caminho pode englobar até 64K canais virtuais, identificados por seus respectivos VCls.

Na Figura 2.2 vemos um exemplo de um caminho virtual estabelecido entre o ususrio A
¢ o usudrio C, transportando duas conexdes individuais, cada uma com um VCI separado.
Neste exemplo, os valores de VCI utilizados (3 e 4) nio sdo traduzidos nos nés, os quais estio
apenas comutando no campo VPI. Além disso, um caminho virtual entre A e B é estabelecido
semi-permanenternente, usando-se os valores de VCI iguais a 1, 2 e 3. Podemos notar que o
valor de VCI igual a 3 ¢é utilizado duas vezes no enlace entre A e o né 1. Isto nio gera nenhum
problema, uma vez que os valores distintos de VPI permitem que os dois pontos terminais (A
e 1) diferenciem entre as duas conexdes virtuais. No entanto, este exemplo nio mostra o caso
geral no qual ocorrem mudancas tanto no VPI quanto no VCIL

VPl =7, VOl =1, 2,3
A 3 VPl =7,VCl=1,2.3

FiGurA 2.2: Exemplo de uso do Identificador de Caminho Virtual.

2.2.3 Recursos da Rede

Como o ATM é orientado para conezdo, as conexdes sio estabelecidas de forma semi-
permanente ou temporariamente. Este estabelecimento inclui ndo apenas a alocacio de um
VCI e/ou VPI, mas também a alocacio dos recursos exigidos ao longo da rede e no acesso
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do usudrio. Estes recursos sdo expressos em termos de largura de banda e qualidade de
servigo (QoS — Quality of Service), os quais sio negociados pelo usudrio durante a fase
de estabelecimento da conexao e, possivelmente, durante a transmissao.

Alocacgao de Banda

A alocagao de banda trata da determinacio da quantidade de largura de banda dedicada a
uma conexao para garantir a qualidade de servico por ela requerida. Existem duas aproxima-
¢oes alternativas para alocagao de banda : a multiplezagern deterministica e a multiplezagem
estatistica.

Na multiplezagem deterministica a alocagio é baseada na largura de pico da banda exigida
pela conexao. Um exemplo de aplicacio desse tipo de multiplexagem é o modo de transferéncia
conthecido por “Circuit Switching” ou Comutagio de Circuitos. Este modo de transferéncia
tem sido usado nas redes telefonicas e ainda & aplicado na RDSI de faixa estreita [15]. Este
modo de transferéncia é baseado no STM -~ Modo de Transferéncia Sincrono (“Synchronous
Transfer Mode”) — no qual a regra de subdivisio e alocacdo de faixa baseia-se na designacio
de intervalos de tempo (“time slots”), para cada servico, dentro de uma estrutura recorrente
(“frame”) enquanto durar a conexdo. Um canal STM (isto &, um “circuito”) é identificado
pela posicao do seu “time slot” dentro do “frame”.

A Comutacdo de Circuitos é bastante inflexivel. Uma vez que a duragdo de um “time
slot” & definida, a taxa de bit respectiva fica automaticamente fixada. Por exemplo, no PCM
(“Pulse Code Modulation”) a duracdo do “time slot” bisico é de 8 bits por 125us, o que d4
origem a canais de 64 Kbit/s. Dessa forma, com apenas um canal basico para transferéncia
de informagao, a comutagdo de circuitos é bastante inadequada para outros tipos de servigos
que possuam exigéncias de taxas de bit diferentes.

Em principio, a maior taxa de bit envolvida deve ser selecionada como a taxa de bit bésica,
para ser possivel o transporte de todos os servigos. Por exemplo, se a maior taxa de bits dos
servicos envolvidos & de 140 Mbit/s, um servigo de 1 kbit/s deve ocupar um canal completo
de 140 Mbit/s durante toda a duragio da conexdo, o que significa wn grande desperdicio de
recursos da rede.

Para superar a inflexibilidade de uma tnica taxa de bit, como é o caso da Comutacio
de Circuitos, foi desenvolvida uma nova versio chamada de “Multirate Circuit Switching”
ou Comutagao de Circuitos a Multitaxas [15]. Neste modo de transferéncia, cada conexfio
pode alocar um multiplo n de uma taxa de canal bésica, definida previamente. Este nimero
n corresponde ao menor conjunto de canais bésicos cuja soma é maior ou igual & taxa de pico
da conexdo em questdo.

Um grande problema deste tipo de alocagiio é a definicio da taxa bésica (ou canal bésico),
pois alguns servigos requerem baixas taxas de bit (por exemplo, voz a 64 Kbit /s) enquanto
outros exigem altfssimas taxas de bit (por exemplo, HDTV — “High Definition TV” - a
35Mbit/s). Uma solucdo para este tipo de problema foi proposta por {17], na qual o quadro
de referéncia bdsico (“frame”) é dividido em intervalos de tempo (“time slots”) diferentes,
como mostra a Figura 2.3.

Nesta figura, um canal de 139.264 Kbit/s & multiplexado junto com 7 canais de 2048
Kbit/s, 30 canais do tipo B e um canal do tipo D, de 64 Kbit /s, para sinalizacio. Além disso,
um canal de sincronizagdo é definido para permitir a determinacio dos limites do quadro.
Mesmo assim, grandes quantidades de largura de banda sio desperdicadas, principalmente
nas conexodes que apresentam uma alta relagio taza de pico/taza média de bits. Neste sentido,
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Ficura 2.3: Comutagao de Circuitos a Multitaxas com diferentes canais bésicos.

a multiplexagem determinfstica contrapde-se & filosofia ATM, pois nio permite um compar-
tilhamento eficiente dos recursos da rede entre as diversas conexdes existentes.

Um método alternativo para alocacdo de banda é a multiplezagem estatistica. Este pa-
radigma, escolhido para as redes ATM, promete ser o grande responsavel pela agregacio de
qualquer tipo de servigo dentro da rede, independentemente de suas caracterfsticas de lar-
gura de banda ou qualidade de servigo requerida. De acordo com este principio, os recursos
da rede sao compartilhados estatisticamente entre as diversas conexées virtuais, ao contrario
da multiplexagem deterministica, onde os recursos sio alocados com erzclusividade para cada
conexao solicitada.

Neste método, a quantidade de largura de banda alocada para uma fonte com Taxa de Bit
Varigvel (VBR)*, por exemplo, é menor do que a sua taxa de pico, mas necessariamente maior
do que sua taxa média de bits. Esta largura de banda alocada é comumente denominada de
largura de banda estatistica. Dessa forma, a soma das taxas de pico das conexdes multiplexadas
em um enlace pode ser maior do que a largura de banda do enlace, mas a soma de suas larguras
de banda estatisticas é menor ou igual a largura de banda do enlace.

A eficiéncia em largura de banda devido 4 multiplexagem estatistica aumenta 4 medida que
as larguras de banda estatisticas aproximam-se de suas taxas médias, e diminui 4 medida que
se aproximam de suas taxas de pico. Em geral, a multiplexagem estatfstica permite que mais
conexoes sejam multiplexadas na rede em relagdo 4 multiplexagem determinfstica, permitindo
uma melhor utilizacio dos recursos da rede.

Para se ter uma idéia do ganho de multiplexagem que & possivel se obter com a multi-
plexagem estatistica, consideremos o caso de um tréfego agregado composto de seqiiéncias
de video codificadas via MPEG-2 °. Se analisarmos a funcdo densidade de probabilidade da
taxa de bits de uma seqiiéncia de quadros do tipo “B”, notamos que ela pode ser aproximada
por uma fungdo densidade de probabilidade do tipo Gama {18], como mostra a Figura 2.4(a).
Considerando a hipétese de superposicio independente de fontes de tais seqiiéncias, a funcgao
densidade de probabilidade do trafego agregado serd a convolugio das f.d.p.’s individuais,
como mostra a Figura 2.4(b), onde foram multiplexadas 16 fontes. Podemos notar, através
desta figura, que a taxa de pico do trdfego agregado corresponde a aproximadamente 60

+Ver segio 77.
50 MPEG-2 {“Moving Picture Experts Group”) & um padrido de codificagio de video digital largamente
utilizado, baseado em codificacio preditiva e na Transformada Discreta de Cosseno (DCT).
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Mbit/s, o que significa um ganho em largura de banda bem maior, se comparado & alocacgdo
exclusiva de 16 canais de 10 Mbit/s, como é o caso da multiplexagem deterministica.
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Ficura 2.4: (a) - Aproximacao da funcio densidade de probabilidade da taxa de bits dos qua-
dros do tipo “B” de uma seqiiéncia de video digital codificada via MPEQ-2. (b) - Convolucio
de 16 fontes de seqiiéncias de quadros do tipo “B”.

No entanto, & importante enfatizarmos que a utilizacao da multiplexagem estatistica im-
plica na possibilidade de perda, atraso e variacio de atraso de células, conceitos explicados a

seguir.

Qualidade de Servigo

A qualidade de servigo de uma conexio estd relacionada a perda de células, ao atraso de
transferéncia de células e & variacio do atraso das células pertencentes a uma dada conexao.
Para o ATM, a qualidade de servico de uma conexio estd também intimamente relacionada 4
largura de banda que ela utiliza, pois é preciso se garantir a largura de banda minima exigida
pela conexdo, ao longo da rede, para se ter o minimo de qualidade de servico.

A perda de células na rede ATM se d4, basicamente, por dois motivos :

~ Encaminhamento equivocado : A perda de células por encaminhamento equivo-
cado é causada pela md interpretacio dos cabecalhos das células nos comutadores da
rede. Normalmente, este tipo de problema é solucionado através da requisicao de re-
transmissdo (ARQ). Em redes ATM, no entanto, nenhuma acdo dindmica est4 definida
contra a perda de células. Apenas acdes preventivas serio possiveis, através da aloca-
¢do de recursos na fase de estabelecimento das conexoes, verificando-se a existéncia de
recursos suficientes disponiveis na rede.

~ Transbordamento de células nos buffers da rede : A perda de células devido
a0 transbordamento dos buffers nos comutadores da rede serd, com certeza, um dos
principais problemas da rede ATM. Como néo estd previsto nenhum controle de fluxo
nos nés da rede®, existe a possibilidade de que 0s bujffers sejam sobrecarregados pelas
seqliéncias de células das virias fontes, com diferentes taxas de bit. Atualmente, este é o

50 ITU-T (International Telecommunications Union - "Telecommunications) prevé um controle de fluxo
apenas na Interface Usudrio-Rede, através de um mecanismo chamado de Controle de Fluxo Genérico (GFC).
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problema que mais tem preocupado os projetistas de redes ATM, em funcio da recente
descoberta do cardter auto-similar ou fractal dos principais tributdrios que comporio
o tréfego da rede ATM, como por exemplo, trifego com taxa de bit varidvel (VBR) e
trafego Ethernet de redes locais. As caracteristicas e implicacdes deste tipo de trafego
serao vistas mais adiante e consistern em objeto de estudo desta dissertacgio .

Na rede ATM alguns servigos poderao se beneficiar de uma indicacao explicita de Priori-
dade de Perda de Células (CLP), incluida em um bit especifico no cabecalho, como um meio
de gerenciar a perda de células durante periodos de congestionamento na rede. Isto permite
a0 usudrio a escolha entre dois niveis de razdes de perda de células em uma Unica conexao
virtual : alta prioridade, para células contendo informagcées essenciais e baixa prioridade, para
células sujeitas a descarte, dependendo das condicdes da rede. Para classes de servicos’ como
a de Taxa de Bit Varidvel (VBR) e a de Taxa de Bit Disponivel (ABR), serd necessério que a
rede garanta uma capacidade minima. Assim, em tempos de congestionamento, a rede pode
descartar algumas células ATM sem prejudicar a qualidade minima requerida.

O atraso de transferéncia de células através da rede & determinado por diferentes partes
da rede, cada uma das quais contribuindo individualmente para o atraso total. Estes atrasos
estao mostrados na Figura 2.5,

Servigo em Tempo Sewico em Termpo
Reci Reaf

Comutader
AM

Comutador
ATM

|_._‘TD1

PD ED: +QDn FD2+QDz2

PD : Afraso de Empacotamento

10 : Atraso de Transmisséio

QD : Afraso de Fila

FD : Atraso Fixo de Comutacdo

DD : Araso de Desernpacotamento

F1GURrRA 2.5: Fontes de atraso na rede ATM.

De acordo com a Figura 2.5, os seguintes parametros contribuem para o atraso na rede :

— Atraso de Transmissdo (TD) : Este atraso depende das distdncias entre os pontos
terminais e do meio de transmissdo utilizado. Este é independente do modo de transfe-
réncia utilizado;

— Atraso de Empacotamento (PD) : Este atraso é introduzido toda veg que um servigo
é transformado em pacotes (células) ;

~ Atraso de Comutacio : O atraso de comutacio & composto por duas partes :
— Atraso de Comutagio Fixo (FD) : Este atraso depende da arquitetura dos

comutadores da rede, e é causado por atrasos na transferéncia dos pacotes através
do “hardware” do comutador.

"0 conceito e descrigio de classes de servigos previstas para a rede ATM é analisado na secao 2.4
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— Atraso de Fila (QD) : Como o ATM realiza a multiplexagem estatistica dos
pacotes nos comutadores, as filas sdo necessdrias para agregar e absorver o volu-
me de células de diversas fontes direcionadas a um dado enlace. Essas filas sio
decorrentes dos multiplezadores estatisticos, que sio as pecas-chave para garantir
o alto desempenho da rede. O atraso varia com a carga da rede e é determinado
pelo comportamento estatistico das filas.

— Atraso de Desempacotamento (DD) : Este atraso ¢ adicionado nos pontos terminais
darede a fim de garantir a reconstrucio sincronizada da seqiiéncia de bits. Este atraso de
desempacotamento tende a reduzir o efeito da variacdo do atraso das células {“jitter”)
introduzido pela rede.

A wariagdo do atraso de células (““Cell Delay Variation” — CDV) refere-se a todos os
fenémenos responsdveis pela variacio no atraso de transferéncia de células de uma certs,
conexao. Durante a sua transferéncia, a célula pode encontrar diferentes condigoes de trafego
nos buffers compartilhados e, portanto, experimentar diferentes atrasos de transferéncia, como
por exemplo [3] :

— Algumas células sofrem um atraso mais curto do que as células que as precederam.
Durante um curto periodo de tempo, a taxa de pico de células observada pode ser
maior do que a taxa de células da fonte. Este fenomeno é denominado de Efeito de
Agrupamento ou “clumping effect” :

— Algumas células sofrem um atraso maior do que as células que as precederam. Este é o
Efeito de dispersao.

2.2.4 A Comutagdo em Redes ATM

Um dos principais componentes da Rede ATM é o comutador de células ATM. E
ele o responsdvel pela realizagdo, na prdtica, da multiplexagem estatfstica de trifegos
com diferentes taxas de bit e exigéncias de QoS em enlaces de transmissio com taxas de bit
constantes [15, 9.

A operagio de multiplexagem estatfstica é realizada em cada né de comutacao da rede e
& composta de trés funcoes bdsicas, a saber :

— Decomposigdo ou Desmultiplexagio : Esta funcio trata de coletar as células &
entrada do comutador, ler os seus cabecalhos e separs-las de acordo com os seus destinos.

— Comutagao : Esta fungio trata de encaminhar as células desmultiplexadas para as
portas de safda correspondentes aos canais virtuais as quais elas pertencem. Os canais
virtuais estao caracterizados pelos mimeros das portas fisicas de entrada e saida e os
valores do Identificador de Canal Virtual (VCI) e do Identificador de Caminho Virtual
(VPI) & entrada e a saida do comutador em questio.

— Muitiplexagem : Esta funcio é responssvel pela agregacao das células destinadas a
mesma porta de safda em uma vnica fila (“buffer”), a fim de aguardarem a vez de serem
transmitidas.

A Figura 2.6 mostra um comutador ATM tfpico [15] com n enlaces de entrada e q enlaces
de safda. Cada enlace E; de entrada representa o fluxo das células ATM que foram agregadas
no né anterior da rede. Nesta Figura, podemos perceber que as células ATM sio comutadas de
uma entrada E; para uma saida S; e que, a0 mesmo tempo, os valores de seus cabecalhos sdo
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alterados, deixando de indicar um valor para indicar um valor 3. Em cada enlace de entrada e
safda individual, os valores dos cabecalhos sio tnicos. No entanto, cabecalhos idénticos podem
ser encontrados em enlaces distintos (por exemplo, o cabegalho com valor z nos enlaces E;
e E,). A comutagéo de células de E; para S;(i=1,2,... ,mj=1,2,... ,q) é realizada por
uma tabela ou matriz de comutagdo , como mostra a Tabela 2.1. Neste exemplo, vemos que
todas as células que tém um cabegalho igual a z no enlace £ sao comutadas para a saida 9,
e seus cabegalhos sdo “comutados” para o valor & Todas as células com um cabecalho z no
enlace E, sdo também comutadas para a saida S;, mas seus cabecalhos assumem o valor n.

Informagdo
\ Cabegatho
L 1 TN I R s SO N 8 I Y I Y I
Célia Ez_,r U T T 17 Inf — T9]
-- ; %1 E T ! ; n]
B N ) Y Y N 7 S E{ oS- Iml [T TTeT Tw]
Cabecalhos das I [ Cabegaihos daos
Células ce
Tabelg Células de
Enfradia ‘ do Sakds
Comutegio

FIGURA 2.6: Comutador de células ATM.

Enlace de Entrada | Cabecalho | Enlace de Safda Cabecalho
X 51 k
Ey y Sy m
z Sz !
X Sl n
En ¥ So i
s Sy g

TABELA 2.1: Tabela de Comutacio

Deve-se observar que & possivel que duas células de diferentes entradas (por exemplo, F;
e E,) cheguem simultaneamente 4 entrada do comutador e sejam destinadas para a mesma
safda (S} por exemplo). Naturalmente, elas niio podem ser postas na mesma. safda, ao mesmo
tempo. Portanto, em algum lugar no comutador, deve ser colocado um buffer para armazenar
a(s) célula(s) que ndo podem ser transmitidas naquele instante de tempo. A localizacio desse
buffer vai depender da arquitetura escolhida para a fabricagio do comutador.

2.2.5 Controle de Trafego

Uma caracteristica essencial exigida de uma rede de faixa larga ¢ o compartilhamento
eficiente dos recursos da rede entre os diversos tipos de trafego, a0 mesmo tempo em que




CAPITULO 2. A REDE ATM 20

se garante um certo grau de controle sobre a qualidade de servigo oferecida ao usudrio. A
natureza das garantias de desempenho que podem ser feitas ao ususrio dependem do controle
de trafego aplicado.

De acordo com a Recomendagdo 1.371 do ITU-T, o principal propdsito do controle de
trdfego em uma RDSI-FL é proteger o usudrio e a rede de modo a alcancarem objetivos
de desempenho pré-definidos, expressos em termos de razdo de perda de células, atrase de
transferéncia de células e variacdo do atraso de células.

Basicamente, podemos afirmar que o controle de trafego refere-se ao conjunto de agdes
tomadas pela rede a fim de evitar o congestionamento. Congestionamento este, que pode ser
causado por flutuacoes estatisticas ndo previstas de fluxos de trifego, ou por falhas dentro da
rede, ocasionando uma perda excessiva de células e/ou atrasos inaceitsveis.

Os objetivos do controle de trdfego na RDSI-FL podem ser assim resumidos

~ Flexibilidade : o controle de trifego deve atender a todo o conjunto de classes de
servigos definidas para a rede ATM

~ Simplicidade : o controle de trifego a ser empregado deve ser simples o bastante de
forma a minimizar a complexidade do equipamento da rede, ao mesmo tempo em que
maximiza a sua utilizacdo;

— Robustez : o controle de trifego deve garantir uma alta eficiéncia no uso dos recursos
da rede sob qualquer circunstancia de trafego.

A fim de alcangar os objetivos mencionados acima, estio definidas duas func¢des para o
gerenciamento e o controle de trdfego em redes ATM : O Controle de Admissio de Conezdo
(CAC) e o Controle de Pardmetros do Usudrio (UPC).

Controle de Admissao de Conexao

O Controle de Admissdo de Conezdo representa o conjunto de acbes tomadas pela rede
com o objetivo de aceitar ou rejeitar uma nova conexio. A aceitacao de uma nova conexao
é feita apenas quando recursos suficientes estio disponiveis para suportarem a qualidade de
servigo exigida pela nova conexio, sem comprometer, a0 mesmo tempo, a qualidade de servico
das conexdes ja estabelecidas dentro da rede.

Durante a fase de estabelecimento da conexio, as seguintes informacdes, contidas nas
especificagbes de um contrato de trifego, devem ser negociadas e acordadas entre o usudrio e
a rede para que 0 CAC realize decisdes configveis de aceitacdo/negacio de uma conexio :

— Limites especificos do volume de trifego que a rede deve transportar, em termos de
descritores de trifego bem definidos

— A classe de servigo requerida, expressa em termos de atraso de transferéncia de células,
variagdo do atraso de células e razdo de perda de células;

— Uma tolerancia para a variagiio do atraso de células introduzida. Por exemplo, variacdo
do atraso de células introduzida pelo Equipamento Terminal (TE) ou Equipamento do
Usuério (CPE).

Estas informagGes podem ser renegociadas pelo usudrio durante todo o tempo em que
a conexdo estiver ativa. Todavia, a rede pode limitar a freqiiéncia dessas renegociacdes. Os
esquemas de CAC nao estdo, até o momento, padronizados.
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Controle de Parametros de Usudrio e de Rede

O Controle de Parémetros de Usudrio e o Controle de Pardmetros de Rede (UPC/NPC)
sao realizados na Interface Usudrio-Rede (UNI) e na Interface Rede-N6 (NNI), respectiva-
mente. Fles representam o conjunto de agdes tomadas pela rede para monitorar e controlar
o tréfego, em uma conexdo ATM, em termos de volume de trifego de células e validade do
encaminhamento das células. Esta funcéo ¢ chamada também de “Funcio de Policiamento”.
Seu principal propésito é forcar o cumprimento do contrato de trafego negociado de modo
que a QoS das outras conexdes sejam garantidas.

Um algoritmo de UPC/NPC eficiente deve exibir as seguintes caracteristicas :

— Capacidade de detectar qualquer situagio de trifego ilegal ;
— Tempo de resposta rdpido as violagdes dos contratos ;

~ Simplicidade de Implementacio.

Especificacao dos Parametros de Trifego

Com o objetivo de garantir uma operagio apropriada das funcdes de CAC e de UPC /NPC,
as caracterfsticas intrinsecas dos tréfegos das conexdes devem ser descritas adequadamente
por um conjunto padronizado de parametros de trifego.

Um pardmetro de trafego ¢ uma especificagdo de um aspecto particular de trafego. Os
pardmetros de trifego podem, por exemplo, descrever aspectos quantitativos (tais como o
tempo médio de duracdo da conexo, a taxa de pico de células, a taxa média de células, a
duragdo média de um surto, etc.) ou um aspecto qualitativo (tal como o tipo de fonte : telefone,
video-fone, etc.). A lista de todos os parametros especificados de tréfego é denominada de
descritor de trifego ATM.

Os parametros de trifego usados em um descritor de trafego ATM deveriam, idealmente,
ter as seguintes propriedades :

~ Serem facilmente entendidos pelo usudrio:
-~ Serem significativos, para fins de alocagio de recursos;

— Serem facilmente verificdveis pela rede.

De fato, para conexdes com taxas varidveis, é dificil se atender a todas as trés exigéncias si-
multaneamente. Por exemplo, a taxa média de uma conexio €, certamente, muito significativa
para alocagdo de recursos, mas pode ser dificil para o usudrio predizé-la inicialmente. Sendo
assim, devido a importéncia da capacidade de se prevenir que os usudrios enviem trafegos
acima dos declarados, provocando congestionamentos, os parimetros de trifego padronizados
sao, atualmente, baseados em uma regra. A regra adotada atualmente para a RDSI-FL
¢ o Algoritmo Genérico de Taxa de Células (GCRA). Este algoritmo foi definido in-
icialmente pelo Forum ATM ao generalizar a definicio de Taxa de Pico de Células feita, pelo
ITU-T [15].

O GCRA(T, 7) determina se uma seqiiéncia de células est4 a uma taxa nominal 1 /T sujeita
A tolerdncia 7. Mais precisamente, a célula k estd “conformante" com o GCRA(T, 1), em uma
dada interface, se, ¢ somente se,

Yo = Cp — ap < T, (2.1)
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onde a; ¢ o instante no qual a célula & & observada na interface e ¢ é o “instante tedrico”,
definido recursivamente por :

Ceer = e+ T ser >y, >0,
= ar+7T sey <0, (2.2
= Cr seyg > T.

No caso do pardmetro Taxa de Pico de Células, T é o Intervalo de Emissio de Pico
(T'=1/PCR) e 7 & tolerancia da Variagdo de Atraso de Célula (CDV).

Enquanto que os descritores de trafego baseados em regras sio bastante atrativos de um
ponto de vista pratico (notadamente para testes de conformacdo e controle de trafego), a
selecdo 6tima desses pardmetros permanece um problema em aberto.

2.2.6 Sinalizacao

A negociagao entre o usudrio e a rede com relagio aos recursos (VCI/VPI, vazdo, QoS) ¢
realizada através de um canal separado (virtual) de sinalizacdo. O protocolo de sinalizacio a
ser usado neste canal consiste de um aprimoramento do protocolo utilizado na sinalizacio da
RDSI de faixa estreita.

Para configuragdes ponto-a-ponto na Interface Usudrio-Rede (UNI) existe um canal de
sinalizagdao pré-definido. No caso de configuragdes ponto-multiponto, onde multiplos termi-
nais compartitham uma tnica interface, muiltiplos canais virtuais de sinalizagio podem ser
estabelecidos (pelo menos um por terminal) via o canal de meta-sinaliza¢do. Este canal de
meta-sinalizagdo é transportado por um VPI/VCI pré-definido na Interface Ususrio-Rede.

2.2.7 Controle de Fluxo
Controle de Fluxo Genérico

A principio, 0 ATM nio deveria suportar controle de fluxo para seqiiéncias de informagoes.
Acreditava-se que um controle de fluxo iria requerer funcdes adicionais nos cabegalhos da
células ATM, além de uma maior quantidade de buffers dentro da rede, o que implicaria em
equipamentos mais complexos, maiores atrasos, maior variacio de atraso, vazio reduzida, etc..

Porém, reconheceu-se que, em alguns casos, o fluxo de trafego nas conexdes de um ter-
minal para a rede deveria ser controlado. A fim de tornar isso possivel, o ITU-T propds urn
mecanismo chamado de GFC (Controle de Fluxo Genérico) para ser utilizado na Interface
Usudrio-Rede (UNI). Esta fun¢do é desempenhada por um campo especifico no cabegalho da
célula ATM.

Dois conjuntos de procedimentos estao previstos para uso dentro do campo GFC : “Trans-
missdo Nao-Controlada” e “Transmissdo Controlada”. O procedimento de “Transmissio Nio-
Controlada” é para uso em configuracdes ponto-a-ponto. O procedimento de “Transmissao
Controlada” pode ser usado em ambas as configuragdes (ponto-a-ponto e configuractes de
mejos compartilhados). Este procedimento ainda se encontra sob estudos. No entanto, ele
deve garantir uma utilizacdo eficiente e justa da capacidade disponivel entre o terminal e a
rede, além de ser independente da topologia da rede (anel, estrela, etc.).
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Células de Gerenciamento de Recursos

Um segundo mecanismo de controle de fluxo foi proposto pelo ITU-T especialmente para
a classe de servico ABR (“Available Bit Rate”). O objetivo desta classe de servigo é utilizar
toda a capacidade de vazao da rede que nio estiver sendo usada pelas conexdes “regulares”.
As conexdes ABR podem conviver com vazGes varidveis (taxas eldsticas) e maiores atrasos.
Em contrapartida, ndo permitem grandes perdas de células. Por isso, o sistema supervisor da
rede necessita de um meio eficiente e rdapido de indicar a disponibilidade dos recursos da rede
para os usudrios dessa classe de servigo.

Este mecanismo é, seguramente, mais complexo e sofisticado do que o GFC. Seu principio
é baseado no controle da taxa de células de um terminal através da insercio de células ATM
especiais, chamadas de Células de Gerenciamento de Recursos (RM). As células de RM séao
diferenciadas através de um cédigo especial no sub-campo PT do cabecalho da célula ATM.
Elas tém a funcdo especial de informar & fonte quando aumentar ou diminuir sua taxa de
células. A rede permite o aumento gradual da taxa de células até que ocorra algum conges-
tionamento, em algum lugar da rede, que inclua a conexdo em questdo. O congestionamento
em qualquer parte da rede ATM é sinalizado através do bit EFCI (“Explicit Forward Conges-
tion Indication") no cabecalho das células ATM de todas as conexdes afetadas. Ao receber as
células dos usudrios com o bit de EFCI presente, o ponto de destino ajusta as indicacdes do
controle de largura de banda nas células de RM direcionadas para a fonte.

2.3 O Modelo de Referéncia do Protocolo ATM

Em 1983 um modelo geral de referéncia de protocolo para Interconexio de Sistemas Aber-
tos (“Open System Interconnection” — OSI) foi aprovado como padrio para transmissio de
dados em redes de comunicagdo [15, 16]. A mesma arquitetura hierdrquica légica foi adotada
para a rede ATM na Recomendagdo 1.321. O modelo adotado utiliza o conceito de planos se-
parados para fins de segregacao das fungdes de usudrio, controle e gerenciamento. No entanto,
apenas as camadas mais baixas estdo definidas.

O modelo de protocolo RDSI-FL para ATM ¢ mostrado na Figura 2.7. Este modelo contém
trés planos : um plano no nivel de usudrio, para transportar informacio do usudrio; um
plano de controle, composto de informacio de sinalizacio (principalmente), e um plano de
gerenciamento, usado para desempenhar func¢es operacionais e de manutencio da rede. Além
disso, uma terceira dimensao ¢ adicionada ao modelo, chamada de plano de gerenciamento, o
qual & responsdvel pelo gerenciamento dos diferentes planos.

Para cada plano, é utilizada uma aproximacio em camadas como no modelo O8I, as
quais apresentam uma interdependéncia. De acordo com o ITU-T, as camadas podem ser
divididas mais ainda, como descrito na Tabela 2.2. Trés camadas estio definidas @ a camada
fisica (PHY), que transporta informacao (bits/células); a camada ATM, que desempenha
encaminhamento, comutacao e multiplexagem; e a camada de adaptacio ATM (AAL), que &
responsdvel pela adaptagao dos servicos de informacio as seqiiéncias de células ATM. Estas
camadas podem ainda ser divididas em subcamadas. Cada subcamada realiza uma série de
funcoes. A seguir, descreveremos, brevemente, cada camada.
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Ficura 2.7: Modelo de Referéncia do Protocolo ATM.

Convergéncia Sub-Camada de Convergéncia AAL
Segmentagan e Reagrupamento Sub-Uamade de Segmentacao ¢ Reagrupamento {SAKT
Cantrole de Fluxo Genérico
Leitura de VPI/VCI
Multiplexagem/Desmuitiplexagem de Células ATM
Desacoplamento da Taxa de Células
Desacoplaments da Taxa de Células

Geragiao /Verificagao do HEC
Embaralhamento/Desembarnlhamento de Células
Delineagio de ctlulas Convergéncia de Transmissao {TC)
Identificagio do Caminho do Sinal
Justificagho da Freqiténcia PHY
Embaralbamento/Desembaralhamento de Quadros
Geracao € Recuperacio de Quadros

Tempo do Bit

Codificagio «de linha Meio Fisico (PM)
Embaralhamento/Dasembnralhamento Dependente do Meio Fisice

TABELA 2.2: Fungdes e Subcamadas do Modelo de Referéncia do Protocolo

2.3.1 A Camada Fisica

A camada fisica da RDSI-FL ¢ ainda decomposta em duas subcamadas : a Subcamada
do Meio Fisico (PM), que suporta funcées de bit dependentes do meio, e a Subcamada de
Convergéncia de Transmissdo (TC), que converte as seqiiéncias de células ATM em bits a
serem transportados através do meio fisico.

A SubCamada do Meio Fisico

Esta subcamada é responsdvel] pela correta transmissio e recepcao de bits no meio fisico
apropriado. As fungoes desempenhadas estdo mostradas na Tabela 2.2. No nfvel mais baixo,
esta fungéio é totalmente dependente do meio (6ptico, elétrico, etc.) e & chamada de meio fisico.
Além disso, esta subcamada deve garantir uma reconstrugao apropriada do tempo do bit no
receptor. As subcamadas do meio ffsico foram especificadas pelo ITTU-T nas Recomendagées
G.703, G.957 e pelo Forum ATM.

A Subcamada de Convergéncia de Transmissio

Esta subcamada realiza, basicamente, 5 funcées como mostra a Tabela 2.2. A primeira
fungdo depois da reconstrucdo do bit é a adaptacio ao sistema de transmissio utilizado. Os
sisternas de transmissdo possiveis estdo especificados nas Recomendacdes G.708 e G.709 para
Hierarquia Digital Sincrona (SDH), e Recomendacdes G.703 e G.804 para Hierarquia Digital
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Plesiécrona (PDH). As células sio adaptadas ao sistema de transmissio de acordo com o
mapeamento padronizado. O Forum ATM adicionou ainda o FDDI (“Fiber Distributed Data
Interface”) como uma op¢io para a Interface Usudrio-Rede (UNI).

Esta subcamada ¢ ainda responsdvel pela geracio, no transmissor, do byte HEC (Verifica-
¢ao de Erro no Cabegalho) de cada célula, além de sua verificacio no receptor. Isto permite
o reconhecimento dos limites da célula, isto é, a delineacdo apropriada da célula no recep-
tor. Uma vez determinada a delineagdo da célula, um mecanismo adaptativo utiliza o HEC
para correcao ¢ detecgdo de erros no cabecalho. Erros em bits isolados sio corrigidos. Mas,
se ocorrer uma seqiiéncia de vdrias células com erros no cabegalho, a corregio ¢ abandonada
e € feita uma deteccdo de alta precisdo das células com erros, para subseqtiente eliminacao.
Dessa forma, evita-se a passagem de células durante perfodos de erros em surtos.

Esta subcamada deve garantir também a insercio e supressio de células vazias para adap-
tar a taxa Util do sistema de transmissio & carga disponivel a ser transmitida. Além disso,
informagées de Operagdo e Manutencio (OAM) devem ser trocadas com o plano de Geren-
ciamento.

2.3.2 A Camada ATM

A camada ATM ¢ totalmente independente do meio fisico utilizado para transportar as
células ATM e, portanto, é independente da camada fisica. Esta camada desempenha as
seguintes funcoes :

— Multiplexagem de células de diferentes conexdes (identificadas por valores de VCI e VPI
diferentes) em uma tnica seqiiéncia de células na camada fisica;

— Leitura do identificador de células, a qual é requerida na maioria dos casos, quando se
comuta uma celula de um enlace fisico para outro. Pode ser o VCI, o VPI ou ambos ;

— Fornecer a um usudrio de um certo VPC ou VPP a qualidade de servigo requerida.
Alguns servicos podem exigir uma certa qualidade de servico para uma parte do fluxo
de células de uma conexdo, e uma qualidade de servigo mais baixa para o restante do
fluxo. Essa distin¢do dentro da conexiio é feita por meio do bit CLP no cabecalho da
célula ;

— Funcoes de gerenciamento;

— Extracdo(adi¢do) do cabecalho das células antes(depois) da célula ser entregue para
(pela) camada de adaptacio;

— Implementagdo de um mecanismo de controle de fluxo na Interface Usudrio-Rede.

2.3.3 A Camada de Adaptagdo ATM (AAL)

A Camada de Adaptacdo ATM (AAL) melhora o servico executado pela Camada ATM
para um nivel requerido pela préxima camada mais alta. Ela desempenha fungbes para os Pla-
nos de Usudrio, Controle ¢ Gerenciamento, além de suportar o mapeamento entre a Camada
ATM e a préxima camada mais alta. As funcdes executadas na AAL dependem, basicamente,
das exigéncias das camadas mais altas. A camada AAL estd subdividida em duas subcama-
das : a Subcamada de Segmentacio e Reagrupamento (SAR) e a Subcamada de Convergéncia
(CS).

O principal propésito da SAR ¢ a segmentacio da informagio da camada superior em um
tamanho apropriado para a carga titil das células ATM de uma conexio virtual. Inversamente,
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ela executa também o reagrupamento dos contevidos das células de uma conexiio virtual em
unidades de dados a serem entregues para a camada mais alta.

A Subcamada de Convergéncia desempenha funcdes como identificacdo de mensagens, re-
cuperacao do reldgio (sincronizagio), etc. Para alguns tipos de AAL, que suportam transporte
de dados via ATM, a Subcamada de Convergéncia é ainda dividida em uma Subcamada de
Convergéncia de Partes Comuns (CPCS) ¢ uma Subcamada de Convergéncia Especifica de
Servicos (SSCS).

Unidades de Dados de Servicos AAL (SDU) siio transportados de um Ponto de Acesso de
Servigo AAL (SAP) para um ou mais outros AAL-SAP, através da rede ATM. Os usudrios
da AAL terdo a capacidade de selecionar um dado AAL-SAP associado com a QoS exigida
para transportar as AAL-SDU.

Até agora, quatro Camadas de Adaptagio ATM foram definidas pelo ITU-T, uma para
cada classe de servigo. As camadas AAL 3 e a AAL 4, que fornecem adaptacio para servicos
orientados para conexdes e servigos sem conexdo, incluem a CPCS. O Forum ATM definiu
uma AAL diferente para transferéncia de dados de alta velocidade, a chamada AAL 5. Esta
AAL foi também adotada pelo ITU-T (para sinalizacio, por exemplo).

2.4 Classes de Servigos ATM

Define-se modelo de servigo de uma rede [3] como sendo o conjunto de protocolos e meca-
nismos de controle de trifego que permitem suporte a diferentes servicos de telecomunicagdes,
diferenciados por suas caracteristicas particulares de trafego e exigéncias de desempenho.

O modelo de servigo da RDSI-FL é baseado em um conjunto de classes de servigos ATM
(ATM transfer capabilities - ATC), padronizadas pelo ITU-T. Este modelo é bastante parecido
com o definido pelo Forum ATM, onde diferentes categorias de servicos (similares as ATC)
sao fornecidas ao usudrio.

A definicdo de classes de servigos ¢ baseada no principio de que a rede deve satisfazer um
certo niimero de critérios de desempenho relacionados & perda de informacio ou atrasos de
transmissao, sob a condicéo de que o trafego oferecido pelos usudrios esteja de acordo com
um conjunto de regras. Uma classe de servigo ATM tem como funcio traduzir um modelo de
servigo em um conjunto de caracterizagdes de trafego e procedimentos de gerenciamento de
trdfego viteis para alguns tipos de aplicacdes, permitindo uma alocagao de recursos eficiente.

Enquanto que as regras e a natureza das garantias de desempenho estdo especificadas
em detalhes, os padroes definidos nao especificamn como a rede deve ser operada a fim de se
cumprir os compromissos de qualidade de servigo. Além disso, nao existe nenhum “ria” sobre
quais classes de servigos sdo mais apropriadas para determinadas aplicagdes. Tais preocupagoes
sao, naturalmente, de grande importancia para operadores e, portanto, tem havido um enorme
esforco nos tltimos anos na busca de solugdes satisfatérias. Apesar de toda essa intensa
atividade, muitos assuntos relacionados a controle de trifego continuam sem solucao.

Descreveremos a seguir, brevemente, as classes de servicos até agora definidas, indicando
algumas diferencas que ainda existem entre o ITU e o Forum ATM.

2.4.1 Deterministic Bit Rate (DBR) ou Constant Bit Rate (CBR)

Um usudrio pode ser capaz de negociar e controlar apenas sua taxa de pico. Neste caso, a
classe de servico DBR/CBR & negociada no estabelecimento da conexiio. DBR & a denomina-
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gao utilizada pelo ITU-T e CBR ¢ a utilizadada pelo Forum ATM. Esta ¢ a classe de servigo
ATM mais simples, onde a caracterizacio do trifego reduz-se a especificacao da Taxa de Pico
de Células (PCR) e sua associada tolerancia a Variagio de Atraso de Células (CDV).

Neste tipo de classe de servigo as células sdo consideradas independentemente do valor do
bit CLP em seus cabegalhos. As exigéncias de QoS sdo expressas em termos de valores deseja-
dos para o parametro de Taxa de Perda de Células (PCR) e, possivelmente, para parametros
relacionados a atrasos, como o Atraso de Transferéncia de Células (CTD) e o Variacio de
Atraso de Células (CDV).

E importante destacar que a classe de servico DBR nao é destinada apenas para conexdes
transmitindo aplicagoes com taxa continua de células (CBR), uma vez que um usudrio pode
ou nao transmitir continuamente sob a taxa de pico de células negociada; no entanto, a rede
deveria ser capaz de oferecer ao usudrio uma QoS compativel com o uso de uma conexio
DBR transmitindo uma aplicagdo com taxa constante. O parametro PCR pode ser alterado,
usando-se a sinalizacio, enquanto uma conexdo estd em progresso.

2.4.2 Statistical Bit Rate (SBR) ou Variable Bit Rate (VBR)

O ITU-T utiliza o nome SBR, enquanto que o Forum ATM utiliza o termo VBR, para a
mesma classe de servigo. As conex6es SBR/VBR sio descritas por trés parametros de trafego :
PCR, SCR (“Sustainable Cell Rate") e o IBT (“Intrinsic Burst Tolerance"). O SCR e o IBT
sao parimetros baseados em regras que fornecem alguma informacio sobre as caracterfsticas
das conexoes com taxa de bit varidvel ao mesmo tempo em que se espera que esses parametros
levem a uma operacdo mais eficiente da rede, permitindo uma multiplexagem estatistica mais
controlada.

O ITU-T distingue, atualmente, trés classes SBR distintas, as quais se diferenciam pelo
uso do bit CLP. Na classe SBRI1, as células ndo sio discriminadas com base no bit CLP, e
as exigéncias de CLR s8o expressas para o fluxo agregado de células. Pode haver ou nio a
fixagfo de objetivos para o CTD e o CDV.

Nas classes SBR2 e SBR3 as células sio discriminadas com base no bit CLP. Os paridmetros
de trafego negociados para estas classes sdo o PCR, para o fluxo agregado de células (CLP= 0
ou CLP= 1), e o parametro SCR, fixado para o fluxo com CLP= 0. Exigéncias de QoS sao
expressas em termos de um objetivo de CLR para o fluxo de células com CLP= 0. Nio hi
nenhuma exigéncia de QoS prevista relacionada aos parimetros de atraso ou ao CLR para
o fluxo agregado de células. A classe SBR3 diferencia-se da classe SBR2 apenas pelo fato de
permitir a mudanca de prioridade de células que nfo estio de acordo com as exigéncias de
QoS, ou seja, & permitido se alterar o bit CLP para o valor 1 (baixa prioridade). A classe
SBR2 ndo permite esta “renomeacao ”.

O Forum ATM também define trés classes, a saber, VBR1, VBR2 e VBR3 4 semelhanca
das definigoes do I'TU-T. Além disso, existe uma distingio entre servicos VBR de tempo real e
servicos VBR que nao sdo de tempo real®. Servicos VBR de tempo real sio bastante exigentes
com rela¢do 4 incidéncia de atrasos, uma vez que serio apropriados para uma grande variedade
de aplicacdes interativas e de multimidia.

8Para o ITU-T esta distincio corresponde a diferentes escolhas de QoS.
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2.4.3 ATM Block Transfer (ABT)

A classe de servico ABT estd definida apenas pelo ITU-T. Nesta classe, o usudrio é capaz
de definir e controlar um estrutura em bloco na sua seqiiéncia de dados. O PCR para cada
bloco é negociado entre o usudrio e a rede por meio de células de Gerenciamento de Recursos
(RM). Duas variantes estdo sendo padronizadas atualmente :

— ABT com Transmissdo Atrasada (ABT/DT), na qual o usudrio espera que a rede aceite
explicitamente ou implicitamente um novo bloco;

- ABT com Transmissao Imediata (ABT/IT), na qual o usudrio nio espera que a rede
aceite um novo bloco. Neste caso, os blocos podem ser descartados pela rede.

Qualquer uma das variantes pode ser rigida ou eldstica. Na versio rigida, a taxa exigida
pelo usudrio é aceita ou nao pela rede. Neste caso, sAo necessdrios pedidos de reserva toda vez
que um bloco for negado. Na versdo eldstica, a rede pode oferecer uma taxa menor do que a
requerida pelo usudrio.

As garantias de QoS para as classes ABT sio feitas tanto no nivel de células quanto
no nivel de blocos. A garantia de QoS oferecida para as células nos blocos & equivalente as
garantias de QoS oferecidas para as classes DBR e SBR1. A QoS no nivel de bloco depende
da classe ABT especifica :

— Na classe ABT/DT, os blocos podemn ser atrasados dentro do equipamento do usudrio;
a QoS é caracterizada por um limitante superior no atraso sofrido por um bloco antes
de ser aceito pela rede;

— Na classe ABT/IT os blocos sdo descartados como um todo, no caso de congestiona-
mento dentro da rede; a QoS é entdo caracterizada por um objetivo fixado para a Razdo
de Perda de Blocos.

Uma caracteristica essencial da classe ABT é o uso de células de RM para realizarem um
rdpido ajuste da taxa designada para uma conexdo, sem precisar da cldssica sinalizacdo para
renegociar os pardmetros de conexces DBR ou SBR.

2.4.4 Available Bit Rate

As classes de servicos descritas acima tentam evitar o congestionamento através do controle
preventivo (com excegdo da versao eldstica da classe ABT). Em contraste, a classe de servico
ABR utiliza um controle reativo, através do qual as taxas que os usudrios podem transmitir
sdo definidas dinamicamente pela rede. O objetivo principal ¢ utilizar toda a capacidade
disponivel da rede e compartilhé-la igualitariamente entre todos os usudrios que possuem
exigéncias de taxas eldsticas, isto é, a taxa da conexfo nio é uma caracteristica intrinseca,
mas pode ser fixada livremente entre valores maximo e mimimo declarades. O mecanismo
ABR estd especificado detalhadamente pelo Forum ATM, e permite virias opcdes distintas.
Em particular, duas possibilidades existem para se determinar a taxa alocada para uma dada
conexao :

- A taxa & determinada pelo usudrio a partir de um bit de indicagio de congestionarento,

instruindo o usudrio a aumentar ou diminuir sua taxa de acordo com um algoritmo
definido;

— A taxa é calculada pela rede e comunicada explicitamente para o usudrio.
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A classe ABR tem como objetivo evitar a perda de células através do ajuste das taxas
de bit das conexdes dentro da capacidade disponivel na rede. Atrasos de transmissio nao sio
claramente garantidos além daqueles correspondendo a uma taxa minima de células (MCR)
que pode ser especificada como parte do contrato de trifego.

Da mesma forma que a classe ABT, a classe ABR. baseia-se no uso de células de Geren-
ciamento de Recursos (RM) para comunicar taxas alocadas ou congestionamento.

As exigéncias de QoS sdo muito pouco especificadas, uma vez que, se o usugrio adapta sua
taxa de transmissdo de acordo com a realimentagdo indicada pelas células de RM, a seqiiéncia
de dados do usudrio deve experimentar uma peguene Razdo de Perda de Células.

2.4.5 Unspecified Bit Rate (UBR)

Uma outra classe de servigo foi definida pelo Forum ATM e ser4, provavelmente, adotada
pelo ITU-T. E a classe de servicos com Taxa de Bits N ao-Especificada {Unspecified Bit Rate).
Esta classe aplica-se a conexdes sem parimetros de trifego declarados e sem garantias de
QoS. Nesta classe, os préprios usudrios devem implementar um controle reativo por meio de
protocolos em camadas mais altas, tais como o TCP, a fim de alcancar o melhor desempenho
possivel por parte da rede. O bit EFCI do cabegalho das células pode ser usado para informar
a0s usudrios a situacao de congestionamento da rede.




Capitulo 3

Processos Estocdsticos Auto-Similares

3.1 Introducao

Os estudiosos de processos estocdsticos tém se dedicado, na maioria das vezes, ao estudo
de seqiiéncias de varidveis aleatorias independentes, a processos de Markov e a outros tipos
de processos que possuem a propriedade bésica de que amostras, suficientemente espagadas,
sao independentes ou praticamente independentes. De fato, sabe-se que a hip6tese de inde-
pendéncia é, na maioria dos casos, apenas uma aproximacio para a estrutura de dependéncia
real do processo [19, 20].

Na prética, a correlacao entre amostras ndo muito distantes pode ser detectada de uma ma-
neira relativamente facil, em conjuntos de dados relativamente grandes. Modelos com memé-
ria de curto prazo, tais como os modelos AR (auto-regressivo), MA (média mével), ARMA
(auto-regressivo e de média mével} e os processos de Markov, siio bem conhecidos e freqiien-
temente utilizados na prdtica. Todos eles, sem excegdo, apresentam a caracteristica bésica de
possuirem fungoes de autocorrelacio que decaem exponencialmente.

No entanto, diversos estudos em diferentes dreas da ciéncia, tém relatado a ocorréncia de
processos estocasticos caracterizados pela presenca de persisténcia de longo prazo ou depen-
déncia de longo prazo. Essa persisténcia de longo prazo é expressa pela evolugdo dos valores
assumidos pelas componentes das séries temporais, nas quais valores consecutivos das amos-
tras (positivos ou negativos) sdo seguidos por valores de mesma ordem de grandeza e de
mesmo sinal, de tal forma que as séries temporais parecem apresentar uma sucessio de ciclos.
Em particular, elas apresentam ciclos cujos periodos sdo da ordem de grandeza do compri-
mento total T da série. Além disso, estes ciclos, vistos em diferentes amostras da mesma série,
possuem perfodos distintos (mesmo do ponto de vista do comportamento ciclico dominante).

Processos com dependéncia de longo prazo constituem, de fato, uma importante classe
de processos com uma caracterfstica bastante peculiar : a auto-similaridade estatistica. Por
um processo estocdstico auto-similar entende-se um processo cujas caracterfsticas estatisticas
independem de escalonamentos no tempo.

Hoje, é possivel identificar uma grande variedade de fenémenos naturais e processos em
geral que exibem este tipo de comportamento. Como exemplos, podemos citar [21] :

— Séries temporais geofisicas, tals como variacio de temperatura, variaces pluviométri-
cas, medi¢des de fluxos ocednicos, variagio do nivel dos rios, variagdo na freqiiéncia de
rotacdo da terra e variagdo das manchas solares na superficie do Sol ;

— Séries temporais econdmicas, tais como a série temporal da variacao do fndice Dow
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Jones da Bolsa de Valores de Nova York;

— Séries temporais fisiolégicas, tais como a taxa instantdnea de batimentos cardfiacos,
variagoes nos registros de Eletro-encefalogramas de pacientes submetidos a estimulos e
taxas de insulina em pacientes com diabete ;

— Séries temporais biolGgicas, tais como tensdes através de nervos e membranas ;

— Flutuagoes magnéticas, tais como ruidos de radiacio césmica, intensidade de fontes de
luz e o fluxo eletromagnético em supercondutores ;

~ Ruldos em dispositivos eletrénicos, tais como em transistores bipolares, tubos a vicuo,
diodos Zener, Schottky e ttnel;

— Variacao de freqiiéncia em osciladores de cristais de quartzo e relégios atdmicos:

— Fenomenos induzidos pelo homem, tais como variagdes no fluxo de trafego de automdéveis
e a muisica;

— Padrdes de erros em surtos em certos canais de comunicacdes;

— Variagao de textura em terrenos naturais como nuvens, montanhas, etc;

— Trafego de pacotes em redes de comunica¢des de alta velocidade;

~ Video digital codificado com taxa de bit varidvel (VBR).

A finalidade deste capftulo ¢ apresentar os principais conceitos e defini¢es relacionados a
processos com dependéncia de longo prazo e a processos auto-similares. Em particular, apre-
sentaremos trés dos principais modelos utilizados hoje para se modelar este tipo de processo :
o movimento Browniano fraciondrio (fBm), o processo ARIMA fracionsrio e o processo de
recompensas renovadas.

3.2 Dependéncia de Longo Prazo e Auto-Similaridade

Um dos primeiros trabalhos' a caracterizar o fendmeno da dependéncia de longo prazo
foi o trabalho do hidrélogo Hurst, em 1951 [22]. Hurst estudou os registros de fluxos de rios,
como o rio Nilo. Em particular, Hurst estudou o intervalo seqiencial de fluxos acumulados
de dgua.

Por intervalo segiiencial de um processo estocdstico {X(t),t € R} define-se a medida

M(t,T) = B [X(s) = X(@®)] - _inf [X(s) - X(2)] . (3.1)
Se X (t) possuir trajetérias amostrais contfnuas e os pardmetros ¢ e T forem finitos, podemos
trocar sup por max e inf por min.
Os resultados empiricos de Hurst fizeram-no concluir que o intervalo segiiencial de fluxos
acumulados de dgua é proporcional a T onde % < H < 1. Este resultado causou grande
surpresa para os estatisticos da época, pois modelos como

X(T) = [0 Y(s) ds, (3.2)

1'Uma das primeiras observacoes do fendmeno de dependé@ncia de longo prazo remonta ao ano 1895, quando o
astroénomo Newcomb discutiu o fenémeno de dependéncia de longo prazo em conjuntos de dados astrondmicos
e denominou-o de “erros sistemiticos” .
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onde Y (s) é um processo estocdstico estaciondrio cujo somatério da funcao de covarincia é
convergente, possul um intervalo seqiiencial assintoticamente proporcional a T2, Isto levou
estudiosos a conclufrem, precipitadamente, que os fluxos dos rios néo poderiam ser represen-
tados por processos estocdsticos estaciondrios. O pardmetro H passou entio a ser denominado
de pardmetro de Hurst.

Anos mais tarde, Adelman [23] investigou também a presenca de dependéncia de longo
prazo em séries temporais economicas. Os ciclos longos das séries foram investigados através
de andlise espectral, numa tentativa de se determinar se tais ciclos correspondiam a méximos
espectrais em freqiiéncias bem definidas. As experiéncias mostraram que o méximo espectral
mais claramente identificado era, na verdade, localizado (tipicamente) muito préximo da
menor freqgiiéncia observada, a saber, o inverso do tamanho T' da série temporal em questao.

Em 1969, Benoit B. Mandelbrot [12] sugeriu ent3o que a melhor maneira de se explicar a
universalidade da forma do espectro dessas séries seria supondo-se que a densidade espectral
S(f) do processo gerador tende rapidamente ao infinito quando f — 0. A exigéncia de que
S(f) tenda rapidamente para o infinito quando f — 0 sugere que uma das formas possiveis
para as funcoes S(f)} seja dada por

S(f)y~ f7722 para % <H<1. (3.3)
Os processos para os quais S(f) = f'=* com } < H < 1, foram denominados de ruidos
fraciondrios ou ruidos 1/f. Como estas funcdes possuem uma forma hiperbélica, Man-
delbrot resolveu denominar a explicacdo dessa forma de espectro por “hipétese do espectro
hiperbélico® ou “hipétese do espectro H”. Mandelbrot denominou também esse fendmeno
de “sindrome do espectro hiperbélico” ou “Joseph Effect”, numa referéncia a uma passagem
biblica [12].
A hipdtese do espectro H, em esséncia, ¢ uma forma de se expressar o fato de que a
interdependéncia do processo em questdo é, teoricamente, infinita e que a sua funcdo de
autocorrelagdo exibe, tipicamente, um decaimento do tipo hiperbolico, ou seja, da forma

rk)~k7? 0<8<1, (3.4)

0 que 1mplica na ndo-somabilidade da func¢io de autocorrelacio.
Atualmente, considera-se a seguinte definicio para um processo com dependéncia de longo
prazo [3] :

Definigdo 3.1 : Seja {X(t),t € R} um processo estocdstico estaciondrio no sentido am-
plo. Seja também a segiiéncia de varidveis aleatérias X, tais que X (t,) = X,,. A seqiéneia

X1, Xy, ... de varidveis aleatorias é chamada de dependente a longo prazo se
> Cov{X1,Xn} = 0. (3.5)
nm]

Além da funcio de autocorrelagdo do tipo hiperbélica, uma outra caracteristica de pro-
cessos com dependéncia de longo prazo é o fato de que a estrutura de correlagdo do processo
acumulativo &, assintoticamente, independente de escalonamentos no tempo [3]. Este fato est4
intimamente relacionado a um outro conceito matematico : o da  auto-similaridade.

Antes, porém, de introduzirmos o conceito de processo estocdstico auto-similar, é interes-
sante expormos inicialmente o conceito de uma funcdo auto-similar
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Definicao 3.2 Uma funcdo f(t) € dita auto-similar, com pardmetro de auto-similaridade
H, se, para gualguer o > 0,

flat)=aff(t). (3.6)

Assim, podemos definir um processo estocdstico auto-similar.

Definicao 3.3 Um processo estocdstico X (t) é dito estritamente auto-similar com pard-
metro de auto-similaridade H (pardmetro de Hurst) se, para qualquer o > 0,

{X(at)} £ {o” X (1)} (3.7)

onde £ indica que os processos X (at) e o« X (t) possuem as mesmas funcdes de distribuigdo
de probabilidade conjuntas (de dimenséo finita).

Em se tratando de caracteristicas de segunda ordem, podemos estabelecer a seguinte de-
finicdo :
Definicdo 3.4 Um processo X(t) é auto-stmilar no sentido amplo com pardmetro de
auto-similaridade H se, para qualquer o > 0, o processo X (at) e o™ X (t) possuemn as mesmas
caracteristicas de segunda ordem. Por outro lado, serd dito assintoticamente auto-similar
de segunda ordem se as caracteristicas de segunda ordem de X («t), normalizadas apropria-
damente, convergem para as caracteristicas de um processo auto-similar de sequnda ordem
quando o — 00,

Assim, dado que « ¢ equivalente a um efeito de agregacio, um processo que é (estritamente
ou assintoticamente) auto-similar de segunda ordem, com 1/2 < H < 1 &, essencialmente,
equivalente a um processo com dependéncia de longo prazo. Ou seja, embora os conceitos de
dependéncia de longo prazo e auto-similaridade sejam, em geral, dois conceitos distintos, eles
caracterizarao o mesmo processo caso este seja auto-similar de segunda ordem. Em particular,
se estivermos lidando com processos Gaussianos, podemos afirmar que se tratam de Processos
estritamente auto-similares.

Como conseqiléncia da auto-similaridade estatistica, as trajetérias de processos com de-
pendéncia de longo prazo sdo, tipicamente, fractais [21, 24]. Genericamente falando, fractais
s80 objetos geométricos que possuem uma estrutura nao-degenerada em todas as escaias tem-
porais (ou espaciais).

Emn geral, as trajetérias dos processos estocdsticos sdo curvas unidimensionais bem compor-
tadas no plano, as quais sio bem caracterizadas pela sua “dimenséo topolégica”. No entanto,
processos estocdsticos auto-similares possuem trajetérias amostrais tio irregulares que sua
“dimenséo efetiva” excede sua dimensio topoldgica unitziria.. Esta dimensao “efetiva” é usual-
mente denominada de dimensdo fractal de uma curva®. No entanto, nio existe um conceito
tinico de dimenséo fractal. Pelo contrério, existem na literatura diversas definicGes. Indepen-
dente da defini¢éo utilizada, a dimensao fractal D de uma curva qualquer varia, tipicamente,
entre D =1 e D = 2. Para processos auto-similares, existe uma forte correspondéncia entre
a dimensao fractal D) e o pardmetro de auto-similaridade H do processo. Em particular, um
aumento no parametro H corresponde a uma diminuicdo na dimensio D.

*Uma definigie de dimenséo fractal encontra-se no Apéndice A.
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3.3 O Movimento Browniano Fraciondrio (fBm)

Antes de introduzirmos o movimento Browniano fraciondrio propriamente dito, é interes-
sante definirmos o movimento Browniano padrio. Por movimento Browniano entende-se um
processo estocdstico B(f) com incrementos Gaussianos tais que B (ty) — B(t,) possui média
zero ¢ varidncia [ty —t,|. Além disso, B(ty) — B(t;)  independente de B(ts) — B(ts) se os
intervalos (t1,%2) e (¢3,%4) néo se sobrepdem [6].

A familia de processos estocdsticos conhecida hoje por movimento Brouwniano fraciondrio
(fBm) foi proposta, inicialmente, em 1940 por Kolmogorov [25]. No entanto, a sua atual
popularidade deve-se, sem divida alguma, aos trabalhos de Benoit B. Mandelbrot e John
Van Ness [6], que juntos desenvolveram toda a teoria e a difundiram em diversos trabalhos
(26, 27, 5].

Por movimento Browniano fracionério, Mandelbrot ¢ Van Ness denominaram uma familia
de processos estocdsticos Gaussianos construidos a partir de uma média movel de incre-
mentos infinitesimais sucessivos do movimento Browniano puro, isto &, de dB(t), no qual os
incrementos passados de B(t) sdo ponderados pelo “kernel” (¢ — s onde 0 < H < 1.

Uma defini¢io mais conveniente, embora um pouco mais especializada, foi proposta por
Barton e Poor [28] e serd adotada aqui pelo simples fato de ser a mais utilizada atualmente.

Definicao 3.5 Seja {B(t),t € R} o movimento Browniano puro e seja H um pardémetro
real satisfazendo 0 < H < 1. Denomina-se de movimento Brouwniano fraciondrio de
pardmetro H o processo estocdstico {By(t),t € R} definido por :

B = v L [ - et as

00

‘ S
+/G it — 7|12 g )}, LeR, (3.8)

onde, para t < 0, a notacdo f{;’ deve ser interpretada como - fto.

Da forma como estd definido, By (t) ¢ um processo Gaussiano de média zero e com B w(0) =
0. Notemos que, se H = 1/2, teremos

Bl/g(t) s B(t), t E R,

ou seja, o fBm reduz-se ao movimento Browniano puro. Neste sentido, o movimento Browniano
fraciondrio pode ser considerado como uma generalizacao do movimento Browniano puro. Para
outros valores de H{, By(t) ¢ denominado de uma integral fraciondria de B (t), no sentido de
Weyl [29].

Pode-se mostrar (28, 30] que a funcio de autocorrelagio de By (t) ¢ dada por :

E{BH(S)BH(t)} - RBH(S= t) = l;ﬂ (l‘SIZH + Itle - ft - 3|2H) ; s,t € R, (39)
sendo que
Vi £ Var [By(1)] mr‘(z—zﬂ)f?%%ﬂl. (3.10)

Dai resulta que

Var [By(t)] = Vi |12 . (3.11)
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Uma definicao alternativa, baseada nas propriedades do fBm, foi dada por Norros [2],[11].
De acordo com Norros, um movimento Broumiano fraciondrio normalizado, com pardmetro
H e [%, 1), & um processo estocdstico Zi, ¢ € (—o0, o), caracterizado pelas seguintes proprie-
dades :

1. Z; possui incrementos independentes ;
Zy =0, e E[Z] = 0 para todo ¢;
E[Z3] = |t|*" para todo ¢;

Z; possuit trajetérias continuas ;

R ol - o

Z¢ € um processo Gaussiano, isto ¢, todas as suas fungdes de distribuigdes conjuntas
(finitas) sdo distribuigdes Gaussianas.

Das Egs. (3.9) e (3.11) podemos concluir que o fBm & um pracesso estocdstico ndo es-
taciondrio. Sendo um processo ndo-estaciondrio, a definicio usual de densidade espectral de
poténcia nao se aplica ao movimento Browniano fraciondrio. Ao invés disso, é necessdria a
aplicacdo de alguma defini¢do de densidade espectral de poténcia para processos estocdsticos
nao-estaciondrios. Mais ainda, mesmo se tivermos uma definicio bem estabelecida de espectro
dependente do tempo, teremos de levar em conta o problema de sua medigdo, para que seja
possivel a sua relagdo com dados obtidos experimentalmente.

Uma abordagem bastante interessante foi dada por Patrick Flandrin [30] e serviu para
esclarecer melhor o conceito de espectro do fBm. Flandrin dividiu a sua anslise em duas
partes distintas mas, ao mesmo tempo, complementares : uma anglise de tempo-freqiiéncia e
uma andlise de tempo-escala. A seguir, descreveremos essas duas anglises.

Andlise de Tempo-Freqiiéncia do fBm

Embora nao exista uma ferramenta tinica para anilise espectral dependente do tempo
para processos ndo-estaciondrios, uma série de trabalhos recentes tem enfatizado o uso da
defini¢do de espectro de Wigner-Ville [31]. Por definicio, o espectro de Wigner-Ville (WVS)
de um processo X (t) com fun¢do de autocorrelagio Rx(t,s) é dado por

+00

Wx(t,w) z/

—00

T T ,

Rx (t + L4z —) e~ g (3.12)
2 2

Esta definicao destaca-se por possuir vérias propriedades interessantes e por generalizar, de

um modo natural, o conceito de densidade espectral de poténcia para processos estaciondrios,

de modo que, se o processo for estacionario, ela reduz-se ao conceito usual.
Aplicando-se a definicao (3.12) a0 fBm obtém-se, substituindo (3.9) em (3.12) {301,

1
Way, (t,w) = (1 — 27 cos 2wt) - Wﬂ (3.13)

A partir dessa descricio em tempo-freqiiéncia podemos deduzir propriedades bastante
interessantes. Se introduzirmos o fBm escalonado

Bia(t) = By(at), a>0, (3.14)
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e utilizarmos uma das propriedades do WVS, a saber,

1 w _
WBH:a(t,w) = EWBH;a (at, E) y (31{))

podemos concluir, a partir de (3.13), que

WBH;a(tiw) == WG.HBH (t,UJ), (3-16)

ou seja, temos uma manifestacio (de segunda-ordem) da auto-similaridade do fBm.

Como o WVS nos fornece um espectro dependente do tempo, é possivel deduzirmos um
espectro médio sobre um intervalo de tempo de comprimento 7. Esta operagao pode ser
definida por

T
Sx(w:T) =% fo Wit w)dt. (3.17)

Aplicando esta defini¢io ao fBm, obtemos de (3.13) :

_ sin 2w 1
Sx (wi;T) = {1 — 212K 2T } ) |w|2H+1 ) (3.18)

Como uma primeira conseqiiéncia disto, temos que se T for escolhido de modo apropriado,
as oscilacoes de (3.18) podem ser anuladas, ou seja,

T 1
Sby (w5k§:;) = I—;'I“rﬁf;“g, k= —=1,0,41,- .. (3.19)

Do ponto de vista prético, a definicao (3.17) pode ser visualizada como se fosse uma
medicdo [31]. De fato, uma medigao em uma dada freqiiéncia exige um intervalo de anilise cuja

duragao estd relacionada ao inverso da mesma freqiiéncia. Portanto, a segunda conseqiiéncia
de (3.18) é que, para uma dada freqiiéncia wp,

1 1
T>> Ld—g :>SBH (wg;T) :—lw_ﬂliﬁ:ﬁ (320)
Dai,
S I 1
(W) = lim Sp, (w;T) = T

Portanto, podemos expressar o comportamento espectral do fBm como o resultado de um
processo de medicao associado a um espectro dependente do tempo.,
Notemos que

Wiy (t,w) > 0 <= H > 1/2. (3.21)
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Portanto, para 1/2 < H < 1 0 fBm é um exemplo de processo nao-estacionario com um WVS
nao-negativo. Isto nos fornece um modo alternativo de se pensar sobre o intervalo de valores
do pardmetro H.

Caso exista uma derivada para o fBm, o comportamento espectral desta derivada sers da
forma (aplicando-se as propriedades da Transformada de Fourier) :

ou seja, para 1/2 < H < 1 a derivada do fBru ters um comportamento espectral do tipo 1/f.

Analise de Tempo-Escala do fBm

Uma segunda abordagem para se analisar a densidade espectral de poténcia do fBm é
utilizar um método de tempo-escala para se examinar o comportamento do fBm em diferentes
escalas de tempo. Uma maneira apropriada e simples de se realizar esta andlise é através da
poderosa transformada wavelet (32, 33, 21}, a qual, para um processo X (t), ¢ definida por

+o¢

Tx(t,a) = % [ X(s)g (S ~ t) ds. (3.23)

Em (3.23), ¢ > 0 é o parametro de escala e 9(t) é uma funcéo wavelet arbitraria (lo-
calizada), normalizada, de forma que sua transformada de Fourier G(w) satisfaz G(0) = 0
e

oo W
£ G- % -y (3.2

o3
Dada uma wavelet basica g(t), (3.23) proporciona uma anslise de multiresolugio ao filtrar
o processo X({t) com versdes dilatadas e comprimidas de um tinico sistema de observacao.
No caso de um processo estocdstico de média zero, a transformada (3.23) ¢, ela prépria, um
processo estocdstico de média zero.
Se analisarmos a funcéao de autocorrelacio deste processo, dada por

Rx (t,8;0) = E{Tx (t,a) Tx(s,a)}, (3.25)

obteremos (usando o fato de que G(0) = 0),

Rp, (t,s;0) = — (Vi /2) a2H+1 / = 7, (T _t ; 3) |71*% ar, (3.26)
onde
+o0
V() = [ 9(6)g (0 —~ ) df. (3.27)
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A Eq. (3.26) exibe duas caracterfsticas interessantes. A primeira delas & que, quando
analisado em uma dada escala, o fBm torna-se estaciondrio. A segunda caracteristica é que
o pardmetro relevante em (3.26) é a razéo (¢t — s)/a, a qual é uma nova expressio da auto-
similaridade no sentido de que as estatisticas de segunda ordem, relativas a um intervalo
de tempo escalonado b(t — s), b > 0, sdo idénticas aquelas do intervalo nio alterado, mas
observado relativo a uma escala modificada a/b.

Como a funcao de autocorrelagio (3.26) é uma funcdo da diferenca (¢ — s), & possivel se
obter desta expressao uma densidade espectral de poténcia tomando-se a sua transformada
de Fourier. O resultado é a densidade

Sy (w3 0) = |G (aw)[? - m%—— , (3.28)

a qual corresponde ao espectro do fBm quando visto através do filtro de escala nominal a.

Como o conteldo espectral do fBm & caracterizado por (3.28) (relativo a cada escala),
é possivel se obter um espectro global adicionando-se as contribuicdes pertencentes a cada
escala. Sendo assim, levando-se em conta a medida natural associada com a distribuicéo de
energia da transformada wavelet na direcdo da escala, obtém-se o resultado

tee d 1
Sonl) = | Sonlsa) T = (3.29)

—COo

E importante observarmos que em ambas as andlises o comportamento espectral obtido
foi o mesmo.

O teorema que segue motivou a introducio do fBm e apresenta duas immportantes proprie-
dades dos incrementos do fBm :

Teorema 3.1 : Os incrementos do movimento Browniano fraciondrio sdo estaciondrios e
auto-stmilares com pardmetro H.

A prova deste teorema é dada através do seguinte corolério :

Corolério 3.1 (Lei T# do desvio padriio) : A varidncia dos incrementos do movimento
Browniano fraciondrio é dada por :

Var{[By (t +T) — By ()]} = E{[Ba (t + T) — Bu ()]*} = [T|* V. (3.30)

onde Vy é dado pela Eq. (3.10).

Este resultado é facilmente verificado aplicando-se a Eq. (3.9) e observando-se que o pro-
cesso de incrementos possui média nula :

Var {[By (¢+T) -~ Ba ()]} = E{[Bu(t+T)- Br ()"} (3.31)
= E{Bj{t+T)} —2E{Bu(t+T)By (1)} + E{B%(t)}
= Vit + Vil + TP — Vi ([t + TP + o — )
= [T]* V.
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Por este coroldrio, podemos concluir que os incrementos do fBm constituem um processo
estocdstico Gaussiano estritamente estaciondrio, cuja varidncia ¢ funcio apenas do intervalo
T entre as amostras. Além disso, percebemos por este coroldrio que

Var{[By (t +T) — By (t)]} = Var {h " [By (t + hT) — By M} =T vy, (3.32)

o que nos faz concluir que os incrementos do movimento Browniano fraciondrio By(t) sdo
auto-similares, ou seja,

{[Bu(t+T)- By (&)} £ {h"# By (t+ hT) — By ®]}. (3.33)

Em termos das trajetorias, pode-se mostrar também que 08 movimentos Brownianos fra-
ciondrios sao estruturas fractais. Mais especificamente, é possivel demonstrar 24, 21, 34] que
fun¢ées amostrais de movimentos Brownianos fraciondrios, para 0 < H < 1, possuem uma
dimensao fractal (no sentido de Hausdorff-Besicovitch) dada por

D=2-H. (3.34)

Como a Eq. (3.30) tende a zero quando T — 0, B m(t) & continuo no sentido médio qua-
dritico. Mais ainda, pode-se provar que By (t) possui trajetérias quase sempre continuas. No
entanto, By () ndo é derivével no sentido médio quadrético e também nio possui trajetérias
amostrais derivdveis [6].

Por essa razao, o conceito de derivada do fBm, assim como do ruido Gaussiano branco,
nao estd definido rigorosamente. O préprio Mandelbrot, em seu trabalho original, sugeriu uma
aproximagao para a derivada do fBm, denominada de rufdo Gaussiano fracionsrio (fGn),
definido como um “processo estocdstico generalizado” no sentido das distribuices de Schwartz
16, 35]. Posteriormente, Barton e Poor [28] formalizaram de maneira rigorosa a relacdo entre
o ruido Gaussiano fraciondrio (fGn) e o movimento Browniano fracionirio (fBm), definindo o
fGn como uma derivada “generalizada” do Bm.

Antes porém de apresentarmos a expressio da derivada “generalizada” do fBm, analisare-
mos inicialmente um processo igualmente importante e que serd o mais utilizado na pratica.
Utilizando-se a terminologia usada por Mandelbrot [6], definiremos o processo By(t; §) como
sendo o processo de suavizagio de By(t), da forma :

By(t;6) = 671 /t%BH(s) ds (3.35)

_ / Bu(s)py(t—s)ds, 650,

onde

51 se0<t<§
0 caso contririo.

i) = {

O processo By (t; 6) possui derivada estaciondria dada por

[Br (t+6) = By ()]

By (t;6) = 5

(3.36)
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ou seja, o processo By (t;6) é formado pelos incrementos normalizados de By(t).

O processo By(t; ), por si s6, é um processo estocdstico bastante interessante. De (3.33)
podemos perceber que, para qualquer § > 0, o processo Bl (t;6) & um processo Gaussiano
estaciondrio, auto-similar, de médic nula e com funcio de autocorrelacio da forma :

Rpy, (1:8) = E{By(t;:6)By(t+7;6)}
= e (I 2H-2 Il 2H+
27 6 6

Ry, (7:6) = Vg H(2H —1) |r72, (3.38)

Il

5—-1

2H
:! , 7 € R(3.37)

Se |7| > 6,

Da Eq. (3.38) pode-se mostrar que o processo Bl (t:6) ¢ ergédico e que seu comporta-
mento depende fortemente do valor de H. Além disso, podemos notar que R By, (73 6) possui
o mesmo sinal que H — 1/2. De fato, o processo B’ (¢;6) divide-se em trés grandes familias,
correspondendo, respectivamente, a 0 < H < 1/2, H = 1/2e1/2 < H < 1.

Se 5 < H < 1, é possivel se mostrar [6] que

/ Ry, (:8)ds = oo, (3.39)
R,

ou seja, By (t; §) é um processo com dependéncia de longo prazo. Por outro lado, se 0 < H < %,
pode-se mostrar que B, (t;6) ¢ um processo negativamente correlacionado.

Finalmente, se 1/2 < H < 1, o processo By (t;8) é estaciondrio, auto-similar e com
dependéncia de longo prazo.

Barton e Poor [28] estabeleceram de maneira rigorosa a relacio entre o fBm e o fGn defi-
nindo o fGn como uma derivada “generalizada” do fBm. Fazendo-se entdo § — 0 e definindo-se
H'= H — 1, o movimento Browniano fraciondrio possui a derivada generalizada [21, 28] :

t
Bint) = I By (1:6) = gy [ le— sl aB(e (3.40)
a qual é estaciondria e auto-similar com parametro H'.

Sendo um processo estaciondrio, a densidade espectral de poténcia do processo de incre-
mentos pode ser obtida do modo usual. Como j4 afirmado anteriormente, se o processo for
estaciondrio a Eq. (3.12) resume-se na definicio usual de densidade espectral de poténcia.
Analisando-se entdo o processo de incrementos

6By (t;6) = By (t +6) — By (1), (3.41)
obtemos, de (3.12),
- wé\? 1
Wep: 6 (t, w) = 4 (sm %) . W (3.42)
W

Portanto, a densidade espectral de B/, () pode ser obtida como o limite

. 1 |
W, o) (8 w) = AT (3.43)

o qual nos indica um comportamento do tipo 1/f para o fGn quando 1 /2< H < 1.
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3.4 O Modelo ARIMA fraciondrio

O modelo ARIMA fraciondrio introduzido por Hosking (1981) [36] teve como principal
objetivo modelar uma versao em tempo discreto para o ruido Gaussiano fraciondrio proposto
por Mandelbrot e Van Ness [6].

O préprio Mandelbrot prop6s uma versdo em tempo discreto para o ruido Gaussiano
fraciondrio, o qual foi definido como um processo cuja funcio de autocorrelacio é a mesma
que a do processo de incrementos unitédrios ABy(t) = By(t) — By(t — 1) do movimento
Browniano fraciondrio de tempo continuo. Hosking, no entanto, procurou definir um ProCcesso
baseado nas principais propriedades do fBm. Neste sentido, ele partiu da versio em tempo
discreto do movimento Browniano padrio - o passeio aleatério (“random walk”) - para obter
o modelo desejado.

O passeio aleatdrio consiste em um processo de tempo discreto {z (n)} definido por :

Vz(n) = (1 - B)z(n) = e(n), (3.44)

onde B é o operador de atraso, definido por B [z{n)] = z(n — 1), e e(n) é wma seqiiéncia
aleatoria i.1.d..

A diferenga primeira do processo {z (n)} é justamente o ruido branco de tempo discreto
e(n). Por analogia com a definicdo de ruido branco de tempo continuo, define-se o ruido
branco diferenciado fracionariamente com pardmetro H, como sendo a diferenca fraciondria
de ordem (l - H ) do ruido branco de tempo discreto.

2
O operador diference fraciondria é definido por uma série binomial :

vd=(1—3)d:k};(z) (—B)’“=1~—dB—~%d(1—d)Bz—éd(l—d)(de)Bg‘—...

(3.45)

Fscreve-seentaod = H —% de forma que o rufdo Gaussiano fracionario de tempo continuo
com pardmetro £ passa a ter um processo andlogo em tempo discreto, ou seja, 0 Processo

z(n) = V%(n) (3.46)

ou V?z(n) = e(n), onde {e(n)} & um rutdo branco.
Pode-se mostrar {36] que quando —3 < d < 1, o processo {z (1)} ¢ estaciondrio e pode ser
descrito por uma média-méve] da forma -

o0

z(n) = "c(k)e(n ~ k), (3.47)

Kae()
onde
I'(k + d)

Quando k& — oo, c(k) ~ I'(d)"1k%, ou seja, os coeficientes decaem hiperbolicamente, ao
invés de exponencialmente, como & o caso dos coeficientes dos tradicionais modelos ARMA

(ou ARIMA (p,0,q) ).
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A fungdo de covariancia do processo {z (n)} (para — <d < 1), ¢ dada por

—_ k —_
) = E {afn)e(n = 1)) = oo g0 (3.49)
e a fungao de autocorrelagao é dada por
o d(l+d).. . (k—1+4d) _
R(k)_(l——d)(de)...(k—d)’ F=12....
Quando & — oo,
R (k) ~ A poat (3.50)

(d— 1)1

Assim, para () < d < é— e k grande, o processo {x (n)} possui uma funcio de autocorrelagao
positiva que decal hiperbolicamente, indicando a presencga de dependéncia de longo prazo. Este
fato também & comprovado através da sua fungdo de densidade espectral de poténcia, dada
por

S(w) = [z sin (%w)} ™ ml<wsm (3.51)

Quando w - 0, S(w) ~ w4, de modo que préximo 4 origem o processo {z (n)} possui
um espectro hiperbdlico.

Apesar de ser um modelo bastante poderoso para explicar o comportamento a longo prazo
de séries auto-similares, o ruido Gaussiano fraciondrio apresenta algumas inconveniéncias,
como a incapacidade de modelar as estruturas de correlagio de curto prazo encontradas na
préatica.

Portanto, a fim de incorporar uma estrutura de curto prazo a seu modelo, Hosking propés
umns, extensao do processo original ARIMA (p,d, ¢) de Box & Jenkins [37]. Definiu entéo o
processo ARIMA fraciondrio (p, d, q), ou FARIMA (p,d, q), como sendo o processo {y(n)}
dado por

@ (B) V'y (n) = ©(B)e(n), (3.52)
onde V? & operador de diferenciacio fraciondria, e(n) é um rufdo branco, p e ¢ sdo mimeros

inteiros, d é real e

®(B)=1—-3B—...— 3,B" (3.53)

©(B)=1-0,B—...— 0B (3.54)

sao polindrnios no operador de atraso B.
Definindo-se o processo dessa forma, podemos observar que o efeito do parametro d decai
apenas hiperbolicamente & medida que a distdncia entre as observacoes cresce, enquanto
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que os efeitos de @ e ¢ decaem exponencialmente. Assim, pode-se dizer que o paridmetro d
descreve a estrutura de correlagdo de longo prazo e © e ® descrevem a estrutura de curto prazo
do processo em questao. De fato, o comportamento a longo prazo de um processo ARIMA
fraciondrio (p, d, q) pode ser expresso por um processo ARIMA fracionario (0,d,0) (ou seja,
o processo z(n) descrito anteriormente), uma vez que, para observacoes distantes, os efeitos
de © e ¢ serdo despreziveis.

3.5 Processos de Recompensas Renovadas (“Renewal
Reward Processes”)

Um segundo “sintoma” comum em algumas séries temporais é a presenca de observagoes
que s80 extremamente grandes se comparadas com as demais observacdes da amostra. Elas
ocorrem, tipicamente, em um pequeno conjunto da amostra, ou seja, em menor numero, e
variam muito de amostra para amostra.

Da mesma forma que os efeitos de persisténcia de longo prazo, a presenca de tais “picos” faz
com que diferentes amostras da mesma série parecam distintas umas das outras. Mais ainda,
as varidncias amostrais sdo enormemente influenciadas pelos valores destes “picos”. Desta
forma, impossibilita-se qualquer tentativa de estimacdo do valor verdadeiro da varidncia do
Processo.

Com o objetivo de considerar a variabilidade irregular das varidncias amostrais de tais
processos (sem abandonar, para isso, a hipdtese de estacionariedade), Mandelbrot propés a
“hipdtese de varidncia infinita” ou “hipétese IFV” (Infinite Variance hypothesis). Segundo
esta hipétese, a varidncia da populacio do processo gerador ¢ infinita [12].

Dentre as densidades de probabilidade p(z) que satisfazemn a hipétese de variancia infinita,
a mais simples satisfaz, para |z| grande, a relacio

plz) ~ |2I™*!, para 0 <a < 2. (3.55)

As funcdes de densidade de probabilidade que satisfazem esta relacdo sdo denominadas
de hiperbdlicas ou lei de Pareto. Na prética, a hipStese de varisncia infinita & equivalente
a hipétese de uma densidade de probabilidade hiperbélica. Dentre as densidades de proba-
bilidade do tipo hiperbdlicas, a mais facil de se lidar possui uma fungdo caracteristica da
forma exp (—[£]*}, com 0 < a < 2. Estas densidades foram consideradas inicialmente por
Cauchy e sdo denominadas de “densidades estdveis simétricas”. Densidades de probabilidade
estdvels assimétricas foram encontradas por P, Levy. Essas densidades de probabilidade tém
sido chamadas de “densidades de Pareto-Levy”.

Além do movimento Browniano fraciondrio (fBm), Mandelbrot propods ainda um modelo
de processo estocdstico capaz de apresentar, simultaneamente, as duas “sfndromes” teorica-
mente divergentes : a “sindrome do espectro hiperbélico” e a “sindrome da variancia infinita”.

Este modelo, proposto inicialmente para explicar os principais aspectos irregulares encon-
trados em algumas séries temporais econémicas, tem servido como base para uma explicacéo
fenomenolégica da contribuicdo do tréfego gerado por uma tinica fonte para a estrutura de
dependéncia de longo prazo encontrada no trifego agregado total da rede.

A construcdo do processo de recompensas renovadas foi baseada na construgdo ori-
ginal de varidveis aleatérias Gaussianas, introduzida originalmente por de Moivre. De acordo
com essa construgao, o ruido Gaussiano branco pode ser definido como um limite de agregacoes
lineares da forma
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M
- -1/2
X(t)=d lim M~ szwm(t) (3.56)
onde d lim indica o limite em distribuicdo, e {Wen(t)} constitui uma seqiiéncia de varigveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas segundo uma distribuigio binomial (ou
qualquer outra distribui¢do com variancia finita) [12].

Mandelbrot utilizou-se desta abordagem para construir um processo estocdstico X (¢) local-
mente Gaussiano, no qual as propriedades almejadas sdo incorporadas nos elementos bdsicos
Wi(t). Ao agir dessa forma, ele esperava construir um processo X (t) que preservasse as pro-
priedades desejadas e, a0 mesmo tempo, possuisse uma certa suavizagao proporcionada pela
introducao da agregacio linear.

Por um processo “localmente Gaussiano” entende-se qualquer processo estocdstico esta-
ciondrio X (t) de instantes de tempo inteiros ¢, cujas distribuicdes N-dimensionais, ou seja,
as distribui¢Ges dos vetores com coordenadas X (t;), X (t5), -+ , X (tn), sdo “quase” Gaussia-
nas quando N for pequeno, mas podem se tornar menos préximas da distribuicao Gaussiana
quando NV for maior. Neste caso, subentende-se que uma definicao apropriada para o conceito
de distribuicdo “quase Gaussiana ” tenha sido adotada [12].

Para a construcao do processo de recompensas renovadas considera-se, inicialmente, uma
seqliéncia {Ty} de tempos discretos formando um processo de renovacio (“renewal process”).
Por um processo de renovagio entende-se o processo estocdstico formado pela seqiiéncia de
tempos discretos T}, onde os intervalos entre renovacoes Uy = Ty, —Ty_; sdo varidveis aleatérias
independentes e identicamente distribufdas (i.i.d.). Além disso, considera-se que este processo
de renovagao seja estaciondrio.

Para se obter um processo de renovacio estaciondrio devemos ter E{U} < oo e instantes
de tempo T}, obtidos através do seguinte procedimento :

1. Inicialmente, descarta-se a varidvel aleatéria U; e selecionam-se os pontos Ty e T, de
acordo com as seguintes regras :

— Escolhe-se Ty de forma a satisfazer
Plu+1]

P == T P

(3.57)

onde Plu]l = P{U > ).
~ Quando o valor de T} for determinado, T_; é escolhido de forma a satisfazer
P [u—+ ]

Pl =u|Ty=1]= Pl

(3.58)

2. Na segunda etapa, os pontos restantes 7} sio construidos da seguinte forma :

k
Th=Ty+> Us,  parak>0;

=1

-1

Th=T,~-> Us parak<—1.
K
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Seja agora uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias identicamente distribuidas W, com
E{Wi} =0 e E {Wz} < o0, (3.59)

as quais sao independentes umas das outras e de {7}, } . Define-se entéo o “processo de micleo”
W(t) como sendo o processo estocdstico estaciondrio igual a W, para todo ¢ satisfazendo
Tk—l <t < Tk

Mandelbrot mostrou que, se Wi, possuir uma distribuicio Gaussiana, a distribuicdo mar-
ginal de W (t) serd também Gaussiana. No entanto, a distribuicio de {W (%), Wt + s)} néo
serd uma distribui¢ao Gaussiana bidimensional, de modo que W (t) nio serd um processo
Gaussiano.

Pode-se mostrar [27] que a funcdo de covaridncia de W (¢) é dada por

COV{W(t)W(t+n)}=E{W(t)W(t+n)}m1—{ZP[S]}.{ZP[S]} . (3.60)

Sabe-se [12] que uma condigio suficiente para que um processo satisfaca a hipdtese do
espectro H & que a sua fungdo de covaridncia seja do tipo hiperbdlica, ou seja, da forma

C(r)~K(r)7"™ quandor —ocel<a<?2, (3.61)
onde
Iir.glo Khr)/K(r) =1 (3.62)

A fim de que o processo {W(t)} satisfaca esta condigio, devemos ter [12] :

PlU>u]l~u"®K(u), quandou — oo (3.63)

onde 1 < a < 2. Portanto, se a funcio distribuicio de probabilidade complementar dos
intervalos entre-renovagdes for do tipo “heavy tail”, como dado pela Eq. (3.61), o processo de
micleo W{¢) terd um espectro do tipo

S(f) ~ o2 (3.64)

préximo a f =0, com 1 < o < 2.
Se analisarmos agora a distribuicdo de probabilidade do processo acumulativo

W (t) =Y Wi(k), (3.65)

¢ possivel se mostrar [12] que, no caso em que P [U > u] ~ u=K (u),
d lim T~*W*(T) = A,, (3.66)

onde A, é uma varidvel aleatdria com distribuicio de Pareto.
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A partir destes resultados, Mandelbrot definiu o processo de recompensas renovadas
Qar(t) como a soma de M funcées de nicleo independentes e identicamente distribuidas, ou
seja,

M
Qu(t) = M2 " Woalt). (3.67)

Construida dessa forma, a distribuicio marginal de m(t) torna-se, rapidamente, muito
préxima da distribuicdo Gaussiana quando M — co. Além disso, a distribuigdo conjunta de
Qa(t) € 2p(t +n) & também assintoticamente Gaussiana, bem como a distribuicdo conjunta,

finita, K-dimensional do vetor {Q(¢,), ... ,Qumti)} . Similarmente,
t M
D) =Y Quals) = M2 Wi e) (3.68)
gz==1 m=1

tende a uma distribuiciio Gaussiana quando M — oo e ¢ permanece fixo.

No entanto, para M fixo (grande ou pequeno), é sempre possivel tomarmos # suficiente-
mente grande tal que 3,(¢) pode ser aproximada por uma forma truncada de uma varidvel
aleatéria com distribuicdo de Pareto [12]. Assim, o processo £2,,(¢} é um processo estocdstico
localmente Gaussiano num sentido ndo-trivial. Ao se balancear o valor de M e 0 tamanho da
amostra, podemos controlar a extensdo sobre a qual o conceito de “local” permanece valido.

Em [12] e [38] & mostrado que, para T e M grandes, com T < M, o processo 23,(¢), quando
normalizado apropriadamente, comporta-se como o movimento Browniano fraciondrio. Além
disso, nas mesmas condigdes, o processo de incrementos de 034(t) comporta-se como o ruido
Gaussiano fraciondrio.




Capitulo 4

A Auto-Similaridade do Trafego
Ethernet

4.1 Introducao

Em 1994, pesquisadores dos laboratérios Bellcore publicaram o que hoje é considerado
o principal resultado dos dltimos anos na drea de redes de computadores. Em seu trabalho,
eles demonstraram que o trdfego em redes do tipo LAN Ethernet & estatisticamente auto-
simtlar ¢ que nenhum dos modelos de trifego comumente utilizados serve para caracterizar
este comportamento que é fractal e com dependéncia de longo prazo [1].

Para chegarem a esta conclusio, eles realizaram uma anslise estatistica rigorosa de cente-
nas de milhdes de dados coletados entre 1989 e 1992 na rede LAN Ethernet dos laboratérios do
Bellcore. Esses dados foram coletados por Leland e Wilson [39] através de medicoes de alta re-
solucdo. Ao realizar essas medigdes, Leland e Wilson detectaram a presenga de surtos ao longo
de diversas escalas de tempo (“burstiness”}, o que posteriormente veio a ser confirmado (atra-
vés de andlises estatisticas) como uma manifestacio de auto-similaridade. O comportamento
fractal ou auto-similar do trifego agregado de redes LAN Ethernet diferencia-se bastante do
trdfego de telefonia convencional e de modelos comumente utilizados para se modelar trafego
de pacotes, como por exemplo, o modelo de Poisson (ou modelos relacionados, como os pro-
cessos de Poisson Modulados por Markov [40]), modelos de trens de pacotes [41], modelos de
fluxo de fluidos {42}, etc. Nestes modelos, o trafego agregado torna-se mais “suave” a medida
em que o nimero de fontes de trafego aumenta. Isto porque, em todos esses modelos, estd
implicita a hipdtese de trafego com incrementos independentes. Ou seja, todos esses modelos
caracterizam-se pelo fato de possufrem incrementos independentes, ao contrério dos processos
auto-similares, nos quais os incrementos sio correlacionados. Sob a hipdtese de incrementos
independentes e pela Lei dos Grandes Ntimeros, é possfvel se Justificar uma uniformizacdo do
tréfego agregado através da multiplexagem estatistica, uma caracterfstica bastante desejada
e que foi, inicialmente, admitida pelos idealizadores da Rede ATM [9].

Atualmente, diversos trabalhos tém se dedicado a analisar o comportamento estatistico
de diversos tipos de trédfego, especialmente aqueles que serdo, possivelmente, os principais tri-
butdrios da rede ATM. Esta caracteristica auto-similar j4 foi detectada também, por exemplo,
em trafegos com taxa de bit varidvel (VBR), especialmente o trafego gerado por video digital
codificado via MPEG-2 [43, 8, 9] e tréfego de Internet [44].

Neste Capitulo, faremos uma exposicio da auto-similaridade do trafego nas redes locais
Ethernet. Embora j4 existam estudos baseados em outros tipos de trafego, como trafego VBR
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e trafego em redes WAN (“Wide Area Networks”) [45, 7], estamos, na verdade, interessados
no problema mais bdsico de compreender o comportamento auto-similar em si, independente
de sua origem {embora possa vir a existir diferencas significativas, daf os diversos estudos que
estao sendo feitos nesta drea).

Neste sentido, serd exposta inicialmente uma “demonstracio visual” do comportamento
auto-similar do trifego na rede Ethernet. Neste caso, o fenomeno da auto-similaridade pode
ser muito facilmente sugerido se analisarmos amostras desse tipo de trafego em diferentes
escalas de tempo e compararmos com amostras, nas mesmas escalas, de trafego convencional
(com dependéncia de curto prazo).

A exposicdo da auto-similaridade do trafego da rede Ethernet pode ser feita de uma forma
mais rigorosa. Na secao 4.4 vamos expor os principais métodos de estimacao do parametro
H de uma série temporal qualquer. A escolha de métodos eficientes de estimacao desse pa-
rdmetro tem recebido uma atencdo especial por parte dos projetistas das redes ATM, uma
vez que a estimacao precisa do grau de auto-similaridade serd de grande importancia para a
determinacao do comportamento do trafego e, conseqiientemente, para uma melhor alocagio
dos recursos da rede. Para fins de ilustragdo, apresentamos na secio 4.5 a aplicagio de alguns
dos métodos de estimacao do pardmetro H para duas amostras de trafego real.

Neste capitulo, apresentamos também um modelo de trafego auto-similar baseado no mo-
vimento Browniano fraciondrio proposto por Norros [11]. A partir deste modelo, vamos expor
o impacto da auto-similaridade no comportamento de filas e na estimacio de parametros de
trafego, um tépico de muita importéncia que influird, diretamente, na garantia da QoS ofere-
cida aos usudrios da rede ATM. Além disso, apresentaremos o problema da predi¢do do fBm,
estudado por Norros [2] e que tem relacido direta com o tema principal desta dissertacéo.

Por tltimo, na se¢ao 4.7 discutiremos um modelo proposto recentemente para explicacao
da origem da auto-similaridade do trifego em redes Ethernet, partindo-se da modelagem das
fontes de tréifego individuais. Este modelo baseia-se no processo de recompensas renovadas
exposto na secao 3.5 do Capitulo 3.

4.2 O Trafego na Rede Ethernet

A rede local tipo Ethernet utiliza o protocolo CSMA-CD, “Carrier Sense Multiple Acess
- Colision Detection”, com velocidade de 10Mbps. Neste protocolo os terminais monitoram
a rede para saber se hd outra transmissio naquele instante. Caso afirmativo, o terminal
continua “escutando” até que a rede esteja livre. A partir daf, inicia a sua transmissio. Se
outro terminal da rede comeca a transmitir simultaneamente ao primeiro, é detectada a colisio
dos dados e ambos interrompem as transmissdes abruptamente, permitindo assim, a economia
de tempo e largura de faixa da rede. Apés a colisdo, ambos os terminais aguardam urn periodo
de tempo aleatdrio e tentam transmitir novamente, assumindo que nenhum outro terminal
tenha iniciado a transmissio nesse intervalo de tempo [9]. As caracteristicas da rede Ethernet
constituem a base do padrao 802.3 do IEEE, o qual engloba também velocidades entre 1 a 10
Mbps em vérios meios de transmissido. Por um abuso de linguagem, denominaremos o trafego
nas redes Ethernet por “trifego Ethernet”.
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4.3 Uma Demonstracao Visual da Auto-Similaridade
do Trafego Ethernet

E posstvel obtermos uma demonstracdo bastante simples do fendmeno da auto-similaridade
do trifego Ethernet observando-se o comportamento do trifego em diferentes escalas de tempo
e comparando-o com uma amostra de tréfego sintético produzido a partir de algum modelo
tradicional.

A coluna da esquerda da Figura 4.1 mostra uma seqiiéncia de graficos correspondentes a
contagem de pacotes (nimero de pacotes por unidade de tempo) para diferentes unidades de
tempo de amostras de trafego Ethernet. Em particular, esta figura refere-se as medidas de
trafego Ethernet realizadas em agosto de 1989 nos laboratérios do Bellcore. Comecando com
uma unidade de tempo de 100 s, cada grafico subseqiiente é obtido do anterior aumentando-
se a resolugdo temporal por um fator de 10 e concentrando-se em 1um sub-intervalo escolhido
aleatoriamente (indicado por uma regido mais escura).

Podemos observar que todos os gréaficos da coluna esquerda s3o intuitivamente muito “si-
milares” entre si, isto &, o trafego Ethernet parece o mesmo tanto em escalas maiores (min, h)
quanto em escalas menores (s, ms). Em particular, podemos verificar a auséncia de um comnt-
primento natural para os surtos. Em todas as escalas de tempo, variando-se de milisegundos a
minutos e horas, os surtos consistem de subperiodos de surtos separados por subperiodos com
menos surtos. Esta caracteristica invariante a escalas ou “auto-similar” do trafego Ethernet
é totalmente diferente do trafego de telefonia convencional ou dos modelos estocssticos para
trafego de pacotes considerados na literatura. Estes wiltimos produzem gréficos de contagem
de pacotes que sdo indistinguiveis do ruido branco apés sofrerem alguma agregacdo, como
mostram os graficos da coluna direita da Fig. 4.1. Esta seqiiéncia foi obtida do mesmo modo
que na primeira seqtiéncia, exceto pelo fato de que ela consiste em um trafego sintético, gerado
a partir de wm processo de Poisson com as mesmas caracterfsticas (em termos de tamanho
médio de pacotes e taxa de chegada). A Fig. 4.1 sugere um método muito simples para se
inferir sobre a auto-similaridade de um processo qualquer.

4.4 Estimagao do Pardmetro de Hurst (Parametro H)

A dependéncia de longo prazo, o decaimento lento das variincias amostrais e o corm-
portamento do tipo 1/f para a densidade espectral de poténcia correspondem a diferentes
manifestacoes do fendmeno da auto-similaridade. Baseado nestes fatos, o problema de se testar
e estimar o grau de auto-similaridade de um certo processo pode ser abordado de diferentes
maneiras. Existem hoje na literatura diversos métodos para a estimacao do parametro H
(parametro de Hurst) de uma série temporal [46].

Este tema, como ji abordado anteriormente, seré de fundamental importancia para o
controle, gerenciamento e policiamento de trifego em redes ATM, bem como para o Controle
de Admissao (CAC) da rede. A correta estimacio do parimetro H permitird uma melhor
caracterizagdo do trifego, permitindo uma alocacio mais racional dos recursos da rede e,
conseqlientemente, uma maior garantia QoS contratada com os usudrios. A seguir, apresen-
taremos alguns dos principais métodos de estimacio do parametro H de uma série temporal.
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FiGura 4.1: Coluna esquerda : trdfego Ethernet real (pacotes por unidade de tempo) em
cinco escalas de tempo diferentes. Coluna direita : trafego sintético gerado a partir de um
modelo de tréfego Poissoniano nas mesmas escalas de tempo. (Figura extraida de [1]).
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4.4.1 Meétodo da Estatistica R/S

O método da estatistica R/S é um dos métodos mais conhecidos e empregados para es-
timacao do pardmetro H de uma série temporal. Este método foi proposto micialmente por
Mandelbrot e¢ Wallis [47] e estd descrito detalhadamente em [48]. Dada uma série temporal
X ={Xg, k=1,2,...,n} com soma parcial

Y(n)=3 X, (4.1)
k=1
e varidncia amostral
n 2
S$3(n) = (%) ;Xf - (-71;) Y2(n), (4.2)

a estatistica R/S, ou estatéstica do intervalo ajustado re-escalonado (“rescaled adjusted range
statistic”), é definida por :

.gi(% _ 5%55 {%1% {y () %ym)} - min {Y(t) - -:;Y(n)} } . (4.3)

No caso de séries temporais representativas de processos estocdsticos auto-sirmilares, esta
estatistica satisfaz, quando n — o0, a

E{R(n)/S(n)} ~ Cyn¥, (4.4)

onde C'y & uma constante positiva, finita ¢ independente de 7, e onde H & o pardmetro de
Hurst da série temporal.

Para se determinar o pardmetro # de uma série temporal de N amostras, subdivide-se
esta série em K blocos nao sobrepostos de comprimento n = | N/K| (onde |-] indica o maior
inteiro menor ou igual a N/K) e em seguida, para cada valor de n, calcula-se a estatistica
R(k;,n)/S(k;,n) para os K blocos que se iniciam nos pontos

N
ki:i(—fi—') +1, 1=0,1,2,...
tais que k; +n < N. Portanto, para cada valor de n obtém-se K diferentes estimativas de
R(n)/S(n). A andlise grafica da estatistica R/S consiste em tracar o gréfico

log [R(ki,n)/S(ki,n)] x log (n).

Este grafico € comumente denominado de diagrama por.

O diagrama pox apresenta, para pequenos valores de 1, uma regiao de transicio represen-
tativa da natureza de dependéncia de curto prazo da série temporal. A medida que o valor
de n cresce, os pontos do gréfico tendem a flutuar em torno de uma reta de certa inclinagao,
terminando em uma regido de poucos pontos, correspondendo a maiores valores de n. A fim
de tornar a estimacao mais confijvel, descartam-se do grifico os pontos correspondendo 2
regiao de transicao e os pontos para os quais n é muito grande. Finalmente, tendo em vista
a equagdo 4.4, a estimativa H do parametro H pode ser obtida atraveés da inclinacdo de uma
reta ajustada ao grafico via mfnimos quadrados, por exemplo. Esta, inclinagdo pode assumir
valores entre 1/2 e 1. A principal vantagem da anslise R/S é sua relativa robustez com relagao
a alteragOes da distribuicdo marginal do processo gerador.
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4.4.2 Meétodo da Variancia Amostral

O método da varidncia amostral consiste em analisar o comportamento das varidncias
amostrais das séries agregadas X (™ = (X ,im) k=1,2,... ) , obtidas a partir da série original
X ={X;, 1 =1,2,...}, por divisioc em blocos nio sobrepostos de tamanho m e calcular a

média de cada bloco. Ou seja, para cada m = 1,2,3, . .. , a série agregada X & dada por
km
1
X(m} — . —_ .
po=— ) X, k=12, (4.5)
i={k—1)m+1

Sabe-se que a varidncia dos processos agregados X (™ relativos a processos estocdsticos auto-
similares (de segunda ordem, pelo menos) decrescem lentamente de acordo com & relacao

Var (X™) ~ o*m?  quando m — oo, (4.6)

com 3 =2H -2 <0. R
K possivel entdo se obter uma estimativa 3 de 3 (e conseqiientemente de H ) a partir

do grafico de log [@ (X (m))} versus log(m). Como Var (XU™) & uma estimativa da Var

(X™)}, os pontos resultantes no grafico devern formar uma reta aproximada de inclinacio 3,
onde ~1 < 3 < 0. Na pritica, esta inclina¢io é obtida ajustando-se uma reta por minimos
quadrados aos pontos do gréfico. Neste processo, descartam-se os pontos para os quais m é
pequeno. Se a inclinagdo da reta. - pertencer ao intervalo (~1,0], o processo é auto-similar com
parametro de Hurst (estimado) H = 1+3/2. O caso 3 = —1 (H = 1/2) corresponde ao ruido
branco descorrelacionado.

4.4.3 Meétodo dos Valores Absolutos das Séries Agregadas

Este método & muito similar a0 método da variéncia amostral. Neste método os dados
sao repartidos da mesma maneira e as séries agregadas calculadas. Ao invés de se caleular a
variancia amostral, determina-se a soma dos valores absolutos dos termos das séries agregadas,
ou seja, determina-se

1 Njm
S = 57— 3 |x{™]. .
Traga-se entdo o gréfico do logaritmo desta estatistica versus o logaritmo de m. Se a série

original apresentar dependéncia de longo prazo, com parametro de Hurst H, o resultado serd
uma reta aproximada com declividade H — 1 [46].

4.4.4 Método de Higuchi

Este método, sugerido por Higuchi [49], envolve o cdleulo do comprimento de uma tra-
jetéria e a determinagio de sua dimensio fractal D. O método é muito similar a0 método
dos valores absolutos agregados das séries agregadas discutidas anteriormente. Segundo este

processo, utiliza-se as somas parciais Y (n) = > i1 X da série original {Xe, k=1,... ,N}
para se calcular o comprimento normalizado da curva, dado por :
N—1 m N —j ~1 [{N—i)/m] ' .
Lm =750 { - ] S Wltkm)~Y G+ (- Dm),  (48)

k=1
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onde N é o comprimento da série temporal, m é o tamanho dos blocos e [-] denota a funcio
“menor inteiro maior ou igual a”. Como E {L (m)} aproxima-se, assintoticamente, a

E{L(m)} ~ Cym™?,

onde D = 2 — H, um gréfico de log (L(m)) versus log(m) deve produzir uma reta aproximada
cuja inclinagao D é uma estimativa da dimensio fractal D da série original.

4.4.5 Meétodo do Periodograma

Na andlise do periodograma calcula-se inicialmente a densidade espectral de poténcia da
série X = {X;, i =1,2,...}, dada por
2
1
- 27N

N
ljw
E Xje

i=1

Sw) , (4.9)

onde w & a freqiiéncia e N é o nimero de termos na série. Como S {w) € um estimador da
densidade espectral, uma série com dependéncia de longo prazo deve ter um periodograma
proporcional a [w|' ™*# préximo 3 origem. Portanto, se tragarmos o grifico de log {S(w)] versus
log(w), deveremos obter uma reta com declividade préxima a 1 — 24. Na prética, utilizam-se
apenas as freqiéncias mais baixas, correspondendo a 10% do nimero total NV de freqiiéncias.

4.4.6 Meétodo do Estimador de Whittle

O estimador de Whittle é baseado no método do periodograma. Ele envolve a funcio

_ [ 5w
R o

onde S(w) é o periodograma da série X e f (w;n) € a densidade espectral de poténcia do
processo X, parametrizada pela freqiiéncia w e pelo vetor 77 de pardmetros desconhecidos.

O estimador de Whittle nada mais é do que o valor de 7 que minimiza a funcio Q.
Ao se lidar com um processo auto-similar, n corresponde exatamente ao parametro H. Este
estimador possui a vantagem de fornecer intervalos de confianca para. os valores do pardmetro
H. No entanto, este método consome um tempo de processamento muito maior que os demais.
Diferentemente dos métodos discutidos anteriormente, o estimador de Whittle é obtido através
de um método ndo gréfico, assumindo-se o conhecimento a priori da forma parametrizada da
densidade espectral de poténcia do processo X.

(4.10)

4.5 Andlise do Trédfego Ethernet

Nesta secéo ilustraremos alguns dos métodos estatfsticos descritos anteriormente para a
estimagao do pardmetro H de séries temporais representativas de trafego real. Para isto,
utilizamos duas amostras de trdfego LAN Ethernet disponibilizadas pelo Bellcore, via ftp, no
endereco flash.bellcore.com no diretério pub/lan_traffic. Estas arnostras pertencem ao
conjunto de medi¢des realizadas por Leland e Wilson nos laboratérios Bellcore [39] e sdo as
mesmas utilizadas por eles na elaboracio da anslise estatfstica que resultou na descoberta
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do cardter auto-similar do trifego Ethernet [1]. Os arquivos obtidos consistem nos dados
coletados em Qutubro de 1989 e referem-se aos trafegos interno (circulado nos laboratérios
do Bellcore) e externo (trafego trocado entre o Bellcore e o ambiente externo, via Internet).

O arquivo pOct.TL (trdfego interno) contém o registro de um milhio de chegadas de
pacotes no cabo principal da rede, monitoradas a partir das 11 :00 horas do dia 05/10/89, e
correspondem a 1.759,62 segundos, aproximadamente. O arquivo OctExt. TL (trafego externo)
contém o registro de um milhdo de chegadas de pacotes monitoradas a partir das 23 :46 horas
do dia 03/10/89, correspondendo a 122.797,83 segundos, aproximadamente.

Ambos 0s arquivos estdo em formato ASCIL, sendo a chegada de cada pacote registrada
em uma linha de 20 bytes. Cada linha possui dois registros : o primeiro registro refere-se ao
instante, em segundos, no qual ocorre a chegada do pacote; e o segundo refere-se ao compri-
mento do pacote em bytes, excluindo-se o predmbulo e o cabecalho. Os bytes monitorados
correspondem a pacotes completos, ndo incluindo fragmentos de colises. A seguir, apresen-
tamos os resultados da estimacdo do pardmetro H a partir de amostras de trafego obtidas
dos arquivos pOct. TL e OctExt.TL. Os métodos utilizados foram o do diagrama pox, o da
variancia amostral e o do periodograma. Os graficos que serdo apresentados foram todos obti-
dos neste trabalho a partir da implementacio dos algoritmos correspondentes a cada método.
O método do diagrama pox foi implementado utilizando-se a linguagem de programacio dis-
ponfvel no Mathematica 3.0. No caso dos métodos da varidncia amostral e do periodograma,
utilizarmos o Matlab 5.0.

4.5.1 Diagrama “Pox” da Estatistica R/S

As Figuras 4.2 e 4.3 exibem o diagrama pox calculado para os primeiros 10.000 pacotes
correspondentes aos trifegos externo e interno (arquivos OctExt. TL e pOct.TL). Descartando-
se os pontos correspondendo a regido de transicdo e os pontos para os quais n é muito grande,
ajustamos uma reta via minimos quadrados. A inclinacio desta reta para o caso do trifego
externo foi de 0,8322, ou seja, o valor estimado de H 6 de H = (},8322. No caso do trafego
interno, a inclinagao calculada da reta foi de 0,6605, o que nos d4 um parametro A estimado
de H = 0,6605.

4.5.2 Meétodo da Variancia Amostral

As Figuras 4.4 e 4.5 mostram os grificos do método das variincias aplicado a 10.000
amostras de trafego Ethernet. Para o tréfego externo (arquivo OctExt.TL), a reta aproximada
possui uma inclinacao de —0,3297, o que nos fornece uma estimacdo do parametro H de
0,8351. No caso do trifego interno, a reta aproximada apresenta uma. inclinacdo de —0, 5552,
o que significa um pardmetro H de 0,7224.

4.5.3 Método do Periodograma

As Figuras 4.6 e 4.7 mostram os gréficos de log [S(w)] versus log (w). Para o trafego externo,
a reta aproximada possui uma inclinagéo de -0,6853, o que significa um parametro H estimado
de 0,8426. Para o caso do tréfego interno, a inclinaco da reta aproximada foi de -0,2959, de
modo que o pardmetro de Hurst estimado foi de 0,6480.
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Método da Estalistica R/S (Diagrama Pox) - Série OctExi, L
2.5 T T T

.
3,3

log10[R(N)/S(ny]

0.5

033 1 15 2 25 3
log1¢{n}

FIGURA 4.2: Diagrama Pox de 10.000 amostras de trafego Ethernet (série OctExt. TL).

2 Método da Estatistica A/S {Diagrama Pox) - Série pOot.TL
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log10[R(nY/S{n})}

Py
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FIGURA 4.3: Diagrama Pox de 10.000 amostras de trifego Ethernet (série pOct. TL).
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Método da Variancia - OctExt.TL
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inclinagdo da reta: -0,3297
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05 1 15
log10{m}

2 25 3

FIGURA 4.4: Método da variancia aplicado a 10.000 amostras de trafego Ethernet (arquivo

OctExt. TL).
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Método da variincia aplicado a 10.000 amostras de trdfego Ethernet (arquivo
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Método do Periodograma - OctExt. TL

6
55¢ .
5r
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2 Sl
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@
L
4 L.
inclinacdo da reta: -0,6853
3.5¢ Pardmetro H estimado: 0,8426
3 . . . . ;
-3 -2.5 -2 -1.5 -1 0.5 0
iog10(w)

F1GUrA 4.6: Método do periodograma aplicado a 10.000 amostras de trifego Ethernet (ar-
quivo OctExt.TL).

Meétodo do Periodograma - pOct.TL
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FIGURA 4.7: Método do periodograma aplicado a 10.000 amostras de tréfego Ethernet (ar-
quivo pOct.TL).
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4.6 O Trafego Browniano Fraciongrio

A divulgagdo dos resultados dos laboratdrios Bellcore tem trazido mudancas significativas
nas dreas de projeto, controle e anilise de redes de alta velocidade. Em particular, tem-se
despendido um esfor¢o muito grande na modelagem de tréfego auto-similar, uma, vez que a
escolha de um modelo apropriado ¢ de fundamental importancia para um melhor entendi-
mento do comportamento do trifego e, conseqiientemente, uma maior eficiéncia no uso dos
recursos da rede. Uma escolha natural para modelo de trafego auto-similar é o movimento
Browniano fraciondrio (fBm) exposto no capitulo anterior. No entanto, apesar de ser um
modelo matemdtico bastante apropriado para a representacao de processos estocdsticos auto-
similares, a sua aplicacio na modelagem de tréfego real precisa levar em consideracao o fato
essencial de que o trifego de redes constitui um processo estocdstico de média ndo nula. Uma
alternativa bastante interessante, e que contorna, este problema, foi proposta por Norros i11],
o qual introduziu o trdfego Browniano fraciondrio, descrito a seguir.

No desenvolvimento que segue o trifego é considerado um “fluido” continuo, ao invés de
um processo de tempo discreto. Denomina-se processo de contagem (ou de acumulagdo) o
processo estocdstico A; que representa a quantidade de trafego (bits, bytes, células, etc.) que
chega a um certo elemento da rede (um “buffer”, por exemplo) no intervalo de tempo (0,1).
Em particular, teremos 4y = 0. Considera-se também o processo de incrementos do processo
A; definido por

A(s,t) = A, — A, (4.11)

0 qual representa o trifego ocorrido no intervalo de tempo [s,t). Norros definiu o trifego
Brouniano fraciondrio como sendo o processo estocastico A;, dado por

As =mt +/amZ, , t € (—o0,00) (4.12)

onde Z; é um fBm com parametro H (1/2 < H < 1), m > 0 & a taxa média de geracao de
trdfego e ¢ > 0 é um coeficiente de varidncia.

Notemos que, neste modelo, Norros permitiu a possibilidade de incrementos negativos,
contradizendo o fato de que um processo acumulativo real & sempre crescente. No entanto,
este modelo permite a obtencio de importantes resultados, 0s quais iremos reproduzir mais
adiante. Outra observacao digna de nota é o fato de que Z; é um objeto matemdtico adimen-
sional da mesma forma que seu parametro . Portanto, de uma maneira rigorosa, deverfamos
escrever Z(t/t,), ondet é o tempo fisico e ¢, € a unidade de tempo fisico utilizada, Isto ajuda,
em particular, a se evitar confusio no momento em que for alterada a unidade de tempo.
No entanto, manteremos a notacio original para efeito de simplificagio. Ainda com relacdo
as dimensées, se o trifego for medido em bits e o tempo em segundos, o pardmetro a possui
dimenséo bit-s.

A superposiciio 4, = 32K Al de K trafegos Browniano fracionarios independentes com
mesmo pardmetro A, mas m;’s e a;’s préprios, é também um tréfego Browniano fraciondrio
com mesmo pardmetro H e parimetros m e a dados por [11] :

K K
my
m == E i, a = —q;.
=1 m

fa=]

Se os pardmetros a; forem idénticos, a Superposicao terd o mesmo parametro a dos trafegos
originais. Isto motiva a introdugio do fator +/m em (4.12) : os papéis dos trés pardmetros
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podem ser separados tais que H e a caracterizam a “qualidade” do trdfego enquanto que a
taxa média m caracteriza a sua “quantidade”. Uma interpretagdo heuristica do parametro a
pode ser obtida se relacionarmos o trafego Browniano fraciongrio com algum outro modelo de
trdfego com dependéncia de longo prazo, por exemplo, o modelo de fluido de surtos proposto
por Kosten [50]. Segundo este modelo, o tréfego ¢ produzido por uma superposi¢io infinita
de fontes do tipo “on/off”, as quais produzem surtos que comecam segundo um processo
de Poisson com pardmetro A, chegam cada um com uma taxa r € possuem comprimentos
independentes B, com distribui¢do conjunta F(z) = P (B < z). Se denotarmos o ntmero
de surtos que chegam no instante ¢ por K, a taxa de chegada de fluidos no instante ¢ serd
R, = rK; (também denominado de “processo de taxa”). O processo de chegada acumulativo
A= fot R.ds serd dependente de longo prazo se o comprimento do surto B, possuir varidncia
infinita [11, 3]. Comparando o modelo de fluido de surtos com o trafego Browniano fraciondrio,
Norros obteve a seguinte expressio para o pardmetro a :

a =g (200 B (U A zq) — E(U Az, (4.13)

onde 2o = rt e U ¢ uma varidvel aleatéria cuja distribuicdo de probabilidade corresponde &
distribuicao de “tempo de vida residual” da varidvel aleatéria B ou seja,

P(Ugu):%f:(l——F(t))dt,

onde b = F [B]. A partir dessa expressao Norros sugeriu a seguinte interpretacao do pardmetro
a (& luz do modelo de fluido de surtos) :

— O parametro a ¢ independente de ;

— Quando H = 1/2, a é o indice de dispersio (variancia sobre a média) de A, para ¢
grande, e é independente da taxa r. Notemos que, neste caso, i = 1/2 significa que
todos os surtos sdo pequenos e portanto, em uma escala de tempo maior, suas chegadas
podem ser consideradas instanténeas :

- Quando H > 1/2, a é o produto de trés fatores; o primeiro fator r*#-1 fornece uma
expressao para a dependéncia de a em relagio a taxa r de transimissao do surto; os dois
primeiros fatores juntos mostram que a.depende de H através de um fator da forma
const*®. O tltimo fator depende, principalmente, da distribuicio truncada de B para
“surtos pequenos”.

Baseados neste modelo, importantes resultados teéricos tém sido obtidos. Descreveremos
a seguir 0 impacto do trifego Browniano fraciondrio em problemas relacionados ao controle de
trifego em redes de faixa larga. Em particular, serdo expostos resultados recentes sobre o com-
portamento de filas na presenca de tréfego Browniano fraciondrio, a estimagio de parimetros
de tréfego e a predicdo do trafego Browniano fraciongrio.

4.6.1 Andlise de Filas com Tréifego Browniano Fracionsrio

Um importante aspecto a se considerar na anslise de desempenho de redes de compu-
tadores é o comportamento do preenchimento das filas (ou “buffers”) da rede. Para isto, &
necessdrio, inicialmente, a modelagem apropriada do trafego em questdo. O comportamento
das filas quando submetidas a tréfego Browniano fraciondrio ainda nio estd completamente

T H
Tt e
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entendido. Existe apenas uma férmula aproximada para a distribuigdo do comprimento da
fila, obtida por Norros [11] e que reproduziremos a seguir.

Assumiremos ent&o que um trafego Browniano fraciondrio com pardmetros m, a e H é
oferecido em um enlace com capacidade C > m, no qual existe um “buffer” com capacidade
de armazenamento ilimitada. Podemos definir entdo o processo estocistico estacionsgrio de-
nominado de armazenamento Browniano fraciondrio com parametros m, a e H e capacidade
de saida C' > m, como o processo X; definido por

X = sup (Als,t) = {t—35)-C), te (—o0,o00) (4.14)
onde
Als,t) = A — Ay = (t—s) - m+ma(Z, - Z,) (4.15)

e Z; ¢ o movimento Browniano fracionsrio com pardmetro H.

A estacionariedade de X segue da estacionariedade dos incrementos de A:. O processo X,
¢ finito e nao-negativo, embora o processo de chegada possa possuir incrementos negativos. A
distribuigdo estaciondria do processo X; obedece a uma lei de escala que ¢ facilmente deduzida
da auto-similaridade de Z; [11].

Em principio, desejamos que a probabilidade de que o trafego exceda wm certo nivel z
seja menor do que um valor ¢ pequeno. (O valor z neste caso é o substituto para o tamanho
do “buffer” no modelo de armazenagem infinita). Se a maior probabilidade de saturacgao
permitida for €, entdo a equacao

€= P(X > x) (4.16)

valerd na carga méxima permitida (onde carga é definida por p = %). A Eq. (4.16) pode ser
escrita como uma relagao entre os pardmetros de projeto z (espago no buffer) e C' (capacidade
do enlace} e os parametros de trifego m, a ¢ H no limite critico [11] :

(€~ m) (ma)™"/CH ZO-H/H o p=1() (4.17)
onde a funcdo
flyy="r (‘?ﬁ? (Ze —yt) > 1) (4.18)
depende de H mas ndo de m, a, C ou de z. No caso de H = 1/2, a Eq. (4.17) reduz-se a
l1—p
+ T = const. (4.19)
pa

sendo p = m/C. Neste caso, para p ~ 1, podemos afirmar que para diminuirmos a capaci-
dade livre relativa (1 — p) pela metade, teremos que aproximadamente dobrar o tamanho da
capacidade de armazenamento z.

No caso de H > 1/2 a situagdo ¢ diferente. Escrevendo-se a Eq. (4.17) na forma apropriada
para dimensionamento de buffer, teremos [11] :

Pt/ 2(-)

z=f"(e) (;;1/(2(1—H})C‘(2H~~1)/(2(1—*’3’))(1 p)H/O—H) "

(4.20)
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Podemos perceber que, neste caso, quando H é alto, um aumento substancial na, utilizacdo
da capacidade livre (digamos metade novamente) requer um aumento muito maior no espago
de armazenamento. A Eq. (4.17) também pode ser escrita como uma férmula para alocacdo
de banda [11] :

C =2 m A+ f1 (e) o/ ) p=(U=H/H 1/ (2H) (4.21)

Até agora, nenhuma férmula explicita para a distribuicdo do armazenamento Browniano
fraciondrio parece ser conhecida. Norros [11] tratou o problema da distribuicio de X, através
da determinacao do limitante inferior

onde o valor méximo do segundo membro é obtido em t = Hz/({1- H ) (C —m)) {11].
Explicitamente, tem-se que

P{X,>2} >3 ((Cﬁ‘(}g) ﬁw%“”’) , (4.23)

onde x (H) = H¥(1-H)"™ ¢ $(y) = P{Z, >y} ¢ a fungio distribuicio residual da
distribuicdo Gaussiana padrao. Utilizando-se a aproximacio

i (y) ~ e::p( y2/2) 1 (424)
obtém-se a expressio
(C ]”')2 —2H
~ . S 2-2
P{X, >z} ~exp ( 2% (e x . (4.25)

Assim, a distribuicao de X; pode ser aproximada por uma distribuicao de Weibull. No caso
de H == 1/2, a distribuicio de Weibull reduz-se a uma distribui¢do exponencial da forma

max P {A; > Ct +z} ~exp (—21_”0‘9:). (4.26)
0 pa

Expressando-se (4.25) em fungdo de C, temos que P{X; > z} = € é alcancada aproximada-
mente quando

V/H
C=m+ (fi (H)v—-2In e) al/(BH) = (1=H)/H 1/ QH) (4.27)

Norros estudou o uso da Eq. (4.27) como uma férmula pratica para dimensionamento
da capacidade do enlace considerando a sua sensibilidade com relacdo acs pardmetros a e
H. Utilizando os valores m = 2 Mb/s e ¢ = 1073, ele chegou & conclusio de que quando o
“buffer” é pequeno (no caso, 100 kbytes) a capacidade de canal depende muito menos de H
do que quando o “buffer” é grande (no caso, 1 Mbyte). Além disso, para os mesmos valores
dos parametros m e ¢, ele chegou também 4 concluséo de que é muito dificil o preenchimento
completo do “buffer” grande (1 Mbyte) quando o tréfego possui dependéncia de curto prazo.
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4.6.2 Predicio do Tridfego Browniano Fraciondrio

Uma conseqtiéncia das correlagoes positivas no trafego com dependéncia de longo prazo é,
em principio, a possibilidade de predicio a curto prazo do trifego em virias escalas de tempo.
Neste sentido, ¢ interessante estudarmos como tal predicao deve ser feita e o que pode ser
obtido a partir dela. No entanto, Norros {11, 2] propés uma, solucao bastante interessante para
o problema tedrico da predi¢io do movimento Browniano fraciongrio!. Neste estudo, assume-
s¢ que os parametros m, a e H tenham sido estimados confiavelmente durante wm longo
periodo de observacdo. O problema de predicio a curto prazo de trifego, digamos, predizer
o valor de A(t,¢ -+ h} baseado na observacio de At —T,s)paras € [t -T, t], reduz-se ao
problema de se encontrar expressdes mais ou menos explicitas para os preditores {esperancas
condicionais)

Inr =E{Zu|Z, s €(-T,0}, h>0,T¢ (0,00, (4.28)

que sao solugoes 6timas sob o critério do erro médio quadritico.
Como o movimento Browniano fraciondrio é um processo Gaussiano, é natural (que repre-
sentemos os preditores como integrais sobre a parte observada do processo, na forma

it
Zh,T = / agr (h, t) dZt ) (429)
T

onde gr(h,t) é uma fungdo de peso apropriada. Quando o integrando ¢ uma fungao deter-
ministica suave, uma integral com relacio a Z, pode ser definida simplesmente como um limite
de somas de Riemann em L? [2]. Foi mostrado em [2] que para cada b > 0 e T ¢ (0, 0], a
representacao (4.29) é vilida para

sin (v (H - 1)) ! R A G i
h‘) —t) = 2 t_H”{“g‘ T 1t H+2/
gr( ) o ( ) A o Tt do (4.30)
para T < o0, e
sin (71' (H - .1.)) . [P gH-)
) h, —t)} = 2 t—H+m[ dor.
oo (B ~1) 7r B e (4.31)

Rogers [51] obteve, no caso 7' = oo, uma outra formula onde a integral é uma integral
usual e Z; aparece como um fator no integrando :

in (m(H—14)) (o [t|7H-3
E{Zy|Z, s <0} = -2 (’”(W 2))/ r—%lq_—m—ztdt. (4.32)
—G0

E interessante notarmos que a fungao de peso em (4.30) tende ao infinito tanto na origem
quanto em —T, quando T for finito. Intuitivamente, a néo-monoticidade pode ser entendida
como se as “testemunhas mais préximas” para o passado ndo observado possufssem peso
especial. A Fig. 4.8 mostra o comportamento da funcéo de peso (4.30).

1Nesta dissertacio estudamos a predicio do processo de incrementos de trifego Ethernet real, o qual
poderia ser modelado por um ruido Gaussiano fraciondrio (fGn).
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FIGURA 4.8: Funco de peso g1(1,¢) para H = 0.9. (Figura extrafda de 2]).

A vzfxriancia do preditor £ {Z, | Z,, s € (—T,0]} & wma medida concreta da previsibilidade
estatistica do trafego Browniano fracionério. Foi mostrado em [2] que
T/h '
Var {E[Zy | Z,, s € (=T, 0)]} = Var {Z,} H / gryn (1, —s) (1 + )21 1) ds.
0
(4.33)

Mais ainda, para 7" = co existe uma expressio em forma fechada em termos da funcdo gama :

~ sin (r (H - 1)) T (2 ~ H)?
VaI{E[ZhIZS,SSO]}«-—Var{Zh}(1-— W((Igm% )rgz—zﬁ)r))' (4.34)

A variancia relativa do erro Va;r(Zh — Z’\h,m) /Var(Z,) ests mostrada na Figura 4.9 em
funcao de H. Notemos que, como uma conseqiiéncia da auto-similaridade do triafego, esta
quantidade ¢ independente de h. Pode-se notar também que a forca preditiva do passad’o nao
€ muito alta, a menos que H seja muito grande (préximo a 1). O passado antes de 0 resolve
metade da variéncia de Z, quando H estd préximo de 0.85, o qual é um valor tipico para
trafego Ethernet, como mostrado no inicio deste capftulo.

1

0.8:

I

05 06 07 08 09 1
"

F1gurA 4.9: Variancia relativa do erro como funcdo do pardmetro de auto-similaridade H
(Figura extraida de [2]).

A Figura 4.10 mostra a variincia relativa do erro Var (Z1 —_ 21;) /Var(Z,) como uma
funcao de T com H = (.9.
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F1GURA 4.10: Varidncia relativa do erro como funcio de T, para H = 0.9 (Figura extraida de

2D

Podemos notar desta figura que, para a predicio de Zh, existe pouca diferenca se conhece-
mos Z em (—h,0) ou em (—oc,0). Desta forma, é possivel se estabelecer duas regras basicas
para a previsibilidade a curto prazo do trifego Browniano fraciondrio :

— O passado antes de t resolve aproximadamente metade da varidncia de qualquer valor
futuro A, u > t:

— Deve-se predizer o préximo segundo baseado no dltimo segundo, o préximo minuto com
o 1ltimo minuto, etc.

4.6.3 Estimacao de Parametros de Trifego

Como a garantia da qualidade de servico oferecida pela rede ATM dependerd, essencial-
mente, de uma estimacio eficiente das caracterfsticas do trifego, o estudo e caracterizacgao de
estimadores de trdfego com dependéncia de longo prazo é de fundamental importancia. Como
serd mostrado nesta se¢do, os estimadores para trafego com dependéncia de longo prazo sio
polarizados e convergem mais lentamente do que no caso tradicional de dependéncia de curto
prazo.

Estimacao da Taxa Meédia

A taxa média de uma seqiiéncia de trafego estacionsrio sobre um intervalo [0, 7] & usual-
mente estimada através da média amostral

onde Ar é o processo de contagem do trafego de chegada. No entanto, na bresenca de depen-
déncia de longo prazo, a estimacdo da taxa média pode se tornar tao imprecisa que a NOCAo
de taxa média deve ser interpretada de um modo totalmente diferente, por exemplo, daquele
utilizado para a taxa média de um processo de Poisson. Para, ilustrarmos isso, vamos assumir
que o trafego em questdo obedece ao modelo de trafego proposto por Norros, a saber,

Ar =mt + /maZy. (4.35)
A variéncia de iz é dada entdo por

Var {fir} = mal2#-2 (4.36)
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de modo que para diminuirmos o desvio padréo relativo para um valor abaixo de um dado €,

devemos ter [3] :
1 o\ Ya-i
T> (—, / ~) . (4.37)
ey m

O segundo membro de (4.37) cresce rapidamente com o valor de H. Por exemplo, se
tivermos m = 2 Mbit/s e a = 200 kbit-s (valores tipicos em redes LAN atuais), o tempo de
observacao exigido para uma precisio modesta de um desvio padriio de 10% seria de 10/(2-25)
segundos, o que significa aproximadamente cinco minutos para um trifego com H = 0.8 e
mais de 27 horas para um trdfego com H = 0.9 . Neste ltimo caso, até o significado de
taxa média torna-se problemdtico, uma vez que as variagdes nao-estacionsrias ao longo do dia
devem ser levadas em consideracio.

A Imprecisao das Varidncias Amostrais

Novamente, vamos nos restringir ao caso do modelo de trifego de Norros e assumir que
a taxa média m ¢é estimada pela média amostral, do modo usual. Em principio, os dois
parametros restantes (a e H) podem ser determinados pela Eq. (4.36). No entanto, a estimacao
destes pardmetros torna-se cada vez mais dificil 4 medida que H cresce, pois as varidncias
amostrais tornam-se fortemente polarizadas e de convergéncia muito lenta. Para entendermos
isso melhor, consideremos inicialmente a polarizacio. Subtraindo o “drift” estimado de Ay,
obtemos o processo

t
Btzvma (Zt"“fZT> s te [G,T]

O fato dos incrementos de B, possuirem variincias menores do que as do processo A4 torna-
se mais importante 4 medida que H cresce. Para simplificar a notacdo, vamos escolher 7 = 1
e considerar as médias dos quadrados dos incrementos
2 _ 1 - 2
2 =22 (Bin—Ba-nym)". (4.38)

k=1

O valor esperado E {82} sera entdo

1> n
;L— ZV&I‘ {Bk/n — B(k-—l)/n = % Z (nwﬂ{ -~ c(n, k)n'z)

k=1 k=1
= Var {Al/n} — man~2,

!

E{s:}

onde a soma dos nimeros
e(n, k) = 2nCov {Zk/n - Z(kul)/n,Zl} -1, k=1,...,n,

¢ igual a um. Para H € (1/2,1), as variancias dos intervalos subseqiientes diferem umas das
outras. Os mimeros c¢(n, k) dependem, essencialmente, apenas de k/n e apresentam a maior
variacao quando H estd em torno de 0.72. O valor de H representa um impacto muito grande
na polarizacdo de S? como um estimador de Var{ A, /n} . Vamos entfio considerar a conver-
géncia da varidncia amostral em direcio & variancia real. Podemos simplificar o problema
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assumindo que a taxa média é conhecida exatamente e considerando, assim, os estimadores
nao-polarizados da variancia
g1 - . : 2
R==> _(20) - z(i— 1)) (4.39)

T
k=1

Utilizando o fato de que para um vetor Gaussiano bi-dimensional (X,Y), centrado, nés temos

e
N Cov {X, YV}’
Var[Y | X] = (1 ~ VM{X}VM{Y}) Var {Y},
teremos
var {52} = -32- S°S" Cov {26) - 2(i - 1), 2() - 2(j — 1)) (4.40)
i=1 je=i
= 24 2 Cov{Z0) - 26~ 1), 20) - 2 - V.
=2 j=i
Para n grande, temos [3]
Cov{Z(i) — Z(i = 1), Z(j) — Z(j — )} ~ H(2H — 1) |i — j**~2, (4.41)

Aproximando o somatério duplo em (4.40) pela integral

n 4
H(2H——1)/ dtf ds it — s**
1 1

obtém-se a aproximacao
ntH=2 _ 1

4H -2

4 (HH = 1)
n?  |4H — 3

e (5}~ 2+

—n+1|, H3#3/4 (4.42)

(para o valor limite H = 3/4 a férmula correspondente & um pouco mais complicada, contendo
uma expressao logaritmica). Assim, o valor H = 3/4 separa a regiao onde o desvio padrio
relativo decresce segundo n~%? de uma regido onde a convergéncia ¢ ainda mais lenta e
depende de H :

-~ -1/2
AU RO H<3/4
Var {Sn} { n=20-H) 5 314 (4.43)

Novamente, existe uma grande diferenca entre os casos H = 08 ¢ H = 0.9 o tamanho
requerido da amostra para um desvio padrio de 10% & menos do que 10* para H = 0.8, mas
maior do que 10° para H = 0.9.
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4.7 A Natureza do Trafego Gerado por Fontes Isoladas

O trabalho desenvolvido nos laboratérios do Bellcore mostrou que, independente do lugar
e do momento em que foram realizadas as medi¢es de trafego Ethernet, o trafego coletado
agregado era intrinsicamente auto-similar, sendo seu grau de auto-similaridade dependente
da carga total da rede.

Recentemente, os mesmos autores do trabalho que relatou esta descoberta proporcionaram
uma resposta para esta questdo. Através de novos resultados matematicos e a sua subseqtiente
validagao através de novas andlises estatisticas, expuseram uma explicacio simples e plausi-
vel para a auto-similaridade observada no trifego de pacotes LAN Ethernet em termos da
natureza do trifego gerado pelas fontes individuais ou pares fonte-destino que formam a
seqiiéncia de trifego [52].

Desenvolvendo uma abordagem baseada no modelo de recompensas renovadas proposto
por Mandelbrot [12], eles mostraram que a superposicio de vérias fontes ON/OFF indepen-
dentes e identicamente distribufdas (i.i.d.) e estritamente alternantes, cada uma das quais
exibindo o chamado “Efeito de Noah”, resulta em um trafego agregado auto-similar.

Ao apresentar esse resultado no contexto de fontes ON/OFF, eles identificaram o Efeito
de Noah como o principal “divisor de sguas” entre a modelagem tradicional de trifego e a
modelagem de trdfego auto-similar. A modelagem de trafego tradicional, quando abordada
no contexto de modelos de fontes ON/OFF, sem excecio, assume funcoes de distribuicdo com
varidncia finita para os periodos ON e OFF (por exemplo, a distribuicio exponencial e a
distribuicao geométrica). Estas hipdteses limitam drasticamente as atividades ON/OFF de
uma fonte individual e, como resultado, a superposicio de muitas fontes comporta-se como
um rufdo branco, no sentido que a seqiiéncia de trifego agregado estd isenta de qualquer
correlacao significativa, exceto, possivelmente, alguma correlacdo de curto prazo. A seguir,
descreveremos os resultados obtidos por Taqqu et al. [52].

Consideremos inicialmente uma tnica fonte e concentremo-nos na série temporal bindria
estaciondria {W (¢), ¢ > 0} gerada por ela. Se W(t) = 1, significa que existe um pacote
no instante t; se W(t) = 0 significa que nio hd pacote no instante ¢ . Se interpretarmos
W(t) como a “recompensa” no instante ¢, teremos uma recompensa de valor igual a ‘“um”
ao longo do periodo ON, e uma recompensa de valor igual a “zero” ao longo do perfodo
OFF. Os comprimentos dos periodos ON sao independentes e identicamente distribufdos, o
mesmo acontecendo para os perfodos OFF. Além disso, os comprimentos dos periodos ON
e OFF também sio independentes entre si e podem ter distribuices diferentes. Um periodo
OFF sempre segue um periodo ON, e é o par de periodos ON e OFF que define um periodo
entre-recompensas. Dito de outra forma, os perfodos ON e OFF so estritamente alternantes?.

Vamos supor agora que existam M fontes i.i.d.. Como cada fonte envia sua prépria seqiién-
cia de trem de pacotes, ela possui sua prépria seqtiéncia de recompensas (W (1), ¢ >0},
A superposi¢do (ou contagem acumulativa de pacotes) no instante ¢ & SM Wm(1). Rees-
calonando por um fator de T, consideremos

Tt M
Wi, (Tt) = /0 (Z W<m>(u)) du,

como sendo o processo de contagem de pacotes no intervalo [0, 7).

2Este conceito ¢ uma particularizagdo do processo de recompensas renovadas de Mandelbrot. Neste modelo,
mais genérico, é permitida a ocorréncia de “recompensas” consecutivas de mesmo valor.,
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Estamos interessados no comportamento estatistico do processo estocdstico (Wi (Tt), ¢t >
0} para valores grandes de M e T Este comportamento depende das distribui¢tes dos periodos
ON e OFF, os 1nicos elementos que nao foram especificados. Desejamos entdo escolher estas
distribuigoes de tal forma que, quando M — oo e T — oo, {W5(Tt), t > 0} , normalizado
adequadamente, torna-se o processo {oymBy(t), t > 0}, onde oy, é uma constante positiva
finita e By (t) é o movimento Browniano fraciondrio. A fim de especificarmos as distribuigOes
dos perfodos ON e OFF, consideremos a notacio seguinte.

Assurniremos que, quando x — oo,

ou Fi(z) ~ hx™™ Ly(z) com 1 < a; < 2 ou 62 < oo,

ou Fye(x) ~ lpz™* Ly(z) com 1 < ey < 2 ou 02 < o0,

onde i; > 0 ¢ uma constante, Fj.(z) € a fungdo distribuicio complementar do perfodo 7, 0% ¢
a variancia do periodo j e L; > 0 é uma funcio com variacio lenta no infinito, isto &,

. L(tz)
xlf«l;ﬁg m = 1, (444)

para qualquer ¢ > 0. Adotaremos também que j = 1 corresponde ao periodo ON e Jj = 0 ser4
associado ao perfodo OFF. Um ponto a ser observado é o fato de que a média y; é sempre
finita, mas a variancia ¢? serd infinita quando a; < 2. Por exemplo, F;(z) (a funcio de
distribuicdo) pode ser uma distribuigdo de Pareto, isto &, Fie(z) = K%z~ paraz > K > 0,
I < a; <2eigual a 0 para z < K, ou pode ser exponencial. Como as distribuicoes F; e
F, podem ser diferentes, podemos ter, por exemplo, uma distribui¢do com varidncia finita e
outra com variincia infinita.

Antes de introduzirmos o resultado principal, precisamos introduzir alguma notacio.
Quando 1 < a; < 2, faremos a; = [; (I'(2 - a4)) / (¢; ~ 1). Quando 0} < oo, faremos
a;=2,Li=leaq; = a?. Os fatores de normalizacio e as constantes no teoremsa que segue
dependem de que

Ly(¢)

A= lim ¥ 22
tgcialo Lz(t)

seja finito, igual a 0 ou infinito. Se 0 < A < oo, fazemos ayyy, = a1 = o,

2 (p3as A + p?
2 (#2“13 + wiap) e L =Ly
(11 + 122)" T (4 ~ oin)
Se, por outro lado, A = 0 ou A = oo, fazemos
2 2 min
Ezim P y € L= Lmim

B (g + #2)3 [ (4 ~ amin)

onde min ¢ o {ndice 1 se A = oo (por exemplo, se ¢y < a3) e o Indice 2 se A = 0. O mesmo
acontecendo para max. Sob as condicdes estipuladas acima, o seguinte teorema é vilido :
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Teorema 4.1 Para M e T grandes, o processo acumulativo agregado {W3,(Tt), t > 0}
comporta-se estatisticamente da forma

TM;—%L—t + TH /T (T) MoymBy (t)
1 2

onde H = (3 — tmin) /2 € oy ¢é dado como acima. Mais precisamente,

Ay
Byt g

£ lim £ lim T~H L=y A 1/2 (W;!(Tt) —-TM t) = oy By (t),

onde £lim significa convergéncia no sentido das distribuigdes de dimensées finitas.

Heuristicamente, o teorema acima afirma que o termo TM (#1/ (11 + pa)) t fornece a prin-
cipal contribui¢do quando M e T forem grandes. As flutuagdes em torno deste valor sio dadas
pelo movimento Browniano fracionsrio oy, By (t) escalonado pelo fator 7H L(TY\2p11/2, No-
temos que se 1 < amin < 2, teremos 1/2 < H < 1, isto é, teremos dependéncia de longo prazo.
Assim, o fator fundamental para se obter um H > 1 /2 & a caracteristica “heavy-tail”

Fie(z) ~ Lz™% Li(z), quando z — oo, 1 < aj < 2,

para o perfodo ON ou para o perfodo OFF.,




Capitulo 5

Predicao de Séries Temporais

5.1 Introducao

Este capitulo tem como finalidade apresentar o problema geral da predicdo de séries tem-
porais. Por uma série temporal entende-se qualquer conjunto de observagSes ordenadas no
tempo, como por exemplo, os valores didrios de temperatura em uma cidade, as cotacoes de
mercado da Bolsa de Valores, um sinal elétrico amostrado no tempo, o mimero de pacotes de
dados que chegam sucessivamente a um né de uma rede, etc.

Com esse objetivo, apresentaremos a predicio de séries temporais sob dois contextos : a
predicao linear e a predicdo ndo-linear. No contexto da predicdo linear, apresentaremos a
teoria jd bem estabelecida da filtragem de Wiener, que servird como ponto de partida para a
compreensao do algoritmo LMS, um algoritmo adaptativo que serd utilizado nas nossas predi-
goes de trdfego auto-similar. No contexto da predicdo néo-linear, enfocaremos o uso das redes
neurais artificiais como ferramentas poderosas no problema de predicio. Particularmente,
vamos expor duas arquiteturas de rede : o perceptron multicamadas FIR e a rede de fungées
de base radiais (RBF).

No caso das redes de funcdes de base radiais (RBF), vamos expor ainda um modelo de
preditor adaptativo denominado de “rede RBF dinamica” proposto em [13]. Além disso, rela-
cionado ao problema da estimacio dos pardmetros das funcGes de base (no caso Gaussianas),
vamos expor o algoritmo EM de Dempster [14, 53] aplicado ao problema de estimacdo de
méxima-verossimilhanca de pardmetros de misturas de densidades Gaussianas. Como contri-
buigdo, propomos uma modificagdo deste algoritmo através da introdugdo de uma funcio
de penalidade, com o intuito de evitar a ocorréncia de singularidades durante o processo de
estimacdo. A partir deste algoritmo modificado propomos um algoritmo EM “adaptativo”,
especifico para o problema de mistura de densidades Gaussianas, tendo em vista uma possivel
aplicacao em aprendizado em tempo real ndo-supervisionado dos pardmetros das funcdes de
base de uma rede RBF.

5.2 Predigao Linear de Séries Temporais

O problema da predicdo linear de um processo estocdstico nada mais é do que uma parti-
cularizacdo de um problema mais genérico : o da filtragem linear de um processo estocdstico.
Unm filtro ¢ dito linear se obedece ao principio da superposi¢do. De acordo com este principio,
a resposta do filtro & entrada av;(¢) + bw,(¢) é o sinal ava(t) + bws(t), sendo a e b valores

70
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constantes e vy(t) e wo(t) as respostas do filtro quando este for excitado, separadamente,
pelas entradas vi(f) e wi{t). No caso de processos estocisticos de tempo discreto, os filtros
projetados serdo filtros com resposta ao impulso de tempo discreto.

O problema entdo da predigio linear & projetar um filtro linear de tempo discreto cuja
safda y(n) fornece uma estimagio de uma resposta desejada d(n), dado um conjunto de
amostras de entrada u(0),u(1),...,. Uma abordagem bastante utilizada para o problema
de otimizagao do filtro ¢ minimizar o valor quedrdtico médio do sinal de erro, que é definido
como a diferenca entre a resposta desejada e a saida real do filtro. Para entradas estaciondrias,
a solugdo resultante ¢ comumente denominada de filtro de Wiener, o qual é dito étimo no
sentido quadrdtico médio.

Consideremos entdo o filtro linear transversal de tempo discreto da Fig. 5.1.

u(n) : u(n-1) — u(n-M+2) s u(n-M+1)
L ¢
® 6 o &
| o
’ v
dw)
e(n) Cv
+ A
din)

FI1GURA 5.1: Filtro linear transversal com resposta ao impulso finita (FIR)

As entradas do filtro consistem da série temporal {u (n)} e o filtro é caracterizado pela
resposta ao impulso wg, wy, ... , war.;. Em algum instante de tempo discreto n, o filtro produz
a saida y(n) dada pela convolucio

y(n) = > wu(n — k), | (5.1)

ou seja, a saida do filtro consiste do produto interno entre as entradas do filtro
u(n) = [u(n),u(n — 1),... ,u(n - M +1)] (5.2)
e o conjunto de pesos
W= [wowy, ..., W] . (5.3)

A saida do filtro ¢ utilizada para estimar uma saida desejada d(n). Essa estimacio &
acompanhada de um erro e(n), definido como a diferenca entre a resposta desejada e a safda
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do filtro, ou seja,

e(n) =din) — Z_ wiu{n — k). {(5.4)

k=0

Desejamos entao tornar este erro tio pequeno quanto possivel segundo algum critério
estatistico. O critério aqui utilizado serd a minimizagio do erro quadritico médio. Portanto,
podemos definir a funcao de custo para o filtro transversal da Fig. 5.1 como sendo

1 1 s
J oo §E [ez(n)] = —2—E (dg(n)] - F [; weu(n — k)d(n)] (5.5)
] [Mm1ma
k=0 i=0

Como a esperanga € um operador linear, podemos reescrever a Eq. (5.5) na forma equiva-
lente

M-1 M-1AM-1
=3B )] - > B lutn ~ Kao)] + ; > X vl (n=Ku(n 9] (59

Podemos identificar as trés esperancas na Eq. (5.6) como segue :

1. Para a primeira esperanca, temos
o:=F [@*(n)] (5.7

onde o3 é a varidncia da resposta desejada d{(n), assumida aqui como sendo de média
ZeTO.

2. Para a segunda,
p(=k) = Efu(n — k)d(n)], (5.8)

onde p(—k) & a correlaciio cruzada entre a entrada u(n — k) e a resposta desejada
d(n). E importante frisarmos aqui que estamos considerando que u{n — k) e d(n) sio
conjuntamente estaciondrios.

3. Para a terceira esperanca nés temos
ry(i — k) = Efu(n—k)u(n 1) (5.9)

onde r(i — k) é a fun¢io de auto-correlacio das entradas do filtro para uma distincia
entre elas de i — k.

Sendo assim, podemos reescrever a Eq. (5.6) na forma

1 M-1 | Mm1M-l
J= —2~0'§ - Z wep(—k) + 3 Z Z Wew;Ty, (1 — k) . (5.10)
k=0 k=0 i=0

A Eq. (5.10) nos indica que quando as entradas do filtro e a resposta desejada forem
conjuntamente estaciondrias, a fun¢do de custo, ou erro quadratico médio J, serd precisamente
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uma funcao de segunda ordem dos pesos do filtro. Conseqiientemente, podemos visualizar a
dependéncia da funcao de custo J em relacio aos pesos wy, Wi, ... , War—1 COMO uma superficie
no espago de (M + 1) dimensoes com M graus de liberdade, representados pelos pesos do
filtro. Esta superficie é comumente denominada de superficie de desempenho do erro e é
caracterizada por um minimo global. E exatamente neste ponto que o filtro é dito 6timo,
no sentido que o erro quadrdtico médio atinge o seu valor minimo J,,. Neste ponto, o vetor
gradiente V' (J) & identicamente igual a zero. Em outras palavras,

Vi()=0, k=01,... M—1, (5.11)

onde Vi(J) € a derivada da fungdo de custo .J com relagio ao k-ésimo peso wy.
Derivando a Eq. (5.10) em relacdo ao peso wy, temos

Vi(J) = oJ )+ Z wiry (i — k) (5.12)

Bwk

Aplicando entdo a condigdo necessdria, e suficiente da Eq. (5.11) para optimalidade da Eq.
(5.12), encontramos que o conjunto Gtimo de pesos Wy, Woy, . . . , Wops—1 para o filtro da Fig.
5.1 ¢ determinado pelo seguinte sistema de equagdes :

> wory(i — k) =p(=k), k=0,1,...,M~1. (5.13)
1=}

Este sistemna é conhecido como as equacdes de Wiener-Hopf, e o filtro cujos pesos satisfazem
as equagOes de Wiener-Hopf é denominado de filtro de Wiener. Podemos expressar as equacdes
de Wiener-Hopf na forma matricial

Rw, =p, (5.14)
onde
r (0) r(l) - r(M-1)
R [u(n)u(n)T]z r(:l) r(:O) r(]k[:—Z)
r(M-1) r(M=2) -~ r(0)
¢ a matriz de correlagio M x M do vetor de entradas u (n) = [u(n) ... ,u(n — M + 1)
P = Eu(n)d(n)] = [p(0),p(~1),... ,p(1 - M)] (5.15)

€ o vetor de correlagao cruzada M X 1 entre as entradas do filtro e a resposta desejada d(n), e
W, = [woﬂy Wols--- woM—-l} (516)

é o vetor M x 1 de pesos étimos do filtro transversal da Fig. 5.1.




CAPITULO 5. PREDICAO DE SERIES TEMPORAIS 74

Para solucionarmos as equacées de Wiener-Hopf (5.14) para w,, assumimos que a matriz
de correlacao R & nao-singular. Pré-multiplicamos entdo ambos os membros da Eq. (5.14) por
R~!, a inversa da matriz de correlacio, obtendo

w,=R7p. (5.17)

Portanto, para solucionarmos as equag¢des de Wiener-Hopf para os pesos do filtro, necessi-
tamos, basicamente, calcular a inversa da matriz de correlagdo. Esta inversio pode se tornar
muito complicada se o niimero de pesos no filtro for muito grande. Sendo assim, uma maneira
de evitarmos esta inversao de matrizes é utilizarmos o método do gradiente descendente. De
acordo com este método, os pesos do filtro assumern uma forma variante no tempo e seus
valores sdo ajustados de uma forma iterativa, ao longo da superficie de erro, com o objetivo
de mové-los progressivamente em direcao 4 solucdo étima. Os ajustes aplicados aos pesos do
filtro tém a diregao oposta ao vetor gradiente V{.J).

Seja entdo wy. (n) o valor do peso wy, calculado na iteracao ou tempo discreto n pelo método
do gradiente descendente. De uma forma correspondente, o gradiente da superficie de erro do
filtro em relagdo aos pesos, assume uma forma variante no tempo, dada por

Vel () = =p(=K) + 3 wi () i - ) (5.19

De acordo com o método do gradiente descendente, o ajuste aplicado ao peso wg(n), no
instante n, é definido por :

Aw(n) = -V (J (n)), k=0,1,... , M~1, (5.19)

onde 77 é uma constante positiva denominada de taza de aprendizado. Dado o valor do k-ésimo
peso wi(n) no instante n, o valor atualizado para este peso no instante n — 1, serd dado por

we (n+1) = we(n)+ Awg(n) (5.20)
= wg(n) - Vi (J(n), k=0,1,... , M—1.

Na forma matricial,

w(n+1)=w(n)—nV(J(n), (5.21)
onde
V{J(n)) = —p + Rw(n). (5.22)
Portanto,
w(n+1) =w(n)+n[p - Rw(n)], n=0,1,... (5.23)

5.2.1 O Algoritmo de Minimos Quadrados (LMS)

O algoritmo de minimos quadrados (“LMS - least-mean-square algorithm”) [54, 55] é
um importante membro da familia de algoritmos baseados no gradiente estocdstico. Uma
caracteristica importante do LMS é sua simplicidade ; ele nio requer medigoes das funcoes de
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auto-correlagao pertinentes nem requer inversio de matrizes. Na verdade, é a simnplicidade do
algoritmo LMS que o torna um padrdo entre os algoritmos de filtragem adaptativa.

A fim de obtermos uma estimacdo do vetor gradiente V (.J (n)), a estratégia mais dbvia
¢ introduzirmos estimacoes da matriz de correlagdo R e do vetor de correlagio cruzada p na
formula

V{J(n)) = —p+ Rw(n). (5.24)

A escotha mais simples de estimadores para R e p ¢ utilizar estimacdes instantdneas que
sa0 baseadas nos valores amostrais do vetor de entradas e na resposta desejada, como definido
por

R(n) = u(n)u’(n) (5.25)

B(n) =u(n)d(n). (5.26)
Portanto, a estimagdo instantanea do vetor gradiente serd dada por
V (J (n)) = —u(n)d(n) + uln)uT (n)#(n) . (5.27)

Substituindo a estimagdo em (5.27), do vetor gradiente V (J (n)), no algoritmo do gra-
diente descendente dado pela Eq. (5.23), obtemos uma nova relagio recursiva para atualizacao
do vetor de pesos :

W(n +1) = W(n) + pu(n) [d(n) — uT(n)v'Cr(n)] : (5.28)

O resultado anterior pode ser reescrito na forma de trés relacoes bésicas, como segue :
1. Saida do filtro :

y(n) = u’(n)W(n); (5.29)
2. Estimacao do erro :
e(n) = d(n) — y(n}; (5.30)
3. Adaptacao do vetor de pesos :
W{n+1) = W(n) + pu(n)e(n) . (5.31)

O procedimento iterativo ¢ inicializado com um valor inicial %(0). Uma escolha conveniente
é o vetor nulo W(0) = 0. No método do gradiente descendente, o vetor de pesos w(n) comega
entéo no valor inicial w(0) e segue uma trajetéria bem definida (ao longo da superficie de erro)
que eventualmente termina na solucio étima wyq. Para isto, o pardmetro taxa de aprendizado
7 deve ser escolhido apropriadamente. No algoritmo LMS, o vetor de pesos W{n) representa
uma “estimagao” de w(n), e segue uma trajetéria aleatéria em direcio a solugdo 6tima wy. B
por esta razao que o LMS ¢ denominado de um “algoritmo de gradiente estocsstico”. Quando
o mimero de iterag¢des aproxima-se do infinito, W(n) realiza um “passeio aleatério” (Brownian
Motion) em torno da solugdo 6tima wy.
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5.3 Predicao Nao-Linear de Séries Temporais

Historicamente, um importante passo em diregdo a uma proposta além dos modelos li-
neares para predicdo de séries temporais, foi feita em 1980 por Tong e Lim . Depois de mais
de cinco décadas aproximando-se um sistema qualquer através de uma tnica fungio linear, eles
sugeriram o uso de duas funcoes lineares : o modelo auto-regressivo com limiar TAR (“thre-
shold autoregressive model”), o qual ¢ néo-linear num sentido global, ou seja, ele baseia-se
no valor do estado do sistema para escolher um entre dois modelos auto-regressivos lineares.
A partir deste modelo, uma extensao natural foi a introdugdo de diversas funcdes lineares
ou a inclusao de fatores quadrdticos ou poténcias de ordens superiores nos modelos lineares
originais : os modelos de Volterra.

Os modelos TAR, os modelos de Volterra e suas extensoes expandem de forma significativa
a possibilidade de relagdes funcionais para modelagem de séries temporais. Em contrapartida,
estes abdicam da simplicidade com a qual os modelos lineares podem ser entendidos e ajus-
tados aos dados. Para que modelos nao-lineares sejam tteis, deve existir um processo que
explore as caracteristicas dos dados para guiar (e restringir) a construcio do modelo. A falta
de solugao para este problema limitou por muito tempo o uso de modelos nio-lineares para
séries temporais.

Com o advento das redes neurais artificiais e sua reconhecida capacidade de aproximacio
de fungdes ndo-lineares, diversos trabalhos tém relatado o uso de redes neurais no problema de
predicao de séries temporais. Um dos trabalhos pioneiros nesta drea foi o de Lapedes e Farber
[56], os quais treinaram uma rede neural para emular a relacio entre a saida (o préximo
ponto da série) e entradas (predecessores) para uma série temporal gerada artificialmente.
Desde entdo, as redes neurais tem sido largamente utilizadas em problemas envolvendo a
predicao ndo-linear de séries temporais.

Na predi¢ao nao-linear de séries temporais através de redes neurais, a estimagéo % (r) da
amostra real u(n) da série temporal é tomada como a saida A" de uma rede neural alimentada
por valores passados da série temporal, ou seja,

u(n) =u(n)+en)=Num-1),un-2),... ,u(n~ M) +en), (5.32)

onde e(n) é o erro de predicao.
Apresentaremos a seguir os principais conceitos envolvendo redes neurais artificiais e a
exposi¢ao de duas arquiteturas de rede que serdo utilizadas para o nosso problema de predicao.

5.3.1 As Redes Neurais Artificiais

Uma rede neural artificial consiste de um conjunto de unidades de processamento simples,
as quais estdo interconectadas de alguma forma apropriada e se comunicam através de sinais
enviados a um grande nimero de conexdes ponderadas. Além disso, essa estrutura inerente-
mente paralela e distribuida é capaz, em prinefpio, de armazenar conhecimento e generalizd-lo
através de um processo de treinamento. Para uma completa especificagio de uma rede neural,
necessitamos de uma série de componentes, descritos a seguir [57, 58] :

- Um conjunto de unidades de processamento (“neurénios” ou “células”);

— Um estado de ativacio y; para cada unidade, o qual também representa a saida da
unidade;
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-~ Conex0es entre as unidades; Geralmente cada conexio é caracterizada por um “peso”
wy;, que determina o efeito que o sinal da unidade j produz na unidade i

— Uma regra de propagacdo que determina a entrada efetiva v; destinada a uma unidade
a partir de suas entradas externas;

- Uma fungao de ativagdo ¢, (-) que determina o novo nivel de ativacio ¥i{n) baseado na
entrada efetiva (ou potencial de ativagdo) v;(n) e o estado corrente a;(n) no instante n;

~ Uma entrada externa ou “offset”

— Um método de aprendizado, segundo o qual a rede extrai informacio do ambiente e
aproveita para melhorar seu desempenho:

— Um ambiente dentro do qual o sistema deve operar, proporcionando sinais de entrada
e, se necessdrio, sinais de erro.

Cada unidade de processamento desempenha uma tarefa relativamente simples : recebe um
sinal de unidades vizinhas ou de fontes externas e utiliza-o para produzir um sinal de saida
que é propagado para outras unidades. Dentro das redes neurais podemos distinguir trés
tipos de unidades de processamento : as unidades de entrada, que recebem dados ou sinais do
ambiente externo; as unidades escondidas, cujos sinais de entrada e saida permanecem dentro
do préprio sistema ; e as unidades de saida, que enviam os dados para fora do sistema.

A entrada total para a unidade 7 é simplesmente a soma ponderada das saidas de cada
unidade conectada ao neurénio 4, além de um termo de “offset” f;

vi(n) = Z wii(n)y;(n) + 8;(n). (5.33)

Além disso, necessitamos de uma regra que forneca o efeito da entrada total na, ativacio
da unidade. Necessitamos de uma funcio ¢; (-) que tome a entrada total »; (n) e a ativacio
atual y;(n) e produza um novo valor para a ativagio da unidade 7 :

yi(n+1) = ¢, (1:(n),vi(n)).

Frequentemente, a funcéo de ativagio é uma funciio apenas da entrada total do neurdnio :

% (n+1) =, (vi(n)) = p; (Z wij(n)y;(n) + 9s(n)) : (5.34)

Existem trés tipos bdsicos de funcio de ativacio :
1. Fungdo de Lirniar : Para este tipo de funcdo de ativagao, temos

1, sev >0
¢ (v) = { 0, sev <. (5.35)

2. Fungdo Linear por Partes : Como exemplo de uma funcéo linear por partes, temos

1, sev>1/2
pv) =1 2v, se ~1/2<v<1/2 (5.36)
-1 sev<-1/2
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3. Fungdo Sigmdide : A funcdo sigméide é a mais utilizada. E definida como uma, funcao
estritamente crescente que exibe suavidade e propriedades assintéticas. Um exernplo de
funcao sigméide & a funcdo logistica, definida por

1

T exp (—av) (5.37)

v (v)
onde a € o pardmetro que mede a declividade da funcio sigméide. Qutro exemplo de
fungdo sigmoide ¢ a funcdo tangente hiperbélica, definida por

P_) 1 —exp(—v)

p(1) = tamh (3) = TP

(5.38)

A maneira na qual os neurénios de uma rede neural estéo dispostos e os padroes de conexdes
por cles estabelecidos determinam a arquitetura da rede. Em geral, podemos identificar duas
classes distintas de arquiteturas de redes neurais :

- Redes Multicamadas com Propagacio Direta, onde o fluxo de sinais dos neurénios de
entrada para os neurénios de saida se d4 de uma forma direta, sem realimentacdo. Neste
caso, 0 processamento pode estender-se por vérias camadas de neurénios. Como exemplo
desse tipo de rede, temos os perceptrons multicamadas e o Adaline;

— Redes Recorrentes, que contém conexdes estabelecendo realimentagdes, ou seja, conexes
que se estendem das saidas dos neurdnios para entradas de neurénios na mesma camada
ou em camadas anteriores. Como exemplo de redes recorrentes, temos o mapa de Ko-
honen e a rede de Hopfield.

Uma rede neural deve ser configurada de tal forma que a aplicagdo de um conjunto de
entradas produza um conjunto de saidas desejadas. Existem véarios métodos para se estabelecer
os pesos entre as diversas conexées. Um deles é fixar os pesos explicitamente, utilizando-se um
conhecimento a priori. Um outro modo ¢ “‘treinar” a rede neural a partir de um conjunto de
dados de treinamento e ajustar os pesos da rede de acordo com alguma regra de aprendizado.

Podemos classificar o aprendizado de redes neurais em duas categorias :

— Aprendizado supervisionado ou aprendizado associativo, no qual a rede é treinada a
partir da apresentacdo de pares entrada-saida. Estes pares podem ser fornecidos por um
“supervisor” externo ou pelo sistema que contém a rede.

- Aprendizado Ndo-Supervisionado ou Auto-Organizado, no qual nao existem exemplos es-
pecificos da funcao a ser aprendida pela rede. Neste paradigma, a rede procura descobrir
as caracterfsticas estatisticas importantes dos dados de entrada e procura desenvolver
representacoes internas para codificar as caracteristicas dos dados de entrada.

Em ambos os paradigmas de aprendizado, temos como principal meta ajustar os pesos
das conexoes entre neurénios de acordo com alguma regra de aprendizado. De uma maneira
geral, todas as regras de aprendizado para modelos deste tipo podem ser consideradas como
uma variante da regra de aprendizado de Hebb [59]. A idéia bdsica é que se dois neurdnios
e j sao ativados simultaneamente, suas interconexdes devem ser reforcadas. Se ¢ recebe uma
entrada de j, a versdo mais simples da regra de aprendizado de Hebb estabelece que o peso
w;; deve ser modificado de acordo com a regra

Aw;; = vya;a;, (5.39)
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onde v é uma constante positiva de proporcionalidade representando a taxa de aprendizado.
Uma outra regra comum utiliza ndo a saida real do neurénio ¢, mas a diferenca entre as safdas
real e desejada para ajuste dos pesos :

Aw; =y (d; — a;) a5, (5.40)

onde d; é a resposta desejada fornecida pelo supervisor da rede. Esta regra é comumente
denominada de regra de Widrow-Hoff ou regra delta.

Em nosso estudo de predicio de trafego auto-sirnilar, decidimos utilizar apenas redes multi-
camadas com propagacao direta. Em particular, estudamos o uso do perceptron multicamadas
FIR e a rede de func¢des de base radiais (RBF).

O perceptron multicamadas FIR. pode ser considerado como uma extensao do tradicional
modelo de perceptron multicamadas. Em 1991, em uma competicio de predicio e andlise de
séries temporais realizada pelo Santa Fe Institute, o perceptron multicamadas FIR foi, dentre
os modelos de redes neurais, o preditor que apresentou o melhor desempenho para séries
cadticas [60].

Por outro lado, devido 4 sua propriedade de melhor aprozimagao em problemas de aproxi-
magao de funcoes e a sua rapidez de treinamento, as redes neurais RBF tém recebido grande
atencdo por parte da comunidade cientifica nos vltimos anos. Resolvemos entao, estudar a
aplicagao desses dois tipos de arquiteturas para avaliar a sua aplicabilidade em nosso problema
em particular. A seguir, vamos descreve estes dois tipos de redes neurais.

5.3.2 O Perceptron Multicamadas FIR

O modelo tradicional do perceptron multi-camadas apresenta como caracteristica bdsica
o fato de que as conexdes sindpticas sio representadas por coeficientes chamados de pesos.
Uma variacdo deste modelo pode ser obtida se trocarmos os pesos sindpticos estdticos por
filiros lineares com resposta ao impulso finita (FIR).

Por um filtro linear do tipo FIR entende-se que, para uma excitacio de entrada finita, a
safda do filtro serd também de duracéo finita. Para este filtro, a saida y{n) corresponde a uma
convolugao dos pesos sindpticos com as entradas do filtro, ou seja,

T

y(n) = > w(k)z(n — k). (5.41)

k=0

Vamos nos referir a esta estrutura como o perceptron multicamadas FIR [60].

Seja ws; (1) o peso do I-ésimo “tap” do filtro FIR modelando & sinapse que conecta a safda
do neur6nio ¢ 4 entrada do neurdnio j pertencente a camada ¢. O fndice { varia, de 0 a Mg,
onde M7; é o mimero total de atrasadores no filtro FIR que conecta a saida do neurdnio ¢ &
entrada do neurénio j pertencente & camada c. Por uma questao de simplificacdo, adotaremos
que todos os filtros, em todas as camadas, possuem o mesmo mimero de atrasadores. De
acordo com este modelo, o sinal 8%(n) que aparece na saida da i-ésima sinapse do neurdnio j

na camada ¢, é dado pela soma de convolugdo

M
siin) =D wi (g n - 1), (5.42)
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onde n denota o tempo discreto e yf~'(n ~ [} a saida do neurénio ¢ da camada ¢ — 1 atrasada
de ! unidades de tempo e que estd ligada ao neurénio 7.

Podemos simplificar a expressdo acima por uma representacao matricial, introduzindo as
seguintes notacoes para o vetor de estados e o vetor de pesos da sinapse 1 :

yit ) = [t () gf (= M) (5.43)

Wi = [w;i(0), w;i (1), w(2), ..., wis (M) (5.44)

Podemos assim, expressar o sinal s;;(n) como o produto interno dos vetores wi e yii(n),
isto é,

$5:(n) = wiyi i (n). (5.45)

Considerando a contribui¢do de todas as sinapses 7, com i = 1,2,.., p, pertencentes a um
dado neurénio, o potencial de ativagdo do neurénio j, localizado na camada ¢, serd dado por

vin) = ) s5in)—6 (5.46)

P p
= > Wiy n) =0, =Y whys(n),
=1

i=()

onde incorporamos o filtro sindptico cujos pesos sio todos iguais a 8, e os elementos do vetor
de entradas y§™'(n) sdo todos iguais a -1.
A saida do neurénio j na camada ¢ serd portanto

y; (n) = @(v§ (n)), (5.47)

onde i (n) representa a funcgdo de ativacio ndo-linear do neurdnio J na camada c.

Notemos que, se os vetores wj; e y; ™" (n) forem substituidos pelos escalares wi ey (n)e
se a operacao de produto interno for substituida pela multiplicacdo simples, o modelo dingmico
de um neurdnio, descrito em termos matematicos pelas Egs. (5.46) e (5.47), reduz-se ao modelo
tradicional de neurdnio estédtico. Com efeito, a analogia entre o algoritmo de retropropagacio
padrao e o de retropropagagdo temporal sers sempre buscada durante o desenvolvimento que
se segue.

O Algoritmo de Retropropagacio Temporal

Para treinarmos a rede, utilizamos um algoritmo de aprendizado supervisionado no qual a
resposta atual de cada neurdnio na camada de saida é comparada com uma resposta desejada
em cada instante de tempo. Assumimos por um momento que 0 neurdnio 7 se encontra na
camada de saida, com a sua resposta real no instante n denotada por y; (n) e que a resposta
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desejada para este neurdnio seja d; (n) . Podemos entdo definir um valor instantineo para a
soma de erros quadréticos produzidos pela rede como segue :

B =33 ¢ ). (5.49)

onde o indice j refere-se apenas aos neurénios da camada de saida e e; (n) refere-se ao sinal
de erro definido por

e; (n) = dj(n) —y; (n). (5.49)

O objetivo do treinamento ¢ minimizar sobre W (conjunto de todos os coeficientes dos
filtros da rede) a funcio de custo

Etata.l = ZE(n)’ (5.50)

n

onde o somatdrio é realizado sobre todo o tempo n.
A maneira mais direta de minimizarmos a fungdo de custo & utilizando o método do
gradiente descendente, o qual requer o conhecimento da matriz de gradientes

OEsta ok
Vwliota = —5%‘;—1 = —5"%9- (5.51)

= Y VwE(n)

onde Vw £ (n) é o gradiente de E(n) com relacdo 4 matriz de pesos W. Podemos, se desejado,
continuar com o desenvolvimento da Eq. (5.51) e derivar as equacdes de atualizagao dos pesos
sindpticos da rede sem aproximagoes. No entanto, a fim de desenvolvermos um algoritmo que
possa ser usado para treinar a rede em tempo real, utilizamos uma estimacdo do gradiente, a
saber, VwE (n), que resulta numa aproximagao do método do gradiente estocdstico. Assim,
os filtros sindpticos sfio atualizados a cada incremento de tempo segundo a dinamica

J0E (n)
wi(n+1) = wiin) — p—ei 2/ .

50+ 1) = W) = (5:52)

onde 77 é a taxa de aprendizado.
O modo mais 6bvio de se obter os termos do gradiente envolve a técnica de se “abrir”
a estrutura da rede e pé-la na sua forma estitica equivalente, e entdo aplicar o algoritmo
de retropropagacdo padrio. No entanto, teremos com isto uma série de inconvenientes. O
algoritmo de retropropagacio, quando aplicado a wma rede estdtica, determina os termos de
gradiente associados a cada peso da rede. Como a rede “aberta” contém pesos repetidos, os
termos dos gradientes individuais terdo de ser posteriormente recombinados cuidadosamente
para se encontrar o gradiente total correspondente a cada coeficiente dos filtros. Com isto, o
processamento dos pesos que ora era distribuido localmente, passa a requerer um tratamento
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global, em que todos os termos precisam ser examinados. Até o momento, nenhuma forma
simples de recorréncia é conhecida.

Um algoritmo mais atrativo pode ser obtido se aproximarmos o problema sob uma pers-
pectiva um pouco diferente. O gradiente da funcio de custo com relagao a um filtro sindptico
pode também ser expandido da forma que se segue :

ana ana a’UqTL
total Z total j( ) (5_53)

aws,(n) Bvs(n) Gwe,(n)’

onde o indice de tempo n transcorre sobre v§(n}, e ndo sobre E(n) .

Podemos interpretar a derivada 8E o/ 0vi(n) como a variagdo no erro quadritico total
ao longo de todo o tempo devido & variacdo no potencial de ativacio de um neurénio em um
dnico mstante de tempo n. Notemos que nio estamos mais expressando o gradiente total da
manetra tradicional, como uma soma de gradientes instantaneos, ou seja,

OE:otal - JE (n)
v(n) ows,;

(5.54)

Apenas quando somamos sobre todo n & que as expressoes se tornam equivalentes. Utili-
zando esta nova expansdo, o seguinte algoritmo estocastico é formado -

8Etata£ 81}; (TL)

wi(n+ 1} = wi(n) — n . ” 5.55
j ; G0 (n) G, () (5.55)
Da Eq. (5.46) segue-se imediatamente que
dv§(n)
J gt
B (550
Podemos definir o gradiente local para o neurdnio J na camada ¢ como sendo
6Etotai
¢ (n) = —total
Reescrevemos portanto, a Eq. (5.55) na forma familiar
win+1) = wii(n) — 165 (n) yi~'(n) (5.58)

Como no algoritmo de retropropagacio padrio, a forma explicita do gradiente local 63(n)
dependerd da camada em que o neurénio se encontrar. Desenvolvendo-se as expressoes para
o gradiente local em cada caso, 0 algoritmo final pode ser descrito como segue [60] :

wii(n + 1) = w(n) — 165 (n) y£(n), (5.59)

cry— | € (n)¢'(v;(n)), =L
% (n) = { ©'(vj(n)) ZmEA Vo () we,, :z {1: Lc<L~1, (5.60)
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onde

Vi (n) = [6m(n), 6m(n + 1), ..., bpnln + M), (5.61)

e A ¢ o conjunto de todos os neurénios cujas entradas sio alimentadas pelo neurénio 7.

Se analisarmos as equacdes acima, notaremos que o clculo do termo &7 (n) &, de fato, nio
causal. A origem desta filtragem nao causal pode ser identificada considerando-se a definicio
da Eq. (5.57). Como leva algum tempo para que a safda de qualquer neurénio interno propague
completamente através da rede, a mudanca no erro total devido i mudancga em um estado
interno é uma funcado dos valores futuros dentro da rede. Como a rede @ do tipo FIR, apenas
um nimero finito de valores futuros deve ser considerado €, portanto, uma simples reindexacio
permite-nos reescrever o algoritmo em uma forma causal :

Wit (0 +1) = WE™(n) = 065 (n — kM) yE Y n — kM) (5.62)
Lok, _ _ | & (n)¢'{vi(n)), se k=0
(53; (TL kM) — { (,O"('Uj(n . kM)) ZmeA Vm (ﬂ. _ A’IM) Wrﬁ;ka se 1l S k g I — 1 (563)

Embora menos esteticamente agraddvel, estas equagoes diferemn apenas em termos de uma
mudanga de indices. Estas equagdes sio implementadas propagando-se continuamente os ter-
mos em delta no sentido de volta sem atraso. No entanto, por defini¢go, isto forca o deslo-
camento no tempo dos valores internos dos deltas. Assim, precisamos armazenar os estados
y{(n) apropriadamente para formar os termos necessérios para adaptagdo. A propagacio no
sentido de volta dos termos em delta nio requer nenhum atraso adicional e ainda continua
simétrica & propagacdo no sentido direto.

5.3.3 A Rede de FuncGes de Base Radiais (RBF)

A rede neural do tipo funcdes de base radiais (RBF) tem suas origens em técnicas de
interpolagao exata de um conjunto de pontos em um espaco multidimensional. O problema
de interpolagio exata exige que cada vetor de entrada seja mapeado ezatamente em um vetor
desejado correspondente.

Consideremos entdo um mapeamento de um espaco de entrada x de d dimensdes em um
espaco unidimensional ¢. O conjunto de pontos consiste de N vetores de entrada x” e os
respectivos valores desejados t™. O objetivo da interpola¢do exata é encontrar uma funcao
h(x) tal que

h(x™ =t", n=1,. N (5.64)

A técnica de fungdes de base radiais utiliza um conjunto de N fun¢Ges de base, uma para
cada ponto, cada uma das quais assumindo a forma ¢ (Ix —x™|1) , onde ¢ (-) & alguma funcio
nao-linear. Definidas dessa forma, a n-ésima funcio dependers da distancia lx —x™||, nor-
malmente Euclidiana, entre os vetores x e x™. A saida do Inapeamento serd uma combinacao
linear das funcdes de base, ou seja,

h(x) = wag (lx —x"]). (5.65)
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O problema de interpolacio estabelecido na Eq. (5.64), pode agora ser escrito na forma
matricial

dw =t, (5.66)

onde t = ("), w = (w,), e a matriz quadrada ® possui elementos &, = ¢ (flx — x"|). Se a
matriz ¢ for nio-singular, o vetor de pesos w = (wn) pode ser obtido da forma

w =01t (5.67)

Jé fol mostrado que, para uma grande classe de fungdes ¢ (), a matriz @ & nao-singular
desde que os dados sejam distintos. Quando os pesos em (5.65) sdo dados pelos valores em
(5.67), a funco h (x) representa uma superficie contfnua diferencidvel que passa exatamente
por cada um dos pontos.

Virias formas para as funcoes de base tém sido consideradas. A mais comum delas é a
Gaussiana

2
€T
= @ —— .
¢ () xp( 202), (5.68)
onde o ¢ um pardmetro cujo valor controla as propriedades de suavizacio da funcao de
interpolagao. A Gaussiana é uma funcio de base localizada, com a propriedade de que ¢ — 0
quando [z] — co. Uma outra escolha de funciio de base com esta mesma. propriedade é a

funcdo
¢(z)=(*+0%)7, a>o0. (5.69)

No entanto, nio é necessdrio que as fungdes de base sejam localizadas. Outras escolhas
possiveis sao a funcdo spline

é(z) = z* In(x), (5.70)
e a funcao
$(z)=(2+0%)", 0<p<i, (5.71)

as quais possuem a propriedade de que ¢ — oo quando z — oo. Por questdes de tratabilidade
analitica, focalizaremos nossa aten¢io nas funcdes de base Gaussianas.

Introduzindo-se uma série de modificacoes ao procedimento de interpolacio exata, Broom-
head e Lowe obtiveram o modelo de redes neurais de fungdes de base radiais [61]. Este modelo
proporciona uma fungio de interpolagio mais suave, na qual o mimero de funcdes de base é
determinado pela complexidade do mapeamento a ser representado, ao invés do tamanho do
conjunto de dados. As seguintes modificagdes foram introduzidas :

1. O mimero M de funcdes de base nio precisa ser igual ao mimero N de pontos, e é,
tipicamente, muito menor do que N.

2. Os centros das fun¢des de base nio estio mais restritos a serem os vetores de entrada.
Ao invés disso, devem ser determinados via um processo de treinamento.

3. Ao invés de possuirem o mesmo parametro o, cada funcio possui seu proprio o;, o qual
é também determinado via treinamento.
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F1GURA 5.2: Diagrama esquemitico de uma rede neural RBF

4. Parametros de polarizagio (“bias”} s@o introduzidos na soma linear.

Quando estas modificacbes sdo introduzidas na férmula de interpolagdo exata (5.65), ob-
temos a seguinte expressao para a rede neural de funcdes de base radiais

M
Ye(X) =D wijd; (x) + wio, (5.72)

j=1

onde o indice k significa as diferentes saidas da rede.
Para o caso de funcoes de base Gaussianas, teremos

é; (x) = exp (—“—x;’ﬁﬂ_) , (5.73)

202

onde x é o vetor de entradas d-dimensional e i; € o vetor que determina os centros das
fungdes de base ¢;. Notemos que as funcdes de base Gaussianas nio sio normalizadas, uma
vez que qualquer fator multiplicativo pode ser absorvido nos pesos da Eq. (5.72), sem perda
de generalidade. Na Fig. 5.2 temos um diagrama da rede neural RBF.

Neste diagrama, podemos perceber que a rede RBF, diferentemente do perceptron multica-
madas, possui apenas trés camadas : a camada de nos-fonte, uma camada escondida formada
de unidades de processamento nio-linear e uma camada de saida linear.

Girosi e Poggio [62] demonstraram que as redes neurais de funcoes de base radiais possuem
a propriedade de melhor aprozimagdo. Um esquema de aproximacao possui esta propriedade
se, no conjunto de funcdes de aproximacio (isto &, o conjunto de funcdes correspondendo
a todas as possivels escolhas dos parimetros ajustdveis), existe uma funcdo que apresenta
erro de aproximac¢do minimo para qualquer funcio dada a ser aproximada. Eles mostraram
também que esta propriedade ndo é compartilhada pelo perceptron multicamadas.
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Treinamento da Rede RBF

As funcbes de base Gaussianas, consideradas anteriormente, podem ser generalizadas de
forma a permitirem matrizes de covariancia arbitrdrias ;. Assim, as funcdes de base assumem
a forma

$;(x) = exp {—% (x = p;)" 57t (x ~ ﬂj)} : (5.74)

Sendo asssim, do ponto de vista de projeto, o nosso problema restringe-se a determinar,
de uma forma apropriada, os valores dos parametros de cada Gaussiana (,u,j, Ej) € 08 pesos
wg; da camada linear, dado que o nimero M de funcdes de base radiais esteja fixado!.

Uma importante e interessante propriedade das redes neurais RBF & o fato delas pro-
porcionarem uma visdo unificada entre conceitos aparentemente descorrelacionados, como
aproximacao de funcdes, teoria de regularizacio, estimacio de densidades de probabilidade
e teoria de classificacdo étima [63, 57]. Uma conseqiiéncia deste ponto de vista unificado é
a possibilidade de aplicacio de diferentes procedimentos para o treinamento da rede RBF, o
que nao acontece com o perceptron multicamadas. Além disso, alguns desses procedimentos
sd0 também muito mais rdpidos do que os métodos aplicados ao perceptron multicamadas.
Este fato segue da interpretagido que pode ser dada as representacoes internas formadas pelas
unidades escondidas, levando-se a diferentes procedimentos de treinamento.

Existem na literatura diversos métodos de treinamento para determinagio dos parametros
de uma rede neural do tipo RBF. Dentre eles, os que mais se destacam sio 0s métodos que
utilizam treinamentos hibridos, que combinam aprendizado nao-supervisionado com apren-
dizado supervisionado, os quais s80 executados em duas etapas totalmente independentes.
Tipicamente, na primeira etapa, os parimetros que governam as funcées de base (i; e X; no
nosso caso) sao determinados utilizando-se métodos ndo-supervisionados. Na segunda etapa,
os pesos da camada linear sdo determinados através de um método supervisionado. Existe
ainda a possibilidade de treinamentos totalmente supervisionados, a exemplo de algoritmos
do tipo gradiente estocdstico[55).

No nosso trabalho, utilizamos a rede RBF proposta em [13] denominada de rede RBF
dindmica. Esta rede caracteriza-se pelo fato de possuir um aprendizado em tempo real, sem a
necessidade de treinamentos prévios para determinacdo dos parametros da rede. Além disso,
expomos neste trabalho o algoritmo EM de Dempster et al. [14] aplicado ao problema de
estimacao de pardmetros de mistura de densidades Gaussianas nmultivaridveis, uma alterna-
tiva bastante interessante para estimacio dos parametros das Gaussianas da rede RBF. Nessa
abordagem, supde-se que os dados (vetores formados por amostras do passado) estdo distribui-
dos no espago segundo uma densidade de probabilidade parametrizada por uma combinacio
linear de densidades Gaussianas. Em principio, qualquer funcao densidade de probabilidade
pode ser representada por uma soma de densidades Gaussianas [63]. Trata-se portanto, de
um algoritmo nao-supervisionado, a exemplo do algoritmo de k-médias (“k-means”). Este
algoritmo precisa ser realizado previamente, em um conjunto de treinamento. Portanto, nio
¢ apropriado para aplicacdes em tempo real.

Devido ao fato de estarmos interessados em preditores capazes de acompanhar possiveis va-
riagOes estatisticas do sinal em questdo, propomos neste trabalho uma versio para o algoritmo

1A determinacio do numero minimo de fungdes de base apropriado para um dado problema constitui-se
de um problema em aberto. Solugles para este problema tém sido sugeridas através da aplicacio do critério
de Akaike e algoritmos genéticos.




CAPITULO 5. PREDICAO DE SERIES TEMPORAIS 87

EM aplicado ao caso de misturas de densidades Gaussianas. Denominamos este algoritmo de
“EM adaptativo”. Neste algoritmo, as estimagoes dos pardmetros sio feitas em tempo real e &
introduzida uma funcéo de penalidade para evitar a ocorréncia de singularidades (Gaussianas
degeneradas).

A seguir, vamos expor as principais caracteristicas da rede RBF dinimica proposta em
[13]. Na secdo 5.4 introduziremos os principais conceitos do algoritmo EM e a obtencdo do
algoritmo EM adaptativo para mistura de Gaussianas multivaridveis.

A Rede Neural! RBF Dinamica

Em [55] propde-se uma implementacio de uma rede RBF para ser utilizada como um
preditor ndo-linear, na qual o aprendizado ocorre continuamente, em tempo real. Nesta rede
existem trés pardmetros a serem determinados : os centros, a varidncia {comum) das Gaus-
sianas e os pesos da camada linear. Estes parametros definem completamente a predicio de
uma amostra u{n + 1}, calculada no instante n, como sendo

o 1
u{n+1)=Flun) = ;wk (n) exp (—m e (n) — tn_kHZ) , (5.75)
onde u(n) = [u(n),u(n~1),... ,u(n—-M )7 esta disponivel para processamento no ins-

tante n e onde M é a ordem de predicio. Os pardmetros da rede sio descritos como segue :
1. A variancia 0(n) das Gaussianas ¢ calculada atraveés da heuristica

B (1)

K

onde dmax é a distdncia méxima entre os K centros tomados no instante n e o é uma
constante positiva, determinada empiricamente.

ol(n)=a (5.76)

2. O vetor de coeficientes w (n) = [w;(n), wy(n), ... ,wi(n)] satisfaz a condicdo de inter-
polagdo estrita :

[2(n) + A() T w (n) =d (n), (5.77)

onde a matriz de interpolacio & (n) & definida por

fIJ(n)={exp(—--ég—;—l-WHu(n—i)—-u(n—k)l[z)}, LR =12,... K, (578)

e A(n) é o parametro de regularizacio® no instante n, estimado, tipicamente, através
de um janelamento da série temporal ou fixado q priori. A resposta desejada d(n) &
definida por

d(n) =[u(n),u(n-1),... ,u(n- K+ 1. (5.79)

20 uso de regularizagio na solugio de problemas de interpolacio e aproximacdo j4 estd bem estabelecido,
Em termos gerais, a regularizacio estabiliza a soluciio de problemas mal condicionados, no sentido que ela
torna a solugdo menos sensivel & presenca de erros e rufdo no conjunto de dados.
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A partir desta formulacéo, podemos perceber que & medida que novos dados da série
temporal se tornam disponiveis, o preditor dinamico RBF evolui do instante de tempo k para
o instante de tempo & +1 através de um deslocamento dos centros do preditor e o subseqiiente
cdlculo de @ (n},c(n), A(n) e w(n) .

A idéia por trds da rede RBF dinamica é justamente a realizacio de uma série de aproxima-
¢oes locais ndo-lineares do mapeamento entrada/saida, através de uma atualizagdo continua
das interpolagdes ezatas realizadas sobre o janelamento de dados majs recentes da série tem-
poral em questio.

5.4 Algoritmo EM

Durante muitos anos tem sido estudado o problema da estimacdo de parametros em uma
mistura de fung¢des de densidade de probabilidade. Nas tiltimas duas décadas, o método de
maxima-verossimilhanca tem sido o mais largamente utilizado, gracas, fundamentalmente, ao
advento dos computadores digitais de alta velocidade. No entanto, apesar da disponibilidade
dos computadores digitais, as estimacdes de méxima-verossimilhanga nem sempre sio de facil
obtencio. Em particular, para o problema de mistura de densidades de probabilidade, esta di-
ficuldade surge devido as dependéncias, muitas vezes complexas, da funcao de verossimilhanca
corn relagdo aos pardmetros a serem estimados.

A maneira usual de se encontrar uma estimacdo de méxima-verossimilhanga é através
da determinagdo de um sistema de equagdes, chamadas de equagoes de verossimilhanca, que
sdo satisfeitas pelas estimacdes de madxima-verossimilhanga. As equactes de verossimilhanga
sao obtidas, usualmente, derivando-se o logaritmo da funcdo de verossimilhanca em relagdo
aos paradmetros desejados e impondo-se que as derivadas sejam todas iguais a zero. Para o
problema de mistura de densidades de probabilidade, as equactes de verossimilhanca sao,
quase sempre, ndo-lineares e de dificil solucio analitica. Conseqtientemente, a maneira usual
encontrada para se resolver este problema ¢ a busca de uma solu¢ao aproximada através de
algum procedimento iterativo.

Existem hoje muitos procedimentos iterativos para se encontrar uma solucdo aproximada
para as equagoes de verossimithanca, como por exemplo o método de Newton, o método quasi-
Newton e os métodos de gradiente conjugado. No entanto, um método iterativo especial, nio
relacionado aos anteriores, tem sido utilizado nos problemas de mistura de densidades. Se-
guindo a terminologia de Dempster, Laird e Rubin [14], este método é chamado de Algoritmo
EM (E de “Expectation” e M de “Maximization”). Este método tem se destacado por sua
robustez, baixo custo por iteracfio, economia de armazenamento, facilidade de programacao
e, de certo modo, um certo apelo heurfstico. Infelizmente, em certos casos sua convergéncia
pode ser lenta. Antes de estabelecermos o algoritmo EM para o caso de mistura de densidades,
introduziremos algumas defini¢des e nomenclaturas.

Estaremos interessados em uma familia paramétrica de misturas finitas de funcées de
densidade de probabilidade, isto é, uma familia de fun¢des densidade de probabilidade da
forma

M
p(x I@) zzaipi (X I ¢z) y X = [$17$2) e :In]T c Rn’ (5.80)

i=]




CAPITULO 5. PREDICAO DE SERIES TEMPORAIS 89

onde cada ¢; é ndo-negativo, Zfil a; =1 e cada p; (-) ¢ uma funciio densidade de probabili-
dade parametrizada por ¢, € §; C R™.
Definimos & = (ay, - - s Qary §r, 0, @py) € fazemos

M
Q:{(al,--- VAL, By, ,¢M):Zai=1eai2{), @; € 8 paraz'ml,...,M}. (5.81)

i==]

Em particular, estaremos interessados no caso em que cada densidade pi (x| ¢;) é uma
funcdo densidade de probabilidade normal multivaridvel, isto &, p; (x | $;) e ¢; sdo dados por

pi(x|¢)= . 172 &P [_';‘ (x— F‘z‘)TAi_l (x— p‘i)} v 0= (g, AY), {5.82)

(2m)" A
onde t; € R™ e A; é uma matriz n x n simétrica positiva definida.

O nosso objetivo serd estimar os valores reais QY A @1, L @4y dos parametros da
mistura p(x |®} a partir de um conjunto de observacdes {Xi}x=1,_n representativas desta
mistura. Para isto, adotaremos algum critério de otimizacio, segundo o qual, as estimacses
serao ditas 6timas. O critério adotado serd a mazimizacdo da funcdo de verossimilhanca.

Por funcdo de verossimilhanca de uma amostra de observacoes X ={Xg Hh=1,.. N, entende-
se a fungao densidade de probabilidade da varidvel amostral ¥ , calculada sobre os valores das
observagoes obtidas, ou seja,

L(‘I)) = p(xl,__,,xN , (I)) s (583)

onde ¢ é o conjunto de parimetros que se deseja estimar e L(®) pode ser entendida corno
uma funcao de ® para {xi}r=1 n fixado.

Quando se deseja obter estimativas de méxima-verossimilhanca, costuma-se trabalhar com
o logaritmo da funcéo de verossimilhanca. Se as observagoes {Xt}e=1,. v forem varidveis
aleatdrias i.i.d., teremos entao

N N
L@ =InpGi.xny[®) =la]]p(xe | 0) = Inp(xc | 8). (5.84)
k=1 k=1

A técnica de mdxima verossimilhanca consiste, portanto, em obter o valor de ® que maxi-
miza L{®).

A seguir, enunciaremos a formulacgio geral do algoritmo EM introduzida por Dempster,
Laird e Rubin [14] para obtencéo de estimacoes de méaxima-verossimilhanca de dados incom-
pletos. A partir deste algoritmo geral, vamos €Xpor o caso mais particular do algoritmo EM
para o problema de estimacdo de parametros de mistura de densidades.

5.4.1 O Algoritmo EM

Inicialmente, sup&e-se a existéncia de dois espacos amostrais X' e ) e um mapeamento de
Y para X. Os dados observados x correspondem a uma realizaggo de X'. Os dados y em ) séio
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observados apenas indiretamente através de x. Mais especificamente, assume-se que existe um
mapeamento y — x (y} de ) para X, através do qual y encontra-se em Y(x), o subconjunto
de Y determinado pela equacdo x = x (y), e onde x é o dado observado. Referimo-nos a y
como 0 dado completo.

Postula-se entao uma familia de fungdes de densidade de probabilidade amostrais f{y|®),
as quais dependem de um conjunto ¢ de parametros, e deriva-se a familia correspondente de
densidades amostrais g (x | ®) . A especificagdo dos dados completos f (y | ®) estd relacionada
a especificagao dos dados incompletos g (x | ®) por :

gx|®) = " f(y|®)dy. (5.85)

Paraum dado x € &, o objetivo do algoritmo EM é maximizar a fungéo de log-verossimilhanca
dos dados incompletos L(®) = Ing (x | ®) sobre ® € {, através do uso essencial de flyl®).

Para x € &, seja V(x) = {y € V : x(y) = x}. A densidade condicional k (v | x,®)em
Y(x) é dada por

E(y|x, @) = % (5.86)

Aplicando o logaritmo em ambos os membros, teremos

Inf(y|®)=hk(y|x,®) +Ing(x|®). (5.87)

Se aplicarmos o operador esperanca condicional E [ | x,9, teremos

Elnf(y|®)|x,®)=E[k(y|x,®) | %, @1+ Ellng (x| @) | x, @], (5.88)

onde ¢’ é uma aproximacéo para ®. Rearranjando os termos,

Ellng (x| ®) |x,®]=E[nf(y|®)|x,&]-E[nk(y|x o) ]|x,3]. (5.89)

Podemos reescrever a Eq. (5.89) na forma

L(®)=Q(® | &) - H(®|®", (5.90)
onde
Q2| ¥)=E[nf(y|®)|x, o] (5.91)
e
H(®|¥)=Enk(y|x,®)|x,&]. (5.92)

Dadas essas defini¢0es e nomenclaturas, o algoritmo EM geral de Dempster, Laird e Rubin
[14] pode ser enunciado da seguinte forma :

Dada uma aproximacao atual ®®) de um maximizador ®* de L(®), obtemos a préxima
aproximacio ®P+!) da seguinte forma :
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1. Passo E (“Expectation®) : Determine (@ | oW,

2. Passo M (“Maximization”) : Escolher $®+1) ¢ arg maxgen Q@ (® | ©#)), onde a
eXpressao arg maxseq Q (@ | %) significa o conjunto de valores ® ¢ 0 que maximizam
Q (@] 2®) em 0.

A fim de expormos as condicdes de convergéncia do algoritmo EM, introduzimos a notagao
D — M (®) de 2 em  para representarmos o mapeamento definido pelo algoritmo EM ao
realizar o passo “M”. Assim, cada passo $®) — #+1) ¢ definido por

Y = M (3@
Teorema 5.1 Para todo algoritmo EM,
L{M(®)) > L(®) para todo d € 0,

acorrendo o igualdade se, e somente se, Q (M (®)|®) = QD) e k(y|x,M(®) =
k(y [x,@).

Coroldrio 5.1 Suponha, para algum &* € 2, que L(9*) = L(®) para todo ® < Q. Entdo,
para todo algoritmo EM,

1. L(M(9*) = L(9*),
2. Q(M (%) | 2*) =Q (2 | &%),
3. k(y|x,M(2)) =k(y|x,9).

Coroldrio 5.2 Se, para algum &* ¢ Q, L(®*) > L(®) para todo ® € O ta] que P # P*
entdo, para todo algoritmo EM,

Teorema 5.2 Suponha que & parap=10,1,2,... seja uma segiiéneia de estimativas gera-
das pelo algoritmo EM tal que :

1. a segiiéncia L (%) seja limitada, e

2. Q (2 | 90) — @ (3P | o)) > ) (3P — p@) (1) )" para algum esca-
lar X > 0 ¢ para todo p.
Entdo a segiiéncia W) converge para algum ®* em 1.

O teorema 5.1 afirma que L (®) é ndo decrescente em cada, iteragdo do algoritmo EM e
estritamente crescente em cada iteragso onde Q (@t | @) > @ (@@ | ®®)) . Os coroldrios
3.1 e 5.2 afirmam que uma estimativa de méxima-verossimithanca ¢ um ponto fixo de um
algoritmo EM, e o teorema 5.2 fornece as condigGes sob as quais o algoritmo EM converge.
No entanto, estes teoremas nao implicam em convergéncia para um estimativa de mdxima-
verossimilhanga. Isto é possivel assumindo-se condigdes bastante gerais, as quais nao serao
expostas aqui. Para maiores referéncias, sugerimos consultar (14, 53].

A idéia heurfstica por trds do algoritmo EM estd no fato de que, como nao temos o
conjunto de dados completo, ndo podemos caleular In f(y | ®) diretamente. Ao invés disso,
calculamos o valor esperado dadas as observacbes {Xt}r=1 .y € uma aproximagio @ do
valor verdadeiro ®*.
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5.4.2 Algoritmo EM para Mistura de Densidades de Probabilidade

Para introduzirmos o algoritmo EM em problemas de estimacio de parametros de mistura
de densidades de probabilidade, temos que assumir que uma familia paramétrica de mistura
de densidades ¢ especificada previamente e que um particular ®* = (af, -+ , o3, L, D)
& considerado o valor “verdadeiro” a ser estimado. O algoritmo EM para um problema de
estimacao de mistura de densidades é obtido a partir da interpretacdo deste problema como
um caso tipico de ocorréncia de dados incompletos. A partir dai, o algoritmo é obtido de sua
formulacdo geral dada anteriormente.

No caso de mistura de densidades, considera-se que cada observacao da amostra encontra-
se “ndo-rotulada”, no sentido de que nio se sabe, a priori, a densidade componente de origem
de cada observacio. Podemos considerar {xk}r=1.. n como uma amostra de dados incomple-
tos, assumindo que cada xy corresponde 4 parte “conhecida” de uma observacio yi = (%, i),
onde 7 € um inteiro entre 1 e M indicando a densidade componente de origem.

Para @ = (a1, -+ ,an, ¢y, - ,dy) € §, as varidveis amostrais x — (X1,%0,...,%n) €
Y = (¥1,¥2, ... ,¥~) possuem densidades de probabilidade associadas
N
g(x|®) =[] p(x | @) (5.93)
k=1
e
N
F19) =[] owpi(xe | ¢5,), (5.94)
k=1
onde assumimos a independéncia das observagles xi, e yy.
Entdo, para @' = (af, -+ , o, ¢}, - , ) € 8, a densidade condicional £ (y | x,9') serd
dada por
N I 7
O, Pip \X i
kylxe)=]] ik | 01 (5.95)

p(xy | )

k=1

A esperancadeln f (y | ®) & obtida somando-se In f (¥ | @) sobre todos os valores possfveis
de {ix}, com o fator de ponderagio dado pela densidade & (y | x,9). Logo,

M M M N N b ’ ] )
Blnf(y12) 1% ]=3 3" 3 S lnayp, (x| ¢,) [ 2L L0 5 g6
ii=lig=l  iy=l k=] k=1 p(xk | )
Se tomarmos
N N M
Z}'naikpii (xx | 6;,) = Zzéiik In a;pi(xk | 9;), (5.97)
k=1 k=1 i=1

onde

. 1, sei= g
bugy = { 0, sei# i (5.98)
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e substituirmos na Eq. (5.96), teremos

z

o

. M M - ,
Elnf(y|®)|x®] = Z Z [ZZ&W Incp;(xx | @, )J H aikp(t;ixrq[f)bik)

14 iy=1 { k=] i=1 k=1

o
o
1
-
[~

N MM M M (e | )
EEEE fomminfi
k=]l i=1 [d1=1 ip==x] iyl =1 (xk , (I))

- odpi(xx | &)
= Y > Inaip(xe | 4;) W (5.99)

=
i

1 i=1

Tendo sido obtida uma funcio apropriada Q (® | ¥’} para o passo E, devemos partir agora
para o passo M. Podemos observar da expressio acima que o problema de maximizacio de
Q (2 | ') pode ser decomposto em dois problemas separados de maximizacio : o primeiro
envolvendo as proporgdes ; e o segundo envolvendo apenas os parimetros ¢,, como pode ser
visto na expressao a seguir, obtida da equacio anterior

Ellnf(y|®)|x,®] = i [iﬁp—(m’fﬂﬂJ Ino; + (5.100)

=t Lo POk [ 2

ad opi(xi | &)
E z :1 y 2 i B o 7 A Q.
k=1 i=1 np (Xk I él) p(xk l Q!) Ql + :

A fim de maximizarmos Q (@ | ') em relagao s proporgdes ¢, devemos tomar as deriva-
das de @, em relacdo aos oy’s, ou seja,

zpt(xk @1 ) —_ a azpt Xg l Cb) .
o {ZZ X , ) azJ = Z dar p(x | D) In o, (5.101)

fe=] fome]

N
-3 aipi(xe | ;) 1
k=1 p(xk ] ‘p,) @
No entanto, devemos levar em consideragio a restricdo de que Zz__l a; = 1. Introduzindo
o multiplicador de lagrange A, e maximizando a funcio

Q1=§:Mma.+,\ ZM:a-—I (5.102)
= p(xx | ?) ' el '
teremos
oQ’ ;D
2 Z px:c:lc (iI, 3 —+A (5.103)

k=
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I
Fazendo %Sf = {), teremos
1

Am_z"“:a;pi(xm;)g__x}fm:_iia;pi(xms;) 5.104
o P | ) o = oo Pl @) 7 (5109

de onde

N opi(xi | 6) =
A= — — Tl s A=Y 1= N
2o e [9) 2

Substituindo o valor de A, na Eq. (5.103) e igualando a zero, teremos

N o, /
api(x | ¢;) 1
e e — [V == () X
?;1 Pxe [ ) o (5.105)
Portanto,
N
_ 1 o pi (X | &;)
“= N; p(xi [ @) (5100
Se ¢y, -, ¢, forem mutuamente independentes, o segundo problema de maximizacio

reduz-se a M problemas distintos, cada um dos quais envolvendo apenas um dos pardmetros
¢;. Neste caso, como ainda néo temos a forma. funcional das densidades componentes, podemos
afirmar que

N
opi(Xz | ¢}
¢; € arg ggg:;mpi(xk | )= (5.107)

€0 £ p(xe | 9')
5.4.3 Algoritmo EM para Mistura de Gaussianas Multivaridveis

Consideramos agora o caso em que cada densidade pi (x| ¢;) é dada por

1 1
730 |3 6= A )] = wh), (108

P:'(xf@)mm

onde p; € R™ e A; é uma matriz n x n simétrica positiva definida,
Desejamos encontrar ¢; = (p,, A;) que maximize o segundo termo de (5.100), ou seja,

= o (xx | &) |
Q2 = ;m;:i(xk | ¢i)m- (5.109)

Substituindo pela densidade normal multivaridvel, teremos
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B N 1 1 T s api(Xx | &)
Qs = Zln {-——---—--———(2ﬂ)n/2 [A,-]l/Q exp [“‘5 (xg — 1) A; ' (x — Pﬁ)} } ) (% (o)

k=1
Logo,
N
1 pz Xp l ¢ )
= e A ks —_

Q‘Z 2 ‘ xk‘ I (I)’)
_];LVN: X ,.._“ ; ( '"“,u.) . Ci;p,-(Xk j ¢:) + const
9 k i Xk i p(xk i (I),) .

A fim de encontrarmos os pardmetros ;e A7 ! que maximizam ()2, fazemos

0Qs _ (an 0Q; 0@, ~0
Op;  \Opp Oui’ 'our)

[ 892 0692 | | 80 ]
B, A, AL
Fijay [’ Bég
3@2i _ | B, o, . | _ g
- . . . 1
dA; : : :
L OAL 9, 4L,

onde At = [AL].
Encontremos inicialmente os valores de 1] que maximizam Q,

0Q _ @ _;” ln A, - AP0k | 6)
Ol ol | 24 p(xg | V)
N
1 s /
52 xe — ;)" A7 (Xk—#i)'W%-const.J
de onde
09 _ 2 | 1§ T -1 olpi(xe | 6))
e Ll
Mas,
(e = 1) " AT (3 ~ pa,) =D > (@R —uD) N, (2 — ).

r=] g=]

95

(5.110)

(5.111)

(5.112)

(5.113)

(5.114)

(5.115)

(5.116)
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Substituindo em (5.115),

an 5] 1 AR . a’.pi(xk l (}5’)
5 = 353 o= ) (o = ) - i L 00)
8#,; aﬂ&: [ 9 ;T:i < ( P ) ( kM ) p(xk | (I)’)
N o3 n
1 a r i s apz(xk | ¢,)
= —= S Ty — ;) AL, (z : : ?
72 3y [ZZ( )2 ‘“)J p(x | )

Calculando a derivada,

o [ZZ(% #5) M)]*“i(mk L7 }:

=] s=1

Se a matriz A;"! for simétrica,

T

335, [0k = 1) A7 G — )] = =23 (o — )

el

Substituindo de volta na Eq.(5.117),

(2 serd méximo quando _Q_ = 0. Logo,

0Q; %k | ¢}) O i opi(Xe | @)
= . = AL . L w7
ol = ; ; i (x| D) ; fz—; Hicie p(xe | 9)

Para que haja igualdade devemos ter, para todo 7,

N ¢
ZIIZA.‘ . 1pi(xk f ¢ i . agpi(xk I ¢>z)
ST plx [ @) — p(xe | @)

Portanto,

N r. iPi(xxl9])
Zk" p(xe[2’)

Z & p,(xk[qs )
k=1 "p(xp®)

Expressando em termos de todas as componentes,

r

Hi =

alpi(x f¢ )
Dt X PRl

aips(xkidi)
kaf p{xpf®’)

H; =

96

(5.117)

(5.118)

(5.119)

(5.120)

(5.121)

(5.122)

(5.123)

(5.124)




CAPITULO 5. PREDICAO DE SERIES TEMPORAIS 97

Calcularemos agora a derivada de Qs em relacdo aos elementos da matriz AL Ou seja,

aQE pt(xk ' t;b )
- = —= % In|A;]- = -
ox. AL { Z n|A,l- e [ (5.125)
- AT (x| &)
22 Xk — )T AT (x5 — p1y) - AL + const. | .
Tomando o primeiro somatdrio,
8 [ 1& ajpi(xs | 8)) L [0l |A] alpilxi | 6)
T T 2 b = -3 { J S (5126
AL [ 2 p(x¢ | 9') 2; AL, p(xx | @) (5.126)
_ _15\’:[ ! 3IA!J olpi(xi | 87)
2 |Asf O pxy | @)
Para qualquer matriz quadrada A,
Af(adj A) = (adj A) A =|A|I, (5.127)
onde I ¢ a matriz identidade. Assim, se |A] # 0,
-1 1 .
A7 = adj A, (5.128)

Al

onde adj A ¢é a transposta da matriz dos cofatores dos elementos a;; de A. Sendo assim,
podemos escrever o elemento A, da matriz inversa A7 como

X, = 5.129
T8 f Azl 1 ( - )
onde A}, & o cofator do elemento Psr da matriz A;. Logo, |A;| = %=, Derivando em relagao a

AL, teremos

e

MIH

N ! N ;
aplxe | 6) L] 1 AL ] alpi(x ] 8)
kz=: (Az )] p(xx | 9) 2 2 { Al (A )QJ p(xx | 9)

(5.130)

Tomando o segundo somatério de (5.125),
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X, —
N n 7
1 d l FANEN m m a{pi(xquj),)
= -3 7 xhn‘u’i/\rszwz - :
L5 |23 (v | Sl
N
1 r r s 8 O.’:p,'(Xk I é;)
— et €Ty — .
2 ;( k au‘z)( I'Lz) p(xk i (I),)

Finalmente,

00 _ I~ 1 omxild) 1<h, . . x|
aAzzzgz/\z -mmk_[”"_)“_é"Z(l‘k—#i)(mk—nuz)M

k=) © TS

Para obtermos o méximo, devemos ter g)% = 0. Logo,

Z @i (Xe o))
k=1 :O(x:c P

I: alpi (xilg)
> ok (T = 157) (23 — ) - p?:c(i:g’)

T _
rs T

98

(5.132)

(5.133)

Observemos que podemos obter a derivada 292 em termos dos elementos da matriz A,

Az,
dados por 6;,. Na Eq.(5.126), substitufmos IA;| por =l El , pois

A |ATY =11

Ternos entao,

(5.134)

(5.135)

I~ BIAJJ dpi|¢) _ I~ 1 8 1| alpiixild)
22 |TRTox, | e () = 32 Ao T e (@)
I~ 1 8L ] amtxld) 1 e | 8)

_ _* - . T3 L LA gt L ZiEE L
22| IA:H oo ) 2220 e 8)

Comparando esta 1iltima expressiao com a obtida na Eq. (5.130), conclufmos que

; 1
9 gp = :\—:;'
Se a matriz for simétrica,
G = _.1_

(5.136)

(5.137)
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Podemos reescrever a Eq. (5.133) na seguinte forma

N r 1P {xp 87)
_“1__:91- ___Zk=1 (%*M)(mi—#f)-% (5.138)
Al s T alpi (x| %) : .
r k=1 " p(x|®")
Na forma matricial, teremos :
T olp;(xplel)
Zifc\;l (xk - #Tj—) (Xk - fif) Sy o F Vi
A = - ROui®) | (5.139)

ZN i pi{xe)d?)
k=1 p(x:[®’)

3.4.4 Introducao da Funcio de Penalidade

Sabemos que existem pontos & & {2 para os quais a fungio de log-verossimilhanca de uma
mistura de densidades Gaussianas assume valores infinitos, ou seja, torna-se degenerada. Estas
singularidades da funcdo de log-verossimilhanca ocorrerio nas vizinhancas daqueles pontos
® ¢ {2 para os quais pelo menos uma das matrizes A; é singular. Uma maneira de se evitar este
problema é introduzir um limitante inferior as possiveis varidncias dos termos da mistura. Em
geral, uma aproximacao mais conveniente para solucionar este tipo de problema ¢é adicionar
uma fncao de penalidade & funcio de log-verossimilhanca.

A idéia de penalizar a funcio de verossimilhanca foi introduzida por Good e Gaskins
[64, 65] para o problema de estimagio ndo-paramétrica de densidades de probabilidade. Para
estimagdo nao-paramétrica, as singularidades da funcio de verossimilhanca foram descritas
por Good e Gaskins como a “catdstrofe de Dirac”. Eles sugertram adicionar uma funcfio
de penalidade da funcao de log-verossimilhanga que garanta a suavidade da densidade em
questao. A maximizacdo desta funcio de log-verossimilhanca penalizada é sobre tado o espaco
de parametros original .

Para o caso multivaridvel, a funcio de penalidade sugerida por eles foi [65] :

@ [p()] = v / V17 dx, (5.140)

onde v ¢ uma constante positiva e y = ( f)1/2 .
Em termos de p(x), a Eq. (5.140) torna-se

2

1
L dx (5.141)

ol = av [ dx=as / 3 P

- y/;éamp(x)u?dx =”f;%;5 [}; (%?)2} dx.

Se p(x) for uma mistura de densidades Gaussianas, a integral (5.141) torna-se muito
diffcil de ser calculada [65]. Por simplicidade, e sem detrimento & idéia inicial de penalidade,
utilizaremos a funcio
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= Z @ {pt(x)] : (5'142)

onde p;(x) € a i-ésima densidade componente de p(x) e y [p;(x)] & dada pela Eq. (5.140).
Vamos supor entao que p;{x) é uma densidade Gaussiana de n dimensoes, dada pela Eq.
{5.82). Derivando em relagio as componentes z;, teremos

Opi(x) _ 0 1 .
oz; axj{(z,r)nﬂm.p/z FexP [ QZZ = 15) Ay (2} — )]} (5.143)

o] g=}

1
IR e { NI _’”S)]

r:i S22l

= pilx a;cj{ }:Z "Mf):!

= —5 plx ZZA = ) + &5r (2} — 1))
= —p(x Zl - (T —
Portanto, T
plpx)] = v / 5{%{5 [? (%%{lﬂ dx = (5.144)

= VZ/E:%X—)-pi(X [ )\ ,U,IJ dx
- vzjfmx [ XN, (f — ) (ot )}dx

r=1 g§=]

= VTSN [ ) (- ) 1

J r=1 s=1
=vy Z‘ Z X5 X562
i r=1 s=]

Como A;A7" =1, e considerando que A, seja simétrica,

olpi(x)] = uZZ Z/\;ﬁ:smvzz)\;‘;&je;s (5.145)

i r=1 sm=] Jj r=1 §=1

DLW

J or=t
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Logo,

plpix)] = v Tr[A7Y], (5.146)

e finalmente,

¢ [p(x)] =v) "TrAY]. (5.147)

i=]

9.4.5 Algoritmo EM com Funcfo de Penalidade para Mistura de
Gaussianas

Nesta secdo, introduziremos uma pequena modificacio no algoritmo EM original com o
objetivo de introduzir uma funcio de penalidade para a funcio de log-verossimilhanca no caso
de mistura de densidades Gaussianas, Utilizaremos a funcio de penalidade apresentada na
se¢do anterior. Como definido na secio 5.4, sejam fly|®)g(x|®)ek(y]x, ®) relacionados
por

_f¥|®)
E(y | x,®) = T3 (5.148)
Logo,
Inf(yi@)mlnk(y]x,@)—}—lng(xf@) (5.149)
ou
Ing(x]@)minf(y]@)wlnk(yfx,i)). (5.150)

Se subtrairmos uma funcio nio-negativa ¢ g (x | )] em ambos 0s membros da, Eq. (5.150)
anterior, teremos

Ing(x|®)—plgx|®)=lnf(y| ) -olg(x|d)]-Ink(y|x,3). (5.151)

Aplicando o operador de esperanca condicional £ [ | x,9'], teremos

Ellng (x| 8) - plg(x | 8)] | x,&] = (5.152)
= Elnf(y|®)-plo(x| )] |x,&)] - Efnk(y |x,0) | x 8],

Ou seja,

LF(®)= Q7 (0| &) - H(d | &), (5.153)
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onde

LP(®) =Ing (x| B) - i [g(x |)] (5.154)

QU ®)=En/(y|®)|x,&]-plg(x ). (5.155)

Percebemos que neste caso o valor méximo da funcdo de log-verossimilhanca nio serd
mais L (®*), e sim L' (®*) < L(®*). Além disso, podemos esperar que as propriedades de
convergéncia do algoritmo EM permanecam inalteradas, uma vez que a penalidade ¢ aplicada
em ambos os membros da Eq. (5.150).

Para o problema especifico de mistura de densidades Gaussianas, se tomarmos a funcio
¢ [9(x {®)] como sendo a Eq. (5.147), nés teremos, a partir da Eq. (5.99),

SN apilxe [ ¢) &
QP (q) l (I)') = kZZInaépi(xk I QZ)'—;)‘(";W)L- - L/ZTT‘ [Az_l] . (5156)
=] i=] i=1

Observando a expressao acima e comparando com os resultados obtidos para o caso em que
a fungdo de log-verossimilhanca nao é penalizada, para maximizarmos a funcio QF (® | @)
resta-nos obter apenas a expressio para os termos da matriz A}, permanecendo inalteradas
as expressoes para o cdlculo dos «; e 7

Calculando _3_er obtemos

oAT D
aQr o 1 & @pi(Xe | 6)
— = —— | ==Y In|A| . ERTR G 157
AN, a/\:_s[ 2?;1 nfAd p(xg | @) (5.157)

B | =

’ ' M
- )T A~ — . s (x| ¢7) _ ~1 e
1;21 (%K = 1) A7 (36 — pay) e Y ;ﬁl Tr [A7Y] + const

As derivadas do primeiro e do segundo somatério Ja foram obtidas anteriormente, restando
calcular apenas a derivada do termo de penalidade, que é dada por

a M n ]
L {U > > ,\;jJ = vét, (5.158)

=1 j=l

Tomando o resultado da Eq. (5.132), teremos

N

Q" 11 dpi(xe| ) 1 dpixi | )

SR . =52 @ —pl) (g —p) SRR i s 159
LTI pl [B) 32 0 D) - ) Py | )~ Vorer (5:159)
Fazendo g%ﬁ = (), obtemos
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N T (.8 e pi (x|} ) i
1 -__ 2 k=1 (Th — 47) (2 — pif) - _‘;—XH%T)‘“ + 2wb;, (5.160)
N TN cpule) :
e k=1 "p(xi]®))
Na forma matricial,
N T ops(xa|s))
A — 2kt (X — 413} (x5 — ;)7 - W 2v I (5.161)
v ps (Xx [} i (% 19]) .
P p(xkij‘;’} Yt enrTe

Portanto, o algoritmo EM para mistura de densidades Gaussianas com funcdo de penali-
dade serd dado por

;pz xk

of NZ e @,) (5.162)

N arp; (xa o))
L X4 5.163
P (5.163)
Zk p‘t{ k;¢)
=1 p(x;c ')

pi =

N T aipi(xeig})
A+ — 2 ket [(xk‘"”’j) (e = ) 'WJ + 2l
i E olp; (ka’ ) )
k=1 P(Xkl@’)
onde o simbolo * &gmﬁca a nova estimacao do parametro em questao. Além disso, utilizamos

a estimagao mais atual p;" da meédia para a estimacdo A] da matriz de covaridncia.
No caso particular em que A; = o2l as densidades Gaussxanas terao a forma simplificada

(5.164)

1 [ = )
pi(x|¢) = W@xp{ T} (5.165)

Neste caso, a complexidade do problema reduz-se drasticamente, pois sio excluidas as
operacoes de determinante e inversio de matrizes, além de se reduzir o ndmero de paridmetros
de n (n + 3) /2 (devido & simetria da matriz de covaridncia) para apenas (n + 1) pardmetros,
onde n ¢ a dimensao do espago em questio.

Repetindo-se um desenvolvimento similar ao anterior, chegamos 2 seguinte expressio para
a atualizagao da variancia o? da i-ésima Gaussiana, com a introdugio da funcdo de penalidade

2 oipy(xk¢))
ot — (&) Zic = aP(XkI"}" 2 (5.166)
i Z aipi{xe|¢}) ' ’
k=1 “plsl@)
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5.4.6 Algoritmo EM Adaptativo para Estimacgio de Parametros de
Misturas de Densidades Gaussianas

Do que foi exposto anteriormente, podemos perceber que o algoritmo EM é uma excelente
alternativa para a estimacio dos pardmetros de uma mistura de densidades de probabilidade.
Em particular, mostramos o quéo simpies se torna quando as densidades em questao sdo
Gaussianas. No entanto, na forma em que foi concebido, este algoritmo exige a utilizacio de
todo o conjunto de amostras disponfveis para a realizacdo de uma nova estimacao.

Se considerarmos uma situagio em que o mimero de amostras x; possa variar, onde a
cada instante de tempo uma nova amostra, Xk € adicionada ao conjunto e que as densidades de
probabilidade se modificam ao longo do tempo (um ambiente nao-estacionsrio), as estimacdes
deverdo ser realizadas dentro de um conjunto cada vez maior de amostras, exigindo um grande
volume de armazenamento, o que torna o algoritmo impraticdvel para qualquer implementacéo
em tempo real.

Pensando nisto, tentamos obter, a partir do algoritmo EM, um algoritmo que pudesse ser
implementado em tempo real e que realizasse as estimacoes dos parametros de uma mistura
de Gaussianas sem a exigéncia de armazenamento de todas as amostras. Nesse contexto, as
estimacoes que antes eram realizadas em cada passo do algoritmo EM, agora serio realizadas
instantaneamente, com a chegada de uma nova amostra x.

Embora este algoritmo tenha sido concebido de forma independente, uma abordagem
bastante similar foi proposta por Trivén [66] para o problema de classificacio de padrées
a partir de estimacGes semi-paramétricas de funcbes de densidade de probabilidade. Travén
partiu diretamente do problema de maximiza¢do da funcao de log-verossimilhanca de uma
mistura de densidades Gaussianas e utilizou as expressoes analfticas da solucdo de méxima
verossimilhanca para obtencio de um algoritmo do tipo gradiente estocdstico.

Basicamente, o algoritmo aqui concebido diferencia-se do proposto por Travén pelo fato
de ter sido elaborado no contexto do algoritmo EM e por tratar o problema das singularidades
através de uma funcdo de penalidade. Além disso, utiliza um fator de esquectmento, ou fator
de ponderacdo, no intuito de garantir que dados no passado distante sejam “esquecidos”, a fim
de garantir a possibilidade de “rastreamento” das variacGes estatisticas dos dados observados
quando em ambientes nao-estacionarios. Em sey trabalho, Triavén propde o truncamento do
mimero de amostras consideradas no passado e Sugere a apresentacao de amostras distintas
para evitar a ocorréncia de singularidades [66).

Como principais vantagens vislumbradas para o algoritmo aqui proposto, podemos citar :

— Processamento em tempo real ;

~ Ideal para ambientes nao-estaciondrios ;
— Economia de armazenamento;

— Facilidade de implementacio.

Como estamos trabalhando agora em um contexto “temporal”, onde cada estimacéio é
realizada com a chegada de uma nova amostra Xk, faremos uma mudanca da notacao utilizada.
Assim, as estimacdes em cada passo do algoritino EM tornar-se-ao estimages instantaneas,
ou seja, teremos a seguinte correspondéncia -
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X =  x{n)

o = a(n-1)
sy =y (n- 1)
¢ = ¢ fn—1]
® = ¢n-1]

Para a obten¢do deste algoritmo, partimos das Egs. (5.162), (5.163) e (5.164) e escrevemos
uma forma recursiva para o valor do pardmetro no instante n, a partir do seu valor no instante
n - 1. Sendo assim, a probabilidade a posteriori de que a observagio x (n), no instante n,
tenha sido gerada na i-ésima Gaussiana, serd dada por

p(x(n)|®(n-1)) , (5.167)

onde

1
@m)"2 A (n ~ )72

exp {3 b () = 1 (n = D A7 0= 1) () = 1 )}

pi(x(n) {$i(n—1)) = (5.168)

A
P @m=1))=3 ai(n—1)-pi(x(n) | ¢ (n - 1)). (5.169)

i=]

Nas Egs. (5.162), (5.163) e (5.164) introduzirernos um fator de ponderacio ou fator de
esquecimento, com o objetivo de permitir que os dados no passado distante sejam esquecidos
© que as estimagcoes realizadas acompanhem as variagoes estatisticas dos dados observados. O
fator de esquecimento utilizado sers da, forma :

Bnk)=5""%  k=12,... .n (5.170)

onde 0 < 3 < 1.
No caso das probabilidades a; das densidades componentes, teremos

22—1 ﬁn“kﬂk—l)'m (x(k)|&; (k—1))

k)[@{k—1
() = S e — = (G47)
k=1
n—1 ﬁn"k o (k1) pi (x (M}, (k—1)) + @i (n—1}-p:(x(n)¢, (n—1))
_ k=1 p(x(k)i®(k—-1)) p(x(n)|®(n-1})
2221 ﬁn_k

3 [ n—1 671—10—1 o (k—1)ps (x (k) (k~1)) + @i (n—1)-pi(x(n)|8;(n—-1))
k=1 pix(k)|®(k-1)) pix{n)|e{n—1))

szl '8 no
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Mas,
gk , 5.172
; =3 (5.172)
pois 0 < 8 < 1. Logo,
er(n 1) (15557 + spmtsen)
1-8
Temos entdo
)= (L287Y poomo ( 128 @50 = Dl (n) [ 6, (m— 1)
Xy (n) - ( 1 —ﬁn )ﬁaz (ﬂ.) + (1 _ ﬁn) ’p(X (TL) ! (I)(TL . 1)) (5174)
Para n — oo (regime estaciondrio),
N A _p & Dpi(x(n)] ¢ (n—1))
() = o (n = 1) + (1~ ) W To T (5.175)
ou
@(n) =Pfai(n—1)+ (1 -5 P(i|x(n),d(n— 1)). (5.176)
Para as médias das densidades, teremos
an ﬁn-kx (k’) . Q{(kmli'?’i(x(k)l?i{k—l))
= E 0 (2 ) -
Y B (ladilen )
Calculemos antes o denominador
d; _ . n——ka‘i(k—l)'pi(x(k) |¢z'(k‘“'1))
) = 2.5 PG(0) [ (5~ 1) (5.178)
= et = D pix(0) 4= 1) o fn— 1)y (m) [, (n— 1)
— p(x(k) | ®(k—-1)) p(x(n)|®(n-1))
n—1
- nek-1 f G (k—1)-p; (x (k) | ¢; (k- 1)))
ﬁﬁgﬁ ( PO (k) [@ (k1) }
Lo (n=1) -pi(x(n) | ¢ (n—1)) (5.179)

p(x(n)|®(n-1))
n as(nw—l)-pi(x(n)fqbi(nml))
A ) R TR = D)
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Reescrevendo a expressio da média,

S, 07 () (2L tnbinnn)
p;(n) = ((L,i (n)p ) (5.180)
-1 onek—1 @i (k—1)-p; (x(k)|&; (k—1)) o (n--1)- : (x(n}lé (n—1))
B [Zkzl B x (k) ( POPIB (1)) )} +x(n) ( p(x&)i@(mn )
d; (n)
_ Bui(n—1}di(n—1) +x(n) (az- (n=1) p(x(n) | ¢;(n— 1)))
d; (n) px(n)| ®(n~1)) '

Bhi(n=1) . 1 (a(n=1)-px(m)|é(n—1)
iy ! di(n)( PO (n) [®(r— 1)) ) (5.181)

Substituindo na Eq. (5.180),

B) = 1 (1~ 1)+ () e (11 (2= 1) i G () | 6, (n — 1))
0 = (0= 14 s b)) (2 6 ).
(5.182)
Trabalhando da mesma forma com a matriz A;, teremos
Lo 77 [l )~ o 8] ) = (O P 3| ()] + 201
A‘i (n) = ) A X
St 8P ([ x ()
_ AT o) — ) ) = O PG )] )
- d;(n)
[ () = b 0] ) = g (0 PG )] 4 201
d,(n)
_ B D= 1) ~ 20 + [k () — ()] - x () = oy ()T PG | x(n))]
21
d,(n)
_ BV (b () ~ s (m)] - () ~ gy (7 P | x (n)]
- ( di(’;) di(n)
w(l-/1
Aoy [ PELx@)] (B0 b)) = T P ()]
= A 1) [1 4 () J + ) !
+2v (1 - 8)1
d,('n.) ’
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Portanto,
M) = A1)+ ZELEO) o) o) ) — oy
~Ai(n—1)] + ZVS(;)’B)
Se fizermos

1

_ @ (n— 1) pi(x(n) | $ (n—1))
0= 7 (L ) (5.185)
nosso algoritimo se resume entio a
a; (n) = PBey,; (nw—l)ﬁ—(l“ﬁ)P(ilx(n)) (5.184)
#i(n) = (n = 1) +0,(n) [z (n) — g2, (n — 1)] (5.185)

Alm) = A=) n() {Bx(m) = s (= D) e () — p, (= DT (5.186)

(1 -5

di (n) !

No caso mais simples de uma matriz de covariancia do tipo A; (n) = 02 (n) 1, a expressio
para as varidncias o2 {n) fica da forma

v (l-2)

e (5.187)

) = (0= 1)) [ () = g () = ]+

E interessante observar neste algoritmo algumas similaridades com os algoritmos de gra-
diente estocdstico que se utilizam de um sina] de “erro” entre uma resposta “desejada” e a
safda obtida para sua atualizacio. No nosso caso, 0 “sinal de erro” é formado pela diferenca
entre um termo que contém a amostra atual x(n)ea estimacdo passada do pardmetro. Sendo
assim, podemos afirmar que este é um algoritmo do tipo auto-organizado (“self—organized”)
ou ndo-supervisionado, no sentido que os parametros do modelo ajustam-se de acordo com
as proprias amostras a que sio apresentados, sern a necessidade de um segundo conjunto de
amostras consideradas como desejadas,

Outro ponto importante a considerar ¢ o fato de termos uma forma explicita para a
“taxa de aprendizado” 7,(n) do algoritmo, diferentemente da maioria, dos algoritmos do tipo
gradiente estocdstico, onde essas taxas sio dadas de alguma forma empirica ou simplesmente
fixadas, em algum valor apropriado ditado pela prética.

Como se trata de um algoritmo recursivo, existe o inconveniente da possibilidade de ocor-
réncia de instabilidades e/ou problemas de convergéncia, o que nio foi estudado teoricamente.




Capitulo 6

Resultados

6.1 Introducao

Este Capitulo tem como objetivo apresentar os resultados obtidos para a predicdo de
trafego de redes LAN Ethernet através dos preditores estudados no Capitulo 5. Para isto, sdo
utilizadas séries temporais obtidas a partir dos arquivos QctExt. TL e pOct. TL apresentados
no Capitulo 4.

Antes de introduzirmos os resultados propriamente ditos, faremos uma breve introducio
a0 problema da predi¢do de trafego no contexto de redes ATM, focalizando a mporténcia da
predigdo para o problema de transbordamento de “buffers” na rede ATM.

Além das predi¢des de trifego Ethernet, apresentamos no final do Capitulo uma aplicacio
do algoritmo EM adaptativo, proposto neste trabalho, na estimacio de pardmetros de misturas
de densidades Gaussianas.

6.2 O Problema da Predicao

Como afirmado anteriormente, um dos principais componentes das redes ATM ¢é o co-
mutador de células ATM 67, 9, 15]. Em geral, este componente engloba um ou mais
multiplexadores estatisticos normalmente posicionados em sua saida. Em um comutador
ATM tipico, n enlaces de entrada L (i=1,2,...,n) sio comutados para ¢ enlaces de safda O;
(7 = 1,2,...,9). Cada enlace I, suporta o fluxo das céhilas ATM que foram agregadas no né
anterior da rede. A comutagio de células de I; para O; ¢é realizada por uma tabela oy matriz
de comutacao que é freqientemente atualizada pelo sistema de controle de admissio da rede.

do enlace I; que é destinado a um enlace de saida O;. V; representa, entdo, a quantidade de
células de I; para O; por unidade de tempo. Dessa forma, V;, V3, ... s Vo, representam os fluxos
de entrada, conforme mostrado no multiplexador estatistico da Figura 6.1. Nessa figura, V,
representa a vazao mdxima agregada suportada por um enlace Oj, isto &, a quantidade
méxima de células por intervalo de tempo AT (admitiremos ser esta a nossa unidade de
tempo). Para facilitar a notacao, vamos denominar por vazdo tanto os fluzos V; de entrada
quanto a vazdo V, em um dado enlace de saida. Note que V; € a soma (varidvel) de todas as
vazoes de entrada, ao passo que V, é a vazio constante de salda.

Denominamos por X, o processo de contagem de células & entrada da memdria eldstica da
Figura 6.1. Isto é, a partir de um instante £ = ¢, X, (t) representa o mimero total de células a

109
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F1cuRA 6.1: Diagrama esquemdtico de um multiplexador estatistico.

ser armazenado na memoéria no intervalo de tempo ¢ — 5. Neste mesmo intervalo, serdo lidas
ou retiradas da memdria uma quantidade de células igual a (t — o)V,
Considerando-se que AT foi fixado, a vazdo V, é exatamente representada por

Vet = X (t+i12—Xs(t), 6.1)

isto &, V; & dada pelos incrementos normalizados de X,.

Na Figura 6.2 é apresentada uma curva tipica da variacdo da vazio total de entrada em
funcao do tempo. Deste gréfico, podemos observar claramente 2 necessidade das memdrias
eldsticas frente ao problema da eficiéncia de uso dos enlaces. Por exemplo, na hipétese de nio
utilizagdo dessas memdrias, haveria desperdicio de recursos de transmissio (perda de faixa)
nos instantes onde V, < V,, ao passo que quando V; > V, haveria interrupcio de transmissdo
de informacio (perda de células). E justamente a capacidade das memdrias eldsticas de ab-
sorverem estas variacoes de vazao que tornam os multiplexadores estatfsticos ag pecas-chave
das redes com usudrios de taxa de bit varidvel (VBR).

% A\ Perda de Células
Perda de Faixa

=
i

FIGURA 6.2: Curva tipica da variagio da vazio de entrada em funcio do tempo.

Até alguns anos atrss, admitia-se como hipétese realista que os processos estocdsticos re-
presentativos das vazOes (e conseqiientemente de V;) eram processos de Poisson ou similares.
Supunha-se que estes processos possuiam incrementos independentes. Neste caso, a mmulti-
plexacgio estatistica estaria operando da forma mais favorgvel possivel, pois eventuais picos
de vazdo (V, > V,) seriam rapidamente compensados pelos seus vales subsegiientes (V, < Vo).
Isto decorreria justamente da independéncia das amostras de Vi, que corresponderia a um
pbrocesso estocastico rdpido, & semelhanca do ruido Gaussiano branco.

Um problema crucial no desempenho das Redes ATM ¢é o transbordamento de células nas
memdrias eldsticas. Quando isto ocorre, hd perda de células com a conseqiiente degradacio
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dos servigos de usudrio. Pode-se mostrar que, sob a hipétese de incrementos independentes,
a probabilidade de transbordamento (Fz) em um multiplexador com memdria de tamanho
L (medida em células, por exemplo), decresce exponencialmente com L, desde que E{Vs},
o valor médio de V, seja estritamente menor do que V,. Além disso, o atraso meédio de
fila tende a um valor constante 4 medida que L tende a infinito. Esta hipétese garantiria, na
prética, probabilidades de transbordamento desprezfveis com o uso de memdrias relativamente
pequenas.

Infelizmente, constatou-se recentemente que os principais sinais que fario uso da rede
ATM possuem incrementos dependentes, consistindo em processos estocdsticos lentos. Curio-
samente, verificou-se também que esses sinais possuem fortes caracteristicas auto-similares
(fractais) .

Deve-se enfatizar que, quando o processo V; & lento, o transbordamento da merndria pode
tornar-se muito freqtiente, principalmente quando se deseja operar com E{Vs} préximo de
Vs (alta eficiéncia). J4 foi demonstrado que, para processos auto-similares, a probabilidade
de transbordamento decai apenas algebricamente com L. Além disso, o atraso médio de fila
cresce indefinidamente com L {10).

A fim de analisarmos a aplicacdo da predicéo no problemsa, de transbordamento de células
nos multiplexadores estatisticos, devemos analisar, de antemao, a sua dinamica de ocupacao.
Como definido anteriormente, seja V, a vazio {ou fluxo) de entrada no multiplexador estatis-
tico, V, a vazao mdxima suportada na saida do mesmo, Ln.e a ocupacio méxima permitida
no multiplexador e L; a sua ocupacio no instante t1. No intervalo de tempo ¢ — t (t > 1),
chega ao multiplexador um nimero de células igual a

AX,(2) = / Vo)t (6.2)

Neste mesmo intervalo de tempo, & retirada da meméria uma quantidade de células igual
a

S(t) = (¢~ t)V.. (6.3)

Portanto, no instante ¢ > t1 a ocupacao do multiplexador serd dada, por [67, 68]

L =n+ | Vo) dt — (6 - ), (6.4)

t
Haverd transbordamento de células se L(t) > Luyax. Da Eq. (6.4), notamos que o tnico
termo do segundo membro nio conhecido previamente é a quantidade de células AX,(t) =

i V, (t') dt’ a ser recebida na entrada do multiplexador no intervalo de tempo t—t).
Uma maneira de se tentar evitar o transbordamento de células nos multiplexadores estatfs-

bordamento de células. Nio parece haver ainda um consenso de como isto deve ser feito,
mas presume-se que um sistema de controle reativo possa efetuar esta tarefa de forma efi-
ciente. Obviamente, este sinal de predi¢do pode ser utilizado também para controle rapido de
admissio, policiamento de usudrio, entre outros.
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Consideremos entdo um intervalo de tempo fixo, o qual chamaremos de intervalo bdsico
AT Para este intervalo, utilizamos o processo de incrementos de X s» dado por { X, () — X, (¢t~
AT)}. Set = nAT, podemos climinar AT das expressGes (uma vez que ele estd subentendido)
e escrevé-las na forma discreta {X,(n) — Xs(n — 1)}, representado-as por {z(n)}, ou seja,
z(n) = X,(n)— X,(n~1). Estaremos interessados na predicao do processo {z(n)} a partir de
um conjunto finito de amostras de tempo passado deste mesmo processo. Ou seja, desejamos
estimar a amostra z(n + 1), no instante n, por

E(n—é-l)zF[:r(n),m(n—-l),-w z{n — M)] (6.5)

onde F'[-] & alguma funcao das amostras passadas z(n),z(n—1), -+ ,z(n—M).e M, o niimero
de amostras passadas.

Uma importante interpretacio pode ser dada a funcdo F'[-] quando otimizamos os NOSS0S
preditores segundo o critério de minimizacio do erro quadritico médio. E possivel se mostrar
[63] que, neste caso, a saida do preditor serd uma estimacio da esperanca condicional do valor
da amostra no instante n + 1, dadas as amostras passadas z(n),z(n — 1),--- ,z(n — M), ou
seja,

Zn+1)=Ez(n+1)|z(n),z(n ~ 1), z{n— M)]. (6.6)

6.3 As Séries Temporais

Como nosso objetivo é avaliar o desempenho dos preditores na predicao de trafego auto-
similar real, extrafmos as nossas séries temporais a partir dos arquivos OctExt.TL e pOct. TL.
Estes arquivos, como j4 descritos anteriormente, constituem-se de registros de medicoes de
alta resolucdo dos instantes de chegada dos pacotes Ethernet ¢ de seus respectivos tamanhos
em bytes.

Na predigdo, é interessante que trabalhemos com uma unidade de tempo bem definida,
de forma que o “passo” da predicdo esteja bem caracterizado. Portanto, nas simulacdes que
se seguem, utilizamos séries temporais obtidas a partir dos arquivos originais de acordo com
uma escala de tempo bem definida.

Para o arquivo OctExt.TL a escala de tempo escolhida foi de 1 (um) minuto e resultou
em uma série de 2046 pontos, o que corresponde a aproximadamente 34h10min de trifego.
No caso do arquivo pOct.TL a escala escolhida foi de 1 (um) segundo e resultou em uma série
de 1759 pontos, 0 que corresponde a aproximadamente 29min31s de trdfego. As Figuras. 7?7
e 77 exibem as séries temporais originadas, j4 normalizadas para efeito de treinamento.

Nas Figuras ?? e ?? podemos observar uma clara diferenca no comportamento das duas
séries. Na série da Figura ?? percebemos um comportamento mais uniforme do trafego, a
exce¢do dos altos picos ocorridos, manifestando a presenca de uma maior correlacao entre as
amostras da série. Na série da Figura 77 observamos um comportamento mais préximo do
ruido branco, sugerindo uma maior descorrelagio entre as amostras. Essa diferenca observada
entre as séries é comprovada pelos diferentes valores de H obtidos para cada uma delas no
Capitulo 4.

Seguindo o procedimento padrao adotado no processo de treinamento de redes neurais,
subdividimos cada uma das séries em outras trés séries. Como de costume, selecionamos uma
série para treinamento, outra para validacdo cruzada e outra para teste.




CAPITULO 6. RESULTADOS 113
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FIGURA 6.3: Série temporal normalizada obtida a partir do arquivo OctExt.TL agregando-se
0s pontos em intervalos de 1 (um) minuto.
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F1aURA 6.4: Série temporal normalizada obtida a partir do arquivo pOct.TL agregando-se os
pontos em intervalos de 1 (um) segundo.
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A série de treinamento, como o proprio nome indica, é utilizada na fase de ajuste dos pesos
sindpticos (ou coeficientes do filtro). Nesta fase, a série é apresentada diversas vezes & rede,
enquanto esta atualiza seus pesos sindpticos.

A série de validagdo corresponde também a uma série que € utilizada durante o processo de
treinamento. No entanto, esta é apresentada a rede sem que ocorra atualizacdo dos pesos. Ou
seja, apenas é verificada a saida da rede quando estimulada por essas entradas, para que seja
possivel a avaliacio da capacidade de generalizacdo da rede neural ao longo do treinamento.
Tipicamente, durante o treinamento, a curva de erro quadrético médio calculado sobre esta
série apresenta um ponto minimo correspondente ao ponto em que a rede apresenta sua melhor
capacidade de generalizacio. F justamente neste ponto que devemos parar o treinamento.

Por fim, a série de teste é utilizada apos o treinamento da rede, para que se possa avaliar
o seu desempenho quando apresentada a entradas nio utilizadas na fase de treinamento,
verificando-se assim sua capacidade de generalizacio.

No caso da série OctExt.TL, temos o seguinte conjunto de séries, mostradas nas Figuras.
6.5, 6.6, 6.7 :

— Série de treino : formada pelos elementos 200 a 699;
— Série de validagao : formada pelos elementos 700 a 999 ;
— Série de teste : formada pelos elementos 1000 a 1399.

No caso da série pOct.TL, tomamos o seguinte conjunto de séries, mostradas nas Figuras.
6.8, 6.9 ¢ 6.10 :

— Série de treino : formada pelos elementos 800 a 1299 (a fim de incluir a variagio abrupta
em torno de 1100} ;

— Série de validagdo : formada pelos elementos 300 a 799;
— Série de teste : formada pelos elementos 1300 a 1699,

A fim de avaliarmos a qualidade das predicdes, adotaremos duas medidas de desempenho
baseadas no erro quadratico médio, A primeira delas corresponde ao erro quadrdtico meédio
normalizado pela variancia, da forma

N
1 ~
EQMN, = —= 3 "[y(k) — §(k)1?, (6.7)
G N k=1
onde y(k) é o valor verdadeiro da sequéncia, y(k) é a predicio e o2 ¢ a variancia amostral
da seqiiéncia verdadeira sobre o intervalo de duragio da predi¢io. Um valor de EQMN; =1
corresponde, simplesmente, a predizer o valor médio da seqiliéncia.

A segunda medida de desempenho ¢ dada por

i (k) = (k)
E MN2 = —--F - ] .
N = S )~y - 1) (69

Nesta medida, comparamos nosso preditor com um mais simples, cuja predicdo é o 1il-
timo valor observado da série. Um valor de EQMN, maior do que 1 (um) corresponde a uma
predicdo que é pior do que estimar pelo preditor 6timo do “passeio aleatério”, cujos incremen-
tos correspondern a uma seqiiéncia de varidveis aleatérias iid., como por exemplo, o ruido
branco Gaussiano de varidncia ¢? (a varidncia amostral da série verdadeira sobre o intervalo
de duragdo da predigio).
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FIGURA 6.5: Série temporal de treinamento obtida a partir do arquivo OctExt.TL.
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FIGURA 6.7: Série temporal de teste obtida a partir do arquivo QctExt. TL.
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FIGURA 6.9: Série temporal de validagao obtida a partir do arquivo pQOct. TL.
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6.4 Predicoes

6.4.1 Predicao Linear

A predigio através de wm filtro linear foi obtida aplicando-se o algoritmo LMS para ajuste
adaptativo dos pesos do filtro. Para fins de compara¢ao com as redes neurais, calculamos o
erro quadratico médio normalizado apenas sobre a série de teste. A seguir, apresentamos os
resultados obtidos para cada série.

Desempenho da Predicio - Série OctExt.TT,

Na série OctExt.TL, a ordem do filtro que apresentou o melhor resultado foi de M = 20. Os
pesos foram atualizados segundo uma taxa de # =0,01. Na Fig. 6.11 temos uma comparacio
entre a série original e a série predita. Neste €aso, os erros quadrdticos médios normalizados
obtidos foram

EQMN, = 0,4769 e EQMN, = 0,9182.

0 Predicac da Série OctExt.TL via LMS (M=20)
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FIGURA 6.11: Predigéo da série de teste relativa ao arquivo OctExt.TL via LMS (M = 20).
Série real (linha tracejada), série predita, (linha cheia).

Desempenho da Predicéo - Série pOct.TL

Para este caso, a melhor ordem utilizada, correspondeu a M = 5. Os pesos foram também
atualizados segundo uma taxa de 0,01. Na Fig. 7?7 podemos visualizar a predicio realizada
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Erro de Predigdo da Série OctExt.TL via LMS {(M=20}
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FiGura 6.12: Sinal de erro de predicdo via LMS relativo 4 série OctExt. TT,.

comparada com a série real. Os erros quadraticos médios normalizados, obtidos neste €aso,
foram

EQMN; = 0, 93368 e EQMN; = 0,720081.

6.4.2 Perceptron Multicamadas FIR.

A predicdo através do perceptron multicamadas FIR apresentou um pequeno ganho com
relagio & predigio linear. A arquitetura utilizada foi a mesma em ambos os casos (pOct.TL
e OctExt.TL), consistindo de 3 neurénios na primeira camada, 2 neurénios na camada, es-
condida (intermedidria) e 1 neurénio na saida. Foram testadas outras arquiteturas, mas esta
se destacou por apresentar um bom desernpenho a um custo computacional relativamente
baixo. Em geral, verificou-se que, 4 medida que aumentamos o nimero de neurénios da rede,
obtemos um melhor desempenho. No entanto, maior serd o custo computacional envolvido
para a realizacdo do aprendizado através do algoritmo de retropropagacio temporal.

Desempenho da Predigio - Série OctExt.TL

Para o caso da série OctExt.TL os pardmetros para as quais obtivemos os melhores re-
sultados foram M7 = 20 para os filtros da primeira camada e M, = 5 para os neurdnios da
segunda camada. As taxas de aprendizado utilizadas foram as mesmas para as duas camadas
e iguais a 7 = 0,01. Nessas condigdes, obtivemos o seguinte desempenho (em relacio & série
de teste) :
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Prediggo da Série pOct. TL via LMS (M=5)
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FIGURA 6.13: Predi¢do da série de teste relativa ao arquivo pOct. TL via LMS (M==5). Série
real (linha tracejada) e série predita (linha cheia).
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F1GURA 6.14: Sinal de erro de predicao via LMS relativo ao arquivo pQOct. TL .
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EQMN; =0,4736 e EQMN; = 0, 9096.

A predicao das primeiras 200 amostras da série de teste estd mostrada na Fig. 6.15.

Predicio da Série OctExt.TL via Perceptron Muiticamadas FIR {M=20)
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FIGURA 6.15: Predicio da série de teste relativa ao arquivo OctExt. TL via redes neurais FIR.
Série real (linha tracejada) e predita (linha cheia).

Desempenho da Predicdo - Série pOct. TL

No caso da predigio da série pOct. TL, verificamos que tivemos de utilizar ordens de
predi¢do mais baixas, de forma que o melhor desempenho obtido correspondeu a filtros com
ordens M, = 5 e M, = 3. As taxas utilizadas foram também iguais a 7 = 0,01. Nessas
condigdes, obtivemos o seguinte desempenho :

EQMN, = 0,9031 e EQMN; = 0, 6965
A predicéo das primeiras 200 amostras da série de teste estd mostrada na Fig. 6.17.

6.4.3 Rede RBF Dinamica

A predicio através da rede RBF dinamica apresentou um ganho em relacio ao outros
preditores nas medidas de desempenho. No entanto, tivemos de trabalthar com ordens maiores
de predicao.
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FIGURA 6.16: Sinal de erro de predicao via perceptron multicamadas FIR relativo A série
OctExt.TL.
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FIGURA 6.17: Predicio da série de teste relativa ao arquivo pOct. TL via redes neurais FIR.
Série real (linha tracejada), série predita (linha cheia).
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F1GUuRrA 6.18: Sinal de erro de predigdo via perceptron multicamadas FIR relativo & série
pOct.TL.

Desempenho da Predigio - Série OctExt.TL,

Para o caso da série OctExt.TL, os parametros que nos forneceram os melhores resultados
foram K = 20, M =300, A = 107% e ¢ = 400. Nessas condicdes, obtivemos o seguinte
desempenho :

EQMN; = 0,4582 e EQMN, = 0,8823.
As primeiras 200 amostras preditas da série de teste estdo mostradas na Fig. 6.19.

Desempenho da Predigio - Série pOct.TL

No caso da série pOct.TL, os parametros utilizados foram K = 30, M =300, =30 e
A = 1078, Nessas condiges, obtivemnos o seguinte desempenho :

EQMN; =0, 8983 e EQMN; = 0,6946 .

As primeiras 200 amostras preditas da série de teste estdo mostradas na Fig. 6.21.

6.5 Algoritmo EM Adaptativo

Nesta secdo, avaliamos o desempenho do algoritmo EM adaptativo, proposto neste tra-
balho, comparado ao algoritmo EM padrio modificado por uma funcéo de penalidade. Para
fins de estimacdo, utilizamos uma seqiiéncia de pontos no espaco bidimensional referente a
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Predigdo da Série OctExt.TL via RBF Dinamica {M=300)
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FIGURA 6.19: Predicdo da série de teste relativa a0 arquivo OctExt.TL via RBF dinimica,
Série real (linha tracejada) e predita (linha cheia).
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F1GURA 6.20: Sinal de erro de predi¢do via RBF Dinsmica relativo & série OctExt. TL.




CAPITULO 6. RESULTADOS 125

T }] T —I
{
i
!lﬂ
0.9+ Iy i
b
b
i
0.8 i ! ]
) { ¥ ‘L ( !
= by i il i BN ! 4
Sor by ; f i ihi :E | i ': 'lfi ] ; )
Sk ;o
E j“ fal AT I L !“nﬂf‘ forad N
2 o T [ T i iiilifl gl o
S08 8Lk o e £ e b pATGR ey 1 h B
7 ! il Figfe 11}‘I o A i i“g*-;g fj $I|l
E Eil h i }4’] H i,ﬂ | Ay ;j . ') | [ 1M |I . |! o ?r,
SN .81 LU B i'? . lftlil'”: il IR I R ARl
m 0.5 ' ?1 / ) " o p b b k h o 1Y, b |;ii
i ! L B iy I
I ) iy i o N
: g b ol i ) P h TR
0.4y I ' N - A
| ' f oy }
i i ; | 1
! i 1 v
iy f i ;o
)
03! !
i by W
i }
.ot

o
raf
o
PN
o
o
el
<10
[+
-
=y
S

1 F| 1 1
120 140 160 180 200

FIGURA 6.21: Predicio da série de teste relativa ao arquivo pOct. TL via, RBF dinamica. Série
real (linha tracejada) e série predita (linha cheia).

0 Erro de Predicdo da Série pOct.TL via RBF Dinamica (M=300)
- ¥ T ¥ 1 i T ¥ 3

o
L
E
H

ot
o8]
T
i

e
—h
1

Q
T

Bytes/s (normalizado)

©

-0.4 H ! 1 1 ! 1 L i L
0 20 40 €0 80 100 120 140 160 180 200
5

FIGURA 6.22: Sinal de erro de predi¢éo via RBF Dinamica relativo 3 série pOct. TL.




CAPITULO 6. RESULTADOS 126

uma mistura de quatro Gaussianas, todas com a Inesma probabilidade (p = 0, 25) e mesmas
matrizes de covariincia (identidade). As médias escolhidas para as quatro Gaussianas foram

Hy = (414)3 Mg = (—'41 4): Hy = (43 _4) e My (“—43 ""'4) .

Foram gerados 2000 pontos, mostrados graficamente na Figura 6.23.

8

4

FIGURA 6.23: Representacio gréfica de 2000 pontos gerados segundo uma mistura de quatro
Gaussianas.

Realizamos entdo tras experiéncias, cada uma das quais correspondendo a diferentes es-
colhas das condigGes iniciais fornecidas aos algoritmos. Em cada uma dessas experiéncias,
comparamos os resultados obtidos para os dois algoritmos. £ importante salientar que os
resultados que seguem constituem uma amostra tipica dos resultados obtidos ao se executar
os algoritmos nas condi¢es iniciais fornecidas, de modo que, eventualmente, estes resulta-
dos podem vir a ser totalemente diferentes. As condicdes das experiéncias, bem como seus
resultados, estdo descritos a seguir.

6.5.1 Experiéncia 1

Nesta experiéncia, as médias iniciais fornecidas a ambos os algoritmos foram pontos es-
colhidos voluntariamente, préximos aos centros verdadeiros das distribuicdes Gaussianas. As
médias iniciais escolhidas foram

Pl =(3,8,3,2), #3=(=3,1,4,7), ps = (4,8, =3,7) e pa = (~4,5,-3,5) .

Quanto as condigdes iniciais das matrizes de covaridncia e das probabilidades das Gaussia-
nas, utilizamos matrizes identidades e probabilidades iguais a 0,25. Aplicando-se o algoritmo

EM padriio com fungdo de penalidade obtivemos o seguinte resultado (apés 50 iteracGes) :
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- Meédias :
PR = (3,0871, 4,0260),  ppedrdo _ (—3,9299, 4,0202),
P = (4,0328, ~4,0651)  uf* = (_3,0609, —4. 0206) .

- Matrizes de Covariancia -

Apedrao (11,0836 0,0322 APadrao 0,9445 0,0143
t ~\ 0,0322 0,9996 /2 0,0144 1,0149 /°

Apadrio _ ( 0,9538 0,0281 ) o APadrio ( 0,9986 0, 0314)
padrdo _

f

If

0,0281 1,0381 4 0,0314 06,9301
~ Probabilidades das Gaussianas -
afadréo — 0’ 2480, agadr&o — O, 2555, O[gadr&o — 072445, agadr&o — 0’ 2519,

Aplicando-se o algoritmoe EM adaptativo, obtivemos o seguinte resultado :
~ Meédias :

I = (4,078, 4,0987), g = (~3,9603, 3,9451),
#55T = (4,2038, —3,9290) 3% = (~3,9404, —3,9909)

— Matrizes de Covariancia :

Aadapt. _ 0,7783 0,0474 Acdapt. _ 1,0919 0,0439
! 0,0474 0,8488 J' 2 0,0439 0,6461 J°

Aadant. _ 1,0914 0,0710 o Addopt. _ 1,0414 —0,1287
3 0,0710 1,3550 4 —0,1287 1,0059

- Probabilidades das Misturas -
Q™ = 0,21469, Pt 2800, 03" =0,2326, o2 = 9797

Os valores das médias das Gaussianas obtidos através dos dois algoritmos podem ser
visualizados na Figura 6.24.

Pelo o que foi obtido, podemos constatar que 0s dois algoritmos convergem para valores
muito préximos dos valores reais dos pardmetros da mistura. Neste caso, a vantagem de se
utilizar o algoritmo EM adaptativo é Justamente o baixo custo computacional, uma vez que
necessitamos apenas de apresentar uma tinica veg os dados da série, 0 que nio acontece no

caso do algoritmo EM padrio, o qual precisa ser aplicado a todo o conjunto de dados um
certo mimero de vezes (50 iteragdes, no caso).

6.5.2 Experiéncia 2

Nesta segunda experiéncia, as médias iniciais foram escolhidas aleatoriamente sobre o}
conjunto de dados disponivel. Quanto s matrizes de covaridncia e as probabilidades iniciais,
repetimos as condicGes anteriores, ou seja, matrizes identidades e probabilidades iguais a

0,25. Aplicando-se o algoritmo EM padrdo, com funcio de penalidade, obtivemnos o seguinte
resultado (apés 50 iteragdes) :
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FIGURA 6.24: Grifico das estimagdes obtidas para as médias das Gaussianas através dos
algoritmos EM padrio e EM adaptativo (Experiéncia 1).

- Meédias :

M5 < (4,0242, 4,0375) HE* = (~3,9687, 3,9930) ,
15T = (~3,9936, —4,0116) KA = (4,0069, —4,0782) .

— Matrizes de Covariancia :

Apadr&o__ 1,9607 0,0130 Apa.dr&o__ 0,9665 070125
! T\ 0,0130 0,9740 /B2 ~ \ 0,0125 0,9664 |

pprio _ (0,992 0,0115 ) g, 1,0498 0,0166
T 70,0115 0,9898 4 0,0166 1,0092 |

— Probabilidades das Gaussianas :

o™= 10,2462, o™ = 0,2474, oo _ g 556, o™ = 0,2508.

Aplicando-se o algoritmo EM adaptativo, obtivemos
- Médias :

BT = (5,0119, —4,0409), 3% (-3 8887, 4, 4410)
ps P = (4,3182, 3,9320) 3% = (~0,0393, —0, 0429) .
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— Matrizes de Covariancia :

Agert: _ ( 0,0023 ©~0,00004 |\ gops. _ (' 0,00424 0,00002
Yoo ~0,00004 0,00235 )2 0,00002 0,00374 ) °

Aadapt. _ 0,00034 2,055 x 107 o Aadat. 17,2290 0, 6446
P\ 2,055 %1077 0,00034 * 0,6446 18,3261 /-

Il

- Probabilidades das Gaussianas :
o™ =0,0001, ag®™ = 0,0001, a3 = 0,0006, ort - 0,9992

Os valores obtidos para as médias das Gaussianas pode ser visualizado na Figura 6.25.
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FIGURA 6.25: Gréfico das estimacgoes obtidas para as meédias das Gaussianas através dos
algoritmos EM padréo e EM adaptativo (Experiéncia 2).

Nesta experiéncia, o algoritmo EM adaptativo apresentou um desempenho inferior ao al-
goritmo EM padrio com fun¢io de penalidade. Apesar de estimar, aproximadamente, trés
dos quatro centros da mistura, o algoritmo EM falhou ao estimar as matrizes de covariincia
e as probabilidades. Neste caso, percebemos que o algoritmo EM adaptativo fixou um centro
entre as quatro Gaussianas, de forma a representar o conjunto de dados como se fossem pro-
venientes de uma dnica Gaussiana. Esta experiéncia mostra bem a sensibilidade do algoritmo
EM adaptativo as condicdes iniciais. Vale ressaltar, novamente, que essa estimacdo é baseada
em uma unica leitura (seqﬁencial) dos dados e que, mesmo assim, o algoritmo EM adapta-
tivo pdde dar uma estimacio, se n3o verdadeira, coerente com uma distribui¢do simétrica de
pontos no espago.
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6.5.3 Experiéncia 3

Nesta experiéncia escolhemos valores diferentes para as probabilidades iniciais das Gaus-
sianas. Além disso, as médias iniciais foram obtidas aleatoriamente, segundo uma distribuicio
uniforme, sobre o conjunto de dados disponfvel. A vinica restricao feita foi que as médias iniciais
nao assumissem valores iguais. Os valores iniciais utilizados para as probabilidades foram

=01, ad=03, =04 a] =0,3.
Nesta experiéncia, as matrizes de covaridncia, iniciais foram também matrizes identidades.
Os resultados obtidos para o algoritmo EM padrio, apés 50 iteragdes, foram os seguintes :
- Médias :
T = (4.2909, —3.6571), pET = (~3,0454, 0.0275)
BT < (3.9316, —4,2240)  ppedrio _ (3.9871, 4.0269) .

— Matrizes de Covaridncia :

Apadrao _ 1,2512 ~-0.3569 Apadrao _ ( 0,9716  0,0850
1 —\ —0.3569 0,8953 )42 ~\ 0,0144 17,1358 }°

ppedrdo _ ((O.8011 0,114\ '\ poss, /10837 10,0322
¥ T\ 0,1214 1,0033 £ T 10,0322 0,999 /-

— Probabilidades das Gaussianas -
of*% = 0,0688, a2 — g 5075 B = 0,1757,  aF™re _ ) 9480,

Para o caso do algoritmo EM adaptativo, os resultados obtidos foram -
— Médias :

M = (4,0770, 4,1422), g% — (-3 2475, 4, 1003),
#gdapt. — (_4}3352, ~0.0178) #:dapt. = (4.0453, —4.0931) .

—~ Matrizes de Covarisncia -
Aadapt, . 0, 0099 ""'O, 0029 Aadapt‘
t T\ -0.0029 0,0081 /'

adapt. _ (17,1151 —0.3356 \ , azurs
As —(m0.3356 16.7227 ) ®s

0.0028 -0.0003
—0.0003 0,0031

0.0050 0.0003
0.0003 0.0061 /-

— Probabilidades das Gaussianas -
af*" = 0,000042, alert — 000075, o3™* =0,999840, 2% 0, 000042

Os valores das médias das Gaussianas obtidos através dois algoritmos podem ser visuali-
zados na Figura 6.26.

Esta experiéncia demonstra claramente o problema de ocorréncia de minimos locais comurn
aos dois algoritmos. Tanto o algoritmo EM padrio como o algoritmo EM adaptativo nio
foram capazes de realizar estimacoes corretas. No caso do algoritmo EM padrio, podemos
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FIGURA 6.26: Gréfico das estimacdes obtidas para as meédias das Gaussianas através dos
algoritmos EM padrio e EM adaptativo (Experiéncia 3).

perceber que este fixou dois centros praticamente iguais, deixando de estimar um dos centros.
Além disso, as matrizes de covaridncia e as probabilidades das misturas nio correspondem
exatamente aos valores desejados. No caso do algoritmo EM adaptativo, percebemos que este
generalizou novamente a distribui¢do dos pontos no espago, fixando uma Gaussiana no centro.
E importante lembrarmos também que o algoritmo EM adaptativo “esquece” os valores mais
distantes da série e realiza estimagdes baseadas nos valores mais atuais. Dai, caso ocorra
a predomindncia de pontos representativos de uma dada Gaussiana, o algoritmo tende a
adaptar-se aos valores dos parametros desta Gaussiana em particular, o que, eventualmente,
pode vir a prejudicar a estimacio correta de todos 0s pardmetros da mistura.




Capitulo 7

Conclusoes

Dos resultados obtidos, podemos extrair algumas conclusdes interessantes. Como uma, pri-
meira observagao, podernos perceber que tanto a predicdo linear quanto a predi¢do ndo-linear
resultaram em desempenhos relativamente parecidos no que se refere & ordem de grandeza
das medidas de desempenho EQMN;e EQMN,. Salvo alguns ganhos relativos obtidos, nao
foi possivel obter grandes diferencas nas predictes realizadas a partir desses preditores. No
entanto, pelas medidas obtidas, todos forneceram um ganho de predicdo, ou seja, todos se
mostraram eficientes quanto aos critérios utilizados para avaliagdo do desempenho de predi-
¢ao. Se os parametros forem ajustados apropriadamente, é possivel obter predi¢es com erro
quadratico médio normalizado inferior a unidade.

Com relagéo aos preditores, podemos tecer alguns comentsrios. O perceptron multicamadas
FIR, apesar de ser reconhecido na literatura como uma excelente 0p¢ao para predigio de séries
cadticas [60], apresentou um desempenho muito préximo ao desempenho obtido com um vinico
filtro linear, de mesma ordem de predicio. Embora tenhamos obtido um pequeno ganho na
predi¢ao, com relagio ao filtro linear, esta rede demanda um custo computacional muito mais
elevado, e talvez nio se justifique o esfor¢o para o ganho obtido.

Ji a rede RBF dindmica mostrou-se ligeiramente superior aos outros dois preditores quanto
s medidas de desempenho, possuindo a vantagem, se compararmos com o perceptron multi-
camadas FIR e com as redes neurais em geral, de realizar um aprendizado em tempo real, A
medida que sao apresentadas novas amostras da série. No entanto, podemos perceber que o
seu desempenho depende de uma boa escolha dos pardmetros utilizados e de uma ordem de
predigao mais alta, diferentemente do que acontece com os outros dois preditores. A influéncia
da escolha apropriada dos parametros pode ser percebida a partir dos valores de o (fator de
escalonamento das variincias), onde o = 400 na série OctExt. TL (maior parametro H) e
a = 30, na série pOct.TL (menor parametro H ). Em suma, numa situagio real, onde o valor
de H pode oscilar bastante, o desempenho da rede RBF pode ser comprometido se o valor de
@ permanecer constante. Mesmo assim, esta parece ser uma boa alternativa para a predicio,
dada a sua aparente robustez.

Quanto as ordens de predicio obtidas para o filtro linear e o perceptron multicamadas
FIR, percebemos que necessitamos de ordens maiores (no caso, M = 20) para valores de H
maiores (como é o caso da série OctExt.TL). Para valores de H menores (como é o caso da
série pOct.TL), necessitamos de ordens de predicéo menores (M = 5). Este fato faz bastante
sentido se percebermos que quando o valor de & aproxima-se de H = (, 5, o processo tende a
um ruido branco, cujo preditor 6timo é simplesmente a média amostral. Para valores maiores
de H, a série se apresenta mais correlacionada, o que significa que necessitamos de mais
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informagéo no passado para podermos aprimorar a predicao.

Uma observacio interessante pode ser feita com relagéo aos valores assumidos pelas me-
didas de desempenho em cada uma das séries, Podemos perceber que hg uma “inversao” da
ordem de grandeza dos valores quando alternamos de uma série para outra. Esta alternan-
cia pode ser explicada, talvez, pelo fato da série OctExt.TL possuir picos bastante elevados
(“Efeito de Noah”), contrastantes com o comportamento geral da série, que se concentra em
valores baixos, proximos a 0,2. Neste €aso, o erro normalizado pela variancia ¢ bem mais baixo
do que o erro normalizado pela amostra passada. No caso da série pOct.TL, a situagio se in-
verte. A série parece apresentar uma maior varidncia, o que contribui para um aumento na
ordem de grandeza do erro normalizado pela varidncia. Enquanto isso, a auséncia de grandes
picos tende a favorecer a atuacao dos preditores, ocasionando erros normalizados pela amostra
passada, um pouco mais baixos.

Com relagdo ao algoritmo EM adaptativo proposto neste trabalho, podemos perceber,
a partir das simulacdes realizadas, que este algoritmo apresenta um desempenho bastante
razodvel se comparado com o algoritmo EM padrao. Inclusive, o que poderia ser apontado como
o seu principal problema, trata-se também do principal problema encontrado no algoritmo
EM padrio : a convergéncia para minimos locais. A favor deste algoritmo, temos o seu
cardter adaptativo, podendo ser implementado em situagdes que exijam estimacdes em tempo
real de pardmetros de mistura de Gaussianas,

Uma possivel abordagem para um melhor desempenho do algoritmo EM adaptativo, seria a
realizacdo de um “aprendizado” a Priori sobre um conjunto de amostras, a partir do algoritmo
EM padrdo. Os valores obtidos nesta, etapa de “treinamento”, podem entio ser utilizados como
valores iniciais para o algoritmo EM adaptativo, o qual ficaria encarregado de acompanhar as
bequenas variacoes ocorridas nas amostras ao longo do tempo.

Finalmente, podemos enumerar as seguintes contribuicdes deste trabalho -

- Estudo dos principais conceitos da rede ATM;

— Revisdo dos conceitos e modelos de Processos auto-similares e o impacto desses processos
na rede ATM ;

— Estudo e andlise da auto-similaridade do trafego Ethernet ;

— Descricao e implementacio dos modelos e andlise comparativa dos preditores lineares e
nao-lineares ;

— Proposta de uma modificagdo do algoritmo EM padrao para mistura de densidades
Gaussianas, com a introdugao de uma. fungdo de penalidade;

~ Proposta de um algoritmo EM adaptativo para estimacio de pardmetros de mistura de
densidades Gaussianas.




Apéndice A
Dimensao Fractal

Um conjunto fractal ideal F deve possuir as seguintes propriedades :

1. F possui uma estrutura fina, com detalhes em todos os niveis de resolucio ;

2. F & muito irregular para ser descrito na linguagem geométrica tradicional, tanto local-
mente quanto globalmente ;

3. F possui alguma forma de auto-similaridade, quer seja deterministica ou estatistica;
4. Freqiientemente, F & definido de uma forma muito simples (quase sempre recursiva) ;
5. A dimensdo fractal de F ¢ maior do que a sua dimensio topolégica.

Esta dltima propriedade deriva da defini¢do formal utilizada, por Mandelbrot (24, 5, 34]
para caracterizar rigorosamente um conjunto fractal. Note que a dimensio topoldgica de um
conjunto é sempre um mimero inteiro nao-negativo. Ela é definida de forma recursiva, partindo
do postulado de que a dimensio topoldgica de um ponto, ou de um conjunto de pontos
desconectados, ¢ igual a zero. Por outro lado, a dimensio fractal pode ser definida de modos
diferentes, porém de certa forma equivalentes para todos os efeitos priticos. As definicdes
mais conhecidas sdo a dimensdo de caizg (“box dimension” ou Entropia de Kolmogorov) e a
dimensdo de Hausdorff A dimensio fractal &, em geral, um nimero fracionsrio,

Na maioria dos casos préticos, utiliza-se como definicio de dimensio fractal uma forma
mais simples e mais intuitiva que as duas mencionadas acima. Para entendé-la, tomemos o
caso simples de um conjunto correspondente a uma linha (curva ou reta) de tamanho I.
Para medirmos o tamanho da linha, tomemos uma régua rigida de tamanho r e estimemos
0 menor nimero N(r) de réguas que cobrem o tamanho 7. Portanto, para r — 0 temos que
L 2 N(r) - r. No limite,

L=lmN(r).r
r—{0
Note porém que, para qualquer § > 0,
lim N(r) . ™% = oo

r—3()

Lm N(r) - 19 = g,

r—{)

Portanto, & = 0 corresponde ao expoente Dy = 1de rP# para o qual o limite de N (r)-
rP# converge para um nimero maior que zero e menor que infinito. Neste caso, Dy = 1
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corresponde 4 dimensao topoldgica ¢ 4 dimensio fractal do conjunto F;. Como estas dimensdes
sao idénticas, F; ndo é um fractal.
Analogamente, se tomarmos JFacomo uma superficie de uma folha, de drea S teremos
S=lmN(r) . r

T}

e, para § > 0,

lim N(r) - r?% = o0

r—{}

lim N(r) . 2+ = 0,
r—{

Neste caso, N(r) é o menor nimero de quadrados de lado r que cobrem a drea S.Aqui
as dimensées topoldgicas e fractais sio ambas iguais a dois. O mesmo raciocinio pode ser
aplicado a um conjunto 5 correspondente a um sélido com dimensio topoldgica (e fractal)
igual a trés.

A discussdo acima sugere a seguinte defini¢do de dimenséo fractal -

Definicio A.1 A dimensdo fractal Dy de um congunto F é o nidmero real nao-negativo
para o qual o limite de

N(r).rPx

quando r — 0 converge para um valor finito e maior que zero.

Vérios autores utilizam esta definicio como sendo a da dimensdo de Hausdorff[24, 7).
Deve-se enfatizar, todavia, que a dimenséo de Hausdorff é definida de forma mais rigorosa e,
em muitos casos, fornece valores diferentes daqueles obtidos com a dimensio fractal acima.

Note que, se N(r) - rP# = ¢ (0 < ¢ < o) ,entdo

logc & log N(r) + Dy logr

__logN(r)  loge
~ —log(r) logr’

Tomando o limite (r — 0), o segundo termo tende a zero e, entio,

. log N(r)
s iy

Esta expressdo é muito 1itil para aplicacdes prdticas, pois Dy pode ser estimado como o
gradiente do gréfico log-log tragado em uma regifio conveniente de r.Mandelbrot define entio
como fractal todo conjunto que possui uma dimensio de Hausdorff Dy estritamente maior
que sua dimensdo topoldgica.
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