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Resumo

Este trabalho tem como objetivo estabelecer uma relacio entre
curvas algébricas e o processo de decodificacio da classe de c6digos al-
ternantes, conhecidos como subcédigos dos cédigos de Reed-Solomon
generalizado. O procedimento utilizado para alcancar tal objetivo con-
siste dos seguintes passos: 1) Propor uma construcio de polindmios
absolutamente irredutiveis que gerem curvas algébricas sobre corpos
finitos GF(g) (isto é, irredutivel sobre o fecho algébrico de GF(qg),
denotado por GF'(g)) com possiveis curvas com mimero méximo de
pontos racionais; 2) Incorporar ao algoritmo de Berlekamp-Massey e
a0 algoritmo de Peterson-Gorenstein-Zierler uma estrutura geométrica
de curvas algébricas na caracterizagio do processo de localizacio dos
erros através da construcao de polindmios absolutamente irredutiveis,
que se dard por meio dos pontos racionais da curva associada a esta
construgao. Estabelecemos, assim, uma estrutura geométrica ao deco-
dificador universal para os c6digos alternantes a partir desses conceitos
e propriedades.







Abstract

The aim of this research is to establish a relationship between alge-
braic curves and the decoding process of the class of Alternant codes,
known as subcodes of the generalized Reed-Solomon codes. The proce-
dure we used to achieve such a goal consists of the following steps: 1)
to propose a construction of absolutely irreducible polynomials which
generate algebraic curves over finite fields GF(q) (that is, irreducible
over the algebraic closure of GF(g), denoted by GF(q)) with maximal
rational whenever possible; 2} to introduce to the Berlekamp-Massey
and the Peterson-Gorenstein-Zierler algorithms a geometric structure
of algebraic curves in the characterization of the error locator process
by use of the construction of absolutely irreducible polynomials. This
characterization is realized by means of the rational points associated
with such curves. Therefore, we have established a geometric structure
to the decoding process of the alternant codes from these concepts and
properties.
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Capitulo 1

Introducao

Antes de procedermos & descri¢do do problema a ser analisado neste trabalho, apre-
sentaremos um breve histdrico sobre codificagdo e decodificacio de cédigos lineares.

Os c6digos bindrios descobertos por R. C. Bose e D. K. Chaudhuri (1960) e indepen-
dentemente por A. Hocquenghem (1959) foram chamados de cédigos BCH e representam
uma importante generalizacdo dos codigos de Hamming, permitindo miiltipla correcéo
de erros. A generalizagio dos cédigos BCH bindrios para cddigos sobre GF(q) foi feita
por Gorenstein e Zierler, em 1961. Entre os cddigos BCH nio-bindrios, a subclasse mais
importante é formada pelos c6digos de Reed-Solomon (RS), os quais foram introduzidos
por Reed e Solomon em 1960, independentemente dos trabalhos de Hocquenghem, Bose
e Chaundhuri. Em 1967, J. N. Srivastava propds uma nova classe de codigos lineares,
chamada cédigos de Srivastava, [5]. Em 1970, V. D. Goppa introduziu uma nova classe de
c6digos corretores de erros que incluem, como subclasses desses codigos, os codigos BCH
e os codigos de Srivastava, [21]. Em 1972, H. J. Helgert apresentou uma generalizacio
dos cédigos BCH e dos cédigos de Srivastava, [28]. Para uma discussio mais detalhada
desses c6digos, indicamos os livros de Belerkamp [5] e de MacWilliams-Sloane [57].

A classe dos cédigos alternantes foi definida e estudada por Helgert em uma série de
trabalhos [27)-[31]. Os resultados mais importantes foram compilados por Delsarte em
[11]. Através desses resultados, essa classe de c6digos é conhecida pelo nome de cédigos
de Reed-Solomon generalizado. O nome cédigo alternante é baseado no fato de que a
matriz ou determinante da forma

Jolzo)  filwo) - fa—i(zo)

fﬂ(l:rwl) fl(l:r—i) U fn—l(-xr—l)

é chamado de alternante [41]. Alguns dos c6digos mais importantes usados na pratica,
como os ¢6digos BCH e os cédigos cldssicos de Goppa, podem ser representados como sub-
codigos de subcorpos dos cédigos de Reed-Solomon generalizado de uma maneira natural,
portanto, sdo cédigos alternantes.

Os codigos alternantes formain uma grande e poderosa familia de c6digos que podem
ser obtidos por uma simples modifica¢io na matriz verificacio de paridade do codigo BCH,
[57]. Essa classe consiste da unido de virios c6digos conhecidos, entre eles, estdo os codigos

1
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BCH, Reed-Solomon, cédigos classicos de Goppa, Srivastava, Srivastava generalizado e
BCH generalizado. Por ser uma classe muito extensa de cédigos, muito resta ainda a ser
explorado sobre eles, veja [57].

Umn dos fatos mais importantes na Teoria de Cddigos Corretores de Erros nos lti-
mos anos fol a introducdo de métodos baseados em curvas algébrico-geométricas para
a construcdo de cddigos lineares. Isses c6digos, denominados algébrico-geométricos
(AG), foram introduzidos por Goppa, [23]-[25]. Em 1982, Tsfasman, V1idut e Zink [62]
obtiveram um resultado importante quanto & existéncia de uma sucessao de cédigos AG
que excediam o limitante de Gilbert-Varshamov, impulsionando um importante desenvol-
vimento na teoria de cédigos para correcao de erros. Os codigos de Reed-Solomon sdo,
entdo, um caso particular dos cédigos AG quando a curva algébrica adotada é apenas
uma reta, de forma que os cédigos AG podem apresentar comprimento muito maior que
os codigos de Reed-Solomon. Desde entdo, vérios trabalhos foram publicados sobre os
codigos AG. Estes cédigos estdo baseados na Teoria de Curvas Algébrico-Geométricas,
[39]. Em [34], Justesen et al propuseram uma descrigao dos cédigos AG considerando so-
mente mondmios. Seguindo essa descricio de c6digos AG, Feng e Rao, [15], construiram
codigos AG, através de uma aproximacao simples, utilizando trés tipos de curvas planas
afins irredutiveis sobre GF{q).

O objetivo era construir uma classe de cédigos lineares, que por sua vez s&o bem
parecidos com os cédigos AG atuais, porém, a construcio nio estd diretamente baseada na
Teoria de Curvas Algébrico-Geométricas. Dessa aproximacao simples, resulta a construcgio
de cédigos AG em uma classe muito grande de curvas planas afins irredutiveis, sem usar
a Teoria de Curvas Algébrico-Geomeétricas diretamente. Em alguns casos, a disténcia
minima projetada, obtida por esta aproximacao, é mais precisa que a obtida usando o
Teorema de Riemann-Roch.

No comego dos anos 80, Thara [32], Tsfasman, Viddut e Zink [61][62], provaram a
existéncia de curvas sobre corpos finitos com muitos pontos racionais, possibilitando a
construcdo de bons cédigos quando n tende a infinito. Portanto, os melhores cédigos sao
construidos através de curvas com muitos pontos racionais, uma vez que 0 comprimento
das palavras-cédigo estd diretamente relacionado 4 quantidade de pontos racionais.

O problema de decodificacdo, para um dado cédigo C, consiste em encontrar uma
palavra-cédigo em C tal que a distancia para uma dada palavra recebida y seja minima.
Uma estratégia para realizar esta tarefa consiste de dois passos: inicialmente, determinar
o suporte do vetor erro e, em seguida, determinar os valores dos erros correspondentes,
isto &, as magnitudes dos erros. Decodificar pela localizacdo de erro é o principio bésico
da maioria dos algoritmos de decodificagao para cédigos lineares.

A idéia de expressar o passo fundamental na decodificacgo para obter a recorrén-
cia mais curta que produzird uma determinada sequéncia é atribuida a Berlekamp e a
Massey (BM) [3], isto &, utilizar relagtes de recursio lineares {registradores de desloca-
mentos) em uma varidvel, relacoes estas vélidas para as sindromes da palavra recebida,
para determinar um polinémio localizador de erros ocorridos. Helgert em [31], apresen-
tou a equacao fundamental para decodificar os cédigos alternantes. O uso do algoritmo
de Euclides para resolver a equacgio fundamental deve-se a Sugiyama et al., [60]. Um
algoritmo de decodificacao diferente, também baseado no algoritmo de Euclides, foi de-
terminado por Mandelbaum [37]. Ainda outro algoritmo de decodificacao foi proposto por
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Peterson-Gorenstein-Zierler, [7]. A fun¢do bdsica desse algoritmo é determinar, usando
as propriedades de sistemas lineares, as funcdes simétricas elementares.

Um c6digo BCH primitivo bindrio de comprimento n e taxa R pode ser decodificado
até sua distancia projetada em O(nlogn) operacdes aritméticas. Esses resultados sio me-
lhores que aqueles obtidos com o algoritmo de Euclides, mas infelizmente s6 serio validos
para valores excessivamente grandes de n. Um algoritmo computacionalmente eficiente
para decodificar a classe de c6digos alternantes para propdsitos préticos é o algoritmo de
decodificacéo de Berlekamp-Massey, o qual é provavelmente o mais répido.

Embora nosso objetivo, neste trabalho, nio seja a decodificacdo de codigos algébrico-
geomeétricos, pensamos ser vdlidas algumas citacBes para maiores esclarecimentos. Um
algoritmo computacionalmente eficiente para decodificar esses c6digos foi inicialmente des-
crito por Justesen et al., em [34], e consistia numa generalizacio do algoritmo de Arimoto
e Peterson-Gorenstein-Zierler para cédigos de Reed-Solomon. Uma abordagem baseada
em um tipo do algoritmo de Berlekamp-Massey bidimensional foi introduzida por Sakata
em [48]. Sakata et al., em [49], estenderam o algoritmo para permitir uma, decodificagao
eficiente até a metade da distincia mfnima projetada. O algoritmo em [49] trata em de-
talhes de c6digos em curvas hermitianas e necessita de uma certa complexidade, mimero
de multiplicacdes no corpo de interesse, o qual é limitado superiormente pelo termo An’/3
para uma constante A suficientemente grande. Aqui n denota o comprimento do codigo de
uma curva hermitiana e a constante A ¢ independente do comprimento do cédigo. Além
de [48] e [49], existe uma vasta literatura sobre algoritmos computacionalmente eficientes
para decodificar cédigos AG, veja [33] e [35].

Tendo como base o algoritmo de Berlekamp-Massey Koter, [36], usando de paralelismo,
propos um algoritmo de decodificacdo rapida para determinar a funcio localizadora de
erros para a classe de c6digos algébrico-geométricos Co(D,mP,) de um ponto. Esse
algoritmo € descrito por um conjunto de equacdes recursivas e funciona para ambas as de-
codificacOes, isto €, decodificar somente erro e decodificar erro-apagamento. O resultado
principal desse trabalho é um algoritmo de localizacio de erro de implementacao relati-
varente simples. Tal implementagio paralela determina o localizador de erro para um
cédigo algébrico-geométrico que usa as mesmas exigéncias de execucao que o algoritmo
basico de Berlekamp-Massey em uma dimensio aplicado 3 decodificacio de codigos de
Reed-Solomon. Além disso, o algoritmo pode ser implementado eficazmente e pode re-
querer um tempo de execucdo que é essencialmente igual ao tempo de execucao requerido
pelo BM para um cédigo de RS. Na implementacio paralela proposta, a exigéncia de
tempo para um cédigo algébrico-geométrico que corrige t erros e definido sobre uma curva
de género g ¢ essencialmente ignal as exigéncias de tempo de um cédigo de Reed-Solomon
corretor de ¢ + 2g erros. Essas observacles sdo importantes para construir codigos AG
e, em muitas aplicacbes, é uma alternativa razodvel quando se trata de c6digos de RS.
Em particular, uma implementacéo paralela, simples e regular do algoritmo de decodifi-
cagao ¢ essencial para construir cédigos AG, que é uma opgio razodvel em aplicacOes de
engenharia.

A geometria algébrica é, enfim, uma ferramenta matematica que tem se mostrado
1til a0 desenvolvimento de solucdes em diversas dreas da engenharia, como a codificacéo
para controle de erros, s criptografia, a robética, entre outras, veja, por exemplo, [10].
A geometria algébrica estabelece uma série de relactes entre estruturas algébricas, como
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espacos e ideais de funcoes, estruturas geométricas e variedades.

1.1 Descricao do Problema

O presente trabalho visa estabelecer uma relacio entre curvas algébricas e os pro-
cessos de codificacao e decodificacdo de cédigos lineares (c6digos alternantes). Assim,
apresentaremos uma proposta de construcao de polinémios absolutamente irredutiveis
geradores de curvas algébricas sobre corpos finitos, sendo que certas classes dessas curvas
contém muitos pontos racionais. Tais curvas sdo bastante utilizadas na construcgio de
codigos AG. Apresentaremos também aos processos de localizacio e de determinacio da
magnitude dos erros dos algoritmos de decodificacao de cédigos alternantes sobre corpos
finitos esta estrutura geométrica, utilizando a comstrucio de polindémios absolutamente
irredutiveis. Os cddigos alternantes podem ser decodificados através de qualquer uma
das técnicas de decodificacao dos cédigos BCH. No entanto, existern bons algoritmos
para decodificagao de cédigos BCH e Reed-Solomon, mas sao especificos para estas duas
classes. No ambito dessa discussdo, incorporaremos, ao algoritmo de Berlekamp-Massey
(BM) e ao algoritmo de Peterson-Gorenstein-Zierler (PGZ), passos para estabelecer uma
estrutura geométrica (curvas algébricas) na caracterizagao do processo de localizacio e
determinacao das magnitudes dos erros.

O problema em foco teve como ponto de partida, a busca de uma estrutura geométrica
decorrente da relacio entre o polindmio irredutivel,

P(z,w) = po(2)w" + pr(2)w™ ™! + - - - 4 pn(2),
gerador de uma superficie de Riemann compacta e a saida do algoritmo de Berlekamp-
Massey (BM), isto é, construir um polinémio de duas varidveis (z,w), tal que para um
determinado valor z = zp tenhamos o polinémio
Plzg,w)y=w"+ow™ +-- -+ 0,

como a saida do algoritmo de BM ou, equivalentemente, a superficie de erros.
O polinémio irredutivel P(z,w) apresenta algumas caracterfsticas interessantes que
serao destacadas a seguir:

1. Dado zg e considerando que wx, we, . . ., w, $30 as raizes distintas de P(zg, w), entao
as funcbes simétricas elementares sdo obtidas da seguinte maneira

oy = —(un +wy+ ..+ wy)
02 = 3 s Wil

on = (~1)"wyws ... wy;

2. A matriz formada pelas rafzes wy, wo, . .., w, de P(zg, w) é a matriz de Vandermon-
de, dada por
1 1 ‘e 1
A wn we v Wy

,wall—l wg—l . w;lu-—}
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cujo determinante é dado por det M* = =TT, .(w; — w;);

3. Cabe observar também que (w—w))(w—wy) ... (w~w,) = w+ow? +ou™ 24
et Op.

A partir dessas observagoes, conjecturamos que seria possivel encontrar uma relacio
entre o polindmio irredutivel P(z,w) e o polinémio localizador de erros resultante do
Passo 2 do algoritmo de BM, como também a determinacio das magnitudes dos erros
para 0s c6digos ciclicos, tendo em vista que o polinémio localizador e a determinacgao das
magnitudes dos erros apresentam as trés caracteristicas descritas.

Este trabalho tem como objetivo identificar uma estrutura geométrica associada ao
processo de decodificagdo. Dessa maneira, apresentaremos como é possivel construir
polinémios irredutiveis P(z,w) sobre corpos finitos G'F(g), onde ¢ = p™, p é wm ntmero
primo, geradores das curvas algébricas e que, estejam relacionadas as correspondentes
superficies de Riemann compactas. Isso se deve ao fato de que a classe de superficies
de Riemann ¢ equivalente 4 classe de curvas algébricas que, por sua vez, é equivalente 3
classe de corpos de fungGes algébricas. Como resultado, apresentaremos uma proposta de
construgio de polinémios absolutamente irredutiveis P(z,w) sobre corpos finitos GF(q),
definidos para a decodificacdo dos cédigos alternantes baseados na capactdade de correcio
de erros desses cddigos. A condicio de polinémio absolutamente irredutivel garante que a
curva algébrica sobre GF(g) é conexa. Em termos préticos, quando a curva estd definida
por urt modelo afim f(z, y), absolutamente irredutivel, implica que o anel de coordenadas
GF(g)lz,y]/(f) & um dominio de integridade e permanece assim quando o corpo é subs-
tituido por qualquer extensdo finita. Isso resulta gue o corpo quociente é um corpo de
funcdo de grau de transcendéncia 1.

Para desenvolver essas questdes, este trabalho ests organizado em capitulos, cujos
contetidos sdo descritos da seguinte maneira:

No Capitulo 2, apresentaremos uma abordagem sobre codigos alternantes e suas sub-
classes. Esses codigos sio resultados dos subcédigos dos subcorpos dos c6digos de Reed-
Solomon Generalizados, chamados cédigos alternantes. Mostraremos também suas vérias
subclasses de codigos com exemplos.

No Capitulo 3, apresentaremos uma proposta de construcdo de polindmios absolu-
tamente irredutiveis sobre corpos finitos, como também, exemplos de curvas algébricas
construidas através destes polindmios com nimero maximo de pontos racionais. A curva
algébrica associada a construgdo para n = 2, gera uma curva nao-singular. Além disso,
daremos um exemplo de c6digo AG construido através de uma curva algébrica gerada
pela construgdo mencionada, para mostrar a sua importancia nesse contexto. Tratarermos,
ainda, da relagao entre curvas algébricas e superficies de Riemann compactas.

No Capitulo 4, apresentaremos uma estrutura geomeétrica, através de curvas algébri-
cas, relacionada aos processos de localizacio ¢ de determinagio da magnitude dos erros
dos algoritmos de decodificacio de codigos alternantes ciclicos sobre corpos finitos. Nesse
contexto, incorporaremos, ao algoritmo de Berlekamp-Massey (BM) e ao algoritmo de
Peterson-Gorenstein-Zierler (PGZ), novos passos através desta estrutura geométrica, uti-
lizando curvas algébricas na caracterizacio do processo de localizacdo e determinacio das
magnitudes dos erros.
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No Capitulo 5, apresentaremos as conclusdes e temas para estudos futuros.



Capitulo 2

Cdédigos Alternantes e suas
Subclasses

Neste capitulo faremos uma descrigio da classe de cédigos alternantes, conhecidos
como subcédigos dos cédigos de Reed-Solomon generalizado, destacando as propriedades
necessdrias para o entendimento deste e dos demais capitulos. A principal motivacio é
estabelecer uma estrutura geométrica ao decodificador universal para os codigos alter-
nantes' a partir desses conceitos e propriedades. Essa classe de cédigos serd apresentada
através das matrizes geradora e verificagio de paridade. Nessa categoria, enquadram-se
os c6digos BCH, Reed-Solomon e de Goppa?. Nas Secdes 2.3 a 2.5 serfio apresentadas as
subclasses de cddigos alternantes, como: cédigos de Goppa e suas subclasses (Secao 2.3);
codigos de Srivastava generalizado (Se¢do 2.4) e na Secdo 2.5, baseado nos polindmios de
Mattson-Solomon, apresentaremos os c6digos BCH generalizados, incluindo a sua relacao
com os ¢6édigos BCH, RS, Goppa e Srivastava.

2.1 Cddigo Reed-Solomon Generalizado

Uma classe ligeiramente mais geral de cédigos do que a dos cédigos de RS sdo obtidos
se

= (u(1),u(a),...,u(a?1)) (2.1)

é substituido por
¢ = (viu(l), vaula), ..., vu(a®™), (2.2)

onde 0s v; sao elementos ndo-nulos de GF(g). A equagdio (2.1) é o caso particular de (2.2)
quando todos os v; = 1. Isso sugere a seguinte generalizaco:

Sejam a = (o, @s,--+ ,0n), onde os a; sio elementos distintos de GF(g™) e v =
(v1,v2,--+ ,v,), onde 0s v; sdo elementos ndo-nulos (nfio necessariamente distintos) de
GF(q™) e g € uma poténcia de um nimero primo p. Entfo o cédigo de Reed-Solomon

10O leitor interessado em uma discussio mais completa sobre essa classe de c6digos poderd consultar
os livros de Muir, {40}, e Muir-Metzler, [41].

2Ao mencionarmos codige de Goppa, entenda que estamos nos referindo aos codigos cldssicos de
Goppa.
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generalizado, denotado por GRS,(a, v), consiste de todos os vetores

(Uif(ai)a T 3Unf(an));

onde f(z) € GF(¢™)[z] é qualquer polindmio cujo grau é menor que k com coeficientes
em GF(g™). Neste caso, diremos que esse é um [n, k]-cédigo sobre GF(¢™).

Como f tem, no méximo, k — 1 zeros, a distancia minima é pelo menos n — k+ 1, isto
&, d > n— k+ 1. Por outro lado, pelo limitante de Singleton, a distancia €, no méximo,
n — k + 1, consequentemente, d = n — k + 1. Portanto, o cédigo & dito ser um cédigo
com mdxima disténcia de separacao (MDS). A matriz verificacdo de paridade
deste codigo é

[ h Y2 Yn
QX1Th Qo Cnlin
H = | odyn odyp Y
| o7y a7y " Y |
[ ] 1 - 1 ][y 00 v 0]
oy Q2 Qp 0 0 --- 0
= | o o - o 0 ¥y - 0 | =Xy, (23
N 0 0 0 Yo |

onde y = (¥1,....%), com y; € GF(g™) e y; # 0.
Uma caracteristica dos cédigos cujas palavras sdo geradas por matrizes € a existéncia
do cédigo dual, o qual corresponde ao espaco nulo da matriz H, isto é, o conjunto dos

vetores GRS, .1(a,v), tais que vHT = 0, onde H” denota a matriz transposta da matriz
H.

Teorema 2.1.1 [57] O dual do cédigo GRSy, (a,v) é 0 eddigo GRS, (a, ') para algum
v = (v}, vh, - ,vL), onde os v € GF(¢™).

Demonstracdo. Suponha que ko = n — 1. Seja D 0 cédigo dual de GRS,_1{a,v).
Entao, D tem dimensdo 1 e, portanio, consiste de todos os maltiplos escalares de algum
vetor firado v' = (v}, v, --- ,v},). Devemos mostrar que v # 0, para todo i = 1,2,--- , n.
De fato, v' satisfaz

v1U) + vty + -+ v, = 0
a1y + Uty + -+ -+ apUptl, = 0
n—2

o P + o Puevh + -+ ol P, = 0

ou, equivalentemente,

_ TF
1 1 1 vLv)
o o Qp Vot
of ol a? V3t

1 2 n 3U3 (2.4)
af™? a2 of? vV
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Suponha que algum v = 0. Entdo, o sistema linear (2.4) € homogéneo para os outros v,
cuja matriz dos coeficientes é a matriz de Vandermonde. Logo, o sisterna possui somente
a solucdo trivial, isto é, vv) = 0 e, assim, todos os v; = 0, o que é uma contradicdo.
Portanto, os v} # 0, para todo i. Por outro lado, suponha que kg < n—1, entdo GRSy, (o, v)

€ 0 codigo dual de GRS, (a, '), para todo kg < n — 1, desde que

n

T
> (efu)(af)) = 3" afttue] = 0
i=1

i=1

para s <ky—let<n—ky—1. =

Segue do Teorema 2.1.1 que GRSy, (a, v) tem matriz verificacdo de paridade igual a
matriz geradora de GRS, g, (a,v'), isto &,

f f !
’Ul 02 Ew . ’Un
' ! '
aévl agv2 agvn
/ } !
avy Q55 azv,
R e A
[ 1 1 1]
« 1" o Ui 0 0
1 2 T !
a2 2 9 0w 0
e 1 £3] ay, .
: : : .
fon—1 — ey I 0 0 U
a’f 0 ag ko—1 a’ﬂf ko1 n

A seguir, descrevemos como uma matriz no corpo maior GF(g™) que pode ser usada
para definir um cédigo em um corpo menor GF(g).

Inicialmente, suponha que o c6digo seja definido por uma matriz verificacao de pa-
ridade H em GF(q¢™). Mais precisamente, seja H = (Hij), onde Hy; € GF(g™) para
l<i<r 1< j<n, umamatriz r xn de posto r em GF(¢™). Entdo, € & o cédigo sobre
GF(qg) consistindo de todos os vetores a = (ay, ..., 6,), a; € GF (g), tal que Ha? = 0.

Outro modo de obtermos € & como segue. Escolha uma base e, . . . , o, para GF(g™)
sobre GF(g), e escreva

Hz'j = ZH@'[Q[, Hz’jg & GF(Q)
I==]

Defina H como sendo a matriz rm X n obtida de H substituindo cada entrada H;;
pelo vetor coluna correspondente (Hij1,- ... Hijm)T de GF(q). Assim,

Hlll H}21 Hlnl \
Hyyy Hix Hingy
e : : :
Hﬂm H12m Hlnm
\ Hrlm Her Hrnm /




10 CAPITULO 2. CODIGOS ALTERNANTES E SUAS SUBCLASSES

Entao,
a€€ & 37 Hya; =0 para i=1,...,r
& Z;;zﬂiﬂaj:() para i=1,...,ml=1,....m
& HaT =0.

Assim, H ou H podem ser usadas para definir €. O posto de H sobre GF{q) &, no
méximo, rm, logo € é um {n, k > n — rmj-cédigo, assumindo rm < n.

Claro que também poderfamos considerar o codige €* sobre GF(g™) consistindo de
todos os vetores b = (by,...,bn), b; € GF(g™), tais que HbY = 0. Entio, € & um [n,
n — r}-c6digo sobre GF{g™). Como GF(g) C GF(q™), toda palavra-cédigo em € estd em
€*. Na realidade € consiste das palavras-cédigo de €*, que tém componentes em GF(q).
Representamos essa relacao por

€= |gr(y),

o qual serd chamado subcédigo do subcorpo de €* (ou a restrigio de € a GF(q)), isto
é, € |ar(g € um cédigo sobre GF(q).

Em geral, se € € qualquer [n, k*, d*]-cédigo sobre GF(¢™), o subcédigo do subcorpo
€* |gr(g consiste das palavras-codigo de €* que tém componentes emm GF(g). Entdo,
€* |cr(g € um [n, k,d]-cédigo com n — min - k*) <k < k*ed > d*. [57].

Por exemplo, seja € o codigo BCH [n, k,d] = (7,6, 2] sobre GF{2®) com polindmio
gerador z+ a, onde o € GF(2®) e satisfaz a® +a+ 1 = 0. Seja € o subeadigo do subcorpo
T |gre) - A palavra~codigo a(z) = (z + a){(z+ o)z +a?) =2° + x + 1 estd em €* e
portanto em €. Assim, € contém o [7, 4, 3]-cédigo de Hamming.

A aplicagao trago T,,, de GF(¢™) para GF(q) pode ser usada para expressar o dual
de € |gr(g em termos do dual de €*. Esta aplicagao & definida como a soma T),(3) =
B+B - +87 = Tt 87, onde B € GF(g™). Seja T)n(€) o c6digo sobre GF(q)
consistindo de todos os vetores distintos

Tm(6) = (Tr(b1), ..., Tn(bs)), parabe €.
Entdo 7;,,(€*) é um [n, k, d]-cédigo sobre GF(g) com k* < k < mk* ed < d*.

Teorema 2.1.2 (Delsarte) [57] O dual de um subcddigo do subcorpo é o traco do dual
do cddigo original, ou
(€ ler@)™ = Tu((€)).

2.2 Coédigos Alternantes

Os cédigos alternantes consistern da unio de vérias familias de cédigos e sao obtidos
através de uma modificacdo na matriz verificacio de paridade do cédigo BCH, [57]. Por
ser uma classe muito estensa de cédigos, muito resta ainda a ser explorado sobre os cédigos
alternantes. Lembramos que um cédigo BCH de comprimento n e distdncia de projeto
¢ sobre GF(g) tem matriz verificacdo de paridade H = (H;;), onde Hy; = o¥ (1 < i <
0—-1,0<j<n—1)ea € GF(¢™) é uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Considerando
os elementos de H;; como o produto O{;_ij, onde a = (a3, - ,0,) € um vetor com
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componentes distintas em GF{¢™} ey = (1, ,¥») é um vetor com componentes niao-
nulas em GF(g™), obtemos o cédigo alternante A(a,y). As propriedades desta classe
de cédigos sao resumidas na Figura 2.1. A partir desta figura, fica claro que os cédigos
BCH s#o casos especiais dos cddigos alternantes.

Cédigos
Altefna.ntes SIS T { e Z o

. 1 ]
Cadigos de i
Srivastava !

:
y, 5 i E L
-, A f—~.. Cddigos
£

Cumulativos

Figura 2.1: Relacdo entre as vdrias subclasses dos cédigos alternantes

A seguir, definiremos vidrias subclasses da classe de cédigos alternantes, tais como,
codigos de Goppa, cédigos de Srivastava generalizado e a generalizacio da classe dos
cédigos BCH, apresentada em [8]. A relacfo existente entre essas classes de cédigos e a.
classe dos cédigos alternantes foi mostrada na Figura 2.1.

O processo de codificacdo e decodificagio dos cédigos alternantes & semelhante ao dos
codigos BCH. O elemento fundamental no processo de decodificagio ¢ o algoritmo de
Berlekamp-Massey. Este algoritmo é usado para determinar o polindmio localizador de
erro.

O cddigo alternante A{a,y) consiste de todas as palavras-cédigo de GRS;{a,v)
com componentes em G'F(q), isto &, A{cr, y) € a restrigao de GRSy (a, v) a GF(q). Assim,
A(a,y) consiste de todos os vetores w sobre GF(q) tais que Hw? = 0, onde H é dada por
{(2.3). Em particular, o cédigo alternante A{w,y) tem distdncia minima d > r + 1, onde
r=n-—k
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Uma matriz verificacio de paridade H com elementos em GF{g™) pode ser obtida
substituindo cada elemento de H pelo vetor coluna correspondente de comprimento m de
GF(q), da mesma maneira que é feito para os cédigos BCH. Como A(c,y) € um subcorpo
do subcédigo de GRSi{a, v), segue que A(a,y) & um codigo [n, k, d] sobre GF(g), com
n—mr<k<n-—red>r+1 Dessemodo, é também possivel obter a estimativa do
limitante de d diretamente da matriz verificacao de paridade.

Seja C = (ci;), c; € GF{g™) com 1 < 4,7 < r, qualquer matriz inversivel. Entao, a
matriz verificacio de paridade para A(c,y) é dada por

H CXY i
r 1 1 1
i1 Ciz 0 Cir y: QO 0
Cor Can v+ Cor aé a% O‘g 0 1 0
. o Qs an -.. (25)
| Cr1 Cra v Cpp i Ck;‘—l &Tg:_l Ol;’;'ml 0 0O Un,
[ ygi(ea) e (o) Yng1{Cin)
. 9192(&'1) Yaga(cra) yn92(an) (2.6)
C yige(an)  yegr(o) YnGr(Ctn)
onde
gi(T) = e + CoT + CiaT’ b - Fepa”Th i= 1T

& um polindmio de grau menor ou igual a r — 1 com coeficientes em GF(¢™}.

Das igualdades {2.3) ou (2.6) concluimos que é natural rotular as coordenadas das
palavras-cédigo por aq, -+, Qn.

Se C é nio-singular, entdo H & a matriz verificagio de paridade de um cédigo linear
com distancia minima pelo menos r -+ 1. O nimero de simbolos de verificagio de paridade
& no maximo mr.

Ye escolhermos qualquer submatriz de ordem r de H e computarmos seu determi-
nante, obtemos o produto do determinante de C pelo determinante de Vandermonde,
com elementos distintos, e pelo determinante de uma submatriz diagonal de Y. Deter-
minantes desse tipo sdo conhecidos como alternantes, [41], e, por esta razdo, os cédigos
correspondentes a (2.5) s@o chamados cédigos alternantes.

Por exemplo, se a = (1,a,02,--- o) ey = (1,1,---,1) onde o é um elemento
primitivo de GF(2%), entdo, para r = 2, 0 ¢6digo alternante A(c, y) tem matriz verificacao
de paridade iqual a

fr11o1 111

Tl oa o o ot o of

H

Substituindo cada entrada de H pelo vetor bindrio correspondente de comprimento 3,
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obtemos

]
I

OO DO =
D= OIS D
Rt O D] OO e
Co et =t ] (DD e
— e O OO
Lol L o = e B T
bt (2 = DD

Assim, A(a,y) é um cédigo de Hamming [7, 3, 4].

Por outrolado, sea = (1,0,0?,--- ,af) ey = (1,a,0?,--- , a®), onde a & um elemento
primitivo de GF(2?), entdo, para r = 2, o cédigo alternante A{a, y) tem matriz verificacio
de paridade igual a

A segunda linha dessa matriz é redundante e, portanto, pode ser desconsiderada, isto
&, se tomarmos 0 quadrado dos elementos da 1° linha teremos a 2°, por causa disso se
ZZ:} héai = 0, onde hg e G.F(Qm) eq; = 0ou a; = 1 entéo,

n 7 2
th&i = (Z hiai 2) =0,

3=] i==1

Assim, podemos optar por

_[roo01011
H=|0101110
0010111

Neste caso, A(a,y) & um cédigo de Hamming [7,4, 3]. Sendo assim, o efeito de y foi
diminuir a distdncia minima e aumentar o mimero de sfmbolos de informacéo.

Considere agora a classe de cédigos alternantes obtida da matriz {2.6), conforme os
seguintes procedimentos.

Sejam r = ts, onde t e s sdo inteiros positivos, z; um elemento nio-nulo de GF (g™) e
w;’s elementos distintos de GF'(¢™) e para todo 7, w; é diferente de todos os «s. Para
i=1,2,--- 0, {=12,---,8ek=12-.. ¢t considere

2
M oy © Sk =

)

Z

yi(ai - ’wz)k'

Substituindo y; e gu-ie+x(cs) em (2.6), obtemos a matriz H dada por

H= , 2.7)
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onde _ z 2 2, _
(Ilz—l wy szz';w; anz—n un
H=| (—w) (o2—w) (on — wy)?
2:1 Z:Q z.'n,
L (o —wp)' (e ~wy) (o — w)"

Mas todo determinante de ordem ¢s é nao-nulo, logo, esta classe de cédigos tem distén-
cia minima pelo menos igual a ts+ 1. O nimero de simbolos de verificagio de paridade é,
no maximo, mis e, como os 2;’s em (2.7) devem ser distintos e diferentes dos w'’s, também
distintos, o comprimento n do cédige ndo pode exceder ¢™ — s.

2.2.1 C(Cébdigos alternantes nao-primitivos

A seguir, apresentaremos os c6digos alternantes nao-primitivos, de acordo com a
defini¢do em [29].

Seja m == Ay, onde A e p sdo inteiros maiores que 1. Entdo GF(g") € um subcorpo
préprio de GF(g™). Em (2.7), considere s = u, n < ¢*, a; € GF(g"),i=1,2, ..., n,
% € GF(g) —0e wy = w‘?A(J—l), j=1,2,---, p, onde w & um elemento arbitrario de
GF(g™) que nao est4 contido em qualquer subcorpo préprio de GF(g™). A condicio em
w assegura que os w;’s sao distintos e diferentes dos a;’s. Esta escolha de parametros
satisfaz, portanto, & condi¢io dos codigos alternantes.

Considere agora os elementos

g

(0 —wn)

2

(2.8)

(o — w)l

na [-ésima linha e i-ésima coluna de H,. Elevando, ambos os membros de (2.8) a ¢g*0—1-

ésima, poténcia, resulta que
!
Z;
= w{y
(i — wy)

1
( = Zj ((012 _ w)q,\(;’-n

para todo j = 2,3,--- , . Assim, para{ = 1,2,--- [t e j = 2,3,---,u, a [-ésima linha
em H; é a ¢*U~Y.ésima poténcia da [-ésima linha de H;. Nestas condigdes, definimos a
seguinte classe de cédigos alternantes.

M=
Z

(; — w)z

Seja m = Ay, onde A e y sdo inteiros maiores que 1. Os cédigos alternantes
d
nao-primitivos sdo definidos pela matriz verificacio de paridade

r <1 Z2 Z3 “n T

alz—l— w Otgz;; w agég w (079 ;— w
) 2 2 PRY
He| @-w) (a—w) (a5—w) (n—w) | 2.9)
Z:]_ 2;2 2.3 z-n
| (a1 —w)' (e2—w) (o3—w) (0 — w)" ]
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onde n < ¢*, cada o; ¢ um elemento diferente de GF(¢"), z € GF (@) — {0} e w é
qualquer elemento de G'F(¢™) néo contido em um subcorpo préprio de GF{¢™).

Como conseqiiéncia imediata da discussao acima, deduzimos que a distancia minima
€ 0 numero maximo de simbolos de paridade dos c6digos alternantes naco-primitivos, sao
dados por

Teorema 2.2.1 [29] Os cddigos alternantes ndo-primitivos de comprimento n < g tém
distdncia minima d > pt + 1 e, no mdzimo, mt simbolos de paridade.

Exemplo 2.2.2 Sejo g =2, m =6, p =2, A =3t =2 en = 8. Escolha zo=1,

t=12,---,8, ew igual ao elemento primitivo de GF(2%) que é uma raiz de 25+ z + 1.
Entao, fazendo as substitui¢des na matriz (2.9) , obtemos
1 1 1 1 1
H = Owiw l—lfw agl—w a181~w a541——'w
0-w)’ (1-w)® (&®~wf (a1 -w) (@™ — w)?

A segunda linha é o quadrado da primeira linha e, consequentemente, redundante. Frz-
pandinde a primeira linha em GF(2), temos a matriz

1000000 1
01001111
~ lo1101000
=10 1011100
01100100
(110110011

Assim, H é a matriz verificagdo de paridade de um codigo (n = 2%k > 2% - 6,d >
2-2+41=175), isto & um codigo [8,2,5]. As palavras-cédigo sio

{00000000, 11110001, 01011110, 10101111}.

Note que este codigo nédo é ciclico. Em termos da primeira formulacdo de cédigos alter-
nantes, igualdade (2.5) , temos para este cédigo que

T wl? Wl w1 W w® w® W w® w® W ®
w® 0 1 0 0 w® w? w® ¥ B B 5
C = w® w2 o 1| X = 0wl wi® wd g % €
w2 0 1 0 0 w’ w¥ WP w8 B ¥
Fw® 0 0 0 0 0 0 0]
0 #w® 0 0 0 0 0 o0
60 0 «» 0 0 0 0 o0
v - 0 0 0 w® 0 0 0 0
o 0 0 0 0 w™ 0o 0 o
0 6 0 0 0 «wW 0 0
o 0 0 0o 0 0 »w 0
| 0 0 0 o0 0 0 0 |
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Como o determinante de C, |C| = (w + w®)*, é ndo-nulo, seque que CXY e XY sdo
matrizes verificacdo de paridade do mesmo cédigo. Mas X é a matriz verificacio de
paridade do cédigo BCH primitivo estendido [8,1] com mg = 0, distdncia de projeto 8 e
distdncia real 8. O efeito de'Y é, portanto, diminuir a disténcia minima para b e aumentar
o nidmero de stmbolos de informacdo para 2.

Casos particulares de codigos alternantes nao-primitivos

Se z; = z para todo 7, pelo Apéndice 2.6, podemos multiplicar cada linha da matriz
H em (2.9) por 27! resultando que o espaco linha de H permanecers invariante. Assim,
sem perda de generalidades, podemos assumir daqui em diante que z = 1. Se também
considerarmos ¢ = rg, para algum inteiro positivo r, entéo a (lg)-ésima linha de H & igual
a g-ésima poténcia da [-ésima linha de H, para todo ! = 1,2,--. ,r. Para sermos mais
exatos, 0 comentario acima pode ser expresso na forma do seguinte resultado.

Teorema 2.2.3 [29] Se z; =1, i = 1,2,--- ,n, entdo os cddigos alternantes ndo-primi-
tivos de comprimento ¢* tém distdncia minima d > prq + 1 e, no mdzimo, (g — 1)rm
stmbolos verificacdo de paridade, para qualgquer inteiro positivo r = t/q.

O préximo teorema resulta dos seguintes fatos: se os valores de ¢, m, r e X sdo
constantes inteiras, entao os codigos alternantes ndo-primitivos sdo completamente de-
terminados pelo pardmetro w; além disso, pelo Apéndice 2.6 deste capitulo, GF(g*) é
invariante sobre adicao e multiplicacdo por qualquer elemento ndo-nulo e, também so-
bre potenciacao, isto &, elevando todos os elementos da g-ésima linha de H a poténcia [,
1=1,2,---, A

Teorema 2.2.4 [29] Se q,m,r e X sdo constantes inteiras entdo, para l =1,2,--- X e
qualquer 3 € GF(¢*) — iO} 0s codigos alternantes ndo-primitivos, com pardmetros da
forma w, w+ B, w,ﬁ’ e w?, sdo egquivalentes.

Considere, portanto, o polinémio f(z) = z” — 72! + 7, onde 7 = (w™ — w)™%.
Através de substituigOes simples podemos mostrar que as raizes de f(z) sio os elementos
da primeira linha de H. Dividindo a l-ésima linha de H por (~7)), | = 1,2,--- ,t,
pelo Apéndice 2.6, esta operacio deixa o eddigo invariante. Assim, para A = 2, temos que
7™ = —7. Donde concluimos que, independentemente de 7, 0s elementos da primeira linha
da nova matriz verificacido de paridade séo as rafzes de =" + 7"~ * 4+ 1. Por conseguinte,
temos o seguinte resultado.

Teorema 2.2.5 [29] Se q, m et sio constantes inteiras e X = 2, entdo todos os codigos
alternantes ndo-primitivos sGo equivalentes.

2.2.2 O dual de um cdédigo alternante

Teorema 2.2.6 [57] O dual do codigo alternante A(a,y) € o cddigo Tr,(GRSn_i{0,y)) =
Tm(GRSk(a: Y)J_) .

Demonstracao. A demonstragao é consequéncia dos Teoremas 2.1.1 e 2.1.2. u
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2.3 Codigos de Goppa

Goppa [21, 22] introduziu uma ampla classe de c6digos corretores de erros que incluem,
como subclasses desses c6digos, os c6digos BCH e os c6digos de Srivastava. Os codigos
de Goppa formam uma das mais importantes classes dos cédigos alternantes. Da mesma
maneira que os cddigos ciclicos sao especificados em termos de um polindémio gerador, os
c6digos de Goppa sao descritos em termos de um polinémio gerador g(z), denominado
polindmio de Goppa. Ao contrdrio dos codigos ciclicos, onde é dificil estimar a distancia
minima d a partir do polinomio gerador, os cédigos de Goppa tém a propriedade de que
d > degg + 1, onde deg g denota o grau do polinémio g(z).

Seja L = {01,049, - , @, } um subconjunto dos elementos de GF(¢™), onde ¢ é uma
poténcia de um mndmero primo p e m & um inteiro positivo nio-nulo. Seja g(z) um
polinémio em z sobre GF(¢g™) tal que g(z) ndo contém raiz em L e o grau de g(z) é
menor que 7.

O conjunto das n-uplas (a1, as,--- ,a,), com a; € GF(qg) tal que

T

S = 0modg(2) (2.10)

Z - Oy

=1

€ chamado cédigo de Goppa e é denotado por I'(L, g)-

Na congruéncia (2.10), assumimos que todos os a;5 sdo distintos. Assim, o cédigo é
definido completamente por L e g(z).

Observe no Exemplo 2.2.2 que para y; = h™*(a;) temos A(z) = (2 + w)® como sendo
o polinémio de Goppa do cédigo.

Para cGdigos bindrios, d > 2deg g + 1, se g(2) ndo tem fator irredutivel repetido. Em
geral, ¢(z) tem rafzes em uma extensio de GF(q™), embora o corpo de localizacio do
codigo seja GF{g™).

2.3.1 Matriz verificagio de paridade do cédigo de Goppa

Como todos os cédigos lineares, o cédigo de Goppa também pode ser definido por
uma matriz verificacio de paridade H. Virias formas desta matriz foram determinadas
em [21] e [22].

Para o vetor c6digo a = (a;,as,- -+ ,a,) temos

n

Ry(2) = Z % Omod g(z).

iy

f==}

Essa comparagdo & equivalente a

Z a; [(z — at-)”"l]m

onde [(z -~ a;)7'}],,, & 0 elemento inverso de (z— ;)™ na dlgebra dos polindmios mod g(z).
Esse elemento é determinado do seguinte modo:

I

0,

[(z— a1, = 22 =90

Pl 8
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assim, o lado direito contém wm polindmio de grau menor que o grau de g(2),

= H0 0 0 ot

PRl & ¥

Portanto, a matriz verificagdo de paridade do cédigo de Goppa consiste de uma
tinica linha

z -y Z—

(Smslen) g,y S lon) o . o) —glen) ag ).

Iremos assumir que g(z) = 3 g;2*, com g; € GF(qg

™), g» # 0 e deg{g(z)} = r. Entdo, a
matriz H' pode ser representada por:

997 () 9-g~ (o)
[ (gr-1 +gral)g‘1(a1) (gr—1 + gram)g™ (o)
| (91 + G200 + - +gra°{ N o) - g1+ gaom + -+ gral g o)
[ g, o --- 01T 1 1 - 1 ]
g1 g - O a; o g as) - 0
= | g—2 g1 -+ O of o - of : :
: : . : : 0 g Han)
@ % g | Lot of e ot

= CXY. ) )

Como C é uma matriz inversivel, fica claro que H' & uma transformacao linear das linhas
da matriz

1(1 Q) e 9—1(1011)
[a% [4] v ang {o
H: 1g ( 1) g ( 1) (2‘11)
o] 19”‘"1((11) eophg T ()

Assim, a matriz verificagio de paridade de I'(L, g) é a matriz de Vandermonde multiplicada
a direita por uma matriz diagonal, isto &,

R [P R
1 g 3 e Or 0 ml(a) . 0
H=| o o o - a2 L7
: : : 1
o ot apt et L0 0 g (an)
= XY.

Comparando (2.11) com (2.6) verificamos que I['(L, g) é um c6édigo alternante A(a, y)
com @ = (a1, ,an) ey = (g7 ), -+ , g7 Han)).

Teorema 2.3.1 [57] O cédigo dual de um cédigo de Goppa é dado por T'(L, g)* = Ton(
GRS, (o, y)), onde y; = g ;).
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Apresentaremos, agora, uma outra forma da matriz verificacdo de paridade do cédigo
de Goppa e mostraremos que a mesma ¢ equivalente & matriz (2.11), [63].
Sejam 5; € GF(¢™) e r; um inteiro maior ou igual a 1 com 1 < ¢ < s, onde os f3; sdo
08 zeros de
9(z) =(z = B (z = B) - (2 — Bs).

A matriz H é entdo dada por

[ (B —a)™ (B —ay)t ... 1
(Br—aa)? (Bi—ag)? - (8- T

(Br—o0n)™™ (81 ~ag)™™ - (B~ a,)™
(Br—ea)™ (Bp—an)™ - (By—om)™
(Ba—on)? (Ba—ea)? -+ (By—an)?
H= : : : (2.12)
(By—a1)™™ (8y— @)™ e (By —ap) ™

(B, =) (B —an)t - (B, — am)!
(:Bs - Oz‘;)%2 (163 - (12)_2 e (/83 " aﬂ)_z

L Bo—a) (B— o) - (B~ an)

-

As matrizes (2.11) e (2.12) sdo equivalentes. Como apresentado a seguir:
Seja T(L, g) um cédigo de Goppa com polinémio g;(z) = (z — 3,)™*. Aplicando este
polindmio na matriz (2.11) temos

(Qr— B (g — )" e (O ~ B;)7"
(01— 8) e (@2 = B) o -+ (an—B) "an
Hy = : . )
(o =B) ™™ (o2 —B)ap ™ - (an — B) el

Demonstragao. Por operacoes elementares sobre matrizes, podemos substituir ks
por hy — Bhy, onde h; é a i-ésima linha de H, para obter a matriz semelhante de H

(0-’1 - B[)—'Tl (a2 — ﬂz)~r1 - (an — 51)—1'3

- (=8 o= B) (ea=B) " (az—B) -+ (n—B) " (an—By)
L= . . :

(o1 — B al™ (g — By o™t .. (@ = B)) ot
Pela mesma razao, podemos substituir hs por hs— 52-28 1 bara obter a matriz semelhante

[ (o — B (0 — By)™m - (an — B,)"
(e =8) a1 = B) (a2 =B) " az—8) - (om—B) " (om — 3,)
H = [ (a1 =8)7" a1 = 8)* (a2~ 8)" (a2 —5)? -+ (an— B) " an— )

(o1~ B) e ! (a2 ~ ;) o (o — B) "o
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que é semelhante, apds as devidas simplificaces, 4 matriz

(al - 51)_“7'1 (ag - 51)"7'1 i (an _ ,675)—1"1
"o (al - ﬁl)_(ﬁ——l) ((12 — E_Bl)“"“(ﬁwl) ce (an — 50—(1‘1—1)
;= ) : :

(o1~ BT (a2 ~ B;)7* e (an — B;)72

Consequentemente, se g(z) = [[;_;(z — 8,)™ = [],_, @:(z), entdo o cédigo de Goppa serd
a intersecao dos cédigos com g;(z) = (z — 8,)™, paral=1,2,--- 5. Donde,

que é igual & matriz (2.12). ]

2.3.2 Cédigos de Goppa reversiveis

Se o conjunto localizacdo L é ordenado de tal forma que anyi; = §; + 8 — i,
entao este c6digo de Goppa é chamado de reversivel, isto &, se (cp, €1, .., Cr2,Cn1) €
['(L,g), entdo (coo1,¢n2,...,¢1,¢0) € T(L,g). Por exemplo, {000,110,101,011} & um
codigo reversivel.

Comsidere que o cédige de Goppa é dado pelo polindmio ¢(z) = [(z — 8,)(z — 85)]%,
onde a € um inteiro maior ou igual a 1, [63]. Consideremos 0s seguintes casos:

1) Se 81,8, €GF(¢™) e L= GF(g™) — {81, Bz}, entdo n = g™ — 2;

2) Se L = GF(g™) e (zm—— B1)(z — ;) & irredutivel sobre GF(¢™), entdo, 5;,53, €
GF(g*™) com B, = 8% , By =87 en=q¢™

Em ambos os casos, a matriz H associada ao cédigo de Goppa é dada por

[ (Bi—a)™ (Bi—o)™h o (B —an) ]
(By—e1)™2 (By—as)™? oo (B, —an)?

g | B ".al)"a (81 "’”.012)_'1 e (B —-an)”“
(B =)™t (By—a2)t oo (By—an)!
(Ba—a1)™? (By—a9)™? - (By — an)™2

| (Ba— 1) (Ba—c2)® - (By—an)

Observe que, para qualquer 4,7, 1 < ¢, j < n, a condigdo 8, — a; = —(8, — ;) implica
By—a; = —(By—a). Disso segue que (8; —a;)* = [—(Bo—a;)]* e (B1—y)* = [~(By—au)]¥,
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para k = 2,3,--- ,a. Para os dois casos considerados acima, temos By + By € GF(g™).
Assim, para cada o; € L, existe um tnico a; = B + By — oy € L tal que By —a; =
—(B, — @;). Se o conjunto L é ordenado de mode qQue Qnii-; = [y + 55 — ay, entao estes

c6digos de Goppa tornam-se reversiveis. A distancia minima deste cadigo é pelo menos
2a + 1 desde que deg g(z) = 2a.

2.3.3 Cébdigos de Goppa reversiveis estendidos

Seja C um [n, k, d-codigo bindrio no qual algumas palavras-codigo tém peso fmpar.
Construa um novo cédigo C acrescentando um 0 ao final de toda palavra~cédigo de C' com
peso par, e um ] ao final de toda palavra-cédigo com peso fmpar. C tem a propriedade
de que toda palavra-c6digo tem peso par, isto &, satisfaz a nova equacao de verificacdo de
paridade

1+ Te+ ...+ Tpe =0,

a verificacdo de paridade "global". Esta técnica de adicionar mais simbolos de veri-
ficacdo é geralmente chamada de extensao do cédigo.

Se C tem matriz verificacio de paridade H, C tem matriz de verificagdo de paridade

Suponha que os cédigos de Goppa s#o reversiveis e estendidos através de verificacao
de paridade global. Neste caso, a matriz verificagio de paridade dos cédigos de Goppa
estendidos serd dada por

M1 1 1 -.. 1 i
0 (61 - ai)_l (;81 - Of2)W1 T (/91 - an)—l
0 (Bi—a)™® (Bi—a)™? - (By—ay)?
Hg = 0 (84 ”‘”.al)_a Gh ”““-02)_(1 e (B ‘“'an)_a
0 (By—a)™ (By—ag)™? - (B,— )t

0 (By—01)™® (By—a2)® -+ (8- )72

0 (By— )™ (Bp—2) - (6 — )" |

Para mostrar que Hy define um eodigo ciclico, é suficiente observar que Hp é linha
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equivalente & seguinte matriz:

1 1 1 1
Bo—8, Ba—54 Bg—8,
1 1 + By~ 1 + By o 1+ By~an
Bo—B1\2 Bo—3 Bs—8
1 (1+ Bz"_ll—al) (1+ Wzmﬁl_azs.)z e (14 312—(1“} )2
' By=5 By -
1 1+ 82y (4Bl o (14 Sy | (2.13)
1 1= £8 1= &b . BB
Bo—ry By—og Bowten
Bo—B\2 Ba—f3 Bo—05
O (T = ST =N
' 5o fm -
RECEE = ON(EE = O = 2%

Como 55 5
2 TP Hp T G
1+51wa¢ B — o
© 1
1_52‘“51xﬁ1‘“0«’im(1+ﬁ2"ﬁ1)&'
By—oi  fBy—uw By —
Também

By — oy 52—%‘
By—~a; " By —ay

Além disso, para o caso 1) [8y— /8, —a;] € GF(¢™), e, assim, [8,—a;/8; —a;]T ' = 1.
Para o caso 2), como 5, e 3, s@o conjugados em GF(¢g™), temos entao que

gr+1 g™ g™
Bo—cy — By —af By—a
(51“01) (,8‘17 —of ) (»5'1”-@::)

- () ()

Bo—oy By ~ay

, Ppara i j.

Se N=n+1,entao N = ¢™ — 1 para 0 caso 1) e N = ¢™ + 1 para o caso 2). Como,
para ambos 0s casos, |8y — a;/8; — i)Y = 1 e By — a;/B; — il # 18y — /By — 0],
para ¢ # j, 1 <4, < N —1e, além disso, [3, — 0;/8; — a;} # 1 quando 3, # $,, segue
que os elementos {5y — o;/B; — o], para 1 < i < N — 1 sdo exatamente as (N ~ 1) raizes
N-ésimas distintas da unidade que ndo sdo iguais a um. Consequentemente, o conjurto
L pode ser ordenado da seguinte forma

Bpmoi o,

51”’”0&:

onde, para o caso 1), o é um elemento primitivo de GF(¢g™) enquanto que, para ¢ caso
2), a = 7 7 onde B é primitivo em GF(¢*™).
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Devemos notar que tal ordenacio também satisfaz 3 exigéncia inicial de que apy1.; =
By By — a, visto que

52 _‘Blai + .62 _,51 an«éwl--i

&y + Qnplei = 1—at 1—gnrti—1
. BpBiat Bo=Bia~"
- o T+ 1—a~?
e Bafied | BByt
- 1t i—at
= /81 + ,82.

Assim, segue que Hp ¢ linha equivalente 3 matriz (2.13), que define uma classe de cédigos
clclicos reversiveis gerados por g(z) tendo 1,a®,a®2,...,a%® como raizes e, portanto,
com distdncia minima d > 2q + 2.

Por exemplo, considere um cédigo de Goppa com L = GF (3) = {0,1,2}, g(z) =
224242 = (z—a)(z — o), onde o ¢ primitivo em GF(3*) ea® +a+2 = 0. Assim,
of = 2a+1, 0® =20+ 2,0 =2, o = 20, of = a+2 o =a+1ea®=1. Sejam
oy =0, a0 =1¢€ a3 =2 Entdo
H:’wahmrl(a~%rl(aw%r*]

(@ — )t (o —ag) (0® - az)™?

[ (@=0)7" (a-1)7 (a-2)7 }

= [ @-07 @ -1 (g
_ (@ @ @) ] _[o @ a
T @) (@) @) T @b of of |
Assim,
I 1 1 1
Hg=|0 o & «
0 o af o8

Conseqiientemente, o cédigo de Goppa é o c6digo linear [3,1] sobre GF(3), consistindo
de trés palavras-cédigo (0,0,0),(1,2,1) e (2,1,2). E tammbém um cédigo reversivel com
distancia d > 2degg(z)+1=2.2+1= 5. O c6digo de Goppa estendido € o cadigo ciclico
reversivel [4, 1] sobre GF(3) gerado pelo polindmio 9(z) = (z—1)(2®+1) = 242 +222 + 23
com palavras-codigo (0,0,0,0),(2,1,2,1) e (1,2,1, 2).

Exemplo 2.3.2 Sejam L = GF(2*) — {a,0%} e g(z) = (z — a)(z ~ a®), onde o é um
elemento primitivo em GF(2*) e o* + a+1 = 0. Suponha que L € o conjunto localizador

dado pela ordem
' —aat

S ppag

1<:< 14

e obtida da relagdo (B, — ;) (B, — ;)" = of. Assim,

=0 =0, az=0 a,=00 o= a’, ag=af ar=aqat

.14 D — — 13 — 12 g — 11
Gg=a", a=0a’, ap=1, an=0a" ap=0 a=0" ay=all
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Entao,

i3
4

11 3 2 12 g

(94 4 8

(8] s’}
o o (15 a14 a,lﬂ

alé & 7 o OZ4 1
8

a® « a® a
o2 a2 of ol 8% o 1 «a
define um codigo linear reversivel [14, 6] comn distdncia d = 5. Agora, como o® — a = of,

entdo a mairiz

1 1 1 1 ... 1
Hg= |1 o & o* .- o
1 ol a2 a3 ... ol

define um cédigo ciclico reversivel [15,6] gerado por g(z) = (z+1}(z*+ 2+ 1) (z?+2> +1).
FEste codigo € conhecido como sendo um eddigo de Melas expurgado.

Exemplo 2.3.3 Seja L 0 mesmo conjunto definido no Exemplo 2.3.2 e seja g(z) = [(z
a)(z — o®)°. Entdo a matriz

r (o — GZ)—I (o~ 0)—1 o (a- ali)wl 7 f a0 oM ... of ]
(a— a?.)mz (o — O)‘2 v {a— azz)mz a® a® ... ol
(a—az)”“?’ (e -~ 0)—3 o {a— an)wa 1 at? ... g2

H= (a3 _ az)ﬂ (a3 . 9)——1 . (a3 - an)-q = a? ol ... o
((13 — az)mz ((13 _ 0)—2 . (O{B _ an)mz as 059 . as

I (a3 _ 02)-3 (a3 m 0)—3 L. (a3 _ an)ms | I a2 g 1 |

define um cédigo linear reversivel {14,2] com disténcia d = 7. Portanto, a matriz

[ 1 1 1 1 1]
1 o a? a® ... ot
1 (@) (@)° (&8 (a')?
He=|1 () (&®® (%° (o)
1 ot a2 a3 o
1 (@) (a®)? (a8’ (@~14)?
L1 @) @ (@) - (@)

define um cddigo ciclico reversivel [15,2] gerado por g(z) = (z + 1)(z* + z + 1){z* + 2% +
Nzt + 28+ 2% + 2+ 1).

2.3.4 Cdédigos de Goppa especiais

Consideraremos a seguir alguns c6digos de Goppa particulares e relacionados na Figura.
2.2.

A classificacio de tais cédigos é baseada na forma do polinémio gerador. Codigos cu-
mulativos sao do mesmo tipo que os c¢édigos BCH. Cédigos separdveis tém um esquema de
decodificagdo proprio. Para ambas as classes de cédigos é possfvel melhorar os limitantes
de seus pardmetros no caso bindrio: n < 2™ k > n—mt, d > 2t + 1. (Os cédigos de
Srivastava, dos quais trataremos adiante, foram obtidos em 1967. Dentro da classe dos
c6digos separdveis, os c6digos irredutiveis tém uma estrutura algébrica mais "forte".)
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l ‘ Cédigos (L, g) *l

Codigos Cédigcs_
Cumuiativos Separdveis

Cédigos BCH l l

Cadigos de Cadigos
Srivastava Irredutivels

Figura 2.2: Cddigos de Goppa particulares
Cddigos Cumulativos

Os cédigos cumulativos sfo codigos cujo polindmio gerador tem uma tinica raiz,
isto é, g(z) = (z — a)".

O conjunto méximo L que pode ser encontrado para tals cédigos corresponde a
GF(g™) ~ {a}, de forma que o comprimento méximo da palavra-cédigo é igual a ¢™ ~ 1.
Um caso particular de cédigos comulativos é quando g(z) = 2", correspondente a0 codigo
BCH.

Teorema 2.3.4 [22] Todos os codigos cumulativos com o mesmo pardmetro r tém o
mesmo espectro de pesos.

Teorema 2.3.5 [22] Seja € um cédigo de Goppa da classe IL,g), conL={1,a---,
o1}, onde o € GF(2™) € uma raiz primitiva n-ésima da unidade. Se @ é ciclico, entdo
€ é umn codigo BCH e g{z) = 27 para algum r. Os codigos BCH sdo os dnicos codigos
(L, g) ciclicos.

Exemplo 2.3.6 Para o cddigo BCH de comprimenton = q—1 =15 e d = 5, femos o
codigo de Goppa C(L,g), onde L = {1,0,0%, 0% a*, o® 08,0708 ,a°,a'%, a1 0’2 0% 014},

gz) =291 = 2% et =2. A matriz geradora do codigo de Goppa é dada por
—1 -1 -1
g (o1) g (a2} o g Han)
g Haar g Hag)ae -0 g Hown)a,
H= ) ) )
-1 -2 1 d—2 ~1 d—2
g Han)or = g Haz)ad™ - g Han)od
Assim,
1 o o o® o o o a2 o o o a o of of
. 1 a2 o af o 1 a2 o of o8 1 o & of o
Tl a® ol o a7 a0 a o o o' ofF of of o
1 a™ 0% a2 all 410 4° 08 o7 of o of & o o
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Codigos Separaveis

Os codigos cujo polindmio gerador no tem raizes miltiplas, isto &, g(z) = (z—21)(z —
z9)-+-{z — z») 880 chamados de cédigos separdveis.

Os codigos separdveis bindrios, da mesma maneira que os c6digos BCH, admitem uma
melhoria nos limitantes de seus pardmetros. Assim, para degg = ¢ temos que n < 27,
Ek>n—mited>2t+ 1.

Definicao 2.3.7 Os cddigos separdveis tém a seguinte forma espectfica da matriz verifi-
cacio de paridade (matriz de Cauchy)

Ho = ||(z — a5) 7.

ondet=1,2,---,r,7=12,--- ,n e2,a; sio clementos distintos de GF(¢™) ou de uma
extensdo deste corpo.

Cddigos de Srivastava Os cédigos cujo polindmio gerador se decompée em um corpo
minimal contendo L, sdo chamados de cédigos de Srivastava. Os parametros n, k e d
destes codigos sdo, n < g™~ 2t, k> n—2mt, d > 2t + 1.

Pouco é conhecido sobre quantos simbolos de informagao os cédigos de Srivastava de
fato contém. Na pior das hipéteses, eles s6 sio ligeiramente inferiores aos cédigos BCH. Na
melhor das hipéteses, eles podem ter uma taxa de informacao consideravelmente melhor.
Os codigos de Srivastava definitivamente merecem pesquisa adicional.

Cédigos de Goppa Irredutiveis Um cédigo de Goppa separével & denominado cédigo
de Goppa irredutivel se o polinémio g(z) é irredutivel sobre um corpo minimal contendo
L.

A matriz verificacdo de paridade de um c6digo de Goppa irredutivel consiste da matriz
linha

Tn=((zo—a1) (20— a2) -+ (20~ an)7}),

onde zp é uma raiz de g(z).

A seguir apresentaremos alguns exemplos:

1). Considere g(z) = 2° 4+ z + 1, que ¢ irredutivel sobre GF(2). Os zeros de g(z)
estao em GF(2°) e, assim, estio em GF(25), GF(29), - - . Entretanto, como m nio
é um multiplo de 3, podemos considerar L = GF(2™) e obter um cédigo de Goppa
irredutivel com parametros

[n=27, k>2™~3m, d>Tl. (2.14)

Quando m = 5, os parametros para n, £ e d sio exatamente [32, 17, 7]. De uma outra
maneira, podemos escolher g(z) como sendo um polinémio ciibico irredutivel sobre
GF'(2™), resultando em um cédigo de Goppa com os parametros dados em (2.14),
para qualquer valor de m. Geralmente, escolhendo g(z) como sendo um polinémio
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irredutivel de grau r sobre GF(2™), obtemos um cédigo de Goppa irredutivel com
parametros

n=2" k22" —rm, d>2r+1], (2.15)
quaisquer que sejam 7 e m. O codigo BCH primitivo comparado com o codigo de
Goppa tem parimetros

n=2"~1,k>2"—1~rm, d>2r+1].

Analisando os parametros & ¢ d em (2.14) e (2.15), deduzimos que o cédigo BCH
primitivo possui um simbolo de informacido a menos.

2). Consideremos g(2) = z* + 2+ 1, L = GF(2%) = {0,1,a,a?,--- ,af} onde o &
um elemento primitivo de GF(2%), ¢ =2 e ¢™ = 8. Se 8 € GF(8) e os zeros de
z%+2+1 pertencem a GF(22), GF(2%), GF(2%), - - - e ndio pertencem a GF(23), entao
g(8) # 0. Neste caso, obtemos um cédigo de Goppa irredutivel ' de comprimento
n = |L| = 8, dimenséo k > § ~ 2.3 = 2 e distancia minima d > 5. Logo, a matriz
verificacdo de paridade &

1 1 1 1
o | 90 o) gla) " gf) | _[11a® a® a® a a of
- 0 1 a a® 101 o af o o o o
g(0) ¢(1) gla) g(a®)
Assim, na forma bindria, H & dada por
11000000 ]
6 0010111
00111001
H= 001111111
00101101
| 00011110 |

As palavras-cédigo sdo
{00000000, 00111111,11001011, 11110100}.
Este € um cédigo de Goppa com parametros [8,2, 5]. Acrescentando um digito de

paridade e reordenando as colunas, obtemos o cddigo com parametros 9,2, 6], cujas
palavras-cddigo sdo

{000000000, 011011011, 101101101,110110110}.

Observamos que este c6digo € ciclico, n~r =82 =6 e v; = gla;) = 0% + ot + 1.
Como [[,.;(@; — ;) = 1, para todo 1, entdo & um cédigo de Goppa (8, 2, 5], restricio
para GF(2) do cédigo sobre GF(2%) com matriz geradora

1 1 a® a® &® of of o8]
01 af &® a o ot o2
01 1 1 o* 1 o o
01 a o> 1 o* 1 1
01 % o' &® a & of

01 & of of o o of |
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Observe que
linha 1 4+ linha 2 + linha 6 = 11110100,
linha 1 + linhab + linha6 = 11001011,
linha2 + linhab = 00111111.

3). Consideremos g(z) = 2 + 2+ 1 e L = GF(2°). Temos que g(8) # 0 para § €
L. Entdo, T(L,g) é um cédigo de Goppa irredutivel com pardmetros [32,17,7],
com matriz verificacdo de paridade dada por: (Aqui a é um elemento primitivo de

GF(2%).
Tl 1 1 1]
9(00) 9(11) g{a) 9(03‘20) 11 ot o ol o2
H= o mﬁ...é“éu =101 a® ol a7 a2
969) 9}%) gég) g(aaso) 01 of a2 o o2
| 9(0) 9(1) gla) T g(e®) |

4). Os coeficientes de g(z) nfo precisam ser restritos a 0’s e 1’s. Por exemplo, podemos
considerar g(z) = 2%+ z + o, onde a é um elemento primitivo de GF(2%). Observe
que g(z) é irredutivel sobre GF(2%), pois Ty(e®) = o + a® + o + o® = 1, onde
Tyi(a®) & o trago de o®. Portanto, podemos considerar L = GF(2*) e obter um cédigo
de Goppa irredutivel com pardmetros [16, 8, 5.

Corolsrio 2.3.8 [57] SejaT'(L, g) um cédigo de Goppa bindrio com L = {1,a,--- ,a™*},
onde & € GF(2™) é wma raiz n-ésima da unidade. Entdo,

I'(L,g) = {a{z) : [" ' A(2)]» = Omod g(z) } .

Exemplo 2.3.9 Considere o cddigo de Goppa T'(L,g) onde g(z) = 22+ 2+ 1, L =
{1,a,--- .a™} e a é um elemento primitivo de GF(2*). A matriz verificacio de paridade
é entdo dada por

OO OO OO O OO0 K
O = e e D = O D e O
Ok O OO DO O O
SO OO OO e e e O
S b e e pd (D OO OO
O k= = OO O O O e
R B e L i B e B B
ot €D ped DD b O DD o
Lo R R == § T SIS Y o S as T SR
OO e O D = e = D
Lo B ) K== e R e BT e SR e i
Ll I e e e R e B =] K I S i e
D ot D ] et ek ped O b (DO e
bt et (O3 COECD b O b | D b el
e DO OO O e O e e O
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Entdo. T'(L, g) é um codigo [15,3,7] com matriz geradora

¥ |11 1011001010000
ug 01T 0011100101001
u3 01T 1111111111111

Este é um cddigo com pequena distdncia minima, mas é uma boe Hustragdo do coroldrio.

Teorema 2.3.10 (Goppa) [67] O cidigo de Goppa sobre GF (g) com polinémio de Goppa
g(z) satisfaz as condicées

n<qg"—s5, n—k<mdegg e d>degg+1,

onde sq € 0 nimero de raizes do polinémio g(z) pertencentes a GF (g™).

2.3.5 Parametros das subclasses de cédigos de Goppa bindgrios

Considere os c6digos T'(L, g) bindrios com polinomio g(z) representado na forma
9(2) =1+ Bz + (B2)" + 2, (2.16)

onde 5 € GF(2"), m = 2I, 8" # 1, ¢t = 2+ 1 e ] & um inteiro positivo maior que 1.
E mostrado em [53] que todas as raizes do polinémio g(z) estdo no corpo GF(2™). Os
elementos do corpo GF(2™) que nio sio rafzes do polinémio 9(z) formam o subconjunto
L. Tais codigos I'(L, g) tém comprimento n = 2% — 2! — 1. Pode-se mostrar que para
B° # 1, estes codigos sdo separdveis, portanto, sua distancia minima é d > 2%4+1 4 3,

Lema 2.3.11 [53] O polinémio g(z) definido em (2.16) satisfaz a condicio gla= 1) =
a~tg(a), t = 2'+1. Observe que a 1qualdade € verificada por substituicdo direta do elemento
o~V no valor de z em g(z). Observamos que no corpo GF(2™), a®™ = «, onde m = 2.

Lema 2.3.12 /53] Todos os valores g{o;), a; € L C GF(2™), do polinémio g(z) definido
emn (2.16) estéo contidos no corpo GF(2') ¢ GF(2™), onde m = 2.

Demonstracdo. Para provar este lema, basta aplicar o seguinte fato da teoria de
corpos finitos: o elemento v € GF(p®) pertence ao subcorpo GF (p°) C GF(p°) se, e
somente se, 7" = v no corpo GF(p°).

FEleve o elemento g(a;) a poténcia 2 + 1, resultando em

lg(es)]? = {1 + Bay + (Bey)? + af’ﬂ} ¥ [1 + Bay + (i) + a§”‘+2‘] = g(os).
[ |

Proposigao 2.3.13 /53] A dimensdo do codigo T(L,g) separdvel bindrio definido em
(2.16), comn = 2% — 2! — 1 e d > 221 1+ 3, satisfaz a condigio k > n — m(t — 2,
ondem =2l et =2"+41.
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2.3.6 Outros resultados sobre os codigos de Goppa
Reuniremos aqui as principais relagdes entre os parametros dos cédigos de Goppa.

Teorema 2.3.14 {(Goppa) [67] O cédigo de Goppa sobre GF{q) com polinémio de Goppa
g(2) satisfaz as relagdes

n<qg"~5, n—k<mdegg e d>degg+1,

Teorema 2.3.15 (Goppa) [67] O cédigo de Goppa sobre GF{2) com polinémio de Goppa
g(z) que ndo contém raizes repetidas satisfaz

n<2™—sg, n—k<mdegg e d>2degg+1.

Teorema 2.3.16 (Goppa) [67] O cédigo de Goppa sobre GF(2) com polinémio de Goppa
g(z) = (2 — 21)** satisfaz as relagdes

n<2™ -1, n—k<mte d>2t+1,
onde a raiz z de g(z) pertence a GF(2™).

Teorema 2.3.17 (Goppa)} [67] O cddigo de Goppa bindrio com polinémio de Goppa da
forma {§(2)}? satisfaz as relagdes

n<2™—gy, n—k<mgraug e d > 2graug+ 1,

onde §(z) é um polinémio arbitrario sobre GF(2™) e sg € o nidmero de raizes distintas
de g(z) pertencentes a GF(2™).

Segue do Teorema 2.3.17, que todos os cédigos de Goppa bindrios satisfazem a relagio
2(n — k) < m(d — 1). Observamos que nem todos os cédigos de Goppa bindrios estao
inclufdos nos Teoremas 2.3.16 e 2.3.17. Por exemplo, quando g(z) = {{z —2;)(z — z9)*(z —
z3)3}?, onde 21, 25 e z3 s@0 elementos em GF(2™), temos as relacdes n < 2m—3, n—k < 6m,
d > 13 provenientes do Teorema 2.3.17, enquanto que as relacdoes n < 2m—3, n—k < 9m,
d > 13 sao provenientes de teoremas que se encontram em [21}, [22], [6].

2.4 Cobdigos de Srivastava Generalizado

O nosso objetivo aqui é definir e dar exemplos da classe de c6digos alternantes deno-
minada classe dos c6digos de Srivastava generalizados.

Na matriz verificacdo de paridade do cédigo alternante A(a,y), suponha que r = st,
0,09, +* + 5 Qi W, Wy, =+ -, We, S€jam n + s elementos distintos de GF(¢g™) e 21,22, - , Zn
sejam elementos naoc-nulos de GF(¢™), [57]. Considere o polindmio na varidvel z,

Gu-1ex(z) =
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i = i
’ Hjml(al - wﬂ)i ’

i=1,---,n,

de tal forma que
Z

Yigu-er(aa) = s a)

Levando em consideragdo as relagdes anteriores, o c6digo de Srivastava generalizado é
definido como segue.

Definicao 2.4.1 O cddigo resultante [n, k > n —mst, d > st + 1] é definido como um
codigo de Srivastava generalizado sobre GF(g™). Assim, a matriz verificacdo de
paridade para este cddigo é

Hy
H.
H= .2 3
Hy
onde
r <1 23 Zn T
¥y — Wy ko — Wy i, — Wy
21 Zg Zn
2 2 2
Hl = (&1 — 'w;) (Ckg — wl) (an - wz)
2.1 2.2 Zjn
L (on —w) (o —w) (an —wy)®
el=1---s.

Os codigos de Srivastava originais (1967) sdo casos particulares dos cédigos da Definicio
2.4.1, ondet = 1e z = of, para algum p. A correspondente matriz verificacdo de paridade

>

e
oo o
Qp — W g — Uy ey, — Wi
af af ok
H= Qy — Wy Q9 — We Qn — Wy (217)
of o o
L Q] — Wy (e — Wy Qp, — Ws

Como existem s w;’s, pode haver, no méximo, (¢™ — 5) elementos o;’s. Assim, o compri-
mento de um c6digo de Srivastava generalizado é, no maximo, g™ ~ s.

Se ay,a9, -+, an 880 escolhidos como elementos de GF(¢™), exceto os w;’s, entdo
n=g" - s e 0s codigos sao chamados primitivos.

Considerando que o c6digo de Srivastava € um c6digo alternante, um codigo de Sri-
vastava generalizado tem parametros k > n —mst e d > st + 1.
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Observagao 2.4.2 Considere a matriz H equivalente & matriz em (2.17) dada por

¥ b b by T
I~ Q}bl 1-— Glbg 1 Il]_bg 1~ albn
b b by b,
H = 1 - agbl 1— G;zbg 1-— agbg R agbn s (218)
by b b5 b:
I adw;bl 1-— ad_;bz 1-— ad_1b3 1 - admlb .
onde p € qualquer inteiro, ay, az, - , a4y sdo elementos distintos de GF(q™) e by, b,

1

s+, bn 880 05 elementos em GF(g™)—{0, a; ', a3, -- - , a32,}. Neste caso, o comprimento

de bloco do cddigo é n = ¢™ —d, [5].

. ; —or+1
Observamos que se denominarmos, na matriz (2.18), b; = o; e a; = -tfl—fi para

t=1---,nej=1-..,d—1 obteremos a matriz (2.17). Portanto, fica clarc que elas
sao matrizes equivalentes.

Exemplo 2.4.3 Considere o cddigo de Srivastava comm =4, s =2, n =14, w; =0 e
w2 = 1. Se a é um elemento primitivo de GF(2*) que é uma raiz de f(z) =1+ z+z* e

=L z=c parai=1,2,---,14, a matriz H em GF(2%) assume a forma
1 1 1 i
_ o a? o’ att
H=1 7 1 1 1
a—1 a?—1 o3-1 alt—1

Considerando os elementos de H sobre GF(2), temos

11101011001 000
06001 11101011001
0111101011001 0
H= 1111010110601 00
01010001 110101
111010000101 11
100011111 100001
1101001100101 1 ]

Como todas as linhas de H sdo linearmente independentes, H é a matriz verificacio de
paridade de um cédigo linear [14,6,3], com disténcia minima d = 25+ 1 = 5. O cédigo
dual € o codigo linear (14,8, 4] com disténcia minima 4. Ambos sio exemplos de codigos
étimos.

Observagao 2.4.4 Um cddigo de Srivastava generalizado bindrio com t = 1 possue dis-
tdncia miénima d > 25 + 1.



2.4. CODIGOS DE SRIVASTAVA GENERALIZADO 33

Exemplo 2.4.5 Considere o cédigo de Srivastava generalizado bindrio comm = 6, n = 8,
r=2,s=11t=2ea,ay -, as elementos de GF(2%) contidos em GF(2°), isto ¢,

{Oﬂ}., Qg - - 1058} — {0, 1,0’,97 (118, a27} 0136, (145, a.sé}

¥

onde o € um elemento primitivo de GF(29). Considere também wy, = «, z = 1, para

1=1,---,8. Portanto,

1 1 i 1 1
0—a 1—a a? — o a®—a o’ — o
H= 1 1 1 1 _ 1
0-0) (1-0a) (0®-0a)® (a!*-a) (@® — )’

Observamos que a sequnda linha é o quadrado da primeira e, portanto, redundante. Assim,

na forma bindria, H é dada por

As palavras-cédigo séo

{00000000, 11110001,

100
01490
011
010
011
110

00001
01111
01000
11100
00100
1101 1]

01011110,10101111}.

Desse modo, H ¢é a matriz verificagdo de paridade de um codigo n=2%k>2% - 6], com
distdncia minima d > 2-2+ 1= 5, isto é, um codigo [8,2,5]. Observamos que este codigo

ngo & ciclico.

Exemplo 2.4.6 Considere o cédigo de Srivastava bindrio com m = 4,5=2t=1,n=

1 2

13,’11}1201““,?112201_,

{Cil, G, vt 5a13} = GF(24) e {O: aW17 a—-?},

ey =1, onde a € um elemento primitivo de GF(2%). Portanto, a matriz H em GF(2%)

assume a forma

F 1 1 1 1 ]
1—-0 a—0 o —0 olz —(
1 1 1 1
H =
l—a! a—a1 a2—a-! al? - g~
1 1 1 1
L 1~a? a-—a2? a2—q2 al? — g2 |
[ 1 a4 o3 o3
— a2 o8 a2 10
i & B a ol

Essa € matriz do codigo de Srivastava (13,5, 5].

Além do mais, o cédigo de Srivastava generalizado bindrio com z; = 1, para todo 1,
s=1en=2"—1&um cédigo BCH no sentido estrito.
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2.5 Codigos BCH Generalizados

Descreveremos e forneceremos exemplos de uma classe de cédigos alternantes denomi-
nada de classe de coédigos BCH generalizados, [8]. Essa classe é definida em termos de
dois polinémios P(z) e G(z).

Seja n relativamente primo a g, e seja o corpo GF(¢™) a menor extensio de GF{q)
que contém todas as rafzes n-ésimas da unidade.

Definicdo 2.5.1 [57] O polinémio de Mattson-Solomon (MS) associado ao vetor
a=(ag, a1, -+, Gn-1), onde alx) = ag+ @17+ - + an_12™* e a; € GF(¢™) € a forma
polinomial de a dada por

Alz) = ZAjz”“j,
j=1

onde A; = a(al) = Y17 a;0¥, j =0, £1, £2, -+ . As formas alternativas de A(z) sio
-1 -1 n—1
Ay =D A7 =" (a 2y
=0 =0 =0

O cédigo BCH generalizado, denotado por GBCH(P,G), é definido da seguinte
maneira.

Definigao 2.5.2 [8] Sejam P(z) e G(z) polinémios com coeficientes em GF(q™), relati-
vamente primos a 2" — 1 e tais que deg P(2) < n—1 er = degG(z) < n — 1. Entio
o codigo BCH generalizado de comprimento n sobre GF(q) com polinémios as-
sociados P(z) e G(z), denotado por GBCH(P,G), consiste de todos os polinémios a(x)
com coeficientes em GF(q) e grau menor ou igual a n — 1. Entdo o cédigo GBCH(P, @)
consiste de todos 0s a(x) com coeficientes em GF(q) e grau menor ou igual a n — 1 para
que o polinémio (MS) A(z), satisfaca a seguinte condicio de congruéncia

[A(2)P(2)], = 0 mod G(z).

Desse modo, H & a matriz verificagdo de paridade do cédigo GBCH(P,G) e a =
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(ag, @1, ,@n-1) € GBCH(P,G) se, e somente se, aHT = 0, onde
[P0 pia po® Pn-10"
G & g2 Gn—1
P pid® peot Pr1a?"D)
H = 149 « g2 Gn-1 (2.19)
o pro” pa®” Prya” ™1
L 90 G1 92 Gn—1 n
gﬁ 0 0 0
0
ha
1 1 1 1 0 — 0 0
1 «a a? a1 o a2
= | 0o o 2¥ 0
: : : : g2
1 a! a?(rwl} a(r—l}(n—l) : :
71
0 0 0 ... P&
- 9n-1 .
Assim, H & a matriz verificacdo de paridade do cédigo GBCH. Isso mostra que o cédigo
GBCH(P,G) é um c6digo alternante, onde a1, g, -+, &, SA0 as raizes m-ésimas da
. P
unidade e y; = ’-’iﬁ%«m. Portanto, o cédigo GBCH(P,G) tem como parametros [n,

kE>mn—rm,d>r+1], onde r = deg G(z).

Teorema 2.5.3 [8] Sejam P(z) = 272 ¢ G(z) = 251 polinémios com coeficientes em
GF(q™). O cddigo GBCH associado a (2~2, 251) & um cédigo BCH com disténcia
de projeto § e a**7, b wm inteiro maior ou igual a0 e 5 =0,1,--- ,6 — 2, as 6 — 1 raizes
consecutivas do polinémio gerador.

Como o ¢ uma raiz primitiva n-ésima da unidade, observamos que todos os cédigos
BCH pertencem a esta classe de cédigos. Neste caso, a matriz verificacdo de paridade é
dada por

1 ab a2 ( ab)n«»l
1 abw,hz (a’”’l)?’ (ab+1)n--1

¥
i ab—i-ri—2 ( ab+;$—2)2 ( ab+6;2)nml

onde « € um elemento ndo-nulo de GF(g™) de ordem n, b um inteiro maior ou igual a 0
e ¢ & a distancia de projeto do cédigo.

Teorema 2.5.4 [57] Se P(z) = 204972 4 ;0240=2 o Q(2) = 251 entdo o codigo GBCH
associado a (27072 4 222462 61y contem o interseccio dos correspondentes codigos
BCH e, na verdade, pode ser igual a essa interseccdo.
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Exemplo 2.5.5 Consideremos o caso bindrio, isto é, quando g = 2. Se P(z) = 2"
entio GBCH(P,G) ¢é o cédigo de Goppa U'(L,G), onde L = {1, a, 0, -+, o™} &
a € GF(2™) é uma raiz primitiva n-ésima da unidade, ou seja,

GBCH(z" 1, G(2)) =T(L,G) = {a(z) : [z" *A(2)], = 0 mod G(2)}.

Exemplo 2.5.6 Sejam n = 15, P(z) = 2z e G{z) = z*. Assim, a matriz verificacdo de
paridade do cédigo GBCH (z,2%) é dada por

111 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
H = 2 .3 4 6

1 a af o8 ot o® o a” a® & o9 ol! o2 a¥ a
Considerando os elementos de H sobre GF(2), temos
1 1111111111111 1]
1 0001006110101 11
H=|11 1001101011 1100
1010601101011 110
_1 6010011010111 1""

Observamos que esta matriz define o cédigo BCH com pardmetros [15,10,4].

Exemplo 2.5.7 Sejam n = 15, P(z) = 2° e G(z) = z%. Assim, a matriz verificacio de
paridade do cédigo GBCH{2®, 2%} é dada por

4 8 i2 3 9 13 2 10 14 3 7 11

7= 1 a8 o o a & o a° o o o o o8 o a
Tl a® o 1 o a1 e a1 o a® 1 of al®
Sobre GF(2), temos
111 1000100110107
1101 11100010011
1 0110101111000 1
F_|100100110101111
101101101 101101
111061101101 1011
11101101101 10011
(1 0060000000000 O0 0]
Esta matriz define o cédigo BCH com pardmetros {15,7,4].

Exemplo 2.5.8 Sejam n = 15, P(z) = z + 2° e G(z) = z°. Assim, a matriz verificacdo
de paridade do cédigo GBCH(z + 2°, 2%} é dada por

12

1

4 10 7 3

9] 8
13

& 13 5 14

a® a® o o o o' a
a o 1 o o' &7 a

(1’6
alS

g_|1 a a® ol!
1 o2 of olt

&
e 1 a

Teorema 2.5.9 [8/A disténcia minima de Hamming, d, pare o cédigo GBCH associado
a (P(z),G(z)) satisfaz a desigualdade d > deg G(z) + 1.
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Este limite inferior para uma distdncia minima d serd muito ttil na construcao de
codigos e ainda poderd ser considerada como a "distancia de projeto" do codigo.

Teorema 2.5.10 [8/ Seja k o nimero de digitos de informacio em cada palavra-cédigo
de um codigo C. Entéo n — k < mr, onde 7 = deg G(z).

Demonstrago. Como a matriz H com entradas em GF(¢™) tem 7 linhas, entdo
H pode ser re-escrita em termos dos elementos de GF(g) com, no méximo, mr linhas.
Portanto, n — k < mr. ]
A matriz sobre GF(¢™) com a notacio || ||, dada por

G=lla'h'a™¥||, 0<i<n-1,1<j<n-7

¢, de fato, a matriz geradora do codigo GBCH ¢™-drio associado a (P(z), G(z)). Observa-
mos que este c6digo pode ser considerado como um cédigo de Reed-Solomon generalizado.

Teorema 2.5.11 [8] Suponha que C seja o cédigo GBCH g-drio associado a (P(2),
G(2)). Sefa [P(2)G7H(2)ln = X ¢, 027, 0; € GF(g™) ~ {0}. Além disso, seja C; o
codigo GBCH g-drio associado o (277,27), onde T = deg G(z). Entdo, C = NiesCj €
um subcddigo ciclico de C. Além do mais, C é ciclico se, e somente se, C = C. Isso
implica que se C' € ciclico e o seu polinémio gerador estd definido pelo congunto de ratzes

entdo {Ujg.]{a~(i+j) fi=1,2,... ,1—}.

Exemplo 2.5.12 Seja ¢ = 2, m = 4 e n = 15. Se o é uma raiz de 2* + z + 1. entio
a ¢ uma 15-ésima raiz primitiva de 1 em GF(2*). O cddigo ciclico bindrio C(15,8),
gerado pelas ratzes {a°, o, a"}, nio é um codigo BCH e pode ser definido alternativamente
pelas ratzes {a~ ) |, 050314}, Considere os polindmios Plz) = z(z* +z +a) e
G(2) = 2*. Como P(z) e G(z) sdo polinémios sobre GF(q™) e [P(2)G(2)|15 = 2™ +
2% + 1, entdo o Teorema 2.5.11 implica que C C C, onde C é o cddigo GBCH bindrio
associado a (P(z},G(z)). Porém, como C tem oito digitos de informacédo, entdo C = C.
Conseqiientemente, a classe dos cédigos GBCH também contém alguns cédigos ciclicos
que nao sdo codigos BCH.

Coroldrio 2.5.13 [8/ Se m = 1, entdo um cédigo GBCH g-drio é ciclico se, e somente
se, é um cédigo de Reed-Solomon.

2.5.1 Relagao dos cédigos GBCH com outros cédigos

Discutiremos brevemente a relacio entre os cédigos GBCH ¢ alguns cédigos existentes,
isto &, cédigos BCH, Reed-Solomon, Goppa e Srivastava.

Cédigos BCH e cédigos de Reed-Solomon.

E mostrado, no Teorema 2.5.3, que todos os cédigos BCH pertencem i classe dos
codigos GBCH. Uma situagdo ainda mais geral é: se P(2) = 2"G(z) mod(z" ~ 1), entdo
o c6digo associado a (P(z),G(z)) é o cédigo BCH definido pelo seguinte conjunto de
rafzes, {0~ ;15 aegax)}. Em particular, se m = 1 em GF (¢™) , temos os codigos
de Reed-Solomon.
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Cadigos de Goppa.

A semelhanca entre a matriz verificagdo de paridade H dos ¢odigos GBCH e a dos
codigos de Goppa pode ser facilmente constatada. A matriz verificacdo de paridade do
cédigo de Goppa é dada por

Hep = ||G"YaYa ™|, i=0,1,--- ,n~1, §=0,1,--- ,deg G(z) — 1,

onde G(z) € GF(¢™)|z]. Porém, a matriz verificagio de paridade do cédigo GBCH asso-
ciada a (2%, G(z)) é dada por

Hoson = [pg™ o™ = 2’6" (a)a™ | = Hoe.

onde j = 1,---,degG{z). Portanto, o cédigo de Goppa gerado por G(z) é o cédigo
GBCH associado a ("1, G(z)), pois os c6digos GBCH podem ser considerados como
uma generalizacao dos cddigos de Goppa. Além disso, se essa classe n&o contém todos os
coédigos BCH, entao a classe dos cédigos de Goppa é wmn subconjunto préprio dos cédigos
GBCH. Sabemos ainda que um cddigo de Goppa é ciclico se, e somente se, & um cédigo
BCH. Porém, isto geralmente nao é verdade para cédigos GBCH.

Forneceremos, agora, um exemplo com o objetivo de ilustrar a igualdade entre as
matrizes Hopow © Hap.

Seja g = 2, m = 4, n = 15. Seja o uma raiz de z* + z + 1, entdo @ & uma 15-ésima
raiz primitiva da unidade em GF(2*). Considere os polindmios P(z) = 2%, G(z) = 2% e
L={l,a,0% - ,a*}. Como o degG(z) = 3 e n = 15 temos, para o cédigo de Goppa,
quet = 0,1,---,14 e j = 0,1,2. Assim, a matriz verificacdo de paridade do cddigo de
Goppa I'(L, G) é dada por

<

al aV

e o a a o
a® a3 af ¥ a2 | o o2
Hep = | & o o o7 ot o7 o7
D oF o o o PR
® a? ot of o8 a-11 18
P o o7 oF  w a
(1 o' o a5 & -+ of af
= |1 o a o a¥ ... of o
1 o o8 1 olf ol b

No caso do cédigo GBCH, j = 1,2, 3, a matriz verificacio de paridade do ¢6digo Hopexy
é dada por

- a0 o o ol ot al? a7
a%a®  ada afa? afad  al?atr 0 a%al? algié
i _ Al al a2 a3 ot N PRE alt
GBCH P oPo? ofa:  oPeb aldad Soll gl
a’a® afa? ofat oa® oMo aall  allg
ad o o o’ ot 13 altt
L a%0 aBad afaf oPa® al?al? a%a®  al?gi? .
[1 o™ o of &® .- o&f of
- 1 ot of o ot o ot
1 o a5 1 oo all b
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Portanto, as duas matrizes so iguais.
Podemos ver também que, se a matriz do c6digo de Goppa for dada por

Hop=||G"Ha)a ™|, i=0,1,--- ,n—1, j=0,1,--- ,deg G(2) — 1,
entao a matriz do cédigo GBCH associada a (2™, G(z)) serd dada por
Hgpen = |pig e = e'G7Ha™a||, j=1,---,deg G(2).
Portanto, temos que Hepoy = Hap.

Codigos de Srivastava

Considerando que os cédigos de Goppa contém os cédigos de Srivastava, entdo os
cédigos de Srivastava sdo também codigos GBCH. Esta relacio pode ser ilustrada como
segue. Suponha que, para j=1,--- 7,

ﬁj € GF(g™) — {O:i Ii:ﬂ,i,mnmi}
sao elementos distintos em GF(¢™) e 7 = deg G(z). Para qualquer inteiro I, o c6digo
GBCH. Cj;, associado a (2”71, z — 3;) & o espago mulo da matriz
ol

Suponha, agora, que G(z) = [];_,(z — ;). Entdo o cédigo associado a (2*1, G(z)) &

=1 C;- Assim, este cédigo & o espago nulo da matriz

Hj=“ ,i=0,1,--n—1.

H ol

H= -5

,i=01,--n~1, j=1,--- 7.

1l
Esta matriz define o cédigo de Srivastava. Consequentemente, somente os codigos de
Srivastava, com [ = 1, é que estdo contidos na classe dos cédigos de Goppa.
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2.6 Apéndice
Propriedades de Matrizes

Seja o um elemento primitivo de GF(¢™), raiz de algum polinémio primitivo de grau
m e coeficientes em GF(g). Entéo, todo elemento de GF(¢™) pode ser expresso como uma
expressdo polinomial em o de grau, no méaximo, m — 1, com coeficientes em GF(q).

Agora, se H & uma matriz de [ linhas e n colunas com elementos em GF(¢™), cada
elemento pode ser representado por m coeficientes de seu polinémio correspondente orga-
nizado em uma coluna. Dessa maneira, dizemos que H se expande para uma matriz de
mi linhas e n colunas, cujas linhas sdo n-uplas de elementos em GF(g). O espaco linha
V de H é o conjunto de todas as combinacoes lineares das linhas de H sobre GF(g) e
formam um subespaco vetorial cuja dimenséo é igual ao nimero de linhas linearmente
independentes em H.

O conjunto V satisfaz as seguintes propriedades:

i) V & invariante sob permutagbes de linhas de H;

i) V é invariante sob a multiplicacdo dos elementos de uma linha de H por qualquer
elemento nao-nulo de GF(¢™);

i44) V & invariante sob a adi¢do de uma linha de H com um multiplo de uma linha de
Hem GF(¢™);

iv) V é invariante sob a operacgdo de elevar a g-ésima poténcia, os elementos de uma
linha H;

v) V é invariante sob a pré-multiplicacio de H em GF(q) por qualquer matriz nao-
singular [ x [ em GF{q).

Omitiremos as demonstragdes das propriedades acima, pois as mesmas nao apresentam
dificuldades.



Capitulo 3

Polinémios, Curvas e Superficies de
Riemann

O nosso objetivo principal neste capitulo é apresentar uma proposta de construcao de
curvas algébricas através de polindmios absolutamente irredutiveis sobre corpos finitos. Os
mesmos serao utilizados nos processos de localizagio e de determinacio da magnitude dos
erros dos algoritmos de decodificacio de cidigos alternantes que apresentaremos no Capi-
tulo 4. Apresentaremos também, algums exemplos de curvas algébricas com mimero méxi-
mo de pontos racionais definidas por esta construcio. Na Secio 3.1, definiremos corpos al-
gebricamente fechados. Na Secéio 3.2, definiremos polinémios irredutiveis, absolutamente
irredutiveis, apresentaremos o critério de Eisenstein para caracterizar polindmios absolu-
tamente irredutiveis, e concluiremos a se¢@o com a proposta de construcio de polindmios
absolutamente irredutiveis sobre corpos finitos. Na Secdo 3.3, definiremos espaco afim
e conjunto algébrico, curvas algébricas planas, género de uma curva, espaco projetivo e
resolugéo de singularidades. Na Segéo 3.4, definiremos pontos racionais e niimero de pon-
tos racionais, apresentaremos as principais curvas algébricas mais conhecidas. Na Secio
3.5, apresentaremos as curvas associadas aos resultados obtidos na Secdo 3.2 sobre cor-
pos finitos. Apresentaremos algums exemplos de curvas com ntimero méximo de pontos
racionais. Na Secdo 3.6, definiremos superficie de Riemann através do polinomio f(z,y)
e apresentaremos a relagao entre superficie de Riemann compacta e curvas algébricas.

3.1 Corpos Algebricamente Fechados

Um corpo K ¢ algebricamente fechado se todo polinémio em K[X] tem raiz em K.

Por exemplo, o corpo K = GF(2) nio é algebricamente fechado, pois z2 + z + 1
é irredutivel sobre GF(2). Similarmente, Q ¢ R nao sdo algebricamente fechados, j4 que
z?+1 é irredutivel sobre estes corpos. Porém, C é algebricamente fechado. Essa afirmacio
¢ o Teorema Fundamental da Algebra.

Dado um corpo K, ¢ freqiientemente conveniente olhar para um corpo algebricamente
fechado que contém K.

Seja K um corpo. O fecho algébrico de K é um corpo K com K C K satisfazendo

(¢) K é algebricamente fechado, e
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42 CAPITULO 3. POLINOMIOQS, CURVAS E SUPERFICIES DE RIEMANN

{#7) Se L & um corpo tal que K C L C K e L é algebricamente fechado, entédo L = K.

Em outras palavras, um fecho algébrico de K é o "menor"corpo algebricamente fechado
que contém K. Como consequéncia, resulta o seguinte teorema.

Teorema 3.1.1 [58] Todo corpo tem um dnico fecho algébrico.
Notacao 3.1.2 Denotaremos de agora em diante K por K, isto ¢, K =K.

Por exemplo, R = C. Por outro lado, é conhecido que 7, por exemplo, ndo é a raiz de
um polinémio sobre Q, assim Q C C mas Q # C. Também GF(4) = GF(2) e, em geral,
GF(p*) = GF(p)-

O préximo teorema fornece uma propriedade fundamental de corpos algebricamente
fechados.

Teorema 3.1.3 [58/ Seja K um corpo algebricamente fechado e sejo f(x) € Klz] um
polindmio de grau n, entdo, existem u € K* = K\{0} e ai1,...,a, € K (ndo neces-
sariamente distintos) tais que f(z) = w(zx — a1)...{(z — an). Bm particular, contando
multiplicidade, f tem exatamente n raizes em K.

Demonstracgiao. Inducgio em n. Se n = 0, entdo f é constante, assim f € K*.
Assuma agora que todo polindmio de grau n pode ser escrito na forma do Teorema 3.1.3,
e f(z) € K[z] tem grau n + 1. Entéo, como K é algebricamente fechado, f tem uma raiz
a. Agora temos que f(z) = (z — a)g(z) para algum g(z) € K]z] de grau n. Por hipStese,
podemos escrever g(z) na forma desejada, assim dando uma expressdo apropriada para

flz). .

Teorema 3.1.4 [58/ Todo corpo finito GF(q) com q¢ = p™ elementos pode ser unicamente
definido no fecho algébrico GF(p) do corpo GF(p) como o corpo de raizes do polindmio
x% — z. Todo corpo finito é isomorfo a um e somente um dos corpos GF{q).

3.2 Irredutibilidade de Polinomios

Um polinémio
flz,y) = fo(x)y" + filz)y™ ™ +--- + fulz),

em K[z, y], é chamado redutivel se existem polindmios ¢ e h tal que

flz,y) = glz, y)h(z,y),

com 1 < deg(g(z,y)), deg(h(z,y)) < deg{f(z,y)). Caso contrario, irredutivel.

Os polindémios z, ¥ e  —y sao todos irredutiveis. Mais ainda, o polinémio z3y+4° + 2
é irredutivel sobre Z,.

O polindmio f{z,y) com coeficientes no corpo K é dito ser absolutamente irredu-
tivel se f(z,y) & irredutivel sobre qualquer extensio algébrica do corpo K, isto é, f{z,y)
é irredutivel em K.
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Os tinicos polindmios da forma f(z), que sio absolutamente irredutiveis, tém a forma
f{z) = az + b porque todo polinémio f(z) se decompde em fatores lineares em alguma
extensdo finita de corpos.

A proposi¢io a seguir e seu coroldrio mostram que polindmios absolutamente irredu-
tiveis se comportam mais como polindmios lineares com uma tinica indeterminada.

Proposicao 3.2.1 [{7] Seja f(z,y) wm polinémio néo-constante sobre um corpo K. En-
tao existe uma ertensdo finite de corpos L tal que flz,y) tem um fator absolutamente
irredutivel em Liz,y)].

Demonstracdo. A prova é por indugio no grau de f(z,y). Se o grau é 1, entdo
f(z,y) é absolutamente irredutivel. Suponha que a proposicao foi provada para todos os
graus menores que n e que f(z,y) tem grau n.

Se f(x,y) é absolutamente irredutivel nao h4 nada o que provar. Caso contrério, existe
uma extensao finita de corpos J tal que f(z,y) ndo é irredutivel em J [z,y] (obviamente
que J pode ser K). Entdo, em J[z,y],

fz,y) = g(z, y)h(z, y),

onde g e A tém grau menor que n e nenhum deles é uma constante. Pela hipétese de
indugdo segue que, para alguma extensio finita de corpos L de J , 9(z,y) tem um fator
absolutamente irredutivel p(z,y) em Lz, y]. Agora, p(z,y) é também um fator de flz, )
em Lz, y] e L é uma extensdo finita de K. Assim, a proposicio ¢ verificada para f(z,y)
com grau 7. n

Coroldrio 8.2.2 [{7] Seja f(z,y) um polinémio ndo-constante sobre um corpo K. Entdo
eriste uma extensdo finita de corpos L tal que f (z,y) se decompde em um produto de
fatores absolutamente irreduttveis em Lz, y).

Demonstragao. A prova ¢ por inducio no grau de f(z,y). Se f(z,y) é absolutamente
irredutivel ndo ha nada que provar. Este & sempre 0 caso se n = 1. Caso contrdrio, pela
Proposicio 3.2.1, existe uma extenséo finita de corpos J de K tal que

f(z,y) = p(z,u)q(z, y), (3.1)

em J[z,y] e p(z,y) é absolutamente irredutivel. Entao, o grau de ¢(z,y) & menor que n
e, assim, pela hipétese de inducéo, existe uma extensio fnita de corpos L de J tal que
q(z, y) se divide em fatores absolutamente irredutiveis sobre L. Entao, pela equagéo (3.1),
0 mesmo acontece com f(z,y). ]

A proposicio a seguir, que é um caso especial do critério de Eisenstein, fornece um
modo facil para construir polinémios absolutamente irredutfveis. O critério nao é um
meio necessdrio, porém existem muitos polinémios que o satisfaz (incluindo quase todos
os exemplos considerados neste trabalho).

Proposigdo 3.2.3 (Critério de Eisenstein) [47/ Seja f (z,y) € Kiz,y] escrito como

F@y) = fail2)y'.

=0
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Suporha que mde(fo(z), f1(x), ..., falz)) =1 € que exista um elemento { € L para alguma
extensdo de K tal que

(1) ¢ ndo é raiz de fo(z);
(i2) ¢ é uma raiz de fr—;(z) para todoi < n; e
(#48) ¢ ndo é uma raiz dupla de f.(z).
Entdo f(z,y) é absolutamente irredutivel.

Demonstragao. Suponha que para alguma extensio J de K, o polinomio f (z,y)
seja fatordvel nao-trivialmente. Seja f(z,y) = g(z, y)h(z,y), onde g(z,y) = 3" g:(z)y e
h(z,y) = 3 "hi{z)y, com 0 < 7,8 < ner+s = n. Entdo, essa fatoracio também sers
nao-trivial em qualquer extensdo finita de J. Assim, podemos assumir que ¢ € J.

Como ¢ ndo é uma raiz dupla de f,(z) = go(z)ho(z), ela é uma raiz de um dos dois
polinomios, isto €, de go(z) ou de ho(x). Assumiremos que go(¢) = 0 # ho(¢). Se ¢ ndo
¢ uma raiz de fo(z) = g-{x)hs(z), entdo néo serd uma raiz nem de g.(z) e nem de h,(z).
Agora, seja k > 0 0 menor indice tal que ¢ néo é uma raiz de gi(z) e considere o coeficiente
fa-x(z) como sendo

Fot(@) = 3 0u()ici(2) = gr(@hole) + 3 s (@)hs ().

2=(} =0

Se k <n, ( é uma raiz de f, x(z). Também &, pela definicio de &, uma raiz de g;(z) para
todo ¢ < k, mas { ndo é uma raiz de gi(z) ou ho(z). Assim,

0= fart(Q) = 0(OP0(0) + 3 a:(OielC) = gr(Cho(C) + 0 0.

1=

Esta contradicao prova que k£ = n. Como f(z,y) ndo tem coeficientes f;(x) para i > n,
segue que A(z,y) = ho(z). Conseqiientemente, ho(z) divide todo polinémio f;(z) para
i =1,..,n. Do fato de que o maior fator comum entre os coeficientes f;(z), 0 < i < n,
é 1 implica que ho(z) é uma constante. Assim, em qualquer fatoragio de f(z,v), sobre
qualquer extensédo finita de J, um dos fatores € uma constante, mostrando que f(z,y) é
absolutamente irredutivel. [

Coroldrio 3.2.4 [{7] Eriste um niimero infinito de polinémios absolutamente irredutiveis
sobre qualquer corpo.

Demonstragao. Pela Proposicio 3.2.3 (com ¢ = 0) todos os polinémios da forma
y"™ — x sdo absolutamente irredutiveis. »

Observamos que o polindmio y° — z é absolutamente irredutivel sobre R. Por outro
lado, o polinémio z* + 3* — 1 = [y + (z + 1)][y + (z + 1)] sobre GF(2) & redutivel e,
portanto, nao atende ao critério de Fisenstein.
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Consideremos agora a curva 23y +y*+z = 0. Pelo critério de Eisenstein, este polindmio
é absolutamente irredutivel sobre GF(2), quando a raiz ¢ = 0. Observe que no polinémio

Fzy) = fole)y® + fi(z)y? + falz)y + folz),

temos que fo(z) = 1, fi(z) =0, fa(z) = 2° e fa(z) = z. Como fa(z) = z tem grau 1,
entdo ¢ = 0 € a vinica raiz de f3(z) e satisfaz 444). Como ¢ = 0 é raiz de f, e f. satisfaz
#). Como ¢ = 0 ndo é raiz de [, satisfaz i), logo f(z, y) & absolutamente irredutivel pelo
critério de Eisenstein.

Pelo mesmo critério, a curva ctibica 2° + ¢4® + 1 = 0 é um polinémio absolutamente
irredutivel sobre GF(2), considerando a raiz ¢ = 1. Observamos que no polindmio

fla,y) = fol@)y® + fil)y® + fol@)y + falz),

temos que f3(z) = 2°+1, fi(z) = fo(x) = 0e fo(z) = 1. Como 23 +1 = (z+1)(z2+2+1),
entao ¢ = 1 nao é raiz dupla de f3(z). Portanto, satisfaz 1), it) e ii4) da Proposicao 3.2.3.

De modo andlogo, deduzimos que a curva quintupla z° + 3° + 1 = 0 ¢ um polinomio
absolutamente irredutivel sobre GF(2), considerando a raiz { = 1. Observamos que no
polinémio

@ y) = fol@)y® + fla)y* + fola)y® + falz)y® + fulz)y + f(2),

temos que fs5(z) = 2° + 1, fi(z) = fu(z) = fa(z) = fa(z) = 0 e fy(z) = 1. Como
2+ 1= (z+1)(z* + 2* + 22 + £ 4+ 1), entéo { = 1 ndo & raiz dupla de folz). Portanto,
satisfaz 7), i1) e i¢) da Proposicio 3.2.3.

Apresentamos agora, uma cutra construcio de polinémios absolutamente irredutiveis
sobre corpos finitos.

Sejam ay,as, . .., a,, onde a; € GF(q) e n < ¢, definidos através da equacio

(Y—-i"l)(Y-}’2)...(Y-Yn)=Y”+alY”—}‘+-~+an_;Y—}—an

sobre GF(q), onde

a; = Z?:I Y;
az = Ziq’ YiY;
az = Zi<j<k YiY;Yy (3.2)

4, = VY. .Y, =[]".Y:

Esses valores sdo conhecidos como as fungbes simétricas elementares de Y;. Observa-
mos que, se nem todos os Y;’s sdo nulos, entdo existe pelo menos um a; 5 0. Suponha
que ¢; = 0 para todo ¢, entdo provaremos, por inducio, que os ¥;’s sdo todos nulos.
Tomando a, == 0, isto &, ¥1Ys...Y, = 0, sem perda de generalidade, podemos assurnir
que Y, = 0. Suponha, agora, que é sempre verdade que ¥; = 0 para 1 < i < n. Assim,
paraa; = Y1 +Ya+... 4+ Y, =0, temos que Y7 = 0. Portanto, se a; = 0 para todo i, entao
0s Y;’s sao todos nulos.
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Definigao 3.2.5 Seja f(z,y) uwm polindmio a duas variduveis (z,y) sobre o corpo GF{q)
definido por

fly) ="+ fi(2) > _aila)y™ ™ (Chavel)

=g
onde j =min{k € {1,2,...,n};ax # 0}, fi0(z) =z~ b+a;, b& GF(qg),
0 t<n oui=mn €
R U i (R e e

R o 21 e (b e 1
1, sei=n e @ —-b""" = (b~ aj;)

hi(z) = plz — b) + P bl p = {
gi{z) =21+ hi(z), i=4...,n

Teorema 3.2.6 O polindmio da Definicdo 3.2.5, para n > 0 e n # 2, é absolutamente
irredutivel.

Demonstracao. Seja ( = (b— a;). Observe que { ndo é raiz de po(z) = 1, mas é raiz
de p;(z) = fip(z)g:l{x) para j < 7 < n, logo satisfaz (i) e (i) da Proposicao 3.2.3. Vamos
provar agora que { nao & raiz dupla de p,(z), isto &, nfo é raiz de g,(z). A prova serd
dividida em duas partes:

(i) Suponha que ap/a; — ™1 # —~(b—a;)" !, p = 0 e que { é raiz de g,(z). Desta
forma, calculando g(¢) = g(b — a;) = (b — a;)"* + an/a; — V"% = 0, temos que
an/a; — b1 = —(b—a;)", contradicdo. Logo, f(z,y) € absolutamente irredutivel
pelo eritério de Eisenstein.

(¢¢) De modo anélogo, supondo que an/a; — 6" = —(b—a;)" " e p = 1, devemos ter
que ¢ ndo é raiz de g,(z). Vamos supor que ( é raiz de g,(z), consequentemente
9(¢) = glb—a;) = (b—a;)" 1 +(b— a; ~ b)+a,/a;~b""" = 0, logo a; = 0. Absurdo,
pois a; # 0 para algum j. Assim, f(z,y) é absolutamente irredutivel pelo critério
de Eisenstein

Portanto, f(z,y) € absolutamente irredutivel pelo critério de Eisenstein. ]
Como exemplos de polindmios absolutamente irredutiveis construfidos a partir da
Definicao 3.2.5, citamos os seguintes:

1) Consideremos K = GF(9) como sendo o corpo de Galois gerado por «, raiz de
2?2 +2r+2=0. Sejama; = 00 = 2, a3 = l,as = 2 e b = 0. Como j =
min{k € {1,2,3,4};ar # 0} = Ll e agfa; — b = 2 # —(b— a;)® = 1, entho
temos pelo polindémio (Chavel), que fi{z) =z +a; —b=z2z+1—-0 =z +1,
G(r)=140=1, g(z) =z +a/a; —b=z+2, g3s(z) = 22 + azfa; — b =22+ 1
e gu(z) = 2* + ag/ay ~ b* = 23+ 2. Assim,

flz.y) =9*+(z+ P+ e+ Dz + D+ + D)+ Dy + (z + (=¥ +2)

é absolutamente irredutivel sobre GF(9), com { = 1.
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2) Consideremos K = GF(16) como sendo o corpo de Galois gerado por a, raiz de
t*+z+1 =0 Sejama; = 1,a0 = l.ag = 0 e b = 0, isto &, a;,b € GF(16),
¢ = 1,2,3. Assim, pelo polinémio (Chavel), temos que f(z,y) = 3% + (z + 1)y? +
(z + 1)(z ~ 1)y + (z + 1)z Portanto, f(z,y) é absolutamente irredutivel sobre
GF(16), com { = 1.

3) Sejam a; = l,a; =0,a3 =0eb=1, isto &, a;,b € GF(16), i = 1,2, 3, assim, pelo
polinomio (Chavel), temos que f(z,y) = y* + zy* + z(z — 1)y + z° — z. Portanto,
f(z,y) € absolutamente irredutivel sobre GF(16), com ( = 0.

4) Sejam a1 = 0,8, = 0,03 = 1l e b = 1, isto &, a b € GF(16), i = 1,2,3, logo,
pelo polindmio (Chavel), temos que f(z,y) = ¢* + z° + 22 — z. Portanto, f(z,y) é
absolutamente irredutivel sobre GF(16), com ¢ = 0.

Teorema 3.2.7 O polinémio

. 9) = 9" + fulz)y + g(z),

com fi{z) = x4+ ¢1 — b, & absolutamente irredutivel se wma das condigdes abairo for
satisfeita:

(1) g(z) =(z+ e —b)(z+ cafcs ~ b), seci #£0 ey

(i) g(z) = (2 +c; —b)ay, se 1 #0 e g = &;
(¢13) g(z) =(z+e2—b), se c; = 0.

Demonstracéio. Usando o fato de que ¢; # 0, entdo temos duas situagoes a consi-
derar: 7) ¢, # c; e ii) ¢ = cf. Para ambas as situacdes, a Proposicio 3.2.3 mostra que
f(z,y) é absolutamente irredutivel.

Considerando agora ¢; = 0, temos duas situagdes a considerar: 7) ¢y # 0; e i) ¢p = 0.

Para i} temos que
fle,y) =y*+ (&~ by + (z + ca — b)

€ absolutamente irredutivel, visto que, nio existe dois polindmios iy = diz + e, e hy =
do + €9, tais que by + hy =z — b e hihy = x4 ¢, — b. Agora, para i), temos que

Hz, ) =v*+ (z —b)y + (z - b),

logo, f(z,y) € absolutamente irredutivel pela Proposicio 3.2.3.
Portanto, f(z,y) é absolutamente irredutivel sobre qualquer corpo GF(q), se uma das
trés condicdes for satisfeita. [

Proposi¢cao 3.2.8 O polindmio

fz.y) = 9" + filz)y + g(z), (Chave2)

tal que um dos a;’s ¢ diferente de zero, é absolutamente irredutivel se wma das condicoes
abaizo for satisfeita:
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(i) ilz)=z+a1—b e glz)=(z+a—b){z+azfa1—b), sea; #0 eay+# a?;
() filz)=xz+a1—b e glz)=(x+ a1 —b)ay, se a; # 0 ¢ az = a?;
(t12) fi(z) =0 egl{z)=(z+ a2~ b), se a; = 0.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.2.7, temos que as condigdes (7) e (1) mostram que
f{z,y) é absolutamente irredutivel. Considerando agora, a1 = 0 e as # 0, temos que

fle,y) =v* + (z+ap—b),

que é absolutamente irredutivel, pela Proposicao 3.2.3.

Portanto, f(z,y) é absolutamente irredutivel sobre qualquer corpo GF(g), se uma das
trés condicgdes é satisfeita. »

Por exemplo, considerando o corpo de Galois GF(16) e a; = @, a3 = a*, b= a. Como
az # a? e a1 # 0, temos pela Proposicio 3.2.8, que fi(z) =z +a,—b=z+a—~a=2z
eg(z)=(z+a/a1 - b)(z +a;—b) = (z+a* — a)(z + a — a) = (z + o®)z. Portanto,
f(z,y) é dado por

flz,y)=v* +zy+ (z + o)z

Dessa forma, pela Proposicio 3.2.3, este polinémio é absolutamente irredutivel sobre
GF(16), com ¢ = 0.

Considere agora, o corpo de Galois GF(9) e a; =1, a2 = o, b = o. Como ay # af e
a; # 0, temos pela Proposicao 3.2.8, que fi(z) = z+a;—b = z+1—a = z4+1420 = z+0°

g(z) ={x +az/a1 - b){z+a1—b)=(z+o*~a)(z+1—0a)
g{z) = (z + a* + 2a)(z + 1 + 2a) = (z + a®)(z + &F).
Portanto, f(z,y) é dado por

Hz,y) =9+ @+ )y + (z+ ) (z +a¥).

Desse modo, pela Proposigdo 3.2.3, este polindmio é absolutamente irredutivel sobre
GF(9), com ¢ = o®

Observacao 3.2.9 Os polindmios (Chavel) e (Chave2), podem ser colocados sob a forma
flaz,y) =2+ y" + 9(z,y), onde o grau de g(z,y) é menor ou igual a n.

3.3 Curvas Algébricas

A descoberta da conexéo entre a Teoria da Equacgio Diofantina e outros campos da
matemdtica, como dlgebra, geornetria e andlise, teve inicio no séeulo XIX. Isso foi compro-
vado pelas investigagOes executadas por Lagrange, Gauss, Dirichlet e Hermite na Teoria
de formas quadraticas, investigacdes estas que culminaram na criacdo da aritmética de
corpos quadrdficos e serviram como uma base para aproximar grupos de mateméticos. E-
xemplos disso sao os trabalhos de Kummer, que estudou a equacéo de Fermat 27 +y" = 2"
e teve como resultado a criacao da aritmética de corpos ciclotémicos, desenvolvendo, as-
sim, a Teoria de Ideais para os corpos de nmimeros algébricos. Finalmente, os resultados
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de Jacobi, relativos 4 aplicagio dos teoremas de Euler ¢ Abel na composi¢do de integrais
elipticas e abelianas para a adicio de pontos racionais em curvas algébricas, estende-
ram os fundamentos para a aritmética de variedades Abelianas. Ao mesmo tempo, uma
analogia préxima foi descoberta entre os corpos de mimeros algébricos e os de fungdes
algébricas, que conduziu, por um lado, 4 criagao da teoria aritimética de corpos de funcdes
€, por outro, 4 introducgdo em aritmética de mimeros p-édicos (Hensel), que representa a
parte da expansdo de Puiseus para as funcoes algébricas em corpos de ntimeros. Assim,
os fundamentos foram estendidos para a slgebra comutativa em termos da geometria
algébrica modernal.

Dado um polinémio com coeficientes inteiros ou racionais (uma equacio Diofantina),
um problema fundamental na Teoria dos Ntimeros é encontrar solugGes desta equacio que
sejam inteiras, inteiras positivas, ou racionais. Por exemplo, o ultimo Teorema de Fermat
(recentemente provado por Andrew Wiles) mostra que néo existe soluco (z,9, 2) inteira
positiva para a equagdo z" + y® = 2, quando n > 3. Kummer fez o seguinte: a equacéo
de Fermat z" + y" = 2™ pode ser reescrita na forma produto

" =(z—y)(z— ). (2~ Yy,

onde ¢, é a raiz n-ésima primitiva da unidade cos(2w/n) + isin(2x/n}, e descobriu que
em Z[(,] existe uma lei chamada de fatoracio tnica em ideais principais que substitui
a fatoracdo unica em ntimeros primos. Essa descoberta abriu caminho para a Teoria de
Numeros Algébricos, possibilitando provar parcialmente o dltimo Teorema, de Fermat para
valores de n relativamente grandes. Esse problema é freqiienternente abordado com relacao
as equagOes Diofantinas, com o objetivo de encontrar solucbes geométricas através das
equagoes médulo p. Se f(z,y) = 0 for um polindmio em duas varidveis, entdo a equacio
f(z,y) = 0 define uma curva X no plano. Por exemplo, as vinicas solugbes racionais para
a curva eliptica y* = z* — z sdo (z,y) = (0, 0) e (£1,0). Isso nos faz considerar neste
trabalho curvas algébricas e curvas algébricas sobre corpos finitos.

3.3.1 Espago Afim e Conjunto Algébrico

Seja K um corpo qualquer. Denotaremos por A" (K), ou simplesmente por A" (se K
estd subentendido), o produto cartesiano de n copias de K, isto &, AMK) é o conjunto
das n-uplas de elementos de K. A™(K) & chamado o espago afim de dimensio n sobre
K e seus elementos sdo chamados pontos. A! (K) é a reta afim.

Seja f € K[X1, X>,...,X,]. Um ponto P = (a1,...,a,) € A"(K) é um zero de f se
f(P) = flas,...,as) = 0. Se f nio é uma constante, o conjunto de zeros de f é chamado
a variedade afim ou a hipersuperficie V(f) definida por f e é, entdo, dada por

V(f)={PeA"| f(P)=0}.

Em outras palavras, uma variedade afim V(f) € A™ é o conjunto de solucdes para a
equagao f(x1,...,2,) = 0.
Seja K um corpo. O plano afim sobre K 6 42(K) = K2.

*Para maiores detalhes veja [58].
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Uma variedade afim em A*(K) é chamada uma curva plana afim. Se f é um
polindémio de grau 1, V(f) é chamado um hiperplano em A™(K).
Considerando K = R, temos os seguintes exemplos:

a) V(Y? — X(X? —1)) C A% mostrado na Figura 3.1-(a).
b) ¥(Y* - X*(X +1)) C A%, mostrado na Figura 3.1-(b).
¢) V(2% — (X +Y?) ¢ A%, mostrado na Figura 3.1-(c).
d) V(Y? - XY — X?Y + X3)) C .A® mostrado na Figura 3.1-(d).
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Figura 3.1: Variedades Afins

Mais geralmente, se § é qualquer conjunto de polindmios em K[X;, X, ..., X,], temos
V(s) = {P € A" | f(P) = 0 para todo f € S}. Observe que V(S) = NyesV(f). Se
8 = {f1,... fr}, usualmente escrevemos V(fi,... f,), em vez de V({f1,... f}).

Um subconjunto X C A™(K) é um conjunto algébrico afim, ou simplesmente um
conjunto algébrico, se X =V(8), para algum S. Se K & um corpo finito, todo subconjunto
de A"(K) é algébrico.

3.3.2 Curvas algébricas planas

Suponha que K é um corpo algebricamente fechado e Ky é um subcorpo de K. De-
notaremos por .A? o plano afim sobre K consistindo do conjunto de todos os pares (a,b)
de elementos @, b de K. Chamamos o par P = (a,b) de um ponto do plano A2 e os
elementos a e b, as coordenadas do ponto P.



3.3. CURVAS ALGEBRICAS 51

Uma curva algébrica plana ¢ o conjunto de todos os pontos P = (a,b) € A? cujas
coordenadas satisfazem a equacio

onde f(z,y) é um polindmio com coeficientes sobre K. Se os coeficientes do polindmio
J(z,y) pertencem a Ky, entdo dizemos que a curva (3.3) é definida sobre Ko.

As solugbes simultaneas para duas equacdes polinomiais em duas varidveis, é a inter-
se¢ao destas duas curvas. Em particular, consideremos f(z,y) =y — z2 e gz, y)=y—c
para vérias escolhas de c. Se considerarmos K = R, sabemos qual ¢ o grafico dessas duas
equagoes e procuramos os pontos de intersecdo. Observamos que, as vezes, tém exatamen-
te 2 pontos de intersecdo. Isso acontece, por exemplo, se ¢ = 4. Se ¢ = 0, encontramos
$6 um ponto, e se ¢ < 0, ndo encontramos nenhum ponto. Porém, se ¢ = 0, as curvas sio
realmente tangentes no ponto de intersegdo e podemos dizer que existe um tnico ponto
de multiplicidade 2. Mais adiante, veremos que se estendermos a K = C, encontramos 2
pontos de intersegdo exatamente para ¢ < 0. Mais geralmente, se considerarmos retas da
forma y = mz + b, obtemos 2, 1, ou 0 pontos de intersecio sobre R e a situacdo é como
antes. Se houver um ponto de interseciio, entdo a reta é realmente uma reta tangente.
Se nao houver nenhum ponto de intersecio, entdo encontramos dois pontos quando con-
sideramos C. Observamos que X; e A, sempre se cruzam em exatamente dois pontos,
contando a multiplicidade e estendendo ao fecho algébrico.

Agora, substitua g pela reta vertical definida por g(z,y) = z ~ ¢. Qual devers ser o
valor de ¢ para que haja s6 um ponto de intersecio e a reta nio seja tangente no ponto?
A extensdo de R para C néo resolve o problema. Todavia, se o procedimento da contagem
das interse¢des estiver correto deverd ocorrer dois pontos de intersecdo entre qualquer reta
e a curva X, onde f(z,y) =y — z2.

Heuristicamente, as curvas = ¢ e y = z? se cruzam também uma vez "no infinito".
Em geral, uma curva Ay onde f(z,y) € K[z,y) é chamada uma curva afim.

Uma curva algébrica plana afim (ou mais abreviadamente, curva) é uma classe de
equivaléncia definida sobre os polindmios nio constantes f € Kz, y], onde dois polinémios
sa80 equivalentes se um é mdltiplo do outro por uma constante.

Nesse contexto, a equacio de uma curva é qualquer um dos polindmios nessa classse.

Dizemos que uma curva estd definida sobre Kg, subcorpo de K, se a mesma admite
uma equagao com coeficientes em K.

Em geral, podemos procurar solugdes z,y € Ky = GF(q), onde GF{g) ¢ um corpo de
extensao de GF(p). Chamamos tal solugio de um ponto na curva X. Se as coordenadas
r e y das solugbes de f(z,y) = 0 estdo, em GF(g), chamamos este ponto de ponto
racional.

O ponto P = (a,b) da curva (3.3) é um ponto Ky-racional se suas coordenadas a, b
pertencem a Ky ¢ K. O conjunto das solucdes da equagho f(z,y) = 0 em K é denotado
por X¢(K).

Se o polinémio f(z,y) pode ser representado como o produto f = gh dos polindmios
9(z,y) e h(z,y), entéo a curva definida pelo polindmio f(z,y) é a unido de duas curvas
definidas pelas equacdes g(z,y) = 0 e h(z,y) = 0. Se o polindmio f (x,y) é irredutivel,
entdo a curva definida é chamada curva irredutivel. Como todo polindémio pode
ser fatorado num produto de um nimero finito de polinémios irredutiveis, segue que,
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toda curva algébrica plana, definida sobre Kg, € a unido de um nidmero finito de curvas
irredutiveis sendo, portanto, suas componentes curvas irredutiveis.

Uma curva é chamada racional se é o conjunto de zeros de um polinémio que possui
coeficientes racionais. Na terminologia usual de geometria algébrica, uma curva é chamada
racional se é isomorfa a reta projetiva PL.

O grau da curva irredutivel (3.3) é o grau do polindmio f(z,7) que define a curva.
Uma curva de grau 1 é uma reta; assim, falamos "da reta az + by + ¢", ou "da reta
ar + by + ¢ == 0", que obviamente é uma curva racional.

Se f == ] f*, onde os f;’s s30 os fatores irredutiveis de f, entdo os f;’s séo as com-
ponentes de f e e; é a multiplicidade da componente f;. Se e; = 1, entdo dizemos que
fi € uma componente simples, caso contrdrio, dizemos que f; é uma componente
multipla.

Se f & irredutivel, entdo V{f} & uma variedade em A2.

Seja Ay uma curva, P = (a,b) € &;. P & chamado um ponto simples de A se a
derivada fx{P) # 0 ou fy(P) 5 0. Neste caso, areta fx(P)(X ~a) + fr(P)Y ~b) =0
é chamada a reta tangente de A; no ponto P. Um ponto que nao é simples é chamado
muiltiplo (ou singular).

Apresentaremos a seguir alguns exemplos de curvas algébricas planas bem conhecidas:

1) A reta que passa pelos pontos (a,b) e (¢,d), (b~ d)z + (¢ — a)y + ad — bc = 0.

2) O circulo de raio r e centro (a,b), isto é, o lugar dos pontos que satisfazem a
equacdo (X —a)? + (Y —b)? =72,

3) A elipse, lugar dos pontos cujas distancias a dois pontos fixos (por exemplo (¢, 0))
tém soma constante 2a, isto é,

VX +)2+ Y2+ /(X —e)2+Y2=2a. (3.4)

Observamos que esta equa¢io nio é polindmial, mas é possivel eliminar os radicais
de (3.4), para obter

X2 Y2

ey + e =1, (3.5)

Obviamente, (X,Y") é solucdo de (3.4) se, e somente se, também & solucio de (3.5).
4) A hipérbole, lugar dos pontos cujas distancias a dois pontos fixos, chamados focos,

tém diferenca constante 2a. Assim, marcando os focos em (&c¢, 0), a diferenca das
disténcias se expressa por

VX =2 4+Y2— /(X 4+ )2+ Y2 = 2a.
Como #* = ¢® — a? e eliminando os radicais, obtemos a equacio

2 2
Yy

a? b2
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5) A pardbola, lugar dos pontos equidistantes de um ponto fixo, chamado foco e de
uma reta fixa, diretriz. Tomando (0, b), b>0eY = —b como foco e diretriz, a sua
equacao é,

X2 =4bY, ou f=X2%-4by.

6) A cisséide de Didcles, cuja equacio é dada por
bX? ~Y(Y?+ X% =0.

Tomando b = 1, a equagdo da cisséide é dada por X2 — Y (Y24 X?) = 0, cujo gréafico
é mostrado na Figura 3.2 (a).

7) A ciibica definida pela equaciio Y2 — X3+ X = 0, cujo grafico é mostrado na Figura
3.2 (b), possui duas componentes reais.

8) A cibica cuspidal {Cuispide = ponto duplo com uma tinica tangente) definida pela
equacio Y? — X® =0, cujo gréfico € mostrado na Figura 3.2 (c).

9) A ctibica nodal (N6 = ponto duplo com tangentes distintas) dada pela equacao
Y% = X%+ X2, cujo grafico é mostrado na Figura 3.2 (d).

10) A rosidcea de 3 pétalas, definida pela equacio (X2 +Y2)? = Y3 — 3X2v, cujo
grafico é mostrado na Figura 3.2 (e). A origem é um ponto triplo ordindrio.

11) Alemniscata, definida pela equagio (X?+Y?2)? = X2 Y2, cujo grafico é mostrado
na Figura 3.2 (f), apresenta um né na origem com tangentes ¥ = £ X,

12) A singularidade tacnodal, definida pela equacio Y2 — 3X2Y — Y3 4 X —q, cujo
grifico € mostrado na Figura 3.2 (g).

13) A singularidade real isolada, definida pela equacio X? +Y? = X3, cujo grafico
é mostrado na Figura 3.2 (h).

Observagao 3.3.1 A Figura 3.2 mostra apenas os gréficos reais das curvas planas, isto
é, os pontos das curvas cujas coordenadas sdo nimeros reais, contudo, o grifico real dé
uma tdéia razodvel do que estd se passando.

Observagao 3.3.2 Um cdleulo com as derivadas mostra que a Figura 3.2 (b) é a vinica
curva ndo-singular, e que P = (0,0) é o dnico ponto muiltiplo nas Figuras 3.2 (a), (c),
(), (e), (f). e (g)- No primeiro ezemplo, o termo linear da equacio pare o curve é apenas
a reta tangente & curva em (0,0).

3.3.3 Espaco Projetivo

A idéia original de acrescentar ao plano usual uma reta no infinito, constituindo um
plano projetivo, é devida a Desargues. Seu livro foi publicado em 1639 e pretendia dar
uma fundamenta¢io matemética aos métodos de perspectiva empregados pelos pintores
e arquitetos.
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Figura 3.2: Curvas algébricas planas
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Consideremos o plano afim mergulhado no espago tridimensional como o plano ¥ de
equagao Z = 1. Cada ponto de ¥ determina uma reta passando pela origem. Cada reta
de ¥ determina um plano passando pela origem. Se as retas r, v € ¥ se intersectam, seu
ponto de infersegao d4 lugar & reta de interse¢io dos dois planos associados as retas r e
7'. Se as retas r, v’ so paralelas, os correspondentes planos se intersectam, desta vez ao
longo de uma reta passando pela origem e contida no plano Z = 0.

Definicdo 3.3.3 Seja K um corpo. O espaco projetivo sobre K, denotado por P*(K),
ou simplesmente P", é definido como sendo o conjunto de todas as retas que passam pela
origem (0,0,...,0) em A™(K). Qualquer ponto (z) = (z1,%s, ..., 2n41) # (0,0,...,0)
determina uma dnica refa, isto € {(Az1,...,Azns1) | A € K}. Dois pontos (z) e (y)
determinam a mesma rete se, e somente se, existe um A € K, ndo-nulo, tal que y; = Az;
para t = 1,...,n + 1. Desse modo, dizemos que (z) e (y) sdo equivalentes. Entio P*
pode ser identificado com o conjunto de classes de egquivaléncia de pontos em A™! —

{(0,0,...,0)} ou A*\{(0,0,...,0)}.

Um elemento P = (a9 : --- : a,,) € P" & chamado ponto e gy, .. ., a, € A" sio ditas
as coordenadas homogéneas de P.
O conjunto H = {(0:a; : -+ : a,) € P"} & chamado de hiperplano no infinito e os

pontos de H, denotados por @), sdo chamados pontos no infinito.

O plano projetivo P ¢ o conjunto das retas do espaco tridimensional passando pela
origem.

Do exposto acima, vemos que o plano ¥ se identifica naturalmente como um subcon-
junto de P? que ainda denotaremos por ¥. Os pontos de P? — ¥ sio chamados de pontos
no infinito. Tais pontos sdo obtidos através de certas transformacdes de coordenadas
nao-lineares chamadas "projetivas". Precisaremos somente de duas transformacdes: as
transformacoes de coordenadas do sistema padréo (z,y) para os sistemas (u,v) e (w, z)
dadas pelas regras

u=y/r, v=1/z e w=1ly, z=1z/y (3.6)

serao chamadas mudancgas de coordenadas projetivas.

Note que a transformagcio do sistema (u, v) para o sistema (w, z) é do mesmo tipo.
Note também que os pontos dados podem estar em qualquer dos trés sistemas de coor-
denadas. Como consequéncia, a maijoria dos pontos sdo representiveis nos trés sistemas,
mas alguns s6 sao representdveis em dois deles e uns poucos sé s3o representdveis em um
sistema.

Por exemplo, o ponto (z = 1, y = 1) € 0 mesmo que o ponto (v = 1, v = 1), e 0 ponto
(r =a, y =b) para a # 0 & 0 mesmo que o ponto (u = ba™!, v=¢™1). O ponto (z = 0,
y = 1) ndo tem nenhum equivalente no sistema (u, v), mas é o mesmo que (w = 1, z = 0).
O ponto (u = 1, v = 0} ndo tem nenhum equivalente no sistema (z, y), mas & o mesmo
que (w =0, z=1). O ponto (z =0, y = 0) nao tem nenhum equivalente no sistema («,
v) ou no sistema (w, z).

Normalmente, especificamos o sistema de coordenadas pela notacao P : (z = a, y = b).
Os sistemas de coordenadas sdo usados na seguinte ordem de prioridade. Se um ponto
pode ser representado no sistema (z, ), entdo usamos esse sistema. Falhando esse, se o
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ponto pode ser representado no sistema (u, v) (necessariamente com v = 0), usamos esse
sistema. O tnico ponto restante (w = 0, z = 0) é representado no sistema (w, z).

Podemos considerar os pontos que ndo podem ser representados no sistema (z, y)
como formando uma reta no infinito ou horizontal com a equacio v = 0. A horizontal
ntercepta toda reta ordindria em um énico ponto. Assim, como verificaremos brevemente,
(u = a, v =0) & a intersecio da reta y = az + b com a horizontal, e (w = 0, z = 0) éa
intersecdo do eixo y (x = 0) com a horizontal.

Como exemplos, destacamos os seguintes.

A equacdo y = az + b pode ser escrita como y/z = a + b/z. No sistema (u, v) essa
equagao ¢ transformada em u = a + bv, confirmando que (u = @, v = 0) est4 na reta.

A hipérbole retangular z* — 3 = 1 é transformada em 1/2% — u2/v? = 1. Paraz # 0
também 1/v # 0. Assim, podemos multiplicar esta equacdo por v2 para obter a curva
1= u*+v?. Estaé a equagio de um circulo com a reta v = 0 como wm diametro. Assim, a
hipérbole retangular pode ser vista como um circulo com a horizontal como um didmetro.

A pardbola 2z = y?+1 é transformada em 2/v = 4?/v?+1. Novamente, multiplicando
por v?, resulta em 2v = u? +v? ou w? + (v — 1) = 1. Note que esta é também a equacio
de um circulo, mas desta vez v = 0 ¢ uma tangente. Assim, a pardbola pode ser vista
como um circulo com a horizontal como uma tangente.

A curva z° + 3% — 1 = 0 & transformada em u/v® + 13/0® — 1 =0 ou v® + 1 — v® = 0.
Se a caracterfstica do corpo é 2, entéo a equagio permanece igual 4 equacio original em
zey.

Observamos que, em todos os casos considerados, o grau da equacéo ndo muda pela
transformacao utilizada.

Seja f(z,y) um polinémio absolutamente irredutfvel em Kr, ] de grau d e defina

P a2 1
g(uav) = f("b" 'U) e h(wvz) =uw f(,w1 w)
Entao, a curva projetiva & definida por f(z, y) é a unido das trés curvas Ay : f(z,y) = 0,
Ay 1 g(u,v) =0e A3 : h{w, z) = 0, os pontos sdo permitidos ter coordenadas em qualquer
extensao finita L. de K. Chamamos estas trés curvas de as componentes afins de X, e
denotaremos a curva completa por X : f(z,y) = 0.

Se f(z,y) == az, entdo g(u,v) = a e a componente afim (u,v) é vazia. Isso ocorre
porque f(z,y) é a horizontal do sistema (u, v). Para outros casos temos que mostrar que
as conponentes afins juntas atendem as condi¢Ges de mudancas de coordenadas projetivas,
definidas em (3.6), e que g e h satisfazem as condicBes de curvas afins.

Proposicao 3.3.4 {7/ Seja flz,y) # ax um polinémio absolutarnente irredutivel de
grau d e seja g(u, v} = v f(1/v,u/v). Entdo g é um polindémio absolutamente irredutivel
de grau d. Além disso, se um ponto P tem coordenadas P : (z = a,y = b) e também
P:(u=c,v=d), entio f(a,b) =0 se, e somente se, g(c,d) = 0.

Demonstragado. Correspondendo a um termo bz"y* de f(z,), o polinémio g(u,v)
tem um termo bu*v@ =), Como f(z,y) # az e f(z,y) é absolutamente irredutivel,
nao divide f(z,y). Conseqlientemente, pelo menos um termo de f(z,y) tem r = 0. Isso
prova que g tem grau d. Como o grau de f(z,y) é d, existe um termo nao-nulo bz™y*
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com 7+ s = d. Esse termo é transformado em bu®. Conseqiientemente, g(u,v) néo é um
miltiplo de v. Suponha que, para alguma extensdo de corpos, g(u,v) = h(u, v)k(u, v},
onde h e k tém graus r e s, respectivamente. Entdo nem h(u, v), nem k(u, v) € um multiplo
de v. Assim ) .

s Y
—NEk(=, =),

a Yy 1 ry Y
e 0s dois fatores sio polindmios de grau 7 e s, respectivamente. Considerando que f &
absolutamente irredutivel, segue que r = 0 ou s = 0. Mas isso implica que /& ou k & uma
constante. Assim, g & absolutamente irredutivel.

Voltando as afirmagées feitas sobre P temos, por hipétese, que ¢ = bla,d = 1/a e
a # 0. Entéo, g(c,d) = a™f(a,b). Assim, g(c,d) = 0 se, e s6 se, f(a,b) = 0. "

Apresentaremos a seguir uma outra forma de definicio do plano projetivo.

Denotaremos por (z : y : z) o ponto de P? que representa a reta ligando a origem 0
a um ponto (z,y,2) # O. Dizemos que z, 7, z sio coordenadas homogéneas do ponto
{z :y: z) relativas & base canénica {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0,1)}.

Um polinémio F(z,y,z) é um polinémio homogéneo se todo mondmio tiver o
mesmo grau nas varidveis z,y e z; este grau é o grau do polindmio homogéneo. Por
exemplo, F(z,y, z) = z°y — 2zyz + 32° & homogéneo de grau 3 nas varidveis z, v, 2.

Observe que a soma de dois polindmios homogéneos de diferentes graus nao preserva
a homogeneidade.

O polindémio homogéneo determinado por F & chamado equacio da curva algébrica
X ¢ P2, O processo de projetivizacio de uma curva plana em K? consiste em considerar
o fecho desta curva algébrica em P?. Do ponto de vista algébrico, o processo traduz-se pela
"homogeneizagao" de polinémios de K[z, y| mediante a introducio de uma nova varigvel
Z. Topologicamente, 0 que se estd fazendo é acrescentar um ntimero finito de pontos de
P? & curva original de K2, os chamados pontos no infinito. Tais pontos sio facilmente
determinados fazendo-se Z = () na equagio da curva projetivizada.

llustraremos os pontos no infinito com dois exemplos. Primeiro, considere a reta

L:aX+8Y +~Z =0,

digamos que @ = 0. A parte afim de L éareta Lo : ax + By + 1 = 0 em A2 Os
pontos no infinito em £ correspondem acs pontos onde Z = 0. H4 s6 um tal ponto, isto
é [-5,a,0] € L que corresponde ao ponto no infinito [-5, a] € P, que por outo lado,
corresponde & dire¢io —fy = ax em 4% Esta diregfio é exatamente a direcio da reta Lg.
Assim £ consiste da reta afim Lo junto com o tnico ponto no infinito que corresponde &
direcdo de L.

Agora, olhamos para a curva projetiva

X:X*-Y:-72%2 =9

Hé dois pontos em X com Z = 0, isto & {1,1,0} e [1, ~1,0]. Esses dois pontos correspon-
dem, respectivamente, aos pontos no infinito [1,1],[1, ~1] € P!, ou equivalentemente as
direches y = r e y = —x em A®. A parte afim de X é a hipérbole

Xo:az*—yi—1=0.
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Suponha agora que tomemos uma sucessao de pontos (r1, 81), {2, $2), ... em Ay tal
que estes pontos tendem a infinito, isto &, |sy] — oc. Se reescrevemos 7 — 57 — 1 = 0

como
r; T 1
5; 8 5¢

entao o termo do lado direito vai para 0 quando ¢ - oo, assim vemos que ou

. T T
im = =1 ou lim~—=~1,
=0 §; i—oc §;

dependendo, obviamente, de qual ramo da hipérbole utilizamos. (Veja Figura 3.3).

Seja L; a reta tangente a A no ponto (r;,s;). Afirmamos que, quando i — oo, a
direcao da reta tangente L; se aproxima da direciio de uma das retas y = +z. Isto nio é
nada além da afirmacio de que as retas y = 4z sdo assintotas & curva A,. Para conferir
esta afirmacdo analiticamente, diferenciamos implicitamente a equagio z° —3° — 1 = 0
para adquirir

dy z
dr vy’
e assim
(inclinacdo de L;) = (inclinagdo de X, em (ry, 5;)) = 5 —i oo 1.
84

Figura 3.3: Pontos no infinito sdo limites de diregbes tangentes

Definicao 3.3.5 O conjunto de todas as razdes (ag : a; : as) é chamado planc projetivo
e serd denotado por P*(K). Cada (ap: a; : ap) é chamado wm ponto de P2(K).
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Segue da Definicéo 3.3.5, que a igualdade
(ap 1 a1 1 az) = (af : a} : ab)

ocorTe se, € somente se, existe uma constante A # 0 tal que (ag, 61, a2) = A(aj, a}, ¢y). Em
particular, se ag # (), entdo

a1 Gp

).

(ag.al.a;;)m(l. % .a{}

Em vista disso, conclufinos que as coordenadas homogéneas de um ponto de P2, rela-
tivas a uma base prefixada, estdo bem definidas a menos de um fator escalar diferente de
ZETO0.

Uma topologia é introduzida em P?, a topologia quociente, considerando-se a se-
guinte aplicacao,

¢: K3~ {0} — P?
(z,y,2) — (z:y:2).

Neste caso, dizemos que um subconjunto U C P? é aberto se ¢~ (i) é aberto em K — {0},
com a sua topologia usual. Estabelecendo, assim, em P?, uma nogao de vizinhanca,
segundo a qual dois pontos de P? estio "proximos" se as retas associadas em K° formam
um "pequeno” subconjunto de P?, A% = {(z : y: 2) | z # 0} & aberto e denso em P2, pois
¢"'(A?) & o complementar do plano z =0 em K3 e, &, evidentemente, aberto e denso em
K* —~ {0}.

Pode-se mostrar que a aplicacido

K? — AZcp?

(5.9) — (z:y:1) 8.7)

¢ uma bijegao. Desta forma, passamos a considerar o plano afim A2 como contido em P2,
identificando-o com A2

Consideremos o conjunto X = {(z : y : z) € P? : F(z,y,2) = 0}. O plano projetivo
P?, pode ser coberto pelos trés conjuntos abertos Uy = {(z : y : z) € P? | 7 # 0},
Uh={{z:y:2)ePly#0tellb={(z:y:2) € P?| 2% 0} E facil verificar
que a defini¢ao de U; independe dos sistemas de coordenadas homogéneas dos pontos. E
evidente que I; é um aberto de P? e que o espaco projetivo P? = Uy UL U Us.

Em particular, se considerarmos Uy = {(z : y : 2) € P¥(K) | z # 0}, temos, por
exemplo, que

Xo=XNU = {(y,2) e K| F(l,y,2) =0}

¢ a curva plana afim descrita pelo polindmio f(y,z) =0, onde f(y, 2) = F(1,y, z).
Como conseqliencias imediatas, resultam as seguintes afirmacdes.

Afirmagao 3.3.6 Nas condicdes do conjunto X e da aplicagio definida em (3.7), valem
as seguintes implicagoes:

(1) f(zo,y0) =0 <= F(xo,10,1) = 0;
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(i) Para qualquer A € K*, temos

AX MY

FOX,AY,2Z) = A2 (55, SV

= MF(X,Y, Z),

assim
F(Xo,Y, Zp) =0 <= F(AXp, AYp,AZy) =0, VieKk~

(#12) Visto que F' & homogéneo, F(0,0,0) = 0.

Em virtude da Afirmagao 3.3.6(44} , podemos ignorar a solucio (0, 0,0) de F = 0. Por
causa da implicacdo (i7) da mesma afirrnacao, € possivel identificar as solugdes (Xo, Ya, Z0)
e {(aXo, aYy, aZy).

Lembramos que pontos de P?(K) séo classes de equivaléncia, isto &, (Xg: Yp: Zo) é a
representacao da classe de equivaléncia de (Xg, Yo, Zy) em P?(K).

Como f(z,y) = 0 é um polindmio em duas varidveis, entdo a equacio f(z,y) = 0 define
uma curva Ay no plano. Definamos agora o fecho projetivo }’; de A cujo significado
correspondente equivale a "somar pontos no infinito". Para isso, vamos introduzir o
conceito de homogeneizacio de um polinémio.

Definicao 3.3.7 O polinémio F de grau d é chamado a homogeneizacdo de f, quando
F ¢ obtido de f, através da computacdo de Z’s nos monémios de graus inferiores de

[ visando um polinémio F cujos monémios possuem o mesmo grau, determinado por
F(X,Y,Z) = Z4f(X/Z,Y/Z)

Sejam K um corpo, f(z,y) € K[z, y] um polinémio de grau d e X a curva associada a
/. O fecho projetivo da curva X; é X; := {(Xo, Yo, Zo) € PX(K) | F(Xo, Yo, Zo) = 0},
onde F(X)Y,Z}=Z°f(X/Z,Y/Z) € K[X,Y, Z] & a homogeneizacio de .

Qualquer ponto (Xp : Yy : Zp) com Zy = 0 é chamado um ponto no infinito. Todos
os outros pontos sao chamados afins.

Por exemplo, a curva definida pela equacao polinomial y° = z3 + £ + 1 estd em Xy
onde f(z,9) = y* — 2% — z ~ 1. Entéo

F(X,Y,Z)=2°(Y/Z2)? - (X/Z)® - (X/Z)-1)=Y?Z - X® - XZ° - 73

Note que todo mondémio que aparece em F tem grau exatamente 3 = deg(f), e que a
tarefa de construir F' equivale a computar e somar bastante Z’s de forma que todo termo
tenha grau 3. O polindbmio F é chamado a homogeneizacao de f.

Em particular, P’ consiste de um s6 ponto. P!, reta projetiva, é a reta usual .4
com um ponto extra no infinito.

Quando K =R, podemos visualizar P1(R) como a circunferéncia, com o ponto no
infinito indicado na Figura 3.4.
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Figura 3.4: Reta Projetiva, P1(R).
3.3.4 Resolugao de singularidades

Partindo da hip6tese de que estamos interessados em curvas planas, a unica restricao a
mais que necessitaremos € que as curvas sejam nao-singulares. Como ndo-singularidade e
diferenciabilidade sdo conceitos bastante relacionados, temos que entender primeiramente
0 que significa diferenciar sobre um corpo arbitrdrio K.

Sejam K um corpo e f(z,y) € K|z,y] um polinémio. Se K =R ou C, corpo de
caracteristica zero, sabemos o significado de derivada parcial f, de f com respeito a z. Se
K for um corpo de caracteristica p, a definicdo tradicional de limite nio se aplica, tendo-
se que levar em consideragio a redugio modp dos coeficientes. Porém, para flz,y) €
GF(q)[z,y], podemos definir a derivada parcial formal f,(z,y) € K|z, y] de f com respeito
a r da mesma maneira que no corpo de caracteristica zero. Por exemplo, se flz,y) =
2 + y® 4 2y, entdo fo(z,y) = 2z +y e f,(z,y) = 3y* + z sobre qualquer corpo K. Em
particular, se K = GF(2), entdo fo(z.y) = y e f,(z,y) = y* + z. Por outro lado, se
K=GF(3), entdo fo(z,y) =22+ ye f,(z,y) = z.

Definicao 3.3.8 Sejam K um corpo e f(z,y) € K[z,y]. Um ponto singular da curva
Xy € um ponto (zo,y0) € K x K tal que fzo,%0) = 0 € folao,yo) =0 e fulzo, yo) = 0.
Se F(X,Y,Z) ¢é a homogeneizagdo de f(z, y), entio (Xo : Yy : Zy) € PAHK) & um ponto
stngular de :i’} s€ o ponto estd na curva e se todas as derivadas parciais forem nulas,
isto €,
F(X0,Y0,Z0) = Fx{Xo, Yo, Zo)

= FY(XOa }/01 ZO)

= Fz(Xe, Yo, Zp)

= 0.

Como exemplos de pontos nio-sigulares destacamos os dois exemplos a seguir:

a) Seja & uma curva dada por f(z,y) = ¥* — 22 — 1 e um ponto P(0,1), tal que
f(P) = 0. Assim,

fo=—2z= f(P)=0 e fy=3y2"‘3>fy(P)%0

logo, F & um ponto ndo-singular de X. . N - - l
e fl%i‘é?%&h

BLIOTRS :
%:.;{‘;MA G%%GL&M%
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b} Seja & uma curva dada por F(X,Y,Z)=Z?~ Z -~ Y?+Y e um ponto P(0,0,0),
tal que F(P) = 0. Assim,

Fx=0 = Fx(P)=
Fy=-2Y +1 = Fy(P)+#
Fz=2Z-1 = Fz(P)#

logo, P é um ponto nao-singular X'.

0
0
0

Sejam K um corpo e f(z,y) € K[z,y]. Uma curva Xy é chamada n&o-singular,
regular ou suave se todos os pontos na curva Xy sao ndo-sigulares. Seja P = (a,b) € &}.
A curva 56; é nao-singular se a mesma nao tem pontos singulares.

Como exemplo, suponha que X seja uma curva definida por 3° = 42° — az — b, isto &,
pelo polinémio

Hz,y)=y* - 42’ +az +b.

Assumindo que a caracteristica do corpo K é diferente de 2, entdo as derivadas parciais
de f s@o 2y e —12z° + a. Assim, um ponto em X é um par (z,y) tal que y = O e x
é uma raiz repetida de 4z® -~ az — b. Portanto, X € nao-singular se, e somente se, as
raizes de 4z* — az ~ b sdo todas simples, que é verdade se, e somente se, seu discriminante
A =a?—~270° #0.

Se a Definicdo 3.3.8 faz sentido, espera-se que A seja nao-singular, entdo os tnicos
possiveis pontos singulares de .5(} estdo no infinito. Isto € verdade e segue da definicao da
homogeneizagdo de f e da regra da cadeia para derivadas parciais.

Intuitivamente, urn ponto singular € um ponto onde a curva nao tem uma reta tangente
bem definida. Por exemplo, consideremos a curva Xy, onde f(z,y) = —23 +* + 2* + ¢*
sobre C. Temos que f,(z,y) = ~32% + 42° = z%(-3 + 4z2) e fy(z,y) = 2y + 4y® =
2y(1 + 2y*). Para que (zg, ¥) seja um ponto singular, decorre que 7o = 0 ou 3/4 e yp = 0,
37 ou —21i. Uma verificacio rdpida mostra que dos 6 possiveis pares (zo, yo) 86 (0, 0) estd
na curva, assim (0, 0) & a vinica singularidade afim. A homogeneizacio de f &

FIX,Y,Z)=-X?Z+Y?Z* + X* 4+ Y*

Assim, Fx = ~3X%Z +4X3 Fy = 2YZ? +4Y% e Fy = — X% + 2Y?Z. Considerando
que todas as singularidades afins foram determinadas, precisamos somente considerar o
ponto no infinito, pela fixacdo de Z = 0. Deste modo, para que (Xp : Yy : 0) seja uma
singularidade, teremos que ter

XG+ Yy =4X5 = ~4Y§ = -X3 =0.

O tnico modo disso acontecer ¢ se Xy = Yy = 0, mas isso é impossivel em P? visto que
Zgp 4 € 0. Assim, o tinico ponto singular em X é o ponto (0 : 0 : 1). Consequentemente,
a curva Xy mostrada na Figura 3.5 é, de fato, cuspidal.

Afirmacao 3.3.9 Uma curva plana ndo-singular é absolutamente irredutivel. Fm outras
palavras, isso quer dizer que, se f(z,y) € Klz,y] define uma curva plana néo-singular
Af, e se f = gh para algum g,h € Klz,y], com K sendo o fecho algébrico de K, entdo
geKouheck
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Figura 3.5: Curve Cuspidal

Modelo ndo-singular de curvas planas (Desingularizacio de curvas planas)

A desingularizacio de curvas planas est4 baseada no seguinte teorema cldssico, provado
por Riemann e Cayley.

Teorema 3.3.10 /4] Toda curva plane pode ser biracionalmente transformade em uma
curva destitufda de singularidades.

Entre as diferentes provas do teorema. estio versies construtivas que necessariamente
derivam transformacdes biracionais de uma sucessio de transformagdes quadréticas sim-
ples.

Teorema 3.3.11 [}/ Seja X uma curva projetiva. Entdo existe umna curva projetiva néo-
singular X' e um morfismo biracional f de X' sobre X. Se f:Y — X ¢ outra, entdo
existe wm tnico isomorfismo g: X' — Y tal que fg = f.

Seja X' qualquer curva projetiva, f : X' — X como no Teorema 3.3.11. Dizemos que
X’ ¢ o modelo ndo-singular de X, ou de K = k(X ). Identificaremos k(X)) com K por
meio de f

Apresentamos agora dois exemplos de desingularizacio de uma curva plana.

Considere a ctibica nodal Y? — X? — X3 = (. Se fizermos a transformacao X’ = X
eY =Y/X de forma que X = X' e Y = X'V, entio obtemos (Y2—Xx?~ X% —
(XPY"? — X% ~ X® = X?(Y"” — 1 — X'), conforme mostra a Figura (3.6). Retirando
o fator externo X", obtemos a pardbola Y2 — 1 — X' = 0. Assim, a cibica nodal é
transformada em uma pardbola pela transformacao

X =X X=X
v=v/Xx " 1yv=xVv.

Agora, as equagbes que definem esta transformacio s&o ambas consideradas racionais.
Tal transformacéo é chamada de transformacio biracional. Assim, neste exemplo, pode-
mos dizer que a cibica nodal e a pardbola sdo biracionalmente equivalentes. Agora, tam-
bém podemos considerar a mesma transformacao aplicada a cibica cuspidal Y? — X3 = 0,
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Y 080604027

Figura 3.6: Desingularizacio da cibica nodal

conforme mostra a Figura 3.7. Dessa forma, produz X”?(Y"? — X) = 0 e, retirando o fator
externo X, obtemos a pardbola Y2 — X’ = 0. Assim, podemos concluir que a cibica
cuspidal e a pardbola sdo biracionalmente equivalentes. Em particular, vemos que todas
as curvas consideradas nestes exemplos tém o mesmo género, isto é, género zero.

50,6- 1 Dé
.0‘4_ /; DABE
| E
0.21 ; gj
T " y ? — R " D: PR sy,
; 04 De ¢ 080804 05 02040808
0. ‘ 04
14 0.8
: | 0.8
0.6 3 ]

Figura 3.7: Desingularizacio da cibica cuspidal

Género de curvas algébricas planas

Para qualquer curva algébrica plana &, temos definido um ndmero g = g(X). Esse
nimero é chamado o génerode X. Sua propriedade bésica é que para qualquer outra
curva plana irredutivel A”: A" & biracionalmente equivalente a X’ = g(X) = g(&”).

Se a curva X ¢é destituida de componentes miltiplas, isto &, se f(z,y) nfo & divisivel
pelo quadrado de qualquer polindmio ndo-constante, entdo X tem no méximo n(n —
1)/2 pontos duplos, onde n é o grau do polinémio f(z,y). Além disso, se X é uma
curva irredutivel, isto &, se f(x,y) é um polinémio irredutivel, entdo A’ tem, no mdximo,
(n — 1){(n — 2)/2 pontos duplos. Novamente, os pontos duplos tém que ser contados
corretamente.

Assim, no caso de & ser irredutivel, definimos

g=(n-1)(n-2)/2-4,
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onde ¢ indica o mimero de pontos duplos, os quais sao contados com multiplicidade; neste
caso, sempre temos g > (.

Teorema 3.3.12 [2/ Uma curva algébrica X tem género g = 0 se, e somente se, X tem
uma parametrizacao racional.

Teorema 3.3.13 [17] Se X ¢ wma curva irredutivel de graun e mp a multiplicidede de
X no ponto P, entdo

glx) = 2 1)2(nh2) ~ Z-m—*"(i”ép—_—l—) (3.8)

Nos préximos exemplos determinaremos o género de algumas curvas:

a) O género de uma reta ou de uma conica irredutive] é Zero;
b) Se X & uma cibica y* = 2%, entdo temos que g = 0:

c) Considere a curva 3 + 22 = z%. O ponto singular & (0 : 0 : 1) com multiplicidade 2.
Logo,

d) Considere a curva y* = z°. Os pontos singulares 530 (0 : 0: 1) e (0 : 1 : 0) com
respectivas multiplicidades iguais a 2 e 3. Logo,

_(6-1)6-2)

B —

Seja P um ponto singular com multiplicidade m = 2, entdo P é chamado um ponto
duplo. O ponto P ¢ dito ser uma singularidade ordindria se as retas tangentes em P
sao todas distintas. Um ponto duplo ordindrio é chamado um né. Um ponto duplo P em
uma curva é chamado um cispide se existe uma tinica reta tangente para a curva em P.

Por exemplo, a curva X : y* = 23 + az? tem um ponto singular em (0,0). Se a # 0,
ele € um no e as retas tangentes em (0, 0) sfo y = ++/az. Elas estdo definidas sobre um
corpo K se, e somente se, ¢ é uma raiz quadrada em K. Se ¢ = 0, o ponto singular é um
ctispide.

Topologicamente, toda curva ndo-singular sobre C pode ser vista como uma superficie
em R3. Por exemplo, uma curva eliptica tem uma equagio da forma 3% = f (z), onde
f(z) & um polinémio ciibico em z sem raizes repetidas, e pode ser pensada como um toro
em R?. Em geral, toda curva nao-singular pode ser interpretada como uma esfera com
um determinado mimero de asas. Este mimero de asas é chamado o género topoldgico da
curva. Em particular, uma curva eliptica tem género 1. Em geral, se mostra que se f(z,y)
€ um polinémio de grau d tal que a curva :X’; € nao-singular, entdo o género topolégico de
Xy € determinado pelo férmula g = (d — 1)(d — 2)/2. Essa férmula é chamada a férmula
de Pliicker.

Lema 3.3.14 (Férmula de Pliicker) Seja f(z,y) € Klz,y] um polinémio de grau n
tal que Xy € ndo-singular, entéo o género du curva X5 (ou de X;) é dado por

(n—1)(n-2)

g(&y) = 5 : (3.9)

~1—-3=2.
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3.4 Curvas Algébricas sobre Corpos Finitos

Consideraremos o corpo K como sendo o corpo GF(g) consistindo de ¢ = p” elementos
e K = GF(g) o seu fecho algébrico. Nesse caso, o conjunto de pontos GF(g)-racionais
da curva (3.3), definida sobre GF(g), coincidem com o conjunto de solugbes da equacio
(3.3) nos elementos z,y do corpo GF(g). Em particular, para GF(p), p primo, entdo a
questao relativa aos pontos GF(p)-racionais da curva (3.3) é equivalente 4s solugbes da
congruéncia f(z,y) = 0 (mod p).

3.4.1 Numero de pontos racionais de uma curva algébrica sobre
corpos finitos

Seja X' uma curva definida sobre GF(q), isto &, as equacdes definidas tém coefici-
entes em GF(g). Entdo pontos em X com todas as suas coordenadas em GF(q), tais
quef(z,y) = 0, sdo chamados pontos racionais.

Seja X uma curva determinada pela equacio f(z,y) = 0, denotaremos o conjunto
de pontos racionais desta curva por

X(GF(q)) ={(z,y) : z,y € GF(q) ¢ f(z,y)=0}.

Como exemplo, considere a curva y* = z*+z+1 sobre o corpo GF(5). Como podemos
achar os pontos racionais desta curva? Como « e y assumem valores em GF(5), podemos
somente escolher cada uma das cinco possibilidades para x, tomando-os no polindmio
23+ 7z + 1, e observando quando o resultado é um quadrado em GF(5). Fazendo isto,
achamos nove pontos (inclusive o ponto Q@ no infinito):

X(GF(5)) = {0, (0, +1), (2, £1), (3, £1), (4, =2)}.

Assim, a curva definida pela equagdo f(z,y) = y* ~ 2% — z — 1 tem nove pontos racionais
sobre GF(5).

Denotaremos por Ny(g) o mimero de pontos racionais da curva X de género g sobre
GF(g).

Por muitos anos, a pergunta sobre quantos pontos racionais uma curva de género g
sobre um corpo finito com ¢ elementos chamou a atencio de mateméticos. Em 1940,
A. Weil [58] provou a hipStese de Riemann para curvas sobre corpos finitos. Como um
coroldrio imediato obteve um limitante superior para o ntimero de pontos racionais em
uma curva geometricamente irredutivel ndo-singular X’ de género g sobre um corpo finito
de cardinalidade ¢, isto é

No(g) < g+1+2g/3. (3-10)

Este limitante foi provado para curvas elipticas (isto €, g = 1) por H. Hasse em
1933, [58]. Porém, a questdo de achar o mimero méximo N,(g) de pontos racionais em
uma curva irredutivel nao-singular de género g sobre um corpo finito GF(g) nio atraiu a
atencao dos matematicos até que Goppa introduziu os c6digos geométricos em 1980, [24].

Em 1981, Thare mostra em [32] que

Ni(g) <q+1+ |(VBe+ D@+ 4@ —9e—g)/2|, (3.11)
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onde |a| denota a parte inteira de a. Para g > (¢ ~ +/3)/2 o limitante (3.11) & melhor
que o limitante (3.10). Em [50], Serre mostra que o limitante de Weil {3.10) pode ser
melhorado para

Ny(g) <g+1+gl2.7].

No mesmo trabalho, Serre introduziu a idéia de "férmula explicita"em analogia com
a Teoria dos Niimeros, para obter melhores limitantes superiores para N,(g).

Teorema 3.4.1 [58] Seja X uma curva projetiva ndo-singular de género g definida sobre
GF(q"). Se Ng(X) denota o nimero de pontos racionais de X , entdo

INg(X) — ¢ — 1] < g|2¢"},
onde |a] denota a parte inteira de a.

Definicio 3.4.2 (58] Uma curva projetiva X é mazimal quando
Ne(g)=q" +1+g[2v7].

Um exemplo conhecido de uma curva maximal é a chamada curva hermitiana que
definiremos em breve.

A maijoria das curvas que iremos abordar sers representada através de equacdes envol-
vendo polindémios em duas varidveis sobre um corpo finito, objetivando sempre os modelos
projetivos nao-singulares das curvas.

Nesta subsecdo apresentamos as principais curvas algébricas mais conhecidas sobre
corpos finitos. Os grificos dos exemplos considerados sio gréficos de curvas sobre o corpo
dos mimeros reais. Calcularemos todos os pontos com coordenadas nos corpos finitos
GF(2), GF(4), GF(5), GF(9) e GF(186), para as curvas aqui mencionadas.

Curvas de Fermat

A curva de Fermat Fr, é uma curva plana projetiva sobre GF (g) com equacao definida

por

X" Y™+ 2™ =0,
onde mdc{m,q) = 1. As derivadas parciais de X™ + Y™ 4+ Z™ sio mX mol omy™ 1 e
mZ™ 1, Seu género & g = (m — 1)(m — 2)/2.

Por exemplo, a curva dada por 2° +y®+1 = 0 sobre o corpo GF(4*) = GF(16) é uma
curva de Fermat ndo-singular com género 6. A equacdo homogénea X5 + Y3 4 25 = 0 &
chamada de superficie quintica com singularidade isolada ou cone de Fermat. A origem é
o tnico ponto singular. As correspondentes curvas sdo mostradas na Figura 3.8.

Curvas Hermitianas

Seja ¢ = r%. A curva H, sobre o corpo GF'(q) definida pelas equacdes afins z7+! +
Yl +1=0ea2 ! — y" —y = 0, sdo chamadas curvas Hermitianas. As correspondentes
equacoes homogéneas sao,

XH4y™lezil=g ¢ XM _yrZz_vZ =0, (3.12)
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Figura 3.8: Curvas de Fermai

A equagio afim 2™ — 3" —y = 0 tem (0 : 1 : 0) como seu nico ponto no infinito e r*

outros pontos racionais sobre GF(r?) no plano afim.
O género da curva H, é dado por

Observe que para todo a € GF{r?) existem r elementos 3 € GF(r?) tal que §7+8 = o™+
A seguir, forneceremos vérios exemplos de curvas hermitianas:

a) A curva dada por z° — y* — y = 0 é uma curva hermitiana ndo-singular de género
6. A equacio homogénea é X® — Y*Z — Y Z% = 0 é chamada de superficie quintica
néo-singular. As correspondentes curvas sdo mostradas na Figura 3.9 (a);

b) A curva dada por z* — y* — y = 0 é uma curva hermitiana ndo-singular de género
1. A equaciio homogénea & X3 —Y?Z - Y Z? = ()

¢) Seja Hs uma curva hermitiana dada pela equagio z* = y® + y sobre K = GF(9) =
GF(3)/ < z2+z+2 > . O género desta curva é 3. Esta curva tem 27 pontos racionais.
O polindmio homogéneo associado & X*—ZY 3~ Z3Y = (. As correspondentes curvas
sao mostradas na Figura 3.9 (b);

d) Seja Hq uma curva hermitiana dada pela equagio z° +3° +1 = 0 sobre K = GF'(16).
O género desta curva é 6. O seu polinémio homogéneo associado &€ X°+Y?+2° =0,
As correspondentes curvas sao mostradas na Figura 3.8.

Curvas subhermitianas

Seja s um divisor de \/g+1, onde g € um quadrado, e seja & a curva com equagao afim
yVi+y = z°. Se s = \/g+1, entdo A, é a curva hermitiana sobre GF(q), para s < \/g+1, as
curvas X; sdo fatores de X gz11, isto é, existe uma aplicacdo sobrejetiva fs : X 411 — &
(é dada por (z,y) — (zV@*1)/s y)). Essas curvas sio chamadas subhermitianas. E bem
conhecido que a curva X, 41 (e conseqiiéntemente todas as &) € maximal, isto &, X 41
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Figura 3.9: Curvas Hermitianas

tem o nimero méximo possivel de pontos GF(g)-racionais para curvas do mesmo género,
1sto é,
Ne(X 1) = av/g + 1= g+ 1+ 2g./3,
onde g = (g ~ ,/g)/2 é o género de X va+1- Em geral, os géneros de &, sio iguais a
(vVi—1{(s—1)/2 etem
Ny(Xs) = g+ 1+ 2g./g.

Na curva &, existe um tmico pélo em comum pars e y 0 qual é um ponto GF{(g)-racional

Qoo

Curvas Quasihermitianas

Estas curvas podem ser encontradas com maiores detalhes em 144].
Uma curva quasihermitiana, Cs,», sobre GF(q) (com ¢ = 2™} & uma curva plana
projetiva, que tem por equacio

YsZ'r + 51Y23+T_1 + ngs-i—r _— G,

ondes,r €N, s>2,r>0, 8,8, € GF(g)\ {0}.
O género da curva C; . sobre qualquer corpo K de caracteristica 2 é dado pelo seguinte
resuitado.

Teorema 3.4.3 [{{/ Se ocorrerem as trés sequintes condicdes
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i) s+1r=2"r, comn>0ery>1 impar,
i) s —1=2%y, comt>0esy>1 fmpare

iii) a = mdc(ry,s), a=2aqp+1
entdo,

. 80(7‘0 - 1)
g(Csr) = T

Proposigao 3.4.4 [{4] Sio verdadeiras as seguintes afirmacoes:

= g.

(2) As curvas de equaces afins y* +y+2°t" =0 e yf+ B,y1 + B2 = 0 séo isomorfas

sobre GF(q);
(¢i) Ambas as curvas tém o mesmo género;
(¢42) Se (s +r) e (s — 1) sdo primos em relagdo a (g — 1), entdo as curvas
YHy+2T =0 e ¢+ B+ Bzl =0
sdo isomorfas sobre GF(q);
(iv) Se (s+1) e (s — 1) sfo primos em relagio a (¢ — 1), entdo as curvas
YHy+2"7 =0 e ¥+ By + BoxiT =0
téin 0 mesmo numero de pontos racionais.

Como conseqiiéncia da Proposicio 3.4.4, Palanquez [44] considerou uma familia de
curvas planas projetivas (., absolutamente irredutiveis sobre o corpo finito GF(g) de
caracteristica 2, definida conforme o préximo pardgrafo.

Para cada par de ndmeros naturais s > 2 e r > 0 as curvas C;, tém por equacio
F,, =0, sendo que F, . € GF(¢)[X,Y, Z] é o polindémio dado por

Yszr ‘E‘ st+'r-}. m{w Xs-i—r’

isto &, Vs > 2,Vr >0, C,p = V(Y27 4+ Y Z571 4 X5F7),

Por exemplo, seja K = GF(16). Considere a curva X com equacio y? + yz + 22 = 0,
onde s = 2 e v = 0. Essa é uma curva ndo-singular. A correspondente curva é mostrada
na Figura 3.10 (a). Como s = 2 e r = 0, temos pelo Teorema 3.4.3, que n = 1, ry = 1,
t =0, sg =1eag=0. Logo, o género de Cy é

1{1 - 1)

-0 =
2

g(Cap) =

Os pontos racionais desta curva sao:

Py P, P3 Py Py Ps Py Pg Pg Py Pyy Prg Py Py Pis Pig
a o o ot ot & & ofF o o o0 ] 1 0 0
o 054 5 0 1 0

o
0!3 ai4 Ofﬁ al3 all 0112 0{2 (18 017 C}ig o o

zi 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

w2
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Ainda no mesmo corpo, considere a curva X' com equacio y2z + yz2 + z° = 0, onde
s =2 er = 1. Essa é uma curva ndo-singular. A correspondente curva & mostrada na
Figura 3.10 (b). Como s =2 e r = 1, temos pelo Teorema 343, quen=0,70=23, 1 =0,
so = 1 e ap = 0. Logo, o género de Cyy &

1(3-1)

—0=1.
5 0

g(c’z,e) =

Os pontos racionais desta curva sio:

P, P, Ps Py P;s Pg Pr Py
rle® o o o 1 1 0 0
yla® al® o8 o o5 o 1 o
zi 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 3.10: Curvas Quasihermitianas

Curvas Elipticas

Uma curva sobre um corpo K, com caracteristica diferente de 2, dada por
V=ar® +bxl+er+d,

ondea, b, ¢, d € K e o polindémio ciibico do lado direito nio tem raizes muiltiplas, é chamada
curva eliptica.

Por exemplo, as curvas definidas por ¢ = 2% ~ 2, 4? = 28 +1 e y? = 23 — 4, sio curvas
elipticas. As correspondentes curvas sdo mostradas, respectivamente, na Figura 3.11.

As curvas definidas por y° = 2® e y? = 22(z + 1) geram um cilindro ctbico cuspidal
e um cilindro cdbico nodal, respectivamente. Nio sio curvas elipticas uma vez que 08
polindmios ciibicos tém rafzes multiplas. Isto pode ser visto na Figura 3.2 (¢) e (d).
Observe que elas sdo geometricamente diferentes das curvas elipticas, visto que cada uma
delas tem um ponto singular em (0, 0).
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Figura 3.11: Curvas FElipticas

Curvas de Klein

A curva
2y +y" =0,

onde m?® — m + 1 é relativamente primo a g, é definida como sendo a curva de Klein K.
A correspondente equacao homogénea &

XY +Y"Z 4+ XZT=0.

Observe que K, é uma curva nac-singular se mde(m? ~m +1,¢) = 1.

Seja K = GF{8). Considere a qudrtica de Klein, isto &, a curva X’ com equacio
7%y + 1y + z = 0, mostrada na Figura 3.12 (a). As correspondentes equacoes nos outros
dois sistemas de coordenadas sdo vv+ v +u = 0 e w2z + 22 + w = 0. A equagéo
homogénea ¢ dada por

XY +YZ+XZ°=0

e o seu grafico é mostrado na Figura 3.12 (b). Sobre o corpo GF(2) os pontos racionais
desta curva s8o (1 : 0: 0), (0:1:0) e (0:0: 1). Em GF(4), h4 mais dois pontos
racionais, isto &, (1:a:1+a) e (1:1+a: a), se GF(4) = {0,1,a,0*}, onde o = 1+
Em GF(8), hd 24 pontos racionais.

Seja GF(4) = {0,1,a,@}, onde a? = 1+ o = &. Considere a curva de Klein sobre
GF(4), isto &, a curva X dada pela equacio 2%y + ay® + @z = 0. A equagho homogénea
é dada por

XY +aY?Z +0XZ% = 0.

Essa € uma curva nao-singular com género 1. Os nove pontos racionais desta curva sao
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Figura 3.12: Curvas de Klein

dados pela tabela abaixo:

P1 Py, P3 Py Ps Pg Qi Qo Qs
z| 1 ¢ 0 1 i 1 o 1 1
y:! 0 1 0 a a 1 1 o 1
zi 0 0 1 @ a 1 1 1 e

3.5 Curvas Associadas aos Polinémios (Chavel) e (Chave2)

Nesta secdo utilizamos os resultados advindos da Secdo 3.2. A condicio de polindmio
absolutamente irredutivel garante que a curva estd "conectada" em um certo sentido,
isto &, a curva A" : f(z,y) = 0 é conexa. Na realidade, se X estd definida como acima
por uma forma homogénea F' em GF(q)[X,Y, Z], irredutibilidade significa simplesmente
que ' ndo & o produto de duas formas homogéneas nio-constantes em GF(g)[X,Y, Z] de
grau menor. Absolutamente irredutivel é uma propriedade geométrica que significa dizer
que F' € irredutivel sobre qualquer extensio finita de GF(q), isto é, a curva X quando
vista sobre o fecho algébrico de GF(g) ndo é a unido disjunta de outras duas curvas.
Em termos préticos, quando & estd definida por um modelo afim f(z,y), absolutamente
irredutivel implica que o anel de coordenadas GF{(g)[z, y]/(f) é um dominio de integridade
e permanece assim se o corpo GF(g) é substituido por qualquer extensdo finita. Isso
garante, em outras palavras, que o corpo quociente é um corpo de fungao de grau de
transcendéncia 1. No que diz respeito ao género de X, lembramos que é uma medida
da complexidade da curva & quando comparada com a reta projetiva. Com isto, faz
sentido falarmos agora em construcdo de curvas algébricas sobre corpos finitos associada
aos polindmios (Chavel) e (Chave2) apresentados na Secio 3.2.

Observacao 3.5.1 Observe que a curva algébrica associada ao polinémio absolutamente
irredutivel (Chave2) sobre GF(q) é ndo-singular.

A seguir, apresentamos intimeros exemplos de curvas algébricas com muitos pontos
racionais advindas dos polindmios (Chavel) e (Chave2). Os grificos das curvas consi-



74 CAPITULO 3. POLINOMIOS, CURVAS E SUPERFICIES DE RIEMANN

deradas sao sobre os reais. Calcularemos todos os pontos com coordenadas nos corpos
finitos GF(4), GF(5), GF(8), GF(9) e GF(16), para as curvas aqui mencionadas.
Exemplo 3.5.2 Seje GF(8) = GF(2)/(z® +x + 1) o corpo de Galois gerado por o, raiz
de 28 + 2 + 1. Seja X; a curva definida pela equacio y° + zy + o®y+ 22+ otz + a5 =0
sobre GF(8), onde f(z,y) = 1* +zy+ oy + 2% + olz + o°. Esta curva é ndo-singular de
género 0. O polinémio homogéneo de f é dado por

3 ad 5
FXY.2)= 2 (37 + () + (&) + (3P + () + )
= Y2+ XY +0°YZ+ X*+a'XZ + 022
Esta curva tem nove pontos racionais,como mostra a tabela seguinte:

P P Py Py P Ps P, P P
z|1 0 o 0 1 a o o aof
y| 0 o> 0 a® & 1 o2 1 &8
21 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Pelo limitante da Definigdo 3.4.2 esta curva é mazimal.

Exemplo 3.5.3 Sejo GF(4) = {0,1,a,d}, onde o® = a + 1 = a. Considere a curva X
sobre GF(4) dade pela equacio y* + zy + 22 + azz = 0. Fsta curva é ndo-singular com
g = 0. Seus cinco pontos racionais sdo dados pela seguinte tabela:

Py P, P Py P
zla a 1 1 0
yla 0 o a 0
z1 1 I 0 0 1

Como esta curva possui 5 pontos racionais, pelo limitante da Definicdo 3.4.2, é uma curva
mazimal.

Exemplo 3.5.4 Encontramos dois exemplos de curvas de g = 0 com 17 pontos racionais
em seus modelos projetivos suaves (ndo-singulares) sobre GF(16). Estas curvas sdo, por-
tanto, definidas pelos seguintes polindmios:

filz,y) =y +2y+ 2+ 2z e flz,y) =y +zy+ 22+
Os respectivos polinémio homogéneos sdo:
XY, Z)=Y’+ XY +X*+°XZ e B(X,Y,Z)=Y?+ XY+ X*+ XZ.

Os conjuntos dos pontos racionais de cada curve sdo dados, respectivamente, por {{a®,
o, 1), (@, o?, 1), (o™, &% 1), (e, 1, 1), (%, %% 1), (@, of, 1), (¢, &®, 1), (o®,
o 1), (@f, @® 1), (g, o4, 1), (@' 1, 1), (&7, a%, 1), (&, o°, 1), (&®, 0, 1), («'°, 1,
0), (¢®, 1,0), (0,0, 1)} e {(a®, a5, 1), (a5 a®, 1), (&7, 08, 1), (o, &', 1), (o', &?, 1),
(@19, a'?, 1), (a¥, a3, 1), (a!, o3, 1), (a3, @°, 1), (a3, aX®, 1), (a™, &3, 1), (o', a'2,
1),(1,1,1), (1,0, 1), (&% 1, 0), (&%, 1, 0), (0, 0, 1)}. Como estas curvas possuem 17
pontos racionais e g = 0, entdo pelo limitante da Definicdo 3.4.2, sdGo curvas maximais.
As correspondentes curvas pare fi e Fi sdo mostradas, respectivamente, na Figura 3.13

(a).



3.5. CURVAS ASSOCIADAS AOS POLINOMIOS (CHAVEI) E (CHAVE2) 5

Exemplo 3.5.5 Seja X a curva definida pela equagdo y* + (z+ 118 + (z + 1)(z + 2)y% +
(@+1)(z*+1)y+ (z+1)(2*+2) = 0 sobre GF(9) = GF(3)/ < z°+2+2 > . Observe que
A € nao-singular e seu género é 3. O polinémio homogéneo de f ¢ dado por F(X\Y,Z)=

Vi (X + 23+ (X + Z)( X +22)Y° + (X + Z)(X2+ Z)Y + (X + Z)(X? + 2Z%). Os
pontos racionais da curva sio dados pela sequinte tabela:

P, P, P, P, Ps P P, Py Py Py Py Py Pi
zla a o o o o o of o a 1 0 1
yla 1 o & 1 o o&® & a o 0 ot 90
z | 1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 ot 1 1

As correspondentes curvas séo mostradas, respectivamente, na Figura 3.13 (b). Fsta curva
nao é marimal.

Exemplo 3.5.6 Considere a curva X sobre GF(4) dada pela equagio 1 + iy + 7y’ +
ay?z+ayz? + 2° +az?z = 0. Esta curva é ngo-singular com g = 1. Seus pontos racionais
sdo dados pela sequinte tabela:

P, P, P, P, P, P P,
z| 0 1 1l o & & 1
¥yl 0 1 a a 1 0 @
z 11 0 1 1 1 1 1

Exemplo 3.5.7 Encontramos quatro ezemplos de curvas de g = 1 com nove pontos
racionais em seus modelos projetivos suaves (ndo-singulares) sobre GF(4). Estas curvas
sa0 definidas pelos seguintes polinémios:

filz,y) = ¢ +2%+1

folzy) = P+ +z-1)

f(z,y) = PH+oy’+2%y+2(a®+z+1)

flzy) = P4+ + @+ D2+ (@ + 1)@+ 2+ 1)

P+ (z+ Dy + (z+ 1)y + 2%+ 1).

Os respectivos polindmios homogéneos sdo:

(XY, Z) = Y34+ X3+ 73

B(X,Y,Z) = Y34+ X%y X27 - X272

BRXYZ) = Y34+ XY? L X2V + X34+ X277+ X 72
F(X,Y,2) = Y34+ XY?4+2ZY24+ X%V + 22V + X8 4 78

Os pontos racionais de cada curve séo dados, respectivamente, por

{(1,0,1),(a,1,0), (1,0,a), (%,1,0),(1,0,0?),(1,1,0), (0,0, 1), (0, 0%, 1), (0,1, 1)} ,
{(0,0,1),(1,0,1),(1,0,), (1,071}, (1,0,0%), (1,1,0), (0%, 1,0), (e, 1,0), (1,1, 1)} ,
{(0,0,1), (2, 1,1),(1,0,a),(c?,1,1),(1,0,0%),(1,1,0), (e?, o, 1), (a, a2, 1), (1, 1, 1},
{(0.1,1), (@, 0, 1), (1,0,0), (0%,1,1), (1,0,07),(1, 1,0), (e, 1, 1), (a2, @2 1), (1,0, 1)} .

Pelo limitante da Definicdo 3.4.2, estas curvas sio marimais.
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Exemplo 3.5.8 Seja GF(5) = {0,1,2,3,4}. Para a; = 3, a; = 2 e a3 = 0, temos,
pelo Teorema 5.2.6, que a curva Xy sobre GF(5) é definida pelo polinémio f(z,y) =
y? + zy? + 3y* + 2y + 2zy + 2y + 2° + 322 O polindmio homogéneo de f é dado por
FX,Y,Z) = Y3+ XY? 4+ 3Y2Z + X?Y +2XYZ + 2V Z2 + X3 + 3X2Z. Esta curva é
nao-singular de género g = 1. Os dez pontos racionais desta curva sdo dados pela sequinte
tabela:

P, P, P, P, P, P P, P Py Py
x| 2 0 0 0 3 4 4 1 1 4
y|0 0 3 4 2 2 3 2 3 1
z{1 1 1 1 1 1 1 0 ¢ 0

Pelo limitante da Definicdo 3.4.2, esta curva é mazimal.

Exemplo 3.5.9 Encontramos dois exemnplos de curvas de g = 1 com 16 pontos racionais
ern seus modelos projetivos suaves (nio-singulares) sobre GF(9). Estas curvas séo definidas
pelos sequintes polindmios:

Azy) = P+t e+ y+(@+1)EE+1) e
flz,y) = P+22y+z(@®+2-1).

Os respectivos polinémios homogéneos sio:

R(X,Y,Z) = XZ2+ X2Z+ X3+ Y22 +YX2+ 23 +2XYZ+Y? e
F(X,Y,Z) = Y3+ XY + X%+ X2Z - X272

Os pontos racionais de cada curve sio dados, respectivamente, por {(o, 1, 0), (a®,

(a®, a7
1), (1, 1, 1), (&%, o, 1), (a® o3 1), (@ a, 1), (1, @, 1), (0, @®, 1), (0, 1, 1), (0, o, 1),
(@%,0,1), (@ 0, 1), (o, 0, 1), (&, 0, 1), (2% 1, 0), (1, 1, 0)} e {(e, 03, 1), (e, 07, 1)
(@, of, 1), (a*, o, 1), (0%, o2, 1), (0*, 1, 1), (1, o, 1), (1, @3, 1), (1, 1, 1), (o?, o, 1), (o®,
1,0), (1,0, 0%, (@', 1,0), (1,0, &™), (0, 0, 1), (1, 1, 0)}. Pelo limitante da Definigio
3.4.2, estas curvas sGo marimais.

Exemplo 3.5.10 Seja Xy a curve definida pela equacdo 3 + z° + 22 — z = 0 sobre
GF(16), onde f(z,y) = y* + 2® + 22 — z. Esta curva é ndo-singular de género 1. O
polindmio homogéneo de f(z,y) ¢é dado por F(X,Y,Z) = X3 — XZ? + ZX? + Y3, As
correspondentes curvas sdo mostradas, respectivamente, na Figura 3.13 (c).

O objetivo de apresentarmos estes exemplos de curvas algébricas maximais dadas pela
Definicdo 3.2.5 e pela Proposicdo 3.2.8 & mostrar que existe a possibilidade de se utili-
zar estas curvas para possiveis construcoes de bons cédigos lineares bindrios construidos
através de curvas algébricas-geométricas, usando métodos conhecidos de concatenagio.
Esses codigos sdo chamados de codigos algébricos-geométricos (c6digos AG) e foram in-
troduzidos por Goppa, [24].

Observagao 3.5.11 Todas as curvas mencionadas nos Exemplos 3.5.2 a 3.5.10 séo cur-
vas suaves. A curva do Exemplo 3.5.10 é singular, se considerarmos definidas sobre o
corpo GF(3™). As curvas dos Exemplos 3.5.2, 3.5.3, 3.5.4, 8.5.7, 8.5.8 e 8.5.9 sio todas
curvas mdzmais. A curva f, do Ezemplo 3.5.7 é também ume curva Hermitiana, (veja

equacdo (3.12)).



3.5. CURVAS ASSOCIADAS AOS POLINOMIOS (CHAVEI) E (CHAVE2)
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Figura 3.13: Curvas construfdas a partir dos polinémios (Chavel) e (Chave2)



78 CAPITULO 3. POLINOMIOS, CURVAS E SUPERFICIES DE RIEMANN

Como as curvas dos Exemplos 3.5.2, 3.5.3, 3.5.4, 3.5.7, 3.5.8 ¢ 3.5.9 sao todas cur-
vas méximais, 1sto &, curvas com muitos pontos racionais que sao bastante utilizadas na
construcao de codigos AG. Entao, apresentaremos agora um exemplo de c6digo AG cons-
truido a partir de uma destas curvas algébricas. Para uma nocao bésica de construcao de
c6digos AG que serd utilizado no exermplo abaixo, (veja Apéndice 3.7).

Exemplo 3.5.12 Considere = o fecho algébrico de GF(4). Assim, consideramos que a
curva X seja a curva em P? do exemplo (3.5.7), onde g = 1. Observe que a terceira
poténcia de um elemento de GF(4) € 0 ou 1, e que todos os pontos racionais tém uma
coordenada 0. Em Q = (0:1: 1), podemos tomar t = z/z como pardmetro local. Observe
que a expressio v = z/(y+z) parece uma funcdo perfeitamente razodvel e de fato é em boa
parte da curva X'. Porém, em Q) a fragcdo ndo faz sentido. Temos, portanto, que encontrar
uma forma equivalente para v prozime de Q. Para entender melhor o comportamento de
~ em @, teremos que representar o funcdo diferentemente. Para este fim, observamos que
na curva X, temos que (y + 2)(v* +yz + 2%) = 2%, isto &, (y + 2) = 23/(¥* + yz + 7).
Assim, em X temos

r oz +yz+2f) 1 (P +yz+ 2P

—_

It

y+z z8 22 1
(y? +yz + 2%)
o

Yz, ¥, 2)

= t7%.

onde o segundo fator ¢ direita é regular e ndo é 0 em Q. Por nossas convengées anterio-
res, dizemos que v tem um pdlo de ordem 2 em Q. Similarmente, 1 = y/(y + z) tem um
polo de ordem 3 emn @, visto que

2 2 2 2

Y Yy tyztz 1 +Yyz+z

n(z,9.2) = _yl y. )m_g.y(y y )
y+z T T 1

_ s Wy
23 '

Construiremos em sequida dois codigos.

Primeiro, tomando gr(G) = 2, isto €, G = 2Q), temos que o cddigo €(D,G) tem
dimensao 2. Temos que determinar duas fungées que formem uma base para L(2Q). Uma
delas é a funcdo constante 1, que produz 1 como um vetor da base para €(D,G). A outra
funcgdo deve ser definida em X com excegdo de @ onde temn um polo de ordem 2. Esta
outra funcdo é . Assim, {1,~v} é uma base para L{2Q) sobre GF(4). Isto nos dé a seguinte
matriz geradora para o codigo €(D, G)

(P) ... Py _ (11111111 (3.13)
YP) .. v(Pg) ) \1100@a@aaa)’ '
e realmente, vemos que d =6, isto é v=(1,1,0,0,a,0,a,a)€ €(D,G).
Segundo, se tomarmos gr{G) = 3, isto é, G = 3Q), entdo temos gue acrescentar uma
linha a matriz (8.13), correspondende a wma funcdo que tem um polo de ordem 3 em Q.

A fungdo que corresponde ao acréscimo da linha én. Como v =x/(y+2) en=y/{y+2)
sdo regulares fora de Q) e tem um pdlo de ordem 2 e 3, respectivamente, em ¢ = (0:1:1).
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Assim as funcdes 1, v e n tém ordens de polo mutuamente distintas e séo elementos de
L(3Q). Consegiientemente a dimensdo de L(3Q) € pelo menos 3. Como a curva X tem
género 1, o grau de W — 3Q ¢é negativo, assim dim(W — 3Q) = 0. Através do Teorema
3.7.9, temos que dim{(3Q)) = 3. Portanto, fica claro agora por que no exemplo o espaco
L(3Q) tem dimensdo 3. Assim, {1,7v,n} forma umaa base para L(3Q) sobre GF (4). Isto
nos dd a seguinte matriz geradora para o cédigo algébrico-geomeétrico €(D, Q)

1P,) ... 1Py 11111111

P o vP) = 1100&@aaa

mPy) ... n(Py) 01 @ a 00011
Desta forma, a distdncia minima é no minimo 5, isto &, d > 5, claro que, se vé imediata-
mente na matriz geradora que d = 5, isto é, v=(0,1,@, @, 0,0,1,1) é uma pelavra-cédigo

de €(D,G) de peso igual a 5.

3.6 Curvas Algébricas e Superficies de Riemann

Nesta secdo, apresentaremos a construgio de superficie de Riemann S associada a
um polinémio irredutivel f € Ciz,y] e as propriedades da projecéo candnica 7: S — C
(que é uma aplicacdo de revestimento ramificado no sentido topolégico). O objetivo &
desenvolver o conceito de superficie de Riemann de uma fungio algébrica f. Em seguida,
apresentaremos a resolugdo das singularidades de § para obter o modelo da superficie
de Riemann, que é idéntico, em todos os aspectos, ao modelo de variedade analitica de
dimenséo complexa 1. Para nogOes bésicas topoldgicas veja Apéndice 3.8.

Usaremos a notagio C(f) para a curva determinada por f € Clz, y].

Nao é diffcil verificar que C(f) é um subconjunto fechado na topologia de C? dada por
uma das métricas usuais. Identificando C* por R, tem-se que C(f) é um subconjunto de
R* de dimensdo real 2. Resulta que C(f) é uma superficie diferenciavel usual em todos os
pontos, com excegao de um mimero finito de pontos — os pontos singulares de f. Observe
que C(f) estd contida em R* e ndo em R®, dessa forma, temos que fazer uso do grafico real
de C(f) ou de qualquer de suas segdes por um plano real em R?, para podermos visualizar.

Nesse sentido, podemos chamar C(f) de superficie de Riemann (com singularidade)
associada a f.

Agora, consideremos a proje¢do de C? sobre a primeira coordenada, (z, y) — z. Assim,
a restri¢do desta projecdo a C(f) serd denotada por 7, isto &, 7 : C(f) — C. E evidente
que 7 & continua relativamente a topologia induzida de C?. Denominaremos 7 como sendo
a projecao estrutural de C(f).

Por outro lado, escreveremos

f= @y + £@y" T+ 4 fama(@)y + fal2), (3.14)
onde fy(z) # 0. Como C é um corpo algebricamerte fechado, temos que para todo o € C
tal que a nao é simultaneamente raiz dos polinémios fo(z), ..., fi(z), fla,y) = 0 tem

alguma raiz em C. Consequentemente, se n > 1, com excecdo de um conjunto finito de
pontos, entdo C & imagem de algum ponto de C(f) (em particular, a imagem #(C(f)) de
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C(f) € um conjunto aberto e denso em C na topologia usual). Com isso, temos o seguinte
resultado.

Proposicao 3.6.1 [55] Sejam f € Clz,y], como em (8.14), wm polinémio irreduttvel,
C(f) a superficie de Riemann associada e 7 : C(f) — C a projecio estrutural. Entéo:

a) T é constante se, e somente se, n = 0;

b) Se w ndo é constante, a imagem de C(f) é o complementar de um conjunto finito
de pontos de C;

¢) Sew ndo é constante, a imagem inversa por  de qualquer ponto de m(C(f)) é um
conjunto finito de pontos de C(f). Com excecio de um conjunto finito de pontos, a
imagem inversa de todo ponto de w(C(f)) admite n pontos (incluindo suas multipli-
cidades).

Observacio 3.6.2 A multiplicidade de um ponto (a,b) € C(f) é, por definicdo, o multi-
plicidade de b como raiz de f(a,y) = 0.

Na notagio acima, o inteiro n é chamado o grau da projegio 7 : C (f1—C.

Proposicao 3.6.3 Um polinémio irredutivel f, dado em (3.14), admite apenas wm nimero
finito de pontos criticos.

De acordo com a Proposicio 3.6.3, existe apenas um ntmero finito de pontos criticos
da fungo algébrica implicita y = y(z) definida por f. Dessa forma, com excecao de um
conjunto finito de pontos, a imagem inversa de todo ponto de C admite n pontos distintos.

Se y é uma solugéo da equacdo polinomial

Sox)y" + Az + -+ fasi(@)y + fulz) =0,

onde fo # 0, f1,---, fu séo polindmios em z e n & um inteiro positivo, entdo y = f(z) é
chamada uma func¢o algébrica de z.

Veja por exemplo, que y(z) = z'/? é uma solugio da equacio y2 — z = 0 e, portanto,
é uma funcio algébrica de z.

Proposicao 3.6.4 [9] Sejam f(z,y) como em (8.14) um polinémio irredutivel ¢ S seu
conjunto de pontos singulares. Entio para todo x € CU {co}\S existern n-raizes distintas

n{z),y2(z), ..., yn(z) da equacdo flz,y) = 0.

A Proposicio 3.6.4 nos mostra que, se escolhermos n valores distintos Y1, Y2y -+« s Yns
satisfazendo as suas hipoteses, podemos construir um sistema de n equagoes e n incégnitas
utilizando a matriz de Vandermonde de yy, o, - . ., yn- (Veja [9)).

Recordemos que uma variedade topolégica de dimens&o m é um espaco de Haus-
dorff X, conexo por arcos, tal que todo ponto de X admite uma vizinhanca homeomorfa,
a um aberto do R™. Se m = 2, a variedade ¢ dita uma superficie topoldgica. Uma
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aplicacio continua 7 : V — V. entre variedades topoldgicas de dimensdo m, é uma a-
plicagao de recobrimento (ou revestimento) se todo v € V admite uma vizinhanca
U CV tal que 77 1(U) é a unido disjunta de abertos U; ¢ V tais que T | : U; — U & um
homeomorfismo. (Veja Figura 3.14). 1

G
- N «

lx

Figura 3.14: Recobrimento

Uma vizinhanca U nas condices dadas acima serd chamada admissivel.

Note que uma aplicacao de recobrimento 7 :V — V é em particular, um homeo-
morfismo local, isto ¢, dado um elemento 7 € V, existe U ¢ V, vizinhanca admissivel de
m(v) em V, tal que a restricio de 7 & componente conexa de 7~ }(U) contendo T é um
homeomorfismo sobre sua imagem.

Definicao 3.6.5 Uma aplicacdo de recobrimento 7 : V — V é chamada finita se,
para todo v € V, 7™ Hv) é um conjunto finito de pontos. Neste caso, o nimero de pon-
tos nas fibras 7' (v) fornece, & medida que v percorre V, uma aplicacgo V — 7 que é
localmente constante, mais precisamente constante em cada componente conexa de V. Se
V € coneza, o inteiro n, imagem desta aplicacio, € o graw do recobrimento. Neste caso,
dizemos que w: V — V é um recobrimento a n folhas.

Dados um recobrimento 7 : V — V, um caminho (contfnuo) v : [0,1] — V e um
ponto v € V, um levantamento de v com ponto inicial 7 é wn caminho (continuo)
7 :[0,1] — V tal que 7(0) =7 e tal que 7 0¥ = ~. Vejamos agora. o seguinte resultado:

Lema 3.6.6 [55] Seja 7 : V — V um recobrimento. Para todo caminho v em V e para
todo ponto v € V tal que w(V) = F(0), eziste um levantamento de ~ com ponto tnicial U.

Demonstragdo. Como [0,1] é compacto, existe n suficientemente grande tal que
y[&34, L] ¢ U; para alguma vizinhanca admissivel Ui, paratodo i € {1,2,...,n}. Chama-

nin

remos de U3 a componente conexa de 7~*(I;) contendo o ponto ¥ dado; sejan, : Uy — U,
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o homeomorfismo inverso de 7 |, : U, — Ui Entéo, ¥, = 1, 0¥ |jo,1/n) € um caminho
iniciando em v tal que mo ¥, = iy l.1/n) - Em outras palavras, ¥; ¢ um levantamento
do trecho v 10,1/ de 7, com ponto imicial 7. Repetindo esse procedimento para o tre-
cho v : [%, £] —» Uy, obtemos o levantamento 5, : 7, o li1/n,2/n) com ponto inicial
7(1/n) = m{7(1/n)) = ny(v(1/n)). Prosseguindo dessa forma, obtemos finalmente um

levantamento de v com ponto inicial ¥ (veja Figura 3.15 ).

l,
NS N

Figura 3.15: Levantamento de -
]

Proposicao 3.6.7 [55] Sejam C(f) a superficie de Riemann associada ¢ wm polinémio
irredutivel f € C[X,Y] en : C(f) — C a projecdo estrutural. Se ci,co,...,cp $80 03
pontos criticos de f, a restricao

T }C(f}\ufﬂiﬂr—l(c.;) FC(N\ Ui 77 He) — C\{ci. 2, - .-, r}
é um recobrimento a n = degy f (grau de f em relagdo a varidvel Y) folhas.

Sejam VeV superficies topolégicas, exceto, possivelmente, em um conjunto discreto de
pontos. Sejaw : V — V uma aplicacio continua. Suponhamos que existe um subconjunto

D C V discreto tal que a restricdo # ]{,\w._l(D) : VA7 }(D) — V\D seja um recobrimento

de grau n. Neste caso, dizemos que 7 : V — V é um recobrimento ramificado de grau
7.

Como conseqiiéncia da Proposigéo 3.6.7, a projegdo estrutural 7 : C(f) — C associada
a um polinomio irredutivel f = fo(z)y™ + --- + fu(z) {com fo(z) # 0en > 1) é um
recobrimento ramificado de grau n.
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Defini¢ao 3.6.8 A ordem de ramificacéo de v no ponto (c,b) {ou de (c,b), a projecio
7 estando subentendida) é o inteiro nio negativo r — 1, onde r é o numero de folhas do
(tnico) ramo de f centrado em (c,b). Usaremos para isto a seguinte notacdo: Or(c,b).

Dizemos que (c,b) é um ponto de ramificagio de 7 (ou de C(f), 7 estando suben-
tendida) se a ordem de ramificacio for maior ou igual a 1, isto €, se o ramo centrado em
(c, b) apresenta pelo menos duas folhas.

Ointeiro 3~ O:(g) é chamado a ordem de ramificacio n3o-singular de 7.
9€C(f)

¢ ndo-singular
Observagao 3.6.9 O que aparece, na literatura sobre o assunto, como indice de rami-
ficagcdo ¢é o numero de folhas do ramo. Usaremos a notacdo: er(q). Assim, temos que
Or(g) = ex(g) ~ 1, de maneira que a ordem de ramificacio ndo-singular de © também

aparece como > lex(g) ~1).
g&C(f)
q néo-singular
Coroldrio 3.6.10 [55] Se (a,b) € C(f) é um ponto néo-singular, tem-se que O ((a, b)) =
OTd(a:b) (X - CL).

Necessitamos agora, considerar a ordem de ramificacio de 7 : C(f) ~ C num ponto
singular de C(f), bem como entender o processo de "desingularizacdo" de uma curva
algébrica.

Para definir rigorosamente a ordem de ramificacio em um ponto (a,b) € C(f) (singular
ou ndo), ndo é essencial resolver explicitamente as singularidades de C {f). Basta saber o
ntmero de folhas r; em cada um dos ramos z = a + ", y = #;(t) de f em (a,b), definindo
entdo Oy ((a,d)) =3, 7.

A resolucdo de singularidades de C(f) esclarece o contetdo geométrico da projecio
T @ — C, permitindo substituir 7 por uma outra "projecio" 7 : C(f) — C tal
que C(f) & uma superficie topoldgica genuina, isto &, sem pontos excepcionais. C(f) é o
modelo rigoroso que Riemann procurava.

O modelo de Riemann era ideal, desta forma ndo "cabendo" no espago R3 sem auto-

e

intersecoes. Assim, C(f) néo estd em R®. Na melhor das hip6teses, C (f) C C?*=R* (por
exernplo, se f ndo tem pontos singulares). Em geral, necessita-se de mais dimensoes, com
isto C? &, muitas vezes, também insuficiente.

Sabemos que, sob certos aspectos, é indispensével incluir o estudo do comportamento
numa vizinhanga de P,. Lembremos por exemplo que o resultado de que o numero de
zeros e polos (incluindo as respectivas multiplicidades) de uma fungdo racional em C
coincidem, s6 € vilido mediante a inclisao do ponto Fy. Com isto, temos também que
para o estudo da ramificagio da projeao estrutural 7 : C(f) — C, & importante considerar
0 ponto F. Fazemos a seguinte pergunta: se compactificarmos C mediante & introducao
de P, entao qual serd o processo de compactificagio de C (f) que devemos usar de modo
que a compactificada C(f) seja definida por equagdes algébricas? A resposta para isso é
usar o plano projetivo P%. Como vimos anteriormente, os elementos de P? sio classes
de equivaléncias de triplas (a, b, ¢} € C*\{(0.0,0)} relativas & seguinte relacio: (a, b, ) ~
(¢1,b1,¢1) se, e s6 se, existe A € C, A # 0, tal que a; = Aa, by = Ab, ¢; = Ac, que
representamos por {(a : b : ¢).
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Lema 3.6.11 [55] P? é uma compactificacio de C2.

A seguir, K serd um corpo algebricamente fechado com caracteristica arbitrdria. E
bastante conhecido que os resultados e propriedades apresentadas para os casos do corpo
de nimeros complexos C ¢ vilido para um corpo algebricamente fechado K.

Proposicao 3.6.12 [55] Seja X wma curvae algébrica em P2, Entdo existe um polinémio
homogéneo F € K[X,Y, Z], sem fatores muiltiplos, tal que:

(i) F se anula em todo ponto P € X.

(ii) Se G € K[X,Y,Z] é um polinémio que se anula em todo ponto de X, entio F é
fator de G.

Além disso, F ¢ unicamente determinado (o menos de fatores constantes) pelas con-
digdes (i), (it) e pela condicdo de ndo ter fatores mailtiplos.

Observagao 3.6.13 Uma interpretacdo pouco formal de resolver as singularidades de
uma curva X C P? consiste em aplicar certas transformacdes admissiveis de P2 a X de
modo que se obtenha uma curvae sem pontos singulares. Tais transformacdes devemn, o
tanto quanto possivel, preservar as propriedades da curva original X.

Observacio 3.6.14 Se G € K[X,Y, Z] é homogéneo, denotamos por £(G) a curva pro-
jetiva cujos pontos sao 0s zeros de G.

Teorema 3.6.15 [55] Toda curva projetiva X C P? admite um modelo projetivo ndo-
stngular.

Portanto, se for dado um polindmio irredutivel f € Clz,yl, entdo podemos obter um
modelo de superficie de Riemann associado tomando um modelo nao-singular projetivo
X do fecho projetivo X C P? de &, € C2, onde X, = £(f). Em relacio a X valem as
seguintes propriedades:

1. ‘)E nao tem pontos singulares. Em outras palavras, os "ramos" em cada ponto de
A’ nao somente apenas estao separados como também s6 existe um tnico "ramo”
em cada um dos pontos de A'. Do ponto de vista analitico, X é definido como uma
variedade analitica suave compacta de dimensdo (complexa) 1;

2. A ordem de ramificacio em um ponto P € X & o ndmero de folhas do (dnico) ramo
em P. A ordem total de ramificacdo (= ordem total de ramificacio nio-singular) é
3 O:(P).

PcX

Exemplo 3.6.16 Seja f(r,y) = y*—z. Neste caso, X = £(Y2—XZ), visto que Y2—XZ
ndo tem singularidades. _ _

A aplicagiom é (x:2), ondex = X ¢ z = Z. Vemos que 7 € a restricdo da aplicacdo
racional (X : Z) de P* em P, que é uma projecio centrada no ponto (0 : 1:0) da reta
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0 no infinito. O grou de n é 2; dado wm ponto (A:0:1) € P, XA #£0, os pontos em

(A:0:1)) sdo as intersegdes da reta X — A\Z com a conica Y2~ X Z. Explicitamente,
THA0:1) ={(A A1), (A=A 1)} se A # 0, enquanto que 7 H(0:0:1)) = {(0:
: )} (multiplicidade 2) e, analogamente, ==1{(1: 0 : 0)) ={{1:0:0)} (multiplicidade
2). Assim, a ordem total de ramificacio de w é 1+ 1 = 9.

-1

z
0
7
0

Exemplo 3.6.17 Seja f(z,y) = y* — 2(2* — 1). E facil verificar que o fecho projetivo
X = L(Y?Z - X(X?~ Z%) C P? é nao-singular. Logo, X = X.

O gréfico real de X é constitutdo de dois pedagos, apesar de que X, como superficie
de Riemann (dimensédo real 2), é constitutda de um sé pedaco irredutivel, o que se conclui
da irredutibilidade do polinémio y* — x(z® — 1). A projecdo 7 : X — P! 6, novamente, a
restricio a X da projegio (X : Z) centrada em (0:1:0). As solucées de

T =Az
Yz —z(z? — 2%) =0

sao, além de (0 : 1:0), os pontos (A : {/A(AN =1): 1) e (A: —/A(A*=1): 1). Logo, o

grau de w € 2. Se A =0, os dois pontos acima coincidem, mostrando assim que 7 {(0 :
0:0))={(0:0:1)} e que (0:0:1) é um ponto de ramificacio de ordem 1. Conclusdes
analogas ocorrerem para o caso A = +1. Finalmente, 7~ 1((1:0: 0)) = {(0:1:0)}, o que
se vé calculando a interseciio £(Z) N X. Assim, m admite 4 pontos de ramificagcdo, com
ordem de ramificacdo 1 em cada um deles.

Se X C P? ¢ ndo-singular, o género coincide com o inteiro 2(d—1)(d~2), onde d &
o grau de X. Os Exemplos 3.6.16 ¢ 3.6.17 apresentam género 0 e 1, respectivamente. Se
A admite r pontos singulares € tais pontos sao pontos duplos ordindrios ou cuspidais de
primeira espécie, o género de A’ é dado por 1(d - 1)(d — 2) ~ r.

Proposicio 3.6.18 [61] Toda superficie de Riemann é uma variedude real orientduvel
bidimensional C* conexa por caminhos. Toda superficie de Riemann compacta com g
asas € difeomorfa ao toro com g furos (ou buracos), para algum tnico inteiro g>0. Em
particular, pare g = 0 a superficie é difeomorfa a esfera S2, para g = 1 é difeomorfa ao
toro T? = S x S*.(Veja a Figura 3.16).

3.6.1 Curvas algébricas e superficies de Riemann compactas

Nesta secdo apresentamos algumas superficies de Riemann compactas de interesse.
Estas incluem a reta projetiva, plano projetivo e curvas planas suaves.

Teorema 3.6.19 [38/ Se f(z,y) é um polinémio irredutivel, entio seu "lugar geométrico”
de raizes X € conexo. Consegiientemente se f é ndo-singular e irredutivel, X é uma
superficie de Riemann.

O "lugar geométrico” das rafzes de um polindémio irredutfvel fl{z,y) € chamado de
uma curva plana afim irredutivel.
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P24

{Difeomorfismo) ‘

Figura 3.16: Superficies de Riemann Compactas
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A prova da conexidade de X se f ¢ irredutivel nio é elementar, porém requer al-
gumas das ferramentas de geometria algébrica, [52]. Admitindo a conexidade de X se
[ & irredutfvel, temos que: toda curva plana afim irredutivel suave é umna superficie de
Riemann.

As curvas mais estudadas e conhecidas dentre as curvas algébricas que geram supeficies
de Riemann compactas sio as curvas elipticas e as hiperelfpticas, visto que elas tem
aplicagOes em criptografia, teoria dos cédigos, etc.

Exemplo 3.6.20 Uma curva eliptica dada pelo polinémio fz.y) = y* — (z — e )z —
ez)(z —e3) tem género g =1 ¢ é uma superficie de Riemann compacta, isto é, um toro,
conforme mostra a Figura 3.17.

I ei E,; [ el ei f-’: 63 o
*J (deformando)
— )
(agrupando) eloo

Figura 3.17: Toro gerado por uma curve eliptica

Exemplo 3.6.21 Uma curva hipereliptica

¥ =flz), degf=2g+1,

tem género g como uma superficie de Riemann. Parg x F Q1,0g,..., 041, Y = f(z)
tem duas raizes distintas £+/f(x). A superficie de Riemann fechada é obtida Juntando o

ponto no infinito ao conjunto de todos os pontos (x, /f(z)), (z, —+/F (z)). Isso pode ser
msto na Figura 3.18.
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) Juntando
e colando

Figura 3.18: Curva hipereliptica gerando uma superficie de Riemann
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Se f(z,y) € um polindmio irredutivel, entfio os pontos no "lugar geométrico" das raizes
de X, onde f sdo formas singulares, é um conjunto finito. (Iste fato é nao-triviall). Se
excluirmos estes pontos, entio o subconjunto aberto resultante de X' é uma superficie de
Riemann. Isso é chamado a parte suave da curva plana afim X e, em geral, se f for um
polinémio irredutivel, a parte suave de seu lugar "geométrico” nulo é uma superficie de
Riemann.

A reta projetiva P! & o primeiro de uma série de exemplos que cercam as mais importan-
tes e interessantes superficies de Riemann compactas. Estas sio superficies mergulhadas
no espaco projetivo,

Notamos aqui que o plano projetivo & compacto, pois pode ser coberto pelos trés
conjuntos compactos, isto &, os trés conjuntos abertos

Uo={lz:y:2l{z#0}, i={le:y:2] |y # 0 elh={le:y:2]| 2£0}.
Cada conjunto aberto U; é homeomorfo ao plano afim CZ2.

Proposicao 3.6.22 [38] Seja F(X,Y, Z) wm polinémio homogéneo ndo-singular. Entdo
a curva plana projetiva X que é seu lugar "geométrico” nulo em P? é uma superficie de
Riemann compacta. Além disso, para todo ponto de X pode-se tomar como uma coorde-
nada local a razéo das coordenadas homogéneas.

Vimos anteriormente que X' é uma superficie de Riemann, porém falta mostrar que a
mesma é compacta. Na verdade, um subconjunto fechado de P? & que é compacto. Tal
superficie de Riemann é chamada uma curva plana projetiva suave, cujo grau € o grau do
polindmio homogéneo definido.

Proposicao 3.6.23 [55/ Um polinémio irredutivel flz,y) admite apenas um nimero
finito de pontos singulares.

Definicdo 3.6.24 Um ponto P em uma curva plana afim X definida por f(z,y) = 0
€ chamado um nd da curve plana X se P for um ponto singular de X, isto é, f(P
gf:—(P) = %(P) =0, mas a matriz Hessiana das segundas derivadas parciais

&f  &r
( dz*  Bxdy )

i

2 2
oyor  oy*

€ nao-singular em P, ou_seja, se
3*f . &f *f o\
5 (P)==(P — .
5o P 5a () # ((P))
Em termos dos coeficientes para f, esta condi¢do significa que se expandirmos f em

relagao ao ponto P = (g, 1), 0 termo constante & zero (desde que f(P) = 0), os termos
lineares séo zero (desde que —g—g(P) = %(P) = 0), e os termos quadréticos sio da forma

a(z — z0)* + b(z ~ To)(y — yo) + ey — wo)?,
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onde a equacdo quadratica homogénea az? + bzy + cy® fatora-se em fatores lineares ho-
mogéneos distintos i1 (z, y)a(z, y).

Se f(P) = 0 e uma das derivadas de f € ndo-nula em P, entéio X & localmente o gréfico
de uma funcéo, que, como estd claro, é localmente igual a sua reta tangente. Note que
a refa tangente em um ponto é exatamente os zeros da parte linear de f expandindo-se
sobre esse ponto. Esse processo inteiro ocorre localmente para a singularidade em P.
Pode ser executado igualmente bem para uma curva plana projetiva; afinal de contas,
uma curva plana projetiva ¢ localmente uma curva plana afim, e o conceito de um né
transfere-se imediatamente. Visto que uma curva plana projetiva, singular ou nio, é
certamente compacta (& um subconjunto fechado do plano projetivo que é compacto), o
resultado de solucionar os nés de uma curva plana projetiva & uma superficie de Riemann
compacta, se esta é conexa. Como em relagdo as curvas planas afins, a resolucio é conexa
se, e 56 se, o polindmio homogéneo que define a curva plana projetiva é irredutivel. Isso
resulta na seguinte proposicao:

Proposicao 3.6.25 [38] Seja F(X,Y, Z) um polinémio homogéneo irreduttvel de grou d,
definindo o lugar "geométrico” das raizes por X C P?. Assuma que em todos os pontos
menos um nudmero finito de pontos de X, F' é um polinémio ndo-singular, isto é, pelo
menos uma de suas primeires derivadas parciais é ndo-nula. Assuma além disso, que este
nimero finito de pontos singulares sdo nds de X. Entdo, a superficie de Riemann obtida
pela solugdo destes nds de X é uma Superficie de Riemnann compacta.

Proposicdo 3.6.26 [38] Seja X uma curva algébrica de género 0. Entdo X ¢ isomorfa
a4 esfera de Riemann Co, = C U {oo}.

Proposicao 3.6.27 [38] Toda curva algébrica de género um é isomorfa o uma curva
cibica plana projetiva suave.

Proposigao 3.6.28 [38] Toda curva de génerc um é isomorfa ao toro complezo.
Proposicao 3.6.29 [38] Toda curva algébrica de género dois é hipereliptica.
Teorema 3.6.30 (A trindade) [{2/ As trés sequintes categorias sdo equivalentes:

I) Superficies de Riemann Compactas;
II) Corpo de Funcdes Algébricas de uma varidvel;

111} Curvas projetivas irredutiveis ndo-singulares.
Coroldrio 3.6.31 [{2] Qualguer superficie de Riemann compacta é projetive.

Proposigao 3.6.32 [{2] Uma superficie hipereliptica M de género g (> 2) pode ser dada
pela equagdo
¥ —(z— o)z~ as)...(x — ag:) =0,

onde o, . .., Qg1 830 nimeros complexos mutuamente distintos, e vice-versa.
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Proposigao 3.6.33 (J.S. Milne) Seja X wmna curvae algébrica afim ndo-singular sobre
C, entdo X(C) tem uma estrutura natural como wma superficie de Riemann.

Demonstragio. Seja P um ponto em X(C) e suponha que %(P) # 0. Entdo o
teorema da func@o implicita mostra que a projecio (z,y) — = : X(C) — C define um
homeomorfismo de uma vizinhanca aberta de P sobre uma vizinhanca aberta de z(P) em
C. Isto implica em ser uma vizinhanca coordenada de P, ]

Observagao 3.6.34 Observemos que se a curva X néo é suave, quer dizer, é singular,
pare determinar seus pontos racionais é necessdrio considerar sua correspondente desin-
gularizag@o (modelo ndo singular de X) X (ver [18] Teorema 3, Secdo 7.5). Por este
motivo, para determinar o nimero de pontos racionais de X é necessdirio calcular nos
seus pontos singulares o mimero de ramos que estas curvas apresentam em K, .

Exemplo 3.6.35 Qualquer superficie de Riemann hipereliptica é uma curva algébrica.
Teorema 3.6.36 [38] Toda superficie de Riemann compacta é uma curva algébrica.

Teorema 3.6.37 (9] A superficie de Riemann M associada ao polinémio irredutivel
f(z,y) de graun, em y, é compacta.

Teorema 3.6.38 [9] Seja M uma superficie de Riemann compacta. Entéo existe um
polinémio irreduttvel f(z,y) tal que a superficie de Riemann associada é conformemente
equivalenie a M.

Observacgao 3.6.39 Uma variedade complexa 1-dimensional é usualmente chamada de
superficie de Riemann. Assim, uma curve projetiva nao-singular tem uma estrutura
de superficie de Riemann. Reciprocamente, uma superficie de Riemann fechada admite a
estrutura de uma curve projetiva ndo-singular. Para variedades projetivas ndo-singulares,
certas propriedades analtticas e algébricas sGo em muitas formas equivalentes. Consequen-
temente, curvas algébricas sobre corpos finitos e superficies de Riemann estdo relaciona-
das.
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3.7 Apéndice 1
Introducao de Cédigos Algébricos-Geométricos (AG)

Os cédigos de Goppa sio codigos algébrico-geométricos sobre um corpo finito GF{q)
que requerem para sua definicdo alguns conceitos prévios, como também notacdes especi-
ficas que passamos a expor agora.

Consideramos X uma curva algébrica sobre GF(g) projetiva, ndo-singular (se nao for,
consideraremos seu modelo ndo-singular X, isto €, sua desingularizacio (veja [17] 7.5))
e absolutamente irredutivel sobre GF(g) (isto é, irredutivel sobre GF(g)), tal que seu
género é g.

Definicao 3.7.1 Dizemos que D é um divisor da curva X, se D é uma soma formal de
pontos fechados de X com coeficientes inteiros nulos, com excecdo de um ndmero finito

deles, isto é,D = ZPie»:rz miB;, m; €Z e my; =0 para quase todo m,.

e Se Vi, m; > 0, entdo se diz que D é um divisor efetivo.

Se chama grau de um divisor D, e se escreve gr{D), a soma de todos os coeficientes
m; que os definem, isto é, gr(D) = > m;.

O suporte de um divisor D, que representamos por sup{D), é o conjunto dos pontos
P, que aparecem e sua expressao com m; # 0, isto &,

sup(D) = {F; | m; # 0}.

Seja GF(g){&") o corpo das fungdes racionais da curva X sobre GF(g). Se P, €
X(GF(q}), entdo o anel local 8p, (as vezes denotado por 65 (X)) do ponto P; na
variedade A é o conjunto de funcdes racionais que séo regulares em P;, isto &,
fp(X) = {f/g | f.g€ GF(g)|X] e g(F;) & 0} . O ideal maximal de §p, & o conjunto
M, (X) = {v € 0p,(X) | v(P,) = 0} de funcbes em 6p, tal que sdo zeros em F;. Seja
t um elemento gerador de M,,, isto é, Mp(X) = (t). Podemos entdo, escrever
cada elemento z de 0p(X) de uma tinica maneira como z = ut™, onde u é uma
unidade e m € Np. A funcdo t é chamada de wn parametro local ou parametro
de uniformizagdo de F;. Se m > 0, entdo P; é um zero de multiplicidade m de z.
Escrevernos m = ordp,(z) = vp,(2).

Definicdo 3.7.2 [17]/65][59] A aplicagdo vp, : 6p, — Ny U {0} é uma valorizacdo
discreta, se é sobrejetiva e satisfaz as sequintes propriedades:

i) vp,(f) = oc se, e somente se, f=10;

i) vp,(Af) = vp,(f) para todo A € GF(q) ndo-nulo;

iii) vp(f +9) > min{op, (), vp,(9)} € a igualdade acontece quando ve,(f) # vp,(9);
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w) vp(fg) = ve(f) + vp(g);

u) Se vp,(f) = vp(g), entdo existe um A nédo-nulo tal que vp.(f — Ag) > vp.(g) para
todo f.g € Op,.

Se vp,(z) = —m < 0, entdo dizemos que z tem um p6lo de ordem m em P,. Se z &

um elemento de GF(g)(X) com vp,(2) = m, entiao dizemos que z € um zero em P,. Com
esta colocacdo, se define divisor de uma funcio racional 7 em &, e se escreve div(y),

como sendo
div() =3 wp()E
FeX(GF(g))

Definigao 3.7.3 [59] Seja D um divisor em wma curva X, Definimos o espaco vetorial
L(D) sobre GF(q) por

L(D) = {f € GF(¢)(X)" | (f) + D = 0} U {0}.
A dimenséo de L(D) sobre GF(q) ¢ denotada por dim(D).

Teorema 3.7.4 [59] Seja D um divisor de uma curva X'. Entdo:
i) dim(D) = 0 se gr(D) < 0;
#) dim(D) < 1+ gr(D).

No caso em que A € uma curva plana, as funcdes racionais, v = f/g, verificam a
igualdade

div(y) = div(f) — div(g).

Definicao 3.7.5 [17] O grau do divisor de uma funcio racional v € GF(g)(X) é zero,
isto €, gr( div (7)) =0, visto que o nidmero de zeros e o ndmero de pdlos de v sdo igquais,
contando com suas respectivas multiplicidades.

Definicao 3.7.6 [17] Dada v € GF(q)(X ), consideramos a forma diferencial w = ~dt,
onde t € o pardmetro de uniformizacdo em um ponte P,. Por definicio, vp,(w) = vp.(v)
e div(w) = 3" p vp,(w)P;. Para cada forma diferencial w eziste uma dnica v € GF(g)(X)
tal que w = dt (ver [17], 8.4 Lema 8). O conjunto de todas as formas diferenciais (mero-
morfas) em X, que representamos por Qepg(X). € um espago vetorial sobre GF (@)(X)

de dimensdo 1, sendo que {dt} € uma base de Qzrry(X).

Definicdo 3.7.7 Sejo w uma diferencial e W = (w). Entdo W é chamado um divisor
candnico. Agora, considere o espaco L(W). Este espaco de funcées racionais pode ser
tragado sobre um espago isomorfo de formas diferenciais por f s fuw.

Definicao 3.7.8 [59/ Dado um divisor D e um divisor canénico W da curve X . definimos

0s GF(g)-espacos vetoriais
L(D) = {7 € GF(g)(X) | div(y) > =D} U {0} e
QD)={we QartX) | div(w) > D} U {0}.
Tem-se que YD) =~ L(W — D).
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Teorema 3.7.9 (Teorema de Riemann-Roch) [17] Seja X uma curve néo-singular
de género g, e W um divisor candnico de X. E verificado, para cada divisor D de X, que

dimi(D) —dimbt(W ~ D) =gr(D}+1—g.
Corolario 3.7.10 [17] Para um divisor canénico W, temos que gr(W) = 2g—2 edim(W) =
g.

Coroldrio 3.7.11 [17] Seja D um divisor em wma curva projetiva suave de género g e
seja gr(D) > 2g — 2. Entdo dim(D) = gr(D) — g+ 1.

Trataremos, agora, de definir Cédigo de Goppa correspondente a curva X através das
definicdes e notacoes que acabamos de expressar.

Definigao 3.7.12 Seja X' uma curve projetiva ndo-singular, de género g e absolutamente
irredutivel definida sobre o corpo GF(gq). Suponhamos que #X(GF(q)) = r > n, e consi-
deramos os divisores racionats de X: D e G, tais que:

) D=P,+Po+- -+ P,, onde para¥Vi=1,...,n, F, € X(GF(q)) sdo todos distintos
entre si.

ii) G € um divisor efetivo de X tal que sup(G) Nsup(D) = 2.

Definicéo 3.7.13 [59] Um cddigo linear associado aos divisores D e G para a curva
X, €(D,G), de comprimento n sobre GF(q) é a imagem da aplicacio linear

@: LG — (GF(g)"
v o= B(y) = (v(Py), ..., v(PL))

Apresentamos agora, os principais resultados para os [n, k, d]-codigos € :

Teorema 3.7.14 [59] O cédigo €(D,G) tem dimensio k = dim(G) — dim(G — D) e
disténeia minima d > n — gr(G).

Coroldrio 3.7.15 [59] Suponha que o grau de G € estritamente menor que n. FEntdo ®
é injetiva, consequentemente:

a) €(D,G) € um [n, k,d}-codigo com
d>n—gr(G) e k=dmG>g(G)+1—g
ek+d>n+1-—-g.
b) Se2g—2 < gr(G) <m, entdo k=gr(G) —g+ 1.

¢) Como € =Im(P) e se B = {£,,...,&,} é uma base de L(G), entdo a matriz asso-
ciada o ®, com respeito a B e a base canénica de (GF(q))", € dada por

&L(A) - &(F)

ék(fﬂ) e fk(f%)
que é chamada de matriz geradora do codigo €(D,G).
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3.8 Apéndice 2
Conceitos de Topologia

Espaco Topolégico é um conjunto X juntamente com uma colegao T de subconjuntos
de X (chamados conjuntos abertos) com as seguintes propriedades:

(i) O conjunto vazio & e X estdo em T;
(i1) Qualquer intersecdo finita de conjuntos em T est4 também em T;

(iii) Uma unidio arbitriria de conjuntos em T estd novamente em T.

Seja X um espago topolégico e A C X. Uma topologia induzida em A ¢ uma colecao
de conjuntos abertos da forma U N A, onde U é um conjunto aberto de X.

Seja X um espaco topolégico. O complementar de um conjunto aberto é chamado de
conjunto fechado. Por exemplo, se a,b € R, entéo o conjunto {r e R:a <z < b}, &
fechado.

Seja X um espago topologico e z € X. Uma vizinhanca de z ¢ todo conjunto aberto
que contém z.

Seja A um subconjunto de um espaco topoldgico X. Um ponto z € X & chamado de
um ponto aderente de A, se toda vizinhanca de z contém um ponto de A. O conjunto
dos pontos aderentes de A é chamado o fecho de A, o qual ser4 denotado por A.

O fecho de um conjunto A é a intersecio de todos os conjuntos fechados que contém
A, isto &, o menor conjunto fechado que contém A. O fecho de um conjunto fechado é ele
mesmo.

Por exemplo, se A ={z € R™: |{z]| < 1} & a bola aberta unitdria em R”, entdo & 6 a
bola fechada {z € R™ : ||lz] < 1}.

Um subconjunto A de um espago topolégico X é chamado de denso em X se A =X.

Dizemos que um espago topolégico X é um espago de Hausdorff (ou espacgo sepa-
rado) se, cada par de pontos distintos tém vizinhagas distintas; isto é, se z,y € X com
T # y, entao existem conjuntos abertos U; e U de X com z € U, yeloelUnly=2. X
€ denominado segundo enumeravel se existe uma base enumerdvel para a sua topologia
(veja Figura 3.19).

Por exemplo, um conjunto com a topologia discreta é Hausdorff.

O espaco euclidiano R™ com a sua topologia é um espaco de Hausdorfl. Para, z,y €
R", com z # y, a distancia entre eles & positiva, isto &, ||z — y|| > 0. Entdo as bolas abertas
em torno de z e y de rdio 3 ||z — y|| ndo se interceptam. Usando o mesmo raciocinio,
concluimos que qualquer espago métrico é de Hausdorff.

Uma familia {V, }ee;r de subconjuntos de um conjunto X é chamada uma cobertura
de X se | J,o; Vo = X, isto é, se cada ponto de X pertence a pelo menos um V,. Se, além
disso, X & um espaco topolégico, e cada V,, & um subconjunto aberto de X, entdo dizemos
que {V,} é uma cobertura aberta de X.

Um espago topoldgico X é chamado de compacto, se {V4} é qualquer cobertura
aberta de X, entdo alguma sub-cole¢do finita de {V,} j4 é uma cobertura de X; isto 8,
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X

Figura 3.19: Espaco de Hausdorff

se {V,} € qualguer cobertura aberta de X, entfio existe um ntimero finito de elementos
0,0, , 0, de [ tal que ) Vo, =X,

1isn
U subconjunto A de um espago topoldgico é chamado de compacto se ele € compacto

na topologia induzida.
Observacao 3.8.1 Um subconjunto fechado de um espaco compacto é compacto.

Observacao 3.8.2 Seja a,b € R com a < b. Entio o conjunto A={zeR|a<z <b}
é compacto. Este fato é conhecido como o Teorema de Heine-Borel.

Proposigao 3.8.3 [43] Um subconjunto compacto de um espaco de Hausdorff é fechado.

Demonstragao. Seja X um espaco de Hausdorfl € A um subconjunto de X. Temos
que mostrar que X — A é aberto. Para isso, é suficiente provar que todo pontoz € X — A
tem uma vizinhancga que nao intersecta A. Sejax € X — A. Se y € A, podemos encontrar,
desde que X é Hausdorff, uma vizinhanca V, de z e uma vizinhanga U, de y em X, tal
que VyNUy = @. Se U, = U, NA, entdo {U, },ca & uma cobertura aberta de A, e como A
é compacto, podemos achar y1,Ys, -+ , ¥ € A, tal que U;l U U;,z U---u U;n = A. Entao,
V=V, N---NV,, &um conjunto aberto contendo x, que nao intersecta A. |

U espaco topoldgico X & chamado de conexo se ele nao é a unido de dois conjuntos
abertos disjuntos nao vazios. Um subespago de um espago topolégico € chamado de
conexo se ele é conexo na topologia induzida.

Um espago topolégico X & conexo se, e somente se, X nao é a uniao de dois conjuntos
fechados disjuntos ndo vazios. X é conexo se, e somente se, n&o existe subconjuntos de
X o0s quais sejam aberto e fechado simultaneamente, exceto o préprio conjunto X e o
conjunto vazio.

Uma métrica num conjunto M é uma funcao d : M x M — R que associa a cada par
ordenado de elementos z,y € M um nidmero real d (z,y), chamado a distancia de z a y,
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de modo que sejam satisfeitas as seguintes condicdes para quaisquer z, Y,z € M:

di) d{z,z)=0; d3) d{z,y)=d{y,z2);
da) Sezstyentaod(z,y) > 0; dy) d(z,2) <d(r,y)+d(y.2).

Todo espaco meétrico M pode ser considerado como um espaco topolégico, no qual
a familia T é formada pelos subconjuntos abertos de M. Uma topologia T em X se
diz metrizdvel quando existe wma métrica em X em relagio a qual os abertos sdo os
elementos de T.

Todo espago topolégico metrizével ¢ um espaco de Hausdorf.

Sejam X e Y espagos topolégicos. Um homeomorfismo de X em Y é uma bijecao
continua f: X — Y cuja inversa f~! : Y — X também & contifnua. Neste caso, diz-se que
X e Y s@o homeomorfos.

Sejam X e Y espacos topoldgicos. Uma aplicacio f : X — Y chama-se um homeo-
morfismo local quando cada ponto z € X est4 contido num aberto U tal que V == { (U}
é um aberto em Y e a restrigdo ]I é um homeomorfismo de U sobre V.

Sejam X e Y espagos topolégicos. Diz-se que X e Y sdo homeomorfos quando existe
uma aplicagao diferencidvel ¢ : X — Y cuja inversa ¢! : Y — X também é diferencigvel.
A aplicagio ¢ & chamada difeomorfismo. Dizemos que ¢ € um difeomorfismo local
quando cada ponto z € X esta contido num aberto U tal que V = ¢ (U} é um aberto em
Y e a restricdo ¢|U é um difeomorfismo de U sobre V. Quando ¢ é uma aplicacao de
classe C* dizemos que ¢ é um difeomorfismo de classe CF.

A existéncia de um homeomorfismo local f : X — Y faz com que X herde todas as
propriedades topoldgicas locais de Y, como, conexidade local, compacidade local, ete. Se
for sobrejetivo, entdo Y herda também as propriedades topolégicas locais de X.

Um caminho é uma aplica¢io continua a : J — X, definido num intervalo compacto
J = [s9,51]. Um caminho se diz fechado quando a(sg) = a (s;).

Sejam X uma variedade, U um subconjunto aberto de X. Definimos I'(U, Ox), ou
simplesmente I'(U), como sendo o conjunto das fugdes racionais em X que sao definidas
em cada ponto P € U.

Sejam X e Y duas variedades. Um morfismo de X em Y é uma funcgo v : X — Y
tal que:

(1) 1 é continua;

(2) Para todo conjunto aberto U de Y, se f € T'(U, Oy), entéo 9/(f) = foy € D(yp~H1),
Ox).

Um isomorfismo de X com Y é um morfismo ¢ 1 ~ 1 de X sobre Y tal que ¥~ é um
morfismo.

Uma aplica¢8o racional ¢ : X — Y ¢ uma classe de equivaléncia de pares (U, ),
onde U é um subconjunto aberto nao-vazio de X, 1y € um morfismo de U em Y, e onde
(U. 4y} e (V,¥y) 830 equivalentes se ¥y € ¥y em U NV sdo as mesmas.

Uma aplicacdo racional F de X em Y é dita ser biracional se existem dois conjuntos
abertos U C X, V CY, e um isomorfismo f : U — V que representa F. Dizemos que X
e Y sdo biracionalmente equivalentes se existe uma aplicacao biracional de X em Y. Uma
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variedade é biracionalmente equivalente a qualquer subvariedade aberta de si mesma. A"
e P" sao biracionalmente equivalentes.

Proposigao 3.8.4 [18/ Duas vartedades sio biracionalmente equivalentes se, e so-
mente se, seus corpos de fungdes sdo isomorfos.

Uma variedade é dita ser racional se ela é biracionalmente equivalente a A" (ou P?)
para algum n.



Capitulo 4

Decodificagao de Cdédigos
Alternantes Ciclicos

O nosso objetivo neste capitulo é apresentar uma estrutura geométrica de curvas algé-
bricas, através de polinémios absolutamente irredutiveis, aos processos de localizacdo e de
determinagao da magnitude dos erros dos algoritmos de decodificacao de codigos alternan-
tes ciclicos sobre corpos finitos. Os c¢6digos alternantes podem ser decodificados atraves
de qualquer uma das técnicas de decodificagio utilizadas para os coédigos BCH. Todavia,
existem bons algoritmos para decodificacio de cédigos BCH e Reed-Solomon, porém es-
pecificos para estas duas classes. A estrutura geométrica introduzida se aplica no processo
de decodificagao da classe dos c6digos alternantes através do grupo das unidades inde-
pendentemente da estrutura algébrica em consideracio. Neste contexto, incorporarernos,
ao algoritmo de Berlekamp-Massey (BM) e ao algoritmo de Peterson-Gorenstein-Zierler
(PGZ), uma estrutura geométrica de curvas algébricas na caracterizacio do processo de
localizagéo dos erros. Mais exatamente, descreveremos os passos para o algoritmo de de-
codificacao dos cédigos alternantes sobre corpos finitos, apresentados no Capitulo 2. Na
Secdo 4.1, apresentaremos o algoritmo de Berlekamp-Massey e, em seguida, aplicaremos
um procedimento desenvolvido por Forney para a determinacio da magnitude dos erros.

Na Secéo 4.2, apresentaremos o algoritmo de Berlekamp-Massey Ampliado. Este al-
goritmo difere do original pelo acréscimo de novos passos com o intuito de localizar e
de determinar a magnitude dos erros através dos pontos racionais da curva construida
através do polinémio (Chavel) ou do polinémio (Chave?). A funcio da incorporagio
destes passos na decodificagio de cdigos tradicionais (BCH, Reed-Solomon, Goppa, etc.)
sobre corpos finitos é de estabelecer uma relacio entre a estrutura algébrica existente e a
estrutura geométrica de curvas algébricas, via a construcio de polinémios absolutamente
irredutiveis apresentada no Capitulo 3. Dessa forma, teremos uma estrutura geométrica
associada ao algoritmo. Observamos que este algoritmo néo serd alterado nos seus fun-
damentos e, portanto, a complexidade permanecers praticamente inalterada.

Na Secdo 4.3, apresentaremos uma proposta de decodificdo baseada no algoritmo de
Peterson-Gorenstein-Zierler, [7], na qual os erros serdo localizados por meio dos pontos
racionais da curva construida através do polinomio (Chavel) ou do polindmio (Chave?2)
e, por meio destes, também determinar a magnitude dos erros. Este algoritmo, como
no caso da Se¢ao 4.2, também néo serd alterado nos seus fundamentos e, portanto, sua

99
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complexidade permanecerd praticamente inalterada.

4.1 Algoritmo de Berlekamp-Massey

Nesta se¢ao abordaremos o problema da decodificacdo por maxima verossimilhanca de
c6digos lineares, considerando a métrica de Hamming, isto €, dada wma palavra recebida
r, 0 decodificador decodifica-a, na métrica de Hamming, como sendo a palavra-cédigo v
que estd mals préxima a 7.

Suponha que uma palavra c6digo v(z) = vo + 1T + - - - + V12" seja transmitida e
que os erros introduzidos pelo canal de comunicacao resultem no seguinte vetor recebido

r{z) = rg+ 1T+ + rpy ™

Seja e(z) o padrao de erro. Entdo,

r(z) = v(z) + e(z). (4.1}

Para efeito de simplificacao, consideraremos nesta secdo apenas os cédigos BCH no
sentido estrito, ou seja, caso em que [ = 1 na definicdo do cédigo BCH. Assim, a matriz
verificacao de paridade serd

1 o o? c.oa™!

1 az a22 (}.’2 T3]
o (@) (@)

L e @ (@

O procedimento usual no processo de decodificagéo € iniciar com a computacao da
sindrome, a partir do vetor recebido r{z). A i-ésima sindrome é dada por

S;=rg+riot +ma® 4.+ ?‘n_la(nml)i = T(ai) (4.2)

para 1 < i < § — 1. Observe que as componentes do vetor sindrome S sio elementos
do corpo GF(g™). As componentes S; podem ser obtidas dividindo-se r(z) por m;{z), o
polinémio minimal de o*, ou sgja:

T(z) = qi(z)mi(z) + p:i(z),
onde 8p; < dm;. Como m;(a!) = 0, temos
S; = r(a*) = pi(a’).

Portanto, a componente S; do vetor S & obtida avaliando-se p;(z) em = = o,

Como a,a?, ..., a° ! sio raizes da palavra-cédigo v(z), isto &, v(a?) = 0, para 1 <

i <& — 1, entdo segue de (4.1) e (4.2) que

S; = e{a) (4.3)

i
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paral <7 < é—1. Desta tltima relacdo podemos afirmar que o vetor sindrome 5 depende
unicamente do padrao de erro ocorrido €. Suponha agora que o padrio de erro contenha v
erros nas localizagdes 271,272, - - -, 7% e com magnitudes Zi, Zy, - - - , Z,, respectivamente,
isto é,

e(z) = Z13" + Zox? + ..+ Z,a%, (4.4)
onde 0 < j1 < jp < --- < j, < n— 1. Das igualdades (4.3) e (4.4) obtemos o seguinte
conjunto de equacoes

S} = Z}_ijl-{‘-ZQQj("*i'“...‘}‘Z v

Sy = Zi{a) + Zy (0”2 + ..+ Z, (a¥)? w5

Sic1 = Zi(a) T+ Zy (0 L+ 2, (o)

onde ot 0?2, 0¥ e Z;,Zs, -+, Z, sdo incégnitas. Qualquer método de resolucio
destas equagOes € um algoritmo de decodificacdo para os cédigos BCH. Uma vez que
ot a¥2 ... o' tenham sido encontrados, as poténcias ji, 72, , ju espemﬁcam as locali-
2ac0es dos erros. As correspondentes magnitudes sdo dadas por Z, Zs,- -+ , Z,. Em geral,
as equagdes em (4.5) tém g¢* solugdes (o mimero de padrfes de erro correspondentes a
uma dada sindrome). Cada solugéo conduz a um padriio de erro diferente. Se o mimero
de erros for menor ou igual a t = [{6 —1) /2], onde J ¢ a distancia de projeto, entdo a
solugao que produz o padrao de erro com o menor niimero de erros é a solugdo correta.
Por conveniéncia, definimos
Y= o,
onde 1 < i < v. Esses elementos ¥; sfo chamados de miimeros de localizacio de erro, visto

que eles trazem informagio a respeito da localizagdo dos erros. Entdo, as equaches de
(4.5) podern ser expressas na forma

Sj =) Z4Y/, (4.6)

g=1

onde 1 < j <6 — 1 e v representa o niimero de erros que ocorreram.

Iremos resolver primeiramente o problema da localizacdo dos erros para depois re-
solvermos o problema da determinacio das magnitudes dos mesmos. Observe que, no
caso dos codigos lineares bindrios, a localiza¢do dos erros j4 implica necessariamente a
determinacio das magnitudes dos mesmos.

Sejam os valores 01,09, ..., 0, definidos através da equacio

oY)=( -N)Y -Y2)...(Y -Y)) =Y+ Y "+ ... +0,1Y +0,. (47

Esses valores sdo conhecidos como as fungfes simétricas elementares dos Y; € o poli-
ndmio de gran v, (4.7), é conhecido como o polinémio localizador de erros. Multipli-
cando ambos os lados da equagdo (4.7) por Z;Y7 e, depois, substituindo Y, 1 < i < v,
em Y, tem-se como resultado o seguinte conjunto de equagdes

Zt‘YEHW -+ Zi}/;j+v_10'1 + ...+ Zi}’;j+lc7,,_1 -+ Zi}/,ij(?'y = ().
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Somando-as para 1 < ¢ < v ¢ substituindo-as pelas equagdes em (4.6), resulta que
Sitv + Sjzp—101 + Sj.;.,,_gcfg + ..o+ S0+ S’ja",, = (). (48)

Mas todos os S; sdo conhecidos se 1 < § < §~1-vp. Portanto, o célculo dos o; a partir do
vetor sindrome € feito resolvendo-se o sistemna linear (4.8) de modo que v tenha o menor
valor possivel. Isto € requerido pois estaremos assumindo que o vetor erro que ocorre €
aquele que possui ¢ menor peso de Hamming possivel, isto é, o ntimero de equacces em
(4.8) & maximizado. Por construcdo, sabemos que sempre existe uma solugio para (4.8).
O conjunto de equagdes lineares (4.8) relaciona as sindromes com os coeficientes de o(Y7).
O algoritmo que serd apresentado a seguir & muito eficiente em aplicacOes priticas.

4.1.1 Descrigao dos passos do Algoritmo de Berlekamp-Massey

Em vista dos fatos relacionados acima, Secdo 4.1, deduzimos que o procedimento
eficiente de decodificacio de cédigos alternantes compreende os seguintes passos:

Passo 1: Calculo do vetor sindrome S = (Sy, 93, -- , S5_1), a partir do vetor recebido 7;
Passo 2: Cilculo das funcdes simétricas elementares o1, 0g, - - - , 0, a partir do vetor S;
Passo 3: Célculo dos nimeros de localizacio de erro Y7, Y5, -+, Y, a partir dos ¢;'s;
Passo 4: Csleulo das magnitudes dos erros Z;, a partir dos Y;’s e S.

A seguir, analisaremos detalbadamente cada um dos quatro passos acima.
Passo 1: Cdlculo do vetor sindrome.

S=7-HT.

Passo 2: Cilculo das fungdes simétricas elementares.

A questdo analisada aqui serd determinar a solucdo do sistema linear (4.8), nas inc6-
gnitas o}s, 1 < i < v, de tal maneira que o padrédo de erro v seja minimo, dado que as
componentes de um vetor sindrome S;, S, - - - ,.S5_; foram estabelecidas pelo decodifica-
dor. O algoritmo conhecido mais eficiente para resolver este sistema é o Algoritmo de
Berlekamp-Massey, o qual passaremos a descrever.

Este algoritmo é interativo, no sentido de que, no n-ésimo passo, o decodificador
procura determinar um conjunto de [, valores crz(-” , tal que as n - [, equagdes (conhecidas
como somas de poténcias)

I
o

$00(? + 8pr0t™ + . Sy 0l

Sn-lagn) + Sn_gag") + .+ Sn_;n_lorl(:) = 0 (4.9)

Sis108 + 5,07 + .+ S0 = 0
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sejam satisfeitas, com o menor [, possivel, onde Jg}”) = 1. Este conjunto de valores ¢™ &
mais comumente escrito na seguinte forma polinomial

dY) =af + oY +. . 40Py

Este polindmio tem grau menor ou igual a [, e representa a solugao do n-ésimo estégio.
Agora, suponha que no n-ésimo estégio o decodificador tenha determinado o™ (Y'),

com [, mfmimo, tal que o sistema (4.8) seja satisfeito. No (n + 1)-ésimo estégio, o deco-

dificador procura encontrar o polinomio o"+)(Y') de menor grau, tal que as equacdes

In41
S0 =0, Lyy+1<j<n+1
i=0

sejam satisfeitas. A n-ésima discrepéncia sers denotada por d,, e & definida por

dn = n+}_o-(()n) + Sno-:(ln} 'i' e _i_ Snw;hl_lngl(:).

A seguir, apresentaremos dois lemas que serfio importantes na obtencdo do algoritmo
de Berlekamp-Massey. Estes lemas estdo diretamente relacionados com a determinacéo
de o1 (Y'), ndo necessariamente com o menor valor de I, possivel, a partir de o™ (Y).

Lema 4.1.1 [{5] Suponha que o' (Y) seja um polinémio solugdo minimal para as n
primetras somas de poténcias, isto é, existe um I, minimo gue satisfaz as equacées (4.9),
e suponha ainda que a prézima discrepancia d,, # 0. Seja

d™(Y) =1+0Y + ... 4+ oMy

um polinémio solugdo para as m primeiras somas de poténcias, com 1 <m <n e tal que
dm % 0. Entdo o polinémio

cY) = 6™(Y) - dud; Y o™ (Y)
€ uma solugdo para as n+ 1 primeiras somas de poténcias. Mais ainda,
lny1 = max{ln, by, + 1 — m}.

Lema 4.1.2 [45] Sejam ¢™(Y), I, e d, # 0 como definidos no Lema 4.1.1. Suponha
que oY) seja um polinémio solucdo das equacdes (4.9), satisfazendo n + 1 — I, 4
equacoes e que

oY) = o™ (V) — aY o™ (Y},
ondea=#0e aém) = 1. Entdo o polinémio ™ (Y) é uma solucdo para as m—I,, primeiras
equagdes de ({.9) cuja prézima discrepincia d,, satisfaz dm, = dya=! e lm = lpyy —{(n—m).

Como conseqiiéncia dos Lemas 4.1.1 e 4.1.2, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.1.3 [45/Seja o™ (Y) uma solucdo minimal no n-ésimo estdgio e o™ (Y)
uma das solugcées minimais anteriores, 1 < m < n, tal que d,, #*0em-—1, tenha o
mdzimo valor. Entio uma solugdo minimal no estigio n +1 é oY), onde
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(7) sed, =0, entdo
oYY = oPNYY) e Loy = ln; (4.10)
(i) sed, # 0, entdo
" T(Y) = e —~ dpd YY) e lngy = max{ln, Ln +n —m}. (4.11)
Iremos agora descrever o algoritmo da solugao do problema original, isto €, solugao das
equacgdes (4.8). As suas entradas s30 as componentes do vetor sindrome S. O algoritmo

produzird como saida um conjunto de valores o, 1 < ¢ < v, tais que as equagdes em (4.8)
sejam satisfeitas com o minimo valor de v possivel.

Algoritmo de Berlekamp-Massey (BM)
Iniciamos preenchendo os dados iniciais como mostra a seguinte tabela de valores

L n [oWE)[dn]ln][n—1]
1 t [1]0] -1
1 |8 [0] 0

0—1

Tabela 4.1: Passos iniciais do algoritmo de Berlekamp-Massey

Em seguida, adotamos os seguinte procedimentos:
(1) n e 0;
(2) se d, =0, entdo o™ V(Y) e I, sdo dados por (4.10). V4 para (5);

(3) se d, # 0, entdao encontramos um m < n — 1, tal que d,, # 0. Assim, ¢"*U(Y) e
ln41 sdo dados por (4.11);

(4) se n < & — 2, entdo

(n-+1),
in+1 !

{n+1) 4.

dn+1 = Sn+2 + Sn+§G'§ -+ Sn+2~1n_i_1a

() n e n+1;se n < § — 1 va para (2}; caso contrario, o(Y) serd o polindmio
localizador de erro procurado.

A resposta procurada serd dada pelo polinémio ¢®~Y, cujos coeficientes formam uma
solugdo para o sistema de equacoes (4.8).

Passo 3: Célculo do nimero de localizacdo de erros.
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Determinados os valores 01,05, -- , 0, que satisfazem as equacdes (4.8), Passo 2, es-
tamos agora aptos a encontrar as raizes do polinémio p(Y") de grau v dado pela equacio
(4.7), isto &, pelo polinémio

p(Y) = YUO(I/Y) =Y" + 01YV~1 e+ Uv-ly + Ty

onde p(Y'} é chamado de polinémio reciproco de o(Y). Como o niimero de elementos de
GF(g™) éfinito, basta entdo encontrarmos as raizes de p(Y') = 0. Dessa forma, teremos as
localizagoes dos erros. Tal procedimento é conhecido como busca de Chien. Tal busca
consiste em se testar primeiramente se "~ * é uma raiz de p(Y"). Em caso afirmativo, entao
o digito 7, estd incorreto. De forma andloga, as outras poténcias menores de o vio sendo
testadas (se o™ for uma raiz, entdo o digito r,_; estd incorreto, onde 1 < I < n), até
que v delas sejam determinadas como sendo as raizes de p(Y).

Uma maneira rdpida de se avaliar o polinomio p(Y) em Y = Y} é através da regra de
Horn, isto &,

p(Yo) = (Yo + 01)Yo + 02)Yo + 03)Yo + ... + 0,1) Yy + 0.

Passo 4: Célculo das magnitudes dos erros.

Para completar a decodificagio, descreveremos um método para a determinacao das
magnitudes dos erros Z;, 1 < ¢ < v. Inicialmente, mostraremos que estas magnitudes
ficam univocamente determinadas uma vez que 0s ¥;, 1 < i < v, sao conhecidos, isto é,
que os mimeros de localizacao de erros calculados no passo anterior sdo conhecidos.

Para encontrarmos o vetor Z, aplicaremos o procedimento proposto por Forney, [16].
'Tal procedimento requer o conhecimento dos nimeros de localizacio de erros Y1,Ys,.-- Y,
e das suas funcoes simétricas elementares oy, 03, -+ - , 7, calculados nos dois passos ante-
riores.

Primeiramente, defina as funces simétricas elementares ;1 dos nimeros de localizacao
de erros Y1, Ys,...,Y;.1,Yj,.. ., Y, através da relacio

[I,;(Y = Y) Zo D& (4.12)

Da equagdo (4.7}, temos que

[T -Y)=> oY (4.13)

{==0

onde o € 0 sdo iguais a 1, a unidade de GF(g™). A partir de (4.12) e (4.13), obtemos

gl v
Y =Y)) opV" = "oy

L=} [=(3

Conseqilentemente,

r—1 yow ] v
YooV =N oYy =Y oy (4.14)
=0 [=0 =0
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Da igualdade (4.14), concluimos que os coeficientes o; podem ser obtidos, recursiva-
mente, a partir dos Y;’s e ¢;’s (j& conhecidos), através da relagio

O'ji =0; + Y}'G’jgi_l (415)

onde 0 <1< v—1e0gg= 0,6~ 1 Denotando a magnitude de cada erro por Z;, temos
que

-1

Za,ls,, g-—»ZO’J[ZZYI}ml ZZY Zaﬂyv = (4.16)

(=31 izl

Mas por (4.12), a igualdade 4.16 resulta em

ZUJ,SV_l == ZZY [ (Vi = Yon) = Z3Y; [Tt (Y5 — Yim), (4.17)

i=0

onde a dltima igualdade segue do fato de que o somatério e questao sé ndo se anula se
1 = j. Pela equacgio (4.17) podemos concluir que

1]
ZG’_?;SV sz zaﬂXV ~t
10
Daf segue que cada Z;, 1 < j < v, é dado pela expressao
v—1
S
Z; = k=g TRV (4.18)

=0 UﬂX vt

Com isto terminamos o quarto passo do processo de decodificacao dos cédigos alter-
nantes que é a determinagao das magnitudes dos erros Y, 1 < 7 < v, através da equacao
(4.18).

Iremos agora ilustrar com exemplos a aplicacdo destes procedimentos.

Exemplo 4.1.4 Seja C(n,n) o cédigo BCH sobre GF(16) gerado pelo polinémio g(z) =
28+ 27 + 2% 4+ 2 + 1 e com seu polinémio dual h{z) = =7 + 2% + z* + 1. Seja GF(16)
o corpo de Galois dado por o* + o ~§— 1 =0, isto ¢, GF(16) = % As raizes de
g(z) sdo o, a®, o, 0%, 0% o, a® e a'?. Como somente quatro das raizes possuem poténcias
consecutivas, entio dpn(C) > 5. Por outro lado, o peso do polinbémio gerador é 5; assim,
a distdncie minima do cédigo € exatamente 5 e, por isso, a capacidade de corregdo de

erros ¢ de 2 erros aleatéros. A matriz verificacdo de paridade para este codigo é

1 a & o® of o of o of o o ol o2 o3 ol
. 1 02 a* o o a® o2 ot o o & o o ol ol
Tl1 a® a® e a? 1 o af o a2 1 o af o al?
1 o o® o2 a o o o a2 of o9 a¥ o of alf

Supondo que o vetor todo nulo ¢ = (000000000000000) seja transmitido através do canal
e que o vetor recebido seja ¥ = (00000c*00000a°0000). Aplicando os procedimentos de
decodificacdo do algoritmo de Berlekamp-Massey, temos:
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1. Célculo do vetor sindrome: S, = r(a*), 1 < i < 4, onde r(z) é o polinémio
recebido. Assim, o vetor sindrome S é dado por

S=7-H'=(a° of o o )
2. Célculo das funcbes simétricas elementares: A partir da Tabela (4.1) conti-

nuamos com o preenchimento dos dados, usando o algoritmo de Berlekamp-Massey,
obtendo a Tabela 4.2. Assim, o polindmio localizador de erros é dado por

| n ] o™ (Y) do |l|n—1,]
-1 1 1 o] -1
0 1 a® 10 0
1 1+a’Y a’ |1 0
2 1+aY al® ] 1 1
3 |1+t Y + Y2 3 | 2 1
4 1+a’Y + aY? 0

Tabela 4.2: Algoritmo de BM aplicado em 7 = (00000200000050000)

o(Y)=1+oY +aY?

0 gue significa que o padrio de erro introduzido pelo canal contém dois erros. Além
disso, 01 = o® e 09 = o

3. Célculo dos ndmeros de localizacéo de erros: Resolvemos a equacdo polino-
nial

p(Y)=Y?(1/Y)=Y?+a’¥ +a =0,

determinando, assim, as raizes do polinémio reciproco de o(Y), Y1 = a® e ¥; =

o'}, as quais podem ser determinadas por inspecio direta em GF(16). Desse modo,
; q P 14

podemos afirmar que os dois erros ocorreram nas posicées Y® e Y11

4. Calculo das magnitudes dos erros: Este cdlculo ¢ realizado através das equacées
(4.15) e (4.18). Pela equacio (4.15), temos que

o =1, o9 = 1,
on=01+Yiopn=0’+0’-1=a", oy =o0,+Yeon=0a+all-1=0,
o132 =03+ Yo =a+a’ ot =0, Ogp = 09+ Yoo = a +atl-a® = 0.

Agora, usando a equagdo (4.18), obtemos as magnitudes dos dois erros, Z, = a° e
Zg m aS.

Exemplo 4.1.5 Seja C(15,5) o cddigo RS sobre GF(16) gerado pelo polindmio g(z) =
(z—a)(z—®)(z~a®)(z—a?). As ratzes de g (z) sdo a, a2, 0%, a?, e, consequentemente,



108

CAPITULO 4. DECODIFICACAO DE CODIGOS ALTERNANTES CICLICOS

dmin(C) > 5. Logo, a distdncia minima do cddigo é exatamente 5, uma vez que g(x) é
formado por 5 ménomios. A matriz verificacdo de paridade para este cédigo é

H

1 « &2 013 a4 (15 aﬁ a?’ aB 059 0,’10 all a12 a13 a14
1 az aé ()!6 aB al(} a12 OtM o 053 05 a? Olg aii alS
- 1 0!3 Ciﬁ aQ al? 1 a3 016 O[g al2 1 a3 aﬁ 049 0.’12
1 014 (}8 0412 o aS ()!g a13 (12 046 al@ aié O{3 a’?’ all

Supondo que o vetor todo nulo ¢ = (000000000000000} seja transmitido através do canal
e que o vetor recebido seja T = (000a000a*0000000). Aplicando os procedimentos de
decodificacio do algoritmo de Berlekamp-Massey, temos:

1
2.

Vetor sindrome: S=7-H = (a" o® o* a'%);

Funcoes simétricas elementares: para este caso, o algoritmo de Berlekamp-Massey
nos fornece a Tabela 4.3. Desse modo, o(Y) = 1+ oY + a'°Y? serd o polinémio

| n a™ (Y) Ldo [l ln—1n |
—1 1 1ol -1
0 1 a’ |0 0
1 1+a’Y o® | 1 0
2 1+a'%Y a®l 1 1
3 1 1+’Y +a'Y? | 1|2 1
4 [f1+a*Y +a'%Y2 | 0 | 2 2

Tabela 4.3: Algoritmo de BM aplicado em T = (000a00010000000)

localizador de erros, o que significa que o padrdo de erro introduzido pelo canal

contém dois erros e, além disso, o = o* e oy = a1%;

Niumeros de localizacdo de erros: Resolvendo a equacdo
p(Y)=Y?0(1/)Y)=Y?+ oY + 0! =0,

obtemos as ratzes do polinémio reciproco de o(Y), Y1 = o® e Yo = o', obtidas por
inspecdo direta em GF(16), concluindo portanto gue ocorreram erros nas posicoes
Y3 eV

Magnitudes dos erros: Da equacdo (4.15), seque que

ocwp=1, 020 = 1,
0’1120'}_-*-1/10’1(;:(}!4'{"053'1:&7, 02;=0'1+Y2020=a4~§-a7-1=a3,
gra=02+Yio1=a%+a® o =0, Ooo = g + Yoo = % + a7 - o® = 0.

Por outro lado, a equagdo (4.18) nos da

0‘1052"1’"0’;;5’1 1"@6-{'-&7‘@7 a6+a14

Z1 = ww = =
0”10}/&2'*‘}/&0‘11 1'0!6”1”053'617 ab + o0
7 oS+ 008 1-a®+a-a7 af+a' I
g = = = s .
oaYs + Y09 1-a¥+a”-a® oM+ alf



4.1. ALGORITMO DE BERLEKAMP-MASSEY 109
Portanto, as magnitudes dos dois erros sdo: 7, = a e Zy =l

Exemplo 4.1.6 Considere um cddigo RS (15,7) (capaz de corrigir até trés erros ) definido
sobre GF(16), gerado pelo polindmio g(z) = (z+a)(z+0?)(z+0®)(z+at)(z+a°)(z+ab).
O seu polinomio dual é h(z) = (z+a7)(z+0®)(z+0°%)(z+21%) (240 ) (z+012) (z+a %) (z+
o) (z +1). As ratzes de g (z) sdo o, 02,03, a%,0° e af, consequentemente dmin(C) > 7.
A matriz verificacio de paridade para este cédigo ¢ dada por

(1 o o o ot ]
1 a® (@2 .- (a2)M
H= |1a (@2 .. (o1
1 af (af)? ... (a9
- I a o o o of ) o a7 @B @ o ol ol B gl ]
10 ot o o® a® o2 o' o &8 o o o oll o
1 a® o a® o2 1 o of o o2 1 o of of ol2
T 1 et o a® o o o a® o of o o o8 o ol
10 a® 1 o a® 1 o5 o 1 o o® 1 o ol
1 a® a2 a® &® 1 af o2 & o 1 af a2 o of

Assuma que o vetor todo nulo T = (000000000000000) seja transmitido através do canal e
que o vetor recebido seja T = (000a"00a300000:00). De modo andlogo ac Exemplo 3.5.2,
obtemos:

1. Vetor sindrome: S=7-HT = (a'? 1 o o 0 o' )

2. Fungoes simétricas elementares: neste caso, o algoritmo de Berlekamp-Massey nos
dd a Tabela 4.4. Portanto, o(Y) = 14+a"Y +02Y24a8Y3 ¢ o polinémio localizador

| n | e (Y) dy || n—1,
—1 1 1 70] -1
0 1 a? | 0 0
1 1+a?Y al |1 0
2 1+a”Y 1 [1 1
3 1+a’Y + o°Y?2 a’ |2 1
4 1+a®Y + al%Y? a2 2
5 [ 1+aY +a®Y?+ofY? | 0 | 3 2
6 (| 1+a'Y +a*Y?+ Y3 | - | - -

Tabela 4.4: Algoritmo de BM aplicado em T = (000a"000°00000+00)

de erros, o que significa que o padrio de erro introduzido pelo canal contém trés
erros. Mais ainda, o1 = a”, 0y = a* € 03 = of;
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3. Nameros de localizagdo de erro: resolvendo a equacgdo polinomial
p(Y)=Y?+aY? + o'V 4+ a® =0,

determinamos as raizes do polinémio reciproco de o(Y), Y; = o, Yy = o e
Y; = &'%, as quais podern ser enconiradas por inspecio direta em GF(16). Assim,
podemos afirmar que os trés erros ocorreram nas posices Y3, Y® e Y12,

4. Magnitudes dos erros: Pela equagdo (4.15) temos que

o1 =1, oy =1, asg = 1,
o A _ 10 _ 2
Oy = 4, Jo1 — Q77 031 = Q7,
! _ _ 3
o =a°, oxn=l, O3z = Q"

Agora, usando a equacio (4.18), obtemos as magnitudes dos trés erros: Z; = o,
nga3 €Z3=Ofé.

4.2 Algoritmo de Berlekamp-Massey Ampliado

Com o objetivo de ampliar a capacidade do processo da localizagao e da determina-
cdo da magnitude dos erros no sistema de decodificacao, realizados pelo algoritmo de
Berlekamp-Massey, substituiremos a terceira etapa desse algoritmo por trés novas eta-
pas sem que, com isso, ocorra uma alteragio significativa na complexidade de decodifi-
cacdo. Esta incorporagdo corresponderd & implementacao de uma estrutura geométrica,
através das curvas algébricas nio-singulares (ou seus modelos suaves), definidas através de
polindmios absolutamente irredutiveis, conforme as condigdes estabelecidas na Definicdo
3.2.5 e Proposicio 3.2.8. Isto no contexto do corpo de niimeros complexos € equivalente
a caracterizacdo das superficies de Riemann associadas.

O resultado desse procedimento serd denominado de algoritmo de Berlekamp-
Massey ampliado, cujas etapas constam dos seguintes passos:

Passo 1: Calculo do vetor sindrome S = (5,8, , Ss_1), a partir do vetor recebido 7;
Passo 2: Csleulo das fungdes simétricas elementares ¢y, 0, - - - , 0, a partir do vetor S;

Passo 3: Obtencédo do polindémio f(z,y) estabelecido na Definicao 3.2.5 ou na Proposicao
3.2.8, através de S; e dos g;'s.

Passo 4: Célculo dos niimeros de localizacao de erros Yi, Yo, .-+ , Y, a partir dos pontos
racionais do polinémio homogéneo F(X,Y, Z) de f(z,y);

Passo 5: Identificacio do tipo de curva algébrica gerada pelo polinémio f(z,y), isto &,
se f(z,y) é singular ou ndo-singular e consequentemente determinar o género da curva
algébrica associada;

Passo 6: Cslculo das magnitudes dos erros Zs, a partir dos pontos racionais que identi-
ficam a localizaggo dos erros do polindmio F{X,Y, Z), isto é, utilizando as sindromes 5;’s
eo0s Y;’s.
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A seguir, analisaremos detalhadamente cada um dos seis passos acima.

Passo 1: Célculo do vetor sindrome.
S=7.HT.

Passo 2: Cédlculo das funcées simétricas elernentares.
Este passo € o mesmo do algoritmo de Berlekamp-Massey.

Passo 3: Obtencio do polinémio (Chavel) (ou polinémio Chave2), através de S, e dos
;’s.

Determinados os valores dos ¢;’s, 1 < i < v, Passo 2, obtemos o polinémio de grau v,
estabelecido na Definicdo 3.2.5 (ou Proposicio 3.2.8), substituindo os a;’s pelos o;’s e b
por S;.

Passo 4: Cdlculo dos mimeros de localizacdo dos erros.

Para determinarmos os nimeros de localizacio dos erros, necessitamos encontrar todos
0s pontos racionais da curva gerada pelo polinomio homogéneo F(X,Y, Z) de f(z, y), isto
€, as raizes do polinémio F sobre o corpo GF(q). Como o mimero de elementos de GF(q)
é finito, basta entdo determinar os pontos racionais do polinémio F utilizando o algoritmo
de Gaétan, veja Apéndice 4.4. Como F(X,Y,1) = flz,y) e flz = S, y) = p(Y), onde
p(Y) € o polinémio recfproco do polindémio determinado na safda do algoritmo de BM,
entao somente os pontos racionais onde X = S; e Z = 1 sdo de nosso interesse. Com
isso, determinamos as correspondentes localizacoes de erros na coordenada Y, as quais
sao dadas pelos pontos P; = (5),Y;,1), onde 1 < i < v (veja Figura 4.1). Portanto, os ¥;'s
selecionados, além de serem ordenadas dos pontos racionais do polinémio, também cor-
respondem aos nimeros de localizagio de erros. Lembramos que a existéncia da condicdo
Y; = of, implica a ocorréncia de um erro na posicao i + 1 da palavra-cédigo.

Figura 4.1: Localizacdo por pontos racionais

Passo 5: Identificacio do tipo da curva algébrica associada ao polindmio determinado
no Passo 3 quanto a singularidade e obtencio do seu género.
Neste passo, devernos levar em consideracio os seguintes fatos:
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1. Se f(z,y) é um polindmio absolutamente irredutivel, isto &, irredutivel no fecho,
entdo o "lugar geométrico" das rafzes X’ é conexo. Como o subconjunto fechado
irredutivel X do espaco A" € uma variedade algébrica afim. Conseqiientemente, o
conjunto de zeros de X do polindmio F' é irredutivel e, portanto, é uma variedade
afim. Para n = 3 a variedade V(F) é uma superficie, [58].

2. No caso de a curva X gerada por f(z,y) ser singular, & necessdrio considerar sua
correspondente desingularizacio (modelo nio-singular da curva X) X (veja Teore-
mas 3.3.10 e 3.3.11, Subsecao 3.3.4), que, na verdade, consiste em eliminar os pontos
singulares, que, pela Proposicao 3.6.23, sdo finitos. Desse modo, X também gera

uma superficie.

Consequentemente, se o polindmio é absolutamente irredutivel sobre GF(q), isto &,
irredutivel sobre o fecho algébrico de GF(g), entfo, a curva abstrata X como definida
aqui é um espago topoldgico completo, que é de fato compacto. Sobre o copro de nimeros
complexos C a curva abstrata A" é simplesmente uma superficie de Riemann, [39]. Além
do género, pardmetro caracterizador da superficie, o grau do polindmio em y corresponde
& quantidade de folhas que cobre esta superficie. No caso da decodificagio, o grau de y
corresponde & quantidade de erros que ocorreram na decodificacio, isso se for olhado no
contexto do corpo de nimeros complexos.

Se a curva for ndo-singular, entdo o género é dado pela expresséo (3.9). Caso contrario,
é dado pela expressao (3.8).

Passo 6: Cdleulo das magnitudes dos erros Z;’s, a partir dos pontos racionais.

A obtencido das magnitudes Z;, 1 < 7 < v, é o dltimo passo do processo de de-
codificacao dos cédigos alternantes. Os Z;’s também serao determinados através das
coordenadas dos pontos racionais F’s. Assim, as magnitudes dos erros sao obtidas dire-
tamente do polindmio f(z,y). Pela Proposi¢do 3.6.4, temos que sempre existem v-raizes
distintas y,(z), yo{x), ..., ¥u(z) para a equagdo f(z,y) = 0. Como utilizamos as localiza-
¢Oes dos erros Y;'s, as quais sdo distintas, entao temos, pelo Teorema 4.2.1, que & matriz
de Vandermonde € ndo-singular e que o sistema (4.20) abaixo tem solugio wnica.

Teorema 4.2.1 [5]/A matriz de Vandermonde, definida na forma

1 1 1
i Y2 ... Y,
v=| ¥ ¥ ... Y2 I (4.19)
2 :_1 :_
RO A f et
tem determinante nao-nulo se, e somente se, todos 0sY; parai=1,..., u sdo distintos.

Demonstracao. Suponhamos que ¥; = Y}, para todo ¢ # j. Assim, as colunas Y; e ¥}
de V sdo iguais, condigdo esta que implica em det V = 0. Isso é uma contradicio, pois, por
hipétese, detV s 0. Para mostrar a reciproca, usaremos de inducéo sobre p. Se p = 1,
segue que V = [1] e, portanto, detV # 0. Suponhamos, que o teorema ¢é verdadeiro para



4.2. ALGORITMO DE BERLEKAMP-MASSEY AMPLIADO 113

a matriz de Vandermonde p - 1 x y — 1. Consideremos y = ¥; e detV uma funcio em
Y, O s€ja,

1y ¢ . gt
det(V) = D(y) = 1 Y2 Yf? Y{_l
LY, YRy
Logo, desenvolvendo em forma de determinantes, temos,
Y, Y2 ...y 1 Y .. ypt 1Y, - yp?
D=1 : o 1 Myl op o eyt |
Y, y;f Y:—i 1 yf Yu"“l 1Y -- };#*—2

o qual pode ser escrito como
D{y) = dy1y* ™'+ -+ + d1y + do.

Como d,_; é um determinante de uma matriz de Vandermonde #—1 X p—1, segue,
pela hipétese de indugdo, que d,_; # 0. Logo, D(y) é um polindmio de grau u — 1 e tem
no maximo g — 1 raizes, pois estamos trabalhando sobre um corpo. Agora, se y = Y;
t=2,---, u, segue que D(Y;) = 0, pois temos duas linhas iguais na matriz, e portanto
Yi, ¢ = 2,--- i, 580 todas raizes de D(y). Mas, por hipétese, 0s ¥7s, i = 1,--- , u— 1,
sao todos distintos e, assim, o polinémio D(y) pode ser fatorado como

D(y) = du [Ty — Y3)] -
Desse modo, o determinante da matriz original de Vandermonde é
D) = duy [[Tie(V1 - Y2)].

Comod, ;#0eY; #Y;,i=2--- u segue que o determinante da matriz de Vander-
monde g X y € ndo-nulo e, por indugdo, o teorema é verdadeiro para todo - n

Observe que as v primeiras equagdes de (4.6), as quais relacionam as componentes do
vetor sindrome com os Y;’s e Z;’s, podem ser escritas na forma de sistema, isto &,

i ¥, ...V, Zy 8
Y7 = — Y_? Y_'f 1?’2 L _| 5y (4.20)

wyy . vlla S
Os v valores y1,¥s,. ... 4 sao distintos e consequentemente o sistema com v equacdes e
v mcognitas, e, cuja matriz ¥ é a matriz de Vandermonde de y;, 45, . .. . Y que é nao-

singular (conforme Teorema 4.2.1). Entdo, o sistema (4.20) é nio-singular e pode ser
resolvido facilmente em termos das inc6gnitas Z;’s, se invertermos a matriz ¥ em (4.20).
Logo, o vetor das magnitudes Z = (Z;, Z,- -+ , Z,) fica univocamente determinado.

Terminaremos esta secio com trés exemplos que ilustram a aplicacio desse procedi-
mento de decodificacdo dos c6digos alternantes.
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Exemplo 4.2.2 Seja A(@,y) o cddigo alternante sobre GF(16), com & = (1, a, o?, o®,

4 .5 8 7 .8 .9 10 11 12 ~13 14y .. 5 3 4 .5 & T .8
o, o, af, o, of, o, o', o', a'¥ a'® o), ¥y = (1, a, &%, o, of, o of, o7, of,
a®, &', o, a!? a!¥ ') e r = 4. Consequentemente dmin(C) > 7+ 1 = 5. A matriz

verificacdo de paridade para este cidigo é dada por

11 1 1 1 0 0O 0

I o . o 0 o 02 |
H P 2 2 2 14 2 O 0 0! - ﬂ

1 o* (o) (o) ) :

3 3 :

1 of (a:z alt

1 o o & ot & o o o o o ol ol o ol
o 1 a2 o of of o o2 o a o of o of ol oB3

1 & o o o 1 & o o o 1 & af o o'

1o a® a? a o o o o of o o o o al

Supondo que o vetor todo nulo ¢ = (000000000000000) seja transmitido através do canal
e que o vetor recebido seja T = (000a000a*0000000). Aplicando os procedimentos de
decodificagdo do algoritmo de Berlekamp-Massey ampliado, temos:

1. Céleulo do vetor sindrome: S; =r(at), 1 < i < 4, onde r(z) € o polinémio recebido.
Assim, o vetor sindrome S é dado por

§=5"”-HT=(07 ab ot a:m);

2. Cilculo das funcdes simétricas elementares: a partir da tabelo (4.1) continuamos
com o preenchimento dos dados, usando o algoritmo de Berlekamp-Massey, obtendo
a Tabela 4.5. Portanto, o polinémio localizador de erros é dado por

| n o™ (Y) do Ll [ n— 1, |
—1 1 10| -1
0 1 a’ |0 0
1 1+a"Y o® 1 0
2 1+a*tY a® i1 1
3| 1+’Y +a’Y? | 1] 2 1
4 [ 1+a®Y + %2 [ 0 | 2 2

Tabela 4.5: Algoritmo de BM para T = (000a000a!10000000)

oY) = 14 a*Y + o!%Y?

0 que significa gque o padrdo de erro introduzido pelo canal contém dois erros e que

o, =a eoy =%
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3. Obtengdo do polindmio (Chavel) estabelecido na Definigdo 3.2.5 ou polinomio (Cha-
ve2) da Proposicio 3.2.8, através de S, e dos o;’s. Como ocorreram dois erros e
o1 # 0, entdo, segue da Proposicdo 3.2.8 que o polinémio associado &

Flz,y) :y2+(x+01+Sl)y+($+01+81)($+§+51).

4

Como o1 = a*, 03 = a'® ¢ Sy = o, entdo

[z y) =¥ + 2y + Py + 2% + o’z + o',

4. Céleulo dos nimeros de localizagdo dos erros: Imicialmente, realizamos a homo-
geneizagdo do polindmio f(z,y), Definicio 3.3.7, e depois determinamos os pon-
tos racionais do polinémio homogéneo F(X,Y,Z) = 0, utilizando o algoritmo de
Gaétan, veja Apéndice {.4. Desse modo, obtemos 0s sequintes pontos racionais:
(@% a5, 1), (a',05,1), (a®3,1,1), (a4, 1,1), (a7,a%, 1), (a3,02, 1), (a'2,07,1), (a°,
a?, 1), (@, 0% 1), (a1, 0, 1), (a5, 0%, 1), (@7,07,1), (a®,a,1), (a1?,0,1), (a?, O,
1), (0™, 1, 0), (o®, 1, 0). Observando os pontos onde X = Sy =a" e Z = 1, isto ¢,
F(81,Y,1) = 0, temos onde ocorreram os erros. Os pontos racionais satisfazendo
X=58=ad"eZ=1sioP,=(a",0%1) e P,=(a”,a’,1) 1. Portanto, os erros
ocorreram em Y1 = o® ¢ Y, = o' e consequentemente na gquarta e oitava posigcdes
da palavre-cddigo.

PH(GF(IE))

Figura 4.2: Localizacio de Py e Py na curve X

5. Singularidade e género da curva algébrica associada: A curva sobre GF(16) gerada
por f(zx,y} = 0 é ndo-singular, consequentemente o género da curva é dado pela
equacdo (3.9), portanto é O;

6. Cdlculo das magnitudes dos erros: Usando o fate de que os pontos racionais P, =
(.0 1) e P, = (a”,a",1), indicam as localizacdes dos erros Yy, Y, que sdo dis-
tintas por hipdtese, entdo devemos encontrar as magnitudes Z; € GF(16), i = 1,2
resolvendo o sistema (4.20) invertendo a matriz Y. Portanto, as magnitudes dos
erros sio 7, = a e Zy = o1,

!Para cada ponto em P* ha dois pontos na curva X.
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Exemplo 4.2.3 Usando os dados do codigo RS (15,7) do Fzemplo 4.1.6, temos que o
vetor sindrome S € dado por

S=(a2 1 o al® 0 o'?)

e as funcdes simétricas elementares sdo o3 = o', 03 = ot e 03 = af. Como ocorreram
trés erros e

aﬁ

T
“.""S?t a

a;

@22 =a—a®=at e —(Si~01)!=~(a2—a")2= —(a?)? = o,

entio, pela Definigio 3.2.5, temos fi(z) =z +01— Sy =z+a"—al? = (z+0) ep=1,
logo

gg(a:)=3:+§f—5'1=x—i—a12—a12mw;
BE) =t +r-8+2 -Sl=?+z-a?+a -’ =2 +2+0"

portanto, o polinémio procurado é
flz, ) =1 + (z+ ) +z(z + D)y + (z + ) (= + 2+ ab).
Homogeneizando o polinémio f(zx,y), obtemos

FIXY,Z2) =Y 4+ (X +22)Y? 4+ X(X +*2)Y + (X + 2 X*+ X Z + a®Z?).

Os pontos racionais do polinémio hommogéneo F(X,Y, Z) = 0 sdo: (a'%, o', 1), (o, a®, 1),
(a'®, a4, 1), (223,05, 1), (a1%,0%,1), (a®,a®, 1), (a8, 0P, 1), (o®, e, 1), (&%, 0%, 1), (&, o,
1)7 (a121 asv 1)1 (0(12, a127 1)7 (a}Aa alE}, 1)? (Q7, aﬁ} 1) (0!3, a55 1)! (02, 0, 1)1 (1v 1, 0) € (O> 1;
1). Observando os pontos onde X = S; = o*? e Z = 1, identificamos onde ocorreram
os erros. Os pontos racionais satisfazendo X = S; = o'? e Z = 1 sdo (a'?,a3,1),
(@', 0%, 1) e (a*?, 0%, 1). Portanto, Y1 = o, Yo = of e Y3 = o2, logo os erros ocor-
reram na quarta, na sétima e na décima terceira posigdo do vetor recebido. A curva sobre
GF(16) gerada por f(z,y) = O é ndo-singular, consequentemente, o género da curva é
dado pela equacdo (3.9), portanto o género da curve é 1. Usando o fato de que o0s pontos
racionais P, = (a'?,a%,1), P = (a'%,0%,1) e Py = (a*? a*,1), indicam as localiza¢des
dos erros Y1, Yo, Y3 que sdo distintas por hipétese, entdo devemos encontrar as magnitudes
Z; € GF(16), i = 1,2, 3 resolvendo o sistema (4.20) invertendo a matrizY . Portanto, as
magnitudes dos erros sio Z; = o, Zs = o e Z = o.
Exemplo 4.2.4 Seja C o cédigo RS sobre GF(8) gerado pelo polinomio g(z) = (xz —
a)(z—o®)(z—a®)(z~a?). GF(8) = =FFE As raizes de g (z) sio o, a2, 0%, 0%, € con-
sequentemente dmin(C) > 5. Como o codigo RS é MDS, a distdncia minima € exatamente
5. A matriz verificacdo de paridade para este codigo é

1 a o o ot & af

e | 1 a® a* of a o o
Tl & af @ @ a o

1 a* a o o of o°
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Supondo que o vetor todo nulo & = (0000000) seja transmitido através do canal e que o
vetor recebido seja T = (a00a*000). Aplicando o procedimento de decodificacio descrito
actma temos:

O vetor sindrome S é

ng-HT=(a6 0 o 1).

Cédlculando as fungdes simétricas elementares temos: o1 = o e oy = 0.
Como ocorreram dois erros e o1 # 0, entdo, pela Proposicdo 3.2.8, temnos

fzy) =1+ (@ +a®y+ (z+®)(z+1).

O polinémio homogéneo de f(z.y) é F(X,Y,Z) =Y? 4+ XY + Y Z + X2+ a*XZ +
o®Z%. Fazendo F(X,Y,Z) =0, temos que seus pontos racionais sio: (af,1,1), (af, o?, 1),
(a,1,1), (a,0%,1), (1,04, 1), (0,03,1), (0,0%,1), (1,0,1), (a®,0,1). Observando os pontos
onde X = 8 = a® e Z = 1, temos onde ocorreram os erros. Os pontos racionais
satisfozendo X = S; = o® e Z = 1 sdo (a%,1,1) e (a®, 08,1). Portanto, os erros ocorreram
na primeira € na quarto posicdo do vetor recebido.

A curva sobre GF(8) gerada por f(z,y) = 0 é ndo-singular, consequentemente, o
género da curva € dado pela equagdo (3.9), portanto o género da curva é 0.

Célculo das magnitudes dos erros: Como os pontos racionais Py = (af 1, 1) e P, =
(e a?, 1), indicam as localizacdes dos erros Yy, Ya, que sdo distintas por hipdtese, entiio
devemos encontrar as magnitudes Z; € GF(8), ¢ = 1,2, resolvendo o sistema (4.20).
Portanto, as magnitudes dos erros sdo Z, = a e Z = o®.

Observe que esta curva € marimal, pois atende ao limitante da Definicio 3.4.2.

Exemplo 4.2.5 Seja C o cédigo de Srivastava generalizado sobre GF(32), com z = 1,
paratodoi,s =1 m=5t=4 w=0ea; = =1, a, = a*, a3 = a®, ...,
as; = a . Assim, a distdncia minima é dy,(C) > st + 1 = 5. Logo, a matriz verificacéo
de paridade para este codigo é

r 1 i 1 1 1 i

H = (1-0)? (aavl—o)ﬁ (a291-0)2 (05281—0)Q (@2=0) E;d}"f
07 (@-07 (-0 (o%-0)° (”&5:—07“ 2?5{6“}""
L (1=0)*  @9-0F (P! @@ T (@0  (a-0)

B i o a2 (1{3 0_14 0_,29 0.’39

1 a2 aé C}{G O{S 027 0529

= 1 o af & a2 ... o2 o3

1 o a8 a2 a ... o o7

Supondo que o vetor todo nulo © = (0000000000 . ..00000) seja transmitido através do
canal e que o vetor recebido seja T = (0a°0000...0a0). Aplicando os procedimentos de
decodificacio do algoritmo de Berlekamp-Massey ampliado, temos:

O vetor sindrome S é

§=F-HT=(0¢21 a o 052).
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Célculando as funcdes simétricas elementares temos: o1 = &' e oy = ™.
Como ocorreram dois erros e o1 # 0, entdo, pela Proposicdo 3.2.8, temos

flz,y) =y + @+ My + (z+a)(z +a?).

O polinémio homogéneo de f(z,y) é F(X.Y,Z) =Y+ XY+ Y Z+ X2+ ¥ X Z +
a®Z2. Fazendo F(X,Y,Z) = 0, temos que seus pontos racionais sdo: (o, o8, 1), (o5,
a®, 1), (0®, @™, 1), (af, a3, 1), (of, ¥, 1), (af, o™, 1), (%, o®, 1), (2%, a2, 1), (a0,
a®, 1), (¥, 08, 1), (o™, 0, 1), (B, a'?, 1), (&3, 1, 1), (o, &®, 1), (a4, a%, 1),
@®, a2 1), (a®, o, 1), (o®, a®, 1), (a®, &%, 1), (a®, &%, 1), (0, a®, 1), (a®, 1, 1),
(@®, a, 1), (a®, a8, 1), (a®, o, 1), (a®, a®, 1), (a®, 08, 1), (&%, o%, 1), (a®, o?, 1),
(@™, a®, 1), (1, 0, &™), (1, 0, &®"). Observando os pontos onde X = S = o™ e Z =1,
temos onde ocorreram os erros. Os pontos racionais satisfazendo X = 81 =o' e Z =1
sdo (@™, a,1) e (a*,a®,1). Portanto, os erros ocorreram na sequnda e na trigésima
posicao do vetor recebido.

A curva sobre GF(32) gerada por f(z,y) = 0 é ndo-singular, consequentemente, o
género da curve é dado pela equagdo (3.9), portanto o género da curva é0.

Célculo das magnitudes dos erros: Como os pontos racionais P, = (a®,a,1) e P, =
(a®,a®,1), indicam as localizacdes dos erros Y1, Ya, que sio distintas por hipdtese, entdo
devernos encontrar as magnitudes Z; € GF(32), ¢ = 1,2, resolvendo o sistema (4.20).
Portanto, as magnitudes dos erros sdo Z,=a° e Zy = o

Observe que esta curva é mazimal, pois atende ao limitante da Definicao 3.4.2.

4.3 Algoritmo de Peterson-Gorenstein-Zierler Am-
pliado

De modo andlogo aos procedimentos adotados na obtencao do algoritmo de Berlekamp-
Massey ampliado, iremos propor um algoritmo de decodificacao, a partir do algoritmo de
Peterson-Gorenstein-Zierler, [7]. A fungdo bésica deste algoritmo é determinar, usando
as propriedades dos sistemas lineares (4.8), as fungGes simétricas elementares. Os imple-
mentos dos passos que iremos introduzir visam a localizacio dos erros através dos pontos
racionais da curva algébrica associada ao polinémio (Chavel) ou polindmio (Chave2) e,
para os codigos alternantes definidos no Capitulo 2, a identifica¢do da primeira sindrome.

As equacdes (4.8) podem ser escritas na seguinte forma matricial

S Sy - S,u Tu —utl
S. S3 - 8 - -
2 3 ;4'+1 U,u. 1 _ :m»:a (4‘21)
Sé—,u—l S(S—-;.L Tt 56—2 L2 ““Sé...;

Mostraremos, no Teorema 4.3.1, que a Inatriz associada ao sistema (4.21) é nio-singular,
quando existirem v erros na recep¢ao do vetor transmitido.

O teorema a seguir nos fornece a condicdo para a determinacio dos v erros ocorridos
na recep¢aoc do vetor transmitido.
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Teorema 4.3.1 [5/ A matriz de sindromes

S S .- 8,
Sy S -+ 8

M= :2 :3 ,u:—i-l (422)
Sii S,UH T 82#“"1

€ ndo-singular se p € igual a v, o ndmero de erros que realmente ocorreram. A matriz é
singular se i € maior do que v.

 Demonstragdo. Seja Y, = 0 para y > v. Seja a matriz (4.19) com elementos Vj; =
}}’_1, e seja D a matriz diagonal

Y 0 4]
p=| 0 &% 0
0 0 ... ZY,

com elementos [);; = Z,Y:d;;, onde § = 1 se ¢ = j e zero caso contririo. Entdo a matriz
produto VDVT tem elementos

M © " s
(VDVT)ij = Z v Z Ztylézic}’g'l = Z: }/Ei_IZzYEY;j_l = Z Z;Yf”wl,

i=1 k=1 i=1 t=1]

que sdo iguais ao ij-ésimo elemento da matriz M e, portanto, M = VDVT. Assim, o
determinante de M satisfaz

det M = det V det Ddet V det M = (det V'}*(det D).

Se p € maior que v, entdo det D = 0 e portanto, det(M) = 0; consequentemente, M é
singular. Se i € igual a v, entdo det D # 0. Além disso, a matriz (4.19) tem determinante
nao-nulo se as colunas sao diferentes e nao-nulas, no qual é verdadeiro se u é igual a v.
Portanto, det M = 0. Isso completa a demonstracao do tecrema. »

De acordo com o Teorema 4.3.1, para calcular os valores correto dos erros v’s, primeiro
fixamos v == t e calculamos o determinante da matriz (4.22). Se for ndo-nulo, este é o valor
correto de v. Caso contririo, se o determinante for zero, reduzimos o valor de v por 1 e
repetimos o procedimento. Continuamos corn esse procedimento, até que um determinante
nao-nulo seja obtido. Assim, a quantidade de erros que ocorreram na palavra recebida é
entdo conhecida. Em seguida, invertemos a matriz (4.22) e calculamos os o;’s. Apés isto,
determinaremos o polinémio (Chavel) ou polindmio (Chave2) como objetivo de obtencio
dos pontos racionais do polinémio homogéneo de f(z,y).

Algoritmo de Peterson-Gorenstein-Zierler
Em vista aos fatos relacionados acima, deduzimos que o procedimento de decodificacéo
de cédigos alternantes compreende os seguintes passos:
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(1) g+ (6 —1)/2]0;

(2) se det M =~ 0, entdo a solugdo do sistemna (4.21) é encontrada, portanto fim. Caso
contrdrio va para (3);

(3) p«— p— 1; v4 para (2).

O mimero de erros é dado por v = ;1 e a solugdo {1, 09, ..., 0,) de (4.21) é encontrada
multiplicando-se a matriz M~ por (~S,41,—Su1a,-- ., —Sgﬂ)T.

Em virtude dos comentérios acima, a decodificacao de cédigos alternantes pode ser rea-
lizada com os seguintes procedimentos, que serd denominado de algoritmo de Peterson-
Gorenstein-Zierler ampliado, cujas etapas constam dos seguintes passos:

Passo 1: Calculo do vetor sindrome S = (S,, Sy, - - ,S5-1), a partir do vetor recebido 7;
Passo 2: Identificacdo da condicdo de singularidade da matriz (4.22);

Passo 3: Cdlculo das funcdes simétricas elementares o1, 09+, 0, através do sistema
(4.21):

Passo 4: Obtencéo do polindmio (Chavel) ou polinémio (Chave2), através de S; e dos
o;’s.

Passo 5: Cialculo dos niimeros de localizacao de erros Y3, Ys, - -+ , Y, a partir dos pontos
racionais do polinémio homogéneo F(X,Y, Z) de f(z,y);

Passo 6: Identificacio do tipo de curva algébrica gerada pelo polinomio f(z,y), isto &,
se f(z,y) é singular ou ndo-singular e consequentemente determinar o género da curva
algébrica;

Passo 7: Célculo das magnitudes dos erros Z;’s a partir dos pontos racionais que identi-
ficam a localizacdo dos erros do polinémio F(X.Y, Z).

A seguir, analisaremos detalhadamente cada wmn dos sete passos acima.

Passo 1: Cdleulo do vetor sindrome.
S=7-H"

Passo 2: Identificagio da condig¢do de singularidede do matriz ({.22).

Determinamos a matriz (4.22) e verificamos se & nio-singular, caso contririo, reduzi-
mos o valor de v por 1 e repetimos o procedimento até que um determinante nao-nulo
seja obtido;

Passo 3: Cdlculo das fungdes simétricas elementares.
Usamos o Passo 3 e determinamos a solugdo do sisterna linear (4.21) nas incégnitas
o8, 1 < i <y, tal que v seja minimo, usando o fato de que a matriz M é nao-singular.
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Feito iss0, passamos a analisar o quarto passo que determina o polinémio {(Chavel) ou
polinomio (Chave2).

Passo 4: Obtengdo do polinémio (Chavel) ou polinémio (Chave2), através de Sy e dos
F; s.
Este passo € idéntico ao Passo 3 do algoritmo de Berlekamp-Massey Ampliado.

Passo 5: Célculo dos ndmeros de localizacdo dos erros.
Este passo é idéntico ao Passo 4 do algoritmo de Berlekamp-Massey Ampliado.

Passo 6: Identificacio quanto a condicio de singularidade da curva gerada pelo polindmio
f(z,y).

Determinamos se a curva algébrica associada ao polinémio obtido no Passo 4 & singular
ou nao-singular e determinamos seu género. Este passo € idéntico ao Passo 5 do algoritmo
de Berlekamp-Massey Ampliado.

Passo 7: Cdlculo das magnitudes dos erros Z;’s, a partir dos pontos racionais.
Este passo é idéntico ao Passo 6 do algoritmo de Berlekamp-Massey Ampliado.

Para ilustrar a aplicagio dos procedimentos de decodificacio descritos acima, apresen~
taremos alguns exemplos.

Exemplo 4.3.2 Como exemplo do procedimento de decodificacdo, considere um codigo
BCH(15,5) (capaz de corrigir até trés erros) definido sobre GF(16) gerado pelo polinémio
9(z) =0+ 28+ 2+ 2% + 22+ 2+ 1. Sejo GF(16) o corpo de Galois tal que o*+a+1 =
0. Temos que a,0?, 0% 0% o af sdo ratzes de g(z), portanto dmn(C) > 7. A matriz
verificagdo de paridade para este codigo é

- 2 .3 4 5

7 g 12

—
=9
i

1 a o o ot o® o o o & % o' a®? o o

1 a2 of of o a® a2 o o o o o o al! ol

1 o af o a2 1 o of o a2 1 o aof o a2
H= 1 a* a® o2 a af o a®® o of Q0 ol ad a ol

165 a® 1 o a® 1 o o 1 o o 1 o ol

1 of a2 o a° 1 o a2 o o 1 of o of o

Assuma que a palavra toda nula € = (000000000000000) seja transmitida através do canal
e que o vetor recebido seja T = (001000010000000). Agora, sequiremos os passos do algo-
rittno de decodificacdo.

1. Cdlculo do vetor sindrome S: a i-ésima stndrome S; = r{a’), 1 < i < 6, onde r(z)
é o polindmio recebido. Portanto,

S=FH = (a2 o° 0 o® o 0).

2. Identificagdo da condicdo de singularidade da matriz ({.22). Neste passo, iniciamos
com v = 3 e verificaremos se a matriz

Sl 52 53 (81 12 ag 0
M= 32 Sg 34 = o 0 o
Sy 8 S5 0 & 1
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é ndo-singular. Como o determinante de M ¢é nulo, entdo consideramos agora v = 2
e verificamos se M é n@o-singular. Assim,

. 51 52 _ (112 C!g
M—[Sz 53]_{049 0 ’

Como det M = o® é ndo-nulo, entdo ocorreram dois erros.

3. Célculo das fungdes simétricas elementares: resolvendo o sisterma ({.21), temos que,
o1 =qa*? e oy = o’

4. Obtencio do polinémio (Chavel) ou polinémio (Chave2): como o1 # 0 e og = 03,
entdo utilizamos o polinémio (Chave?) para determinar o polindmio f(z,y). Assim,
temos que

flz)=z+01-Si=z+a?—a?=z e
9(z) = o1(z ~ 51 + 01) = o¥(z — o + o'?) = o'z,

Logo, f(z,y) = y* + zy + a*?z.

5. Céleulo dos nimeros de localizacdo de erros: os pontes racionais do polinémio
homogéneo F(X,Y,Z) = 0 sdo: (o”,a® 1), (e?,a' 1), (7,02}, 1), (o', o, 1),
(aiﬂu alS’ 1)? (a27 {141 1)1 ((14, &, 1)1 (a127 02, 1)7 (a123 CIT, 1)7 (au: 033 1)7 (GS’ 0114, }”)7
(@*,0% 1), (8,a8,1), (a* 1,1), (1,1,0), (1,0,0), (0,0,1). Esta curva é mazimal.
Observando os pontos onde X = s, e Z = 1, identificamos a posicio dos erros. Os
pontos racionais onde ocorreram os erros foram (a'?, o, 1) e (a*,a7, 1). Portanto,
08 erros ocorreram na terceira e na oitava componente.

6. Identificagdo da condicdo de singularidade da curva algébrica gerada pelo polindémio
flz,y): @ curva sobre GF(16) gerada por f(x,y) = 0 é ndo-singular de género 0.

7. Cdlculo das magnitudes dos erros Z;’s, a partir dos pontos racionais: Comoe o cddigo

¢ bindrio, os erros sdo de magnitudes 1 e, consegiientemente, o erro é dado por
g = (001000010000000).

Exemplo 4.3.3 Considere o cddigo de Goppa C(L,g), onde L = {1, a, o?, o3, o, o®,
af, o, af, o, ', o'l at? o, oM} ed =5, assim g(z) = 2! = 2% et = 2. Logo, a

matriz verificacio de paridade do codigo de Goppa (2.11), é dada por

1 o a” a® o o of o a® o o a o? of ot
He 1 a2 o o &2 1 a2 % o o8 1 o o of af
1 a2 a' o of o o® a o™ o2 al® o of ot o
1 o o a2 o o® 0 o of o o of o o a

Assuma que a palavra todae nula © = (000000000000000) seja transmitida através do canal
e que o vetor recebido seja ¥ = (00000*00¢°0000000). Aplicando os procedimentos de
decodificacdo do algoritmo de Peterson-Gorenstein-Zierler ampliado, temos:
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Célculando o vetor sindrome, temos
S=rH"=(a'% o® of o? ).

Determinar a matriz ({.22) e verificar se é nio-singular. Neste passo, iniciamos com
v = 2 e verificaremos se ¢ matriz

31 Sg CYIZ CES
M = { Sg 53 - 018 a7 ’
€ nao-singular. Como o determinante de M é nao-nulo, isto é,

_ S; S:g . (112 {}:8 .
d.e»}t]\/f——det[SF2 S, J mdet{ o o =1,

entdo ocorreram dois erros.

Resolvendo o sistema (4 21), temos que o1 = &® € 0y = a'l.

Como 01 # 0 e 03 # o}, entdo utilizando o polinémio (i Chave2) para determinar o
polindmio f(z,y), temos que

filt)=z+4+o0;~Si=z+f-aP=z+a0 ¢
9(z) = (z+ 01~ S1)(z + 02/01 ~ S1) = (¢ + %) (z + o).

Logo, f(z.y) = y* + (z + &)y + (z + a0)(z + o).

Os pontos racionais do polinémio homageneo de f (z,y) sdo: (a,a,1), (o, 1),
(a3 a?,1), (a®,al% 1), (a a'®, 1), (@, a4, 1), (@'%,a7,1), (@3, a,1), (a®®, 0%, 1), (a4,
a’, 1), (a”, a®, 1), (1,0 1), (1,a 1), (a®, 1,0), (1,0,a ), (1,0,0%), (a!°,1,0). Esta curva
€ uma curve mazimal. Observando os pontos onde X = S; e Z = 1, temos onde ocorreram
os erros. Os pontos racionais que ocorreram os erros foram (a'?, 04, 1) e (a2, a7, 1). Por-
tanto, o0s erros ocorreram na quinta e nae oitave componente do vetor recebido.

A curva sobre GF(16) gerada por f (:c, y)=0 ¢ n&owsingular de género 0.

Como os pontos racionais P, = (a,0%,1) e P, = (a7,07,1), indicam as localizagées
dos erros Y1, Ya, que sdo distintas por thdtese entio devemos encontrar as magnitudes
Z; € GF(186), i = 1,2, resolvendo o sistema (4.20) invertendo a matriz Y. Portanto, as
magnitudes dos erros sio Z, = a® € Zy = .
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4.4 Apéndice

Algoritmo Para Pontos Singulares e Pontos Racionais
Os algoritmos que apresentaremos a seguir sdo baseados nos algoritmos de Gaétan
e Dominique, [26].
Seja & uma curva plana projetiva definida sobre GF(g) com equacio F(X,Y,Z) = 0.
Algoritmo para determinar pontos singulares

Sejam Fx, Fy e Fz, respectivamente, as derivadas de F' com respeito as varidveis X,
Y e Z. Entao

Fla,b,c)=0
Fx(a,b,¢) =10

(a:b:¢) € X ésingular <= Fy{a,b,c)=10 (Sing)
Fz{a,b,c)=0

{a,b,¢) # (0,0,0).

Para resolver o sistema (Sing), adotaremos os seguintes passos, utilizando o pacote do
Sistema Maple7:
with(algcurves): (pacote que trabatha com curvas algébricas no Maple);
m:; n: {ndmeros naturais);
p: {ntimero primo);
alias(alpha=RootOf(x "m-+x+n-1)): (gera o corpo de Galois p™);
fl: (Polindmio nas varidveis x e y, isto &, fi(z,y));
Fl:=homogeneous(fl,x,y,z) mod p; (Polinémio homogéneo de fi(z,y));
Fl1x:=diff(F1,x)mod p;
Fly:=diff(F1,y)mod p;
Flz:=diff(F1,z)mod p;
forifrom 1 by 1tom™—1do
for j from 1 by 1 to m™ — 1 do
if (simplify{subs({x=alpha"i,y=alpha~j,z=1},F1))mod p)=0 and
(simplify(subs({x==alpha"i,y=alpha"},z=1},F1x))mod p)=0 and
(simplify(subs({x=alpha"i,y=alpha"j,z=1},Fly))mod p)=0
then print(alpha~i,alpha~j,1) end if; od;
if (simplify(subs({x=alpha~j,y=1,z=0},F1))mod p)=0 and
(simplify(subs({x=alpha"j,y=1,2=0} ,Flx))mod p)=0 and
(simplify(subs({x=alpha"j,y=1,2=0},F1z))mod p)=0
then print(alpha”j,1,0) end if;
if (simplify(subs{{x=alpha"j,y=0,z=1},F1)}mod p)=0 and
(simplify(subs({x=alphaj,y=0,z=1},F1x))mod p)==0 and
(simplify(subs({x=alpha"],y=0,2=1},Fly))mod p)=0
then print(alpha~j,0,1) end if;
if (simplify(subs({x=0,y=alpha”j,z=1}F1))mod p)==0 and
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(simplify (subs({x=0,y==alpha"},z=1},F1x))mod p)=0 and
(simplify (subs({x=0,y=alpha"j,z=1},Fly))mod p)=0

then print(0,alphaj,1) end if; od;

if (simplify(subs({x=1,y=0,z=0},F1))mod p)=0 and
(simplify(subs{{x=1,y=0,z==0},F1y))mod p)=0 and
(simplify (subs({x=1,y=0,2=0},F1z))mod p)==0

then print(1,0,0) end if;

if (simplify(subs({x=0,y=0,2=1},F1))mod p)=0 and
(simplify (subs({x=0,y=0,z=1},F1x))mod p)=0 and
(simplify(subs({x=0,y=0,z=1},F1y))mod p)=0

then print{0,0,1) end if;

if (simplify(subs({x==0,y=1,2=0},F1))}mod p)=0 and
(simplify (subs({x=0,y=1,2=0},F1x))mod p)=0 and
(simplify (subs({x=0,y=1,2=0},F1z))mod p)=0

then print(0,1,0) end if;

Algoritmo para determinar pontos racionais

Para encontrar os pontos racionais de uma curva algébrica sobre corpos finitos, usa-
remos a mesma idéia do algoritmo anterior.

Entao,
F{a,b,c) =0
al —a=0
(a:b:c) € X éracional sobre GF(g) <= { b ~b=0 (Rac)
c?-c=10

(a,b,c) # (0,0,0).

Para resolver o sistema (Rac), adotaremos os seguintes passos utilizando também o
pacote do Sistermna MapleT:
with(algcurves): (pacote que trabalha com curvas algébricas no Maple);
m: n: (nimeros naturais);
p: (mdmero primno);
alias(alpha=RootOf(x “m+x+n-1)): (gerando o corpo de Galois p™);
f1: (Polindmio nas varidveis x e y, isto &, fi(z,y));
F1:=homogeneous(fl,x,y,z) mod p; (Polinémio homogéneo de f,(z,y));
soma:=0;
forifrom 1 by 1ltom®—1do
for j from 1 by 1 to m™ — 1 do

if (simplify(subs({x=alphai,y=alpha”j,z=1},F1))mod p)=0

then soma:=soma+1: print(alpha~ialpha~j,1) end if;

od;

if (simplify(subs({x=alpha"j,y=1,2=0},F1))mod p)=0

then soma:=soma+1:print(alphaj,1,0) end if;



126 CAPITULO 4. DECODIFICACAO DE CODIGOS ALTERNANTES CICLICOS

if (simplify (subs({x=1,y=0,z==alpha"j},F1))mod p)=0
then soma:=soma+1:print(1,0,alpha”j)} end if;

if (simplify (subs({x=0,y==alpha"j,z=1},F1))mod p)=0
then soma:=soma-+1:print{0,alpha~j,1} end if;

od;

if (simplify(subs({x=1,y=0,z=0},F1))mod p)}=0

then soma:=soma-1:print(1,0,0) end if;
if (simplify(subs({y=1,x=0,2=0},F1))mod p)=0

then soma:=soma+1:print(0,1,0) end if;
if (simplify(subs({z=1,x=0,y=0},F1))mod p)=0

then soma:=soma-1:print(0,0,1) end if;

od;soma;



Capitulo 5

Conclusoes

Nossa proposta, neste trabalho, foi estabelecer uma relacdo entre curvas algébricas,
através de polinémios absolutamente irredutfveis, e o processo de decodificacdo dos c6-
digos alternantes. A principal motivacdo foi a construcio de polinomios absolutamente
irredutiveis f(z,y) sobre corpos finitos, que, por sua vez, geram curvas algébricas asso-
ciadas diretamente ao processo de decodificacdo dos codigos alternantes. Desta forma,
a estrutura geometrica do problema em foco teve como ponto de partida a busca dessa
estrutura utilizando a relacio entre o polindmio irredutivel f(z,y), dado por

Fz,y) = fol@)y" + fil@)y" ™ + - + ful2)

gerador de wma superficie de Riemann compacta e a saida do algoritmo de Berlekamp-
Massey (BM), isto é, a determinacdo de um polinémio de duas varidveis (z,y), tal que
para um determinado valor z = zy tivessemos o polindmio

flzo, ) =y"+o1y" '+ + o,

como a safda do algoritmo de BM, ou equivalentemente, a superficie de erros.

Além disso, mostramos alguns exemplos de curvas com muitos pontos racionais deri-
vados desta construcdo que sio bastante utilizados na construcio de coédigos algébrico-
geométricos (AG). Corpos de funcdes algébricas ou, equivalentemente, curvas algébricas,
proporcionam ura ferramenta 1til para a Teoria da Codificacio e outros ramos da Teoria
da Informacgo, como por exemplos, os c6digos algébrico-geométricos e os codigos trago.
Nestas aplicagoes, o nimero de pontos racionais de um corpo de funcio desempenha um
papel crucial na construgao de cédigos AG, como mostrado no Exemplo 3.5.12. Tal cédigo
foi construido a partir de uma das curvas algébricas apresentadas na Secao 3.5.

Os objetivos deste trabalho estiveram fundamentados no processo de codificagdo e
decodificacdo através das estruturas geométricas associadas aos coédigos lineares. Ao longo
do desenvolvimento desta reflexdo, foram adotados os seguintes procedimentos, com seus
respectivos resultados:

No Capitulo 2, foi apresentada uma investigacio detathada das principais subclasses
dos codigos alternantes e suas generalizagdes. Também foram apresentadas diversas pro-
priedades existentes entre essas subclasses, principalmente a relacio entre a forma das
matrizes geradora e verificacdo de paridade dessas subclasses, €, a partir disso, mostramos
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vérios exemplos dessas relacoes existentes. Apresentamos também, a relagdo de equiva-
léncia entre as formas das matrizes verificacao de paridade do Cédigo Cléssico de Goppa.

No Capitulo 3, foi introduzida uma proposta de construgido de polinémios absolu-
tamente irredutiveis, que é muito importante no contexto da geometria algébrica e da
Teoria da Codificacdo. No admbito dessa discussao, introduzimos as principais curvas
algébricas utilizadas para construir Cédigos Algébrico-Geométricos, isto &, curvas maxi-
mais. Com base nisso, foram apresentados vdrios exemplos de curvas geradas por essa
construcdo que possuem muitos pontos racionais. Observamos, ainda, que os polinémios
(Chavel) e {Chave2) apresentados na Secao 3.2 podem ser representados da seguinte
forma f(z,y) = + y" + g(z, y), onde o grau de g(z,y) é menor ou igual a n.

No Capitulo 4, foram introduzidos, nos algoritmos de Berlekamp-Massey e de Peterson-
Gorenstein-Zierler, novos passos, com o objetivo de estabelecer, no processo de decodifi-
cacdo dos cédigos alternantes, uma relagao entre a estrutura algébrica existente e a estru-
tura geométrica através de curvas algébricas, que é obtida via construcéo de polindmios
absolutamente irredutiveis apresentada no Capitulo 3. Os pontos racionais que estao dire-
tamente relacionados na localizacio dos erros sdo pontos ndo-singulares da curva algébrica
associada, e estes sdo utilizados através da matriz de Vandermonde para determinar as
magnitudes dos erros. Por outro lado, os polinémios que determinam as localiza¢oes
dos erros podem também ser utilizados para gerar curvas maximais, indicando, assim,
que existe uma relacio entre os c6digos alternantes e os cédigos algébrico-geométricos (a
natureza dessa relagio poders ser investigada em trabalhos futuros). Dessa forma, intro-
duzimos uma importante estrutura geométrica no contexto de decodificacdo de codigos
alternantes ciclicos — este processo pode ser utilizado em qualquer um dos algoritmos de
decodificacdo dessa classe de codigos.

Em sintese, e para reiterar as principais contribuicGes deste trabalho, destacamos a
construcgéo de polindmios absolutamente irredutiveis sobre corpos finitos; a incorporagao
de uma estrutura geométrica, até entdo inédita, aos algoritmos de Berlekamp-Massey e
de Peterson-Gorestein-Zierler. A estrutura geométrica introduzida se aplica ao processo
de decodificacao da classe dos codigos alternantes através do grupo das unidades indepen-
dentemente da estrutura algébrica em consideracao. Finalmente, é importante mencionar
a relevancia de se utilizar conceitos e resultados {ou teorias) de base matemdtica para a
solucdo de questdes na drea de Engenbaria.

5.1 Proposta para Futuros Trabalhos

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foram identificados vérios tépicos de inte-
resse tanto no contexto da Matemdtica quanto no contexto da Engenbaria, especifica-
mente no que diz respeito as curvas algébricas e aos processos de codificacio e decodifi-
cacio, respectivamente, os quais ficam como perspectivas abertas para futuras pesquisas.
Dentre eles, podemos citar os seguintes:

¢ A determinagao das condigdes, sobre o polinémio absolutamente irredutivel (Chavel),
para que as curvas algébricas geradas sejam nao-singulares.
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» O estabelecimento de condiges para que as curvas geradas pelos polindmios (Chavel)
e (Chave2) apresentados na Secdo 3.2, sejam maximais.

e A determinacdo das relacOes existentes entre as curvas geradas pelos polinémios
(Chavel) e (Chave2) apresentados na Secio 3.2 e as curvas mais conhecidas, isto &,
curvas hermitianas, curvas de Klein, etc.

¢ A construcio e identificagio de Cédigos Algébrico-Geométricos e Cédigos Trago, a
partir da proposta de construcio de polinémios absolutamente irredutiveis.

o A determinacdo do tipo de relacio existente entre os cédigos alternantes e os cédigos
algébrico-geométricos no processo de decodificacio e no processo de codificacao,
respectivarente.

¢ A determinagio de condigdes a partir da proposta de construc¢ao de polindmios abso-
lutamente irredutiveis afim de que essa proposta seja ampliada para a decodificacio
de codigos AG.

e Estabelecer uma estrutura geométrica no processo de decodificacdo dos codigos de
bloco lineares sobre anéis finitos a partir do trabalho [3] utilizando polindmios ab-
solutamente irredutiveis.
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