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Resumo

Este trabalho trata do problema de filtragem robusta para sistemas dinimi-
cos lineares continuos e discretos no tempo. Mais precisamente, discute-se o
problema de filtragem linear de ordem completa para sistemas incertos tendo
como critério de desempenho a norma H.,.

Primeiramente, sio apresentados e discutidos resultados existentes na Literatura
baseados em equagdes do tipe Riccati e (no caso de incertezas do tipo limitada
em norma} em Desigualdades Matriciais Lineares — LATs (do inglés, Linear
Matrix Inequalities) acopladas.

A seguir, é proposta uma solucio por LMITs para sistemas com incertezas pa-
ramétricas do tipo politépicas. Fssa solugéo, baseada em condicdes necessdrias
(no sentido de que o erro de filtragem & quadraticamente estdvel) e suficientes,
permite que o filtro de custo garantido H,, Gtimo seja obtido a partir de proce-
dimentos convexos de otimizagio, com convergéncia assegurada. A extensio da
solucdo para o caso de filtragem robusta mista Ha/Heo € também apresentada.

Além disso, aborda-se o problema de filiragem singular (isto é, filtragem para
sistemas nos quais o vetor de safdas nio é inteiramente corrompido pelo sinal
de rufdos) sujeito a entradas desconhecidas, sendo proposta uma estrutura para
0 estimador que conjuga a robustez do filiro H., com propriedades padrao de
observadores com entradas desconhecidas.






Abstract

This work deals with the problem of robust filtering for both continuous and
discrete-time dynamic linear systems. More precisely, the problem of full order
linear filtering for uncertain systems with H.o norm performance criterion is
analyzed.

Firstly, the results from the literature based on Riccati like equations and (for
norm bounded uncertainty) on coupled Linear Matrix Inequalities — £ AMTs are
presented and discussed.

Then, an £LMITs based solution is proposed for systems with polytope type
parameter uncertainties. This solution, based on necessary (in the sense that the
filtering error is quadratically stable) and sufficient conditions, allows the optimal
Heo guaranteed cost to be obtained through convex optimization procedures,
with convergence assured. The extension to the case of robust mixed Ho/Hoo
filtering is also presented.

Moreover, the problem of singular filtering (that is, the filtering problem for 8ys-
tems in which the output is not completely corrupted by the noise signal) subject
to unknown inputs is also addressed, and a solution based on a decomposition
algorithm is proposed, in such a way that a particular structure is imposed to the
filter, combining the robustness of the H,, filter with unknown input observer
standard properties,






Notacao e Definicoes

¢ I denota o conjunto dos nimeros naturais
¢ & (C) denota o conjunto dos nimeros reais {complexos)

* C ¢ particionado como C ~JC T *, onde €~ = {s € C | Re(s) < 0}, C° = {s €
C| Re(s) =0} and C* = {s € C| Re(s) > 0}

e R™ ¢ o espagco euclideano real

¢ R7TXMCMXM) & o espago normado real das matrizes reais (complexas) munido da norma
espectral, | M| = oo (M)

* Opar(M) denota o valor singular mdximo da matriz M

¢ B, denota a bola aberta de raio unitirio centrada na origem
¢ A(M) denota o espectro da matriz M

e I ¢ a matriz identidade de dimensio apropriada

* 0 ¢ a matriz nula de dimensio apropriada

¢ S(M) denota a imagem do operador representado por M

¢ N(M) denota o espaco nulo do operador representado por M
s M' denota a matriz transposta de M

* M~ denota o conjugado transposto da matriz M

o M* denota a matriz ortogonal a M

¢ M >0 (M > 0)édefinida (semidefinida) positiva

* M <0 (M <0)é definida (semidefinida) negativa

o Tr(M) representa o traco da matriz M

* &(-) denota a esperanca matematica

e diaglm,...,m,] denota uma matriz com os elementos {ou blocos) my, i = 1,...,n,
na diagonal principal



Notacao e Definicoes

sup ess denota o supremo essencial

BHe, representa todas as matrizes de transferéncia, racionais, com coeficientes reais,
estiveis e préprias

RH, representa todas as matrizes de transferéncia, racionais, com coeficientes reais,
estaveis e estritamente proprias

£3]0; oo} denota o espago (de Hilbert) das fungdes de quadrado integrivel a Lebesgue
no intervalo [0; 0o)

{3[0; 00} denota o espaco (de Hilbert) das seqiiéncias reais {complexas) de quadrado
somével entre [0; 00)

V(-} denota o conjunto dos vértices 4, i = 1,...,{ de um politopo convexo
LIT de Linear e Invariante no Tempo

LMIs doinglés Linear Matriz Inequalities

RQTs de Restrictes Quadriticas Integraveis

dx(t) denota z{t) e (¢t + 1) para sistemas continuos e discretos no tempo, respectiva-
mente

v tepresenta a variavel de freqiiéncia s para sistemas continuos ou o operador de
deslocamento no tempo { para sistemas discretos

* representa um integradar para sistemas continuos ou um atraso em tempo para
sistemas discretos

+ I{ denota o espago dos sinais Gaussianos de média nula ou os sinais £3[0; oo} (£2{0; 00)).

()Z, representa uma matriz onde ¢ e 7 denotam a linha e a coluna e o escalar & denota
o passo do algoritmo

{-)} representa elementos de um vetor onde ¢ denota a linha e h o passo do algoritmo
x:; denota o subespaco associado ao sub-vetor de estados z;

& denota a soma direta de subespagos

dim(v) denota a dimensdo de um vetor v

M# denota qualquer inversa & esquerda da matriz M

stgn denota a funcéo sinal, isto é,

I, se m>0
sign(m)£4{ 0, se m=
-1, se m<{



Notacdo e Definicoes 7

NoTa N.1 Usa-se de forma indistinta no texto a representacdo de wma matriz também
para indicar a transformagdo linear definida pela matriz, isto €, dada M, matriz de ordem
m X n, vepresentar-se-d também por M a transformagdo linear definida por M(q) = Mg,
com M 1V — T, onde V e T sdo dois espagos vetoriais convenientes.

%

Nota N.2 Seja M : V — T, onde ¥V ¢ T sdo dois espacos vetoriais convenientes. Dizer
que M € sobrejetiva significa dizer que o subespago S(M) € igual ao T, ou que Mg = h tem
solugdo Vh € T.

%

Definicdo D.1 (INVERSA (GENERALIZADA DE Moore-PENROSE). Se M € U"*", entdo a
inversa generalizada de M ¢ definida como a nica matriz M1 € C"™ tal que

a) MMM = um,

b) MMMt = mi,

o) (MM = MMt

d) (MIMy = MT M.
Se M € quadrada e nio singular MT = M~1, 0
Definicdo D.2 (Esragos pe Harpy H, E Heo). O espago Hy consiste das funcoes

(matriciais) de quadrado integrdvel e analiticas em C + e o espago Ho, representa as fungées
(matriciais) limitadas e analiticas em C *. O

Definigdo D.3 (NorMA H3). Seja H(v) € RHy. Define-se « norma H, para sistemas
continuos no tempe como

o 1 og N
M2 o [ T Gy (o)
e para sistemas discretos no tempo por
17 : :
i 2 - [ T Ee) () de
0

Definigdo D.4 (NorMA Hoo). Seja H(v) € RHy. Define-se a norma Ha, para sistemas
continuos no tempo como



8 Notacio e Definigées

1H o 2 sup {maz(H(s))} = sup. ess 1mar{ H{jw))}

seQ

e para sistemnas discrelos no tempo por

[Hllow 2 sup  ess {Omae(H (™))}

W[, 7]
O

Definicdo D.5 (ATENUAGAO DE RUIDOS v). 7 € R € denominado um nivel de atenuagdo
de ruidos para um sistema representado pela matriz de transferéncia H(v) se sotisfaz a
desigualdade ||H|so <75, v > 0 com H(v) € RH,.. O

Lista de Definicoes
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Capitulo 1

O Problema de Filtragem

1.1 Formulacaoc do Problema

Considere o diagrama de blocos ilustrado na figura 1.1, onde o sinal de entrada w € B™
denota o vetor de ruidos nio-mensurdveis que inclui os ruidos que corrompem as medidas
e os distirbios de processo; ¥ € BT denota o sinal de saidas medidas; z € R? é o sinal a
ser estimado; £ € RP é a estimativa e 5 € RB” é o sinal de saida do erro de estimativa, isto

s ~ ~
&, =2z

Figura 1.1: Configuracio Geral do Problema de Filtragem.

Seja § um sistema linear e invariante no tempo (LIT) de dimenséo finita com realizagio
no espago de estados dada por:

dz(t) = Az(t)+ Bw(t), z(0)==x,, tel0; )
(§:) y(t) = Cz(t)+ Duw(t) (1.1)
) = La(t)
tal que z € R™,
Sob este cendrio, o problema de filtragem a ser abordado neste trabalho consiste em
encontrar a estimativa £ do sinal z tal que, para algum critério de desempenho, como

por exemplo a norma M., ou Hs, o erro de estimativa 3 seja minimizado. As estimativas

11
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disponiveis sdo baseadas no conjunto de medidas obtidas a cada instante de tempo, no caso,
{u(k) | k < t}. Nesse sentido, o objetivo é entdo projetar um filtro F que é denotado pelo
seguinte sistema linear e invariante no tempo de dimensao finita dado por:

di(t) = A#(1)+ Bpu(t),  #(0)=0
(F 1) (1.2)
1) = Cri(t)

onde & € R™/ representa o estado estimado. A funcio de transferéncia da dinimica do erro
de filtragem do sinal w para z com o filtro {F) conectado ao sistema (S} {veja figura 1.2) é
denotada por H;,{v) (veja a pagina 6 para a definicio de v).

A fim de caracterizar o erro de filtragem Z e o filtro #, considerem-se as seguinte de-
finicBes.

Definigao 1.1 (ERRO DE FiLTRAGEM LIMITADO). ? ¢ denominado um erro de filtragem
limitado se, para todo x(0) € R™ eziste p > 0, tal que ||Z|] < p, t > 0, sempre que w(t) ¢
limitado. (W

Definigao 1.2 (¥1uTro ApMissiviEL). F € um filtro admissivel se e somente se F € as-
sintoticamente estdvel e, dada qualquer condi¢io inicial 2(0) € R™, tem-se tlim Ht) =
. gy

0,
sempre que w(t) = 0. W

O foco central deste trabalho consistird em tratar o problema de filtragem, apresen-
tado anteriormente, levando em conta o critério de desempenho H,,. Lancando mao das
defini¢des 1.1 e 1.2, denotar-se-d por problema geral de filiragem H,, a formulagio a seguir.

Problema 1.1 (P ) (PROBLEMA SUB-OTIMO Hu ). Assuma que o vetor de ruidos w{t)
seja limitado, i.e., w{l) € L[0;00) (£2[0;00)). Dada uma atenuacdo de ruidos v > 0,
encontre uwm filtro (F) admissivel, tal que  seja um erro de filtragem limitado satisfazendo
a relacdo

1203 < ¥ lwlli . 2(0)=0, w(t) #0 (1.3)

A

Note que, pela formulacao do problema, apenas condi¢des iniciais nulas para o sistema
serdo consideradas, embora, pela defini¢do de filtro admissivel, o efeito de condicdes iniciais
fixas mas ndo nulas sobre o erro de filtragem decaia assintoticamente a zero.

As vérias abordagens a serem estudas nesse trabalho levam em conta o enunciado do pro-
blema (Pooy ). Para o caso de incertezas nos parimetros do modelo, que envolve o projeto de
um filtro robusto que garanta um limitante | Hz, |l < 7, reformular-se-4 convenientemente
(Poo~y) em fungdo das incertezas admissiveis para o sistema. Note ainda que seri tratado
apenas o caso de ordem completa, isto é, ny = n.
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Figura 1.2: Filtro (F) conectado ao sistema {8} {veja a pégina 6 para a definicdo de x).

1.2 Perspectiva Histérica

“As primeiras inspiragdes para o desenvolvimento da teoria de estimativa apa-
rentemente foram motivadas pelos estudos astronémicos: mais especificamente,
6 estudo do movimento de cometas e planetas usando medidas oblidas airavés
de telescopios. O movimento destes corpos celestiais pode ser completamente ca-
racterizado por seis pardmelros, e o problema de estimativa considerado foi o de
inferir os valores destes pardmetros a partir das medidas obtidas. Para resolver
este problema relacionado com o movimento de revolucdo dos corpos celestiais,
o método de minimos quadrdticos foi criado por um Jovem revoluciondrio’ de
sua época, Karl Friedrich Gauss. Gauss tinha 18 anos de idade guando lancou
mao do método de minimos quadrdticos em 1795. O conceito Gaussiano de esti-
mativa por minimos quadrdticos forneceu a base para uma infinidade de técnicas
¢ teorias de estimative durante os mais de 170 anos segquintes, porém, provavel-
mente, nenhuma tdo it em termos atuais como o filtro de Kalman'.”

H. W. Sorenson, [Sor70, pag. 63]

O problema de estimativa de estados, abordado pelo filtro de Kalman cldssico {Kal60],
leva em conta um modelo estocéstico para o sinal de distirbios entrando no sistema e cor-
rompendo completamente o espaco de estados. O procedimento de estimativa consiste em
projetar um ganho (“filtro”) variante no tempo, de forma a minimizar o erro quadratico
médio em relagio A estimativa. Uma retrospectiva historica completa, sobre técnicas de es-
timativa que fundamentaram e estimularam o desenvolvimento tedrico do filtro de Kalman
em espago de estados, é apresentada de forma elegante em [Sor70]. Uma extensio 4 aborda-
gem do problema de estimativa proposto em [Kal60], considerando entradas deterministicas
atuando sobre o sistema, foi introduzida por Luenberger em [Lue64]. Nesse trabalho, uti-
lizando uma estrutura denominada observador, as entradas e safdas disponiveis do sistema
sdo utilizadas para construir uma estimativa do vetor de estados do sistema sem o envolvi-
mento de nenhum procedimento de otimizacdo. A confrontagio destas abordagens permite
concluir que a estrutura do estimador proposto para o filtro 6timo em [Kal60, Teorema 3]
precede ao observador proposto em [Lue6d4].

1Este texto em portugués ¢ uma tradugiio livre do autor desta tese.
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Desde entao, vdrios trabalhos tém abordado o problema de filiragem com base nos
resultados introduzidos por Kalman como, por exemplo, pode ser visto no tutorial em teoria
de filtragem e estimativa apresentado em [Rho71] (similarmente, o tutorial sobre o problema
de observacao por Luenberger [Lue71]) no fasciculo especial sobre teoria de estimativa do
IEEE Transactions en Automatic Control de 1971, volume 16, nimero 6. Além disso, outras
importantes referéncias, ainda no contexto desses primeiros momentos, inciuem: o problema
de filiragem continuo ne tempo, isto é, o filtro de Kalman-Bucy [KB61], [Kai68] e trabalhos
mostrando que o erro de estimativa ao usar-se um ganho constante ao invés de um ganho
variante no tempo, quando dada uma covaridncia qualquer associada & condi¢io inicial,
aproxima-se de zero quando o horizonte de tempo considerado ¢ infinito [Fri67], [SF69].

Nesse cenario, o problema de estimativa envolvendo procedimentos de otimizacio com
critério do tipo norma H, {em relagio ao erro de filtragem ) surge como conseqiiéncia natural
da teoria do filtro de Kalman, quando se supoe que o sinal de entrada possui propriedades
estatisticas conhecidas; particularmente, um processo de ruido branco. Assim, a varidncia
minima do erro de filtragem pode ser avaliada como uma norma H,. Na atualidade, varios
trabathos tém abordado caracteristicas envolvendo a teoria de estimativa [(GS97], [Bag91],
[GM89], {[GMS95], [MGGIT], [HSK96a], [HSK96b], bem como o problema de filiragem Ha
[Toi96], [XYS96], [ZDGY6], [WGI7], [PPISH], [PP97], [KRBY6] [YS96], [Xi9T].

Por outro lado, em muitas aplicacdes é comum a auséncia de informacées estatisticas
suficientes sobre a densidade espectral de poténcia do sinal de distirbios. Na verdade, em
alguns casos o sinal de ruido pode niao ser caracterizado como um processo estocastico,
mas sim como como um sinal deterministico de energia limitada [BCAN96]. Desta forma,
surgem na teoria de filtragem, abordagens alternativas utilizando como critério a norma He
(importante {ndice de robustez, usado no projeto de controladores j& ha algum tempo).

Os primeiros trabalhos tratando do problema de filtragem M., envolveram técuicas no
dominio da fregiiéncia, [GS90] (modelos polinomiais para a planta e os distiirbios), [Sha90],
[Her89], {Gri96], [YHBO6]. Mas, no entanto, destacam-se as vérias abordagens desenvolvidas
no espago de estados envolvendo o estudo de condigdes necessarias e suficientes descritas em
termos de equagdes do tipo Riccati [NK91], [ST92], [SY90], [DGF94], [YS9la], [TK96].
Particularmente, em [YS91b], o problema de filiragem H.., é interpretado sob a seguinte
dptica: o filtro procura estabelecer a melhor estimativa de z(¢) que minimize o critério Moo,
enquanto o ptor sinal de distdrbios tenta impedir uma medida aprepriada, maximizando o
critério Heo. Tal interpretagio, isto é, um jogo de dois oponentes com soma zero, realca a
caracteristica “minimax” do problema de filtragem H.,. Podem-se citar alguns trabalhos
abordando o tema sob esta éptica {YS92b], [YS92a], [YS593], [ST92], [BB95]. Também nesta
tltima estratégia, a equacio de Riccati desempenha um papel central no projeto do filtro.
O problema de filtragem H., tem sido abordado considerando ainda outras variaces: filtros
FIR {Finite Impulse Response) [KRY96]; sistemas periddicos [XdS93]; atrasos no sistema
[NRO7], [PSdS96]; sistemas ndo lineares [FS97], [BS96], [YCWBI5]; condicio inicial incerta
[Ich95}, [Ich96]; estudo da convergéncia da solugio da equacdo diferencial de Riccati Ha,
[BCAN97b] ou [BCAN97a}; sistemas baseados em dados amostrais [SNK93]; projeto do filtro
He para compor um controle baseado no observador [SN95]; filtragem mista Hy/Heo (veja
a secio 2.6). Além disso, o problema de filtragem étima M., tem sido estudado através de
formulagdes descritas em termos de LMTIs: [PK97], [WG97], [GW96], [PP98b], [TPP9ITH],
[PPOT], [TPPI7a], [KRBI6], [KR92].

Apesar da reduzida sensibilidade do filtro H,, frente a incertezas no sinal de ruidos, o
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projeto realistico de um filtro deve levar em consideragio também a presenca de incertezas
no modelo, que s&o inerentes aos sistemas fisicos (erros de medidas, variacdes de parimetros,
tolerdncias de especificagbes, etc.). Com essas preocupagdes, surge o denominado problema
de filtragem robusta (ou de custo garantido) que, desde o inicio, tem sido abordado basi-
camente por meio de duas equagdes do tipo Riccati parametrizadas por escalares positivos,
considerando incertezas paramétricas do tipo limitada em norma. Dentro deste contexto,
duas vertentes se delinearam: o projeto do filtro robusto de Kalman (ou de custo garantido
Hy) e o problema de filtragem de custo garantido H...

Com relagdo ao problema robusto de filtragem H,, intdmeros traballhos na literatura
tem tratado do tema tanto para sistemas continuos como para sistemas discretos no tempo:

[Sd594], [XdS95], [MSP96], [PM96], [SP97], [BCANYE], [PM94],[XS94], [PMO1], {DK95]. Em
[SdS94], [XdS95], [BCANYS] o filtro robusto é projetado de forma a minimizar um lmitante
superior para a covariancia do erro de filtragem, isto é, para a norma Hy da funcio de
transferéncia associada ao erro de estimacgdo. A conexdo entre filtro robusto e o conceito
de estimadores quadraticamente estdveis é introduzida em [PM91], discutindo o projeto de
estimadores que garantam um limitante superior para a covariancia [PM96], [PM94], [XS94],
[X5dS94]. Em [SP9T] é proposta uma estratégia para a construcio de um estimador de custo
garantido no caso em que parte das medidas nio esta disponivel.

Entre os resultados com relagdo ao problema de filtragem robusta H,, caracterizados
na literatura, destacam-se: para sistemas lineares continuos e discretos no tempo (horizonte
infinito e finito) [XdS95], [YDS94], [dS94], [MAV94], [XdSF91b]; projeto de um estimador
Hoo com restrigio sobre a varidncia (critério misto Hy /Mo, } [WGU97], [LS94]; entradas de-
terministicas no sistema incerto [dSSF95]; sistemas nao lineares [XdSWO6], [NF'94], [$597],
[55d596], [dS94], [dSXW93]; filtro FIR robusto [KdSR96]; abordagem por teoria de jo-
gos [T5d594]; saltos Markovianos [dSF96b], [dSF96a]; sistemas lineares periddicos [XdS93)],
[XdSF91a); medidas baseadas em dados amostrais [SdSX93].

Apenas bem mais recentemente é que o problema de filtragem robusta H., comegou
a ser abordado por técnicas envolvendo LMTs, motivadas principalmente por trabalhos
em teoria de controle por realimentagio de saida [GA94], [IS94], [AG95], [1595], [Gah96],
[CGY6], [SGCHT]. Seguindo a estratégia discutida em [Gah96], [GA94], Li e Fu em [LF95],
[LF97] propuseram uma nova abordagem para o problema de filtragem robusta H.,, tanto
para sistemas continuos como discretos no tempo, e incertezas descritas como restrigdes
quadrdticas integraveis. Em [LF97], sdo apresentadas condicdes suficientes para o projeto
do filtro robusto descritas em termos de duas £LMTs acopladas, isto . nio convexas.

Além disso, ao contrdrio do problema de custo garantido de controle H., com incerte-
zas do tipo politétipas, isto é, pertencentes a domifnios poliedrais convexos e amplamente
discutidas na literatura [BPG89], (GPBO1], [GPS92], [PGS93], [PGB93], [GPS93], [GPS94],
[PGS94], [GPS935), [PPI5H], [AGY5), [PP95a], [PRPI6], [(RPPYG], [PTPIT], [POPYS], o pro-
blema de filtragem robusta Ha, e/ou Hy com incertezas do tipo politépicas ndo havia sido
abordado na literatura até o momento. Concomitantemente aos resultados neste trabalho,
Geromel e colegas tém abordado os problemas de filtragem robusta He., e H, com incertezas
do tipo politdpicas através de LMTs em [Ger98], [GBGY8], [Gd098).

Uma outra importante linha, que tem recebido atencio na teoria de filtragem, trata do
caso de sistemas singulares (possivelmente incertos), isto é, sistemas com o vetor de saidas
medidas parcialmente {ou completamente) isento de rufdo. A resolucio dos problemas de
filtragem singular (incluindo o projeto de filtros de ordem reduzida) H, efou Heo, tem
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sido abordada através de formulacbes derivadas de equagdes algébricas [HY96], [CB93],
[XYS596], [BK94]; procedimentos de otimizagio em termos de LMZs [GW97], [PK97],
(WGO7], [GWa6], [PPI8L], [PP97], [LF97], [Shad7], [PPI8b], [PP98a], [PP98c]; e proce-
dimentos geométricos [Sch85]. .

Particularmente, uma nova fronteira do problema de filtragem singular, que tem recebido
pouca atencdo, é o projeto de uma estrutura para o filtro para sistemas sujeitos a entradas
desconhecidas, isto é, entradas arbitrdrias atuando sobre direcGes especificas do espaco de
estados.

Observadores sujeitos a entradas desconhecidas tém sido estudados hd um certo tempo
[TP96], [DU95] (modo deslizantes), [SGR95], [CYH94], [DZX94] [MGR94]. [GS81], [KVRS0],
[Bha78], [WDDT5]. Esta classe de observadores é projetada no sentido de poder desacoplar
as entradas de natureza arbitrdria que atuam sobre certas diregdes do espago de estados.

Mais recentemente, alguns trabalhos tém explorado técnicas recursivas para o projeto de
filtros de Kalman em sistemas sujeitos a entradas desconhecidas [HP98], [DZON95]. Parti-
cularmente, em [HZD96]. o projeto do filtro sujeito a entradas desconhecidas em [D7ZX94]
é estendido para o caso no qual as incertezas sio aglutinadas em uma varidvel de erro que
por sua vez ¢ tratada como pertencente a um conjunto elipsoidal. Porém, o problema de
filtragem singular, tratando critérios 6timos do tipo Ha e/ou H,, com entradas arbitrarias
atuando sobre o espaco de estados, praticamente nio tem sido discutido na literatura.

1.3 Proposta e Descri¢cao do Trabalho

A proposta deste trabalho ¢ discutir e propor solugdes para os seguintes problemas até o
momento pouco estudados ou mesmo em aberto na literatura: (i) O problema de filtragem
de custe garantido M., e misto Hy/H,., para sistemas com incertezas do tipo politépicas
{(abordagem por LMIZs) e (ii) o problema de filtragem singular sujeita a entradas desconhe-
cidas combinando estratégias de observadores do tipo modos deslizantes e critérios do tipo
HQ e Hw.

O trabalho é dividido em trés partes:

¢ A primeira parte, compreendendo o capitulo 2, aborda o problema de filtragem H.o
para sistemas precisamente conhecidos, continuos e discretos no tempo. Condigdes de so-
tubilidade do problema (P )sdo discutidas em termos da solvabilidade de uma equacio
do tipo Riccati. Além disso, o estudo para sistemas precisamente conhecidos envolve o
projeto de um filtro (JF) que satisfaga o problema (Poo) € garanta um limitante minimo
de atenuacdo de ruidos para a norma H.,. Tal caracterizagio, denominada problema de
filiragem dtima H,, é abordada através de procedimentos de otimizacdo convexos descritos
em termos de LMTIs [PP98b], [PP97]. Nesse capitulo discute-se ainda a ocorréncia de altos
ganhos de filtragem no caso continuo, bem como o problema de filtragem singular. Dois
exemplos e comentdrios sobre filtragem mista H,/H,,, métodos numéricos e propriedades
de equagodes de Riccati e LAMTs finalizam o capitulo.

¢ A segunda parte do trabalho trata do problema de filtragem robusta com critério do
tipo Ho, para sistemas incertos. O estudo deste problema para o caso de sistemas continuos
no tempo é apresentado no capitulo 3, enquanto no capitulo 4 discute-se a solucio para siste-
mas discretos no tempo. Nos dois capitulos, apresenta-se uma pequena revisio das aborda-
gens por equagoes de Riccati (basicamente propostas por de Souza e colegas, [XdS95], [dS94]
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[XdSF91b], [XdSW96]) e por LMIZs acopladas ([LF97], [LF95]), considerando incertezas do
tipo limitadas em norma.

Além disso, para sistemas com incertezas do tipo politépicas, propde-se um novo projeto
de um filtro robusto admissivel que garanta erro de filiragem limitado e dinamica do erro
de filtragem quadraticamente estdvel para um nivel pré-especificado de atenuacio de ruidos.
Tendo como ponto de partida as versodes continua e discreta do Bounded Real Lemma, e
langando mio de técnicas envolvendo LMTs, amplamente exploradas na teoria de controle,
o problema do custo garantido de filtragem H,., é formulado em termos de um procedi-
mento convexo de otimizagao descrito por L MTs. A mesma estratégia é também utilizada
para abordar o problema do custo garantido de filtragem mista Hy/H,. Além disso, sio
consideradas generaliza¢des do projeto inicial, como, por exemplo, incertezas nas matrizes
do sinal a ser estimado e o projeto de um filtro préprio. Vale chamar a atenc¢io que tanto
a forma quanto o desenvolvimento tedrico dos capitulos 3 e 4 se assemelham muito, pois
as formulagdes em termos de £MTs, ao contrdrio da abordagem por equagdes de Riccati,
envolver as mesmas transformacées de similaridades nos casos continuo e discreto no tempo.

Iista nova resolugdo do problema de filtragem robusta M., através de procedimentos
convexos de otimizagdo para o problema do custo garantido de filtragem H.., com extensdes
para o problema misto de filtragem robusta H, /M., e restrigdes sobre a dinimica do filtro,
é explorada em [PP98al], [PP98c] e [PPY8d].

* A terceira parte do trabalho, descrita no capitulo 5, é dedicada ao estudo do problema
de filtragem singular sujeita a entradas desconhecidas atuando sobre o espaco de estados
[TPPO7b], [TPPI7a], [TPP98]. Uma nova formulagio para o projeto de uma estrutura para
o filtro € apresentada, associando as caracteristicas dos observadores sujeitos a entradas
de natureza arbitrdria e a robustez dos filtros M., e/ou Hy para certas classes de ruidos.
Alguns exemplos sdo discutidos, e comentérios sobre o projeto de observadores em modos
deslizantes e o método de controle equivalente sio apresentados.

O capitulo 6 apresenta as conclusdes cabiveis, e os apéndices A e B discutem, respecti-
vamente, complemento de Schur e cilculo de custos garantidos Hy, e Hy [PTPO7].
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Capitulo 2

Filtragem Otima Hoo

2.1 Introducao

Este capitulo é dedicado ao estudo do problema de filtragem H.,, sem incertezas paramétricas

no modelo do sistema. Uma revisdo abordando a sintese de uma estrutura para o filtro H.,

através da solvabilidade de equagdes algébricas do tipo Riccati ou desigualdades matriciais

tineares (L MZs) é apresentada, tanto para sistemas continuos como discretos no tempo. No

projeto envolvendo £LMIs, condigdes necessarias e suficientes sio derivadas diretamente do

chamade Bounded Real Lemma, por meio do complemento de Schur (veja Apéndice A).
Considere o seguinte sistema LIT dado por

dz(t) = Ax(t)+ Bw(t), 2(0)= =z, t€][0;00)
(S8 1) y(t) = Cz(t)+ Dw(t) (2.1)
) = Lot

onde x € R"™ é o vetor de estados, y € R™ é o vetor de safdas medidas, w € R™ & vetor de
sinal de ruido (incluindo rufdos de medida e processo) e z € RP é o sinal a ser estimado.
Além disso, assuma a seguinie hipdtese

(H-1) o par (4, C) é detectdvel.

Como discutido na secao 1.1, o problema de filtragem H., consiste em encontrar uma
estimativa do sinal z tal que o critério de desempenho M, seja minimizado com respeito ao
erro de filtragem. Nesse sentido, o objetivo é projetar um filtro admissivel? como em (1.2),
descrito por

0&(t) = Az(t)+ K(y(t) - Ci(t)), #(0)=0
(Fr 1) (2.2)
A1) L#(t)

onde K € R™" é o ganho constante de filtragem a ser determinado. Além disso, a hipdtese
(H-i) assegura que existe & tal que

*Veja definicio 1.2

19
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Ab_’.’ £ 4. Kc (23)

verifique A{A4,) € € 7. Noie que a escolha de (Fx) é sem perda de generalidade (veja
'YS91a] para uma discussio a respeito) e, além disso, {Fx) tem a estrutura padrio do filtro
de Kalman-Luenberger.

Definindo-se o erro de estado como #(¢) £ 2{¢) — #(t), entdo a dindmica do erro de
filtragem 2(t) é dada por

DF(1) = Ayd(f)+ Byw(t),  0) = z(0) - #(0)

(Ty ) (2.4)
) = Cua(t)
onde
By 2B-KD, C,21L (2.5)
e
HE (v) 2 Culv1~ Ay)" 1B, (2.6)

denota a matriz de transferéncia do sinal de ruido w para o erro de filtragem Z.

Sob a dptica do problema geral de filtragem Ho, (Pooy) (veja problema 1.1), a versdo
do problema 6timo consiste em obter o minimo valor de atenuagdo de ruidos, denotado por
¥, tal que

#

inf | H2 oo = 7

isto é, a norma H., é minimizada com respeito ao erro de filtragem. Note que sempre existe
7", mas pode ndo existir um ganho constante de filtragem K (ou um filtro admissivel} que
assegure (atinja) v*, De fato, para sistemas continuos, pode ser necessaria uma seqiiéncia
de ganhos constantes de filtragem (K ) com

NL(sT — A+ K.C)V B — KeD)lloo < Yes Elggo Ye — 7", tal que ,}in.:}o Kkl — o0

A seqiiéncia (K} é denominada uma seqiiéncia de altos ganhos. Um estudo completo
sobre o tema no contexto de controle dtimo H, pode ser encontrado em [Sch89] e [Sch90].
Em [POP98], [Pal95] e [PK97] sio apresentadas idéias a respeito de como aproximar v* tal
que lim o0 [[Kx|l < 00, v* < v < 9" +¢, € > 0 suficientemente pequeno, via procedimentos
convexos de otimizagio.
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2.2 Abordagem Classica por Equacgao de Riccati

2.2.1 Sistemas Continuos

O problema (P~ ) tem side abordado na literatura (veja, por exemplo, [NK91] e referéncias
internas) por uma estratégia envolvendo a solvabilidade de uma equacie do tipo Riccati.
Antes, porém, considere o sistema dado em {2.1) e assuma que

(H-ii) D define uma transformagdo linear sobrejetiva.

(H-111) {A _C;WI g} tém posto completo de linhas Vw € R.

A hipdtese (H-iii) garante que o sistema nio tem zeros invariantes sobre o eixo imagindrio,
erquanto que a hipétese (H-ii) indica que todas as medidas sdo ruidosas, de forma que o
problema de filtragem ¢é denominado ndo singular®.

Teorema 2.1 Considere as hipoteses (H-1), (H-ii) e (H-iii) ¢ seja v > 0 dado. As se-
guintes afirmacdes sdo equivalentes:

i) Eziste um filtro admissivel tal que |HE || < 7.
it) Existe P = P' > 0, P € R™™" satisfazendo
AP+ PA' + P(y7* 'L - C'(DD')"'C)P + BB =0 (2.7)

onde
A= A-BD(DDY'C

B=B(I-D'(bD)'D)
MA+ 472 LP - C(DDYICP)eC ™

Além disso, um fillro admissivel tal que ||HE |loo < v, € da forma (2.2) com o ganho
constante de filiragem dado por

K = (PC"+ BD") (DD L. (2.8)

ic

|

Prova: Veja [NK91]. [ |

®Note que o termo singularidade nio diz respeito apenas aos zeros invariantes no infinito, mas pode
denotar também a presenca de zeros invariantes sobre o eixo imaginario no caso continuo [Sch92b], [Sch92al.
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O teorema mostra que para ¥ > 0 fixado, é possivel caracterizar um sub-conjunto par-
ticular de ganhos constantes de filtragem que resolvem o problema sub-6timo (Peey ), ou
seja,

"ICL - {Jlec i !I{ i < ¥ )‘ L) S m} {29}

tal que K # 0 se, e somente se, (2.7 ) admitir uma solucdo definida positiva.
O Valor 4dtimo de robustez M., 7*, pode ser calculado por um método de bissecio
considerando que, para uma precisiao 1e1at1\aa e>0,KE# Ve <y <y +e

2.2.2 Sistemas Discretos

Considere o sistema apresentado em (2.1) e assuma que

— edw ]
(H-iv) { C? ! ﬁ} tém posto completo de linhas Vw € R,

Uma abordagem para o problema (Py) 1o caso de sistemas discretos no tempo,
envolvendo a existéncia de solu¢do para uma equagio discreta do tipo Riceati (veja, por
exemplo, [TK96] ou [TK95]}, ¢ apresentada no teorema a seguir.

Teorema 2.2 Considere as hipdteses (H-1) e (H-iv) € seja v > 0 fizo. As sequintes
afirmacées sao equivalentes:

i) Eziste umn filtro admissivel tal que ||HE ||, < 7.

ii) Existe P = P' >0, P € R™" satisfazendo

APA — P~ (APC' + B)W Y APC'+ BY + BB =0 (2.10)
onde
B=[BD' 0}, C= {g] » V= [DD;;g'PC, _72§f€py
tal que

V=DD'+CPC' >0

v ~ LPL + (LPCYVHCPL) > 0

MA-(APC'+ BV ) e By
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Além disso, um filtro admissivel satisfazendo o limitanie |HE || < v, € da forma (2.2)
com Cf gunho constante de filtragem dado por

K. = (APC' + BD' + (APLY(y*T = LPL'Y"Y(LPC")) x

X (DD + CPC! 4 (CPLYA L = LPLY N LPC) L. (2.11)

g

Prova: Veja [XdSF91b, Teorema 2.2], [HBM91, Teorema 6.1]; [Sto90, Teorema 7.3] para o
caso duzl de controle He, por realimentacio estitica de estado; [YS91a] para D[ B D'] =
0 I]. Veja ainda [TK96, Teorema 1] ou [TK95] onde o teorema acima é estabelecido
para solucionar um problema do tipo model matching tal que (Fx) seja prépria com uma
estrutura dual ao controle H, em [Sto90, Teorema 7.2]. n

Note que, ao contrario do projeto para sistemas continuos, o ganho constante de filtragem
depende do nivel de atenuacio de ruidos. Além disso, pelo teorema anterior conclui-se que
para v > 0 fixado, o conjunto definido por

K32 { Ko | Hsulloo <7, MAy) € B} (2.12)

é tal que }Ciif # { se, e somente se, (2.10) admitir uma solugio definida positiva.
Da mesma forma que na se¢io anterior, pode-se aplicar uma estratégia do tipo bissegao
para aproximar o valor 6timo 4, desde que }Cif # 9.

2.3 Abordagem Convexa por LMTs

2.3.1 Sistemas Continuos

Nesta se¢do, o conhecido resultado que relaciona a estabilidade e a limitacao prescrita de uma
fungdo matricial de transferéncia no RH,., com uma solucio definida positiva para a ine-
quagao algébrica de Riccati, isto é, o Bounded Real Lemma, é usado como ponto de partida
para estabelecer os resultados do projeto do filtro 6timo H,, envolvendo £MZs. Especifica-
mente para o caso continuo, vdrios autores tém apresentado abordagens por £LAMTs para o
problema de filtragem M., como, por exemplo, [KR92], [KRB96), [PK97], [WG97], [GW96],
[TPP9I7b], [LF95], [LF97].

Lema 2.1 (BounpeEp REAL LEMMA). Seja v > 0 fizo. As seguintes afirmacées sdo
equivalentes,

i) Ay € estdvel, isto é, M Ay e C~, e |HE o < 7.

i) Existe P = P' >0, P € R™*" tal que
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AYyP 4+ PAy + CHCy + v PRy BLP < 0 j (213
O
Prova: Veja, por exemplo. [ZC96, Lema 3.1]. |

Viérias referéncias a respeito do lema acima podem ser encontradas na literatura como,
por exemplo, em [ZDG96, Coroldrio 13.27), [Sch89], [ZKSN95], [KPZ90}, [GAC4], [dS94],
[BGFBY4], [And66], [Pal95. Teorema 2.4].

Teorema 2.3 Seja v > 0 fizo. Eriste um filtro admissivel F tal que || Hsyplloo < ¥ se, e
somente se, exvistirem mairizes Y =Y’ > 0, ¥ € B"*" ¢ Z € BT satisfazendo a sequinte
desiqualdade matricial linear:

TY.Z,v)>0 (2.14)
onde a fungdo mairicial T ¢ definida por

—AY —-YA+ZC+C'7 I (YB-ZD)
T(Y, Z,~) & L 1 0 (2.15)
(YB - ZDY 0 o

No caso afirmativo, o ganho constante de filtragem H., € dado por

Képg =Y 'Z (2.16)

Prova: {Necessidade). Assuma que exista um filtro admissivel Fx tal que
ICu(sT = Ap) ™ Bylleo < 7 (2.17)

entdo pelo Lema 2.1, existe P = P’ > 0 satisfazendo

(A—KCYP+P(A-KC)+C)yCy+~7*P(B~KD)B-KD)P<0 (2.18)

para Ay, By e Cy definidos em (2.3) e (2.5). Manipulando (2.18) e definindo Z 2 PK,
Z € R™7", obtém-se

AP+ PA-C'Z -~ ZC + 'L+ *PB ~ ZD)YPB - ZDY <0 (2.19)
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Aplicando o complemento de Schur na inequagio acima, a desigualdade matricial li-
near (2.14), para P £ Y, é encontrada. Portanto,Y =Y’ > 0 e Z € R™*" satisfazem (2.14).

{Suficiéncia). Se existem ¥ = V' > 0, Y € R"*" e Z € R™7, entao Y(Y, Z.v)> 0, que
pelo complemento de Schur é equivalente 3 seguinte inequacio

(A=YTIZCYP+ P(A-Y ' ZC)+ UL+ 47 P(B =Y ZDY B~ Y™ ZDYP < 0 (2.20)

Implicando assim. pelo Lema 2.1, que K¢y £Y71Z é um ganho constante que estabiliza
assintoticamente a dindmica do erro de filtragem com atenuacio de ruidos ~. |

Definem-se os seguintes conjuntos

L) 2 {(Y,Z) € 2" x B™ | Y =Y > 0, T(Y,Z.7) > 0} (2.21)

Lo BY, Z ) e RV YR xRIY =V >0, v> 0, T(Y,Z,v)> 0} (2.22)

O Teorema 2.3 permite estabelecer que £5_ (%) # @ se, e somente se, existir um filtro
admissivel Fx tal que [|HE |l < 7.
Definindo-se

C3 &Kz | 1SN0 €7, A(Ay) € C 7} (2.23)

conclui-se que se L5 () 5 0, entdo a funcio ¢, : L2 (7) — Cs étal que (Y, Z)=Y1Z
estd bem definida e é injetiva. Logo CS contém os ganhos constantes de filiragem para uma
dada atenuagio de ruidos 4. Desta forma, o problema de filtragem dtima H,, envolvendo
um procedimento convexo de otimizacio por £LMZs é apresentado a seguir.

Teorema 2.4 A solucdo de

)I]I,lé% ) (2.24)
sufetto a
(Y,Z,8)e L2, (2.25)
€ tal que, § & 72,
5 lloo = V6 (2.26)
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Kipr =Y 12 (2.27)

€ o ganho constante dtimo de filtragem H.,. O

Prova: Imediata a partir do Teorema 2.3, usando o fato que o problema é convexo. Também
aqui pode-se estabelecer uma certa precisio relativa € > 0, tal que C5 # Qe y* < v < y* +e.
|

NoTa 2.1 Sob a éptica da abordagem por LAMTs, a hipdiese apresentada em {H-ii) somente faz
sentido para a abordagem cldssica por equagies de Riccati, pois o preblema de filiragem € singular
no seguinie sentido: se {H-11) ndo ¢ wverificada, ndo ¢ possivel obter-se numericamente um ganho
constante de filiragem na abordagem por Riccais. &

2.3.2 Sistemas Discretos

O problema de filtragem étimo H,, para sistemas discretos, assim como no caso continuo,
pode {a partir da versao discreta do Bounded Real Lemma) ser elaborado como um problema,
convexo de otimizacdo envolvendo apenas LMZs. Algumas referéncias tém tratado este
tema, considerando especificamente abordagens por LMIs, tais como [PP97], [PP98b],
[PP98al, [GWO6], [WGHO7], [LF95], [LF97], [TPP97al.

Considere a versio do Bounded Real Lemma apresentada em [ZDG96, Teorema 21.16].

Lema 2.2 (BouNnen REAL LEmMMA). Seja v > 0 fizo. As seguintes afirmacies sdo
equivalentes.

i) Ay € estdvel, isto €, \(Ay) € By, € iEHQUHm < .

ii) Friste P = P' > 0 tal que

Ay Byl [P O A¢B¢_{P 0}
{C¢ 0} {0 I} [QD 0 o 1| <° (2.28)
w
Prova: Veja [2DG96], [dSX92]. ]

Ao contréirio do caso continuo apresentado na se¢do anterior, optou-se aqui por apresen-
tar diretamente o procedimento convexo de otimizacio. Os mesmos conjuntos e discussoes,
porém, continuam validos.
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Teorema 2.5 A solucdo de
8 .
pin (229
sujeito a
Y>0 (2.30)
v 0 AY -C'70 L'
0 81 BY -D'Z' 0
YA~ ZC YB-ZD ¥ 0o|”° (2.31)
L 0 0 I
onde Y =Y € R, Z € B™7 e § 242 ¢ tal que
IHE e = V" (2.32)
€
Kir=Y"1Z (2.33)

€ o ganho constante étimo de filtragem H.,.

|

Prova: (Suficiéncia) Suponha que existam (Y, Z, §) satisfazendo (2.30) e (2.31). Langando
méo do complemento de Schur, (2.31) pode ser reescrito come:

YA-ZC YB-ZDVY[Y™! o
L 0 g I

{YA—ZC YB-ZD] {Y 0]
X —_ <0

L 0 0 41 (2.34)
onde § £ v%. Manipulando (2.34) obtém-se
I:A—Y“EZC B—Y"IZD}’[Y 0
L 0 0 1
A-Y-1zZCc B-Y-'ZD Y o0
X { f o } - [0 721} <0 (2.35)

implicando que para K¢y, £ V~1Z, P 2Y e solucionam (2.28), assegurando desta forma
que o limitante || HE [l < v é satisfeito e a dindmica do erro de filtragem é assintoticamente
estdvel.
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(Necessidade) Por outro lado, assuma que para v > 0 fixado e (H-i), existe K tal
que [HE lw < 7 e MAy) € By, implicando assim que P = P’ > 0 satisfaz (2.28}. Pelo
complemento de Schur (2.28) é equivalente a

' YA-YKC YB-YKDY [Y“l O}

I 0 0 I
YA-YKEC YB-YKD] [Y 0 ,
1z o {0 7’21} <0 (230

tal que Z 2 YK,Y £ Pe § 2 +* siio solugdes factiveis para (2.30) e (2.31).
Além disso, como o problema de otimizagio é convexo (critério linear sujeito a restricdes
lineares), a solucéo 6tima (Y, Z, §) é tal que K?:MZ = Y~ Z assegurando

win | H5 e =77 = V6

L oMT

O teorema acima permite concluir que existe um filtro admissivel Fi se, e somente
se, existirem (Y, Z, ) satisfazendo (2.30) e (2.31). Além disso, como colocado em {BB95,
Teorema 7.6 e Nota 7.4], a hipétese (H-1) assegura que o nivel timo de atenuacio de
ruidos 4* ¢ finito nos Teoremas 2.5 e 2.4. Da mesma forma que no caso continuo, pode-se
estabelecer uma certa precisdo relativa € > 0, tal que é* < 8§ < 8" +ee {K% 7 | |1 HE || <

V8, AMAy) € B} # 0.

2.4 Exemplos

Exemplo 2.1 Considere o seguinte sistema continuo e LIT [dS94], [XdS95] descrito por
(. 60 -1 —{0.4545
() = [1 —0.5] 2(t) + { 0.9090 } w(t)

| 2(t) = [0 100]=z(?)

[0 100]) z(t) + w(t)

i

onde w(t) € L2[0;00). A tabela 2.1 apresenta os valores minimos de + e o ganho constante
de filtragem associado para as abordagens por LMTs (Teorema 2.4) e Riccati. Pode-se
perceber a necessidade de uma seqiiéncia de altos ganhos (como discutido na segdo 2.1) para
se aproximar do valor 6timo de atenuagio de ruidos. Portanto, impondo na abordagem por
LMTs a restricio adicional Y > el, € = 1072 obtém-se, v = 1.0040 e

110.4385} (2.38)

Kimr = [ 2.1479
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Abordagem g &
[3.0655]
. - : 5 6
Riccati 1.000000145 107 0.0334
[3.0144]
&
LMI 1.000000145 15X 0332

Tabela 2.1: Valores 6timos de atenuagdo de ruidos para as abordagens por Riccati e LMT
e os Tespectivos ganhos constantes de filiragem associados - Exemplo 2.1.

Exemplo 2.2 Considere o seguinte sistema discreto LIT, investigado em [PPI8b] e descrito
por

0.2424  0.5443 0.21657 0.3076 0.31267
A= 107263 ~0.1879 0.8834, . B= {0.9330 0.3616
0.1985 0.2312 0.2325J (.2146 D.‘ZQ?EJ

C=1[10 0 10], D=[0.5664 0.4826] , L=[10 0 10] (2.39)

O valor étimo de filtragem Ho, obtido, lancande mio do procedimento de otimizagao
apresentado no Teorema (2.5), é dado por v = 9.6066 com o ganho 6timo de filtragem dado
por

0.05387

Ky r= {0.0682 ' (2.40)
0.0342J

2854.7033  328.7524  —4629.14177
Y = | 3287524 207.0158  —804.4738
—4629.1417 —-804.4738 8562.3157 J

17.8047 7
Z =
-11.3018

4.3175
]

Calculando a norma H,, {Apéndice B) do sistema associado ao erro de filtragem (7y),
considerando o ganho de filtragem acima, obtém-se
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LT = (A = KEyzCN B = Ky D)oo = 9.6066

e, portanto, o valor minime é atingido,
A abordagem por equagdo de Riccati { Teorema 2.2) fornece como solucdo de (2.10),

0.3467 0.2801 0.2137
P = 102801 0.9284 0.2386
0.2137 0.2386 0.1488

e o ganho constante de filtragem é dado por

0.0538
K. = |0.0682

0.0342

2.5 Conclusao

Neste capitulo, as abordagens cldssicas do problema de filtragem M, para sistemas continuos
e discretos no tempo, tomando como estratégia a solvabilidade de equagdes algébricas do tipo
Riccati, foram revistas para o caso de modelos com pardmetros precisamente conhecidos.

Além disso, examinou-se o mesmo tema em um ambiente envolvendo apenas LMTs,
permitindo assim tratar o problema de filtragem M., nos casos continuos e discretos no
tempo, por meio de procedimentos convexos de otimizagio.

Ao contrério das formulagbes envolvendo equagdes de Riccati, a hipdtese de medidas
completamente corrompidas pelo sinal de ruido pode ser relaxada para as formulacdes por
LMTs. Porém, no caso continuo, como discutido em [Sch94] (para o problema de controle
Heo ), 0 ganho constante étimo de filtragem® Mo, é tal que |Komrl| — o0, v — 7. No
capitulo 5 este assunto serd convenientemente abordado.

2.6 Notas e Referéncias
Equacido Algébrica de Riccati

Um dos principais temas em teoria de controle e filtragem tem sido o estudo de propriedades
particulares das solugdes e métodos numéricos abordando as (in)equagdes aigébricas de Riccatbi, que
surgem nos modelos continuos e discretos no tempo. Iniimeras referéncias exploram estes assuntos,
tais como [PLJ80], [dSGG86], [GLRS6], [Fai86], [Fai87], [RVSS], [Sch91], [IW92], IRR92b], [RR92a],
[LL93], [RT93], [SS95], [Sch95b], [Zho96], [Meh96].

Desigualdades Matriciais Lineares

Virios métodos numeéricos propdem-se a solucionar problemas de otimizagio descritos em termos
de LMZs [VBOT] e, dentre eles, os métodos de pontos interiores ([NN94]) tém se mostrado mais

*Veja também [Sha97] para uma discussio a respeito de filiragem singular para sistemas continuos.
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eficientes. Vdarios pacotes computacionais, com interfaces relativamente simples, estio disponiveis
hoje em dia para lidar com problemas de factibilidade ou otimizacgio descritos por LAMTs, tais como
LMILAB, disponivel comercialmente ([GNLCS5], [GNOT7], [NGO4], [GN94]), LMITooL com versio
gratuita {{GNDY5], [VB94]) e LMISoL em uma pré-versao ([dOdFGI7]). Para uma revisio histérica

sobre desigualdades matriciais lineares veja, particularmente, o trabalho de Carlson [Car&6], além de
[BFBG94] e [BGFBO4].

Problema de Filtragem Mista Hy/H.,

Os artificios empregados no problema de filtragem H., podem ser estendidos para o caso envol-
vendo a minimizacio de um critério do tipo norma Hy, de tal forma que um certo nivel de atenuacio
de ruidos limite a norma H... Este tipo de compromisso, entre a norma Hs e um nivel prescrito de
atenuagao de ruidos, tem sido explorado, por exemplo, em [BHRY], [HBM91], [HHK97], [HHK96],
(HK97], [L594], [RS196], [WH96] e [TSU6] envolvendo formulagdes dependentes de equagdes de Ric-
catl. Por outro ado, alguns trabalhos exploraram este tema por meio de procedimentos convexos de
otimizagdo ou descri¢des convexas baseados apenas em LAMTs. Como exemplo pode-se citar [KR92],
[KRB96] para sistemas continuos e [PP98b], [TPPGT7a], [PP97] para sistemas discretos no tempo.
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Capitulo 3

Filtragem Robusta H., - Sistemas
Continuos

3.1 Introdugao

Considere o sistema incerto continuo LIT dade por

#(t) = Az(t)+ Bw(l) + iﬁ’uéf(f), 2(0) = z,, 1€ [0;00)

=1

{Sc :) (3.1)

W) = Ca(t)+ Du(t) + 3" Hasti(t
=1

z(t) Lz(t)

onde & : R — R™ & o vetor de estados, y : B — B7 é o vetor de saidas medidas, w: R — R™
€ 0 sinal de entrada de ruido (incluinde rufdos de medida e processo) e z : R — RP é o
sinal a ser estimado. Os sinais & : B — R¥ sio as varidveis de incertezas, as quais serdo
definidas convenientemente mais & frente. As matrizes H 1i € Hy; sdo matrizes constantes
conhecidas, i = 1,...,a. Optou-se por descrever o sistema incerto {8.) de forma idéntica
a apresentada em [LF95], [LF97], onde o escalar « caracteriza a quantidade de elementos
na incerteza estruturada. Além disso, esta descrigdo pode englobar incertezas dos tipos:
restrigdes quadraticas integraveis, limitado em norma e politdpicas (veja [PGB93] para uma
comparagdo entre incertezas do tipo limitado em norma e politépicas no contexto de controle
robusto).
A seguinte hipdtese é estabelecida:

¢ (C-i) O sistema (S.) é quadraticamente estavel®.

*Um sistema ¢ dito ser quadraticamente estivel se existe P = P’ > 0 tal que para todas as incertezas
admissiveis em A
AP+ PA <.

33
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Esta hipdtese garante que o erro de filtragem é limitado, ji que, como serd mostrado, a
estabilidade assintética da dindmica do erro de filiragem é dirigida pelos estados do sistema
(S.) compostos com os estados do filtro admissivel. Note que esta hipdtese implica ainda
que o sistema (S,) é detectavel ([XdS95]).

Considere o filtro (1.2) dado por

82 e
—
N
R

Apz(ty+ Beylt),  2(0)=0
) = Cpdl{t)
A dindmica do erro de filtragem é entio descrita por

AZ(t) + Buw(t) + HE()
(T.:) i (3.3)
) = Cit)

&8
—

o
—

Il

onde F: B — BP é o erro de filtragem e 7, £, A, B, C e H serdo adequadamente definidas.

Sob este novo cenario, envolvendo incertezas no modelo do sistema, o problema sub-étimo
de filtragem Ho, (Poo~) € reformulado a fim de que o projeto do filtro robusto garanta um
limitante para a norma H.,. Desta forma o problema a ser tratado consiste em:

Problema 3.1 (P[ ) (PROBLEMA DE FILTRAGEM ROBUSTA Ho,). Assuma que o vetor
de ruidos w(t) € L210;00). Dada uma atenuacdo de ruidos v > 0 fiza, determine um filtro
(F.) admissivel, tal que 2 seja um erro de filiragem limitado satisfazendo

1212 < 77wl . 2(0) =0, w(t)#0 (3.4)

para todas as incertezas admissiveis ao sistema (S,). A

Varias tém sido as formas de descrever as incertezas do sistema (8.}, tais como, estru-
turas do tipo limitado em norma, restricdes quadraticas integrdveis ou politépicas. Particu-
larmente, as restrigdes quadraticas integrdveis R Q7s incluem as estruturas do tipo limitado
em norma.

A sintese de (F;) atendendo ao problema (Plsy) e envolvendo as varias formas de des-
crigdo das incertezas serd estudada a seguir. Na secdo 3.2, apresentar-se-4 uma abordagem
por equagdes do tipo Riccati ([XdS95]) e por LMIZs acopladas envolvendo RQZs ([LF95],
[LF97]). Nestas formulacdes, o problema de filtragem robusto He, é convertido em um
problema de filtragem H., do tipo “escalar”.

Na se¢do 3.3, uma nova estratégia para a sintese de um filtro admissivel (F,), tratando
incertezas do tipo politépicas no problema (ng_r) por meio de LMZs [PP98c|, [PP98d]
sera discutida. Além disso, esta dltima abordagem permitird formular o problema de custo
garantido otimo de filtragem H,, em termos de um procedimento convexo de otimizacio
(similar ao apresentado em [PP98b] para o caso discreto). Para esta abordagem o Lema 2.1
estabelecerd um ponto de partida para elaborar condicBes necessirias e suficientes para a
sintese de um filtro robusto admissivel. Como extensio, esta nova abordagem abre espaco

para tratar o problema de custo garantido de filtragem mista H;y/Hoo na secio 3.4.
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3.2 Incertezas do Tipo Limitado em Norma

3.2.1 Formulagdo por Equacio de Riccati

Considere o sistema incerto {3.1), onde o = 1 e
§(t) 2 Al Eralt) + Al Byw(t) (3.5)

de tal modo que A{t) € R™* ¢ uma matriz variante no tempo e desconhecida, com elementos
mensurdveis a Lebesgue satisfazendo |JA]] < 1, ¥t > 0. Fy e E, sio matrizes constantes
conhecidas.

Considerando (3.1), (3.2) e (3.5), a dinamica do erro de filtragem (3.3} é representada.
pelas matrizes

YA A+ B B;C 5 oa B¢ D
A% 420, e Aw_chJ B = [B_B,D] (3.6)
CalL-C; €], B2 {Hﬁfgjﬂz} (3.7)
E(t) & A(DEE(1) + A1) Eyw(t) (3.8)

Considere a seguinte hipdtese:
(C-ii) [P H,] define uma transformagio linear sobrejetiva.
Esta hipdtese é necessdria para garantir a viabilidade numérica do cilculo da solugdo de
uma equagao do tipo Riccati envolvida no projeto do filtro robusto. Além disso, indica que

o problema, por meio desta abordagem, deve ser necessariamente nao-singular. O resultado
a seguir estabelece quando o problema (PL5,) pode ser resolvido.

Lema 3.1 Considere o sisiema incerto (S,) com (3.5) satisfazendo as hipéteses (C-1) e
(C-ii) e sejay > 0 fizo. Assuma que para um dado filtro da forma (F.) e para algum ¢ > 0
exista uma solugdo P = P’ > 0, P € R?™*?" sqtisfazendo

. R i . . 1~ = - .
AP+ PA' +47*PC'CP + ePE' (14 ¢E,R\E)EP + ;HH’ +BR7'B' =0 (3.10)
onde ) o o }
MA+72C'CP + cE'EP + ¢ EyR\ELEP) e C -

A=A+ ¢BRELE
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R=1-¢el)E,
Entdo as afirmagoes a seguir sdo verdadeiras.

(i) O filtro (F.) € admissivel.

(i1} A dindmica do erro de filtragem € assintolicamente estdvel € satisfaz |||z < v|lwis,
Yw(t) # 0, para todas as incertezas admissiveis,

Prova: Veja [d594] e [XdS95]. |

O préximo teorema (apresentado em [XdS95|) mostra qual a estrutura adequada ao filtro
{F.), que satisfaz o Lema 3.1 e soluciona o problema (PZ2).

Teorema 3.1 Considere o sistema incerto (S.) ¢ (3.5) satisfazendo as hipdieses (C-1) e
(C-ii) e seja v > 0 fizado. Se existir um escalar € > 0 satisfazendo eELE, < 1, tal que as
seguintes condigdes sejam verificadas:

(i) Eziste uma solugdo X = X' > 0, X € R™*™ satisfazendo
AX+ XA+ X(v L+ ¢ERTTENX + %HiH{ +BRT'B - C'VIC, =0 (3.11)
onde )
MA 47V LX + eBELRTVELX - C'V W CHec ™
R=1-cE\E,
R, = (14 ¢B,RVEL™!
A = A+ eBRVELE,

C.=C + eDRELE,

Co=C.X + i_HgH{ +DR'E

V. = éHgHiﬂ + DR-LD

{it) Existe uma solugdo § = §' > 0, § € R™™" satisfazendo

AcS + SA. + eSELRIVELS + v P XI/LX + %Hlﬂi LBRIB =0 (3.12)
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onde X > 0 € a solugdo estabilizante de (3.11) €

MA A+ eBIRIYESYeT ™

Lntdo o problema (P[5} € solivel.
Juando as condi¢ées (1} e (ii} sdo satisfeitas, um filiro robusto H., apropriado (F.) €
descrito pelas malrizes

A; = A+ eXE!RTVE, - B;C,

B; = (XC;+-1~H1H54—BR“1D’)1Q”1 (3.13)
;o= L
]
Prova: Veja [Xd595]. [ ]

Nota 3.1 Como discutido em [XdS595], apesar da solugio estabilizante S de (9.12) ndo influir no
edleulo do filtro robusie dade pelas matrizes em (8.13), faz-se necessdrio verificar para um mesmo € >
0, com X > O satisfazendo (3.11), se existe também S > O satisfazendo {3.12). Esta necessidade pode
ser vista pelo seguinte fato: pode-se mosirar, usando propriedades de solugio mazimal da equagdo
de Riccati [RV88], que S > X > 0. Definindo-se

a[S-X 0
Pe[T5F A

tem-s¢ P > 0. Tomande a dindmica do erro de filiragem com as mairizes do filtro (F,) dados
em (3.13), apds vdrias manipulacies, verifica-se que P satisfaz {8.10), assegurando assim que o
filtro obtido € admissivel. &

NoTa 3.2 A escolha de Cy = L, no projeto do filiro {3.13), € imposta no sentide de eliminar a
dependéncia explicila do erro de filtragem com relacio aos estados do sistema {Se). &

Aqui também pode-se estabelecer um algoritmo do tipo bissecdo para aproximar o valor
6timo do custo garantido de atenuacio de ruidos v*, desde que o Teorema 3.1 seja satisfeito.

3.2.2 Formulagao por LMTs acopladas

Considere o sistema incerto (3.1), de forma que as varidveis incertas &(¢),i = 1,...,a,
satisfagam as seguintes restrigdes RQ7s:

/: &I < /UT NEviz(t) + Eqw(t) + Es(D)))?, quando T — o0, i =1,...,a (3.14)
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onde £(1) £ [£1(¢) ... £.(t)]. Evi e By; sdo matrizes constantes conhecidas. Para simpli-
fiear a notagdo adotar-se-a

H 211y ... I, Hy2([Hy ... Hal (3.15)
Ey&[E, .0 Bl By 2B, 0 B BYE[EL 0 B (3.16)

As matrizes da dindmica do erro de filtragem (3.3) sdo dadas por

iz [ch ;f} Bt {be] (3.17)
Ce(L -C;], HE le;fJ (3.18)
én2en, s [0 (3.19)

Neste cenario envolvendo RQZs, a designaldade (3.4) no problema (PL,) & reescrita
Commo

/THEHQ < 72/?Hw|[2, quando T — oo, w(t) #0, 2(0)=0 {3.20)
0 o

A elaboragdo de uma estratégia em [LF95], [LF97] por £LMIs, para tratar o problema
(Pls,) com (3.20), passa pela técnica de “escalar” o problema por meio do denominado
S-procedure (discutido no final deste capitulo). Tal artificio é ressaltado no item (i) do
proximo teorema, onde condi¢des que garantem que um dado filtro seja admissivel e Z seja
um erro de filtragem limitado sdo apresentadas,

Definem-se as seguintes matrizes

Eie £[Ey 0] e J&diag[nly,. .., Talk,] (3.21)

Teorema 3.2 Considere o sistema incerto (S.) e seja v > 0 fizado. As afirmacées a seguir
sao equivalentes e garantem que um dado filiro (F.) ¢ admissivel tal que 3 € um erro de
filtragern limitado satisfazendo (8.22) para todas as incertezas atendendo (3.14).

(i) Ezistem P = P' >0, P € R¥¥™ ¢ 1y > 0,..., 7, > 0 assegurando que

25 P(Ai + Bw+ HE) + Z‘G‘(HEME + Eqiw + E€|)* - 161

i=1

HICE — ¥ llwll* < 0, V(& w',&) #0 (3.22)
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(i) Ezistem P = P' >0, P € R¥¥ ¢ ] > 0 definido em (5.21) satisfazendo

AP+ PAY B JE, +C'C PB+E|JE, PH Yt E| JEs
{},P 4 EéJElE _’sz + EEJEQ EéJEg < 0 {323)
H'P + ELJE,, ELJEy —J + ELJEs

(1) Existem P = P' >0, P € R**™ ¢ | > 0 definido em (3.21) satisfazendo

AP+PA PB PH (' E|J

Br =L 0 0 FELJ
ap 0 -J 0 EJ|<o0 (3.24)
C 0 0o -1 0

JE  JE, JE; 0 —J

(1v) Eriste J > 0 tal que o sistema auzilier abaizo € ussintoticamente estdvel e salisfaz
I Hz,wolloo < 1, onde Hz,y, € a funcdo de transferéncia de w, para 3,:

£.(1) = Awz,(t)+[y"1B HI7Y2 wy ()

. 3.2
- _ C 0 0 (t (3.25)
Z(t) = JE/QEM za{t) + 7“1J1/2E2 J1/2E3J~1/2 wa(t)
O
Prova: Veja [LF97]. [ |

Manipulando convenientemente o sistema auxiliar (3.25) parametrizado em J, obtém-se
um sistema equivalente em “malha-aberta” dado por

((@5(t) = Az,(1)+[v7'B  H J V2 w,(2)

20) = [ g, | o0+ [ plig, o] w3 ]u  @2e)

v(t) = Ca()+[v7'D HZJ_lﬁ]ws(t)

com o controlador

#t) = Ag&(t)+ Bry(t)
(3.27)

£
——

o
e

1

Cra(t)
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Desta forma, o problema (PJS ) para o sistema (3.1) com (3.14) & convertido em um
problema padrio de controle H,., do tipo “escalar” para o sistema auxiliar em “malha-
aberta” (3.26), envolvendo apenas a sintese de um controlador (3.27). Esta conversio do
problema em [LF95}, [LF97], permite lancar mio (diretamente por substituicio) da for-
mulagio por LMIs apreseatada em [GA94, Teorema 4.3] ou [Gah96, Teorema 2.1]. A
solvabilidade do problema (PJZ ) é formalizada a seguir.

Teorema 3.3 Seja v > 0 firo. Denote por Ns qualquer mairiz cujas colunas formam uma
base do espaco nulo de [C D H,l. Se ezistirem matrizes simétricas B € X", § ¢ Rn*©
e J > 0 (definida em (3.21)) que satisfacam as LMTs (3.28), (3.29) e (3.30) abaizo, enido
o problema (PJS) € sohivel.

"AR+RA" RE, B HiJ 7
E:R IV By B!
Y 7 g | <0 (3.28)
L JTYHD O JTYE, 00 g7t
[ A'S+ 54 SB O OSHy| L E\J]
B'S -~y 0 | 6 KEJ .
7 2
i ’\gf‘f 2 } HiS 0 —J |0 EJ {’\{’f {1) } <0 (3.29)
L 0 o -1 o
. JE JE; JEy| 0 —J |
H% H >0 (3.30)
0
Prova: Veja [LF97]. n

Note que a inequacdo (3.28) é afim nas varidveis R, J; £ J7% e § £ 42, enquanto a ine-
quagdo (3.29) é afim nas varidveis 5, J e 6. Portanto, as inequacdes nio sio conjuntamente
lineares em J. Para contornar esta nio linearidade, definem-se 3; 2 7;/(14+7),i=1,....a,
onde 7; > 0 se, e somente se, §; € (0,1). Escolhe-se entdo um conjunto de pontos suficien-
temente significativos em relacio a cada §; € (0,1). Portanto, para cada ponto do conjunto
(B1:. .., Ba) é suficiente verificar se existe uma solugdo factivel para (3.28), (3.29) e (3.30).

De posse das matrizes R, 5 e J que satisfacam o teorema acima, basta reconstruir o
controle (3.27) para o sistema auxiliar (3.26) por meio do Lema da Projegio (Eliminacio)
em [GA94, Teorema 4.2], ou de forma explicita como em [Gah96, Algoritmo 3.1]. Note ainda
que as matrizes £ e S sdo necessariamente definidas positivas.

Para o caso em que o = 1, isto é, J = 1T e E5 = 0, a descri¢do por LMTs acopladas é
idéntica aquela formulada por equacdes de Riccati na secio 3.2.1 anterior.

NoTA 3.3 BEm [LF§5], [LF97], tenta-se estabelecer um problema de factibilidade descrito por LMIs
ndo acoplades para o caso denominado “bloco de incerteza escalar”, isto €, o = 1. Pare tanto,
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mulliplica-se a transformacdo de similaridade dada por diag[Jt/?, JH2 1, I, @ direiia ¢ 4 esquerda
em (3.28), e logo apds utiliza-se o complemento de Schur obiendo:

7 DAl .2 ‘] T =1 R A ol
[AR+}2A+, BB'J+ H Hy RE{+v *BEL + HiEy) o (3.31)

EYR 4y EyB'J + EsH! ~X+ 5T EyELT + E3E)
onde R 2 RJ. Com isso, o problema € reescrito em termos das LMIs (3.31), (3.29) ¢ (3.30) que
seriam conjuntamente lineares em R, S e J. Entretanto, contrariamente ao afirmado em [LF95],
[LF97], tal descrigdo ndo é vilida, pots ndo € possivel estabelecer wma transformacdo de similaridade
pare a inequagdo (3.30) sem que se introduzam novas ndo linearidades. De fato, multiplicando (%.30)
a direita e @ esquerda por diag[JV? 1] obtém-se:

R gl
Jir 5

muvigbilizando wma formulacdo hinear. O

3.3 Incertezas do Tipo Politdpica

3.3.1 Abordagem Convexa por LMTs

Considere o sistema incerto (S.), descrito em (3.1), com &) = 0, i = 1,...,a. Os
parametros incertos do modelo sdo considerados agora como pertencentes a um conjunto
convexo compacto do tipo politopico, isto é,

(4,B.C,D)e P, (3.32)
£ £

’pc%{(A,B,C,D) | (A,B,C,D)“—“Z Ti(A{,Bi,Ci,Dé); > Z ‘.",'21} (3.33)
PR3 =1

Sem perda de generalidade, considere {4, B,C, D) € P, arbitririo porém fixo. As ma-
trizes da dinamica do erro de filtragem (3.3) s3o descritas, neste caso, por

iz [ch f?j} Be [BfDJ (3.34)
calp —cy, i(t)é[zgﬂ (3.35)

Et)2o, H2o (3.36)

Além disso, a matriz de transferéncia do sinal de entrada de ruidos w para o erro de
filtragem # & descrita por

Hzy(s) 2 ClsI— A)7'B (3.37)
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Baseado na versio do Bounded Real Lemma para sistemas continuos apresentada no

Lema 2.1, o teorema a seguir estabelece a solvabilidade do problema de filtragem em termos
de duas LAATs,

Teorema 3.4 Seja 6 2 42 > 0 fizado. O filtro (F.) em (3.2) € um filtro admissivel com
erro de filtragem %, para x(0) = 0, satisfazendo ||Hz,llo < V& se, e somente se existirem
R=R,Rer™ X=X XecR™", McR™ NcR* ¢ZecR™ iais que

T(A,B,C.D,R,X,M,N,Z,6)<0 {3.38)

X ~-R>0 {3.39)

onde a fungdo matricial T ¢ definida por

[(A,B,C,D,R, X, M,N, 7,6~

AR+ RA RA+ A'X +C'Z + M RB L'— N’
s |ARY XA+ ZC+M AX+XA+ZC+C'Z XB+ZD I (3.40)
B'R B'X + D7 ~61 0 ‘
L-N L 0 -1
03

Prova: (Necessidade). Assuma que para § > 0 fixo, exista um filtro (F,.) admissivel como
em (3.2), de tal forma que A(A) € C 7 e ||Hzflee < V6, implicando pelo Lema 2.1 que para

A¢éA,B¢éE,C¢éé e Hﬁéﬂgw

existe P = P! ~ 0, P € R¥*?" gatisfazendo (2.13).
Aplicando o complemento de Schur & inequacio matricial (2.13) obtém-se

AAB,C P sY<0 (3.41)

onde a fun¢do matricial A ¢ definida €Omo

AAB,C, P62 BP —61 0

C 0 I

AP+ PA PB ('
(3.42)

ed i ~2

Como P = P’ = ¢, define-se § 2 P~1 tais que P e § sejam particionadas da forma,
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a | Prs Pm} 2 [511 5;2]
pellt L 5& |2 >0 3.43
[Pm Py S1e S22 ( )

Usando o fato que PS =1, isto é,

[P11511+P;25{2 P11512+P12-522} _ [I 9] (3.44)
PiaSu+ ParSly  PlySia+ PasSa 0 I ’
segue de (3.43} e (3.44) que
P11>0,511>08P11>51~1} (345)
(veja o apéndice A para detalhes). Portanto,
S 1 ]
[ 1 Py, >0 (3.46)
Note que de (3.44), a identidade
P1aS§iy = 1~ Py S (3.47)

para 13 e Py satisfazendo (3.46) é tal que I — P151; é nao singular e, portanto, Py e 512
tém posto de linha completo®. Desta forma, verifica-se que P satisfaz a identidade PJ = J
para

Sy I1 -,.[I P
Jé[ 1 } ,Jé[ “] 3.48
S0 o Pl (3.48)

de tal forma que as matrizes J e J sdo inversiveis.
Definindo-se

J = diag[J,11] , J ¢ pOntmte)x(2ntmip) (3.49)

e multiplicando (3.41) & direita e & esquerda, respectivamente, por J' e J obtém-se a ine-
quacdo matricial

A(4,B,C,P8)<0 (3.50)

onde a funcdo matricial Ay é definida por

o JAT+ PAr JB g
As(4,B,C,P8)2 By ) (3.51)
cJ 0 I

Efetuando algumas manipulagdes algébricas em (3.50), isto é,

®Se a restrigio em {3.46) fosse do tipo >, I~ Py; 5y, poderia ser singular. Neste caso as matrizes P e
Siz podem ser perturbadas de ¢ > 0, de tal forma a forgar a obtencio do posto completo.
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JAT= | p asi s ngfcl}su b PuAsS,, PaA +fif>1213fc (3.52)
7B = {PMB +JE;12B}'D} (3.53)
J'C = [5”1" E,‘gwq’} (3.54)
obtém-se
A(A,B,C, D, S, Piy, S1a, Pyg, Ay, By, Cy,6) <0 (3.55)
onde
A(A,B,C,D. Sy, P11, 812, Pra, Ag, By, Cp, 6) 2
ASp+ Sud’ A+ Sy A Py + SuC'BY Pl + S124L Py
AT+ PrASy + Py ByCS1y + PiagArS, APy + Pryd+ PeBeC + C”B}P{2
= B B'Pyy + D'B} P,
LSy, — C;51, L
B Sul! - §1,CY
Pubt Py L 5.50)
4] -1
Definindo-se
Z & PuBy, Z2CiS], e 72 PRAss, (3.57)
a inequacao (3.55) é equivalente a
AA,B,C,D, S\, Py, 2,2,2,6) < 0 (3.58)

com

A(A,B,C,D, 81, Pn,2,2,2,6) 2

ASy + 54 X A4+ 5,A P, + 511 C' 7+ Z’
a | A+ PuASHW+ ZCSy+ 2 AP+ PuA+C'Z + ZC
- B B'P+D'Z

L5, ~ 2 L
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B Syl -7
!
P“ii;"IZD f) (3.59)
0 1

Por fim, pré e pds-multiplicando a inequacio matricial nio-linear (3.58) pela trans-
formacao de similaridade denotada por

diag (S}, 1,1,1] (3.60)
e definindo-se uma nova mudanga de varidveis dada por
RESTH XA&P, , M&ZR, N2 7R (3.61)

obtém-se a LMT apresentada em (3.38).
Aplicando a mesma finha de transformaces acima, com respeito a P = P' > 0, tem-se

5 mpr o i | 911 I}
P_JPJ_JJ..[I P (3.62)
e ainda
diag [STT] x P x diag EmBi (3.63)

de tal forma que, pelo complemento de Schur aplicado a (3.63), obtém-se {3.39), isto é,
X-S3'=X-Ek>0 (3.64)

(Suficiéncia). Suponha que existam (R, X, M, N, Z,8) satisfazendo as LMTs (3.38)
e (3.39). Multiplicando (3.38) & direita e 4 esquerda pela transformacao de sinilaridade

diag [R7V, L1, 1}

e definindo-se

SuER™7, PuaX, ZANSy, ZAMS, (3.65)

obtém-se prontamente (3.58).

A restrigdo (3.39) assegura que, para P;; £ X e §yy 2 R71, a matriz I ~ P;; Sy &
inversivel e, portanto, pode ser fatorada como em (3.47), isto &, T — P18y = Pya5], de tal
forma que Py, e Sy sio matrizes quadradas inversiveis. Deste modo, as matrizes J e J ;
definidas em (3.48), sio entdo inversiveis. Portanto, dadas as matrizes inversiveis Py e 534,
isto claramente define uma correspondéncia bijetiva entre as variiveis Z V2. ZeA 7> By, Cf
explicitadas em (3.57), considerando o filtro de ordem n descrito por
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Hiy(s) 2 Cs(sI — Af)71 By (3.66)

Desta forma, a inequacdo {3.55) é estabelecida.
Como J é inversivel, definindo-se P £ JJ~! segue que (3.50) (que é equivalente a (3.55)
aplicando-se as identidades {3.52), (3.53) e (3.54}) multiplicado a direita e a esquerda por

J~2 diag {J"l 1 I}

fornece (3.41).

Da restricdo {3.39), segue imediatamente que P = P’ > 0, P ¢ R*"¥%n,

Conclui-se portanto do Lema 2.1 que, para Ay £ A, By 2 B, Cy, 2C e HE 2 1,
o filtro (F;) em (3.66), por construcdo, estabiliza assintoticamente a dindmica do erro de
filtragem assegurando ||Hsy e < V6. L

NoTA 3.4 Come discutido na pdginag 34 a hipétese (C-1) assegura a detectabihdade do sistema
(S}, fato que também pode ser observado no bloco (2,2} da restrigio (3.38). &

NoTa 3.5 A restricio R > 0 estd implicita no bloco {1,1) em (3.38) (por hipétese, o sistema (8.}
¢ quadraticamente estdvel), assequrando X > 0 a partir de (3.39). ¢

NoOTA 3.6 As manipulacies algébricas decorrentes das matrizes J ¢ J, formadas a partir das sub-
matrizes que definemm P e 5, tém sido amplamente usadas em vdrios arliges para o projeto de
controladores de realimentacde de satda [SGCI7], [Gah96], [CG96], [AGE5], [OGBIS], [GBIOIS],
[BH97], [Sch85a]. &

Nota 3.7 Alguns trabalhos tém langado mdo de mudancas de varidveis similares ds apresentadas
em (3.61) como, por exemplo, ([dOGBY8], [GBAOYS], [BHYT], [Schdba]. Particularmente, mudancas
de varidveis similares as definidas em (3.57) aparecem constantemente nos trabalhos de Gahinet ¢

colegas [CGI6], [SGCY7], [Gah86], [AGES]. &

Note que, como I'(A,B,C,D,R, X, M,N,Z,§), definida em (3.40), é uma expressdo
afim com respeito a todas as matrizes envolvidas, a extensio dos resultados do Teorema 3.4
para tratar sistemas incertos em dominios convexos limitados, isto é, (A, B,C, DY e P, é
imediata.

A partir do Teorema 3.4, uma estrutura particular para o filtro admissivel (F,) pode ser
estabelecida. De fato, a partir de (3.57) obtém-se

Ap= PR Z(81)7", Cy=Z(S},)™", Bf 2 P2 (3.67)

portanto, a matriz de transferéncia da saida medida y({) para a saida estimada (%), é
equivalente a
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Hey(s) = Z(57)7 (5T = PR Z(S1,) ") PRt (3.68)
ou ainda

Hy(s) = Z(s(PuaSly) - 7)1 2

Aplicando a identidade (3.47) tem-se

}féy(S) = Z(S(I - P“Sll) - .?:’)“IZ

Finalmente, lancando mao da mudanca de varidveis definida em (3.61), a funcao de
transferéncia do filtro {(F,) é denotada por

H:y(s)=ZR{s(R~ X)—- ZR)'Z

ou, especificamente em termos das matrizes do enunciado do Teorema 3.4,
Hiy(s)= N(s(R~-X)—-M)'Z (3.69)
com
Ay = (R-X)7'M
By = (R-X)'Z (3.70)
Cy = N
Portanto, o projeto do filtro desejado envolve apenas as varidveis de otimizacio R, X,
M, N,e Z, evitando assim o cdlculo das matrizes P; e S como em |Gah96], [SGCYT).

A fim de estender os resultados do Teorema 3.4 para tratar o caso incerto, isto é, o

problema (P ), definem-se os seguintes conjuntos

J & {(R,X,M,N,Z,6)| T(A,B,C,D,R,X,M,N,Z,5) <o,

X ~R>0,Y(4,B,C,D)e P} (3.71)

jv £ {(R,X,M,N,Z,é)lF(Az',Bi,C{,Di,R,X,M,N,Z,é)<0,

X-R> 0= V(AﬁBi? Ci‘) Dt) S V(PC)} (3‘?2)
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De posse dessas defini¢des, como as LMTs (3.38) e (3.39) sio alins em relagio a todas
as variaveis envolvidas, conclui-se que 7 = 7y (veja [GPB91]). Sob esta nova éptica, basta
entao verificar as restri¢des apenas nos vértices do politopo.

Coroldrio 3.1 Seja 6 2 ~? > 0 fizado. O problema (P;‘f,y) € solivel V(A, B, C, D) € P,
com a dindmica do erro de filtragem (T, ) quadraticamente estdvel com atenuagdo de ruidos
v7 se, e somente se existirem R = B', R € R™", X = X', X e R™*" M € B"*" N g pxn

e Z € B**7 de forma gue

(RX, M. N, Z,8ye Jv (3.73)
Em caso afirmativo, o fillro admissivel € descrito por (3.69)-(3.70). (W
Prova: Imediata a partir do Teorema 3.4 e da equivaléncia 7 = Jy. [

Desta forma, o custo garantido étimo de filtragem H.,., pode ser formulado como um
procedimento convexo de otimizacio descrito em termos de LMTs.

Corolario 3.2 A solugdo de

min & (3.74)
RXMNZS

sujeito a
(RXM.N.Z,8)e Ty (3.75)
¢ tal que V& € o custo garantido otime de filtragem H ., isto €,
Hzwlloe <7, Y(A4,B,C,D)eP, (3.76)

Neste caso, o fillro admissivel € deserito por (3.69)-(3.70). G

Prova: A prova é imediata a partir do Coroldrio 3.1, usando a identidade 7 = Jy e 0
fato que a funcdo objetivo é linear sujeita a restricdes lineares. Portanto, o problema de
otimizacio & convexo. »

"Como em {Xie%6], o erro de filtragem (7.} ¢é dito ser quadraticamente estével com ateruacio de ruidos v
se, e somente se, existir P == P > 0, P € R**¥ ta] que (3.124) & satisleita, V{A, B,C, D} e Pa.
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NOTA 3.8 A restrigdo (3.39), isto €, X — R > 0 indica que o procedimento de otimizagdo € restrito
@ computar uma estrutura de ordem completa para o filtro denotado em (3.69) (n = ny). No entanto,
esta restrigio poderta ser relazade para wma desigualdade do tipe > e, se posto(R — X) = ny < n,
entdo o matriz de lransferéncia do filtro (3.69) € equivalente ao sistema descriptor denotado por

{ (R—X)2(t) = M&{()+2Zyt), #0)=0
(8D, 1)

2ty = Nz
e um filltro de ordem reduzida € obtido. &

(3.77)

3.4 Filtragem Robusta Hy/H,

A caracterizacio do problema de filtragem robusta He, (Pgoc,},), na se¢ao 3.3, permite es-

tender aqueles resultados para o chamado problema de custo garantido de filiragem mista
Hi/Heo, que consiste em minimizar um limitante superior para a norma H, com respeito
ao erro de filtragem, enquanto um nivel pré-especificado de atenuagao de ruidos é garantido
para todas as incertezas admissiveis. Este problema é apresentado formalmente a seguir.

Problema 3.2 (P77 ) (PROBLEMA DE FILTRAGEM ROBUSTA Hy/Ho). Determine um
filtro (F.) admissivel de forma que um Lmitante superior para a variancia do erro de filtra-

gem,
lim £42()'3(1)} (3.78)

seja minimizado e, além disso, assegure que % seja um erro de filtragem limitado satisfazendo

1213 < y3|lwll3, Y(A, B,C, D)€ P, (P, foi definido em (3.33)). A

Note que, na formulagdo do problema acima, a classe do sinal de entrada de ruidos
w ndo ¢ explicitada. Além disso, esta formulacio matemética envolve a mesma funcio
de transferéncia do sinal de ruidos para o erro de filtragem, tanto para a varidncia do
erro de filtragem, quanto para a norma induzida £,. Em outras palavras, um dnico canal
deve assaciar caracteristicas diferentes para um mesmo sinal de ruidos w. Desta forma,
como observado em [HBM91], no contexto do critério H3, o sinal w é caracterizado como
um sinal de rufdo branco com densidade espectral de poténcia igual & matriz identidade,
simultaneamente, sob a éptica da norma H., da fun¢éo de transferéncia representando a
dindmica do erro de filtragem, a mesma entrada de ruidos tem a interpretacio alternativa
de ser um sinal de energia limitada, isto &, w(t) € L210; 00).

Sem perda de generalidade, considere {4, B,(C, D) € P. arbitrario porém fixo. As ma-
trizes da dindmica do erro de filtragem (3.3) sao descritas, neste caso, por

NERIRAT
C2[L -], a(t) 2 Egﬂ (3.80)
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fy2o, H2o0 (3.81)

Além disso, a matriz de transferéncia do sinal de entrada de ruidos w para o erro de
filtragem Z ¢é definida como

H:(s) 2 ClsI- AR (3.82)
A varidncia do erro de filtragem é denotada pela norma H,,
fim EL2(2)'2(2)} = || Hzulid (3.83)
e pode ser computada, no espago de estados, por
|H:l2 = Tr{B'GB} (3.84)
onde G = G' > 0, G € B¥¥ gatislaz a seguinte equacio do Grammiano de observabilidade
AG+GA+C'C =0 (3.85)

Note que A é assintoticamente estével se, e somente se, G = (' > 0. Definindo-se a
fungdo matricial

(G2 AGC+HGA+C'C (3.86)
e o conjunto
M2 {Ger™™ | G=G >0,5(G)<0) (3.87)
segue que qualquer matriz G € M, é tal que
Tr{B'GB} > Tr{B'GB} (3.88)

pois G > G € M..
Posto isto, o problema de filtragem misto Hz/H,, pode ser reformulado como

min Tr{H}
PH
(3.89)
sujeitoa QUB,P,H)>0, P& M, tal que ||Hsylloo < 7.
onde
. o[ H BP
B, P H) A {PE’ f } (3.90)
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A partir do Lema 2.1, pode-se caracterizar Tr{H} como um limitante superior para a
variancia do erro de filtragem sempre que a restricio || Hz,]le < 7 for verificada. Para tanto,
uma estratégia (embora mais conservativa) consiste em impor a mesma matriz P tanto para
a inequagdo de Lyapunov como para a LMT {2.13) (que garante o limitante para a norma
Hso ). De fato, considere a inequagio (2.13) (onde 4, £ A, B, & A, Cy 2 C, P e RIWXIn)
dada por

AP+ PA+C'C+42PER'P <0 (3.91)
que & equivalente z
={P) < -y *PBB'P (3.92)
Como PBB'P > 0, é imediato concluir que
ZAP)<0 = P>G (3.93)

implicando, portanto, que Tr{H} > lim¢ ., E{3(£)'5{t)} é de fato um limitante para a
norma H,. Este procedimento é formalmente apresentado no teorema a seguir.

Teorema 3.5 Seja v > 0 fizado e considere (A,B,C, D) € P. arbitrdrio porém fizo. A
solugdo ctima de

RXNN Z.1 i} (3.94)

sujeito a
¥(B,D.H,Z,R,X}>0 (3.95)
I'(A,B,C,D,R.X,Z,M,N,v}} < 0 (3.96)

onde R=R', Re ™" X = X', X e """ M ¢ REX"Z € RMTN € RPXN H = H,
€ R™*™, a funcdo matricial T(-) foi definida em (3.40) e ¥(.) € definida por

H B'R B'X+DZ
W(B,D,H,Z R,X)% RB R R (3.97)
XB+7ZD R X

€ tal que Tr{Hl} > limy oo E{Z(1)'5(t)} assegurando que |Hzylloo < 7. Neste caso, o filtro
(F.) admissivel é dado por (3.69)-(3.70) d

Prova: A prova segue imediatamente do Teorema 3.4 e do fato que a funcio objetivo é
linear sujeita a restricdes lineares, de forma que o problema de otimizagdo é convexo. O
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limitante superior para a norma H; é garantido pela restrigio (3.95) (que inclui a restricio
X — R > 0), enquanto || Hs,||c < 7 é assegurada pela LMT (3.96).

A restricdo (3.95) é estabelecida da seguinte forma: multiplica-se Q(5, P, oy > o0
em {3.89), a direita e & esquerda por diag[L, J'] e diag[l, J], de forma a obter

. [ H BJ
QB PH)E [j’é J’j] g (3.98)
ou equivalentemente
i H B B'P+ D’B}P{Q
QB,D, P, S51,H) & B S11 1 >0 {3.99)
PllB—l-PlngD I Py

onde J e J foram definidas em (3.48) para PJ = J. Definindo-se a mudanca de varidvel
Z & P13B; e entio, pré e pés-multiplicando QB.D, Pi1, 50, ) por diagll, S;;,I], a
LMT (3.95) é obtidapara X £ Py e R 2 571 |

Considere os seguintes conjuntos

Jo =& {(R.X,M,N,Z.§)|Y(B,D,H,Z,R,X)>0,

[(A,B,C,D,R,X,M,N,Z,8)<0, ¥(A,B,C,D)& P.} (3.100)

e

TFav {(R,X,M,N,Z,6)| ¥(B;,D;,H,Z,R,X)> 0,

F(Ai,Bi,Ci,Di,R,X, M,N,Z, 5) <0, V(A;‘,Bg, Ci,Di) € V(Pc)} (3.101)

Como ¥(-) e I'(-) sio expressdes afins com relagdo a todas as matrizes envolvidas, segue

que J3 = Jov e, portanto, o problema de filtragem misto (P{go,r) pode ser reformulado

como um problema de otimizacio descrito em termos de £LM7Ts.

Corolario 3.3 A solugde étima de

nx gy TrH} (3.102)

sujeito g
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(R, X, M. N.Z, H A% e Ty (3.103)
€ tal que
Tr{H} > tlf»nolo REOIED) {3.104)
€
IHzullw <v, Y(A,B,C.D)eP, (3.105)
Neste caso, o filtro robusto admissivel é descrito por (3. 69)-(3.70). O
Prova: A prova é imediata a partir do Teorema 3.5, usando a identidade 7 = Jy. |

3.5 Exemplo
Exemplo 3.1 Considere o seguinte sistema LIT continuo no tempo investigado em [XdS95]

0 = [1 75 =0+ [T 0

y(t) = [0 100]x(t) + w(t) (3.106)

z(1) = [0 100]x()

onde o sinal de entrada de ruidos é considerado como pertencente a classe L3[0;0c). Além
disso, assume-se que o pardmetro incerto ¢ satisfaz I¢] £ 0.3, de forma que o sistema (3.106)
é quadraticamente estivel. Neste caso, os dois vértices do conjunto poliedral V(P;) sio
denotados pelas matrizes:

0 —0.7 0 -13
A= [1 mo.s] ¢ Ar= [1 —0.5} (3.107)

Na abordagem por equagio de Riccati proposta por Xie e de Souza em [XdS95] e discutida
na segao 3.2.1, o valor minimo do nivel de atennacio de ruidos encontrado 4 va = 1.255.
Por outro lado, o custo garantido étimo de filtragem H,, utilizando os resultados do Co-
roldrio 3.2, permitem obter v = 1.000091 ¢ (F.) descrito pelas matrizes

—0.0000047 —6.1125475

0.6000009 —0.0665042

- (51
Ay =107 x { 0.0665041

By =10 x [6.1125820]

Cr=[0 99.9993] (3.108)
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Note que este exemplo caracteriza a existéncia de seqiiéncias de filtragem de altos ganhos,
isto é,

[Hzulloo € v Hm 50— 97 tal que lim [[By,[] — cc

Tal caracterizagao foi discutida na segéo 2.1, como uma extensio da abordagem do problema
de controle H.. para sistemas continuos [Sch89], [Sch90], [POPY8]. A fim de se evitar um
comportamento numérico indesejdvel, a restricio X — R > 0 pode ser substituida por
X — R > €l, € > 0 de forma que lim, .o | By || < 00, 9* <7 < v+ &, £ > 0. Considerando
X ~ R > 107%1, o procedimento de otimizacio apresentado no Corolério 3.2 permite obter
v = 1.0078 com

Af = 107 % 0.0000274 m1.0759941J B, = [107.6863]

0.0001002 —-0.0204252 2.0375

Cr=10 100] (3.109)

As Figuras 3.1 e 3.2 ilustram, respectivamente, os diagramas de valores singulares para
os filtros robustos (3.108) e (3.109) conectados ao sistema incerto {3.106), considerando os
vértices (3.107) e o sistema nominal (¢ = 0). Pelos diagramas observa-se que de fato os
valores de -y encontrados representam custos garantidos de filtragem H,, levando em conta
o filtro projetado.

Para o projeto do filtro misto Hz /M., a figura 3.3 ilustra a relacio entre os valores de
atenuacao de ruidos pré-especificados v e os valores dos limitantes superiores Tr( H ) para a
norma Hy. A tabela 3.1 apresenta, para alguns valores pré-especificado de v, os respectivos
Hmitantes da norma H> e as matrizes do filtro associado.

3.6 Conclusao

Neste capitulo, o problema de custo garantido de filtragem M., foi abordado envolvendo
varias formas de descrigio das incertezas do sistema. Dois procedimentos apresentados
na literatura, abordando incertezas do tipo limitada em norma, foram revistos, a saber:
abordagens por equagées de Riccati [XdS95] e por LMTs acopladas [LF95], [LF97].

Sob o cendrio de incertezas do tipo politdpicas, elaborou-se uma nova abordagem para
o problema de custo garantido de filtragem H,., descrita em termos de um procedimento
convexo de otimizagido envolvendo apenas LMZs. Como conseqgiidncia, esta nova abordagem
foi estendida para tratar o problema de custo garantido de filtragem misto Hy/Hoo. Além
disso, especificagdes adicionais como, por exemplo, restringir a dindmica do filtro a uma certa
regido podem ser incorporadas utilizando as técnicas por LMTs apresentadas [PP98¢].
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x 107
1 ‘ ; T ; R A

: S T : . :0?90410*"3
0_5,,., ........ .t‘l ......... L rl!\ ......... ,,,,, ‘?\_.

Valores Singulares (dB)
|
H

10
Freqiiéncia (rad/s)
Figura 3.1: Diagrama de valores singulares para o filtro robusto Hoo (3.108) conectado ao

sistema incerto {3.106), considerando-se os vértices Ay, Az e o sistema nominal (( = 0) -
Exemplo 3.1.
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0.08 . D B S ; T ;

0.06

0.04

0.02

~{.02

Valores Singulares (dB)

~0.04

—0.06 A S R A I
10 10 10

Freqiiéncia {rad/s)

Figura 3.2: Diagrama de valores singulares para o filtro robusto H, (3.109) conectado ao
sistema incerto (3.106) e considerando os vértices 4y, Ay e o sistema nominal (¢ = 0) -
Exemplo 3.1.
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psob| S o G
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1001 m
S50 -
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Figura 3.3: Atenuacio de ruidos pré-especificada 7 X limitante superior Tr( H) para a norma
Hy - Exemplo 3.1.
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7 Tr{(H) Az By Cy

o | s | [22 ) | o |y
| | [ e | oo |y
e | aso | o ) | o |y
o | o | [z - o T,

Tabela 3.1: Alguns valores numéricos para o filtro misto Hy/Hee associado a atenuacio de
ruidos y pré-especificada e o respectivo limitante da norma H, - Exemplo 3.1.
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3.7 Notas e Referéncias

S-procedure

Para Fy,. .., F, funcdes quadriticas da variavel s € B*, definem-se

Fi(s) 2 8'Tis 4+ 2uls v, i=0,....1 Ti= T!

Considere a seguinte condicio sobre Fy, . .., e
Fols) 20 Vs talque Fi(s) >0, i=1,...,1 {3.110)
Se existirem escalares 7 > 0,..., 7 > 0, tais que
!
¥s, Fo(s)— > mFi(s) >0 (3.111)

iml

entao (3.110) verifica-se. Como observado em [BGFBY4], se as funcdes F} forem afins, entao (3.110)
e (3.111) sio equivalentes e o resuitado acima é conhecido como Lema de Farkas.

Generalizacdes

Neste capitulo procurcu-se criar uma certa padronizagidc para a apresentacio das diferentes
abordagens. Para tanto, adotou-se como modelo 2 estratégia [XdS95] apresentada na secio 3.2.1,
onde a solvabilidade do problema de filtragem robusta (PZZ,) passa pela determinagio de um filtro
(F.) admissivel estritamente priprio.

No entanto, cabe ressaltar que, a abordagem por £MZs acopladas [LF95] e [LF97], exposta na
secdo 3.2.2, permite também lidar com o projeto de um filtro préprio robusto, hem como tratar
© caso em que a saida a ser estimada z, no sistema (3.1), inclua incertezas do tipo (3.14) e que,
eventualmente, possa ser corrompida por um sinal ruidoso, isto é,

2(t) = La(t) + Tw(t) +iH3,~&(t) (3.112)
i=1

Neste caso a LMZ (3.20) é reescrita da seguinte forma

AS+54 SB SH\ | L' EJ
BS -1 0 | T B .
i 2
[ AOS 2 J HS 0 —J |m ELJ [ f\{’f 2 } <0 (3.113)
| T T M | <1 0
JE,  JEs JE3| 0 —J

Tais generalizagbes também podem ser incorporadas pela abordagem descrita em termos de
LMTs proposta na secio 3.3, para tratar o problema (P;‘<f7). De fato, considere o sistema incerto
(Se), deserito em (3.1) e (3.112), onde &(¢) = 0,i=1,...,a.

Os pardmetros incertos do modelo sio considerados agora como pertencentes a um conjunto
convexo compacto do tipo politépico, isto &,

(A,B,C,D,L,T) € P? (3.114)
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P! 2 {(AB.C.DLT)| (A BCDLT) =

£ £
= (AL B, G D LiTh); 2 05 ) mo= 1} (3.115)
izl 1

Considere o filtro proprio denotade por

i

1) { () Apzlty+ Byy(t), £(0)=0 -
b 3.
z(1) Cra(t) + Dyy(t)

I

w{lt)

u)}_‘l i Uy

Wty B o T W@ 3o B o [ e BN
oy A y
w(t)~ T — +
. ++ z(¢)

Figura 3.4: Filtro (F7) conectado ao sistema incerto {S,.), descrito em {3.1) e {3.112), onde
() =0,4=1,...,a.

A dindmica do erro de filtragem (figura 3.4) é entfio descrita por

{ () = A#(t) -+ Bu(t)
(74 1) (3.117)
ity = Ci1t)+ Dwlt)
onde
T4 A 0 = A B
Aﬂ{BfC Af] ,B:{pr] (3.118)
CAL_D;C -Cy), DET-D;D, #t) 2 Eg” (3.119)

Com isto, a versao para o Teorema 3.4 é apresentada a seguir.

Teorema 3.6 Seja 6 £ 42 > 0 fizado. O filtro (F7) em (3.116) € um filiro admissivel com erro de
filtragem £, para z(0) = 0, satisfazendo o relagdo || Hzywllo < V6 se, e somente se existirem R = R/,
ReR™™ X =X' X e R»™" M eR™" N ¢ RPX" Z e R?*" ¢ D; € RPXT tais que

T,(A,B,C,D,L,T,R,X,M,N,Z D; 6) <0 (3.120)
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X-R>0 (3.121)

onde a fungdo mairicial Ty(+) ¢ definida por

Iy(A,B,C,D,L,T,R, X, M, N, Z,D; §) &

AR+ RA RA+A'X +C'Z -+ M RB L'~ (D) = N
AR+ XA+ ZC+M AN+ XA+ 20407 XB+4D [ -C'D, (3.122)
- B'R B'X+DZ -1 T'— D' Dy e
Le-D;C—~N L - DsC T —D;D —61
i

Prova:  (Necessidade). A prova segue a mesma linha do Teorema 3.4, considerando, no entanto,
uma inequagao mais geral no Lema 2.1, que leva em conta a matriz 17 em {3.119) (veja, por exemnplo,

(GA94], [BGFB94], [1S94], [ZKSN95], [AGI5], [PTPIT)):

AP+ PA+y=2C'"C PB4++-2C"D
. o - 0 A2
[ BP+y2DC ypp-1 | S (8.123)
ou, pelo complemento de Schur,
AP+ PA PB
BP -1 D <0 (3.124)
C o 81

onde § £ 42,
Multiplicando (3.124) & direita e & esquerda, respectivamente, por J' e J definida em (3.49)
obtém-se

JAJ+ Al J'B e
B -1 D<o (3.125)
CJ D =48
Logo, para (3.52), (3.53) e
16w | Sl = S CIDy = 5150
JE = [ v, (3.126)
tem-se que (3.125) é equivalente a
ASn 4+ S A A+ S A P+ 51 C'B) P, + Sy A} P,
A"+ Pi1ASi1 + PiaBrCSiy+ PiaA; 8y, AP+ PpA+ P1aB;C + C'B} Py,
B B'Pr, + DB, Pl
LSy — DyCSiy - G4, L—D;C
B S;lL"—SuC’D} "—Slgc}
PuB + PiyByD L' —cb,
i oo <0 (3.127)
T - D;D 51

Pré e pés-multiplicando a inequacio matricial nio-linear (3.127) pela transformacio de similaridade
denotada por



62 Capitulo 3. Filtragem Robusta H,, - Sistemas Continuos

diag (S5, T L] (3.128)

e usando a mudanga de variaveis definida em (3.57), isto é,

ZEPuBy, 22 CS, e 22 PpAsS, (3.129)
obtém-se

SptA 4+ A'ST! S A+ APy +C'2 4 ST 2
A'ST + PrA+ 20 + 257 APy + PuA+CZ 4 ZC
B.'Sl—ll BIPM + Dot
L— D0~ Z57 L-D;C

S;'B L'—¢'Dj — spta
PhB+2ZD L -C'D;
-1 T - D' D;
T—D;D —61

<0 (3.130)

Per fim, definindo-se uma nova mudanga de varidveis dada por

RE2S) . X&p, M2ZR N2ZR (3.131)

obtém-se a LM apresentada em {3.120).
(Suficiéncia). Segue os mesmos passos da apresentada no Teorema 3.4, [ |

De forma equivalente a (3.69) e (3.70) na secfio 3.3, uma estrutura particular para o filtro (F#)
em (3.116) pode ser estabelecida. De fato, usando as mudancgas de varidveis em (3.129) e (3.131)
obtém-se

1) = (R—X)y'"Ma(t)+(R—X)"12y(t), 2(0)=0
(F?) (3.132)
) = Na(t)+ Dyyt)
Considere os seguintes conjuntos
T4 £ {(RX,M,N,Z,Dy,6) | T,(A,B,C,D, L, TR, X,M,N,Z,D¢,8) <0
X—-R>0,V(A,B,C,D L T)eP!} (3.133)
«j’g é {(R$X5M;N:Zer}§)!FC(A!I:BhCi:D‘irLi;ﬂ:R:X!M?N!Z’Df’é)<0’
X —R>0, V(A;, B;, C;, Dy, L, ;) € V(P?)) {3.134)

onde, naturalmente, 79 = JJ. Portanto, o Coroldrio 3.1 pode ser reapresentado da seguinte forma.

Corolério 3.4 Seja § £ 4° > 0 fizado. O problema de filiragem robusta (PLs) considerando (F§)
€ solivel V(A,B,C,D,L,T) € P{ e a dinamica do erro de filtragem (TJ) ¢ quadmtzcamente estdvel
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com atenuagdo de ruidos y se, e somente se, eristirem R = R/, & € B"*", X = X' X e Rrre
MegRM? N cRPXM Z aRnxr ¢ Dy € RPX" de forma que

(R, X, M N Z,Ds 6) e T (3.135)
Em caso afirmativo, o filiro admissivel ¢ descrito por (3,132}, td
Prova: Imediata a partir do Teorema 3.6 e da equivaléncia J9¢ = 7. |

Embora o problema (P;”OC,Y) permita uma formulagio matematica geral do tipo (A, B,C, D, LT
€ Pf. sob o ponto de vista de projeto, no entanto, poder-se-ia questionar qual o significado de
abordar o caso em que a matriz L é incerta, ja que & mesma representa uma escolha de ponderagies
sobre uma combinacio de estados do sistema. Essa questao pode ser interpretada da seguinte forma:
suponha, por hipdtese, que em um dado mercado financeiro, as cotagdes de win grupo de moedas
estrangeiras, do ouro, as principais ac¢des, bem como a confianga dos investidores representem as
variaveis de estado. Suponha também que o mesmo mercado esteja sujeito a influéncias externas de
ambito governamental, porém limitadas a um conjunto de decisbes no sentido de regular o mercado.
A oscilagdo das cotagdes e a confianca dos investidores sio modeladas como incertezas do tipo
politépica, bem como possiveis incertezas associadas as decisdes governamentais. Suponha que um
certo investidor, deseje estabelecer um portfolio neste mercado financeiro que lhe garanta, a longo
prazo, uma certa faixa de rentabilidade L com o menor risco possivel ¥. Seria entfa razodvel supor
que, na rentabilidade a ser estimada incluem-se incertezas a partir da combinagido da oscilagio das
cotagdes e da confianca dos investidores.

Note que, com rela¢éio ao projeto para o problema de filtragem robusta Hy/H,, isto é, (P35..),
¢ imprescindivel que o filtro considerado seja estritamente proprie. Isto decorre do fato do critério
H2 admitir somente fun¢des pertences ao BH,.

Exemplo 3.3 Considere o sistema incerto apresentade no exemplo 3.1 da secao 3.5, sendo que o
projete envolve agora a determinagiio de um filtro propric como em (F#). Seguinde os mesmos
passos do exemplo 3.1 e considerando o Coroldrio (3.4), o valor minimo de atenuacio de ruidos é
dado por ¥* = 1.00000175 = 1.5175 x 10=5dB com as matrizes® do filtro robusto descritas como:

s [0 —as601 _ o [4.8691
Ay = 107 {o —0.05281 By =107 x {0.0528

Cr=1[0 0.0796] , D; = 0.9992 (3.136)

Novamente pode-se perceber a ocorréncia de altos ganhos no projeto do filtro robusto e, por-
tanto, como discutido no exemplo 3.1, pode-se impor X — R > el, ¢ = 107% obtendo-se assim
v = 1.60008929 = 7.7550 x 10~*dB com

_ o [0.0008 —6.0380 _ [6.0281
Ay =107 [0.0100 —0.0803} » Br = [0.0753

Cy=[0 0.0577] , Dy = 0.9994 (3.137)

8Os valores das matrizes do filtro apresentados neste exemple foram arredondados para os 4 primeiros
algarismos significativos. No entanto, os diagramas de valores singulares foram plotados considerando a
precisio mdxima disponfvel no MATLAB.
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Nas figuras 3.5 e 3.6 sfio apresentados, respectivamente, os diagramas de valores singulares consi-
derando os dois vértices e o sistema nominal ({ = ¢} do exemplo 3.1, para os filtros robustos (3.136}
e (3.137) conectados ao sistema incerto. O cardter de custo garantido H., dos valores de v ob-
tidos tanto para lim, ..o [[Bfr] — oo como para X — R > ¢I pode ser observado nos diagramas
{envolvendo o projeto de filtros com estrutura prépria).

Valores Singulares (dB)

-5 it R REY i
107 107¢ 107 10

Freqiiéncia (rad/s}

Figura 3.5: Diagrama de valores singulares para o filtro robusto H,, {3.136) conectado ao
sistema incerto (3.106), considerando-se os vértices 4;, A3 e o sistema nominal (¢ = 0) -
Exemplo 3.2
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Valores Singulares (dB)

-8 Y. i M IR
107 10 107 10 10

Fregiiéncia (rad/s)

Figura 3.6: Diagrama de valores singulares para o filtro robusto Hu, {3.137) conectado ao
sistema incerto {3.106), considerando-se os vértices Ay, Ay e o sistema nominal (¢ =0)-
Exemplo 3.2.
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Capitulo 4

Filtragem Robusta H., - Sistemas
Discretos

4.1 Introducao

Considere o sistema incerto discreto LIT dado por

1 o
Az(t) + Bw(t) + > Hubi(t),  2(0) =z, t=01,...

=1

z(t + 1)

i

(Sq 1) y(t) = Ca{t)+ Dw(t) + iﬂﬂ‘gi(”

t=1

2(t) La(t)

(4.1)
onde z : N — R™ é o vetor de estados, y : N — R” é o vetor de saidas medidas, w : N — R™
¢ o sinal de entrada de rufdo (incluindo ruidos de medida e processo) e z : N — RP é o sinal
a ser estimado. Os sinals & : ¥ — R representam as variaveis de incertezas; as matrizes
fy; e Hy; sio matrizes constantes conhecidas, 1= 1,...,a.

A seguinte hipStese é estabelecida:
¢ (D-i) O sistema (8;) é quadraticamente estdvel®,

A hipétese (D-i) garante que o erro de filtragem é limitado, ji que a estabilidade assintética
da dindmica do erro de filtragem ¢ ditada pelos estados do sistema (Sz) compostos com os
estados do filtro admissivel.

Considere o filtro (1.2} dado por

*Um sistema € dito ser quadraticamente estdvel se existe P = P’ > 0 tal que para todas as incertezas
admissiveis em A
A'PA-P <0,

67
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t+1) = Af2(t)+ Bry(t). FHO) =0
(Fa) (4.2)
Ht) = Cr(t)

A dindmica do erro de filtragem é entio descrita por
Ft+1) AF(1) 4+ Buwl(t) + HE

(72} ) (4.3}
(1) CE()

i

i

bt

onde #: I — R? é o erro de filtragem e z, £, A, B, C e H serio adequadamente definidas,

Sob esta nova 6ptica, envolvendo incertezas nos parimetros do sistema, o problema sub-
otimo de filiragem Hoo, ( Pooy) ¢ reformulado a fim de que o projeto do filtro robusto garanta
um limitante para a norma H,,. Desta forma o problema a ser tratado consiste em:

Problema 4.1 (P;‘j,y) {PROBLEMA DE FiLTRAGEM ROBUSTA M ). Assuma que o vetor
de rutdos w(t) € £3[0; oc). Dada uma atenuagdo de ruidos v > 0 fiza, determine um filtro
(Fq) admissivel, tal que 3 seja um erro de filtragem limitado satisfazendo

1213 < v*Hwli3 . 2(0)=0, w(t)#0 (4.4)

parg todas as incertezas admissivels ao sistema {Sy). AN

Como discutido no capitulo 3, as incertezas do sistema (Sg) podem ser caracterizadas
como estruturas do tipo limitado em norma, restricdes quadraticas integraveis, politépicas,
etc.

A sintese de (F;) atendendo ao problema (P;’g,r) e envolvendo viarias formas de descrigao
das incertezas serd objeto do estudo a seguir. Similarmente ao capitulo anterior, a secio
4.2 tratard de duas abordagens: a primeira por equagdes do tipo Riccati ([XdSF91b]) e a
segunda por LMTs acopladas envolvendo RQTs ([LF95], [LF97]). Nestas formulacdes, o
problema de filtragem robusto H.. é convertido em um problema de filtragem M., do tipo
“egcalar”.

Na secdo 4.3, uma nova estratégia para a sintese de um filtro admissivel (F,), conside-
rando incertezas do tipo politépicas no problema (P;'f,y) em termos de LMTs [PPI8b], serd
discutida. Como extensio desta iltima abordagem, o problema de custo garantido 6timo
de filtragem H,, em termos de um procedimento convexo de otimizacio serd apresentado.
Do mesmo modo que na segdo 2.3.2, o Lema 2.2 estabelecerd um ponto de partida para
elaborar condigdes necessirias e suficientes para a sintese de um filtro robusto admissivel.
Além disso, esta nova abordagem por LMZs permitird tratar o problema de filtragem de
custo garantido misto Hs/He, na secao 4.4,

4.2 Incertezas do Tipo Limitado em Norma

4.2.1 Formulagao por Equacio de Riccati

Considere o sistema incerto (4.1}, onde o« = 1 e
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E(t) & Al Eya(t) (4.5)

de tal modo que A({) € B*** é uma matriz variante no tempo e desconhecida que satisfaz
HA <1, Vi =0,1,.... A matriz Ey é uma matriz constante conhecida,

Considerando (4.1). (4.2) e (4.5), a dinamica do erro de filtragem (4.3} é representada
pelas matrizes

PN A 0 = oA B .
Sl DI 4f] » B = [B—pr] (4.6)

) i "
EelL-c, cf],f;é{ﬂi_é%] (4.7)
E(1) & A(t)Eyi(1) (4.8)

0 | ()

Além disso, assuma que ; = L, de forma que a dependéncia explicita do erro de
filtragem com relagio ao estado do sistema (84) seja eliminada.
Considere as seguintes hipéteses:

(D-ii) [D  H,] define uma transformacio linear sobrejetiva.
(D-iii) A matriz A é nio singular.
Estas hipSteses sao necessirias para garantir a viabilidade numérica do calculo da solugdo

de uma equagio do tipo Riccati envolvida no projeto do filtro robusto. O resultado a seguir
estabelece quando o problema (P;‘Od_y) possui solugéo.

Lema 4.1 Considere o sistema incerto (Sq) com ({.5) satisfazendo as hipoteses (D-1),
(D-ii) e (D-1ii) ¢ seja v > 0 fivo. Assuma que para um dado filtro da forma (Fy) e para
algum ¢ > 0 exista uma solugdo P = P' > 0, P ¢ Rx2n satisfazendo

APA ~ P+ APCY(1 - CLPC)™\CLPA' + BB, = © (4.10)

onde

MA+C{I-CPCH'CPAY e By
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Entdo as afirmacdes a sequir sdo verdadeiras.

(i} O filtro (F4) € admissivel.

(it) A dindgmica do erro de filtragem € assintoticamente estdvel e satisfaz |[F]]2 < ~v|lwlls,

Yw(t} # 0 , para todas as incertezas admissiveis.

Prova: Veja a prova do Teorema 3.4 em [XdSW96]

k4

O proximo teorema (apresentado em [XdSF91b]) mostra qual a estrutura adequada ao

filtro (Fy), para que satisfaca o problema (ng,y .

Teorema 4.1 Considere o sistema incerto (S;) e (4.5) satisfazendo as hipdteses (D-1),
(D-ii) e (D-iii) e seja v > 0 fizado. Se existir um escalar € > 0, tal que as sequintes

condicdes sejamn verificadas:

(1) Eriste uma solucdo X = X' > 0, X € R"™" satlisfazendo
AXA- X 4+ AXBI-4*B'XB) "B'XA+EEE =0

onde
I-~+2B'XB>0

B=|B 2H ]
MA+~2PBI-~"2B'XB)"'B'XA) e By
(11} Eriste uma solugdo S = 57 > 0, § € R™"*" satisfazendo
ASA — 5§ —(ASC' + BDYCSC' + R)yNASC' + BDY + BB =0
tal que

() UE1—-~"2LSL >0
(b) MA—(ASC' + BD)YNCSC + R)1C) € By.

As matrizes fl, B, C, D, Dy e R sio dadas por

A=A+~ B(I1-y*B'PB)'B'X A

(4.11)

(4.12)
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B = B(I-~7*B'PB)1/?

- [C’ +772D 2H[(1-+*B'XB)'BXA
N v UL

D=[D 2H,}(1-~*B'XB)1/?

=3
[

Entdo, o problema (PLS) ¢ solivel.
Quando as condigdes (i) e (i) sdo satisfeitas, um filtro (Fq) robusto M., apropriado é
descrito pelas matrizes

Af = fi—BfC'

By = (BD'+ AVCYCVC + DDy (4.13)
Cr = I
onde
V=5+y"25L0-'LS
0
Prova: Veja [XdSF91b, Teorema 3.1], [XdSW96, Teorema 3.4]. n

NoTA 4.1 As referéncias associadas 4 abordagem por meio de equacies de Riccati no caso discreto,
tém permitido epenas tratar incertezas nas matrizes A e ( (este fato decorre de dificuldades de
manipulagio evidenies, como ne Teorema 4.1} &

4.2.2 Formulacao por LMTs acopladas

Considere o sistema incerto (4.1), de forma que as varidveis incertas E{t),i = 1,...,q,
satisfacam as seguintes restricdes RQ7s:

r T
Z flE)* < Z | Erzlt) + Exw(t) + Egi(f(t)“:a, quando ' — o0, i = 1,...,a (4.14)

1=0 =0
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onde £(t) £ [£{(t) ... £.(1)]. F1; e Ey sio matrizes constantes conhecidas. Para simpli-
ficar a notacao adotar-se-4

Hy2[Hy ... Hiy, Ho2[Hy ... Hz) (4.15)
Eié[Eil E{a]’Eéé[Eéi Eéa}‘E%é[Elgi Eéa] (416)

As matrizes da dinamica do erro de filtragem {4.3) sdo dadas por

AL [ch ;;f] B2 [Bif)} (4.17)
CA[L —¢4),H2 [B%J (4.18)
fozen, anz|5] (4.19)

Neste cenario envolvendo RQ7Zs, a designaldade (4.4) no problema (ngy) é reescrita
como

=3

T
SOHEP <423 [lwll?, quando T — oo, w(t) # 0, #(0) = 0 (4.20)

t=0 =

A elaboragdo de uma estratégia em {LF95], [LF97] por £MTs, para tratar o problema
(P;'f?) com {(4.20), passa pela técnica de “escalar” o problema por meio do denominado S-
procedure {discutido no final do capitulo 3). Tal artificio é ressaltado no item (7) do préximo
teorema, onde condigbes que garantem que um dado filtro seja admissivel e 7 seja um erro
de filtragem limitado sdo apresentadas.

Definem-se as seguintes matrizes

Eie 2[E1 0] e J2&diaginly,,.... 7.0 ] (4.21)

Teorema 4.2 Considere o sistema incerto (S3) € seja v > 0 fizado. Todas as afirmacées a
sequir sdo equivalentes e, se satisfeitas, garantem que um dado filtro (Fy) € admissivel e que 7
€ um erro de filtragem limitado satisfazendo ({.22) para todas as incertezas atendendo (4.14).

(1) Ezistem P = P' > 0, P € R?"*%% ¢ 1y > 0,...,7, > 0 assequrando que

(A% + Bw + HEY P(AZ + Bw + HE) — P& + ||C&|* - v2|jw])®+

+ Z (| Evie + Eqw + Esi€l|® ~ 16]17) < 0, (&, v, &)Y #0 (4.22)

=1
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(i} Bzistem P = P' > 0, P € R¥™" ¢ J > 0 definido em ({.21) satisfazendo
APA-P 4 B JE. +C'C A'PB + E| JE,
B'PA+ ELJE,, ~Y 1+ B'PB + E}JEy
H'PA+ E4TE,, H'PB + ELJE,
A'PH + E} JE;
B'PH + E4J E; <0 (4.23)
—J + H'PH + ELTEy

(1ii) Ezistem P = P' >0, P B¥x2n o J 5 g definido em (4.21) satisfazendo

APA-p A'PB A'PH ' ELJ
B'PA -1+ B'PB B'PH 0 EyJ
H'PA A'PE ~J+HPH 0 EiJ|<0 (4.24)
¢ 0 0 -1 0
JEre JE, JE3 o -J

(v} Eriste J > Q tal que o sisterna auziliar abaizo ¢ ussiniolicamente estdvel e satisfaz
1z, |00 < 1, onde H;,,, € a fungdo de transferéncia de Wy para Z,

za(t+1) = Az, (1) +[y1B HIY2 (1)
~ 4.25
Al = | ey | e : : o
a - Jl/QEle To )+ 7—1JE/2E2 J1/2E3J_1/2 Wy
£l
Prova: Veja [LF97]. |

Manipulando convenientemente o sistema auxiliar (4.25) parametrizado em J , obtém-se
um sistema equivalente em “malha-aberta” dado por

((zs(t+1) = Az,(t)+[y'B  HiJ Y2 u,(1)

4 z(t) = [ﬁﬁEl}xs(t)Jr[Wﬁ,gEz Jl,zEzj_l,g]ws(tH[—Ol}u(t)
k yt) =

Cas(t)+ [y7ID  Hod 121w, (1)

(4.26)
com 0 controlador
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gt +1)

Ard(t) + Byt
(4.27)
u(t) = Crifi)

Deste modo, o problema (ng,y) para o sistema (4.1} com (4.14) é convertido em um
problema padrdo de controle M., do tipo “escalar” para o sistema auxiliar em “malha-
aberta” (4.26}, envolvendo apenas a sintese de um controlador (4.27). Esta conversio do
problema em [LF95], [LF97], permite a utilizagio (diretamente por substituicdo) da for-
muiagio por LMTs apresentado em [GA94, Teorema 5.2] ou [Gah96, Teorema 4.1]. A

soivabilidade do problema (ngy) ¢ formalizada a seguir.

Teorema 4.3 Sejay > 0 firo. Denote por Ns qualquer mairiz cujas colunas formam uma
base do espaco nulo de [C D Ha]. Se existirem matrizes simétricas R € R"X" § ¢ Rnx»
eJ > 0 (definida em ({.21)) que satisfacam as LMTs (1.28), ({.29) e (4.30) abaizo, entdo
o problema (P;'f,),) € solivel.

ARA - R ARE] B HyJ 1
FE{RA —-J P+ ERE,  E Egd !
o | U G T | <o (4.28)
J-L T JVE] 0o —J
A'SA- 8 A'SB ASHy L ElJ
BSA —v*1+ B'SB B'SH, 0 ELJ
’ 2 I8
[ A(;S : } HISA HiSB  —J4+HISH, | 0 FELJ [ aEAL ] <0
L 0 0 -1 0
JEy JE, JEs 6 —J
(4.29)
[}f H >0 (4.30)
|
Prova: Veja [LF97]. [ ]

Note que a inequagdo (4.28) é afim nas varidveis B, J; £ /7! e § £ 4%, enquanto a ine-
quagdo (4.29) € afim nas varidveis , J e §. Portanto, as inequacgdes ndo sio conjuntamente
lineares em J. Para contornar esta néo linearidade, definem-se §; £ »;/(1+7),i=1,...,a,
onde 7; > 0 se, e somente se, 5; € (0,1). Escolhe-se entdo um conjunto de pontos suficien-
temente significativos em relagio a cada f3; € (0,1). Portanto, para cada ponto do conjunto
(B1s- .-+ Ba) é suficiente verificar se existe uma soluc¢do factivel para {4.28), (4.29) e {4.30).

Com as matrizes R, 5 e J que satisfazem teorema acima, basta reconstruir o controla-
dor (4.27) para o sistema auxiliar (4.26) por meio do Lema da Projecio (Eliminagio) em
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[GA94, Teorema 4.2], ou de forma explicita como em [Gah96, Algoritmo 4.1]. Note ainda
que as matrizes £ e 5 sdo necessariamente definidas positivas.

Para o caso em que o = 1,istc 6, J = il e E5 = 0, a descrigio por LMZs acopladas é
idéntica aquela formulada por equacées de Riccati na secao anterior 4.2.1.

NoTA 4.2 Em [LF95], [LF37], tenta-se estabelecer um problema de factibilidade deserito por LAT s
nde acopladas para o caso denominado “bloco de incerteza escalar”, iste é, o = 1, Para tanto, ¢é
useda o transformacdo de similaridade dada por diag[J/? JH2 T, 1), que multiplicada & direita ¢ &
esquerda em (4.28), ¢ logo apds usendo o complemento de Schur obiém-se:

ADAl D =2 ' : AR 4 a2 1 i
[ARA R+57"BB'J + HiH] ARE{++ *BE,J + H,E}, -0 (431)

EiRA + 4 E, B J + EsH! —I+ v By BT + FsEl
1 2 3

onde R £ RJ. Com 1550, ¢ problema € reescrite em termos das LM T s (4.31}, (4.29) e (4.50) que
seriam conjuntamente lineares em R, S e J. Entretanto, contrariamente ao afirmado em [LF395],
[LF97], tal descrigio nio € vélida, pois niy € possivel estabelecer uma transformacio de similaridade
para a mequacdo (4.30) sem que se introduzam novas nioc linearidades. De fato, multiplicando ({.30)
i direita e @ esquerda por diag[JH? 1] obtém-se:

RJ?
{JU? s

wmviabilizando uma formulagio linear. &

4.3 Incertezas do Tipo Politépica

4.3.1 Abordagem Convexa por LMIs

Considere o sistema incerto (4.1} com &(t) = 0,7 =1,...,a. Os parametros incertos do
modelo sido considerados agora como pertencentes a um conjunto convexo compacto do tipo
politépico, isto é;

(A,B.C,D)e P, (4.32)
£ 4

’pd%{(AvB:CaD) i (A':B?CsD)mZ Ti(A-iaBivcisDi); 20 Z Tiﬂl} (433)
i1 =1

Sem perda de generalidade, considere (A, B,C, D) € Py arbitrario porém fixo. As ma-
trizes da dindmica do erro de filiragem (4.3) sdo descritas, neste caso, por

A%[ch ;f} ,Bé[ﬁfﬂ] (4.34)
C2(L —Cf, a()2 Egm (4.35)
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fB2o, H20 (4.36)

Além disso, a matriz de transferéncia do sinal de entrada de ruidos w para o erro de
filtragem # é dada por

Hz ()2 C(CI-A)7'B (4.37)
Baseado na versdo do Bounded Real Lemma para sistemas discretos apresentada no

Lema 2.2, o teorema a seguir estabelece a solvabilidade do problema de filtragem em termos
de duas LMTs.

Teorema 4.4 Seja 6 £ % > 0 fizado. O filtro (Fy) em ({.2) € um filtro admissivel com
erro de filtragem %, para z(0) = 0, satisfazendo ||Hzy, |00 < V8 se, € somente se, existirem
R=R ReRV" X=X X ¢ B™" M ¢ B™™" N c RP" ¢ Z ¢ R™" tais que

(A, B,C,D,R,X,M, N, Z,6)> 0 (1.38)

X—-RE>0 (4.39)
onde a fun¢do matricial Il € definida por

(A, B,C,D,R.X,M,N, 7,6 %

[ R R 0 AR AX+C'Z'+ M L'—N'"
R X 0 A'R AX 4+ C'Z L
a 0 0 81 B'R BX+ D7 0
a RA RA RB 7 B 0
XA+ZC+ M XA+ZC XB+ZD R X 0
L-N L 0 0 0 |
(4.40)

O

Prova: (Necessidade). Assuma que para § > 0 fixo, exista um filtro (F;) admissivel como
em (4.2), de tal forma que A(A) € By e || Hzyplloo < V4, implicando pelo Lema 2.2 que para

A¢%A,3¢§3,0¢éé e Hgi,éﬂéw

existe P = P’ > 0, P € R*™*?" gatisfazendo (2.28).
Efetuando uma simples manipula¢do algébrica na inequagio {2.28), obtém-se

- [P 0 ] <0 (4.41)

{Pfi PE}' {P“l 0] [P_A” PBJ -

C 0 0 I C 0
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que, pelo complemento de Schur, é equivalente a
T(A,B,C,P.8)>0 (4.42)
onde a funcido matricial T é definida como
P oo Ap
0 4 B'P O
FA PB P 0
¢ 0 0 1

T(A,B,C, P82 (4.43)

e d & A2
Como P = P’ > 0, define-se § & P~ tais que P e S sejam particionadas da forma

Pé{Pu -PIZ} S%[S” S12

> & 4.44
1o Pay 519 SzzJ (4.44)

Usando o fato que PS = 1, isto &,

{Pusn + P1287;  Pudiz + P12522] _ [I 9} (4.45)
P38+ PraSly  P813 + PoySop 0 1
segue de (4.44) e (4.45) que
Piy>0, 851>0 e Py > 8 {4.46)
(veja o apéndice A para detalhes). Portanto,
[ I P;;] >0 {(4.47)
Note que de (4.45), a identidade
PiaSip =1- PuSy (4.48)

para Si1 e P;; satisfazendo (4.47) é tal que I — P1.57; é ndo singular e, portanto, Py e S12
tém posto de linha completo?®. Desta forma, verifica-se que P satisfaz a identidade PJ = J
para

a 51 I} ~A{I Pu}
J_[Sh o) 720 B (4.49)
de forma que as matrizes J, J sdo inversiveis.
Definindo-se
J = diag[J,1,1,1] | J € pEntmtdnip)x(2ntmetonip) (4.50)

%Veja a nota de rodapé mimero 6 na pagina 43.
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e multiplicando (4.42) 4 direita e & esquerda, respectivamente, por J e J obtém-se a ine-
quacdo matricial

YA B,C,P6) >0 (4.51)
onde a fungdo matricial T, é definida por

Jioo0  JAT Tl
o . BJ 0

THABCEO= miy 7B 17 o (4.52)
cJ 0 0 I
Apods efetuar algumas manipulagdes algébricas em (4.51), isto &,
=~ AS A ,
J AT = 1 4,53
PiriAS +P123f0511 -+ P;zAfS{z PiiA+ 10124!1—3');'6f { )
- = B
JB = [ J 4.54
Py B+ PyuBsD ( )
- ! _ i !
Jn'cn' — [SIIL L"Slch} (4.55)
obtém-se
T(A, B,C, D, 51, Pi1, $12, Pra, A7, B;,Cy,6) > 0 (4.56)
onde
Y(A, B,C, D, S, P, S1a, Paz, A, By, Cr,6) 2
) S11 1 G
a 1] 1] &1
- A8y A B
PriASu + PiaBrCS11 + PraAgSy, PuA+ PaB;C PyB+ PiaByD
L LSy —CfS1, L 0
S A’ S11A' Py + SnC"B}P{z + SIQA}P{Q Sy kL — S;ch ’
Al APy 4 C”B} o Ih
B B Py, + D'B, P! ]
12
Su I 0 (4.57)
1 Py 0
0 0 I .

Definindo-se
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ZEPLBy, Z2CS, e Z&PRALS), (4.58)
a inequacao (4.56) é equivalente a
Y(A, B, C,D, S, P, 2,2,2,6)> 0 (4.59)
com

MA B C, D, S, Py, 2. 2,7,6) 2

i S11 I 0
I Pl 0
. 0 0 61
- A8 ) A B
PﬂASH-}—ZC:Sll +Z PhA+ 20 PB4+ ZD
LSH -7 L 0
Snud’ SuA'Py+ SyC'Z+ 7 Syl - 2
A APy +C' 7 i
B’ B'Py+ D2 G
Sit “z 0 (4.60)
1 Pll 0
0 0 I

Por fim, pré e pds-multiplicando a inequacio matricial nio-linear {4.59) pela trans-
formagao de similaridade denotada por

diag ST LI S L (4.61)
e definindo-se uma nova mudanca de varidveis dada por

RESH ,X2&2P, MA2ZR,N2ZR (4.62)

obtém-se a LMI apresentada em {4.38).
Aplicando a mesma linha de transformagoes acima, com respeito a P = P/ > 0, tem-se

N _ 7! 7 511 I }
PWJPJ-JJW[I P, (4.63)
e ainda
diag {5;;,1} x P x diag [5;11,1] (4.64)

de tal forma que, pelo complemento de Schur aplicado a (4.64), obtém-se (4.39), isto é,
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X-Si=X-R>0 (4.65)

{Suficiéncia). Suponha que existam (R, X, M, N, Z,§) satisfazendo as LMTs (4.38)
e (4.39). Multiplicando (4.38) a direita e & esquerda pela transformacio de similaridade

diag |\ R~V LI, R7LIT

e definindo-se
511 = R_z . )11 = X . 2 & NSH ) 2 e .M(S;; (466)

obtém-se prontamente (4.59).

A restricio (4.39) assegura que, para P;; £ X e 511 2 R™!, a matriz I — P15 é
inversivel e, portanto, pode ser fatorada como em (4.48), isto é, I — P11 511 = P125], de tal
forma que Pip e Sy sdo matrizes quadradas inversiveis. Deste modo, as matrizes J e J s
definidas em (4.49), sido entdo inversiveis. Portanto, dadas as matrizes inversiveis Pj; e Sia,
com Z, Z e Z obtidas de (4.66), tem-se que Ay, By e Cy sdo unicamente determinadas pela

mudanca de varidveis definida em (4.58), considerando o filtro de ordem n descrito por

H2y(0) £ C/(CT~ Ag)™ By (4.67)

Desta forma, a inequacdo (4.56) é estabelecida.
Como J é inversivel, definindo-se P 2 JJ~1, segue que {4.51) {que é equivalente a (4.56)
aplicando-se as identidades (4.53), (4.54) e (4.55)) multiplicado & direita e A esquerda por

Jr & diag {J—l,I,J—l,I]

fornece (4.42) que, por sua vez, pelo complemento de Schur, é equivalente a (2.28).

Da restricdo (4.39), segue imediatamente que P = P’ > 0, P € g2nxin,

Conclui-se portanto do Lema 2.2 que, para Ay, 2 A, By 2 B, Cy 2 C e HE 2 H;,,
o filtro (F;) em (4.67), por construgio, estabiliza assintoticamente a dindmica do erro de
filtragem assegurando || Hzyllee < V6. [ ]

Veja as notas 3.6 e 3.7 sobre outros trabalthos na literatura relacicnados com as mudangas
de varidveis apresentadas.

NoTa 4.3 Observe que a resirigio (4.39) estd embutida nos blocos

[‘g ;‘?] (4.68)

em (4.38) e, portanio, poderia ser desconsiderada. &
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Note que, como II{A,B,C.D, R, X, M, N,Z,8}), definida em (4.40), é uma expressio
afim com respeito a todas as matrizes envolvidas, a extensio dos resultados do Teorema 4.4
para tratar sistemas incertos em dominios convexos limitados, isto {4, B.C,D)e Py, é
imediata.

A partir do Teorema 4.4, uma estrutura particular para o filtro admissivel (F;) pode ser
estabelecida. De fato, a partir de (4.58) obtém-se

Ap = PRIZIST,)™" . Cp = 2(81,)70 . By & PRl (4.69)

portanto, a matriz de transferéncia da saida medida y(f) para a saida estimada Z(1), é
equivalente a

Hey(C) = Z(51)7 (L= PRHE(S1) ") PRl 2 (4.70)
oy ainda

H:(Q) = Z({(PraSty) ~ 2)712

Aplicando a identidade (4.48) tem-se

Hs(O) = Z(C(1~ PuySyy) — 2)71Z

Finalmente, lancando méo da mudanca de varidveis definida em (4.62), a funcio de
transferéncia do filtro (F,) é denotada por

Hsy(()= ZR({(R-X)- ZR)™'Z

ou, especificamente em termos das matrizes do enunciado do Teorema 4.4,
Hiy($) = N({{(R-X)- M)'Z (4.71)
com
Ay = (R-X)"'M
By = (R-X)y1Z (4.72)
Cy = N
Portanto, o projeto do filtro desejado envolve apenas as varidveis de otimizagdo, evitando
assim o cdleulo das matrizes Py e S35 como em [Gah96], [SGC97).

Para estender os resultados do Teorema 4.4 para o caso incerto, isto é, o problema

rc int 3
(P25,), definem-se os seguintes conjuntos
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L
e

{(R,X,M,N,Z.86) | (A, B.C.D.R,X.M.N, Z,8) > 0,

X —R>0,Y(A,B,C,D)e Py} (4.73)

gy & {(R,X.M,N, Z,6) | (A, B:,C,D; R, X, M,N,Z,6) > 0,
X-R>0, V(A B,,C,,D)) € VIPa)} (4.74)

De posse dessas defini¢bes, como as LMTs (4.38) e (4.39) sdo afins em relacio a todas as
varidveis envolvidas, conclui-se que ¢ = Gy {Veja [GPB91]). Sob esta nova dptica, basta
entdo verificar as restricées apenas nos vértices do politopo.

Coroldrio 4.1 Seja § £ 42 > 0 fizado, O problema (P;f,y) € solivel V(A,B,C. D) € Py
com a dindmica do erro de filtragem (T;) quadraticamente estdvel com atenuacdo de ruidos
vt se, e somente se, existiem R = R/, R ¢ R™", X = X', X € BR™™™, M ¢ R™"
N € RP*" ¢ Z € B™*" de forma que

(R, X, M,N,Z,6)€ Gy (4.75)
Em caso afirmativo, o filtro admissivel € descrito por (4.71)-(4.72). ]
Prova: Imediata a partir do Teorema 4.4 e da equivaléncia G = Gy. |

Desta forma, o custo garantido 6timo de filtragem H., para sistemas discretos pode ser
formulado como um procedimento convexo de otimizagio descrito em termos de LMZs.

Corolario 4.2 A solugdo de

min (4.76)
RX MNZS

sujetto

(RﬂXanN’Z-;é)EQV (4?7)

! Assim como em [Xie96), o erro de filtragem (7y) ¢ dito ser quadraticamente estivel com atenuagio de
ruidos 7 se, e somente se existir P = P > 0, P € R¥™*?" (3] que (4.128) ¢ satisfeita, V(4, B, C, D) e Pa
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€ tal que /& € o custo garantido dtimo de filtragem H.., isto €,
Hiwllo <7, Y(AB,C.D)e Py (4.78)

Neste caso, o filtro admissivel € descrito por (4.71)-(4.72). G

Prova: A prova é imediata a partir do Corolario 4.1, usando a identidade ¢ = Gy eo
fato que a funcio objetivo é linear sujeita a restrighes lineares e, portanto, o problema de
otimizagao é convexo. [ |

O mesmo comentdrio na nota 3.8 pode ser estendido para o caso discreto,

4.4 Filtragem Robusta H,/H.,

A caracterizagdo do problema de filtragem robusta H., (ng,r), na secao 4.3, permite es-
tender aqueles resuitados para o chamado problema de custo garantido de filtragem mista
Hy/Heo, que consiste em minimizar um limitante superior para a norma H, com respeito
ao erro de filtragem, enquanto um nivel pré-especificado de atenuacio de rufdos & garantido
para todas as incertezas admissiveis. Este problema é apresentado formalmente a seguir.

Problema 4.2 (Pz’";‘m, (PROBLEMA DE FILTRAGEM ROBUSTA Ho/Heo ). Determine um
filtro (¥3) admissivel de forma que um limitante superior para a varidncia do erro de esti-

mativa,
tl&ﬁr& E{LZ(LY (1)} (4.79)

seja minimizado e, além disso, assegure que ¥ seja um erro de filtragem limitado satisfazendo

3 < 'yznwi!%, V(A, B,C,D}e Py (Py foi definido em (4.33)). FAN

Como comentado na secio 3.4, o sinal de entrada de ruidos w pode ser interpretado
especificamente, no contexto do critério H,, como um sinal de ruido branco com densidade
espectral de poténcia igual & matriz identidade e, simultaneamente, sob a éptica da norma
He dafuncio de transferéncia a da dindmica do erro de filtragem, a mesma entrada de ruidos
tem a interpretagao alternativa de ser um sinal de energia limitado, isto é, w(t) € £3{0; 00).

Sem perda de generalidade, considere (4, B, C, D) € P, arbitrério porém fixo. As ma-
trizes da dindmica do erro de filtragem (4.3) sio descritas, neste caso, por

Aé{BfC ;1);] ,ﬁé[BfD} (4.80)
GL[L -], #1)2 [ig;] (4.81)
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fiy2o, Hao (4.82}

Além disso, a matriz de transferéncia do sinal de entrada de ruidos w para o erro de
filtragem 2 é definida como

H: (O 2 C(I- A)7'B (4.83)
A varidncia do erro de filtragem é denotada pela norma H,
Jlim {5050} = 1013 (4:54)
e pode ser computada no espago de estados, isto é:
|Hzull2 = TH{B'GB} (4.85)
onde G = G’ > 0, G € R¥*™ satisfaz a seguinte equacio do Grammiano de observabilidade
AGA-G+C'C =0 (4.86)

Note que, A é assintoticamente estével se, e somente se, ¢ = ' > 0. Definindo-se a
funcdo matricial

EAGYV2EAGA-C+CC (4.87)
e 0 conjunto
My 2 {G e R | G =G > 0,54(G) < 0} (4.88)
segue que qualquer matriz G € My é tal que
T{B'GB} > TH{B'GB} (4.89)

pois G>Ge M,
Com isto, o problema de filtragem misto Hy/H, pode ser reformulado como

min Tr{H}

(4.90)
sujeito a Q(B,P,H) >0, Pe M,y talque | Hsulleo < 7.
onde
- H B'P
OB, P H) 2 {PB - } (4.91)
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A partir do Lema 2.2, pode-se caracterizar Tr{H } como um limitante superior para a
varidncia do erro de filtragem, toda vez que a restricio [[Hzylleo < 4 for verificada. Para
tanto, uma estratégia {embora mais conservativa) consiste em impor a mesma matriz P
tanto para a inequagio de Lyapunov como para a £AMT (2.28) (que garante o limitante
para a norma H. ). De fato, aplicando o complemento de Schur & inequacgio (2.28) (onde
Ap 2 A, By 24,0y 2 C, P e B2 ohiém-se

APA—P+C'C a2 IPBI- ' B'PB) ' B'PA < 0 (4.92)
que é equivalente a
Za(P) < —y"* APB(1-~"*B'PBY 'R PA (4.93)
Como por hipdtese A é estével (D-i), segue que ([dSX92, Teorema 2.1])

I-97B'PBE>0 = E4P)<0 = P>( (4.94)

implicando, portanto, que Tr{H} > lim,.., E{H)'2(1)}, isto 6, Tr{H} é um limitante para
a norma H;. Este procedimento é formalmente apresentado no teorema a seguir.

Teorema 4.5 Seja v > 0 fizado e considere {(4,B,C, D) € Py arbitrdrio porém fizo. A
solugdo dtima de

xR Tr{H} (4.95)

sujeito a
¥(B,D.H,Z,R,X)>0 (4.96)
I{A,B,C,D,R,X,Z, M, Ny >0 {4.97)

onde R=R', Re R™** X = X' X ¢ R™ M e R™ ™, Z e RPX7 N ¢ RP¥? H = ",
H e R™*™ 11(.) foi definida em (4-40) € ¥(-) € dada por

big B'R B'X+D'Z
¥(B,D,H,Z,R,X)2 RB R R (4.98)
XB+2ZD R X

€ tal que Tr{H} > limy_o E{Z(t)'3(1)} assequrando que |[Hzylloo < 7. Neste caso, o filtro
(Fa) admissivel € dado por (4.71)-(4.72) a

Prova: A prova segue imediatamente do Teorema 4.4 e do fato que a funcio objetivo é
linear sujeita a restricdes lineares, de forma que o problema de otimizacao ¢ convexo. Q
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limitante superior para a norma Hy é garantido pela restri¢io (4.96) (que inclui a restri¢io
X — R > 0), enquanto || Hzylloc < 7 é assegurado pela LMT (4.97).

A restrigio (4.96) é estabelecida da seguinte forma: multiplica-se (4.91), & direita e &
esquerda por diagll, J'] e diag[T, J]. de forma a obter

: L H BT
ou eguivalentemente
) H B B'P+ JD’B}P{2
QB,D, Py, 51, H) % B 511 I (4.100)
P113+})1ngD I Py

onde J e J foram definidas em (4.49) para PJ = J. Definindo-se a mudanca de varidvel
Z £ P;3B; e entao, pré e pds multiplicando U B, D, Py, Sy, H) por diagll, 51'11,1}, a
LMT (4.96) é obtida para X £ Py e R £ 571 n

Comnsidere os seguintes conjuntos

G, & {(R,X,M,N.Z,6)| ¥(B,D,H,Z,R,X)> 0,

(A, B,C,D,R,X,M,N,Z,§)> 0, ¥(A,B,C,D) € Py} (4.101)

li

Gav {(R,X. M N, Z6|YB;,D,H Z R, X)>0,

(A, B;,C;, D;, R, X, M,N,Z.8) > 0, V(A;, B, Ci, D) € V(Pyg)} (4.102)

Camo ¥(-} e II{-) sdo expressdes afins com relagdo a todas as matrizes envolvidas, segue

que Yo = Gay e, portanto, o problema de filtragem misto (Pz"go,r) pode ser reformulado

como um problema de otimizacdo descrito em termos de LA Ts.

Coroldrio 4.3 4 solucdo de

i 1
rx Bk T (4103

sujeilo
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(R.X. M, N, Z,H,v% € Gy (4.104)
€ tal que
Tr{f} > tlgg@ ELE(HVE()} (4.105)
e
Hawlloo < v, Y(A,B,C,D)e Py (4.106)
Neste caso, o filtro robusto admisstvel é descrito por (4.71)-(4.72). O
Prova: A prova é imediata a partir do Teorema 4.5, usando a identidade G = Gy. ||

4.5 Exemplos

Exemplo 4.1 Considere o sistema discreto LIT precisamente conhecido descrito no exem-
plo 2.2 {pédgina 29). Aplicando a estratégia proposta no Coroldrio 4.3 para £ = 1, obtém-se
v = 9.6065 com

Af =1 0.0593 —0.1839 0.1686 0.0682

-(.3352  0.5335 —0.2378 0.0538
3 Bf =
-0.1596  0.2270 -0.0751 (0.0342

Cy =[10.6860 0.1928 8.5343] (4.107)

Note que a matriz By é idéntica ao ganho constante de filtragem Js;'g ar Obtido na
abordagem proposta pelo Teorema 2.5, assim como o nivel de atenuacio de ruidos.

Exemplo 4.2: Considere o sistema incerto discreto e LIT descrito por

0

[ =(41) = [—0.1+0.4p ——0.5}i~ﬂ.3pJ 2(t) + [1 -l-%.Sp} w(t)

y(t) = [~10+0.2p 6+0.150]a(t) + [ 1.1+ 0.15p] w(t) (4.108)

() = [4 1]a()

onde [p] <1 (p = 0 para o sistema nominal). Note que o sistema incerto (4.108) pode ser
descrito comeo (Ai, B, Ci, D) e V(Pg), t = 1,2, isto é,
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(A1, Bi.Ci,Dy) = ({093 _{1}.‘2] , [1(_)3] (=98 6.15] . [1.25]) (4.109)

(Az, Ba, Cs, D) = ({ g ! } , [0} L [~10.2 5.85], [o.gs}) (4.110)

0.7

Langando mao do procedimento de otimizacio proposto no Coroldrio 4.2, o custo garan-
tido otimo H, de filtragem é dado por ¥ = 7.3715 = 17.3511dB com as matrizes do filtro
robusto descritas por

Afm

0.0820  0.7213 } B [0.0080
—0.0397 -0.3456 | ~7 = | 0.0001

} , C;=[3.9863 1.0697] (4.111)

A figura 4.1 apresenta o diagrama de valores singulares para este projeto de filtro H,,
(4.111) conectado ao sistema incerto {4.111). Note que pelo diagrama a eficiéncia do custo
garantido H,, acima torna-se evidente. Na figura 4.1 escolheu-se onze valores igralmente
espagados para o parametro incerto p dentro do intervalo [—1;1].

Um projeto alternativo de filtro robusto pode ser escolhido de forma a se considerar um
compromisso entre as norma Hy e Ho, com relagio ao erro de filtragem. Para tal estratégia,
proposta no Coroldrio 4.3, considere o nivel de atenuacdo de ruidos v = 9. Neste caso o
custo garantido Hy obtido é Tr{H } = 23.8023 com o filtro robusto associado dado por

A; = 0.3929  0.6539 }’ B; = [ 0.0411

= [-0.1536  -0.3356 —0,0075J’Cf2[4'0216 1.1236] (4.112)

Com o intuito de simular o sistema, considere que o vetor de estados inicial é precisa-
mente conhecido e dado por z(0) = [4 —0.2]. As figuras 4.2 e 4.3 apresentam, respecti-
vamente, o comportamento limitado do erro de filtragem quando os filtros robusto (4.111}
{(projeto Heo } e {4.112) (projeto misto Hy/Heo ) sio conectados ao sistema incerto (4.108).
A escolha de diferentes valores de v, de forma que o problema de otimizacio apresentado
no Corolario 4.3 seja factivel, pode mudar o comportamento dinimico do erro de filtragem.
A figura 4.4 apresenta o diagrama de valores singulares para o filiro robusto misto Ha/Heo
(4.112) conectado ao sistema incerto (4.111) considerando v = 9 = 19.0849dB.
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18 T T ; Y ¥ 7

Valores Singulares (dB)

Freqgiiéncia w (rad/s)

Figura 4.1: Diagrama de valores singulares para o filtro robusto Moo (4.111) conectado
ao sistema incerto {4.108), considerando que o paridmetro incerto p assume onze valores
ignalmente distribuidos no intervalo [-1;1] com ~7 < w < 7 - Exemplo 4.2.
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Figura 4.2: Evolucio do erro de filtragem para o filtro robusto H., (4.111) conectado ao

sistema incerto (4.108), considerando que o parametro incerto p assume onze valores igual-
mente espagados no intervalo [~1; 1] - Exemplo 4.2.
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20
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Figura 4.3: Evolu¢io do erro de filtragem para o filtro robusto misto HafHeo (4.112) (v = 9)

conectado ao sistema incerto (4.108), considerando que o parimetro incerto p assume onze
valores igualmente espacados no intervalo [-1;1] - Exemplo 4.2.
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20T 7 ; T T T

Valores Singulares (dB)

Freqiiéncia w (rad/s)

Figura 4.4: Diagrama de valores singulares para o filtro robusto misto Hy/H., (4.112)
conectado ao sistema incerto (4.108), considerando que o pardmetro incerto p assume onze
valores igualmente distribuidos no intervalo [—1;1}e —7 < w < 7 - Exemplo 4.2,
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Exemplo 4.3: Considere o sistema LIT apresentado em [RTS65]

¢’

2t + 1) n 1 05 05 z1(1) 0
2t+1 1 o g 1 1 22() 0
2+ T oo n 0 2y T o @@
2}t + 1) 0 0 0 o0606] La(p) r
(1))
2
y(t) = [1 ¢ 0 0] ;g% + w(t) (4.113)
z4(t) ]
z'(t)]
2
(%) = (11 0 0] ;’3{(2
. m“(t)J

Assuma que alguns pardmetros do sistema acima sdo limitados da forma

090 <1 <099, 0.0079<7<0.0794, 0<¢<1

Este sistema, como apontado em [RTS65], pode ser considerado como nma versio linearizada
do movimento de entrada em curso de um satélite deslocando-se em érbita circular. 0
movimento do satélite é afetado tanto pelo arrasto!? constante como pelo estocastico. Um
estudo a respeito da influéncia do arrasto na trajetéria de satélites pode ser encontrado em
[Rau65]. As varidveis de estado podem ser consideradas como sendo a posi¢do angular (!},
velocidade (2?) e aceleragiio (constante) (z3). A varidvel de estado (z*) é uma componente
estocdstica da aceleragdo gerada por um processo Guass-Markov de primeira ordem {Rau65].

Do problema de otimizacio enunciado no Corolrio 4.2, pode-se obter o custo garantido
otimo H,, dado por v = 25.4594, com o filtro robusto descrito por

—0.0369 1.3775 -43.6246 1.0038 1.0127
A, = | 700259 0.9596 21701 05715 B, _ | 0.0261
= 0 0 0.9708 0 i 0
0 0.0092  1.1533  0.6075 0
Cy=[1.0001 0.9889 -1.0752 0.4457] (4.114)

As figuras 4.5 e 4.6 ilustram o diagrama de valores singulares para cada vértice consi-
derando o filtro robusto (4.114) conectado ao sistema incerto (4.113). Portanto, pode-se
perceber que o nivel de atenuagio ruidos v = 25.7948 = 28.2307 dB (denotado pela linha
tracejada) é um custo garantido H,, de filiragem para o sistema incerto, le., [[Hzylle <
v, V(A,B,C,D)e D.

1 e . . .
*Forga de resisténcia ao avango de um veiculo espacial.
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Valores Singulares (dB)

_;5.. o

Freqiténcia w (rad/s)

Figura 4.5: Diagrama de valores singulares para os vértices i = 1,...,8 considerando o filtro
robusto (4.114) conectado ao sistema incerto {4.113) com ~7 < w < 7 - Exemplo 4.3,
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Valores Singulares (dB)

~0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3
Freqiiéncia w (rad/s)
Figura 4.6: Diagrama de valores singulares para os vértices i = 1,...,8 considerando o filtro

robusto (4.114) conectado ao sistema incerto (4.113) - Exemplo 4.3 (esta figura representa
um zoom ao redor de w = 0 (rad/s) da figura 4.5)
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4.6 Conclusao

Este capitulo dedicou-se ao problema de sintese de filtros robustos com custo garantido H.,
para sistemas lineares e discretos no tempo. A primeira parte envolveu o estudo do problema.
de filtragem robusto .., com incertezas descritas do tipo limitada em norma, sendo apre-
sentadas duas abordagens conhecidas para o problema: equacdes de Riccati ([XdSF91b]} e
LMTs acopladas ([LF95], [LF97]).

Na segunda parte do capitulo, o problema de custo garantido étimo de filtragem H.,
foi abordado para sistemas com incertezas descritas como poliedrais. Tendo como partida
0 Bounded Real Lemma e utilizando técnicas envolvendo £MZs (conhecidas da teoria de
controle H,, por realimentacio de saida), uma nova estratégia para o projeto do filtro
robusto H,, é proposta em termos de um procedimento de otimizacao convexa., Como
extensao, esta estratégia permitiu elaborar uma nova abordagem por LMIZs para tratar o
problema de custo garantido de filtragem misto Ha/Heo.

4.7 Notas e Referéncias

Generalizacoes

Do mesmo modo que na se¢iio 3.7, procurcu-se criar uma certa padronizagac para a apresentacio
das diferentes abordagens, isto 4, sintetizar um filtro estritamente proprio. Mas como colocado
naquela ocasido, a abordagem por LMTs acopladas [LF95] e [LF97], exposta na secio 4.2.2, permite
também no caso discreto, estender os resultados para o projeto de um filtro préprio robusto, além de
tratar o caso em que a saida a ser estimada 2, no sistema {4.1), possa ser corrompida por um sinal
ruidoso e incluir incertezas do tipo (4.14), isto &,

z(t} = L.’B(t) -+ Ttb(t) + i H3i£,;(t) (4115)

i=1

Neste caso a LMT (4.29) € reescrita da seguinte forma

A'S5A-8 A'SB A'SH, L EJ
, B'SA -4’1+ RSB B'SH, T ELJ R
NS 0 ? I3 ’ 1 N A’S 0
0 1T HiSA H{SB —~J + H{SH, | H, FELJ o TF <0 {4.118)
L T Hs . 0
J By JEo JE3 0 —J

Da mesma forma, a abordagem por LAMZs proposta na seio 4.3 permite englobar estas mesmas
generalizacBes para o problema (P;'f,y). Para tanto, basta considerar o sistema incerto (8,), descrito
em (4.1) e (4.115), onde &(1) = 0,i=1,...,c.

Os parametros incertos do modelo pertencem a um conjunto convexo compacto do tipe politdpico,
isto é,

(A,B,C,D,L,T) € P} (4.117)

PS 2 [(A,B,C,D,LT) | (A,B,C,D,L,T)=
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BN

4
=3 (A, B, Ci, Dy Li,TH) 7 2 0 Z r=1} (4.118)

i=1

Considere o filtro préprio denotado por

T+ 1) = Afi‘{t)-}-ny(f,), ﬁ(U)ﬂU
(F7 ) (4.119)
H) = Cra(t)+ Dyy(t)
A dinamica do erro de filtragem é entdo descrita por

FHt+1) = Az(t) + Bu()
(i) { ) {4.120)

1)y = CE(t)+ Dw(t)

onde

APRAP
C2[L-D;C ~C;l, DR2T—DyD, #(t) & [zg” {4.122)

Com isto, a versdio para o Tecrema 4.4 é apresentada a seguir.

Teorema 4.6 Scja & = 4% > 0 fizado. O filtro (F$) em ({.119) é um filtro admissivel com erro
de fitragem %, para 2(0} = 0, satisfazendo ||Hzylloo < V6 se, ¢ somente se, existirem R = R,
RER™M X = X', X € R™™ M € R™™™, N € RPX" Z € R"™ ¢ Dy € RP*" fuis que

W, (A, B,C,D,L,T,R, X, M,N,Z,D;,6) > 0 (4.123)

X~R>0 (4.124)

onde a fungdo matricial I,(-) € definida por

U,(A,B,C,D,L,T,R,X, M, N, Z,D; §) &

R R 0 AR AX+CZ'+M [—CDy-N
R X 0 AR AX+CZ L' - ("D,
N 0 0 51 B'R BX+DZ T — D' D,

RA RA RB R R 0
XA+ZC+M XA+2ZC XB+ZD R e 0
LeD;C-N L-DiC T-D/D 0 0 I

(4.125)

a

Prova: (Necesszdade) A prova segue a mesma linha do Teorema 4.4, considerando, no entanto,
uma inequag¢do mais geral no Lema 2.2, que leva em conta a matriz D (Veja por exemplo, [ZDGY6],
[dSX92], [GA94], [ZKSN95], [PTP7)):
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Go) [o1) (28] - [0 &< (4.126)
ou
- - B - .
[%A P;} [pol g] [péq Pijl N [5 721]@ (4.197)
que, pelo complemento de Schur, ¢ equivalente a
P o0 AP
0 L P D >0 {4.128)

PA PB P 0
¢ D 0o 1

onde § £~
Multiplicande (4.128) & direita ¢ & esquerda, respectivamente, por J' ¢ J definida em (4.50)
obtém-se

. : >0 (4.129)

Logo, para (4.53), (4.54) e

_ [Sul! = $1C'D) ~ SiaC

J'C (4.130)
L C”D}
tem-se que (4.129) é equivalente a
511 I 0
0 0 33
AS1 A B
P A5, + PiaBy U811+ P}gA;Sig P+ PBC PB4+ Py Be D
LSy — DyCSy ~ Cr 8, L—-D:C T— DD
Sind SA'PL + SuC'B}P{Z - SwA}Pﬁ Sl — Sllc’D} — SwC}
A APy + OBy Py L'~ ' Dy
' t N 2T Y] Ty Ty
B B'Py + D'BL P, T - D'D; >0 (4.131)
511 I 0
I Py 0
o o I

Pré e pds-multiplicande a inequacio matricial nio-linear (4.131) pela transformagao de similaridade
denotada por

diag [S7', LL S L (4.132)

e usando a mudanga de varidveis definida em (4.58), isto &,

ZEPLB; , 2208, ¢ 22 PuAS), (4.133)

obtém-se
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Sti St 0

Sot P 0
0 0 51

ShtA S A SH'B

Pud+ ZC+ 487 PuA+ZC PuB+ 4D
L-D;C-ZS85  L-D;C  T-DyD

ASEY APy +C'Z 4+ SR L - C'Dy ~ 572

A'SH APy 4 C' 2 L' -C'D,
r o=t ! ttrr YRy
Bil BPM:J-IDZ "= DD -0 (4.134)
Sh St 0
s Py 0
0 0 I
Por fim, definindo-se uma nova mudanca de variaveis dada por
R2SY ,X2P,, M&ZR N2ZR (4.135)
obtém-se a LM apresentada em {4.123).
(Suficiéncia). Segue os mesmos passos da apresentada no Teorema 4.4, n

De forma equivalente a (4.71) ¢ (4.72) na seciio 4.3, uma estrutura particular para o filtro (F¥)
em (4.119) pode ser estabelecida, De fato, nsando as mudangas de varidveis em (4.133) e (4.135)
obtém-se

I}

Z(t -+ 1) (R-X)" M2ty + (R—X)"'Zy(t), #(0)=0

(FL (4.136)
f(t) == f\f.”&(i) -+ Df y(t)

Considere os seguintes conjuntos

G* & {(R,X.M,N,Z D; 8 | 1,(AB,C D LT R X MN,Z Dy, 6) > 0,

X-R>0,Y(4,B,C,D,LT)e P} (4.137)

g’f} % {(R,X,M,I\T,Z,Df,é)fHg{Ai,BhCZ‘,Dz‘,Li,E,R,XEM,N,Z,D)',(S)>e,

X —R>0, Y(4;, By, Ci, Dy, Li, T} € V(PY)} (4.138)

onde, naturalmente, G¢ = G3,. Portanto, o Corolério 4.1 pode ser reapresentado da seguinte forma.

Coroldrio 4.4 Seja 6 £9° > 0 fizado. O problema de filtragem robusto (ngv) considerando (F3)
€ solivel Y(A,B,C,D, L, T} € Pj e a dindmica do erro de filiragem (T ) € quadraticamente estdvel
com alenuacao de ruidos vy se, e somente se, eristirem R = R, R € R*% X = X', X g Rrxr

MgR"™™ N g RPXN J cROXT ¢ Dy € RF*" de forma que

(B, X,M,N,Z,D; 8 Gi (4.139)
Em caso afirmativo, o filtro admissivel € descrito por (4{.136). [
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Frova: Imediata a partir do Teorema 4.6 e da identidade G¢ = Q’f,. m

Exemplo 4.4 Considere o mesmo sistema incerto apresentado no exemplo 4.2 da secio 4.5, com a
imposigao de uma estrutura prépria como em (FJ) ao filtro robusto. Seguindo os mesmos passos
do exemplo 4.2 e considerando o Corolario 4.4, obtém-se o custo garantido M., de filtragem v =
5.9533 = 15.4952dB, com as matrizes do filtre (F9) dadas por

Ag

T 01571 2.4551 5, - | —0.0309
T 10,0638 —0.7419| ' 7 T 0.0095

] , Cp = [0.6489 2.4044] , Dy = —0.3223 (4.140)

A figura 4.7 apresenta o diagrama de valores singulares para o filtro robusto (4.140) conectado ao
sisterna (4.108}, considerando que o parametro incerto p assume onze valores ignalmente distzibuidos
no intervalo [—1;1]. Pode-se notar entdo que o valor de % encontrado é um custo garantido Moo
levando em conta o projeto de um filtro préprio como em (4.140).

Exemplo 4.5 Considere novamente o sistema incerto (4.113) apresentado no exempio 4.3, O projeto
de um filtro robusto proprio associado a um custo garantido de filtragem H., pode ser obtide
mintmizando o valor de 4 no Corolario 4.4, Desta forma, é possivel obter v = 11.2046 ¢

~0.1724 3.1451 —84.9683 3.5004 1.1328
A —0.0528 09805 02671  1.0886| . _ | 0.0526
o= 0 0 0.9820 0.0003| ' 7T 0

~0.0007 0.0079  0.9895  0.6169 0.0006
Cr =[-0.0295 0.5472 —16.9794 —0.1808] , D, = 1.0284 (4.141)

O diagrama de valores singulares para o filtro robusto {4.141) conectado ao sistema incerto
(4.113) constderando o custo garantido v = 20.9879dB & apresentado na figura 4.8.
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Valores Singulares (dB)

Freqiiéncia w (rad/s)

Figura 4.7: Diagrama de valores singulares para o filtro robusto H,, (4.140) conectado
2o sistema incerto (4.108), considerando que o pardmetro incerto p assume onze valores
igualmente distribuidos no intervalo [~1;1] com ~7 < w < 7 - Exemplo 4.4.
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25 T T T ; T T T

20_ ........ . e . . _
: ' v = 20,9879

Valores Singulares (<B)

Fregiiéncia w (rad/s)

Figura 4.8: Diagrama de valores singulares maximo para os vértices i = 1,...,8 conside-
rando o filtro robusto (4.141) conectado ao sistema incerto (4.113) - Exemplo 4.5 (esta figura
representa um zoom ao redor de w = 0 (rad/s), pois o diagrama atenua para £ <[ w |< 7).



Capitulo 5

Filtragem Singular Sujeita a
Entradas Desconhecidas

5.1 Introducao

Este capitulo é dedicado ao estudo de uma familia de observadores que tem como casos
particulares os observadores sujeitos a entradas desconhecidas e os filtros Hy, e/ou Hy. A
idéia principal da abordagem consiste em estabelecer um caso geral que corresponda a uma
transi¢ao dos dois casos particulares acima, isto é, uma transicao dos padroes de distirbios
de completamente singular para inteiramente regular. No caso geral serdo consideradas
simultaneamente entradas de natureza arbitraria e £, (£3) ou Gaussianas.

Uma caracteristica dos observadores sujeitos a entradas desconhecidas ([DZX94], [TP96],
[DU95], [YWS8S], [KVR80]) é a de desacoplar os distirbios de natureza arbitraria que atuam
sobre o espaco de estados do sistema em algumas diregdes especificas (distiirbios que sa-
tisfazem uma condicdo de matehing). Uma técnica comumente utilizada na literatura é o
chamado projeto do observador em “modos deslizantes”, envolvendo necessariamente siste-
mas singulares, discutido, por exemplo, em [TP96], [DU95], [SHMS7]. No caso de sistemas
discretos, o projeto do observador em “modos deslizantes” é obtido de forma direta, bas-
tando para tanto, como serd mostrado, fazer uma escolha apropriada de atrasos no tempo
para o projeto do observador. No entanto, no caso do projeto de observadores em siste-
mas contintos, aplica-se uma técnica de chaveamento, conhecida como método de controle
equivalente!® [Dra92], [DU95], & equagio do observador [TP96], de forma a gerar uma carac-
teristica de “modos deslizantes”, isto é, manter através do chaveamento o erro de estimativa
sobre uma determinada superficie. A escolha deste tipo de projeto é motivada pela carac-
teristica de se estabelecer a convergéncia do estado estimado # para z em um tempo finito
[DUY5], ao contrdrio da convergéncia assintética dos projetos apresentados em [DZX94],
[YWss].

Por outro lado, a estratégia de filtragem com critérios do tipo Mo ou Ha se desenrola
em um ambiente no qual o sinal de rufdo, pertencente & classe de sinais 2/ , corrompe total-
mente (ou parcialmente) o espaco de estados e o espago de medidas, e os distiirbios nao sio
completamente desacoplados, mas apenas atenuados.

Nesse cendrio, surgem ainda os problemas de filtragem singular, nos quais a saida medida

%Veja a seciio de notas e referéncias apresentada no final deste capitulo.

103
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é parcialmente (ou completamente) livre de ruidos, permitindo estimativas ndo corrompi-
das do subespago do espaco de estados. Uma importante propriedade das soluces dos
problemas singulares é o surgimento de algumas dire¢des do espaco de estados com a possi-
bilidade de desacoplagem completa de distirbios. Esta propriedade estabelece uma conexio
natural entre filiros Hy/H., Otimos e observadores sujeitos a entradas desconhecidas, que
tornam-se casos particulares de uma estrutura mais geral, permitindo assim, uma sistema-

tizacao para o projeto de observadores nos casos continto e discreto no tempo [TPP98],
[TPPY7DH], [TPPYT7a).

NoOTA 5.1 O cendrio proposto neste capiiulo diverge, em certo grau, dos anteriores no sequinie
sentide: as estratégias por LMIs propostas para solucionar o problema de filtragem ( Poo) permitem
fratar o caso singular; porém, ndo na presenga de uma entrada de natureza arbitrdria atuando sobre
o sistema. &

Considere o seguinte sistema LIT dado por

dz(t) = Az(t)+ Bw(ty+ Eu(t)+ Hf(), =(0) =2z, t€l0;00)
(Su o) y{t) = Ca(l)+ Dw(t) + Fu(t)
2(t) = Lz(t)

(5.1)
onde z € R™ é o vetor de estados, y € BR" é o vetor de saidas medidas, u € R? is o vetor de
entradas deterministicas e z € R? é o sinal a ser estimado. Considere que

w(t) € U™ (5.2)
Neste sentido, o vetor de sinal de ruidos w € R™, serd denominado vetor de distirbios
limitados, enquanto f(t) € R serd denominado vetor de distirbios arbitrdrios. O sinal

f(t) é um sinal ndo mensurdvel sobre o qual nenhuma hipétese é considerada. Porém, uma
condicdo de matching é exigida para a matriz de entrada H. Define-se a transformacio :

R : N(R)=S(D) (5.3)
A condi¢io de matching é dada por:
posto( H ) = posto( RCH ) (5.4)

A condigao acima é sempre necessiria, no sentido de desacoplar as entradas de natureza
arbitréria que atuam em algumas dire¢des especificas no espaco de estados. Além disso,
assume-se gue:

(U-1) o sistema (5.1} é observavel.

(U-ii) a matriz C' tem posto de linhas completo (sem perda de generalidade).
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O problema a ser tratado consiste em projetar um observador que possua as carac-
teristicas robustas de um filtro H,, associado ao observador em modos deslizantes, de forma
a desacoplar as entradas arbitrdrias.

Problema 5.1 (P}) (PROBLEMA DE FILTRAGEM SINGULAR SUIEITA A ENTRADAS DEs-
CONHECIDAS). Assuma que o vetor de ruidos w(t) € U™. Determine uma estrutura para
0 estimador tal que o erro de estados e(t) = z(t) - #(t) satisfaca t&rgo E{e(t)) = 0. Além
disso, o filtro € projetado de forma a minimizar a norma Hoo da fungio de transferéncia,
do sinal de entrada w{t) para o erro de filtragem Ek) = 2(t) ~ 3(t). A

Note que apenas a parte regular da saida (isto é, a parte corrompida pelo sinal de ruido)
contribui para a norma da funcio de transferéncia, de forma que o critério H., serd definido
com relagio ao nieleo regular a ser apresentado na secdo 5.2.2.

5.2 Esquema de Decomposicao

O algoritmo de decomposicio do sistema atua de forma a estabelecer uma parte singular
e outra regular. O sub-sistema reqular estd associado com o subespago no qual o ruido
corrompe as estimativas de estado. O sub-sistema singular estd associado ao subespaco
livre de ruidos. Desta forma, o sub-sistema singular permite a obtencdo deterministica das
trajetdrias de estados a partir das medidas disponiveis.

5.2.1 Separacao dos Distiirbios Arbitrdrios

Esta primeira parte do algoritmo atua sobre o problema original de forma a reduzi-lo a
um problema sem a presenga de distirbios arbitrdrios. Suponha que a matriz D nio tem
posto de linhas completo {isto é, pelo menos uma direcio do vetor de safdas medidas nio é
corrompida). Levando em conta a hipétese (U-ii), tem-se:

Passo 1: Implemente uma transformacio de coordenadas nos vetores y ez de forma que o
sisterna (5.1) pode ser reescrito como:

F@m(t) | A A 1 (%) B i, B
oo ][ s ][50 ]+ B Jooe [ B o | B oo

wy(t) 1 Cn C -:Ei(t) D Iz
][5 Gl e [ B o

(5.5)

Denote por
£2 pOStO(DH_) (56)

0 nimero de saidas regularmente corrompidas, e
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sE2m-~1{ (5.7)

o nimero de saidas livres de distirbios (singularmente medidas). No sistema {5.5) o sub-
vetor y; € R®. A particdo correspondente de x foi definida de forma que z5 € R?, impondo
também a particdo na equacio dinidmica.

Apos este passo, os bloco relevantes de posto completo sio:

¢ 1)1} — posto completo de linhas
¢ ('1; — posto completo de linhas
» (g9 € R**® — posto completo de linhas e colunas

* i3 — posto completo de colunas (garantido pela condigio de matching).

Passo 2: Implemente um nova transformacdo de similaridade com respeito & base do sub-
vetor xy3, a fim de obter um matriz quadrada ndo singular Hsp:

[ Bzq(1) Apr Az Aps z1{%) B Hiyy Eq
Oa(t) | = | Asx Az Aua zo(t) | + | Bn | w(t)+ | O | fity+ | En | u()
 Jus(t) Azt Asz Ass | | za(t) Bay Hszy bz
r zy(1)
yi(?) Ci Cra Cy3 Dy Fia
: = i i i
v2(t) ] [ 0 (o Cy za(t) | + 0 w(t)+ Fa u(?)
- z3(t)
(5.8)
Apos este passo, os bloco relevantes de posto completo sdo:
¢ Dy — posto completo de linhas
e (47 — posto completo de linhas
. [ Cay Caa } —+ posto completo de linhas e colunas
s H3y — posto completo de linhas e colunas
Passo 3: Defina a varidvel:
d(t) £ Hy'(8za(t) — Asaza(t)) (5.9)

Note que esta varidvel é, em principio, precisamente conhecide a partir das medidas ndo
corrompidas ya. Desta forma, a varidvel f(t) € reescrita como:

f(t) = d(t) ~ Hi' (Asiz1(t) + Aszza(t) + Barw(t)) (5.10)
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Entdio, o sistema de equacées torna-se:
[ Ozy(t) A= HyH Asy Ay — Hi H Agy Ags r1(t)
5$2(t) = Am Ags Aga Ig(i) -+
L aﬁig(f) 0 0 1’133 l‘g(ﬁ)
[ By - H11H3"11331 AT iy
Ba ”LU(tl) -+ 0 d{i} + 1 Eay u(t) (5}.1)
i 0 Hay Ea
r z1(t)
1{t) Ciy Crp Ch3 Dy iy
| v2(t) J [ 0 (o Uy 28 o ® Fa ue)

A correspondéncia do sistema acima com (5.8) é imediata. De fato, tomando a equacao
associada a z; e substituindo d(t) por f(1)+ Hy!'(Asizi(t) + Azpzo(t) + Bayw(t)), obtém-se
a equivaiéncia. O mesmo ¢ vdlido para as equacdes de 7, e z3. Pode-se notar entio que a

variavel de distirbios arbitrdrios foi desacoplada no sistema (5.11).

!
Passo 4: Considere agora apenas as equagées associadas ao sub-velor [ zy oz ] :

[ Az, (t) _ A HyHR'Asy Agg — HiH Az z1(1) n
i dza(t) Az A (1)
: ) d(t)
By — Hy1Hy By y Hy A By ;
Bay wit) + 0 Agz Fy 23(2)}
I d(t)
yl(t) Cll CEZ xl(t) Dll ; 0 013 1y
= i

(5.12)

Note que todas as “entradas deterministicas” foram agrupadas em um tnico vetor. Desta
forma, a decomposi¢io do sistema recaiu em um sistema descrito como em (5.1), com H = 0.

5.2.2 Decomposigdo Regular/Singular

A segunda parte do algoritmo permite a determinacio do sistema denominado neste trabalho
como nicleo regular, se tal nicleo existir, Considere o sistema da forma:
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] dz(t)y | | An Az ] z1(t) B | Eyn oo

L da2(t) j! h [ An Az | { a(t) } * l By ] wlt) + l En } ult)
[ ya() | _ | Cuu Crz i x1(t) Dy _ AT

| y2() J N [ 0 On } | 22(t) } * l 0 } w(t) + { Fyy } ul)

Considere £ e s definidos em (5.6) e (5.7), com H = 0 (isto é, apds a implementacio descrita
na secao anterior). No sistema (5.13) o sub-vetor y; € ®%. A particio correspondente ao
vetor z {oi definida de forma que z, € 2%,

Os blocos relevantes de posto completo sdo:

¢ Dy — posto completo de linhas
e (33 — posto completo de linhas

s (3 € BR*XS — posto completo de linhas e colunas

Se [B);, Di,] é de posto completo de linhas, pare o algoritmo; o nicleo regular é dado
por X1, com o vetor de medidas [y} z}]. Caso contrario, esta segunda parte do algoritmo
deve ser implementada, pois é possivel obter mais informagoes perfeitas com respeito aos
estados.

Passo 1: Decomponha By de forma a enconirar uma matriz[ By, Dy, ] de posto completo
de linhas na composigdo (B, 0 Di -

- 83:3('15_) An A12 A;g I]{Z‘.) Bil E"ii
Oua(t) | = | Asr Agp Az z2{t) |+ | B [ w(t)+ | Ey | u(t)
| das(t) Az Az Asz x3(t) 0 Eas;

(5.14)

r . m;(i)
=L e s [ e [ ]

Se posto(Azy} = 0, entdo a decomposi¢do pdra neste ponto, ndo sendo possivel obter mais
informagdes exatas a respeito de x,, e o nicleo regular € o subespaco y; com o vetor de
medidas y1. Caso contrdrio, siga para o passe 2, pois a equagdo de dx3(t) € livre de ruidos,
sendo possivel extrair mais informacgies perfeitas com relacio a 4.

Note que a composi¢ao das matrizes de entrada de ruidos [ By, D4, ] pode estabele-
cer, durante a decomposigdo, wma combinagio entre as varidveis de estados com alguma
componente corrompida do sinal de saidas medidas.

Passo 2: Como posto{ Az1) # 0, pode-se executar uma transformacdo de similaridade sobre
z1 de forma que:
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do(t) Ay Ay Ags 414 z1(1) By £

ot e el | B B -l EEU R el P

Oz4(2) 0 Ap Agpm Ay z4{l} 0 Ey
$1€f)

=[G d G e [ e B o

z4(t)
(5.15)

Apés este passo, A4z tem posto completo de colunas (por construcio), sendo portanto
inversivel & esquerda. Sendo assim, o sub-vetor z, & completamente determinado a partir
da equagio Oz 4(t), além dos sub-vetores z3 e z,.

Neste ponto, se [ By, Bj;  D};] tem posto completo de linhas, o algoritmo pdra e o
sistema correspondente ao niicleo regular é X1, com o vetor de medidas y;.

Se dim(z;) = 0, o algoritmo também péra, e ndo existe um nicleo regular no sistema.

Se dim(z1) # 0 e [By, By D};] nio tem posto completo de linhas, considere o
sub-sistema dado por x; & x2 @ ys e retorne ao passo 1. Como a dimensio do subespaco
considerado é estritamente menor & cada iteragao, o algoritmo para apés um nidmero finito
de passos.

9.2.3 Forma Canénica Regular/Singular

Assim, o sistema (5.1} pode ser colocado da seguinte formas:

Oz1(1) A Arg Az Ay A T ()
dzq(t) An Az Agy Agg Ass wa(t}
Ox3(t) | = | Ass Asy Asz Ass  Ass ra(t) | +
dz4(t) 0 Ay Agg Ay Asgs z4(t)
8.’65(t) 0 O 0 0 A55 | (E5(f)

Byy Hyy Eyy ]

By Hy Eyn

+ 1 Ba | w(t)+ | Hay | g(t)+ | Ear | ult) (5.16)
0 Hy Egy
0 Hsy Es1
z1(1)

yi(t) Cu Ciu Ciz Cis Cis zo(t)
pft) =] 0 0 Oy Cyy O zs(t) | +
yg(t) 0 0 0 0 Cg5 $4(i)

.’L‘5(t)
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Dyy Iy
+ O 'UJ(f) *i"‘ F21 'M(f)
Onde
g(t) = flt)+ Va(t) + Uw(t) {5.17)

com V' e U definidos em (5.10). A forma acima tem as seguintes propriedades:
(U-1) Cy5 é quadrada e tem posto completo

(U-2) { Cyz Ca4 | € quadrada e tem posto completo

(U-3) Dy tem posto completo de Linhas

(U-4) Agq, se nio for nula, tem posto completo de colunas

(U-5) Hs é quadrada e tem posto completo

Mais decomposicoes podem ser implementadas no subespaco Y1 @ x2 @ Y3 se A4z ndo é nula

e[ B B {11 ndo tem posto completo de linhas. Neste caso, obtém-se:
dzy(t) A Az Az Ay As A Avr z1(t)
dry(t) Aay Apy Azz Asy Ay Ay A zo(t)
dza(t) Asr Aze Aaz Ass Aszs Aze Ay z3{t)
dzg(t) | = | 0 Ap A Ay Ay Agg Agr z4(t) | +
dzs(t) As1 Asy Asz Asq Ass Ase Asy z5(t)
Ozg(t) 0 0 Agz Ass Ass Ass Asr zg(t)

] 8937(” j i 0 0 G 0 0 0 /"177 1L ;’E';'(t) ]
Bis Hyy By ]
Boy Hon By
By Hy Eay
+1 0 |wt)+ | Ha [gt)+ | Eg | ult) (5.18)
Bsy sy Esq
0 Hez Egy
0] - Hr | | En |
z1(1)
za(1)
yi() Ci Crz Ciz Cua Ciz Cis Crr x3(t)
wpl) =] 6 0 0 0 (O Cx 0 z4{t) | +
yg(t) 0 G ) 0 0 0 Cg'r .’135(t)
ze(t)
i :E'z(t) )
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Dy 11
10 Jw(t)+ | For |oull)
0 5

O subespaco y1 @ xo & X3 @ s pode ser novamente decomposto, se Ay # 0 e a matriz
(B3, Biy BLy  Di;] nao tiver posto completo de linhas.
Definem-se as seguintes matrizes

My =9 (5.19)
[Ag—l:t y S€ Bil # 0
- i1
M. , se B;7 =10

Considerando a definicio acima, uma prepriedade adicional da forma canénica, em seu
formato final, é dada a seguir:

(U-6) Uma das seguintes condicées verifica-se:

1. %1 é vazio

2. x1 ndo é vazio (neste caso, [M! D},]| tem posto completo de linha, para @
maximo, ou yy é vazio)

No caso (U-6.2), existe um nicleo regular nas equacdes dindmicas do sistema, dado
pelo subespaco x1. Nesta situacio , as estratégias de filtragem, com critério do tipo Mo,
apresentadas no capitulo 2, podem ser aplicadas ao nieleo regular,

No caso (U-6.1), no entanto, o sistema é completamente singular. Nesta situacio, o
erro de observagio (isto é, z — #) pode ser eliminado em um tempo finito, ji que nio existe
ruido corrompendo a saida medida.

A fim de se evitar uma notacio confusa e densa, o projeto do observador serd desen-
volvido apenas para o sistema (5.18). Generalizaches para sistemas com mais blocos sio
diretas.

Uma visao geral do procedimento de decomposi¢do ¢ apresentada no algoritmo que se
segue.

— ALGORITMO DE DECOMPOSIGAO REGULAR/SINGULAR —

s Considere a hipdtese (U-ii)
{1
Inicializagfo : Inicializa-se a varidvel indicadora de fim do algoritmo fazendo: P — —1

Passo 1: Toma-se o sistema original (5.1} na forma:

{A]B HE} (5.21)

CIDF -
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Se D possui posto de linhas completo

Entao P — 0
Se P<0

{2

{Parada PO: o sistema ndo € singular, ¢ o algoritmo ndio se aplica.)

Passo 2: {SEPARACAO DOS DISTURBIOS ARBITRARIOS) Uma mudanca de coordenadas
nos velores y e = coloca o sistema original na forma

B Hyy Eu
By Hoy Fay

A Ap

A Ag
T Choo 1
g Oy

Dy I

Fy

(5.22)

Passo 3: Aplica-se uma transformacdo de similaridade no subespago vy de forma que Hyy

seja inversivel:

Ap A A | By Hn En
Azy Az Ags By 0 £y 7
As1 Az Ass | Bn Hsi  FEsm (5.23)
Ciy Cy2 Cia | D Fn N
0 ng C23 0 FEI
Passo 4: Define-se
d(t) & H3(Daa(t) — Aszas(t)) (5.24)
De maneira gque (5.23) pode ser reescrito da forma
Ap - HiuHG' At Ay — HuH Ass Aa | Bu— HoH3 By Hyy  En
A Agz Aza B 0 Ey
0 Aaa 0 Hy  Ey
Chy Cra Cis Dy P
0 Caa Cos 0 Fy
(5.25)
Passo 5: Redefine-se o sistema (5.25) em termos do subespaco x1 P Ya:
Ap — HyH3 Ay A~ HiuHG Agy | By — HyH;'Bsy Hu A En
Az Agg By 0 Ay FEy
Cin Cr2 D 0 (i3 I
0 Caa 0 0 Cu Fy
(5.26)

2}
(3

Passo 6: (DETERMINAGAO DO NUCLEO REGULAR) Considere o sistema (5.22) com H = 0
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Se [ By, Di,] possui posto completo de linhas

Entao P — 1 (Parada P1: x1 € o nicleo regular.)

Senao Enquanto P < ()

3}
1}

{4

Passo T: Decomponhe-se By tal que

A A Ays | Bn Ly
Azt A Asz | Bu  Ey
Ay Asp Ay 0 Es (5.27)
Cy Cre Cis | Dn Fyy
0 O O 0 Fy

possua [ By, DYy ] com posto completo de linhas
Se posio{ Azy) = 0
Entao P — 1 (Parada P1: x1 € o niicleo regular.)
Se P <0
Passo 8: Procede-se uma transformacdo nas coordenadas de y1 de forma que:
[ A A A Aw | By By ]

A Ags Az Azy | By FEa
A3y Az Azz Aszs | Bay Ey

5.28
0 Ay Ay Ay 0 Eq (5.28)
Cu Cip Ciz Cua | D I
I G 0 (a3 Uy 0 For
Se [ B}, B4, Djiy] pessui posto completo de linkas
Entao
Se dim{z1)#0, P — 1 (Parada P1: x1 € o nicleo regular.)

Se dim{zy) =0, P « 2 (Parada P2: o sistema € completamente singular.)
Se P <0

Passo 9: Redefine-se o sistema @ ser decomposto fezendo: X ™= X1PxeBys ea
condigdo posto(As;) € reescrita como posto( Aaq).

4}

O produto firal do algoritmo fornece o sistema decomposto na forma canénica Regu-

lar/Singular em (5.18), podendo gerar um nitcleo regular y; (condigao (U-6.2)) ou levar a
um sistema completamente singular (condiggo (U-6.1)).
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5.3 Projeto do Observador em Modos Deslizantes

5.3.1 Sistermas Continuos

Considere o sistema {5.18}, e defina a seguinte estrutura:

&1(1)
Z(t)
£3(1)
£4(¢)
£5(1)
Zg(?)

vit) = sign(ys(t) — Card(t) — Fau(t))

{ va ()

| Z7(t) |

Hyy
Hyy
H3
fHyy
Hsq
}161
Hry

Ug(f)

Ay A Ayg Agg
Apy Ay Az Agy
Azp Azr Az Asy
= 0 Aspp Ap A
As1 Asz Asz Asy
0 0 Agy  Asg
0 g 0 0
£
Fay
Esy
g{t)+ | Eu | u(t)+
1951
Ee
- L ETI - L

Al:;
Az
Ay
Ass
Ags
0

ocLwoooC

Ry

A
Asg
Azg
Aup
Ase
Ags
1

cc?occcz
[

/‘11?
fi??
Asy
fﬁé?

1
T2
Uz

} = [ sign(yg(t) — 025555(??) — Cze.’fte(t} — qu(t)) j

(5.29)

Uma. escolha conveniente de R7y, Rz e Res garante a convergéncia das estimativas &5,
Ig e I7 para os estados 25, 7¢ € 7 em tempo finito. A matriz

=y
Ite

0

== == o i v B

Rn

G
0
0
0
Rz
0
0

0
0
0
0

0

Rgs

0

é denominada matriz de chaveamento, no sentido de introduzir no estimador os sinais de
chaveamento vy, v2 € v3. Assim, uma vez que um chaveamento com caracteristicas rapidas é
estabelecido em todos os componentes do vetor v, a convergéncia verifica-se [TP96), [DU95],

[Dra92].

Considere agora a equagdo do erro de estimativa, na qual o comportamento do chave-
:é5ﬂ€$:0,é5m8620€é7:€7=0.

amento acima ¢ estabelecido, de forma que

Entéo,
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éy{t) A Ay Az A As e Ay e1(t)
€q(t) A1 Ay Ags Ay Ags Az Aar €5(1)
€3(1) Azt Az Asa Asq Ass Asg Aag ea(t)
eft) | =1 0 Ay Ay Ay A A Agr ealt) | +
0 Ast Asz Asz Asy Ass Asg Asy 0
0 0 0 ;453 Ag,; /"165 .#155 AG’T 0
i 0 ] i 0 0 0 0 0 0  Ar il 0
. [0 0o o ]
By 0 0 g
_B31 0 0 0 Ul(f)
+1 o lwny+] 0 o o va(t) (5.30)
B 0 Ry 0 v3(?)
& 0 0 Rgs
o | Rn 0 0 |

Langando mao do método de controle equivalente (Dra92] (veja a discussao ao final deste
capitulo), tem-se,

- ] 1 t+T
= %;Elﬁft vadt (5.31)
portanto, de (5.30),
{ Zz J = [4es Ass]® Reatis (5.32)

Considere, agora, uma nova estrutura do observador que explore as informacoes dis-
poniveis sobre o erro :

[ &4(1) [ An A Az A Ay A A ] #1(t) |
Z2(t) At Age Ass Agy Ass Asg Anr Eo(t)
23(1) Asr Asz Aszz Az Az Aze Asg 23(1)
4(t) | = 0 Agp Asys Ay Ass Ay Agr 24(t) |+
&s(t) Asy Asy Asz Asq Ass Az Asr E5(t)
Fe(t) 0 0 Agz Asy Aes Ags Aer Eg(t)

i é?(t) | I 0 0 0 0 0 g A77 J | 53'7(15) |
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g{t) +

E4§ u(t) -+

o000 QO

o oo C

RS'Z

Ry

<

cFocoooo
(el

v1(t) = sign(ys(t) — Cards(t) ~ Fayu(t))

va(t) |
ot |

- Ué(t} ,
@5(t) |

oooo?oc
A

mmm?ccc
[*43

= [ sign(ya(i) — Cosd5(t) — Copds(t) — Foyu(t)) ]

= [ sign{[Ass Agzg}#RSBﬂB_} ]

vy (t)
’Ug(t)
v3(t)
?)4(t)
vs(t)

(5.33)

Novamente, uma escolha acertada de R34 e Ry5 pode assegurar a convergéncia em tempo
finito das estimativas &3 e &4 para os estados z3 e 24. A convergéncia é também estabelecida
quando todos os componentes de vy e vs iniciam um comportamento de chaveamenio em
alta freqiiéncia. A partir deste momento, verifica-se que: é3 = e3 = O e é4 = eg = 0.
Portanto, a equagio do erro de estimativa é dada por:

&)
éx(t)
0
0 =
0
0
0 .
By
By
By
+ 0
Bs,
0
o

A A A Ay
A1 Az Ags Ang
Az Az Azy Az
0 Agp Ag Aug
Azt Asz Asz Asg
0 0 A63 Agm
i 0 0 0 0

o o

0 0

0 0

w(t)+ ! 0 0
0 Rs

0 0

] Ry O

w= g

A} 5 —’416
AES A’ZG
Azs  Ase
!;.45 .:"146
Ass  Ase
‘465 -'466
0
0 0
o 0
0 Ragy
] 0
O 0
Re 0
0 0

A7
Aar
Asz7
Agr
Asr
Ag7
Arr

81(t) 1
62(t)
0

0
0
0
0

v1(?)
(1)
v3(?)
va(t)

vs(t)

(5.34)

(5.35)
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e de (5.30)
er = A Ry505 (5.36)

Esta informagao é utilizada para a reconstrugao exata do estado z4, com a nova estrutura
do ohservador:

FEt) T T Ay A A Ay Ag A Arr | [ &)
Ea(t) Az Az Aoz Agy Aps Az Agr 9(t)
za(?) Azt Azy Asz Azq Ass Ase Asg &3(t)
1) 1= | 0 Agp Az Ay Ay Agg Agr E4(t) | +
#5(1) Ast Asz Asy Asq Ass Ass Asy Ts{t}
g(t) 0 0 Ags Asa Ass Aes Aer Fg(t)
3 x:‘?(t) i | 0 0 0 0 0 0 Arr 11 .%T(It) i
N [ Eyy ] 0 o o o o 0',1)(1:)_
Hayy Ey 6 0 0 0 0 Ry ; )
Hayy Ex 0 0 0 Ry 0 O v2 )
Ff Ha g+ | B [u(®)+| 0 0 0 0 Ry o0 US(t)
Hs Es 0 Rs; 0 0 © 0 v4 )
He Fer 86 0 Rg 0 0 0 U"’ W |
| Hry | | En | 'Ry 0 0 0 o0 o [L7F
(5.37)

vi(t) = sign(ys(t) — Cardz(t) — Fyyu(t))

. Zi% 1 h [ stgn(ya() — Casds(t) ~ Casia(t) — Fyru(t)) }
[ V4 l‘,} ] . )
I USét) ] - { sign([Ass Asal® Reg303) ]

’Ug(i) s sign(Asz4555)

Assim, toda a informacio precisamente conhecida foi explorada, e a estrutura do obser-
vador € dada por:

811 ] T An Az Az A Ais A Agr ]
Za(1) Agr App Agz Apg Ay Agg Asr
£3(t) An Age Asz Ass Ass Ase Asr
i4(t) | = 0 Ay Ag Ay Ags Ay Agr | -
£s(1) As1 Asz Asz Asy Ass Ase Ast
Fa(t) 0 0 Ass Ass Ass Ass Agr

i é7(1) ] i 0 0 0 0 g 8 A ]
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K .’f‘l(t)
0 (1)
0 \ .L‘g(f)
-1 0 Cin Cip Cia Che Cis Cis Crr j T4(t) | +
0 #5(1)
0 Be(t)
o | #e(1) |
[ Hyy ]  Fy | 0o 0o o o o 0'“U_ [ K
Hyy Eor 0 0 0 0 0 Ry vl 0
Ha E; 0 0 0 Ry O 0O U” 0
+ | Hy lgt)+ | By |u()+1 0 0 0 0 Ry 0 vg’ +10 |y
Hsy Ex; 0 Ry, 0 0 0 O U“* 0
Hey Eg 0 0 Rgz O 0 0O DS 0
..H“_ ‘E‘,*_ _Rn o ) 0 ] 0 w"ﬁ" _9_
(5.38)

vy = sign(ys(t) ~ Cardz — Fayu(t))

:z = [ sign(y2(t) — Cysds — Cosdie — Farult})
Z: = { sign([Asz As4]* Reals) ]

Vg = sign(AfQR%i}s)

O problema agora se restringe a projetar uma matriz 6tima de filtragem K correspon-
dendo & parte regularmente corrompida. Para tanto, um vetor de informacdes perfeitas
denotado por p(t) é definido como:

()= [ aa(t) wslt) wa(t) o) we(t) ar(t) gtf w(t) ] (5.:39)

Como a informagao corrompida associada ao distirbio limitado estd agrupada em algu-
mas parcelas, pode-se definir uma nova varidvel de “medidas” regularmente ruidosas dada
por:

Cu Dy
g(t) = Pay (1) + Qui(t) = jgl 21(t) + g:i w(t) (5.40)

Asy Bsy
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Na equacdo acima, By e 4, denotam particoes de posto completo de linhas dos blocos By
e Aoy, respectivamente.

Portanto, o projeto depende apenas da determinacdo de uma matriz de filtragem 6tima
K correspondendo & parte regularmente corrompida, isto é;

#1(1) = (Aqg - K P2y (t) + Ky (1) +
(5.41)
+[A12 Az A A Ae A Hyg E;i}?(i)

5.3.2 Sistemas Discretos

Considere o sistema com a estrutura {5.18). Os primeiros passos serdo dedicados i deter-
mina¢ao dos estados singulares. Considere o subespaco y7 dado por:

2ot} = C37 (ua(t) — Fapu(t)) (5.42)

A partir deste ponto, o préximo passo é a determinacao do vetor de disttirbios arbitrdrios
g(t):

g(t) = H{ll(x-;(t -+ l) — A*{-,'Q:T(t) — Eﬂu(t)) (543)

Na seqiiéncia, o subespaco y¢ & x5 é dado por;

[ i;g } =| o Cue F(yﬁ(t) = Fyu(t)) (5.44)

e a informacio adquirida é empregada na determinacio de y4 @ ys:

$5(t)
{ 23&13 :’ = { A63 A&; }# .T:&:(t + 1) — [ AGS Agg AGT ] zs(t) —
4 z7(t)

(5.45)

~ He1g(t) ~ Egru(t)

Por fim, o dltimo subespaco com informacdes perfeitas é yy:
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$4('t)
.Tz(t) = _»44#2 z4(t + 1) - { Agz Asq Ass Aug Ay } $5(t) —

$5(!‘)

3;7(1‘)

(5.46)

- Ing(i) e E41?L(t)

Desta forma, um vetor de informacdes perfeitas denotado por p(t) é definido como:
. !
p(t) = { za{t) ws(ty  wa(t) wzs(tY 2e(t) xr() g(t) ufty } (5.47)

Note que agora a informagio corrompida associada ao distirbio limitado estd agrupada.
Define-se entdo uma nova varidvel de “medidas” regularmente ruidosas:

Cn Dy
_ _ | An Bx
g(t) = Pz1(t) + Qu(t) = A z1(t) + B w(t)
31 31
As1 By
(5.48)
y1(t) Crpg Ciz Cuy Cis Cie Ciz 0 Fpg
zot+1) | | Az Azs Agy Ass A Ayr Hun Exn ()
z3(f + 1) Azy Ass Ass Ass Ase Asr Hay Ey |7
zs(t+ 1) Aga Asa Asy Ass Ase Asr Hsy Es

Na equacio acima, By e Ay denotam parti¢des de posto completo de linhas dos blocos By
e Agy, respectivamente.

Entéo, o problema de filtragem da parte regularmente corrompida é definido como:
encontre uma matriz 6tima K na estrutura:

B1(t +1) = (A1g - KP)ay (1) + Kq(t)+

(5.49)
-l-[Am Az Ay Ay A Ay Hn En]?(‘»‘)

5.4 Esquema de Filtragem

Considere o sistema de ordem reduzida obtido a partir do procedimento de decomposicao,
no caso em que o subespago x; € nédo nulo, de dimensdo n, (isto é, a condi¢io (U-6.2)
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verifica-se):

E?:cl(t) pns 1411331(” + Buw(t) -+ ET]){f) 3 IE}(O} = L5
gt) = Pay(t)+ Qult) (5.50)
Zr{t) = Lrﬁ/l(t)

onde 71 € R™ ¢ o vetor de estados de ordem reduzida, w € B™ é o vetor de entrada exdgena
de distdrbios limitados, ¢ € ' é o vetor estendido de saidas medidas, z, € RPr é a combinacio
linear das varidveis de estado de ordem reduzida a ser estimada e pER™E o vetor de
entradas conhecidas incluindo o vetor de entradas deterministicas u{t), o vetor de disttirbios
arbitrdrios g(t) (definido em (5.17)) e também os estados singularmente determinados z;(t),
j=2,...,b

A matriz E, é definida como:

E,-g {A}g A;g .414 A15 Alg A;T ffll Eu} (551)

O esquema de filtragem consiste entio em resolver o problema de filtragem {com critério
Hoo ot misto Hy/Hso ), para o sistema (5.50), usando as diversas técnicas apresentadas nos
capitulos anteriores. Por exemplo, considerando as abordagens por LMZs apresentadas no
Teoremas 2.4 e 2.5 para os casos continuo e discreto, respectivamente.

5.5 Exemplo

Exemplo 5.1 Considere o seguinte sistema discreto LIT discutido em [TPP97a], sem en-
tradas determinfsticas atuando sobre o sistema, isto &, u(t) = 0, e apresentado na forma
candnica regular/singular da se¢io 5.2.3:

[ 0.0381 0.2347 0.1938 -0.3096 0.3422  0.1206  0.1151
—0.4873 0.0045 0.0504 -0.1326 —0.0624 -0.1428 0.0318

0 0 0.4582  0.1222 -0.0787 0.4735  0.0320
A= ~0.3341 03333 0.7975 0.2134 0.1174  0.0341  0.0707

0 0 0.4458 ~0.5110 0.3513  0.8987 —0.1885

0 0 0.0766 0.3650  0.1159 —0.0304 0.1672

0 0 0 0 0 0 0.2722
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[ 0.2666 0.2467 0.6940 0.8171 |
0.9701 0.8440 0.4558 0.0221
0 0 0 0
B =1 0.1607 0.7078 0.5824 0.9915
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0.6762 0.9448 0.4604 0.6056 0.3438 0.0150 0.7830

= 0 0 0 0 0.6701 0.8292 0 (5.52)
0 1 0 0 0 0.5228 0
0 0 0 0 0 0 02742

0.7467 0.4364 0.0063 0.5848

0 0 0 0
b= 0 0 ] 0
0 0 0 0

/
H:{O.?SSQ 0.1712 0.0043 0.4957 0.0799 0.1631 G.9033J

O sistema acima tem apenas uma componente do vetor de saidas medidas y(t) reqular-
mente corrompida, denotada por gy, e trés varidveis precisamente conhecidas ou singulares,
Y2, ¥s € Y4 Seguindo os passos do projeto do observador em modos deslizantes da secio
(5.3.2), e lembrando que u(t) = 0, as varidveis de estado 25, z¢ e 77 sio obtidas diretamente
das componentes precisamente conhecidas do vetor de saidas medidas:

27(t) = Ci7yal(t) = 3.6470 ya(t) (5.53)

-G e ]

=01 )

ol [1.4923 —2.3669] [yz(i)}

A partir da equagio de z7(t + 1) é possivel determinar a varidvel de distdrbios g{£),

4 oy _ _ t+1
9(0) = I Cituali +1) = B AreCitua(t) = (40374 —10990] [0 = D] (5.55)

Além disso, usando as equages de z5(t + 1) e zg(t + 1), as varidveis de estado 25(1) e z4(¢)
também podem ser obtidas diretamente, isto é,



5.5. Exemplo 123

28] = T &l (Bedl- O e ][50 - [

I7(ﬁ)
r 1-i7 C Cag]F t
—_— Agz Asg ! Ags Ay Aur [ 25 26] 0 y2( )
a Asz Asy Ass  Ase  Ast Cas Ce ya(t)
3 2 J 3 3 0 C;"l y4(t)

[Aaz Agq| 7' [Hs 11 -1 gt +1)
| Ass f154, | He [Hn C47 Hn A'??Gzii ] y4(t)

[Asz Aga] ™' [ Cos c%}"l[yz(tm)]

[ Ass Asq]  [Cas Cag ya(t+ 1)
y2(t)
ya(t)
2.6984  0.5623 ~2.2503 —1.385% —(.7631 0.31i9] m(t)
—0.5663 5.1225 —1.3319 —0.1830 1.0710 —1.2450 yz(t-l-i)
y3(t + 1)
L ya(t + 1)
(5.56)

A equagio de z4(f+1), no entanto, nio fornece informacées exatas, pois é corrompida por
parte do sinal ruldoso [ By; Baa Baz Bag). Por outro lado, apesar da equagao x3(t + 1)
nao ser corrompida pelo sinal de ruido, ndo é til no sentido de se obter majs informagGes
sobre o vetor de estados, pois Asy = 0 e A3y = 0.

Desta forma, o nicleo regular é entdo composto pelos estados z; e z,. As fontes dis-
poniveis de informagdes regularmente corrompidas sio formadas pelas equagdes de yy(¢) e

$4(t + 1)

Note que a equacio z3(¢ -+ 1}, por ndo sofrer influéncia do sinal de ruido. nio atende ao
q " ¥
propdsito de fornecer informacées corrompidas. Além disso, como

By Biz Bz By
B21 Bz By By
By Biyy Baz Baa
Dy Dy Dz Dy

¢ uma matriz quadrada e de posto completo, isto significa que nio hi mais informacdes
redundantes que possam ser obtidas.

Portanto, o vetor de informagdes exatas p(t), definido em (5.47), é dado na formas:
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2.6984 0.5623 —2.2503 ~1.3858 —0.7631 0.3119 77  1(t)
—0.3663 5.1225 —1.3319 —0.1830 1.0710 ~—1.2450 y3(t)
Pt 1) = 0 0 0 1.4923  —2.3669 0 y4(t)
0 0 0 0 1.9128 0 ya(t — 1)
0 0 0 0 0 3.6470 y3{t—1)
L0 0 4.0374 0 0 —1.0960 | | g4t —1) |
(5.57)

Esta equagio matricial'® sintetiza as informacdes adquiridas através das eqguacdes do
projeto do observador (5.53) - (5.56). J4 o vetor contendo informagdes corrompidas ¢(1),
definido em {5.48), é dado por:

q(t——i}: [91(1_1)}

z4(1)
(5.58)
0.4604 0.60656 0.3438 0.0150 0.7830 il
M[O.?Q?.ﬁ 0.2134 0.1174 0.0341 0.0707 0‘4957}p(tw1)

O estimador de ordem reduzida associado ao nicleo regular definido em (5.49), é dado
por

ae+1)] ] 00381 02347 ][ a100)
Bo(t+1) | T | —0.4873 0.0045 | | zo01) | T

- 0.6762  0.9448 | | &1(¢)
+K (q(t) - { ~0.3341 0.3333 } { (1) D + (5.59)

n 0.1938 -0.3096 0.3422  0.1206 0.1151 0.7539 (1)
0.0504 -0.1326 —0.0624 —0.1428 0.0318 0.1712 |7

e o sinal de ruido entra no sistema associado ao nicleo regular, isto é, o sistema descrito em
(5.50), através das matrizes:

[Bu] B [(}.2666 0.2467 0.6940 0.8171J

By 0.9701 0.8440 0.4558 0.0221
(5.60)
0= 0.7467 0.4364 0.0063 0.5848
| 0.1607 0.7078 0.5824 0.9915
A matriz de combinacéo de estados L, é escolhida como:
L=[10] (5.61)

*Tanto o vetor contendo informagées exatas como o vetor de informacdes corrompidas, sofreram um atrase
para se adequar ao projeto.
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Aplicando, por exemplo, a estratégia proposta no Teorema 2.5 para o projeto de um
filtro robusto M., chtém-se o ganho de filtragem:

‘ 5400
s [0.1022 0.6403} (5.62)

0.0726  0.5212

com o nivel de atenuacio de ruidos minimo dado por v = 0.5619.

De posse do ganho constante de filtragem A acima, o projeto do observador /filtro pro-
posto como na se¢do 5.3.2 estd completo.

A fim de simular o sistema com o projeto do observador /filtro, considere o seguinte sinal
g(t) entrando no espaco de estados

g(t) = 8cos (_7; + 1.5) (5.63)

e uma determinada condigio inicial associada ao vetor de estados, dada por

2(0)=[-0.7271 6.1986 44538 2.8475 -0.2344 —11.5879 —13.0667)  (5.64)

O sinal w(t) foi escolhido como sendo um ruido branco de média zero e matriz de
covariancia igual a identidade.

Na figura 5.1 apresenta-se a evolucio dos estados do sistema com a entrada g(t). A
figura 5.2 mostra o comportamento dos erros de estimativa de estados er € €, associados,
respectivamente, ao nicleo regular {(z1{t) e z9(t)} e & parte singular denotada pelo sub-
sistema formado pelos estados [z3(t) 24(¢) a5(t) z6(t) x7(2)]. Nota-se a completa
eliminagfio do erro e, apés um tempo finito (duas componentes, inclusive, inicializam-se
com erro nulo}, e a atenuagio propiciada pela otimizagdo Ho, para o erro regular e,.

5.6 Conclusao

Neste capitulo estudou-se o projeto de estruturas especificas para o observador/filtro consi-
derando diferentes padrées de distdrbios.

Mostrou-se que, devido & natureza das entradas arbitririas (que devem ser obrigatoria-
mente desacopladas em certas direcdes), e dos sinais de ruidos do tipo w(t) € U™ (que nio
$30 necessariamente rejeitados, mas apenas atenuados), associados as caracteristicas dos
problemas de filtragem singular, foi possivel projetar, de forma conjunta, uma estrutura do
estimador levando em conta a eficiéncia dos observadores em modos deslizantes e a robustez
dos filtros com critério H,,.

Variagoes dos padrdes de distdrbios associadas a problemas especificos, permitem tratar o
problema de filtragem 6timo H., /Hz e 0 projeto de observadores com entradas desconhecidas
como casos particulares da estrutura do estimador proposto.
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0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 5.1: Evolucao dos estados do sistema com a entrada g(¢) - Exemplo 5.1.
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Figura 5.2: Comportamento dos erros de estimativa de estados

nideleo regular

(z(t) — £(¢)) associados ao
(e(t)) e & parte singular - e,(t) - Exemplo 5.1.
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5.7 Notas e Referéncias

Observadores em Modoes Deslizantes - Métode de Controle Equivalente

Considere o sistemna continuo LIT descrito como

z{t) =  Az(t)+ Bult)
(5.65)
ylt) = Ce(t)

cnde z(2) € R”, u(t) & BR™ e posto{B) = m,.

A abordagem do projeto de abservadores baseado em modos deslizantes para sistemas continuos
[DUI5], por construgdo, é similar & do projeto dos observadores de ordem completa do tipo Luen-
berger, acrescida porém de uma discontinuidade:

#(t) = A&() + Bu(t) + Ksign(y(t) — C&(1)) (5.66)

Através de uma escolha apropriada do ganho constante K, a caracteristica de “deslizamento”
ocorre para {5.66) ao longo da variedade y{t) — C#(f) = 0. O projeto do observador baseia-se na
aplicacao seqitencial de transformacgdes sobre os estados reduzindo o sistema & forma de blocos como
em [DIL*60a], [DIL+90b].

O sistema (5.65) pode ser divido em dols sistemas independentes de dimensdes menores {m,,n —
m) através de uma transformacio de coordenadas do vetor de estados, isto é,

L:z ] = Mz, &R g e R (5.67)
i
B‘L
M = |, posto(BY)=n—m, {h.68)
(Bp)

onde os vetores linha da matriz B+ sdc ortogonais aos vetores colunas da matriz B que formam a
matriz By de dimensdo n x m,, com posto(B,) = m,. Esta transformacio nao singular (5.68) produz
as equagoes :

{t)
2i{t) = Ag2{t) + Apyg, 21 (8) + By ult)

O observador em modos deslizantes [DU95] associado ao primeiro sub-sistema de (5.69) é dado
por

Arz(t) + Apr 1 {t) + Boult)
(5.69)

Ht) = Ai() + Aug, i1 (8) + Bou(t) + Kysign(z — £) (5.70)
e a dinamica associada ao erro de estimativa 3(t) = z(f) — #(¢) é descrita por

Ht) = Az 2(t) + Auo, 1) — Kysign(3(2)) (5.71)

Com uma escolha apropriada do ganho constante de observagio K; o “deslizamento” acontece
em (5.71) ao longo da superficie # = 0.
Para o segundo sub-sistema de (5.69) pode-se usar a equacio do observador da forma

21(t) = Ags2{t) + Agye,21(2) + Ba,u(t) — KoKisign{z(t) — (1)) (5.72)

que produz a seguinte equagio para o erro de estimativa Z1(¢) £ z,(2) — £,(¢),
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B(t) = Ape,81(t) — KoK ysign(3(1) (5.73)

De acordo com o método de controle equivalente [Dra92], o sistema em modos deslizantes
comporta-se como se Ky sign{#(1)) fosse substituido por seu valor equivalente (K1sign(Z(1))., que

pode ser calculado a partir do sub-sistema (5.71) assumindo gue i)y =10, .;;(i} = 0. Portanto,

(K1sign(3(1))eg = Aup, 31 (2) (5.74)

Substituindo (5.74) em (5.73} obtém-se

() = (Aeyey — Kodrw, )ir(1) (5.75)

Como apontado em [DUY5], se o sistema (5.69) é observavel, ento o par (Agizy, Ase, ) é também
observdvel e, portanto, existe um ganho constante K5, de forma que uma escolha apropriada desse
ganho leva & convergéncia, 7, — 0.

Uma segunda forma de projetar um observador compativel consiste em continuar transformando
o sistema como anteriormente até a equagao (5.71} e introduzir a seguinte mudanga de varidvel:

2t = Ky Az, 2y (t) (5.76)
O segundo sistema em (5.69) pode ser decomposto da forma
‘él(t) = Ahzle(t) + Aziiﬂzxﬁ(t) + leu(t)
(5.77)
¢2(t) - Areﬂlzl(t} -+ Av"«‘zxza??(i} + Be,ult)
O observador para o primeiro sub-sistema de (5.77) é descrito por
() = A5+ Aue,ia(l) + B, u(t) + Kasign(z1(t) - #,(1)) (5.78)
onde € necessario obter as medidas z; . Porém, de acordo com (5.74) e (5.76), segue que
Zl(t) - él{t) = (Szgn(.?(t)})eq (579)
e o valor equivalente acima pode ser usado no observador (5.78):
() = An 20+ Ay a(t) + B ult) + Kgsign(sign(3(1)))., {5.80)

Como discutido em [DU95], para sistemas com aplicagdes reais, o valor equivalente {sign(Z{t))).,,
por seu significado fisico, é um valor médio da vibragiio em alta freqiiéncia da varidvel sign(2(1)).
O valor equivalente (sign{Z(t)})eq pode ser obtido usando-se um filtro passa baixas, com constante
de tempo suficientermnente pequena para passar componentes de baixa freqiiéncia, porém suficiente-
mente grande para eliminar as componentes de alta fregiiéncia causadas por comportamentos nio
ideais. O observador que converge em um tempo finito pode ser obtido repetindo o procedimento
seqilencialmente.
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Este trabalho centrou-se na investigagio de estratégias para solucionar classes de problemas
de filtragem robusta para sistemas lineares, invariantes, continuos e discretos no tempo.
Estas classes de problemas dividiram-se em:

(i) filtragem 7., para sistemas precisamente conhecidos;

(i) filtragem robusta H,, (ou custo garantido H,) para sistemas com incertezas nos
pardmetros do modelo;

(¥ii) filtragem singular para sistemas sujeitos a entradas de natureza arbitrdria.

Em um primeiro momento, reviram-se estratégias cldssicas de solubilidade do problema,
de filtragem #., para o caso de modelos com pardmetros precisamente conhecidos, baseadas
na solvabilidade de equacées algébricas do tipo Riccati. Além disso, abordou-se 0 mesmo
problema em termos da factibilidade de problemas convexos de otimizacio, conveniente-
mente descritos por meio de desigualdades matriciajs lineares (LMTIs).

Na investigacio da segunda classe de problemas, isto é, problemas de custo garantido de
filtragem M., inicialmente, reviram-se as abordagens por equacgdes de Riccati, considerando
incertezas do tipo limitadas em norma (basicamente propostas por de Souza e colegas,
[Xd595], [dS94] [XdSF91b], [XdSW96]) e por £LMTs acopladas (ndo globalmente convexas),
considerando restri¢des quadriticas integraveis (RQTs) ([LF97], [LF95]).

Para esta classe de problemas, isto é, filtragem M., para sistemas com incertezas do
tipo politdpica, uma contribui¢do deste trabalho consistiu em estruturar o projeto de um
filtro robusto admissivel estritamente proprio de forma a garantir um erro de filtragem
limitado e dindmica do erro de filtragem quadraticamente estivel com atenuacao de ruidos
¥. De fato, langando mio de varias manipulacdes e simplificacdes envolvendo designaldades
matriciais lineares, e tendo como ponto de partida as versdes continua e discreta do Bounded
Real Lemma, uma nova estratégia, baseada em condicdes necessarias (no sentido de que o
erro de filiragem é quadraticamente estdvel com atenuacdo de ruidos v) e suficientes, foi
proposta para solucionar o problema de filiragem robusta H,, a partir da factibilidade de
procedimentos convexos de otimizagao descritos em termos de £MTs.

Estabeleceu-se ainda, baseada na abordagem por £LMZs desenvolvida no problema de
custo garantido de filtragem H,,, uma nova formulagdo sub-6tima para o problema misto
Ha/Ho de filtragem robusta.

131
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Além disso, como extensio, desenvolveu-se o projeto do filiro préprio de custo garantido
H., 6timo, com incertezas nas matrizes do sinal a ser estimado. Em virtude do projeto do
filtro préprio resultar em L MZs com mais “informacdes” em seus blocos, é de se esperar
que o valor do custo garantido seja menos conservativo quando comparado ao projeto de um
filtro estritamente proprio, o que pode ser comprovado nos exemplos apresentados. De fato,
o conjunto de filtros robustos estritamente préprios pode ser visto como um subconjunto
dos filtros robustos préprios.

Outra classe de problemas de filtragem robusta, investigada neste trabalho, envolveu a
determinag¢io de uma estrutura para o estimador que assegurasse uma outra “qualidade”
de robustez ao projeto, isto &, solucionar o problema de filtragem singular frente a entradas
de natureza desconhecida atuando no sistema. Mostrou-se que, por meio de uma estratégia
baseada em transformacdes de similaridade, o sistema inicial pode desacoplar as entradas
desconhecidas, sendo decomposto em uma forma candnica, de maneira a caracterizar um
sub-sistema singular associado aos estados obtidos precisamente, e um outro denominado
regular associado aos estados corrompidos por sinals exdgenos. Esta formulacdo permitiu
sistematizar em um mesmo projeto as caracteristicas dos observadores sujeitos a entradas
de natureza arbitraria e a robustez do filtro H., para certas classes de rujdos.

As formulagbes propostas ndo devem ser vistas de forma separada, mas sim, como um
conjunto de estratégias que se complementam e interagem no intuito de fornecer subsidios
para o projeto de filtros robustos.

6.1 Propostas de Trabalhos Futuros

As abordagens apresentadas neste trabalho estimulam a continuidade da investigacio de
problemas, ainda pouco estudados, relacionados & teoria de filiragem robusta. Alguns pontos
podem ser levantados como linhas de estudo:

¢ O estudo de problemas de filtragem singular para sistemas com incertezas nos parime-
tros do modelo sujeitos a entradas desconhecidas;

¢ Custo garantido de filtragem H., e/ou H, para sistemas com entradas deterministicas
(discutido, por meio de técnicas de calculo variacional, em [dSSF95]) através de desi-
gualdades matriciais lineares e incertezas do tipo politépicas;

» Filtragem robusta ., para sistemas do tipo descriptors ([Xi97], [DBZ97]) e filtragem
robusta Ho, e/ou Hy com filtros de ordem reduzida ([GW97], [PK97]) e incertezas do
tipo politépicas;

¢ Problema de filtragem para sistemas incertos sujeitos a entradas com magnitude limi-
tada, isto ¢, filtragem robusta £, (¢;) (discutido, para sistemas precisamente conheci-
dos, em [VANK96], [NAP96], [NP92]);

¢ Estudo do denominado problema de smoothing com critério do tipo H., para sistemas
incertos, isto ¢é, estimativa baseada na combinagio de medidas passadas e futuras
off-line ((NK91], [GS97], [MSP96]);

o Filtragem robusta H,, para sistemas nao lineares ([XdSW96], [SS97]);
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e liltragem robusta M., para sistemas incertos com afrasos no tempo {discutido, por
exemplo, em [PSdS96], [NR97]);

¢ Istudo do problema de filtragem robusta H,, considerando horizonte finito envolvendo
DLMTs (Differencial Linear Matrix Inequalities) {[Sch95a]}.
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Apéndice A
Desigualdades Matriciais Lineares

Este apéndice apresenta condigdes necessérias e suficientes para a caracterizagdo de condicbes
de positividade e nao-negatividadede de uma desigualdade matricial linear, isto é, uma
LMTI. Tal caracterizagio, apresentada em [AIb69], é exposta no teorema a seguir (conhecido
como Complemento de Schur):

Teorema A.1 [Alb69] Seja

— Py Pl?] (n+m)x(ntm)
P= [sz Py, € R (A.1)

onde Py € Pyy sdo matrizes simétricas.
2) P Z 0 se e somenie se Pll Z 9_, PuPlTIP}g = P]z € ng — P£2P1?1‘P12 k g.

ZZ) P > 0 se e somente se P> 8, P - P12P2T2P{2 >0 e Pyy pl"QPl_llPlg > 0. [

Frova: Para o item (i). Suficiéncia. Seja P > 0, entio existe a fatoracdo P = HH' para
algum f de posto de linha n + m. Tomando

"= [ﬂ (A.2)

tais que X e Y tenham posto de linha n e m, respectivamente, e calculando

XX XYy’
HH = [Y X Yy,] (A.3)
segue que
PH:XXfEO, _PIQ&XY! (A.4)
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Como XX 1 éa projecdo sobre a imagem de X e essa imagem coincide com a imagem de Py,
segue que P Pl = X X1 e entio P PLP, = (XXT)(XY) = (XXTX)Y = XV = Py,
Logo, definindo U 2V — P112P1¥1 X tem-se

Py — PPl Py =00 >0 (A.5)

Necessidade. Defina as seguintes expressdes

UL 0], Uemprxnim) (A.6)
VEa[e I],Vermxintm (A7)
L

X & PRU (A.8)

1 L
Y £ P£2P1T1P121U+(P22—Pf2P1I1P12)%V (A.9)

entao, como UV = ¢

Py sz] _ [X} PR

{Pﬁ po| = |y [IX Yz0 (A.10)

(it} Suficiéncia. Se P > 0 entao Py > 0 pois det(P;) > 0. Da mesma forma Py > 0.
Defina § £ P-1, logo 5 pode ser particionado como

S 512}
5 = ,: 0 Alll
Sty Sl (A-11)

usando o fato que PS5 =1, isto &,

?,1?1 + Pzzﬁ‘%z P1{1512 + P12522] _ [I 0} (A.12)
12911 + Paably  PlpS1z + PraSa 0 I
obtém-se
S11 = (P11 ~ PPy Pjy)t (A.13)
S22 = (Pag — Py P Pra) ™t (A.14)
S12 = ~ Pt PiaSiy {A.15)
Siz = =Py P38 (A.16)

Como § > 0, segue que 57y > 0 e Sy > 0, implicando entdo que

S >0e S >0 (A.17)
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Para mostrar a necessidade, como Py; > 0, segie que P{zf’}? Py > 0 tal que
Poz = (Poy — Py P Pia) + Pla P Py > 0 (A.18)

Tomando 8§y, §;5, Sy e Sag definidos como em (A.13)-(A.16) segue que P§ = I, de
forma que P é ndo-singular e pelo item (i}, P > 0, implicando portanto que P > 0. ]

Nora A.1 Observe que a condigdo (1) € equivalente & relagdo: Py > 0, Pyy > 0, Py -
PoPRl Pl >0 e Py — S12855' 512 > 0. Observe ainda que, de (A.13) e (A.17), seque que

Snu>0, Py>Sot (A.19)
ou ainda
S 1
[ | PJ >0 (A.20)
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Apéndice B

Analise de Robustez

B.1 Introducao

O projeto, considerado neste trabalho, de filtros robustos para sistemas com incertezas do
tipo politépica, envolve a minimizacao dos critérios de robustez Heo ou de desempenho H,.
Para verificar as especificacdes de medida de robustez e /ou desempenho, bem como a estabi-
lidade do filtro robusto conectado ao sistema incerto, séo introduzidos nas préximas secies
o cdlculo dos custos garantidos H, e H., em termos de LMZs. Para uma caracterizagio
completa veja [PTP97].

Considere o seguinte sistema LIT

dx(i) Az() + Buw(1)

il

(B.1)
2t} = Cz(t) + Dw(t)

com A € RMXN B e rrxr O e RI*" [} € RIXT o seja a matriz de transferéncia da entrada
w para a saida z dada por

Hoo(v)=CWwI-A)"'B+ D (B.2)
com H.,(v) € RH.
Uma metodologia por LMZs para o célculo dos custos garantidos Hy e H,, é apresentada
nas préximas segoes, no sentido de satisfazer:
Ye 2 | Hzwlloo ¥ (4,B,C,D)e P,
Y = ”sz”oo V(-A~1B-;éalj) E‘Pﬂf
) (B.3)
be 2 | Hzull2 ¥V (A, B,C,0)¢e P,
8a 2 [ Hawll2 ¥ (4,B,C,0)e Py
Os conjuntos P, e Py foram definidos em (3.33) e {4.33).
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B.2 Custo Garantido H,

A norma M, ao quadrade de H.,,,(v) (com D = 0) pode ser expressa em termos da solugao
do Gramiano de controlabilidade G.. Entdo, para (4, B,C,0) € P, (Pg) arbitririo porém
fixo, a minimizagdo da norma para sistemas continuos e discretos no tempo é descrita,
respectivamente, por:

min ||H |2 = THCG.Ch
leSt

(B.4)
s AG.+ G A + BB =0

min ||H,, |12 = TH(CGC?)
Ge>0

(B.5)
s.a AGC.&" + BE’ -G, =0

Aplicando o complemento de Schur (Teorema A.1) em (B.4) e (B.5) e usando a propri-
edade de solugao minimal das equacdes dos (Gramianos acima, segue que o custo garantido
H3z pode ser calculado através de um procedimento convexo de otimizagao descrito, respec-
tivamente, para os sistemas continuos como

62 = Iﬂrl}lg Tr{M}

G GC!
{c,-a M }2" (B.6)

—(AG+GAY B

L GAy B ] >0, v (B C00) € VP

e para os sistemas discretos por

2 _ .
65 = iy Tr{M}

G GC!
@ [éiG M ] 20

(B.7)
G LG B L. .
GA, G 0 |>0, V(Ai,Bi:CiaO) € V(Pa)
B 0 I

B.3 Custo Garantido H

O calculo do custo garantido H,, segue imediatamente das versdes do lema que relaciona
a estabilidade e limitagdo prescrita da matriz de transferéncia H,,(v) com uma solugio
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definida positiva para a inequagao de Riccati, nos casos continuo (Lema 2.1) e discreto
(Lema 2.2}. Para tanto, através do complemento de Schur aplicado ao Lema 2.1 com (3.123)
e ao Lema 2.2 combinado com (4.127), os procedimentos de otimizacio a seguir permitem
efetuar o cilculo do custo garantido H,, para os casos continuo

’yf: min g,
ch»P>0

~AlP - PA; PB; (! ) (B.8)
5.a E’ip I f); > 0, ¥ (Az'v Bia ’2'7 1') € V(pC}

C; D;  pl

e discreto

vi= min ftd
1a P>0

P00 AP (Y (B.9)

0 gl BP DI
PAZ‘ PBZ' F 0

¢ D, o 1



