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RESUMO

O objetivo deste trabalho é desenvolver um processo de cálculo dos parâmetros longitudinais e transversais da

linha de transmissão a partir das correntes e tensões de fase da linha. O método utiliza o conceito de impedância

equivalente que é a impedância calculada em um extremo da linha considerando o outro extremo em aberto e em curto

circuito, respectivamente. Inicialmente são desenvolvidas equações que relacionam as correntes e tensões nas fases com

as impedâncias equivalentes da linha. Em seguida, são mostradas equações que relacionam as impedâncias equivalentes

com as funções de propagação modais da linha. Utilizando as impedâncias equivalentes e a função de propagação de

cada modo é possível obter os parâmetros longitudinais e transversais da linha no domínio modal. Para converter os

parâmetros do domínio modal para o domínio das fases são utilizadas duas matrizes de transformação: Em uma situação

utiliza-se a matriz de transformação modal exata e em outra situação, utiliza-se a matriz de Clarke como sendo a única

matriz de transformação. São obtidos resultados para uma linha trifásica, com comprimento de 500 km, sem

transposição e com plano de simetria vertical, cuja tensão nominal é 440 kV. Os resultados obtidos com o uso da matriz

de transformação exata confirmaram que o método desenvolvido está matematicamente correto. Os resultados obtidos

com o uso da matriz de Clarke mostraram que se as correntes e tensões de fase, em função da freqüência, são conhecidas

é possível obter, com algumas aproximações, os parâmetros longitudinais e transversais desta linha.

ABSTRACT

The objective of this work is to develop a methodology to improve a proceeding to calculate the longitudinal

and shunt transmission line parameters using phase currents and voltages. The methodology uses the equivalent

impedance concept (that are impedance calculated at one terminal considering the other terminal with zero current

(open) and, in other situation, with zero voltage (short-circuited)). Initially, equations that relate the equivalent

impedance with modal propagation functions are developed. Using the equivalent impedance and propagation function

is possible to calculate longitudinal and shunt parameters in mode domain. Conversion between mode domain and phase

domain is done with modal transformation matrix and, in other situation, with Clarke matrix. Results are obtained for a

non-transposed three-phase transmission line with vertical symmetry plane, 440 kV and 500 km length. Mathematical

proceedings are approved with the use of modal transformation matrix. The use of Clarke matrix has shown that

methodology can be used, with some approximations, to calculate longitudinal and shunt parameters of a transmission

line which is in operation.
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1
INTRODUÇÃO

1.1 Evolução histórica das linhas de transmissão [6, 12]

A transmissão de energia elétrica é talvez a contribuição de maior importância que a

engenharia ofereceu à civilização moderna. Entre suas visíveis manifestações, as mais expressivas

são as linhas de transmissão de alta tensão sobre elevadas torres de aço que cruzam o país em todas

as direções. Transportando milhares de megawatts de energia, estas linhas interligam as estações

geradoras distantes com os centros urbanos de carga ou unem, em sistemas cooperativos, as

instalações de produção de energia de grandes áreas geográficas.

No entanto, somente no final do século XIX é que foi possível, graças aos trabalhos de

cientistas como Siemens, Gramme e Pacinotti, a obtenção de energia elétrica em quantidades

razoáveis a partir da energia mecânica. Somente em 1879-1880, porém, com a invenção da lâmpada

incandescente por Thomas A. Edison, é que a energia elétrica teve seu grande impulso. A partir de

1882, quando foi inaugurada a central elétrica de Pearl, pelo mesmo Edison, fornecendo iluminação

pública e energia para motores em parte da cidade de Nova York, começaram a surgir os primeiros

sistemas comerciais de eletricidade, em diversos países do mundo. Com eles também tiveram início

problemas com o transporte e a distribuição de energia elétrica, então gerada e consumida em tensão

contínua. A expansão dos sistemas incipientes e o uso da energia hidráulica eram limitados devido à

queda de tensão e ao efeito Joule. Para evitar a utilização de condutores de seções maiores, as

centrais elétricas eram construídas relativamente próximas umas das outras. O grande potencial

hidroelétrico ficava fora de alcance, pois a energia era consumida na tensão em que era produzida,

não havendo solução imediata à vista para os problemas de corrente contínua.

Por volta de 1884/1885 foi inventado o transformador, que permitia elevar e abaixar a

tensão alternada com alto grau de rendimento. Nessas condições, o problema de transmissão em

tensões mais elevadas, portanto com menores perdas de energia, estava resolvido. Destaca-se neste
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período, duas realizações que podem ser consideradas notáveis para a época: Em 1886 foi construída

na Itália uma linha monofásica com 29,5 km, conduzindo 2700 HP para Roma e em 1888 foi

construída uma linha trifásica de 11 kV e 180 km na Alemanha.

A invenção, entre 1885 e 1888, dos motores a indução, devida a Ferraris e Tesla, deu novo

impulso aos sistemas de tensão alternada em detrimento dos sistemas de tensão contínua, que foram,

pouco a pouco sendo substituídos. Mais e mais energia elétrica passou a ser utilizada, crescendo

continuamente as potências das centrais elétricas; os novos locais que favoreciam aproveitamentos

hidroelétricos tornavam-se cada vez mais remotos, exigindo tensões sempre mais elevadas e linhas

mais longas, avolumando-se os problemas. Assim é que, por volta de 1903, a tensão de 60 kV era

atingida; em 1910, 150 kV. Por volta de 1922 entrou em operação a primeira linha de 230 kV, em

1936, uma linha de 287 kV. Esta somente foi suplantada em 1950, com a entrada em serviço de uma

linha de cerca de 1000 km de comprimento e tensão de 400 kV na Suécia. Por volta de 1955 foram

construídas as primeiras linhas em 345 kV nos Estados Unidos, onde se iniciaram estudos e

experiências, visando à implantação de linhas de 500 kV. Entre 1964 e 1967, no Canadá, foram

projetadas e construídas as primeiras linhas de 735 kV.

A primeira linha de transmissão de que se tem registro no Brasil foi construída por volta de

1883, na cidade de Diamantina, Minas Gerais. Esta linha transportava energia gerada em uma usina

hidroelétrica, constituída de duas rodas d’água e dois dínamos Gramme, a uma distância de 2 km,

aproximadamente. A energia transmitida através desta linha acionava bombas hidráulicas em uma

mina de diamantes. Consta que era a linha mais longa do mundo, na época. Em 1901, com a entrada

em serviço da central Hidroelétrica de Santana do Parnaíba, a então The San Paulo Tramway Light

and Power Co. Ltd. construiu as primeiras linhas de seus sistemas de 40 kV. Em 1914, com a

entrada em serviço da Usina Hidroelétrica de Utupararanga, a mesma empresa introduziu o padrão

88 kV. Esse padrão de tensão foi, em seguida, adotado pela Companhia Paulista de Estradas de

Ferro, Estrada de Ferro Sorocabana e, através desta, pela USELPA, que futuramente viria a integrar

o sistema CESP. Entre 1945 e 1947 construiu-se a primeira linha de 230 kV no Brasil, com um

comprimento aproximado de 330 km. Esta linha, destinada a interligar os sistemas Rio Light e São

Paulo Light, operava inicialmente em 170 kV, passando, em 1950, a operar com 230 kV. Foi

também a primeira interligação de dois sistemas importantes realizados no Brasil. Vieram, a partir

daí, em rápida sucessão, as linhas de 230 kV do sistema da Cia. Hidroelétrica de São Francisco, 161

e 345 kV da CEMIG e FURNAS, 460 kV da CESP, as linhas de 500 kV de FURNAS e 800 kV do

sistema Itaipu. De acordo com dados disponíveis na página do Operador Nacional do Sistema
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Elétrico (ONS), no final de 2002 a rede de transmissão brasileira era formada por mais de 72000 km

de linhas de transmissão em tensões iguais ou superiores a 230 kV conforme mostra a tabela 1.1.

Tensão (kV) Extensão (km)

230 33290,0

345 9021,0

440 6667,5

500 19525,2

600 (cc) 1612,0

750 2683,0

Tabela 1.1-Tensões de transmissão do sistema elétrico brasileiro

1.2 Modelos de linhas de transmissão

Na literatura existem diversas representações para as linhas de transmissão. Quanto à

técnica de simulação utilizada, os modelos podem ser classificados em dois grandes grupos que são

os modelos descritos no domínio do tempo e os modelos descritos no domínio da freqüência [30].

Nos modelos do primeiro grupo, a solução é obtida diretamente em função do tempo sem o

uso de transformadas inversas (de Fourier ou de Laplace) enquanto que no segundo grupo a solução

é primeiramente obtida no domínio da freqüência e, em seguida, convertida para o domínio do

tempo através de transformadas inversas. Os modelos escritos no domínio da freqüência são

limitados quanto à sua capacidade de representar corretamente alterações na configuração do

sistema (tais como faltas e manobras) e apresentam dificuldades quanto à representação de

elementos não lineares.

Os modelos de linhas de transmissão também podem ser classificados quanto à natureza de

seus parâmetros em modelos a parâmetros concentrados e modelos a parâmetros distribuídos. Os

modelos a parâmetros concentrados são de fácil utilização [29], mas não podem representar

adequadamente a linha em toda a faixa de freqüências que estão presentes em fenômenos de

natureza transitória. Na maior parte dos casos estes modelos aumentam a amplitude das harmônicas

de ordem elevada, distorcendo as formas de ondas e produzindo picos exagerados [28]. Os modelos

com parâmetros distribuídos dependentes da freqüência são considerados mais precisos que os

modelos que consideram os parâmetros constantes [1]. Atualmente, nos modelos com parâmetros
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concentrados a dependência da freqüência é representada através da associação série e paralela de

elementos R e L [42, 43, 44, 45, 46, 47, 48 e 49].

As linhas de transmissão polifásicas podem ainda ser representadas no domínio modal [10,

53] ou no domínio das fases [2, 32, 34]. Os modelos que representam linhas polifásicas no domínio

modal requerem o cálculo de autovetores e autovalores das matrizes [Z] e [Y] da linha. A linha

polifásica com n fases é então convertida em n linhas monofásicas independentes e

matematicamente equivalentes ao sistema polifásico original.

1.3 Parâmetros da linha de transmissão

Os parâmetros da linha de transmissão são variáveis em função da freqüência devido aos

efeitos solo e pelicular. Para calcular estes parâmetros utilizam-se as equações de Carson e as

equações modificadas de Bessel, considerando as seguintes simplificações [47]:

• O solo é plano nas vizinhanças da linha;

• O solo é homogêneo, sendo a condutividade e a constante dielétrica independentes da

freqüência e constantes ao longo de toda a extensão da linha;

• Os condutores são paralelos entre si e o solo, sendo seus raios muito inferiores às distâncias

envolvidas;

• Os efeitos terminais da linha e das estruturas são desprezados na determinação do campo

eletromagnético;

• Os cabos pára-raios de aço da linha possuem permeabilidade magnética constante;

• Os cabos de fase, compostos por fios encordoados com alma de aço, são representados

através de um condutor com seção reta com a forma de coroa circular, onde a corrente na

alma de aço é desprezada.

Desconsiderar as simplificações anteriores no cálculo dos parâmetros da linha seria

bastante complicado. No entanto, se for possível obter os parâmetros longitudinais e transversais da

linha a partir das correntes e tensões nas fases da mesma, pode-se considerar que, para o

comprimento de linha em questão, os resultados estarão livres das simplificações mencionadas

anteriormente uma vez que os parâmetros seriam obtidos a partir de dados obtidos na linha de

transmissão já construída.
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O objetivo deste trabalho é propor um método de cálculo dos parâmetros longitudinais e

transversais da linha a partir das correntes e tensões nas fases da mesma. O processo baseia-se no

cálculo das funções de propagação, no domínio modal, a partir das correntes e tensões em um

extremo da linha, considerando o outro extremo em aberto e em curto-circuito.

No capítulo 2 é feito um estudo da variação dos parâmetros longitudinais da linha em

função da freqüência, com e sem cabos pára-raios, considerando os efeitos solo e pelicular.

O capítulo 3 mostra a decomposição da linha em seus modos e também as maneiras como

estes modos podem ser representados.

O capítulo 4 introduz o conceito de impedâncias equivalentes dos modos da linha. Mostra,

também, qual é a influência da matriz de transformação sobre a impedância equivalente.

No capítulo 5 mostra-se a relação que existe entre as impedâncias equivalentes dos modos e

as correntes e tensões nas fases da linha.

Nos capítulos 6 e 7 são mostradas as equações que relacionam as funções de propagação

com as impedâncias equivalentes. Com as funções de propagação e as impedâncias equivalentes de

cada um dos modos calcula-se os parâmetros longitudinais e transversais modais da linha. Em

seguida, utilizando-se as transformações modais ou a matriz de Clarke, é possível obter os

parâmetros da linha no domínio das fases.

No capítulo 8 mostra-se uma série de conclusões referentes ao trabalho desenvolvido, bem

como são dadas sugestões para trabalhos futuros.

O apêndice mostra a solução e a análise das equações que expressam a função de

propagação em função das impedâncias equivalentes modais.

Esta tese foi elaborada de maneira tal que os resultados obtidos são mostrados logo ao

término do desenvolvimento de cada tópico. Em cada capítulo, aplica-se o tópico desenvolvido em

uma linha trifásica, de 440 kV e 500 km de comprimento.

A escolha da linha mencionada no parágrafo anterior deve-se ao fato da mesma possuir um

plano de simetria vertical, sendo possível então substituir a matriz de transformação modal pela

matriz de Clarke. O efeito da transposição será desprezado, de modo que a linha poderá ser

aproximada por uma linha hipotética sem transposição. No decorrer deste texto, sempre que for

mencionado o termo “linha sem transposição”, deve-se considerar que se trata de uma situação

hipotética.
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2
EFEITO DOS CABOS PÁRA-RAIOS SOBRE OS

PARÂMETROS DE LINHAS AÉREAS

2.1 Introdução

Diversos artigos publicados mostram que os parâmetros longitudinais de uma linha de

transmissão são variáveis em função da freqüência, sendo que esta dependência é devida aos efeitos

solo e pelicular [9, 47].

O efeito pelicular pode ser calculado à partir das funções de Bessel [47] e está relacionado

com o fato de que em materiais considerados bons condutores de corrente elétrica, a potência

eletromagnética é transmitida somente na região superficial do condutor [6, 17].

Quanto ao efeito solo, diversos trabalhos mostram estudos dos parâmetros da linha de

transmissão considerando o retorno de correntes através do solo. Verifica-se que as expressões mais

utilizadas para calcular os parâmetros da linha, considerando o retorno de corrente através do solo,

são, para linhas aéreas, as expressões de Carson e, para cabos subterrâneos, as expressões de

Pollaczeck [7, 8, 37, 38].

Os modelos de Carson e de Pollaczeck são válidos para solos semi-infinitos e homogêneos,

onde são desconsideradas as correntes de deslocamento. Uma outra condição para que sejam válidas

as equações de Carson e de Pollaczeck é que o comprimento de onda das ondas consideradas seja

suficientemente grande quando comparado com as dimensões geométricas transversais [38].

As equações de Carson e de Pollaczeck são equações que envolvem integrais cujos limites

de integração são infinitos. Tradicionalmente estas integrais são calculadas de maneira aproximada,

através da utilização de séries infinitas. Para linhas aéreas, são propostas séries infinitas e também

algumas aproximações convenientes, específicas para baixas e altas freqüências [8, 38].
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Em um trabalho recente, Kurokawa et alii [20] mostra que cabos pára-raios, aterrados em

todas as estruturas, também exercem influência nos parâmetros longitudinais da linha de

transmissão.

Inicialmente, será feita uma análise teórica da influência que os cabos pára-raios exercem

nos parâmetros longitudinais de uma linha de transmissão genérica que possui n condutores fase e p

cabos pára-raios. Em seguida será analisada uma linha trifásica real com dois cabos pára-raios.

Serão desenvolvidas expressões genéricas mostrando a influência dos cabos pára-raios sob

as impedâncias próprias e mútuas das fases de uma linha de transmissão hipotética, cujos parâmetros

são considerados independentes em relação a freqüência. A mesma análise, porém desenvolvida de

maneira computacional, é feita para uma linha trifásica com dois pára-raios cujos parâmetros são

considerados dependentes da freqüência.

2.2 Efeito sobre linhas de transmissão genéricas

As equações telegráficas fundamentais de uma linha de transmissão com n fases e p cabos

pára-raios são [5, 41, 53]:

)]x,(V)][(Y)][(Z[
x

)]x,(V[
2

2

ωωω=
∂

ω∂
(2.1)

)]x,(I)][(Z)][(Y[
x

)]x,(I[
2

2

ωωω=
∂

ω∂
(2.2)

[Z(ω)] e [Y(ω)] são as matrizes de impedância longitudinal por unidade de comprimento e

de admitância shunt por unidade de comprimento, respectivamente, e são variáveis em função da

freqüência.

[Z(ω)] será denominada matriz primitiva e de acordo com Tavares [47] pode ser escrita

como sendo:

[Z(ω)] = [Z(ω)]pelicular + [Z(ω)]ext + [Z(ω)]solo ( 2.3)

Onde:

[Z(ω)]pelicular Matriz de impedância longitudinal causada pelo efeito pelicular (impedância interna)

considerando o solo com condutividade infinita;

[Z(ω)]ext Matriz de impedância longitudinal (impedância externa) considerando o solo com

condutividade infinita;
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[Z(ω)]solo Contribuição do solo considerando que a permeabilidade magnética do ar e do solo são

iguais à permeabilidade magnética do vácuo.

[Z(ω)] pode ser decomposta em uma matriz real e em uma matriz imaginária, conforme

mostra a equação 2.4.

[Z(ω)] = [R(ω)] + jω[L(ω)] (2.4)

[R(ω)] e [L(ω)] são, respectivamente, as matrizes de resistências e indutâncias. Estas

matrizes são dependentes da freqüência [9, 20, 29, 31, 48].

[V(ω)] e [I(ω)] são, respectivamente, vetores de tensões e correntes. [V(ω)] contém as

tensões transversais entre cada uma das fases e a terra, e entre cada um dos cabos pára-raios e a

terra. [I(ω)] contém as correntes longitudinais nas fases e nos cabos pára-raios.

Para uma linha com n fases e p cabos pára-raios, [Z(ω)] é uma matriz quadrada de

dimensões (n+p) x (n+p) que pode ser escrita como sendo:

[ ] 







ωω
ωω

=ω
)](Z[)](Z[

)](Z[)](Z[
)](Z

PPPF

FPFF (2.5)

Sendo:

[ZFF(ω)] Matriz de dimensão n x n, cujos elementos são as impedâncias próprias e mútuas das

fases da linha;

[ZPF(ω)] Matriz de dimensão n x p, cujos elementos são as impedâncias mútuas entre as fases e os

cabos pára-raios;

[ZFP(ω)] Matriz de dimensão p x n, cujos elementos são as impedâncias mútuas entre os cabos

pára-raios e as fases;

[ZPP(ω)] Matriz de dimensão p x p, cujos elementos são as impedâncias próprias e mútuas dos

cabos pára-raios;

[V(ω)] e [I(ω)], para uma linha de transmissão genérica, são escritas como sendo:

[ ] 







ω
ω

=ω
)]x,(V[

)]x,(V[
)x,(V

P

F (2.6)
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[ ] 







ω
ω

=ω
)]x,(I[

)]x,(I[
)x,(I

P

F (2.7)

Sendo:

[VF(ω,x)] Matriz coluna cujos elementos são as tensões transversais entre cada uma das fases e a

terra;

[VP(ω,x)] Matriz coluna cujos elementos são as tensões transversais entre cada um dos cabos pára-

raios e a terra;

[IF(ω,x)] Matriz coluna cujos elementos são as correntes longitudinais nas fases;

[IP(ω,x)] Matriz coluna cujos elementos são as correntes longitudinais nos cabos pára-raios.

A figura 2.1 mostra uma representação esquemática de um trecho de uma linha de

transmissão genérica, situado entre duas estruturas A e B. Neste trecho, para simplificar a

representação, considera-se que a flecha a meio vão é nula. Considera-se também que neste trecho

de linha as admitâncias transversais são nulas.

Figura 2.1 - Representação de uma fase da linha situada entre as estruturas A e B

Na figura 2.1, têm-se:

[VA(ω)] Vetor com as tensões entre cada um dos condutores (fases e cabos pára-raios) e a terra na

estrutura A da linha;

[VB(ω)] Vetor com as tensões entre cada um dos condutores (fases e cabos pára-raios) e a terra na

estrutura B da linha;

[IAB(ω)] Vetor com as correntes longitudinais em cada um dos condutores (fases e cabos pára-raios)

entre as estruturas A e B da linha.

A
B

Solo

[IAB]

[VA] [VB]
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Desprezando a admitância transversal da linha pode-se escrever a seguinte relação para a

linha mostrada na figura 2.1:

[∆V(ω)] = [VA(ω)] – [VB(ω)] (2.8)

A equação 2.8 também pode ser escrita como sendo:

[∆V(ω)] = [ZAB(ω)][IAB(ω)] (2.9)

Na expressão 2.9 [ZAB(ω)] é a matriz de impedância longitudinal da linha.

Substituindo, na equação 2.9, a matriz [ZAB(ω)] pela matriz [Z(ω)] definida na equação 2.5

obtém-se:









ω
ω









ωω
ωω

=







ω∆
ω∆

)](I[

)](I[

)](Z[)](Z[

)](Z[)](Z[

)](V[

)](V[

P

F

PPPF

FPFF

P

F (2.10)

Sendo:

[∆VF(ω)] vetor com as diferenças de tensões entre as estruturas A e B para os condutores fase da

linha;

[∆Vp(ω)] vetor com as diferenças de tensões entre as estruturas A e B para os cabos pára-raios.

Desenvolvendo a expressão 2.10:

[∆VF(ω)] = [ZFF(ω)][IF(ω)] + [ZFP(ω)][IP(ω)] (2.11)

[∆VP(ω)] = [ZPF(ω)][IF(ω)] + [ZPP(ω)][IP(ω)] (2.12)

Considerando que os cabos pára-raios são aterrados em todas as estruturas, pode-se

considerar que o vetor [∆VP(ω)] é nulo, ou seja:

0)](V[ P =ω∆ (2.13)

Substituindo a equação 2.13 na equação 2.12, obtém-se:

[IP(ω)] = -[ZPP(ω)]-1[ZPF(ω)][IF(ω)] (2.14)

Substituindo [IP(ω)], obtida da equação 2.14, na expressão 2.11, obtém-se [12]:
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[∆VF(ω)] = [ZFF(ω)][IF(ω)] - [ZFP(ω)][ZPP(ω)]-1[ZPF(ω)][IF(ω)] (2.15)

A expressão 2.15 pode ser escrita como sendo:

[∆VF(ω)] = [Z’(ω)][IF(ω)] (2.16)

Sendo:

[Z’(ω)] = [ZFF(ω)] − [ZFP(ω)][ZPP(ω)]-1[ZPF(ω)] (2.17)

Na equação 2.17, [Z’(ω)] possui dimensão n x n e é a matriz que contém as impedâncias

próprias e mútuas da linha, já considerando que os efeitos dos cabos pára-raios foram

implicitamente representados nas fases. [Z’(ω)] será denominada matriz reduzida, conforme consta

em alguns trabalhos [12, 15].

A equação 2.17 mostra que os efeitos dos cabos pára-raios podem ser rebatidos sobre as

fases da linha. Nestas condições a matriz de impedância longitudinal da linha é a matriz reduzida

[Z’(ω)].

2.3 Efeito sobre linhas de transmissão trifásicas

Considere uma linha de transmissão trifásica com dois cabos pára-raios aterrados em todas

as estruturas, conforme mostra a figura 2.2.

1

2 3

4 5

(9.27; 24.4)

(7.51; 36)

3.
6 

m

Figura 2.2 - Linha de transmissão trifásica

 0.4 m
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A linha mostrada na figura 2.2 é uma linha de transmissão trifásica cujas fases 1, 2 e 3 são

constituídas de 4 subcondutores do tipo Grosbeak. Os condutores 4 e 5 são os cabos pára-raios do

tipo EHSW-3/8”. A resistividade do solo foi considerada igual a 1000 Ohms.m.

Devido ao plano de simetria vertical que passa sobre a fase 1 da linha mostrada na figura

2.2, a sua matriz de impedância longitudinal pode ser escrita como sendo:

[ ]























ωωωωω
ωωωωω
ωωωωω
ωωωωω
ωωωωω

=ω

)(C)(N)(F)(G)(E

)(N)(C)(G)(F)(E

)(F)(G)(B)(H)(D

)(G)(F)(H)(B)(D

)(E)(E)(D)(D)(A

)(Z (2.18)

De maneira geral os elementos de [Z(ω)] são constituídos de uma parcela resistiva e uma

parcela indutiva e são escritos como sendo:

Zii(ω) = Rii(ω) + jωLii(ω) (2.19)

Zij(ω) = Rij(ω) + jωLij(ω) (2.20)

Sendo:

Rii(ω) Resistência da fase i, variável em função da freqüência;

Rij(ω) Resistência mútua entre as fases i e j, variável em função da freqüência;

Lii(ω) Indutância própria, da fase i, variável em função da freqüência;

Lij(ω) Indutância mútua, entre as fases i e j, variável em função da freqüência.

As matrizes [ZFF(ω)], [ZFP(ω)], [ZPF(ω)] e [ZPP(ω)] são escritas como sendo:

[ ]
















ωωω
ωωω

ωωω

=ω
)(B)(H)(D

)(H)(B)(D

)(D)(D)(A

)(ZFF (2.21)

















ωω

ωω
ωω

=ω

)(F)(G

)(G)(F

)(E)(E

)](Z[
FP (2.22)
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ωωω
ωωω

=ω
)(F)(G)(E

)(G)(F)(E
)](Z[ PF (2.23)









ωω
ωω

=ω
)(C)(N

)(N)(C
)](Z[ PP (2.24)

Sendo:

[ZFF(ω)] Matriz 3 x 3, cujos elementos são as impedâncias próprias e mútuas das fases;

[ZPF(ω)] Matriz 2 x 3 cujos elementos são as impedâncias mútuas entre as fases e os pára-raios;

[ZFP(ω)] Matriz 3 x 2 cujos elementos são as impedâncias mútuas entre os pára-raios e as fa ses;

[ZPP(ω)] Matriz 2 x 2 cujos elementos são as impedâncias próprias e mútuas dos cabos pára-raios;

Desconsiderando a presença dos cabos pára-raios na linha mostrada na figura 2.2, a matriz de

impedâncias longitudinais [Z(ω)]spr torna-se:

[ ]
















ωωω
ωωω

ωωω

=ω
)(B)(H)(D

)(H)(B)(D

)(D)(D)(A

)(Z spr (2.25)

Na equação 2.25 observa-se que a matriz primitiva da linha sem cabos pára-raios é igual à

matriz [ZFF(ω)] mostrada na equação 2.21, ou seja:

[Z(ω)]spr = [ZFF(ω)] (2.26)

Para obter o efeito dos cabos pára-raios, as matrizes das equações 2.21-2.24 são substituídas

na equação 2.17. Obtém-se então a matriz reduzida [Z’(ω)] expressa como sendo:

[ ]
















ωωω
ωωω

ωωω

=ω
)('z)('z)('z

)('z)('z)('z

)('z)('z)('z

)('Z

333231

232221

131211

(2.27)

Onde os elementos da matriz [Z’(ω)] são escritos como sendo:

)(N)(C

)(E2
)(A)('z

2

11 ω+ω
ω

−ω=ω (2.28)
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)(N)(C

)(G)(N)(F2))(G)(F)((C
)(B)('z

22

22

22 ω−ω
ωωω−ω+ωω

−ω=ω (2.29)

)(N)(C

))(G)(F)((E
)(D)('z 12 ω+ω

ω+ωω
−ω=ω (2.30)

)(N)(C

))(G)(F)((N)(C)(G)(F2
)(H)('z

22

22

23 ω−ω
ω+ωω−ωωω

−ω=ω (2.31)

)('z)('z 3322 ω=ω (2.32)

)('z)('z)('z)('z 31211312 ω=ω=ω=ω (2.33)

)('z)('z 3223 ω=ω (2.34)

As equações 2.21 - 2.27 mostram que as impedâncias próprias z’22(ω) e z’33(ω) são iguais.

Quanto à impedância própria z’11(ω), ela difere das impedâncias próprias z’22(ω) e z’33(ω). As

impedâncias mútuas z’12(ω) e z’13(ω) também são idênticas.

Os resultados mostram também que os cabos pára-raios não alteram os efeitos provenientes

da simetria da linha, ou seja [Z’(ω)] é uma matriz simétrica. No entanto quando se insere o efeito

dos cabos pára-raios nas fases da linha, as impedâncias próprias e mútuas das fases são alteradas.

2.3.1 Linha com parâmetros constantes

Considerando, em uma situação hipotética, que a linha de transmissão mostrada na figura

2.2 está situada sob um solo ideal cuja condutividade é infinita, pode-se afirmar que, nestas

condições, a resistência do solo é nula. Desprezando o efeito da freqüência sobre os parâmetros

longitudinais da linha, obtém-se:

[ ]























ωωωωω
ωωωωω
ωωωωω
ωωωωω
ωωωωω

=ω

)(C)(N)(F)(G)(E

)(N)(C)(G)(F)(E

)(F)(G)(B)(H)(D

)(G)(F)(H)(B)(D

)(E)(E)(D)(D)(A

)(Z (2.35)

A matriz [Z(ω)], mostrada na equação 2.35, pode ser dividida nas matrizes [ZFF(ω)],

[ZFP(ω)], [ZPF(ω)] e [ZPP(ω)].

Devido à hipótese de que os parâmetros longitudinais são constantes, os elementos de

[Z(ω)], na equação 2.35, são escritos como sendo:
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Zii(ω) = Rii + jωLii (2.36)

Zij(ω) = jωLij (2.37)

Onde:

Rii Resistência da fase i, independente da freqüência;

Lii Indutância própria, da fase i, independente da freqüência;

Lij Indutância mútua, entre as fases i e j, independente da freqüência.

Desconsiderando a presença dos cabos pára-raios na linha mostrada na figura 2.2, obtém-se

a seguinte matriz primitiva [Z(ω)]spr:

[ ]
















ωωω

ωωω
ωωω

=ω

)(B)(H)(D

)(H)(B)(D

)(D)(D)(A

)(Z
spr (2.38)

A influência dos cabos pára-raios pode ser obtida através da substituição dos elementos da

equação 2.35 na equação 2.17. Desta forma, a matriz [Z’(ω)] será constituída dos seguintes

elementos:

2
4544

22
44

2

1444
2

1111
)LL()R(

LR2
R)('R

+ω+
ω

+=ω (2.39)

2
4544

22
44

4544

2

14
2

1111
)LL()R(

)LL(L2
L)('L

+ω+
+ω

−=ω (2.40)

2
44

2
44

222
45

2
44

22
44

44
4

45252444
2

25
2

24
2

44
2

45
3

44
22

25
2

24
2222

LR4))LL(R(

R)LLLL4)LL)(LL(()R()LL(
R)('R

ω++−ω+

ω+−−++ω−−
−=ω (2.41)

2
44

2
44

222
44

2
45

22
44

4
452524

2

25

2

2444

2

44

2

45

2

44
2

452524

2

25

2

2444
2222

LR4))LL(R(

)LLL2)LL(L)(LL(R)LLL2)LL(L(
L)('L

ω+−ω+
ω+−−−+ω+−−−

−=ω (2.42)

2
4544

22

44

44
2

252414
12

)LL(R

R)LL(L
)('R

+ω+

ω+
=ω (2.43)

2
4544

22

44

2
4544252414

1212
)LL(R

)LL)(LL(L
L)('L

+ω+

ω++
−=ω (2.44)

2

44

2

44
222

44

2

45
22

44

44
42

34

2

244544

2

45

2

443424

3

44
2

3424
23

LR4))LL(R(

R))LL(LL)LL(LL(2RLL2
)('R

ω+−ω+

ω+++−+ω−
−=ω (2.45)
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2

44
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44
222

44

2

45
22

44

42
34

2
2445443424

2
44

2
45

2
44

22
34

2
2445443424

2323
LR4))LL(R(

))LL(LLLL2)(LL(R))LL(LLLL2(
L)('L

ω+−ω+
ω++−−+ω++

−=ω (2.46)

Os elementos R’ii(ω), R’ij(ω), L’ii(ω) e L’ij(ω) são as impedâncias próprias e mútuas da

linha considerando os pára-raios implicitamente representados nas fases. Estas impedâncias são

escritas como sendo:

Z’ii(ω) = R’ii(ω) + jωL’ii(ω) (2.47)

Z’ij(ω) = R’ij(ω) + jωL’ij(ω) (2.48)

Onde:

R’ii(ω) Resistência da fase i, considerando os cabos pára-raios implicitamente representados nas

fases;

L’ii(ω) Indutância própria da fase i, considerando os cabos pára-raios implicitamente representados

nas fases;

R’ij(ω) Resistência mútua entre as fases i e j, considerando os pára-raios implicitamente

representados nas fases;

L’ij(ω) Indutância mútua entre as fases i e j, considerando os pára-raios implicitamente

representados nas fases.

As equações 2.39-2.46 mostram que os parâmetros longitudinais, inicialmente constantes,

de uma linha sem cabos pára-raios tornam-se dependentes da freqüência quando se considera a

presença de cabos pára-raios conectados à terra em todas as estruturas. A presença de cabos pára-

raios conectados à terra em todas as estruturas faz com que as resistências das fases tornem-se

dependentes da freqüência. O mesmo acontece com as indutâncias próprias e mútuas. Pode-se

verificar também, após a introdução dos cabos pára-raios, a presença de resistências mútuas (o

termo “resistência mútua” é utilizado também no trabalho de Saad et alii [38]) variáveis em função

da freqüência.

As próximas figuras mostram o efeito da introdução de cabos pára-raios aterrados em uma

linha cujos parâmetros são constantes. Inicialmente os parâmetros da linha foram calculados para

uma freqüência de 60 Hz e em seguida, utilizando as expressões 2.36-2.43, calculou-se os elementos

da matriz reduzida considerando freqüências compreendidas entre 10 Hz e 1 MHz.

As figuras 2.3-2.6 mostram as resistências da matriz primitiva e da matriz reduzida.



Capítulo 2 – Efeito dos cabos pára-raios sobre os parâmetros de linhas aéreas

18

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5 10

60

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

R
es

is
tê

nc
ia

 (
O

hm
s/

km
)

R11

R’11

Freqüência (Hz)
Figura 2.3 - Partes resistivas R11 e R’11

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

R’22

R22

R
es

is
tê

nc
ia

 (
O

hm
s/

km
)

Freqüência (Hz)
Figura 2.4 - Resistências R22 e R’22

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

R’12

R12

R
es

is
tê

nc
ia

 (
O

hm
s/

km
)

Freqüência (Hz)
Figura 2.5 - Resistências R12 e R’12



Capítulo 2 – Efeito dos cabos pára-raios sobre os parâmetros de linhas aéreas

19

10
1

10
2

10
3

10
4

10
5

10
6

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

R’23

R23
R

es
is

tê
nc

ia
 (

O
hm

s/
km

)

Freqüência (Hz)
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As figuras 2.3-2.6 mostram que a presença de cabos pára-raios, aterrados em todas as

estruturas, fez com que as resistências das fases, que inicialmente eram constantes, tornassem-se

dependentes da freqüência. A inserção dos cabos pára-raios deu origem a resistências mútuas

variáveis em função da freqüência.

Observa-se que em freqüências inferiores a 100 Hz, presença de cabos pára-raios não altera

os valores das partes resistivas das impedâncias da linha que está sendo estudada. Para a faixa de

freqüência compreendida entre 100 Hz e 10 kHz, as partes resistivas das impedâncias próprias e

mútuas tornam-se dependentes da freqüência e em freqüências superiores a 10 kHz, as partes

resistivas tornam-se novamente constantes, mas com valores maiores que os valores iniciais.

As figuras 2.7-2.10 mostram as indutâncias da matriz primitiva e da matriz reduzida.
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As figuras 2.7-2.10 mostram que os cabos pára-raios aterrados em todas as estruturas

transformam as indutâncias constantes em indutâncias variáveis em função da freqüência. Em



Capítulo 2 – Efeito dos cabos pára-raios sobre os parâmetros de linhas aéreas

21

freqüências inferiores a 100 Hz os cabos pára-raios não alteram as indutâncias próprias e mútuas.

Para freqüências compreendidas entre 100 Hz e 10 kHz, a presença de cabos pára raios transformam

as indutâncias constantes em indutâncias variáveis em função da freqüência. Em freqüências

superiores a 10 kHz, as indutâncias tornam-se constantes novamente, mas com um valor inferior ao

valor inicial.

2.3.2 Linha com parâmetros dependentes da freqüência

Neste item será considerado que a linha de transmissão, mostrada na figura 2.2, está sob um

solo não ideal, com condutividade finita e que as distâncias entre os condutores é muito maior que a

soma dos raios dos condutores. Desta maneira os parâmetros da linha são variáveis em função da

freqüência e a matriz primitiva pode ser escrita como sendo:

[ ]























ωωωωω
ωωωωω
ωωωωω
ωωωωω
ωωωωω

=ω

)(C)(N)(F)(G)(E

)(N)(C)(G)(F)(E

)(F)(G)(B)(H)(D

)(G)(F)(H)(B)(D

)(E)(E)(D)(D)(A

)(Z (2.49)

As impedâncias próprias e mútuas na matriz [Z(ω)], mostradas na equação 2.44 são,

respectivamente, escritas como sendo [47]:

Zii(ω) = Rii(ω)+ jωLii(ω) (2.50)

Zij(ω) = Rij(ω) + jωLij(ω) (2.51)

Na equação 2.50 Rii(ω) é a resistência da fase i da linha devida aos efeitos solo e pelicular.

O termo Lii(ω) é a indutância própria, que varia em função da freqüência, e é composta pela

indutância externa e pelas indutâncias devidas aos efeitos solo e pelicular [38, 47].

Na equação 2.51 Rij(ω) é a resistência mútua [38] provocada pelo efeito solo. O termo Lij é

a indutância mútua que é composta da indutância externa e das indutâncias devidas aos efeitos solo

e pelicular

Considerando a linha sem os cabos pára-raios, obtém-se a seguinte matriz primitiva [Z(ω)]spr:

[ ]
















ωωω
ωωω

ωωω

=ω
)(B)(H)(D

)(H)(B)(D

)(D)(D)(A

)(Z
spr (2.52)



Capítulo 2 – Efeito dos cabos pára-raios sobre os parâmetros de linhas aéreas

22

A influência dos cabos pára-raios pode ser obtida através da substituição dos elementos da

equação 2.49 na equação 2.17. Desta forma, a matriz [Z’(ω)] será escrita como sendo:

[ ]
















ωωω

ωωω
ωωω

=ω

)('z)('z)('z

)('z)('z)('z

)('z)('z)('z

)('Z

333231

232221

131211

(2.53)

Na equação 2.53, cada um dos elementos da matriz reduzida [Z’(ω)] é escrito como sendo:

Z’ii(ω) = R’ii(ω)+ jωL’ii(ω) (2.54)

Z’ij(ω) = R’ij(ω) + jωL’ij(ω) (2.55)

Sendo:

R’ii(ω) Resistência da fase i, considerando os cabos pára-raios já rebatidos sob as fases;

L’ii(ω) Indutância própria da fase i, considerando os cabos pára-raios já rebatidos sob as fases;

R’ij(ω) Resistência mútua entre as fases i e j, considerando os pára-raios já rebatidos sob as fases;

L’ij(ω) Indutância mútua entre as fases i e j, considerando os pára-raios já rebatidos sob as fases.

Em seguida serão mostrados os parâmetros longitudinais da linha, com e sem cabos pára-

raios, considerando a influência dos efeitos solo e pelicular. Os efeitos solo e pelicular foram

calculados a partir das equações mostradas em Tavares [47].

As figuras 2.11-2.14 mostram as resistências da matriz primitiva e  da matriz reduzida.
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As figuras 2.11-2.14 mostram que em freqüências inferiores a 100 Hz, a presença dos cabos

pára-raios parece não afetar as partes resistivas das impedâncias próprias e mútuas da linha. Para
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freqüências compreendidas entre 100 Hz e 2 kHz, os cabos pára-raios fazem com que as partes

resistivas das impedâncias próprias e mútuas sejam maiores que os correspondentes valores para a

linha sem os cabos pára-raios. Em freqüências compreendidas entre 2 kHz e 1 MHz a presença dos

cabos pára-raios fazem com que as partes resistivas sejam menores que os correspondentes valores

para a linha sem os cabos pára-raios.

As figuras 2.15-2.18 mostram as indutâncias da matriz primitiva e da matriz reduzida.
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As figuras 2.15-2.18 mostram que a presença de cabos pára-raios altera os valores das

indutâncias da linha de transmissão. Em freqüências inferiores a 50 Hz, a presença de cabos pára-

raios na linha parece não afetar o comportamento das indutâncias da mesma. Em freqüências

compreendidas entre 50 Hz e 1 MHz as indutâncias têm seus valores reduzidos devido à presença

dos cabos pára-raios.

2.4 Conclusões

A presença de cabos pára-raios aterrados em todas as estruturas alteram os parâmetros

longitudinais da linha de transmissão.

Partindo de uma hipotética linha de transmissão cujos parâmetros são constantes, foi

possível mostrar analiticamente como é a influência dos cabos pára-raios nos parâmetros

longitudinais. Mostrou-se que as resistências e as indutâncias próprias e mútuas de uma linha sem
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cabos pára-raios, cujos parâmetros foram considerados constantes, tornam-se dependentes da

freqüência quando se considera a presença de cabos pára-raios nesta linha. Os cabos pára-raios

também produzem termos reais nas impedâncias mútuas. Uma análise gráfica mostrou que em

baixas freqüências, os cabos pára-raios não alteram as resistências e indutâncias da linha cujos

parâmetros foram considerados constantes. Para uma faixa de freqüência intermediária, os cabos

pára-raios fazem com que as resistências da linha tornem-se variáveis em função da freqüência. Em

altas freqüências, a presença de cabos pára-raios faz com que as resistências e indutâncias da linha

tornem-se constantes, mas com valores inferiores aos parâmetros longitudinais da linha sem cabos

pára-raios.

Quando se considera que os parâmetros da linha são dependentes da freqüência, constata-se

que os cabos pára-raios afetam os parâmetros. A maneira como os parâmetros são alterados depende

da faixa de freqüência considerada.
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3
MODOS EXATOS E QUASE-MODOS

3.1 Introdução

As equações diferenciais de segunda ordem que descrevem uma linha de transmissão

polifásica são de difícil solução devido ao acoplamento entre as fases. Uma importante ferramenta

de análise de sistemas polifásicos é a técnica que desacopla as fases dos mesmos [27]. Desta

maneira, um sistema que possui n fases acopladas pode ser transformado em n sistemas monofásicos

que são matematicamente idênticos ao sistema original.

Para um sistema polifásico genérico, a matriz com os autovetores do produto matricial [Z][Y]

desacopla as fases da linha [53]. Existem, para um único produto [Z][Y], diversos conjuntos de

autovetores que desacoplam a linha. A definição de um conjunto específico de autovetores é feita

através da imposição de uma restrição adicional. Uma restrição bastante utilizada é a de que cada

um dos autovetores do conjunto possua módulo unitário [27, 47, 53].

No caso de linhas de transmissão trifásicas, sem perdas, idealmente transpostas e cujos

parâmetros são constantes, Long et alii [27] utiliza como matrizes de transformação a transformação

de Clarke, a transformação de componentes simétricas e as componentes de Park.

Neste capítulo serão estudados dois tipos de transformações. A primeira será a transformação

que decompõe a linha em seus modos exatos, e a segunda será a transformação que decompõe a

linha em seus quase-modos [45, 46, 47, 48].

Os modos exatos são totalmente desacoplados entre si e são obtidos a partir da utilização das

matrizes [TI] e [TV] como sendo as matrizes de transformação [48, 53]. As matrizes [TI] e [TV] são

os autovetores associados aos produtos [Y][Z] e [Z][Y], respectivamente, sendo, de maneira geral,

matrizes complexas, cujos elementos são dependentes da freqüência.

Os quase-modos são obtidos a partir do uso da matriz de Clarke como sendo a única matriz de

transformação. A matriz de Clarke é uma matriz real e constante, cujos elementos são independentes
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da freqüência, de fácil implementação em softwares que realizam simulações diretamente no

domínio do tempo. Se a linha de transmissão é idealmente transposta a matriz de Clarke decompõe a

mesma em seus modos exatos. No entanto, se a linha não é idealmente transposta, mas possuir um

plano de simetria vertical a matriz de Clarke decompõe a linha em seus quase-modos que podem,

em algumas situações, ser considerados idênticos aos modos exatos [42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49].

Neste capítulo será mostrado o processo de decomposição da linha, cujos parâmetros são

dependentes da freqüência, em seus modos exatos e também em seus quase-modos.

3.2 Modos exatos da linha

As equações diferenciais de primeira ordem para uma linha de transmissão com n fases são

[5, 41, 53]:

]I][Z[
dx

]V[d −−== (3.1)

]V][Y[
dx

]I[d −−== (3.2)

As equações diferenciais de segunda ordem para uma linha de transmissão com n fases,

escritas no domínio das freqüências são [5, 41, 53]:

]V][Y][Z[
dx

]V[d
2

2

== (3.3)

]I][Z][Y[
dx

]I[d
2

2

== (3.4)

Nas equações 3.1-3.4 as matrizes [Z] e [Y] são, respectivamente, as matrizes de impedância

longitudinal e de admitância transversal por unidade de comprimento da linha. A matriz [Z] leva em

consideração o efeito pelicular, o efeito do retorno através do solo e a reatância externa dos

condutores. Os vetores [V] e [I] são os vetores de tensões e correntes de fase, respectivamente.

As equações 3.1-3.4 estão no domínio das fases e são de difícil resolução, uma vez que os

produtos matriciais [Z][Y] e [Y][Z] são, de maneira genérica, distintos (as matrizes [Z] e [Y] não

são matrizes diagonais). No entanto tais produtos podem ser transformados em matrizes diagonais a

partir da utilização de uma transformação de similaridade. Neste caso os produtos matriciais [Z][Y]

e [Y][Z] resultarão em matrizes diagonais cujos elementos são os autovalores dos produtos

matriciais [32,34, 53].
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A matriz [λV], que é a matriz com os autovalores de [Z][Y], é calculada através da seguinte

relação [53]:

]T][Y][Z[]T[][ V
1

VV
−=λ (3.5)

Os autovalores [λI] do produto matricial [Y][Z] são [53]:

]T][Z][Y[]T[][ I
1

II
−=λ (3.6)

Nas equações 3.5 e 3.6, as matrizes [TV] e [TI] são, respectivamente, as matrizes cujas

colunas são os autovetores das matrizes [Z][Y] e [Y][Z].

Os produtos matriciais [Z][Y] e [Y][Z], de maneira genérica, são distintos e, portanto as

matrizes [TV] e [TI] são diferentes. Estas matrizes são iguais somente quando as matrizes [Z] e [Y]

são funções da mesma matriz, o que ocorre somente quando o sistema é totalmente equilibrado [53].

No entanto, mesmo sendo [Z][Y] e [Y][Z] matrizes distintas seus determinantes (e

conseqüentemente seus autovalores [λV] e [λI]) são iguais [35], ou seja:

][][ IV λ=λ (3.7)

Denominando os autovalores dos produtos [Z][Y] e [Y][Z] de [λm], obtém-se:

][][ Vm λ=λ (3.8)

][][ Im λ=λ (3.9)

Substituindo as equações 3.8 e 3.9 nas equações 3.5 e 3.6, respectivamente, fica:

]T][Y][Z[]T[][ V
1

Vm
−=λ (3.10)

]T][Z][Y[]T[][ I
1

Im
−=λ (3.11)

Fazendo a pré-multiplicação das equações 3.10 e 3.11 por [TV] e [TI], respectivamente,

obtém-se:

]T][Y][Z[]][T[ VmV =λ (3.12)

]T][Z][Y[]][T[ ImI =λ (3.13)
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Fazendo a pós-multiplicação das equações 3.12 e 3.13 por [TV]-1 e [TI]
-1 , respectivamente,

obtém-se:

1
VmV ]T][][T[]Y][Z[ −λ= (3.14)

1
ImI ]T][][T[]Z][Y[ −λ= (3.15)

Substituindo as equações 3.14 e 3.15 nas equações 3.2 e 3.3, respectivamente, fica:

]V[]T][][T[
dx

]V[d 1
VmV2

2
−−== λ (3.16)

]I[]T][][T[
dx

]I[d 1
ImI2

2
−−== λ (3.17)

Pré multiplicando as equações 3.16 e 3.17 por [TV]-1 e [TI]
-1, respectivamente, obtém-se:

]V[]T][[
dx

]V[]T[d 1
Vm2

1
V

2
−−

−−

== λ (3.18)

]I[]T][[
dx

]I[]T[d 1
Im2

1
I

2
−−

−−

== λ (3.19)

Nas equações 3.18 e 3.19 pode-se definir as correntes e tensões modais como sendo:

]V[]T[]V[ 1
Vm

−= (3.20)

]I[]T[]I[ 1
Im

−= (3.21)

Manipulando as equações 3.20 e 3.21 obtém-se:

]V][T[]V[ mV= (3.22)

]I][T[]I[ mI= (3.23)

Onde [Vm] e [Im] são os vetores com as tensões e as correntes modais da linha,

respectivamente.

Substituindo [V] e [I] das equações 3.22 e 3.23 nas equações 3.18 e 3.19, respectivamente,

obtém-se:
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]V][[
dx

]V[d
mm2

m
2

λ== (3.24)

]I][[
dx

]I[d
mm2

m
2

λ== (3.25)

As expressões 3.24 e 3.25 são as equações diferenciais dos modos exatos da linha. Devido

ao fato de que [λm] é uma matriz diagonal, pode-se afirmar que a linha de n fases foi decomposta em

n modos.

3.2.1 Matrizes de impedâncias e de admitâncias modais exatas

Substituindo os vetores [V] e [I] das equações 3.22 e 3.23 nas equações 3.1 e 3.2 fica:

]I][T][Z[
dx

]V][T[d
mI

mV −−== (3.26)

]V][T][Y[
dx

]I][T[d
mV

mI −−== (3.27)

Pré multiplicando as equações 3.26 e 3.27 por [TV]-1 e [TI]
-1, respectivamente, obtém-se:

]I][T][Z[]T[
dx

]V[d
mI

1
V

m −−−−== (3.28)

]V][T][Y[]T[
dx

]I[d
mV

1
I

m −−−−== (3.29)

As equações 3.28 e 3.29 podem ser escritas como sendo:

]I][Z[
dx

]V[d
mm

m −−== (3.30)

]V][Y[
dx

]I[d
mm

m −−== (3.31)

Nas equações 3.30 e 3.31 [Zm] e [Ym] são, respectivamente, as matrizes de impedâncias

longitudinais e de admitâncias transversais modais exatas da linha. Estas matrizes são escritas como

sendo:

]T][Z[]T[]Z[ I
1

Vm
−= (3.32)

]T][Y[]T[]Y[ V
1

Im
−= (3.33)
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As matrizes [Zm] e [Ym] são matrizes diagonais, conforme mostrarão os resultados obtidos

nos próximos itens.

3.2.2 Relação entre as matrizes [TV] e [TI]

Considerando que a impedância mútua entre as fases i e j é idêntica à impedância mútua

entre as fases j e i, pode-se afirmar que:

T]Z[]Z[ = (3.34)

T]Y[]Y[ = (3.35)

Nas equações 3.34 e 3.35 as [Z]T  e [Y]T  são as matrizes transpostas de [Z] e [Y],

respectivamente.

Substituindo as equações 3.34 e 3.35 na equação 3.10, obtém-se:

]T[]Y[]Z[]T[][ V
TT1

Vm
−=λ (3.36)

Utilizando propriedades matriciais [35], pode-se escrever:

TTT ])Z][Y([]Y[]Z[ = (3.37)

Substituindo a equação 3.37 na equação 3.36, fica:

]T[])Z][Y([]T[][ V
T1

Vm
−=λ (3.38)

Transpondo os dois lados da equação 3.11, obtém-se:

T
I

1
I

T
m ])T][Z][Y[]T([][ −=λ (3.39)

Re-agrupando o lado direito da equação 3.39:

T
I

1
I

T
m ])T][Z])([Y[]T([][ −−==λ (3.40)

A equação 3.40 pode ser rescrita como sendo [35]:

T1
I

T
I

T
m ])Y[]T([])T][Z([][ −=λ (3.41)
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Desenvolvendo o lado direito de 3.41 à partir do mesmo desenvolvimento feito na equação

3.40, obtém-se:

))]T([]Y)([]Z[]T([][ T1
I

TTT
I

T
m

−=λ (3.42)

Considerando que [λm] é uma matriz diagonal, pode-se afirmar que:

T
mm ][][ λ=λ (3.43)

Com base na equação 3.43 pode-se afirmar que as equações 3.38 e 3.42 são idênticas.

Portanto tem-se:

T1
I

TTT
IV

T1
V )]T([]Y[]Z[]T[]T[])Z][Y([]T[ −− = (3.44)

Desenvolvendo o termo ([Y][Z])T  no lado esquerdo da equação 3.44:

T1
I

TTT
IV

TT1
V )]T([]Y[]Z[]T[]T[]Y[]Z[]T[ −− = (3.45)

Observando a expressão 3.45 pode-se concluir que:

T
I

1
V ]T[]T[ =− (3.46)

A expressão 3.46 mostra que existe uma relação entre as matrizes [TV] e [TI]. Portanto,

basta calcular uma das matrizes e, a partir de 3.46 obter a outra matriz.

3.2.3 Relação entre as matrizes [λλm], [Zm] e [Ym]

Fazendo o produto das equações 3.32 e 3.33:

]T][Y[]T][T][Z[]T[]Y][Z[ V
1

II
1

Vmm
−−= (3.47)

Desenvolvendo a equação 3.47:

]T][Y][Z[]T[]Y][Z[ V
1

Vmm
−= (3.48)

Comparando as equações 3.10 e 3.48, pode-se afirmar que a matriz [λm] pode ser escrita

como sendo:
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]Y][Z[][ mmm =λ (3.49)

Fazendo o produto das equações 3.33 e 3.32:

]T][Z[]T][T][Y[]T[]Z][Y[ I
1

VV
1

Imm
−−= (3.50)

Desenvolvendo a equação 3.50:

]T][Z][Y[]T[]Z][Y[ I
1

Imm
−= (3.51)

Comparando as equações 3.11 e 3.51:

]Z][Y[][ mmm =λ (3.52)

As equações 3.49 e 3.52 mostram que os produtos [Zm][Ym] e [Ym][Mm] são idênticos.

Portanto, as matrizes [Zm] e [Ym] são matrizes diagonais.

Substituindo as equações 3.49 e 3.52 nas equações 3.24 e 3.25, obtém-se:

]V][Y][Z[
dx

]V[d
mmm2

m
2

== (3.53)

]I][Z][Y[
dx

]I[d
mmm2

m
2

== (3.54)

As equações 3.53 e 3.54 são as equações diferenciais modais da linha. Uma vez que as

matrizes [Zm] e [Ym] são diagonais, as equações 3.53 e 3.54 estão desacopladas e suas soluções são

conhecidas [5].

3.3 Quase-modos da linha de transmissão

Quando a linha de transmissão é idealmente transposta a matriz de Clarke separa a linha em

seus modos exatos. Em situações em que uma linha não pode ser considerada idealmente transposta

mas possui um plano de simetria vertical, pode-se, com algumas aproximações, utilizar a matriz de

Clarke para determinar os modos exatos. Nestas condições obtém-se a linha decomposta em seus

quase-modos. Para linhas decompostas em seus quase-modos, as matrizes [Yqm] e [Zqm] possuem

alguns elementos não nulos fora da diagonal princ ipal, que serão desprezados. Devido ao fato de que
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estas matrizes não são matrizes diagonais, não se obtém os modos exatos da linha e sim os seus

quase-modos [42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49].

Portanto, considerando a linha trifásica, transposta ou não, os modos exatos 1, 2 e 3 podem

ser considerados equivalentes aos quase-modos α, β  e zero, respectivamente.

Substituindo a matriz [TI] pela matriz de Clarke, obtém-se:

]T[]T[ clarkeI = (3.55)

Substituindo a equação 3.55 na equação 3.46:

T
clarke

1
V ]T[]T[ =− (3.56)

Nas equações 3.55 e 3.56 [Tclarke] é a matriz de Clarke, que é expressa como sendo [27, 43,

45, 47]:























−−

−=

3

1

2

1

6

1
3

1

2

1

6

1
3

1
0

6

2

]T[ clarke (3.57)

Substituindo as equações 3.55 e 3.56 nas equações 3.32 e 3.33, obtém-se as impedâncias e

as admitâncias dos quase-modos da linha, respectivamente, expressas através de:

]T][Z[]T[]Z[ clarke
T

clarkeqm = (3.58)

1T
clarke

1
clarkeqm )]T]([Y[]T[]Y[ −−= (3.59)

Se a linha de transmissão é idealmente transposta, as matrizes [Zqm] e [Yqm] são idênticas às

matrizes [Zm] e [Ym]. Ou seja, nestas condições a matriz de Clarke decompõe a linha em seus modos

exatos [3, 4, 49].

Caso a linha possua um plano de simetria vertical, mas não possa ser considerada

idealmente transposta, as matrizes [Zqm] e [Yqm] são escritas como sendo [42, 43, 44, 46, 48, 49]:
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]Z[ (3.60)
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00
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qm

Y0Y

0Y0

Y0Y

]Y[ (3.61)

As equações 3.60 e 3.61 mostram que quando a linha não é idealmente transposta, existe

acoplamento entre os quase-modos α e zero. No entanto, em determinadas situações, o acoplamento

entre os modos α e zero pode ser desconsiderado [42, 43, 44, 46, 48, 49]. Nestas condições, as

matrizes [Zqm] e [Yqm] tornam-se:
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0

qm

Z00

0Z0

00Z

]Z[ β

α

(3.62)
















≅≅

0

qm

Y00

0Y0

00Y

]Y[ β

α

(3.63)

As correntes e tensões dos quase-modos são obtidas a partir da substituição das equações

3.55 e 3.56 nas equações 3.20 e 3.21, ou seja:

]V[]T[]V[ T
clarkeqm = (3.64)

]I[]T[]I[ 1
clarkeqm

−= (3.65)

Substituindo as grandezas modais [Vm], [Im], [Zm] e [Ym] pelas correspondentes grandezas

dos quase-modos [Vqm], [Iqm], [Zqm] e [Yqm] nas equações 3.24 e 3.25, obtém-se as equações

diferenciais dos quase-modos da linha, que são:

]V[Y][Z[
dx

]V[d
qmqmqm2

qm
2

== (3.66)

]I][Z][Y[
dx

]I[d
qmqmqm2

qm
2

== (3.67)
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Considerando as simplificações feitas para chegar às equações 3.64 e 3.65, pode-se dizer que

as equações 3.66 e 3.67 são também desacopladas e suas soluções são conhecidas.

3.4 Solução das equações diferenciais no domínio dos modos

Nos itens anteriores foi verificado que a linha pode ser decomposta em seus modos exatos

ou em seus Quase-modos. Este procedimento desacopla as fases da linha e permite substituir o

sistema de n fases por um sistema de n linhas monofásicas desacopladas entre si, matematicamente

idênticas ao sistema original, simplificando o estudo e análise do sistema.

A figura 3.1 mostra um modo genérico k de uma linha de transmissão, representado através

de um quadripolo.

Figura 3.1 - Modo k  da linha

As equações que descrevem o quadripolo mostrado na figura 3.1 são [19]:

















=









B

A

B

A

I

I

DC

BA

V

V
(3.68)

Os termos A e D são a impedância de entrada de circuito aberto e a impedância de saída de

circuito aberto, respectivamente, enquanto que os termos B e C são as impedâncias de transferência

de circuito aberto [19].

Na figura 3.1, VA e VB são as tensões enquanto que IA e IB são as correntes nos extremos da

linha de transmissão.

As equações diferenciais do modo k da linha são:

ZYV
dx

Vd
2

2

== (3.69)

YZI
dx

Id
2

2

== (3.70)

Nas equações 3.69 e 3.70 V e I são as tensões e correntes em função da posição x ao longo

do modo da linha e Z e Y são as impedâncias longitudinais e as admitâncias transversais deste

IA IB

VA VB
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modo. Considerando os efeitos solo e pelicular, os elementos R e L que constituem a impedância Z

são variáveis em função da freqüência [9, 20, 29, 31, 48].

Utilizando a solução das equações diferenciais mostradas nas equações 3.69 e 3.70, pode-se

escrever as correntes e tensões do quadripolo mostrado na figura 3.1 como sendo [5]:

)dZYsenh(
Y

Z
I)dZYcosh(VV BBA −= (3.71)

)dZYsenh(
Z

Y
V)dZYcosh(II BBA +−= (3.72)

As equações 3.71 e 3.72 descrevem as correntes e tensões, em função da freqüência, nos

extremos do modo k de uma linha de comprimento d.

Escrevendo as equações 3.71 e 3.72 sob a forma da equação 3.68, obtém-se:

)dsenh(

)dcosh(
ZDA

k

k
ck γ

γ
== (3.73)

)dsenh(

1
ZCB

k

ck γ
== (3.74)

Nas equações 3.73 e 3.74 Zck e γk são, respectivamente, a impedância característica e a

constante de propagação do modo k da linha e são escritos como sendo [5, 6, 28]:

Y

Z
Zck = (3.75)

ZYk =γ (3.76)

3.5 Conclusões

Neste capítulo fez-se um estudo das equações diferenciais que descrevem uma linha de

transmissão com n fases mutuamente acopladas. As equações diferenciais são de difícil resolução

devido ao fato de que as fases são acopladas. Para contornar as dificuldades de resolução costuma-se

decompor a linha com n fases em n modos desacoplados.

De maneira genérica, os autovetores associados ao produto [Z][Y] constituem a matriz de

transformação da linha. No entanto, em se tratando de linhas trifásicas idealmente transpostas pode-
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se utilizar, como matriz de transformação, diversas outras matrizes tais como a transformação de

Clarke, a transformação de componentes simétricas ou a transformação de Park.

Quando se utiliza a matriz de Clarke como sendo a matriz de transformação, obtém-se os

modos exatos de uma linha trifásica idealmente transposta que possui um plano de simetria vertical.

No entanto, se a linha possui um plano de simetria vertical, mas não pode ser considerada

idealmente transposta, a transformação de Clarke decompõe a linha em seus quase-modos que

possuem um acoplamento entre os modos α e zero. Em diversos trabalhos verifica-se que este

acoplamento é desprezado.

A vantagem em se utilizar os quase-modos em substituição aos modos exatos da linha que

não é idealmente transposta é que os autovetores geralmente são números complexos, variáveis em

função da freqüência, difíceis de serem implementados em programas computacionais que realizam

simulações diretamente no domínio do tempo. Quanto à matriz de Clarke, a mesma pertence ao

conjunto dos números reais, é constante e seus elementos podem ser facilmente implementados em

programas computacionais tais como o Microtran e o Saber que realizam simulações diretamente no

domínio do tempo.

Utilizando as soluções das equações diferenciais mencionadas anteriormente para

representar a linha, pode-se calcular as correntes e tensões da mesma no domínio da freqüência,

sendo que os valores das correntes e tensões, no domínio do tempo, podem ser obtidos com o uso de

algoritmos de transformações inversas (tais como a transformada rápida de Fourrier).
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4
IMPEDÂNCIAS EQUIVALENTES

4.1 Introdução

Neste capítulo será apresentado o conceito de impedância equivalente para os modos exatos

de uma linha de transmissão representados através de um único circuito π  longo. Em seguida,

calcula-se as impedâncias equivalentes da linha trifásica com plano de simetria vertical, sem

transposição, de 440 kV e 500 km de comprimento. Também será verificada a influência que a

substituição da matriz de transformação modal pela matriz de Clarke exerce sobre as impedâncias

equivalentes da linha.

4.2 Definição de impedância equivalente

A figura 4.1 mostra um quadripolo genérico.

Figura 4.1 - Quadripolo genérico

As equações que descrevem o quadripolo genérico da figura 4.1 são [19]:

















=









B

A

2221

1211

B

A

I

I

ZZ

ZZ

V

V
(4.1)

Na equação 4.1 Z11 e  Z22 são, respectivamente, a impedância de entrada e de saída de

circuito aberto enquanto que os termos Z12 e Z21 são as impedâncias de transferência de circuito

aberto [19].

IA IB

VA VB
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A impedância equivalente de circuito aberto será definida como sendo a impedância vista à

partir de um extremo do quadripolo, considerando que o outro extremo está com os terminais em

aberto [21, 22, 23, 24, 25]. Com base nesta definição a equação 4.1 torna-se:

















=








0

I

ZZ

ZZ

V

V A

2221

1211

B

A (4.2)

Desenvolvendo a equação 4.2:

A11A IZV = (4.3)

A equação 4.3 mostra que a impedância de entrada de circuito aberto é igual à impedância

equivalente de circuito aberto, Zeqab, do quadripolo. Desta forma, tem-se:

11eqab ZZ = (4.4)

A impedância equivalente de curto-circuito será definida como sendo a impedância vista

através de um dos extremos considerando o outro extremo em curto-circuito. Com base nesta

definição, a equação 4.2 torna-se:

















=
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2221

1211A

I

I

ZZ

ZZ

0

V
(4.5)

Desenvolvendo a equação 4.5:

B12A11A IZIZV += (4.6)

B22A21 IZIZ0 += (4.7)

Da expressão 4.7, pode-se expressar IB como sendo:









−=

22

21
AB Z

Z
II (4.8)

Substituindo IB, obtido na equação 4.8, na equação 4.6:

22

2112
AA11A Z

ZZ
IIZV −= (4.9)
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Reescrevendo 4.9:

A
22

2112
11A I

Z

ZZ
ZV 








−= (4.10)

Na expressão 4.10, o termo 







−

22

2112
11 Z

ZZ
Z  é a impedância equivalente de curto-circuito do

quadripolo. Portanto, pode-se escrever:

22

2112
11eqcc Z

ZZ
ZZ −= (4.11)

Na equação 4.11, Zeqcc é a impedância equivalente de curto-circuito.

4.3 Impedâncias equivalentes dos modos exatos da linha

Considere um modo exato k de uma linha de transmissão representado através de um único

circuito π  longo. Este circuito π  longo pode ser representado através do quadripolo mostrado na

figura 4.2.

Figura 4.2 - Modo exato k

Foi mostrado no capítulo 3 que as equações que descrevem o modo exato k são:
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Na equação 4.12 os termos A, B, C e D são escritos como sendo [5]:

)dsenh(

)dcosh(
ZDA

k

k
ck γ

γ
== (4.13)

)dsenh(

1
ZCB

k

ck γ
== (4..14)

IA IB

VA VB
Modo exato

k



Capítulo 4 – Impedâncias equivalentes

44

Utilizando os conceitos de impedâncias equivalentes de circuito aberto e de curto-circuito

que foram definidos nas equações 4.4 e 4.11, pode-se expressar as impedâncias equivalentes de

circuito aberto e de curto-circuito do modo exato k como sendo:

AZ )k(eqab = (4.15)

D

BC
AZ )k(eqcc −= (4.16)

Considerando que os termos A e D são idênticos e que os termos B e C são idênticos, pode-

se reescrever a equação 4.16 como sendo:

A

B
AZ

2

)k(eqcc −= (4.17)

Manipulando a expressão 4.17:

A

BA
Z

22

)k(eqcc

−
= (4.18)

Substituindo a expressão de A da equação 4.13 na equação 4.15, obtém-se a impedância

equivalente de circuito aberto do modo exato k da linha como sendo:

)dsenh(

)dcosh(
ZZ

k

k
ck)k(eqab γ

γ
= (4.19)

Substituindo as expressões de A e B (equações 4.13 e 4.14, respectivamente) na equação

4.18, obtém-se:
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1
Z (4.20)

Desenvolvendo a expressão 4.20:
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Desenvolvendo 4.21:
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k

kck
)k(eqcc (4.22)

O termo )1)d((cosh k
2 −γ  pode ser escrito como sendo [26]:

)d(senh1)d(cosh k
2

k
2 γ=−γ (4.23)

Substituindo a equação 4.23 na equação 4.22:









γ
γ

γ
γ

=
)d(senh

)d(senh

)dcosh(

)dsenh(Z
Z

k
2

k
2

k

kck
)k(eqcc (4.24)

Simplificando a expressão 4.24:

)dcosh(

)dsenh(
ZZ

k

k
ck)k(eqcc γ

γ
= (4.25)

A expressão 4.25 mostra a impedância equivalente de curto-circuito do modo exato k da

linha.

As expressões 4.19 e 4.25 podem ser escritas na forma de tangentes e co-tangentes

hiperbólicas. Desta forma as impedâncias equivalentes de circuito aberto e de curto-circuito do

modo exato k tornam-se, respectivamente:

)d(ghcotZZ kck)k(eqab γ= (4.26)

)d(tghZZ kck)k(eqcc γ= (4.27)

As figuras a seguir mostrarão as impedâncias equivalentes de circuito aberto e de curto-

circuito da linha trifásica simétrica de 440 kV e 500 km de comprimento (figura 2.2).

As figuras 4.6 e 4.7 mostram o módulo e o argumento da impedância equivalente de

circuito aberto do modo exato 1 na faixa de freqüências compreendidas entre 10 Hz e 1 MHz.
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Freqüência (Hz)
Figura 4.6 - Módulo da impedância equivalente de circuito aberto do modo exato 1

Freqüência (Hz)
Figura 4.7 - Argumento da impedância equivalente de circuito aberto do modo exato 1

As figuras 4.8 e 4.9 mostram o módulo e o argumento da impedância equivalente de

circuito aberto do modo exato 2 na faixa de freqüências compreendidas entre 10 Hz e 1 MHz.
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Freqüência (Hz)
Figura 4.8 - Módulo da impedância equivalente de circuito aberto do modo exato 2

Freqüência (Hz)
Figura 4.9 - Argumento da impedância equivalente de circuito aberto do modo exato 2

As figuras 4.10 e 4.11 mostram o módulo e o argumento da impedância equivalente de

circuito aberto do modo exato 3 na faixa de freqüências compreendidas entre 10 Hz e 1 MHz.
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Figura 4.10 - Módulo da impedância equivalente de circuito aberto do modo exato 3
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Figura 4.11 - Argumento da impedância equivalente de circuito aberto do modo exato 3

As figuras 4.6-4.11 mostram que a linha aberta, cujos modos exatos são representados

através de um único circuito π  longo, comporta-se, em baixas freqüências, como sendo circuitos de

natureza capacitiva. Em uma faixa de freqüências intermediárias a linha comporta-se como circuitos

de natureza indutiva (argumento está entre 0 e –90 graus) em algumas faixas de freqüências e como

um circuito de natureza capacitiva (argumento está entre 0 e 90 graus) em outras faixas de

freqüências. Em altas freqüências a linha tende a comportar-se como um circuito resistivo.

As figuras 4.12 e 4.13 mostram o módulo e o argumento da impedância equivalente de

curto-circuito do modo exato 1 na faixa de freqüências compreendidas entre 10 Hz e 1 MHz.
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Freqüência (Hz)
Figura 4.12 - Módulo da impedância equivalente de curto-circuito do modo exato 1

Freqüência (Hz)
Figura 4.13 - Argumento da impedância equivalente de curto-circuito do modo exato 1

As figuras 4.14 e 4.15 mostram o módulo e o argumento da impedância equivalente de

curto-circuito do modo exato 2 na faixa de freqüências compreendidas entre 10 Hz e 1 MHz.
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Freqüência (Hz)
Figura 4.14 - Módulo da impedância equivalente de curto-circuito do modo exato 2

Freqüência (Hz)
Figura 4.15 - Argumento da impedância equivalente de curto-circuito do modo exato 2

As figuras 4.16 e 4.17 mostram o módulo e o argumento da impedância equivalente de

curto-circuito do modo exato 3 na faixa de freqüências compreendidas entre 10 Hz e 1 MHz.
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Figura 4.16 - Módulo da impedância equivalente de curto-circuito do modo exato 3
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Figura 4.17 - Argumento da impedância equivalente de curto-circuito do modo exato 3

As figuras 4.12-4.17 mostram que a linha com um dos extremos em curto-circuito, cujos

modos exatos são representados através de um único circuito π  longo, comporta-se, em baixas

freqüências, como um circuito de natureza indutiva. Em freqüências intermediárias esta linha

comporta-se como circuitos de natureza indutiva (argumento está entre 0 e –90 graus) em algumas

faixas de freqüências e como um circuito de natureza capacitiva (argumento está entre 0 e 90 graus)

em outras faixas de freqüências. Em altas freqüências a linha tende a comportar-se como um circuito

resistivo.

4.4 Influência da matriz de transformação sobre as impedâncias equivalentes

Neste item será verificado qual é a influência que a matriz de transformação exerce no

cálculo das impedâncias equivalentes dos modos (ou quase-modos) da linha. Para isto, serão criados

dois modelos de linha. No primeiro modelo, as fases da linha serão desacopladas através da matriz
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de transformação [TI] enquanto que no segundo modelo será utilizada a matriz de Clarke como

sendo a única matriz de transformação. Em seguida serão calculadas as impedâncias equivalentes de

circuito aberto dos dois modelos, através das equações que foram desenvolvidas. As diferenças

constatadas nas impedâncias equivalentes dos modos exatos e dos quase-modos são devidas à

utilização da matriz de Clarke como sendo a matriz de transformação.

4.4.1 Comparação entre o modo 1 e o quase-modo αα

As figuras 4.44 e 4.45 mostram, respectivamente, o módulo e o argumento da impedância

equivalente de circuito aberto do modo exato 1 e do quase-modo α em freqüências compreendidas

entre 10 Hz e 1 kHz.
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Figura 4.44 - Módulo da impedância equivalente do modo exato 1 (I) e do quase-modo α (II)
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Figura 4.45 - Argumento da impedância equivalente do modo exato 1 (I) e do quase-modo α (II)
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As figuras 4.46 e 4.47 mostram, respectivamente, o módulo e o argumento da impedância

equivalente do modo exato 1 e do quase-modo α em freqüências compreendidas entre 1 kHz e 3

kHz.
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Figura 4.46 - Módulo da impedância equivalente do modo exato 1 (I) e do quase-modo α (II)
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Figura 4.47 - Argumento da impedância equivalente do modo exato 1 (I) e do quase-modo α (II)

As figuras 4.48 e 4.49 mostram, respectivamente, o módulo e o argumento da impedância

equivalente do modo exato 1 e do quase-modo α em freqüências entre 6 kHz e 7 kHz.
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Figura 4.48 - Módulo da impedância equivalente do modo exato 1 (I) e do quase-modo α (II)
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Figura 4.49 - Argumento da impedância equivalente do modo exato 1 (I) e do quase-modo α (II)

As figuras 4.44-4.49 mostram que a utilização da matriz de Clarke em substituição à matriz

de transformação modal produz defasagens na impedância equivalente do quase-modo α, fazendo

com que as freqüências de ressonância do modo exato 1 e do quase-modo α sejam diferentes. A

diferença entre as freqüências de ressonância aumenta à medida que a freqüência aumenta.

4.4.2 Comparação entre o modo 2 e o quase-modo ββ

As figuras 4.50 e 4.51 mostram, respectivamente, o módulo e o argumento da impedância

equivalente do modo exato 2 e do quase-modo β  em freqüências compreendidas entre 10 Hz e 1

kHz.
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Figura 4.50 - Módulo da impedância equivalente do modo exato 2 (I) e do quase-modo β  (II)
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Figura 4.51 - Argumento da impedância equivalente do modo exato 2 (I) e do quase-modo β  (II)

As figuras 4.52 e 4.53 mostram, respectivamente, o módulo e o argumento da impedância

equivalente do modo exato 2 e do quase-modo β  em freqüências entre 1 kHz e 3 kHz.
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Figura 4.52 - Módulo da impedância equivalente do modo exato 2 (I) e do quase-modo β  (II)
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Figura 4.53 - Argumento da impedância equivalente do modo exato 2 (I) e do quase-modo β  (II)

As figuras 4.54 e 4.55 mostram, respectivamente, o módulo e o argumento da impedância

equivalente do modo exato 2 e do quase-modo β  em freqüências entre 6 kHz e 7 kHz.
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Figura 4.54 - Módulo da impedância equivalente do modo exato 2 (I) e do quase-modo β  (II)
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Figura 4.55 - Argumento da impedância equivalente do modo exato 2 (I) e do quase-modo β  (II)
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As figuras 4.50-4.55 mostram que a utilização da matriz de Clarke em substituição à matriz

de transformação modal não produz alterações na impedância equivalente do quasi-modo β . Este

resultado já era esperado uma vez que em diversos trabalhos verifica-se que, em se tratando de

linhas com plano de simetria vertical, o quase-modo β  é idêntico a um modo exato [42, 43, 44, 46,

49].

4.4.3 Comparação entre o modo exato 3 e o quase-modo zero

As figuras 4.56 e 4.57 mostram, respectivamente, o módulo e o argumento da impedância

equivalente do modo “exato” 3 e do “Quase-modo” zero em freqüências compreendidas entre 10 Hz

e 1 MHz.
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Figura 4.56 - Módulo da impedância equivalente do modo exato 3 (I) e do quase-modo zero (II)
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Figura 4.57 - Argumento da impedância equivalente do modo exato 3 (I) e do quase-modo zero (II)
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4.5 Conclusões

Neste capítulo foram desenvolvidos os conceitos de impedâncias equivalentes de circuito

aberto e de curto-circuito. A impedância equivalente de circuito aberto de um quadripolo é a

impedância calculada em um extremo, considerando que o outro extremo está aberto. A impedância

equivalente de curto-circuito de um quadripolo é a impedância calculada em um dos extremos do

quadripolo, considerando que o outro extremo está em curto-circuito.

Os cálculos das impedâncias equivalentes que foram realizados mostraram que, de maneira

geral, uma linha de transmissão comporta-se, em baixas freqüências, como um circuito de natureza

capacitiva (quando a linha está com um dos extremos em aberto) e como um circuito de natureza

indutiva (quando a linha está com um dos extremos em curto-circuito). Em uma faixa de freqüências

intermediárias, os cálculos das impedâncias equivalentes mostraram que a linha comporta-se como

circuitos de natureza indutiva (argumento está entre 0 e –90 graus) em algumas faixas de

freqüências e como um circuito de natureza capacitiva (argumento está entre 0 e 90 graus) em outras

faixas de freqüências. Em altas freqüências a linha tende a comportar-se como um circuito resistivo.

Os resultados mostraram a influência que a matriz de transformação, utilizada para

desacoplar as fases da linha, exerce nas impedâncias equivalentes. Foi possível verificar que quando

se utiliza a matriz de Clarke como sendo a matriz de transformação, o quase-modos α apresenta

freqüências de ressonância diferentes das freqüências de ressonância do modo exato 1. As

impedâncias equivalentes do modo exato 2 e do quase-modo β  não apresentaram diferenças entre si,

uma vez que a componente β  é um modo exato.
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5
IMPEDÂNCIAS EQUIVALENTES CALCULADAS A

PARTIR DAS CORRENTES E TENSÕES DE FASE

5.1 Introdução

Neste capítulo serão determinadas expressões que relacionam as correntes e tensões nas

fases da linha em função das impedâncias equivalentes modais da mesma. Inicialmente serão

determinadas as expressões de correntes e tensões modais da linha. Em seguida, utilizando-se as

matrizes de transformação exatas, as correntes e tensões serão convertidas para o domínio das fases.

Em seguida serão obtidas relações matemáticas entre as correntes e tensões modais da linha e as

impedâncias equivalentes. Utilizando-se as matrizes de transformação é possível obter as relações

entre as correntes e tensões de fase da linha e as impedâncias equivalentes dos modos.

Os resultados obtidos neste capítulo serão utilizados no capítulo 6 de modo tal que uma vez

conhecidas as correntes e tensões nas fases da linha, seja possível obter os parâmetros longitudinais

e transversais da mesma.

Serão apresentados resultados de simulação para a linha da figura 2.2, que é uma linha

trifásica simétrica sem transposição, cuja tensão nominal é 440 kV e o comprimento é 500 km.

5.2 Correntes e tensões modais da linha

Considere uma linha de transmissão com n fases, cujo efeito dos cabos pára-raios já estão

inseridos nas fases. Esta linha de transmissão pode ser decomposta em n modos, sendo que não

existe acoplamento entre os mesmos.

A figura 5.1 mostra um modo k da linha.
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Figura 5.1 - Modo k representado através de um quadripolo

Na figura 5.1, tem-se:

VmkA tensão no extremo A do modo k  da linha;

VmkB tensão no extremo B do modo k da linha;

ImkA corrente no extremo A do modo k da linha;

ImkB corrente no extremo B do modo k da linha;

Pode-se escrever as tensões de entrada e de saída, VmkA e VmkB , respectivamente, como

sendo a soma de duas componentes de tensões. Uma das componentes é devido à corrente ImkA e a

outra componente é devido à corrente ImkB.

As equações que relacionam as tensões nos extremos A e B com as correntes nos mesmos

extremos são:
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Nas equações 5.1 e 5.2, tem-se:

zmk impedância longitudinal do modo k , em ohms/km;

ymk admitância transversal do modo k em mho/km;

d comprimento da linha, em km.

As equações 5.1 e 5.2 podem ser escritas, resumidamente, como sendo:

kBmkmkAmkmmkA IBIAV ++== (5.3)

kBmkmkAmkmmkB IDICV ++== (5.4)

Sendo:

VmkA VmkB

ImkA ImkB

Modo k

A B
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z
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z
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kmkm BC == (5.7)

kmkm AD == (5.8)

Os parâmetros Amk, Bmk, Cmk e Dmk são denominados parâmetros de impedância de circuito

aberto. O termo Amk é a impedância de entrada de circuito aberto, Dmk é a impedância de saída de

circuito aberto e os termos Bmk e Cmk são as impedâncias de tranferência de circuito aberto.

No capítulo 4 mostrou-se que o termo Amk é a impedância equivalente de circuito aberto do

modo k.

Estendendo as equações 5.3 e 5.4 para os n modos da linha obtém-se as equações que

relacionam as tensões, nos extremos A e B, com as correntes, nos mesmos extremos, para todos os

modos. Portanto, na forma matricial, tem-se:

[[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]]mBmmAmmA IBIA][V ++== (5.9)

[[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]]mBmmAmmB IDICV ++== (5.10)

Nas equações 5.9 e 5.10, as matrizes [Am], [Bm], [Cm] e [Dm] são escritas como sendo:
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A partir das expressões 5.9 e 5.10 pode-se expressar as correntes e tensões modais no

extremo A da linha em função das correntes e tensões modais no extremo B da mesma. Desta forma

obtém-se:

[[ ]] [[ ]] [[ ]]{{ }} [[ ]] [[ ]][[ ]]{{ }}mBm
1

mmB
1

mmA IDCVCI −−−− −−== (5.15)

[[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]]{{ }} [[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]]{{ }}{{ }}[[ ]]mBm
1

mmmmB
1

mmmA IDCABVCAV −−−− −−++== (5.16)

5.3 Correntes e tensões nas fases da linha

As equações matriciais 5.15 e 5.16 mostram as correntes e tensões modais em um extremo

em função das correntes e tensões modais no outro extremo da linha. Neste item, as equações 5.15 e

5.16 serão expressas no domínio das fases.

No capítulo 3 foram mostradas as seguintes relações:

[[ ]] [[ ]] [[ ]]f

1

Vm VTV
−−== (5.17)

[[ ]] [[ ]] [[ ]]f
1

Im ITI −−== (5.18)

Nas equações 5.17 e 5.18 tem-se:

[Vf] vetor com as tensões de fase;

[Vm] vetor com as tensões modais;

[If] vetor com as correntes de fase;

[Im] vetor com correntes modais;

As matrizes [Tv] e [TI] são as matrizes que diagonalizam os produtos [Z][Y] e [Y][Z],

respectivamente. As matrizes [Z] e [Y] são as impedâncias longitudinais e as admitâncias

transversais, respectivamente, escritas no domínio das fases. Os elementos das matrizes [Z] e [Y]

estão expressos por unidade de comprimento da linha.

Substituindo as equações 5.17 e 5.18 nas expressões 5.15 e 5.16 tem-se:

[[ ]] [[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]] [[ ]]{{ }} [[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]]{{ }} [[ ]] [[ ]]{{ }}fB

1

Im

1

mmmfB

1

V

1

mmfA

1

V ITDCABVTCAVT
−−−−−−−−−− −−++== (5.19)
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[[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]]{{ }} [[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]]{{ }}fB

1

Im

1

mfB

1

V

1

mfA

1

I ITDCVTCIT
−−−−−−−−−− −−== (5.20)

Pré-multiplicando as equações 5.19 e 5.20 pelas matrizes [TV] e [TI], respectivamente,

obtém-se:

[[ ]] [[ ]][[ ]][[ ]] [[ ]] [[ ]]{{ }} [[ ]] [[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]]{{ }}[[ ]] [[ ]]{{ }}fB

1

Im

1

mmmVfB

1

V

1

mmVfA ITDCABTVTCATV
−−−−−−−− −−++== (5.21)

[[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]]{{ }} [[ ]][[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]]{{ }}fB

1

Im

1

mIfB

1

V

1

mIfA ITDCTVTCTI
−−−−−−−− −−== (5.22)

As equações 5.21 e 5.22 mostram, respectivamente, as tensões e correntes no extremo A

escritas em função das correntes e tensões no extremo B. Nestas equações as correntes e tensões são

grandezas de fase, enquanto que as matrizes [Am], [Bm], [Cm] e [Dm] estão escritas no domínio

modal. Portanto temos uma relação entre grandezas de fase (tensões e correntes) e grandezas modais

(matrizes [Am], [Bm], [Cm] e [Dm]).

5.3.1 Linha com o receptor em aberto

Considere o extremo B da linha em aberto. Nestas condições as correntes de fase no

extremo B é nula. Portanto as correntes de fase no extremo B é nula, ou seja:

[[ ]] [[ ]]0I fB == (5.23)

Substituindo a equação 5.23 nas expressões 5.21 e 5.22:

[[ ]] [[ ]][[ ]][[ ]] [[ ]] [[ ]]fB

1

V

1

mmVfA VTCATV
−−−−== (5.24)

[[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]] [[ ]]fB

1

V

1

mIfA VTCTI
−−−−== (5.25)

Reescrevendo 5.25:

[[ ]] [[ ]][[ ]][[ ]] [[ ]]fA

1

ImVfB ITCTV
−−== (5.26)

Substituindo a equação 5.26 na equação 5.24:

[[ ]] [[ ]][[ ]][[ ]] [[ ]] [[ ]][[ ]][[ ]] [[ ]]fA

1

ImV

1

V

1

mmVfA ITCTTCATV
−−−−−−== (5.27)

A expressão 5.27 resulta em:
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[[ ]] [[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]]fA

1

ImVfA ITATV
−−== (5.28)

Denominando os vetores [VfA] e [IfA] de [Vaberto] e [Iaberto], respectivamente, a equação 5.28

torna-se:

[[ ]] [[ ]][[ ]][[ ]] [[ ]]aberto

1

ImVaberto ITATV
−−== (5.29)

A expressão 5.29 relaciona as impedâncias equivalentes de circuito aberto, escritas no

domínio dos modos, com as correntes e tensões de fase no extremo A da linha quando o extremo B

está aberto.

5.3.2 Linha com o receptor em curto-circuito

Se o extremo B da linha está em curto-circuito, as tensões de fase neste extremo são nulas.

Desta forma tem-se:

[[ ]] [[ ]]0VfB == (5.30)

Substituindo a equação 5.30 nas expressões 5.21 e 5.22:

[[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]]{{ }} [[ ]] [[ ]]{{ }}fB

1

Im

1

mmmVfA ITDCABTV
−−−−−−== (5.31)

[[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]]fB
1

Im
1

mIfA ITDCTI −−−−−−== (5.32)

Na expressão 5.32 pode-se escrever o vetor [IfB] em função de [IfA], ou seja:

[[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]]fA
1

Im
1

mIfB ITCDTI −−−−−−== (5.33)

Substituindo 5.33 em 5.31:

[[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]]{{ }}[[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]]{{ }}fA

1

Im

1

mI

1

Im

1

mmmVfA ITCDTTDCABTV
−−−−−−−− −−−−== (5.34)

Desenvolvendo 5.34:

[[ ]] [[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]]{{ }}++−−== −−−−−−
fA

1

Im

1

mI

1

ImVfA ITCDTTBTV

[[ ]][[ ]][[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]]{{ }}fA

1

Im

1

mI

1

Im

1

mmV ITCDTTDCAT
−−−−−−−−

(5.35)
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Simplificando 5.35:

[[ ]] [[ ]][[ ]][[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]]{{ }} [[ ]][[ ]][[ ]] [[ ]]{{ }}fA

1

ImVfA

1

Im

1

mmVfA ITATITCDBTV
−−−−−− ++−−== (5.36)

Fatorando 5.36:

[[ ]] [[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]] [[ ]]{{ }} [[ ]] [[ ]]fA

1

Imm

1

mmVfA ITACDBTV
−−−− ++−−== (5.37)

Denominando a matriz [[ ]][[ ]] [[ ]] [[ ]]{{ }}mm
1

mm ACDB ++−− −− , da expressão 5.37, de [Mm] tem-se:

[[ ]] [[ ]][[ ]] [[ ]] [[ ]]mm
1

mmm ACDBM ++−−== −− (5.38)

Substituindo a expressão 5.38 na expressão 5.37:

[[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]]fA

1

ImVfA ITMTV
−−== (5.39)

A expressão 5.39 mostra a relação entre uma grandeza expressa no domínio modal, que é a

matriz [Mm], com as correntes e tensões de fase no extremo A da linha quando o extremo B está em

curto-circuito. Deve-se agora determinar o significado da matriz [Mm].

Substituindo os elementos das matrizes [Am], [Bm], [Cm] e [Dm], mostradas nas equações

5.11-5.14, na expressão 5.38 tem-se:

[[ ]]





























++−−

++−−

++−−

==

mn

mn

mnmn

.

.

.

.

.

.

2m
2m

2m2m

1m

1m

1m1m

m

A
D

CB
...00

...

0...A
D

CB
0

0...0A
D

CB

M (5.40)

O i-ésimo elemento da diagonal principal, mostrado em 5.40 é:

mi
mi

mimi
m A

D

CB
(i,i)M ++−−== (5.41)

Nas equações 5.7 e 5.8, mostrou-se que existem as seguintes relações:
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mimi BC == (5.42)

mimi AD == (5.43)

Substituindo 5.42 e 5.43 em 5.41:

(( ))
mi

mi

2

mi
m A

A

B
(i,i)M ++−−== (5.44)

A equação 5.44 pode ser escrita na forma:

(( )) (( ))(( ))2
mi

2
mi

mi

m AB
A

1
(i,i)M ++−−== (5.45)

Substituindo os elementos Ami e Bmi, mostrados nas equações 5.5 e 5.6, na expressão 5.45:






























++














−−==

2

mimi

mimi

mi

mi

2

mimimi

mi

mimi

mimi

mi

mi

m
d)yz(senh

d)yz(cosh

y

z

d)yz(senh

1

y

z

d)yz(senh

d)yz(cosh

y

z

1
(i,i)M (5.46)

Manipulando 5.46:











++−−








==

d)yz(senh

d)yz(cosh

d)yz(senh

1

y

z

d)yz(senh

d)yz(cosh

y

z

1
(i,i)M

mimi
2

mimi
2

mimi
2

mi

mi

mimi

mimi

mi

mi

m (5.47)

Desenvolvendo 5.47:










 ++−−








==
d)yz(senh

d)yz(cosh1

d)yz(senh

d)yz(cosh

y
z

y

z

(i,i)M
mimi

2

mimi
2

mimi

mimi

mi

mi

mi

mi

m (5.48)

Desenvolvendo 5.48:










 ++−−
==

d)yz(senh

d)yz(cosh1

d)yz(senh

d)yz(cosh

y

z

(i,i)M
mimi

2

mimi
2

mimi

mimi

mi

mi

m (5.49)
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O termo (( ))d)yz(cosh1 mimi
2++−−  faz parte de uma das identidades fundamentais das

funções hiperbólicas [26]. Esta identidade fundamental pode ser escrita da seguinte forma:

(( )) (( )) 1dyzsenhdyzcosh mimi
2

mimi
2 ==−− (5.50)

De 5.50 pode-se obter:

(( )) (( ))dyzcosh1dyzsenh mimi
2

mimi
2 ++−−== (5.51)

Substituindo 5.51 em 5.49:











==

d)yz(senh

d)yz(senh

d)yz(senh

d)yz(cosh

y

z

(i,i)M
mimi

2

mimi
2

mimi

mimi

mi

mi

m (5.52)

Desenvolvendo e simplificando 5.52:

d)yz(cosh

d)yz(senh

y

z
(i,i)M

mimi

mimi

mi

mi
m == (5.53)

Desenvolvendo 5.53:

(( ))dyztgh
y

z
(i,i)M mimi

mi

mi
m == (5.54)

Conforme foi mostrado no capítulo 4, o termo Mm(i,i) na expressão 5.54 é a impedância

equivalente de curto-circuito do i-ésimo modo da linha. Portanto, a equação 5.39 mostra a relação

entre as correntes e tensões de fase e as impedâncias equivalentes modais de curto-circuito.

Denominando os vetores [VfA] e [IfA] de [Vcurto] e [Icurto], respectivamente, a equação 5.39

torna-se:

[[ ]] [[ ]][[ ]][[ ]] [[ ]]curto

1

ImVcurto ITMTV
−−== (5.55)

A expressão 5.55 relaciona as impedâncias equivalentes modais de curto-circuito com as

correntes e tensões de fase no extremo A da linha quando o extremo B está curto-circuito.
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5.4 Matrizes [Am] e [Mm] para linhas genéricas

No item 5.3 foi mostrado que existe uma relação entre as correntes e tensões de fase de uma

linha de transmissão de n fases e as impedâncias equivalentes modais da mesma. O próximo passo

consiste em escrever as impedâncias equivalentes modais da linha em função das correntes e tensões

nas fases.

As relações entre as correntes e tensões de fase de uma linha de transmissão de n fases e as

impedâncias equivalentes modais da mesma, obtidas no item 5.3, são:

[[ ]] [[ ]][[ ]][[ ]] [[ ]]aberto

1

ImVaberto ITATV
−−== (5.56)

[[ ]] [[ ]][[ ]][[ ]] [[ ]]curto

1

ImVcurto ITMTV
−−== (5.57)

Nas expressões 5.55 e 5.56 os termos [TV][Am][TI]
-1 e [TV][Mm][TI]

-1 são matrizes com as

impedâncias equivalentes da linha no domínio das fases. Estas matrizes serão denominadas [Af] e

[Mf], respectivamente. Desta forma, tem-se:

[[ ]] [[ ]][[ ]][[ ]] 1

ImVf TATA
−−== (5.58)

[[ ]] [[ ]][[ ]][[ ]] 1

ImVf TMTM
−−== (5.59)

Substituindo as expressões 5.58 e 5.59 nas expressões 5.56 e 5.57, respectivamente:

[[ ]] [[ ]] [[ ]]abertofaberto IAV == (5.60)

[[ ]] [[ ]][[ ]]curtofcurto IMV == (5.61)

Nas expressões 5.60 e 5.61, as matrizes [Af] e[Mf] são matrizes com n2 elementos enquanto

que os vetores [Vaberto], [Iaberto], [Vcurto] e [Icurto], possuem somente n elementos cada um.

Desta forma a equação 5.60 é um sistema com n equações e n2 incógnitas. Para que este

sistema possua uma única solução, será necessário obter n vetores de tensões [Vaberto] que,

conseqüentemente, determinam n vetores de correntes [Iaberto]. Os vetores de tensão devem ser

escolhidos de modo tal que os sistemas de equações resultantes possua uma única solução.

As condições necessárias para a obtenção da matriz [Af] devem ser também observadas no

momento de determinar a matriz [Mf] a partir da equação 5.61.

Uma vez calculadas as matrizes [Af] e [Mf], pode-se calcular as matrizes [Am] e [Mm]. A

partir das equações 5.58 e 5.59 tem-se:
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[[ ]] [[ ]] [[ ]][[ ]]If

1

Vm TATA
−−== (5.62)

[[ ]] [[ ]] [[ ]][[ ]]If

1

Vm TMTM
−−== (5.63)

5.5 Matrizes [Am] e [Mm] para linhas trifásicas

Considere uma linha trifásica, com fases A, B e C, em que os efeitos dos cabos pára-raios

já estão inseridos nas fases. Nesta linha, os vetores [Vaberto] e [Iaberto] são escritos como sendo:

[[ ]] [[ ]]T

abCabBabAaberto VVVV == (5.64)

[[ ]] [[ ]]T

abCabBabAaberto IIII == (5.65)

Na equação 5.64 as tensões VabA, VabB e VabC são as tensões nas fases A, B e C,

respectivamente, da linha e na equação 5.65 as correntes IabA, IabB e IabC são as correntes nas fases A,

B e C, respectivamente, da linha.

A matriz [Af] para a linha trifásica descrita anteriormente é escrita como sendo:
















==

fCCfCBfCA

fBCfBBfBA

fACfABfAA

f

AAA

AAA

AAA

][A (5.66)

Substituindo as expressões 5.64-5.66 na expressão 5.62:
































==

















abC

abB

abA

fCCfCBfCA

fBCfBBfBA

fACfABfAA

abC

abB

abA

I

I

I

AAA

AAA

AAA

V

V

V

(5.67)

Desenvolvendo a equação 5.67:

abCfACabBfABabAfAAabA IAIAIAV ++++== (5.68)

abCfBCabBfBBabAfBAabB IAIAIAV ++++== (5.69)

abCfCCabBfCBabAfCAabC IAIAIAV ++++== (5.70)

Considerando, nas equações 5.68-5.70, que as tensões e correntes são conhecidas tem-se

um sistema de 3 equações com 9 incógnitas, sendo que as incógnitas são os elementos AfAA, AfAB,

AfAC, AfBA, AfBB, AfBC, AfCA, AfCB e AfCC. Para que este sistema tenha solução única, será

considerado que a linha, com uma das extremidades em aberto, foi submetida a 3 situações. Na
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primeira situação a linha é alimentada com o vetor de tensões [Vaberto]1 ; na segunda situação a linha

é alimentada com o vetor de tensões [Vaberto]2 e na terceira situação a linha é alimentada com o vetor

de tensões [Vaberto]3. De posse dos vetores de tensões de fase [Vaberto]1, [Vaberto]2 e [Vaberto]3 é possível

obter os vetores de correntes de fase [Iaberto]1,  [Iaberto]2 e [Iaberto]3. Está sendo considerado que os

vetores de correntes de fase [Iaberto]1, [Iaberto]2 e [Iaberto] são vetores LI.

Da primeira situação obtém-se os vetores de correntes e tensões de fase da linha como

sendo:

[[ ]] [[ ]] T
)1abC()1abB()1abA(1aberto VVVV == (5.71)

[[ ]] [[ ]] T
)1abC()1abB()1abA(1aberto IIII == (5.72)

Substituindo as equações 5.71 e 5.72 na expressão 5.60:
































==

















)1abC(

)1abB(

)1abA(

fCCfCBfCA

fBCfBBfBA

fACfABfAA

)1abC(

)1abB(

)1abA(

I

I

I

AAA

AAA

AAA

V

V

V

(5.73)

Da segunda situação obtém-se os vetores de correntes e tensões de fase da linha como

sendo:

[[ ]] [[ ]] T
)2abC()2abB()2abA(2aberto VVVV == (5.74)

[[ ]] [[ ]] T
)2abC()2abB()2abA(2aberto IIII == (5.75)

Substituindo as equações 5.74 e 5.75 na expressão 5.60:
































==

















)2abC(

)2abB(

)2abA(

fCCfCBfCA

fBCfBBfBA

fACfABfAA

)2abC(

)2abB(

)2abA(

I

I

I

AAA

AAA

AAA

V

V

V

(5.76)

Da terceira situação obtém-se os vetores de correntes e tensões de fase da linha como
sendo:

[[ ]] [[ ]] T
)3abC()3abB()3abA(3aberto VVVV == (5.77)

[[ ]] [[ ]] T
)3abC()3abB()3abA(3aberto IIII == (5.78)
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Substituindo as equações 5.77 e 5.78 na expressão 5.60:
































==

















)3abC(

)3abB(

)3abA(

fCCfCBfCA

fBCfBBfBA

fACfABfAA

)3abC(

)3abB(

)3abA(

I

I

I

AAA

AAA

AAA

V

V

V

(5.79)

Desenvolvendo as equações matriciais 5.73, 5.76 e 5.79:

)1abC(fAC)1abB(fAB)1abA(fAA)1abA( IAIAIAV ++++== (5.80)

)1abC(fBC)1abB(fBB)1abA(fBA)1abB( IAIAIAV ++++== (5.81)

)1abC(fCC)1abB(fCB)1abA(fCA)1abC( IAIAIAV ++++== (5.82)

)2abC(fAC)2abB(fAB)2abA(fAA)2abA( IAIAIAV ++++== (5.83)

)2abC(fBC)2abB(fBB)2abA(fBA)2abB( IAIAIAV ++++== (5.84)

)2abC(fCC)2abB(fCB)2abA(fCA)2abC( IAIAIAV ++++== (5.85)

)3abC(fAC)3abB(fAB)3abA(fAA)3abA( IAIAIAV ++++== (5.86)

)3abC(fBC)3abB(fBB)3abA(fBA)3abB( IAIAIAV ++++== (5.87)

)3abC(fCC)3abB(fCB)3abA(fCA)3abC( IAIAIAV ++++== (5.88)

Re-escrevendo as equações 5.80-5.88:

0A0A0A0A0A0AIAIAIAV fCCCB32ffCAfBCfBBfBA)1abC(fAC)1abB(fAB)1abA(fAA)1abA( ++++++++++++++++== (5.89)

0A0A0AIAIAIA0A0A0AV fCCfCBfCA)1abC(fBC)1abB(fBB)1abA(fBAfACfABfAA)1abB( ++++++++++++++++== (5.90)

)1abC(fCC)1abB(fCB)1abA(fCAfBCfBBfBAfACfABfAA)1abC( IAIAIA0A0A0A0A0A0AV ++++++++++++++++== (5.91)

0A0A0A0A0A0AIAIAIAV fCCfCBfCAfBCfBBfBA)2abC(fAC)2abB(fAB)2abA(fAA)2abA( ++++++++++++++++== (5.92)

0A0A0AIAIAIA0A0A0AV fCCfCBfCA)2abC(fBC)2abB(fBB)2abA(fBAfACfABfAA)2abB( ++++++++++++++++== (5.93)

)2abC(fCC)2abB(fCB)2abA(fCAfBCfBBfBAfACfABfAA)2abC( IAIAIA0A0A0A0A0A0AV ++++++++++++++++== (5.94)

0A0A0A0A0A0AIAIAIAV fCCfCBfCAfBCfBBfBA)3abC(fAC)3abB(fAB)3abA(fAA)3abA( ++++++++++++++++== (5.95)

0A0A0AIAIAIA0A0A0AV fCCfCBfCA)3abC(fBC)3abB(fBB)3abA(fBAfACfABfAA)3abB( ++++++++++++++++== (5.96)

)3abC(fCC)3abB(fCB)3abA(fCAfBCfBBfBAfACfABfAA)3abC( IAIAIA0A0A0A0A0A0AV ++++++++++++++++== (5.97)

Escrevendo as equações 5.89-5.97 na forma matricial:
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fCB
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fAC

fAB

fAA

)3abC()3abB()3abA(

)3abC()3abB()3abA(

)3abC()3abB()3abA(

)2abC()2abB()2abA(

)2abC()2abB()2abA(

)2abC()2abB()2abA(

)1abC()1abB()1abA(

)1abC()1abB()1abA(

)1abC()1abB()1abA(

)3abC(

)3abB(

)3abB(

)2abC(

)2abB(

)2abA(

)1abC(

)1abB(

)1abA(

A

A

A

A

A

A

A

A

A

III000000

000III000

000000III

III000000

000III000

000000III

III000000

000III000

000000III

V

V

V

V

V

V

V

V

V

(5.98)

A partir da expressão 5.98 é possível escrever os elementos da matriz [Af] em função das

correntes e das tensões. Desta forma, tem-se:





































































==


































−−

)3abC(

)3abB(

)3abB(

)2abC(

)2abB(

)2abA(

)1abC(

)1abB(

)1abA(

1

)3abC()3abB()3abA(

)3abC()3abB()3abA(

)3abC()3abB()3abA(

)2abC()2abB()2abA(

)2abC()2abB()2abA(

)2abC()2abB()2abA(

)1abC()1abB()1abA(

)1abC()1abB()1abA(

)1abC()1abB()1abA(

fCC

fCB

fCA

fBC

fBB

fBA

fAC

fAB

fAA

V

V

V

V

V

V

V

V

V

III000000

000III000

000000III

III000000

000III000

000000III

III000000

000III000

000000III

A

A

A

A

A

A

A

A

A

(5.99)

Utilizando o mesmo raciocínio que foi utilizado para obter os elementos da matriz [Af] é

possível escrever os elementos da matriz [Mf] como sendo:





































































==


































−−

)3ccC(

)3ccB(

)3ccB(

)2ccC(

)2ccB(

)2ccA(

)1ccC(

)1ccB(

)1ccA(

1

)3ccC()3ccB()3ccA(

)3ccC()3ccB()3ccA(

)3ccC()3ccB()3ccA(

)2ccC()2ccB()2ccA(

)2ccC()2ccB()2ccA(

)2ccC()2ccB()2ccA(

)1ccC()1ccB()1ccA(

)1ccC()1ccB()1ccA(

)1ccC()1ccB()1ccA(

33f

32f

31f

23f

22f

21f

13f

12f

11f

V

V

V

V

V

V

V

V

V

III000000

000III000

000000III

III000000

000III000

000000III

III000000

000III000

000000III

M

M

M

M

M

M

M

M

M

(5.100)
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Uma vez obtidas os elementos das matrizes [Af] e [Mf], pode-se obter as matrizes [Am] e

[Mm] a partir das equações 5.62 e 5.63.

5.6 Matrizes [Am] e [Mm] para linhas trifásicas com plano de simetria vertical

Para determinar as impedâncias equivalentes nos itens 5.4 e 5.5 foi considerado que as

matrizes [TI] e [TV] são conhecidas. Uma vez que o cálculo destas matrizes utiliza os parâmetros

longitudinais e transversais da linha, pressupõe-se que os mesmos são conhecidos.

os parâmetros longitudinais e transversais da linha são conhecidos sendo possível então determinar

as matrizes [TI] e [TV].

No entanto, se a finalidade é calcular as impedâncias equivalentes dos modos da linha a

partir das correntes e tensões de fase, pressupõe-se que somente as correntes e tensões de fase são

conhecidas. Deste modo, nos itens 5.4 e 5.5 seria possível obter somente as matrizes [Af] e [Mf].

No entanto se a linha trifásica possui um plano de simetria vertical, a conversão entre

grandezas de fase e grandezas modais poder ser feita sem o uso das matrizes [TI] e [TV] sendo que,

conforme mostrado nos capítulos 3 e 4, estas matrizes podem ser substituídas pela matriz de Clarke.

Substituindo, nas equações 5.62 e 5.63, as matrizes [TI] e [TV] pela matriz de Clarke

obtém-se as matrizes [Aqm] e [Mqm] que são, respectivamente, as matrizes de impedâncias

equivalentes dos Quase-modos da linha em aberto e em curto-circuito. Desta forma tem-se:

[[ ]] [[ ]] [[ ]][[ ]]clarkef

1

clarkeqm TATA
−−== (5.101)

[[ ]] [[ ]] [[ ]][[ ]]clarkef

1

clarkeqm TMTM
−−== (5.102)

A matriz de Clarke possui uma característica tal que:

[[ ]] [[ ]]T

clarke

1

clarke TT ==−−
(5.103)

Substituindo 5.103 nas equações 5.101 e 5.102:

[[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]]clarkef

T

clarkeqm TATA == (5.104)

[[ ]] [[ ]] [[ ]][[ ]]clarkef

T

clarkeqm TMTM == (5.105)

Se a linha de transmissão não é transposta, as matrizes [Aqm] e [Mqm] são do tipo [42, 43,

44, 45, 46, 48, 49]:
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[[ ]]















==

0á0

â

0áá

qm

A0A

0A0

A0A

A (5.106)

[[ ]]















==

0á0

â

0áá

qm

M0M

0M0

M0M

M (5.107)

Desprezando os termos mútuos das matrizes [Aqm] e [Mqm], as mesmas podem ser escritas

como sendo:

[[ ]]















≅≅

0

â

á

qm

A00

0A0

00A

A (5.108)

[[ ]]















≅≅

0

â

á

qm

M00

0M0

00M

M (5.109)

As matrizes mostradas nas equações 5.108 e 5.109 podem, com um pequeno erro, ser

consideradas como sendo as matrizes de impedâncias equivalentes dos modos.

5.7 Cálculo das impedâncias equivalentes de uma linha trifásica com plano de simetria vertical

Neste item serão calculadas as matrizes [Am], [Mm], [Aqm] e [Mqm] a partir das correntes e

tensões nas fases da linha. A seguir serão feitas comparações entre as matrizes [Am] e [Aqm] e entre

as matrizes [Mm] e [Mqm].

As matrizes [Am] e [Mm] são calculadas a partir da hipótese de que os parâmetros

longitudinais e transversais da linha são conhecidos. Desta forma pode-se calcular as matrizes [TI] e

[TV].

O cálculo das matrizes [Aqm] e [Mqm] partem da hipótese de que não dispomos de

informações referentes aos parâmetros longitudinais e transversais da linha. Neste caso as matrizes

[TI] e [TV] são substituídas pela matriz de Clarke.

Considere uma linha de transmissão trifásica de 440 kV, com dois cabos pára-raios

aterrados em todas as estruturas, conforme mostra a figura 5.2. Os dados referentes a esta linha estão

descritos no capítulo 2.
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1
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4 5

(9.27; 24.4)

(7.51; 36)

3.
6 

m

Figura 5.2 - Linha de transmissão trifásica de 440 kV

Após o rebatimento dos cabos pára-raios a linha da figura 5.2 é transformada na linha

mostrada na figura 5.3.

Figura 5.3 - Linha com os cabos pára-raios rebatidos nas fases

5.7.1 Correntes e tensões nas fases

O cálculo das correntes e tensões nas fases da linha seguiu o seguinte procedimento:

a) Inicialmente considerou-se um vetor de tensões aplicado nas fases da linha (para a linha com o

receptor em curto-circuito e em aberto), conforme mostram as figuras 5.4 e 5.5.

A

B C

 0.4 m
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Figura 5.4 - Simulação de medição de correntes e tensões na linha, considerando o receptor em

curto-circuito

Figura 5.5 - Simulação de medição de correntes e tensões na linha, considerando o receptor aberto

b) A linha foi desacoplada em seus modos exatos a partir das matrizes TI e TV .

Fase A

Fase B

Fase C

IabA

IabB

IabC

VabA

VabB

VabC

Fase A

Fase B

Fase C

IccA

IccB

IccC

VccA

VccB

VccC
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Figura 5.6 - Decomposição da linha, com o receptor em curto-circuito, em seus modos exatos

Figura 5.7 - Decomposição da linha, com um dos extremos em aberto, em seus modos “exatos”

c) Em seguida considerando as tensões aplicadas, calculou-se as correntes em cada um dos modos

exatos, considerando a linha com o receptor em curto-circuito e em circuito aberto.

Para a linha com o receptor em curto-circuito, tem-se:

Vmcc2

Imcc2

Modo exato 2

Vmcc1

Imcc1

Modo exato 1

Vmcc3

Imcc3

Modo exato 3

Vmab2

Imab2

Modo exato 2

Vmab1

Imab1

Modo exato 1

Vmab3

Imab3

Modo exato 3
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(( )) 1mcc1m1m

1m

1m

1mcc Vdyzghcot

y

z

1
I == (5.110)

(( )) 2mcc2m2m

2m

2m

2mcc Vdyzghcot

y

z

1
I == (5.111)

(( )) 3mcc3m3m

3m

3m

3mcc Vdyzghcot

y

z

1
I == (5.112)

Para a linha com o receptor em aberto, tem-se:

(( )) 1mab1m1m

1m

1m

1mab Vdyztgh

y

z

1
I == (5.113)

(( )) 2mab2m2m

2m

2m

2mab Vdyztgh

y

z

1
I == (5.114)

(( )) 3mab3m3m

3m

3m

3mab Vdyztgh

y

z

1
I == (5.115)

Sendo:

Vmcc1, Vmcc2 e Vmcc3 Tensões modais aplicadas na linha, considerando o receptor em curto-circuito

Vmab1, Vmab2 e Vmab3 Tensões modais aplicadas na linha, considerando o receptor em aberto

Imcc1, Imcc2 , e Imcc3 Correntes modais, considerando o receptor da linha em curto-circuito

Imab1, Imab2 , e Imab3 Correntes modais, considerando o receptor em aberto

d Comprimento da linha

d) As correntes são então convertidas para o domínio das fases.

Para a linha com o receptor em curto-circuito:

[[ ]] [[ ]]















==
















==

3mcc

2mcc

1mcc

I

ccC

ccB

ccA

curto

I

I

I

T

I

I

I

I (5.116)
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[[ ]] [[ ]]















==
















==

3mcc

2mcc

1mcc

V

ccC

ccB

ccA

curto

V

V

V

T

V

V

V

V (5.117)

Para a linha com um dos extremos em aberto:

[[ ]] [[ ]]















==
















==

3mab

2mab

1mab

I

abC

abB

abA

aberto

I

I

I

T

I

I

I

I (5.118)

[[ ]] [[ ]]















==
















==

3mab

2mab

1mab

V

aCb

abB

abA

aberto

V

V

V

T

V

V

V

V (5.119)

Sendo:

IccA, IccB , e IccC Correntes nas fases, considerando o receptor em curto-circuito

IabA, IabB , e IabC Correntes nas fases, considerando o receptor aberto

VccA, VccB , e VccC Tensões nas fases, considerando o receptor em curto-circuito

VabA, VabB , e VabC Tensões nas fases, considerando o receptor aberto

Foram utilizados os seguintes vetores de tensões:

[[ ]] [[ ]] [[ ]]001VV
1curto1aberto ==== (5.120)

[[ ]] [[ ]] [[ ]]010VV
2curto2aberto ==== (5.121)

[[ ]] [[ ]] [[ ]]110VV
3curto3aberto ==== (5.122)

As figuras 5.8-5.10 mostram as correntes nas fases da linha, considerando que o receptor

está aberto, quando são aplicadas as tensões do vetor [Vaberto]1 em freqüências compreendidas entre

10 Hz e 10 kHz.
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As figuras 5.11-5.13 mostram as correntes nas fases da linha, considerando que o receptor

está aberto, quando são aplicadas as tensões do vetor [Vcurto]1 em freqüências compreendidas entre

10 Hz e 10 kHz.
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Fig. 5.11 - Corrente na fase A

10
1

10
2

10
3

10
4

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

A
m

p
li
tu

d
e
 (

A
)

Real

Imaginária

Freqüência (Hz)
Fig. 5.12 - Corrente na fase B

10
1

10
2

10
3

10
4

-0.12

-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

A
m

p
li
tu

d
e
 (

A
)

Real

Imaginária

Freqüência (Hz)
Fig. 5.13 - Corrente na fase C



Capítulo 5 – Impedâncias equivalentes calculadas a partir das correntes e tensões de fase

82

5.7.2 Impedâncias equivalentes

De posse das correntes e tensões de fase da linha, pode-se obter as matrizes [Af] e [Mf]

através das equações 5.99 e 5.100. Em seguida, utilizando as equações 5.62 e 5.63, calcula-se as

matrizes [Am] e [Mm]. As matrizes [Aqm] e [Mqm] são calculadas, a partir das matrizes [Af] e [Mf],

utilizando as equações 5.101 e 5.102.

A figura 5.14 mostra o módulo dos elementos Am1 e Aα das matrizes [Am] e [Aqm],

respectivamente.
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Figura 5.14 - Módulo dos elementos Am1 (I) e Aα (II)

A figura 5.15 mostra o argumento dos elementos Am1 e Aα  das matrizes [Am] e [Aqm],

respectivamente.
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Figura 5.15 - Argumento dos elementos Am1 (I) e Aα (II)

A figura 5.16 mostra o módulo de Am2 e Aβ das matrizes [Am] e [Aqm], respectivamente.
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Figura 5.16 - Módulo dos elementos Am2 (I) e Aβ (II)

A figura 5.17 mostra o argumento de Am22 e Aβ de [Am] e [Aqm], respectivamente.
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Figura 5.17 - Argumento dos elementos Am22 (I) e Aβ (II)

A figura 5.18 mostra o módulo de Am3 e A0 das matrizes [Am] e [Aqm], respectivamente.
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Figura 5.18 - Módulo dos elementos Am3 (I) e A0 (II)
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A figura 5.19 mostra o argumento de Am3 e A0.
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Figura 5.19 - Argumento dos elementos Am3 (I) e A0 (II)

A figura 5.20 mostra o módulo dos elementos Mm1 e Mα.
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Figura 5.20 - Módulo dos elementos Mm11 (I) e Mα (II)

A figura 5.21 mostra o argumento dos elementos Mm1 e Mα.
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A figura 5.22 mostra o módulo dos elementos Mm2 e Mβ.
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Figura 5.22 - Módulo dos elementos Mm2 (I) e Mβ (II)

A figura 5.23 mostra o argumento dos elementos Mm2 e Mβ  das matrizes [Mm] e [Mqm],
respectivamente.
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Figura 5.23 - Argumento dos elementos Mm2 (I) e Mβ (II)

A figura 5.24 mostra o módulo dos elementos Mm3 e M0.
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Figura 5.24 - Módulo dos elementos Mm3 (I) e M0 (II)
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A figura 5.25 mostra o módulo dos elementos Mm3 e M0.
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Figura 5.25 - Argumento do elemento Mm3 (I) e M0 (II)

As figuras 5.14 - 5.25 mostraram as impedâncias equivalentes modais, de circuito aberto e

de curto-circuito, calculadas à partir das correntes e tensões medidas nas fases da linha. Os

resultados mostraram que a utilização da matriz de Clarke, em substituição às matrizes [TI] e [TV],

aparentemente, não provocou grandes alterações nos resultados. No próximo será feita uma análise

quantitativa do erro provocado pelo uso da matriz de Clarke em substituição às matrizes [TI] e [TV].

5.7.3 Influência da matriz de transformação

Neste item será verificada a influência da matriz de transformação sobre as impedâncias

equivalentes que são calculadas a partir das correntes e tensões de fase. Para tanto, será calculada a

diferença que existe entre os elementos Am(i,i) e Aqm(i,i) das matrizes [Am] e [Aqm],

respectivamente. Deste modo, será possível verificar a magnitude do erro cometido quando as

matrizes [TI] e [TV] são substituídas pela matriz de Clarke. O mesmo procedimento será feito para

os elementos Mm(i,i) e Mqm(i,i) das matrizes [Mm] e [Mqm].

A diferença entre os elementos das matrizes [Am] e [Aqm] será calculado como sendo:

(i,i)A

(i,i)A(i,i)A
100erro

m

qmm −−
== (5.123)

Para as matrizes [Mm] e [Mqm], a diferença entre seus elementos é:

(i,i)M

(i,i)M(i,i)M
100erro

m

qmm −−
== (5.124)

A figura 5.26 mostra o erro existente entre os elementos Am1 e Aα
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Figura 5.26 - Erro do elemento Aα em relação ao elemento Am1

A figura 5.27 mostra o erro existente entre os elementos Am2 e Aβ.
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Figura 5.27 - Erro do elemento Aβ em relação ao elemento Am2

A figura 5.28 mostra o erro existente entre os elementos Am3 e A0
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Figura 5.28 - Erro do elemento A0 em relação ao elemento Am3
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A figura 5.29 mostra o erro existente entre os elementos Mm1 e Mα
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Figura 5.29 - Erro do elemento Mα em relação ao elemento Mm1

A figura 5.30 mostra o erro existente entre os elementos Mm2 e Mβ.
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Figura 5.30 - Erro do elemento Mββ  em relação ao elemento Mm2

A figura 5.31 mostra o erro existente entre os elementos Mm33 e M0.
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Figura 5.31 - Erro do elemento M0 em relação ao elemento Mm33
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As figuras 5.26 - 5.31 mostram que os maiores erros cometidos quando se utiliza a matriz

de Clarke ocorrem em freqüências específicas (nas freqüências de ressonâncias). Os resultados

também mostram que, exceto em freqüências específicas, o erro nos modos 1 e 3 são menores que

1%. O Quase-modo beta é um modo exato, uma vez que o mesmo não apresenta diferenças em

relação ao modo 2.

5.8 Conclusões

Neste capítulo foram desenvolvidas expressões que relacionam as impedâncias

equivalentes dos modos da linha com as correntes e tensões de fase da mesma.

O processo de cálculo desenvolvido requer o uso das matrizes [TI] e [TV], grandezas estas

que não são conhecidas em se tratando de linhas cujos parâmetros são desconhecidos. No entanto,

em se tratando de linhas trifásicas sem transposição, mas com um plano de simetria vertical, as

matrizes [TI] e [TV] podem ser substituídas pela matriz de Clarke sem que as impedâncias

equivalentes sofram grandes alterações.

Os maiores erros resultantes da utilização da matriz de Clarke ocorrem em valores pontuais

de freqüências, sendo que, exceto nestes pontos específicos, o erro é inferior a 1%. O modo 2 não é

alterado devido à utilização da matriz de Clarke.
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6
PARÂMETROS DA LINHA CALCULADOS A

PARTIR DAS CORRENTES E TENSÕES DE FASE,

UTILIZANDO A MATRIZ [TI]

6.1 Introdução

No capítulo 5 foi mostrado que as impedâncias equivalentes podem ser obtidas a partir das

correntes e tensões de fase da linha. Uma vez obtidas as impedâncias equivalentes pode-se calcular

as funções de propagação de cada um dos modos a partir das impedâncias equivalentes. Também é

possível calcular as impedâncias características modais a partir das impedâncias equivalentes. Uma

vez que a função de propagação e a impedância característica são conhecidas, é possível calcular as

impedâncias longitudinais e as admitâncias transversais dos modos da linha e, em seguida, convertê-

los para o domínio das fases.

Neste capítulo será mostrado o processo de cálculo dos parâmetros da linha de transmissão

a partir das impedâncias equivalentes.

A figura 6.1 mostra um diagrama de blocos que descreve todo o processo de cálculo dos

parâmetros da linha de transmissão a partir das correntes e tensões de fase, considerando o uso da

matriz de transformação [TI].
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Figura 6.1 - Cálculo dos parâmetros da linha de transmissão a partir das correntes e tensões de fase

As etapas 1 e 2 dos diagramas de blocos, mostrados na figura 6.1, foram desenvolvidas no

capítulo 5 enquanto que as etapas 3, 4 e 5 serão desenvolvidas neste capítulo.

6.2 Funções de propagação

No apêndice foi desenvolvida uma expressão em que é possível calcular a função de

propagação γi , do i-ésimo modo da linha, em função das impedâncias equivalentes deste modo. De

acordo com esta expressão, a função de propagação γi é expressa através de:

(( ))jF(x)ln
d2

1
ã i ++== (6.1)

Onde:

( )
( ) 2

4

22
4

2
3

2

4

2

3

C4CC(1

CC1
x

++−

++
= (6.2)

1a etapa: Cálculo das correntes e tensões de fase da linha, considerando dois
estados da mesma (receptor em aberto e receptor em curto-circuito)

2a etapa: Cálculo das impedâncias equivalentes modais, a partir das
correntes e tensões de fase da linha, utilizando a matriz [TI]

3a etapa: Cálculo das funções de propagação dos modos a partir das
impedâncias equivalentes

4a etapa: Cálculo dos parâmetros longitudinais e transversais, no domínio
modal, a partir da função de propagação e da impedância característica

5a etapa: Cálculo dos parâmetros longitudinais e transversais da linha, no
domínio das fases, utilizando a matriz [TI]
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43
mi

mi jCC
M

A
++== (6.4)

Na expressão 6.1 a função ln(x) define a componente real de γ, enquanto que a função F

define a componente imaginária. Os termos Ami e Mmi são as impedâncias equivalentes de circuito

aberto e de curto-circuito, respectivamente, do i-ésimo modo. As impedâncias Ami e Mmi foram

obtidas a partir das correntes e tensões de fase da linha, conforme mostrado no capítulo 5.

Para uma linha cujos parâmetros são conhecidos, pode-se calcular a constante de

propagação do i-ésimo modo através de [11, 29]:

mimii yzã == (6.5)

Os termos zmi e ymi na equação 6.5 são, respectivamente, a impedância longitudinal e a

admitância transversal do i-ésimo modo da linha. Os termos zmi e ymi foram obtidos a partir dos

parâmetros da linha, no domínio das fases, que foram calculados no capítulo 2.

A seguir serão mostradas as funções de propagação dos modos da linha trifásica, da figura

5.2, calculadas através da equação 6.1. Estes resultados serão comparados com os resultados obtidos

através da expressão 6.5.

As figuras 6.2-6.4 mostram, respectivamente a componente real das funções de propagação

dos modos exato 1, 2 e 3 (γ1, γ2 e γ3) obtida através das equações 6.1 (curva I) e 6.5 (curva II).
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As figuras 6.5-6.7 mostram, respectivamente a componente imaginária de γ dos modos

exato 1, 2 e 3 (γ1, γ2 e γ3) obtida através das equações 6.1 (curva I) e 6.5 (curva II).
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As figuras 6.2-6.4 mostram que as equações 6.1 e 6.5 apresentam os mesmos resultados,

quando utilizadas para calcular a componente real de γ. No entanto, conforme mostram as figuras

6.5-6.7, o mesmo não acontece com a parte imaginária.

A seguir, será feita uma análise dos resultados das equações 6.1 e 6.5, quando utilizadas

para calcular a componente imaginária de γ.

6.2.1 Componente imaginária

As figuras 6.8-6.10 mostram, respectivamente a componente imaginária das funções de

propagação dos modos exato 1, 2 e 3 (γ1, γ2 e γ3) obtida através das equações 6.1 (curva I) e 6.5

(curva II) em freqüências compreendidas entre 10 Hz e 1 kHz.
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As figuras 6.8-6.10 mostram que a curva I, obtida através da função F é coincidente com a

curva I somente em uma faixa de freqüência inicial.

O comportamento periódico da curva I é devido à natureza da componente imaginária da

função mostrada na equação 6.1 Esta função é uma função inversa do co-seno [26] que possui como

domínio o intervalo [-1, 1] e como imagem o intervalo [0, π/2d]. Portanto, no primeiro intervalo de

freqüência que corresponde ao domínio [-1, 1] a componente imaginária de γ calculada através da

expressão 6.1 assume os valores [0, π/2d]. Para os demais intervalos de freqüências,

correspondentes ao domínio [-1, 1], a função assume os valores do intervalo [0, π/2d] acrescidos do

valor π/2d que corresponde a meia volta no círculo trigonométrico.

A figura 6.11 mostra, graficamente, o que foi comentado no parágrafo anterior.

 

fo          f1         f2         f3         f4         f5        f6  

(π/2d) 

(II) 

(I) 

(π/d) 

(3π/2d) 

(2π/δ) 

(5π/2d) 

(3π/d) 

Figura 6.11 - Componente imaginária de γ

Portanto, a função F deve ser corrigida de modo tal que para valores de freqüência maiores

que f1 esta função assuma os valores da curva II.

6.2.2 Correção da função F

Deve-se ajustar a função F de modo tal que a mesma seja coincidente com a curva II para

todos os valores de freqüência.

Considere a função F’ definida como sendo a curva I ajustada. Considere também a função

G como sendo componente imaginária de γ ,obtida através da equação 6.5. Deste modo, as funções

F’ e G devem ser idênticas.

A figura 6.12 mostra um trecho genérico das funções F, F’ e G.
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Figura 6.12 - Funções F, F’ e G.

Com base nas figuras 6.11 e 6.12 é possível expressar F’ em função de F. Deste modo,

obtém-se:

Para F'F]f,f[f 10 =⇔∈ (6.6)

Para F
d

'F]f,f[f 21 −
π

=⇔∈ (6.7)

Para F
d

'F]f,f[f 32 +
π

=⇔∈ (6.8)

Para F
d

2
'F]f,f[f 43 −

π
=⇔∈ (6.9)

Para F
d

2
'F]f,f[f 54 +

π
=⇔∈ (6.10)

Para F
d

3
'F]f,f[f 65 −

π
=⇔∈ (6.11)

Para F
d

3
'F]f,f[f 76 +

π
=⇔∈ (6.12)

Generalizando as expressões 6.6-6.12 pode-se expressar F’ em função de F, nos intervalos

genéricos [f2n-1,f2n] e [f2n,f2n+1] como sendo:

Para F
d2

n2
'F]f,f[f n21n2 −

π
=⇔∈ − (6.13)

Para F
d2

n2
'F]f,f[f 1n2n2 +

π
=⇔∈ + (6.14)

Nas expressões 6.13 e 6.14 deve-se considerar n = 1, 2, 3, ....Estas expressões definem F’

em função de F, de modo tal que as funções F’ e G sejam idênticas em toda a faixa de freqüência

(2n-1)ππ/2d

2nππ/2d

f2n-1                f2n               f2n+1

ππ/2d

G

F

(2n+1)ππ/2d

F’
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considerada. Portanto, a função F’ representa a componente imaginária de γ obtida através da

equação 6.1.

Uma condição necessária para se calcular F’ através das expressões 6.13 e 6.14 é que os

valores de freqüências em que ocorrem os pontos de máximo e de mínimo da função F devem ser

todos conhecidos. Os valores máximos e mínimos de F são, respectivamente, zero e 
d2

π
. Resta,

portanto, determinar todas as freqüências em que ocorrem os pontos de máximo e de mínimo.

As equações 6.13 e 6.14 definem a função F’ em cada intervalo cujos extremos são valores

máximos e mínimos, consecutivos, de F. Pode-se também calcular F’ em função de F não em

intervalos, definido por máximos e mínimos consecutivos, e sim de forma pontual.

Para obter F’ na forma pontual, deve-se derivar ambos os membros das equações 6.13 e

6.14 em relação à freqüência, obtendo então:

Para 
f

F

f

'F
]f,f[f n21n2 ∂

∂
−=

∂
∂

⇔∈ − (6.15)

Para 
f

F

f

'F
]f,f[f 1n2n2 ∂

∂
=

∂
∂

⇔∈ + (6.16)

Na figura 6.12 observa-se que a derivada da função F em relação à freqüência é negativa no

intervalo [f2n-1, f2n] e positiva no intervalo [f2n, f2n+1]. Desta forma, as equações 6.15 e 6.16 podem

ser re-escritas como sendo:

Para 
f

F

f

'F
0

f

F

∂
∂

−=
∂
∂

⇔<
∂
∂

(6.17)

Para 
f

F

f

'F
0

f

F

∂
∂

=
∂
∂

⇔>
∂
∂

(6.18)

Considerando que as freqüências consecutivas fk e fk-1 são bastante próximas, pode-se fazer

a seguinte aproximação [26]:

1kk

1kk

ff

)f('F)f('F

f
'F

−

−

−
−

=
∂
∂

(6.19)

Onde F’(fk) e F’(fk-1) são os valores da função F’ calculadas nas freqüências fk e fk-1,
respectivamente.

Da expressão 6.19 obtém-se:

)f('F)ff(
f

'F
)f('F 1k1kkk −− +−

∂
∂

= (6.20)
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Substituindo as expressões de 
f

'F

∂
∂

, obtidas nas expressões 6.17 e 6.18, na expressão 6.20

obtém-se:

)f('F)ff(
f

)f(F
)f('F 1k1kk

k
k −− +−

∂
∂

−= para 0
f

)f(F k <
∂

∂
(6.21)

)f('F)ff(
f

)f(F
)f('F 1k1kk

k
k −− +−

∂
∂

= para 0
f

)f(F k >
∂

∂
(6.22)

As equações 6.21 e 6.22 podem ser escritas na forma de uma única equação, se o conceito

de função módulo [26] for utilizado no termo
f

F

∂
∂

. Desta forma, o termo F’(fk) será escrito como:

)f('F)ff(
f

)f(F
)f('F 1k1kk

k
k −− +−

∂
∂

= (6.23)

Sendo 
f

)f(F k

∂
∂

 o módulo de 
f

)f(F k

∂
∂

.

A função F não é uma função explícita da freqüência. Portanto, o termo 
f

)f(F k

∂
∂

 deve ser

calculado da mesma maneira como foi definido, na equação 6.19, o termo 
f

)f('F k

∂
∂

.

Portanto a função F pode ser ajustada através das equações 6.13 e 6.14 ou através da

equação 6.23. Se o ajuste for feito através das equações 6.13 e 6.14 há a necessidade de se conhecer

as freqüências em que ocorrem os pontos de máximos e de mínimos da função F. No entanto, caso

seja utilizada a equação 6.23 para ajustar F não há a necessidade de se conhecer as freqüências em

que ocorrem os pontos de máximo e de mínimo da função F mas, deve-se considerar que as

freqüências em que as correntes e tensões foram obtidas são bastante próximas de modo tal que a

equação 6.19 possa ser utilizada.

Neste item, serão utilizadas as equações 6.13 e 6.14 no processo de correção, uma vez que

os pontos de máximo e de mínimo da função F são facilmente obtidos.

As figuras 6.13-6.15 mostram, respectivamente as funções F’ e G dos modos da linha.
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As figuras 6.13-6.15 mostram que as funções F’ e G dos modos da linha são coincidentes.

Portanto, pode-se afirmar que a função F’ é a componente imaginária da função de propagação que

foi calculada a partir das impedâncias equivalentes.
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6.3 Cálculo dos parâmetros da linha

No apêndice 1, mostra-se que existe a seguinte relação entre as impedâncias equivalentes e

os parâmetros longitudinais e transversais da linha:

mi

mi
mimi y

z
MA == (6.24)

Na expressão 6.24, Ami e Mmi são as impedâncias equivalentes de circuito aberto e de curto-

circuito, respectivamente, do i-ésimo modo da linha enquanto que zmi e ymi são, respectivamente, a

impedância longitudinal e a admitância transversal do i-ésimo modo.

A função de propagação γi do i-ésimo modo é escrita como sendo:

mimii yzã == (6.25)

Os termos Ami e Mmi são calculados a partir das correntes e tensões de fase da linha,

conforme foi mostrado no capítulo 5 enquanto que γi foi calculado a partir de Ami e Mmi conforme

mostrado no capítulo 6. Portanto, as equações 6.24 e 6.25 definem um sistema em que as incógnitas

são as impedâncias longitudinais e as admitâncias transversais da linha.

A solução do sistema definido pelas equações 6.24 e 6.25 é:

mimiimi MAãz == (6.26)

mimi

i
mi

MA

ã
y == (6.27)

Considerando que os termos Ami , Mmi e γi são calculados a partir das correntes e tensões de

fase, pode-se afirmar que as equações permitem o cálculo das impedâncias longitudinais e das

admitâncias transversais como funções das correntes e tensões de fase da linha.

Após o cálculo dos termos zmi e ymi , para todos os modos da linha, obtém-se as matrizes de

impedâncias longitudinais [Zm] e de admitâncias transversais [Ym] no domínio dos modos. Em

seguida, utilizando a matriz de transformação modal [TI], é possível obter as matrizes de

impedâncias longitudinais [Z] e de admitâncias transversais [Y] no domínio das fases como sendo:

[[ ]] [[ ]](( )) [[ ]] [[ ]] 1
Im

1T
I TZTZ −−−−

== (6.28)

[[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]] T
ImI TYTY == (6.29)
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A seguir serão mostrados os parâmetros da linha da figura 5.2, que foram calculados a

partir das correntes e tensões de fase. Estes parâmetros também serão calculados a partir das

informações referentes à geometria da torre, conforme mostrado no capítulo 2.

As curvas referentes aos parâmetros calculados a partir das correntes e tensões de fase

receberão a denominação de “curva I” enquanto que as curvas referentes aos parâmetros calculados

a partir da geometria da torre receberão a denominação de “curva II”.

6.3.1 Parâmetros longitudinais

A figuras 6.16-6.19 mostram as resistência e indutâncias próprias da linha.
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As figuras 6.20-6.23 mostram as resis tências e indutâncias mútuas da linha.
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Figura 6.22 - Resistência mútua entre as fases 2 e 3 (R23)
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As figuras 6.16-6.23 mostram que quando se considera que a matriz [TI] é conhecida, os

parâmetros longitudinais da linha calculados a partir das correntes e tensões de fase são idênticos

aos parâmetros da linha calculados a partir da geometria da torre.

6.3.2 Parâmetros transversais

Na linha mostrada no capítulo 5, considerou-se que as condutâncias eram nulas. Neste item

serão mostradas as condutâncias calculadas a partir das correntes e tensões de fase da linha.

As figuras 6.24-6.27 mostram as condutâncias próprias e mútuas da linha.
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Figura 6.25 - Condutância própria da fase 2 (G22)
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Figura 6.26 - Condutância mútua entre as fases 1 e 2 (G12)
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Figura 6.27 - Condutância mútua entre as fases 2 e 3 (G23)

As figuras 6.28-6.31 mostram as capacitâncias aparentes que foram calculadas a partir das

correntes e tensões de fase da linha (curva I) e a partir da geometria da linha (curva II).
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Figura 6.28 - Capacitância aparente da fase 1 (C11)
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Figura 6.29 - Capacitâncias aparente da fase 2 (C22)
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Figura 6.30 - Capacitância aparente entre as fases 1 e 2 (C12)
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Figura 6.31 - Capacitância aparente entre as fases 2 e 3 (C23)

As figuras 6.24-6.31 mostram que os parâmetros transversais que foram calculados a partir

das correntes e tensões de fase da linha são praticamente idênticos aos parâmetros transversais que

foram calculados a partir da geometria da torre.

6.4 Conclusões

Neste capítulo foi mostrado um método que possibilita o cálculo dos parâmetros

longitudinais e transversais da linha a partir das correntes e tensões de fase. O método pode ser

aplicado em qualquer tipo de linha de transmissão, desde que a matriz de transformação modal [TI]

da mesma seja conhecida.

O método baseia-se em uma equação, desenvolvida neste trabalho, que relaciona as funções

de propagação modais com as impedâncias equivalentes da linha. Uma vez que as impedâncias

equivalentes também foram obtidas a partir das correntes e tensões, conclui-se que é possível

relacionar as funções de propagação com as correntes e tensões de fase da linha.

A equação que foi desenvolvida permite calcular diretamente a componente real da função

de propagação. Quanto à parte imaginária, a mesma pode ser obtida após um ajuste nos resultados

obtidos com a equação desenvolvida.

O método foi testado em uma linha trifásica, com plano de simetria vertical, com 500 km

de comprimento e tensão nominal de 440 kV. Os parâmetros longitudinais e transversais desta linha

foram calculados a partir da equação desenvolvida e em seguida foram comparados com os

parâmetros que foram calculados a partir da geometria da torre. Os resultados obtidos são idênticos,

comprovando que o método desenvolvido está correto.
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7
PARÂMETROS DA LINHA CALCULADOS A

PARTIR DAS CORRENTES E TENSÕES DE FASE,

UTILIZANDO A MATRIZ DE CLARKE

7.1 Introdução

No método de cálculo dos parâmetros da linha a partir das correntes e tensões de fase que

foi desenvolvido anteriormente, existe a necessidade de que a matriz de transformação modal [TI]

seja conhecida. Para se determinar a matriz [TI] deve-se conhecer os parâmetros da linha. No

entanto, se os parâmetros são conhecidos, não há a necessidade de determiná-los.

No entanto, se a linha de transmissão é uma linha trifásica que possui um plano de simetria

vertical, a matriz de transformação modal pode ser substituída pela matriz de Clarke. Portanto, para

este tipo particular de linha, o método pode ser realmente utilizado para que se possa calcular os

parâmetros da linha a partir das correntes e tensões de fase. Neste caso, a matriz de Clarke é

utilizada em substituição à matriz [TI] no momento em que se calcula as impedâncias equivalentes

modais e quando se calcula os parâmetros da linha no domínio das fases.

A figura 7.1 mostra um diagrama de blocos que descreve todo o processo de cálculo dos

parâmetros da linha de transmissão a partir das correntes e tensões de fase, considerando o uso da

matriz de Clarke.
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Figura 7.1 - Cálculo dos parâmetros da linha de transmissão a partir das correntes e tensões de fase,

utilizando a matriz de Clarke

As etapas 1 e 2 dos diagramas de blocos, mostrados na figura 7.1, foram desenvolvidas no

capítulo 5 enquanto que as etapas 3, 4 e 5 serão desenvolvidas neste capítulo.

7.2 Funções de propagação

As funções de propagação são calculadas através da equação 6.1. Estes resultados serão

comparados com os resultados obtidos através da expressão 6.5. No entanto, deve-se considerar que

as impedâncias equivalentes foram calculadas com o uso da matriz de Clarke.

As figuras 7.2-7.4 mostram, respectivamente a componente real das funções de propagação

dos modos 1, 2 e 3 (γ1, γ2 e γ3) obtida através das equações 6.1 (curva I) e 6.5 (curva II).

1a etapa: Cálculo das correntes e tensões de fase da linha, considerando dois
estados da mesma (receptor em aberto e receptor em curto-circuito)

2a etapa: Cálculo das impedâncias equivalentes modais, a partir das
correntes e tensões de fase da linha, utilizando a matriz de Clarke

3a etapa: Cálculo das funções de propagação dos modos a partir das
impedâncias equivalentes

4a etapa: Cálculo dos parâmetros longitudinais e transversais, no domínio
modal, a partir da função de propagação e da impedância característica

5a etapa: Cálculo dos parâmetros longitudinais e transversais da linha, no
domínio das fases, utilizando a matriz de Clarke
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Figura 7.2 - Componente real de (γ1)
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As figuras 7.5-7.7 mostram, respectivamente, a componente imaginária das funções de

propagação dos modos (γ1, γ2 e γ3) obtida através das equações 6.1 (curva I) e 6.5 (curva II).
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Figura 7.5 - Componente imaginária de (γ1)
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Figura 7.6 - Componente imaginária de (γ2)
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Figura 7.7 - Componente imaginária de (γ3)



Capítulo 7 – Parâmetros da linha calculados a partir das correntes e tensões de fase, utilizando a matriz de Clarke

115

As figuras 7.2-7.4 mostram que as equações 6.1 e 6.5 apresentam uma pequena diferença,

quando utilizadas para calcular a componente real de γ1. Quando aplicadas no cálculo da

componente real de γ2, as equações 6.1 e 6.5 apresentam o mesmo resultado. A componente real de

γ3 apresentou resultados bem distintos quando calculada através da equação 6.1 e através da equação

6.5. A componente imaginária de γ , mostrada nas figuras 7.5-7.7, apresentou resultados diferentes

quando calculadas através da equação 6.1 e através da equação 6.5.

A seguir, será feita uma análise dos resultados das equações 6.1 e 6.5, quando utilizadas

para calcular a componente imaginária de γ.

7.2.1 Componente imaginária

As figuras 7.8-7.10 mostram, respectivamente, a componente imaginária das funções de

propagação dos modos 1, 2 e 3 (γ1, γ2 e γ3) obtida através das equações 6.1 (curva I) e 6.5 (curva II)

em freqüências compreendidas entre 10 Hz e 1 kHz.
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Figura 7.10 - Componente imaginária de (γ3)

As figura 7.11 e 7.12 mostram a componente imaginária de γ do modo 3 obtida através da

equação 6.1 em freqüências entre 1 kHz e 3 kHz e entre 8 kHz e 10 kHz, respectivamente.
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As figuras 7.8-7.12 mostram que a curva I, obtida através da função F (capítulo 6) é

coincidente com a curva II somente em uma faixa de freqüência inicial. Nas demais freqüências a

função F, para γ1 e γ2, possui um comportamento triangular com valores máximos e mínimos bem

definidos. Quanto à função F para γ3, a mesma também possui formato triangular, mas apresenta

distorções que dificultam a localização das freqüências em que ocorrem os valores máximos e

mínimos.

7.2.2 Correção da função F

Deve-se ajustar a função F de modo tal que a mesma seja coincidente com a curva II, que é

definida através da função G (capítulo 6), para todos os valores de freqüência. A função ajustada F

recebe o nome de F’.

As funções F de γ1 e γ2 serão corrigidas através das equações 6.13 e 6.14, uma vez que as

freqüências em que ocorrem os valores máximos e mínimos são facilmente identificadas. A equação

6.23 também poderia ser utilizada para correção de F.

Quanto à função F de γ3, a mesma será corrigida através das equações 6.13 e 6.14 e também

através da equação 6.23.

As figuras 7.13 e 7.14 mostram as funções F’ e G dos modos 1 e 2, respectivamente, da

linha.

 

0 

0,05  

0,1 

0,15  

0,2 

0,25  

0 1000  2000  3000  4000  5000  6000  7000  8000  9000  10000  

F’ 

G 

Im
ag

in
ár

ia
 (

γγ)
 

Freqüência (Hz)
Figura 7.13 - Funções F’ e G do modo 1



Capítulo 7 – Parâmetros da linha calculados a partir das correntes e tensões de fase, utilizando a matriz de Clarke

118

 

0 

0.05 

0.1 

0.15 

0.2 

0.25 

0 1000  2000  3000  4000  5000  6000  7000  8000  9000  10000 

F’ 

G 

Im
ag

in
ár

ia
 (

γγ )
 

Freqüência (Hz)
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A figura 7.15 mostra a função F’ e G do modo 3, sendo que F foi ajustada através das
equações 6.13 e 6.14.
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A figura 7.16 mostra a função F’ e G do modo 3, sendo que F foi ajustada através da
equação 6.23.
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Figura 7.16 - Funções F’ e G do modo 3
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As figuras 7.13-7.16 mostram que a função F dos modos 1 e 2 são ajustadas perfeitamente

através das equações 6.13 e 6.14.

Quanto à função F do modo 3, os resultados mostram que a mesma é melhor ajustada

através da equação 6.23. Pode-se verificar que o máximo erro de ajuste ocorre em uma freqüência

em torno de 2 kHz

7.3 Cálculo dos parâmetros da linha

Os parâmetros da linha no domínio dos modos são calculados a partir das expressões 6.26 e

6.27. Em seguida, utilizando as expressões 6.28 e 6.29, calcula-se os parâmetros no domínio das

fases.

Substituindo, nas expressões 6.28 e 6.29, a matriz [TI] pela matriz de Clarke, obtém-se:

[[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]] 1

ClarkemClarke TZTZ
−−≅≅ (7.1)

[[ ]] [[ ]] [[ ]] [[ ]] 1

ClarkemClarke TYTY
−−≅≅ (7.2)

A seguir serão mostrados os parâmetros da linha da figura 5.2, que foram calculados a

partir das correntes e tensões de fase. Estes parâmetros também serão calculados a partir das

informações referentes à geometria da torre, conforme mostrado no capítulo 2.

As curvas referentes aos parâmetros calculados a partir das correntes e tensões de fase

receberão a denominação de “curva I” enquanto que as curvas referentes aos parâmetros calculados

a partir da geometria da torre receberão a denominação de “curva II”.

7.3.1 Parâmetros longitudinais

A figuras 7.17-7.20 mostram as resistência e indutâncias próprias da linha.
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Figura 7.18 - Indutância própria da fase 1 (L11)
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Figura 7.19 - Resistência própria da fase 2 (R22)
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Figura 7.20 - Indutância própria da fase 2 (L22)

As figuras 7.21-7.24 mostram as resistências e indutâncias mútuas da linha.



Capítulo 7 – Parâmetros da linha calculados a partir das correntes e tensões de fase, utilizando a matriz de Clarke

121

10
1

10
2

10
3

10
4

10
-2

10
-1

10
0

10
1

(I)

(II)

R
es

is
tê

n
ci

a 
(O

h
m

s/
km

I)

Freqüência (Hz)
Figura 7.21 - Resistência mútua entre as fases 1 e 2 (R12)
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10
1

10
2

10
3

10
4

10
-2

10
-1

10
0

10
1

(I)

(II)

R
es

is
tê

n
ci

a 
(O

h
m

s/
km

I)

Freqüência (Hz)
Figura 7.23 - Resistência mútua entre as fases 2 e 3 (R23)
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Figura 7.24 - Indutância mútua entre as fases 2 e 3 (L23)

As figuras 7.17-7.24 mostram que quando se utiliza a matriz de Clarke em substituição a

matriz [TI], os parâmetros longitudinais da linha calculados a partir das correntes e tensões de fase

apresentam um erro em relação aos parâmetros longitudinais que foram calculados a partir da

geometria da torre. Os resultados mostraram também que quando se utiliza a matriz de Clarke, os

parâmetros calculados a partir das correntes e tensões apresentam variações bruscas em

determinadas freqüências.

7.3.2 Parâmetros transversais

Na linha mostrada no capítulo 5, considerou-se que as condutâncias eram nulas. Neste item

serão mostradas as condutâncias calculadas a partir das correntes e tensões de fase da linha.

As figuras 7.25-7.28 mostram as condutâncias próprias e mútuas da linha.
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Figura 7.25 - Condutância própria da fase 1 (G11)
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Figura 7.26 - Condutância própria da fase 2 (G22)
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Figura 7.27 - Condutância mútua entre as fases 1 e 2 (G12)
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As figuras 7.29-7.32 mostram as capacitâncias aparentes que foram calculadas a partir das

correntes e tensões de fase da linha (curva I) e mostram também as capacitâncias aparentes que

foram calculadas a partir da geometria da linha (curva II).
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Figura 7.32 - Capacitância aparente entre as fases 2 e 3 (C23)

As figuras 7.25-7.32 mostram que os parâmetros transversais que foram calculados a partir

das correntes e tensões de fase da linha apresentam erros quando comparados com os parâmetros

que foram calculados a partir da geometria da linha. Os resultados mostraram também que o uso da

matriz de Clarke em substituição à matriz [TI] produz variações bruscas nos parâmetros em

determinadas freqüências.

7.4 Análise do erro

Neste item será mostrado o erro que é cometido quando a matriz de transformação [TI] é

substituída pela matriz de Clarke.

7.4.1 Parâmetros longitudinais

As figuras 7.33-7.36 mostram o erro existente nas resistências e indutâncias próprias

quando a matriz [TI] é substituída pela matriz de Clarke.
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Figura 7.33 - Erro existente na resistência própria da fase 1
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Figura 7.34 - Erro existente na indutância própria da fase 1
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Figura 7.35 - Erro existente na resistência própria da fase 2
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Figura 7.36 - Erro existente na indutância própria da fase 2

As figuras 7.37-7.40 mostram o erro existente nas resistências e indutâncias mútuas quando

a matriz [TI] é substituída pela matriz de Clarke.
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Figura 7.37 - Erro existente na resistência mútua entre as fases 1 e 2
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Figura 7.38 - Erro existente na indutância mútua entre as fases 1 e 2
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Figura 7.39 - Erro existente na resistência mútua entre as fases 2 e 3
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Figura 7.40 - Erro existente na indutância mútua entre as fases 2 e 3

As figuras 7.33-7.40 mostram que o erro existente nos parâmetros longitudinais é

relativamente pequeno, exceto nas freqüências em que os parâmetros sofrem variações bruscas e nas

freqüências em que a função F’ e G do modo 3 apresentaram as maiores diferenças.

7.4.2 Parâmetros transversais

As figuras 7.41-7.44 mostram o erro existente nas capacitâncias aparentes quando a matriz

[TI] é substituída pela matriz de Clarke.
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Figura 7.41 - Erro existente na capacitância aparente da fase 1
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Figura 7.42 - Erro existente na capacitância aparente da fase 2
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Figura 7.43 - Erro existente na capacitância aparente entre as fases 1 e 2
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Figura 7.44 - Erro existente na capacitância aparente entre as fases 2 e 3

As figuras 7.41-7.44 mostram que o erro existente nas capacitâncias aparentes é maior nas

freqüências em que os parâmetros sofrem variações bruscas e nas freqüências em que a função F’ e
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G do modo 3 apresentaram as maiores diferenças. Observa-se também que as capacitâncias

aparentes mútuas apresentam maior erro em relação às capacitâncias aparentes próprias.

7.5 Conclusões

Neste capítulo fo i mostrado um método que possibilita o cálculo dos parâmetros

longitudinais e transversais de linhas trifásicas, que possuem um plano de simetria vertical, a partir

das correntes e tensões de fase. O método é semelhante ao método desenvolvido no capítulo 6,

sendo que aqui a matriz de transformação modal [TI] é substituída pela matriz de Clarke.

Os resultados mostraram que durante o cálculo das funções de propagação dos modos, a

utilização da matriz de Clarke afeta principalmente o modo 3. No modo 3 a componente real da

função de propagação é distorcida e a componente imaginária não pôde ser perfeitamente ajustada.

Pode-se constatar que os parâmetros apresentam maiores erros nas freqüências onde os

valores variam bruscamente e também na freqüência onde a componente imaginária de γ3 apresentou

o maior erro durante o ajuste. De maneira geral, os maiores erros foram verificados no cálculo das

capacitâncias. As indutâncias e resistências apresentaram um erro aparentemente pequeno, exceto

nas freqüências onde estes parâmetros variam bruscamente e nas freqüências onde o ajuste da

componente imaginária de γ3 apresenta maior erro.
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8
CONCLUSÕES

Este trabalho apresentou um método de cálculo dos parâmetros longitudinais e transversais

da linha de transmissão a partir das correntes e tensões medidas nas fases da mesma.

No capítulo 2 foi feito um estudo dos parâmetros de uma linha, com e sem cabos pára-

raios, considerando a influências dos efeitos solo e pelicular. Desta forma foi possível verificar a

influência da freqüência nos parâmetros da linha. Constatou-se que a presença de cabos pára-raios

aterrados em todas as estruturas alteram os parâmetros longitudinais da linha de transmissão. Os

resultados mostraram que em baixas freqüências, os cabos pára-raios não alteram as resistências e

indutâncias da linha cujos parâmetros foram considerados constantes. Para uma faixa de freqüência

intermediária, os cabos pára-raios fazem com que as resistências da linha tornem-se variáveis em

função da freqüência. Em altas freqüências, a presença de cabos pára-raios faz com que as

resistências e indutâncias da linha tornem-se constantes, mas com valores diferentes dos valores sem

pára-raios. Em se tratando de linhas cujos parâmetros são dependentes da freqüência, constatou-se

que os cabos pára-raios afetam os mesmos. A maneira como os parâmetros são alterados depende da

faixa de freqüência considerada.

No capítulo 3 foi feito um estudo referente aos modos exatos e aos “Quase-modos” da linha

de transmissão. De maneira genérica, as matrizes de transformação são os autovetores associados

aos produtos [Z][Y] e [Y][Z]. Estes autovetores não são únicos mas possuem como característica

básica o fato de que a matriz inversa dos autovetores é idêntica à matriz conjugada transposta dos

autovetores. Em se tratando de linhas trifásicas idealmente transpostas, ou linhas trifásicas sem

transposição ideal mas que possuem um plano de simetria vertical, pode-se utilizar como matrizes

de transformações a transformação de Clarke, a transformação de componentes simétricas e a

transformação de Park. Os modos exatos são obtidos à partir da utilização dos autovetores da matriz

[Z][Y] como sendo a matriz de transformação que desacopla as fases da linha. Quando se utiliza a
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matriz de Clarke como sendo a matriz de transformação, obtém-se os modos exatos de uma linha

trifásica idealmente transposta que possui um plano de simetria vertical. No entanto se a linha possui

um plano de simetria vertical mas não pode ser considerada idealmente transposta, a transformação

de Clarke leva-nos aos “Quase-modos” da linha. Os “Quase-modos” possuem um acoplamento entre

os modos α e zero. Em diversos trabalhos verifica-se que este acoplamento pode ser desprezado, de

modo tal que os “Quase-modos” sejam aproximadamente iguais aos modos exatos. Existe uma

vantagem em se utilizar os “Quase-modos” em substituição aos modos exatos da linha que não é

idealmente transposta: Os autovetores geralmente são números complexos variáveis em função da

freqüência que são difíceis de serem implementados em programas computacionais que realizam

simulações diretamente no domínio do tempo, enquanto que os elementos da matriz de Clarke são

reais e constantes e podem ser facilmente implementados em programas computacionais que

realizam simulações diretamente no domínio do tempo.

No capítulo 4 foi feita uma análise das impedâncias equivalentes da linha. Foram

desenvolvidos os conceitos de impedâncias equivalentes de circuito aberto e de curto circuito. A

impedância equivalente de circuito aberto de um quadripolo é a impedância calculada em um

extremo, considerando que o outro extremo está aberto. A impedância equivalente de curto circuito

de um quadripolo é a impedância calculada em um dos extremos do quadripolo, considerando que o

outro extremo está em curto circuito. Foram calculadas as impedâncias equivalentes dos modos da

linha, considerando a mesma decomposta em seus modos à partir da matriz exata e à partir da matriz

de Clarke. Desta forma foi possível verificar a influência da matriz de transformação nas

impedâncias equivalentes. Foi possível verificar que quando se utiliza a matriz de Clarke como

sendo a matriz de transformação, os quase-modos α e zero apresentam freqüências de ressonâncias

diferentes das freqüências de ressonâncias dos modos exatos 1 e 3, respectivamente. As impedâncias

equivalentes do modo exato 2 e do quase-modo β  não apresentaram diferenças entre si.

No capítulo 5 foram desenvolvidas expressões que relacionam as impedâncias equivalentes

dos modos da linha com as correntes e tensões nas fases da mesma. Verificou-se que o processo de

cálculo das impedâncias equivalentes dos modos em função de correntes e tensões nas fases da linha

requer o conhecimento das matrizes [TI] e [TV], grandezas estas que não são conhecidas em se

tratando de linhas cujos parâmetros são desconhecidos. Constatou-se que a matriz de Clarke pode

ser utilizada em substituição às matrizes [TI] e [TV] sem que as impedâncias equivalentes sofram

grandes alterações. Os maiores erros resultantes da utilização da matriz de Clarke ocorrem em
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valores pontuais de freqüências, sendo que, exceto nestes pontos específicos, o erro é inferior a 1%.

O modo 2 não é alterado devido à utilização da matriz de Clarke

No capítulo 6 calculou-se os parâmetros da linha em função das correntes e tensões nas

fases. Inicialmente foram calculadas as funções de propagação dos modos da linha à partir das

correntes e tensões medidas nas fases, considerando que a matriz de transformação [TI] é conhecida.

Nestas condições, verificou-se que a componente real de γ obtida a partir das correntes e tensões é

idêntica à componente real obtida a partir da geometria da torre. No entanto, o mesmo não ocorreu

com a parte imaginária de γ, cujo comportamento foi o de uma função triangular periódica. Foi

necessário desenvolver uma técnica para ajustar os valores das funções triangulares de modo a obter

a parte imaginária das funções de propagação. Em seguida foi possível calcular os parâmetros da

linha.

No capítulo 7 foram desenvolvidas equações que permitem calcular os parâmetros

longitudinais e transversais de uma linha trifásica, simétrica que possui um plano de simetria

vertical, utilizando somente as equações de correntes e tensões nas fases e a matriz de Clarke como

sendo a matriz de transformação. O procedimento desenvolvido neste capítulo pode servir de

referência para trabalhos que visam calcular os parâmetros de linhas a partir de correntes e tensões

medidas nas fases da mesma sem a necessidade de se considerar as simplificações que atualmente

são feitas durante o cálculo dos parâmetros a partir da geometria da torre.

Fica como sugestão para trabalhos futuros a análise das variações bruscas que ocorrem nos

parâmetros bem como o desenvolvimento de técnicas que minimizem estas variações. Uma outra

sugestão para futuros trabalhos seria a utilização deste processo de cálculo dos parâmetros

longitudinais e transversais em linhas de circuito duplo.
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Apêndice
CÁLCULO DA FUNÇÃO DE PROPAGAÇÃO A

PARTIR DAS CORRENTES E TENSÕES DE FASE

1.1 Introdução

No capítulo 5 mostrou-se o procedimento para obter as matrizes [Am] e [Mm] em função

das correntes e tensões de fase da linha.

Neste apêndice será mostrado o desenvolvimento algébrico da função que relaciona a

função de propagação modal com as impedâncias equivalentes.

1.2 Relação entre as impedâncias equivalentes e a função de propagação modal

No capítulo 4 foi mostrado que as impedâncias equivalentes de cada modo da linha pode

ser escrita como sendo

d)yzgh(cot
y

z
A mimi

mi

mi
mi == (1.1)

d)yztgh(
y

z
M mimi

mi

mi
mi == (1.2)

Sendo:

Ami impedância equivalente de circuito aberto do i-ésimo modo da linha

Mmi impedância equivalente de curto circuito do i-ésimo modo da linha

zmi impedância longitudinal do i-ésimo modo

ymi admitância transversal do i-ésimo modo

d comprimento da linha

Multiplicando os elementos Ami e Mmi das expressões 1.1 e 1.2, obtém-se:
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mi

mi
mimi y

z
MA == (1.3)

A função de propagação do i-ésimo modo da linha é definida como sendo:

qmiqmii yzã == (1.4)

Substituindo γi da equação 1.4 nas expressões 1.1 e 1.2, obtém-se:

d)gh(ãcot
y

z
A i

mi

mi
mi == (1.5)

d)tgh(ã
y

z
M i

mi

mi
mi == (1.6)

Dividindo a equação 1.5 pela equação 1.6:

d)(ãghcot
M

A
i

2

mi

mi == (1.7)

A expressão 1.7 mostra uma relação implícita entre γi e as impedâncias equivalentes Ami e

Mmi . O próximo passo será obter uma função que relaciona de maneira explícita γi e as impedâncias

equivalentes Ami e Mmi.

1.3 Desenvolvimento das soluções para γγ i

Da expressão 1.7 pode-se obter:

mi

mi
i M

A
d)gh(ãcot == (1.8)

O termo 
mi

mi

M

A
 da expressão 1.8 possui duas raízes que são:








−−−−==

++==
==

(b))9.1(jCC

(a))9.1(jCC

M

A

43

43

mi

mi

Sendo:
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 θ−θ

=
2

)(
cosC MA

3 (1.9)







 θ−θ

=
2

)(
senC MA

4 (1.10)

Onde:

θA Argumento de Ami

θM Argumento de Mmi

Portanto, a expressão 1.8 pode ser escrita como sendo:








−−−−

++
==

(b))11.1(jCC

(a))11.1(jCC

d)gh(ãcot

43

43

i

Em seguida, a função de propagação modal γi será escrita como função explícita dos termos

C3 e C4.

A função cotgh(γid) é escrita como sendo:

dãdã

dãdã

i
ii

ii

ee

ee
d)gh(ãcot

−−

−−

−−
++== (1.12)

Fazendo (( )) jBAdã i ++== , é possível escrever:

[[ ]](B)senj(B)coseee AjBAdã i ++==== ++ (1.13)

[[ ]](B)senj(B)coseee AjBAdã i −−==== −−−−−−−− (1.14)

Substituindo as expressões 1.13 e 1.14 na expressão 1.12:

[[ ]] [[ ]]
[[ ]] [[ ]](B)senj(B)cose(B)senj(B)cose

(B)senj(B)cose(B)senj(B)cose
d)gh(ãcot

AA

AA

i −−−−++
−−++++==

−−

−−

(1.15)

Desenvolvendo e simplificando a expressão 1.15:

B)2(cos2)e(e

B)2(sen2j)e(e
d)gh(ãcot

A2A2

A2A2

i −−++
−−−−==

−−

−−

(1.16)

Igualando as expressões 1.16 e 1.11(a), obtém-se:
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)B2cos(2)ee(

)B2sen(2j)ee(
jCC

A2A2

A2A2

43 −+
−−

=+
−

−

(1.17)

Onde, na expressão 1.17, (( )) jBAdã i ++== .

Separando a expressão 1.17 em suas componentes real e imaginária, fica:

)B2cos(2)ee(

)ee(
C

A2A2

A2A2

3 −+
−

=
−

−

(1.18)

)B2cos(2)ee(

)B2sen(2
C

A2A24 −+
−

=
−

(1.19)

Desenvolvendo a expressão 1.18:

0)1C())B2cos(C2(e)1C(e 33
A2

3
A4 =++−− (1.20)

Considerando o termo A2e , da equação 1.20, como sendo a incógnita,pode-se afirmar que

esta equação possui duas soluções que são:














−−

−−−−

−−

−−++

==

))b(21.1(
1C

)B2(senC1)B2cos(C

))a(21.1(
1C

)B2(senC1)B2cos(C

e

3

22
33

3

22
33

A2

Fazendo o quociente entre as expressões 1.19 e 1.18, obtém-se:

)B2cos(2ee

ee

)B2cos(2ee

)B2sen(2

C

C

A2A2

A2A2

A2A2

3

4

−+
−
−+

−

=

−

−

−

(1.22)

Substituindo a expressão 1.21(a) na expressão 1.22, e em seguida fazendo as devidas

simplificações, obtém-se:

)B2cos(
)1C(C

C2
)B2sen(

2

3

2

4

4

−−−
= (1.23)

Da expressão 1.23 é possível obter:
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(( ))

(( ))
















++++−−

++−−
−−

++++−−

++−−
++

==

))b(24.1(
C4)CC(1

)CC(1

))a(24.1(
C4)CC(1

)CC(1

)B2cos(

2
4

22
4

2
3

2
4

2
3

2

4

22

4

2

3

2

4

2

3

Substituindo as expressões 1.23 e 1.24(a) na expressão 1.21(a) obtém-se:

( )
( ) 2

4

22
4

2
3

2

4

2

3A2

C4)CC(1

CC1
e

++−

−+−
= (1.25)

Considerando que o termo (γid) foi escrito como (( )) jBAdã i ++== e que os termos A e B

podem ser obtidos das equações 1.25 e 1.24(a), respectivamente, pode-se obter a primeira solução

para (γid) como sendo:

(( ))

(( )) (( )) 















++++−−

++−−
++++

















++++−−

−−++−−
==

2
4

22
4

2
3

2
4

2
3

2
4

22
4

2
3

2
4

2
3

i

C4)C(C1

)C(C1
cosArc

2

1
j

C4)C(C1

CC1
ln

2

1
dã (1.26)

Considerando que o termo (γid) foi escrito como (( )) jBAdã i ++== e que os termos A e B

podem ser obtidos das equações 1.25 e 1.24(b), respectivamente, pode-se obter a segunda solução

para (γid) como sendo:

(( ))

(( )) (( )) 















++++−−

++−−−−++
































++++−−

++−−






−−
++==

2
4

22
4

2
3

2
4

2
3

2
4

22
4

2
3

2
4

2
3

3

3
i

C4)C(C1

)C(C1
cosArc

2

1
j

C4)C(C1

CC1

1C

1C
ln

2

1
dã (1.27)

Substituindo as expressões 1.23 e 1.24(a) na expressão 1.21(b) obtém-se:

(( ))
(( )) 
















++++−−

−−−−−−
−−
++

==
2

4

22
4

2
3

2
4

2
3

3

3A2

C4)CC(1

C1C

1C

1C
e (1.28)



Apêndice – Cálculo das funções de propagação a partir das correntes e tensões de fase

146

Considerando que o termo (γid) foi escrito como (( )) jBAdã i ++== e que os termos A e B

podem ser obtidos das equações 1.28 e 1.24(a), respectivamente, pode-se obter a terceira solução

para (γid) como sendo:

(( ))

(( )) (( )) 















++++−−

++−−++++
































++++−−

−−−−−−






−−
++==

2
4

22
4

2
3

2
4

2
3

2
4

22
4

2
3

2
4

2
3

3

3

C4)CC(1

)CC(1
cosArc

2

1
j

C4)CC(1

C1C

1C

1C
ln

2

1
diã (1.29)

Considerando que o termo (γid) foi escrito como (( )) jBAdã i ++== e que os termos A e B

podem ser obtidos das equações 1.28 e 1.24(b), respectivamente, pode-se obter a quarta solução para

(γid) como sendo:

(( ))
(( )) (( )) 
















++++−−

++−−
−−++

















++++−−

++++
==

2
4

22
4

2
3

2
4

2
3

2
4

22
4

2
3

2
4

2
3

i

C4)C(C1

)C(C1
cosArc

2

1
j

C4)C(C1

C1C
ln

2

1
dã (1.30)

Para que sejam obtidas as outras quatro soluções para (γid), deve-se igualar as expressões

1.16 e 1.11(b), obtendo assim:

)B2cos(2)ee(

)B2sen(2j)ee(
jCC

A2A2

A2A2

43 −+
−−

=−−
−

−

(1.31)

Decompondo a expressão 1.31 em suas partes real e imaginária:

)B2cos(2)ee(

)ee(
C

A2A2

A2A2

3 −+
−

−=
−

−

(1.32)

)B2cos(2)ee(

)B2sen(2
C

A2A24 −+
=

−
(1.33)

Desenvolvendo e simplificando a expressão 1.32:

0)1C())B2cos(C2(e)1C(e 33
A2

3
A4 =−+−+ (1.34)

A equação 1.34 possui duas soluções para a incógnita A2e  que são:
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++

−−−−

++

−−++

==

))b(35.1(
1C

)B2(senC1)B2cos(C

))a(35.1(
1C

)B2(senC1)B2cos(C

e

3

22
33

3

22
33

A2

Fazendo o quociente entre as expressões 1.33 e 1.32:

A2A2
3

4

ee

)B2sen(2
C

C
−−

−
= (1.36)

Substituindo a expressão 1.35(a) na expressão 1.36 e fazendo as devidas simplificações,

obtém-se:

( ) 2
4

22
4

2
3

2

42

C4)CC(1

C4
)B2(sen

++−
= (1.37)

A partir da expressão 1.37 pode-se escrever:

(( ))

(( ))
















++++−−

++−−
−−

++++−−

++−−
++

==

))b(38.1(
C4)CC(1

)CC(1

))a(38.1(
C4)CC(1

)CC(1

)B2cos(

2
4

22
4

2
3

2
4

2
3

2

4

22

4

2

3

2

4

2

3

Substituindo as expressões 1.37 e 1.38(a) na expressão 1.35(a), obtém-se:

( ) ( )
( ) 
















++−

−+−
+
−

=
2

4

22
4

2
3

2
4

2
3

3

3A2

C4)CC(1

C1C

1C

1C
e (1.39)

Considerando que o termo (γid) foi escrito como (( )) jBAdã i ++== e que os termos A e B

podem ser obtidos das equações 1.39 e 1.38(a), respectivamente, pode-se obter a quinta solução para

(γid) como sendo:
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(( ))

(( )) (( )) 
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−−++−−
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22
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2
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2
4

22
4

2
3

2
4

2
3

3

3
i

C4)C(C1

)C(C1
cosArc

2

1
j

C4)C(C1

C1C

1C

1C
ln

2

1
dã (1.40)

Considerando que o termo (γid) foi escrito como (( )) ϕΒΑδi ++== e que os termos A e B

podem ser obtidos das equações 1.39 e 1.38(b), respectivamente, pode-se obter a sexta solução para

(γid) como sendo:

(( ))
(( )) (( )) 
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++−−
−−++

















++++−−

++−−
==

2
4

22
4

2
3

2
4

2
3

2
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2
3

2
4

2
3

i

C4)C(C1

)C(C1
cosArc

2

1
j

C4)C(C1

CC1
ln

2

1
dã (1.41)

Substituindo as expressões 1.37 e 1.38(a) na expressão 1.35(b) obtém-se:

( )
( ) 2

4

22
4

2
3

2

4

2

3A2

C4)CC(1

CC1
e

++−

−−−
= (1.42)

Considerando que o termo (γid) foi escrito como (( )) ϕΒΑδi ++== e que os termos A e B

podem ser obtidos das equações 1.42 e 1.38(a), respectivamente, pode-se obter a sétima solução

para (γid) como sendo:

(( ))
(( )) (( )) 
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CC1
ln
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1
dã (1.43)

Considerando que o termo (γid) foi escrito como ( ) ϕΒΑδ +=iã e que os termos A e B

podem ser obtidos das equações 1.42 e 1.38(b), respectivamente, pode-se obter a oitava solução para

(γid) como sendo:
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(( )) (( )) 
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2
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C4)C(C1

C1C
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1C
ln

2

1
dã (1.44)

1.4 Análise das soluções para γγ i

Verificou-se no item 1.3 que existem 8 soluções possíveis para o termo iã , sendo que estas

soluções foram mostradas nas expressões 1.26, 1.27, 1.29, 1.30, 1.40, 1.41, 1.43 e 1.44.
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Reescrevendo as soluções para γid têm-se:
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dã (1.46)
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As equações 1.45-1.52 mostram que as soluções do termo γid são constituídas de uma

função logaritmo natural e de uma função inversa do co-seno. Para que uma das expressões citadas

anteriormente possa ser utilizada como uma solução, é necessário que as duas funções que a

constituem sejam definidas para valores de C3 e C4 pertencentes ao conjunto dos números reais.

A tabela 1.1 mostra o domínio de cada uma das soluções de γid.
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Domínio de γid

Solução de γid Componente real Componente imaginária

Solução 1.45 { } )0,1()C,C(/CeC 4343 ±±≠≠ℜℜ∈∈

Solução 1.46 1Cou1C/C,C 3343 −−<<>>ℜℜ∈∈ℜℜ∈∈ )0,1()C,C(/CeC 4343 ±±≠≠ℜℜ∈∈

Solução 1.47 1C1/C,C 343 <<<<−−ℜℜ∈∈ℜℜ∈∈ )0,1()C,C(/CeC 4343 ±±≠≠ℜℜ∈∈

Solução 1.48 ℜℜ∈∈43 CeC )0,1()C,C(/CeC 4343 ±±≠≠ℜℜ∈∈

Solução 1.49 1C1/C,C 343 <<<<−−ℜℜ∈∈ℜℜ∈∈ )0,1()C,C(/CeC 4343 ±±≠≠ℜℜ∈∈

Solução 1.50 )0,1()C,C(/CeC 4343 ±±≠≠ℜℜ∈∈ )0,1()C,C(/CeC 4343 ±±≠≠ℜℜ∈∈

Solução 1.51 { } )0,1()C,C(/CeC 4343 ±±≠≠ℜℜ∈∈

Solução 1.52 1Cou1C/C,C 3343 −−<<>>ℜℜ∈∈ℜℜ∈∈ )0,1()C,C(/CeC 4343 ±±≠≠ℜℜ∈∈

Tabela 1.1 - Domínio das componentes real e imaginária de γid

O domínio de uma solução para γid corresponde à intersecção dos domínios das

componentes real e imaginária. Fazendo a intersecção dos domínios das soluções de γid mostrados

na tabela 1.1, obtém-se:

Solução de γid Domínio de γid

Solução 1.45 { }

Solução 1.46 )0,1()C,C(e1Cou1C/CeC 433343 ±±≠≠−−<<>>ℜℜ∈∈

Solução 1.47 )0,1()C,C(e1C1/CeC 43343 ±±≠≠<<<<−−ℜℜ∈∈

Solução 1.48 )0,1()C,C(/CeC 4343 ±±≠≠ℜℜ∈∈

Solução 1.49 )0,1()C,C(e1C1/CeC 43343 ±±≠≠<<<<−−ℜℜ∈∈

Solução 1.50 )0,1()C,C(/CeC 4343 ±±≠≠ℜℜ∈∈

Solução 1.51 { }

Solução 1.52 )0,1()C,C(e1Cou1C/CeC 433343 ±±≠≠−−<<>>ℜℜ∈∈

Tabela 1.2 - Domínio de γid

A tabela 1.2 mostra que as soluções de γid que possuem o domínio mais amplo são as

soluções 1.48 e 1.50. Portanto, será considerado que o termo γid possui duas soluções que são as

soluções 1.48 e 1.50.

Reescrevendo as soluções 1.48 e 1.50:
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As equações 1.53 e 1.54 mostram que as funções que relaciona a função de propagação com as

impedâncias características possuem a mesma componente imaginária. Quanto à componente real,

observa-se que as mesmas são expressas de maneira diferente nas expressões 1.53 e 1.54. Neste

trabalho será adotada a equação 1.53 como solução para o termo γid.


