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Resumo

Em comunica¢des mdveis, o desvanecimento por multiplos percursos é modelado por vérias dis-
tribui¢des incluindo Hoyt, Rayleigh, Weibull, Nakagami-m e Rice. Nesta tese, sdo deduzidas ex-
pressdes exatas para o modelo de duas varidveis Hoyt (Nakagami-q) com correlacio arbitraria em
um ambiente ndo estaciondrio. De forma especifica, as seguintes estatisticas sdo encontradas: fungao
densidade de probabilidade conjunta, funcao de distribui¢cdo cumulativa conjunta, coeficiente de cor-
relacdo e algumas estatisticas relacionadas ao pardmetro SNR na saida do combinador de sele¢do, a
saber, probabilidade de indisponibilidade e funcdo densidade de probabilidade. As expressdes fazem
uso dos polindmios de Laguerre generalizados. Elas sdo matematicamente trativeis e possuem flexi-
bilidade suficiente para acomodar um grande niimero de cendrios de correlacdo, tteis na andlise de
um ambiente com desvanecimento mais geral. Depois disto, aproveitando os resultados previamente
deduzidos, expressoes exatas relacionadas a processos Nakagami-m com duas varidveis com corre-
lagdo arbitrdria e parametros de desvanecimento igualmente arbitrarios sdo encontradas. De forma
mais especifica, as seguintes estatisticas sdo obtidas neste trabalho: funcdo geratriz de momentos,
funcdo densidade de probabilidade conjunta, funcao de distribui¢do cumulativa conjunta, coeficiente
de correlacdo de poténcia, e vdrias estatisticas ligadas a relacao sinal-ruido na saida do combinador
de selecdo, especialmente, probabilidade de indisponibilidade, funcao densidade de probabilidade e
valor médio da relacdo sinal-ruido. Recentemente, o modelo de desvanecimento a-u foi proposto
que leva em conta a ndo linearidade do meio de propagacdo assim como o fendomeno de cluster
de multiplos percursos das ondas de radio. A distribui¢do a-p € geral, flexivel e matematicamente
tratdvel. Ela inclui importantes distribui¢des tais como Gamma (e suas versdes discretas Erlang e
Chi-Quadrada Central), Nakagami-m (e sua versdo discreta Chi), Exponencial, Weibull, Gaussiana
Unilateral e Rayleigh. Nesta tese, uma formulagado através de série infinita para a funcao densidade de
probabilidade multivaridvel a-p com matriz de correlagdo arbitrdria e varidveis ndo identicamente
distribuidas € encontrada. A expressdo € exata e geral e inclui todos os resultados anteriormente pu-
blicados na literatura relacionados as distribui¢cdes compreendidas pela distribui¢do a-pi. A expressao
geral é entdo particularizada para uma solucdo aproximada simples na forma fechada. Adicional-
mente, a funcdo distribui¢cdo cumulativa conjunta multivaridvel é obtida, novamente, em uma forma
fechada e simples. Os resultados exato e aproximado sdo muito proximos para valores pequenos e
médio de correlacdo. N6s mantemos, entretanto, que uma relagdo entre os coeficientes de correlacao
das correspondentes componentes gaussianas deve ser mantida de forma a atender os critérios de

convergencia.

Palavras-chave: Correlacdo, funcdes densidade de probabilidade, desvanecimento, diversidade,
Rayleigh, Nakagami e Hoyt.
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Abstract

In wireless communications, the multipath fading is modeled by several distributions including
Hoyt, Rayleigh, Weibull, Nakagami-m, and Rice. In this thesis, new, exact expressions for the bi-
variate Hoyt (Nakagami-q) processes with arbitrary correlation in a nonstationary environment are
derived. More specifically, the following are obtained: joint probability density function, joint cumu-
lative distribution function, power correlation coefficient, and some statistics related to the signal-to-
noise ratio at the output of the selection combiner, namely, outage probability and probability density
function. The expressions make use of the well known generalized Laguerre polynomials. They are
mathematically tractable and flexible enough to accommodate a myriad of correlation scenarios, use-
ful in the analysis of a more general fading environment. After this, capitalizing on result previously
deduced, exact expressions concerning the bivariate Nakagami-m processes with arbitrary correlation
and fading parameters are derived. More specifically, the following are obtained in the present work:
joint moment generating function; joint probability density function; joint cumulative distribution
function; power correlation coefficient; and several statistics related to the signal-to-noise ratio at the
output of the selection combiner, namely, outage probability, probability density function, and mean
SNR. More recently, the a-u fading model has been proposed that accounts for the non-linearity of
the propagation medium as well as for the multipath clustering of the radio waves. The -y distri-
bution is general, flexible, and mathematically easily tractable. It includes important distributions
such as Gamma (and its discrete versions Erlang and Central Chi-Squared), Nakagami-m (and its
discrete version Chi), Exponential, Weibull, One-Side Gaussian, and Rayleigh. An infinite series for-
mulation for the multivariate «-p joint probability density function with arbitrary correlation matrix
and non-identically distributed variates is derived. The expression is exact and general and includes
all of the results previously published in the literature concerning the distributions comprised by the
a-p distribution. The general expression is then particularized to an indeed very simple, approximate
closed-form solution. In addition, a multivariate joint cumulative distribution function is obtained,
again in simple, closed-form manner. Approximate and exact results are very close to each other for
small as well medium values of correlation. We maintain, however, that a relation among the cor-
relation coefficients of the corresponding Gaussian components must be kept so that convergence is
attained.

Keywords: Correlation, probability density functions, fading, diversity, Rayleigh, Nakagami, and
Hoyt.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Canal com Desvanecimento

O desvanecimento é usualmente classificado em duas categorias: o lento (ou de longo prazo) e o
répido (ou de curto prazo). O desvanecimento de longo prazo € causado por variagdes em grandes
escalas na topografia ao longo do caminho de propagacdo. O desvanecimento de curto prazo, também
conhecido como desvanecimento por multiplos percursos, € causado por interferéncia entre versoes
do mesmo sinal transmitido que chegam ao receptor em instantes diferentes. Como consequéncia,
essas ondas dos multiplos percursos que chegam a antena receptora combinam-se formando um sinal
que pode variar de forma intensa tanto em amplitude quanto em fase dentro de um curto periodo
de tempo ou distancia [1,2]. Em um canal de comunica¢do sem fio, tal como no ambiente celular
e no canal de satélite, o desvanecimento e as interferéncias dos multiplos percursos sdo causados

principalmente pelos seguintes mecanismos:

Reflexdo ocorre quando a onda eletromagnética incide sobre uma superficie lisa, sendo esta de di-

mensdes maiores que o comprimento de onda do sinal de radiofrequéncia.

Difracdo ocorre quando o percurso de propagacao entre o transmissor e o receptor € interceptado por

um obstaculo com dimensdes maiores que o comprimento de onda do sinal de radiofrequéncia.



2 Introducao

A partir desta obstrucdo geram-se ondas secunddrias que se propagam além da obstrugdo. A
difracdo € um fendmeno que considera uma onda que se propaga entre um transmissor € um

receptor sem uma linha de visada direta entre os dois.

Espalhamento ocorre quando a onda eletromagnética incide em uma superficie irregular ou em uma
superficie com dimensdes da ordem do comprimento de onda do sinal de radiofrequéncia ou
menor. O resultado é que a energia do sinal se espalha (scatter) ou reflete em todas as direcdes.
O termo espalhamento aplica-se ao fendmeno no percurso de propagacdo que resulta em um

sinal refletido ou espalhado.

Além disso, o movimento relativo entre o transmissor e o receptor resulta em uma modulacao
aleatdria de frequéncia no sinal devido aos diferentes deslocamentos Doppler em cada componente
dos multiplos percursos [3]. O movimento dos objetos entre o transmissor e receptor também provoca
um deslocamento Doppler nas componentes dos mdltiplos percursos. Basicamente, o canal com
desvanecimento possui uma resposta impulsiva variante no tempo. As componentes dos multiplos
percursos provocam interferéncia entre simbolos (ISI - do inglés, Intersymbol Interference) quando o
periodo de simbolo for menor que o maior atraso dos multiplos percursos [4]. Se o periodo de simbolo
for maior que o maior atraso dos multiplos percursos teremos apenas desvanecimento na poténcia do
sinal recebido. Deslocamento Doppler provoca dispersao em frequéncia da portadora, ocasionando
espalhamento da banda do sinal. Todos estes fatores resultam na degradacdo de desempenho dos

sistemas de comunicacdes.

A partir da descri¢cao dos fendmenos fisicos do meio de propagacado, pode ser possivel modelar
o canal matematicamente. Existem pelo menos trés razdes principais para a criacio de modelos
matematicos [5]: A primeira € ajudar a entender o canal e seus efeitos nos sinais de comunicacao. A
segunda € utilizar as formulacdes no projeto e dimensionamento de sistemas de comunicacdo. Por
ultimo, esta modelagem fornece bases para a simulacio do canal em computadores que, usualmente,

s@o utilizados em situacdes em que a andlise matemética é complexa.



1.2 Tratamento Estatistico 3

Esta caracterizagdo serve como modelo para sinais de transmissdo em vdrios tipos de canais e
podem variar para comunicacdes através de ondas ionosféricas ou celestes em ondas curtas na banda
de HF (do inglés, High-Frequency) (3-30 MHz), comunicacdes por ondas troposféricas na faixa de
microondas em UHF (do inglés, Ultra High-Frequency) (300-3000 MHz), SHF (do inglés, Super
High-Frequency) (3000-30000 MHz) e por espalhamento ionosférico na faixa das ondas métricas em
VHF (do inglés, Very High-Frequency) (30-300 MHz).

As primeiras pesquisas em busca da caracterizagdo de canais com desvanecimento sdo de longa
data, tendo Price [6, 7] e Rice [8] como alguns pioneiros no campo. Os estudos, desde entdo, con-
tinuaram nas décadas seguintes com Nakagami [9], Clarke [10] e outros, chegando até os nossos

dias.

1.2 Tratamento Estatistico

Algumas distribuicdes, tais como Rayleigh, Rice, Nakagami-m, Hoyt (Nakagami-q) e Weibull,
sdo de grande utilidade pratica na descricdo das estatisticas do sinal de rddio. Vamos descrever as
principais caracteristicas de cada uma das principais distribuicdes utilizadas no ambiente de comuni-

cacdo sem fio.

1.2.1 A Distribuicdo Rayleigh

A distribuicao Rayleigh, proposta inicialmente por Lord Rayleigh [11] para ser utilizada na area
de eletromagnetismo e posteriormente utilizada por Pawsey [12] para modelar dados de medidas de
poténcia do sinal de rddio, descreve a envoltdria do sinal recebido resultante de uma propagag¢do com
multiplos percursos e sem uma linha de visada direta (LOS - do inglés, Line-of-Sight) com poténcia
predominante. A varidvel aleatéria Rayleigh € obtida como a raiz quadrada da soma dos quadrados
de dois processos gaussianos de média nula, independentes, chamados de componentes em fase e em

quadratura. A func¢do densidade de probabilidade (PDF - do inglés, Probability Density Function)
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Rayleigh é dada por
r r?
fr(r) = —sexp | —5— (1.1)

202
comr > 0, onde R é a envoltéria do sinal e o2 a variancia das componentes em fase e em quadratura.

Analogamente, a fun¢do distribuicao cumulativa (CDF - do inglés, Cumulative Distribution Function)

FRr(-) de R pode ser obtida de (1.1) como

2

Fr(r)=1—exp (—2%2) : (1.2)

Esta modelagem também se aplica a propagacao das ondas refletidas e refratadas através da tropos-

fera [13] e ionosfera [14, 15] e os enlaces de rddio nas comunicag¢des maritimas [16].

1.2.2 A Distribuicao Rice

A distribuicao Rice [8, eq. (1.4-1)] descreve a envoltéria do sinal recebido resultante de uma
propagacdo com multiplos percursos e uma componente em linha de visada direta. A distribui¢do

Rice € dada por

2 2
fr(r) = % exp (—r Qj;a ) Iy (g) (1.3)

com r > 0, onde a? e 202 sdo as poténcias das ondas direta e refletida, respectivamente, Io(-) € a
funcdo de Bessel modificada de primeiro tipo de ordem zero [17, eq. (9.6.16)]. No caso da inexistén-
cia de uma onda com poténcia predominante, ou seja, a = 0, a equacao (1.3) reduz-se a distribui¢do
Rayleigh dada em (1.1). A distribui¢do Rice é frequentemente descrita em termos do parametro k

definido como
a2
k= (1.4)

202
que, no presente contexto, pode ser interpretado como a razdo das poténcias do sinal direto (domi-

nante) e das componentes dos multiplos percursos. A CDF de R pode ser obtida diretamente de (1.3)
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sendo dada por

a r
Fr(r)=1-Q (;, ;) (1.5)
onde
0o IQ —|—CL2
Q(a,b):/ x exp (— 5 )Io(am)dx (1.6)
b

¢ a funcdo de Marcum-Q [18]. Este tipo de desvanecimento € observado em microcélulas em am-
bientes urbano e suburbano com LOS [19], picocélulas indoor [20] e ambientes de fabrica [21].
Também aplica-se as comunicacOes por satélites [22, 23] e comunica¢des maritimas entre embar-

cagoes [16].

1.2.3 A Distribuicao Nakagami-m

A distribui¢do Nakagami-m [24, eq. (3)] € dada por

2 m,.2m—1 2
fr(r) = %@?) exp (—m%) (1.7)
onde
I'(z) = /Oo t*~Lexp(—t)dt (1.8)
0

é a fungdo Gamma [17, eq. (6.1.1)], 2 = E(R?) é a poténcia média do sinal Nakagami-m, sendo E(-)
o operador esperanca estatistica, m € o fator de desvanecimento [24, eq. (4)] representando o inverso
da variancia normalizada de R?, dado por

Q2
V(R?)

(1.9)

m =

sendo V(-) o operador varidncia. O pardmetro m € util para descrever o grau de desvanecimento
sofrido pelo sinal propagando-se em um ambiente de multiplos percursos. Desta maneira, se m < 1
o desvanecimento € mais severo do que o modelo Rayleigh (m = 1). Se m > 1 o desvanecimento é

menos severo do que Rayleigh. E para m — oo, reproduz-se um ambiente sem desvanecimento. A
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CDF da envoltéria Nakagami-m € dada por

y(m, mr?/Q)
F = 1.1
onde 7(a, r) é a fungdo Gamma incompleta [25, eq. (8.350/1)] dada por
v(a,x) = / exp (—t)t*"'dt. (1.11)
0

Partindo da distribui¢do de Rice, a distribuicdo Nakagami-m para m > 1 pode ser obtida somente em
uma forma aproximada considerando o fator de Rice £ > (. Esta aproximacao pode ser feita através
das seguintes relacoes

(1+ k)?

LY (12

02:%(1_m). (1.13)

De maneira semelhante, sendo dados os pardmetros m e €2, que descrevem a distribui¢do Nakagami-
m, os parAmetros k e o2 podem ser estimados para serem usados na geragio do correspondente sinal
Rice [26,27]. Para valores de m < 1 a distribuicdo Nakagami-m nao pode ser aproximada a partir
da distribui¢do de Rice. Um modelo fisico para o sinal Nakagami-m foi proposto em [28]. Neste
modelo a varidvel aleatéria Nakagami-m pode ser obtida como sendo a raiz quadrada da soma dos
quadrados de 2m processos gaussianos independentes ou, de maneira andloga, a raiz quadrada da
soma dos quadrados de m processos Rayleigh. As distribuicdes Rayleigh e Semi-Gausssiana sdo
casos particulares da distribui¢do Nakagami-m quando ajustamos os valores de m = 1 e m = 0.5,
respectivamente. A distribui¢do Nakagami-m fornece bom ajuste as comunicacdes sem fio [13,29,30]

e indoor [31], bem como aos enlaces de radio ionosféricos [32].
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1.2.4 A Distribuicao Hoyt (Nakagami-q)

A distribui¢do Hoyt, também denominada Nakagami-q [33], considera as componentes em fase e
em quadratura do sinal como sendo processos gaussianos com média nula e variancias arbitrarias. A

distribuicdo Hoyt é dada por [34, eq. (10)]

r r? (1 1 r? (1 1
i = icze |5 () [5 (5 2). o

com 7 > 0, sendo o7 e o5 as variancias das componentes em fase e em quadratura, respectivamente.

Uma outra forma de representacdo da distribuicao Hoyt € através do parametro de desvanecimento de

Hoyt, b, dado por

2 2
p=1 % (1.15)
o]+ 05
com —1 < b < 1. A distribuicdo € entdo dada por [35]
2r r? br?
_ LA I S D 1.1
)= o= ) [ ) (110
onde 2 = E(R?). Definindo-se
g=2 (1.17)
02
€ possivel representar a CDF da envoltéria Hoyt como [36]
Fr(r) = Q [ala) . ) 5| = @ [0 s 0l (1.18)
R q \/ﬁ’ q \/ﬁ q \/ﬁ’ q \/ﬁ .
onde
1 41
alg) = | L, -1 (1.19a)

1—g¢q

2q
 1=q* [1—q 1—q
Bla) =/ % ‘/—1+q —a(Q)—Hq- (1.19b)
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Para o caso de varidncias idénticas, ou seja, 07 = 03 = o, a distribui¢do Hoyt reduz para a distribui¢ao

Rayleigh.

1.2.5 A Distribuicao Weibull

Em 1928, Fisher e Tippet [37] propuseram uma distribui¢do relacionada a teoria dos valores
extremos. Em 1939, Waloddi Weibull [38] apresenta a mesma distribui¢do para calcular o tempo
médio de vida ttil em maquinas industriais como um modelo estatistico para andlise de confiabilidade.
Devido a sua simplicidade, flexibilidade e ao excelente ajuste que se tem conseguido com medidas de
campo em ambientes indoor [30,39] e outdoor [40,41], sua aplicacdo foi logo estendida a sistemas

de comunicag¢do sem fio. A PDF da distribuicdo Weibull é dada por [42]

ar

a—1 ra
fr(r) = exp (—;) (1.20)

fa

onde o parametro 7 definido aqui representa a raiz a-ésima do valor médio de R“, isto é, © =
{/E(R®). A CDF Fg(-) da envoltéria Weibull r é dada por

TO&

Fr(r) =1—exp (—i) (1.21)

1.2.6 A Distribuicao a-u

A maioria das distribui¢des conhecidas considera um ambiente de propagagdo onde os multiplos
percursos refletem-se nas superficies de forma homogénea. Esta € uma aproximacgdo, ja que, con-
forme descrito por Braun [30], para que seja caracterizado um campo de espalhamento homogéneo,
fazem-se necessdrias as seguintes caracteristicas: grande nimero de ondas parciais, amplitudes das
ondas parciais idénticas, ondas parciais descorrelacionadas, nenhuma correlacdo de fase e amplitude
de uma onda parcial e distribuicdo de fase homogénea entre [0, 27). Estas caracteristicas descrevem

um campo de espalhamento difuso homogéneo, resultante de pontos de espalhamento distribuidos
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aleatoriamente. Supondo-se a existéncia de apenas um cluster, ou seja, um conjunto de ondas espa-
lhadas, a distribuicdo Rayleigh pode ser obtida. Se, dentro deste cluster, existir uma onda proveniente
dos multiplos percursos com poténcia predominante sobre as demais componentes, teremos o ambi-
ente modelado pela distribuicdo Rice. O sinal Nakagami-m pode ser entendido como um conjunto
de clusters, sendo que dentro de cada cluster as fases das ondas espalhadas sdo aleatdrias e tem
atrasos temporais semelhantes e, entre os diferentes clusters, o espalhamento ou o atraso entre as
ondas € relativamente grande. Trés novas distribuicdes, com o objetivo de modelar o fenomeno de
desvanecimento em pequena escala em um ambiente ndo homogéneo, foram propostas recentemente:
as distribuig¢des a-p, n-p (descrita na Secao 1.2.7) e k-p (descrita na Secado 1.2.8). Nestes ambientes

o sinal é composto de vérios clusters com ondas provenientes dos multiplos percursos.

A distribuicdo a-p [43] pode ser considerada uma generalizacdo da distribui¢do Nakagami-m,
onde o parametro « descreve o fendmeno de nao linearidade sofrido pelo sinal que se propaga em um
ambiente com desvanecimento. De fato, com a distribuicdo -y, Yacoub faz uma conexao entre os
parametros da distribuicdo Gamma generalizada (Stacy) [44, eq. (1)] com as propriedades fisicas do
meio de propagacdo. A distribui¢do a-p € dada por

aluurocu—l ro
= — — 1.22
TR() = 2S00 eXp( a fa) (122

comr > 0, « > 0 e o parametro y é dado por
(1.23)

com g > 0 e corresponde ao nimero real de clusters de maltiplos percursos. A CDF da envoltéria

pode ser obtida de (1.22) como
V(p, pr® [ 7)
I'(w)

A distribui¢do a-p € uma distribui¢do geral que inclui varias distribui¢des conhecidas. A distribui¢do

Fr(r) = (1.24)

de Weibull pode ser obtida a partir da distribuicdo a-p ajustando o valor de 4 = 1. Da distribui¢cao
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de Weibull se fizermos o = 1, teremos a distribuicao Rayleigh. Ainda da distribui¢cdo de Weibull,
a distribuicao Exponencial Negativa é obtida quando o = 1. A distribuicao Nakagami-m pode ser
obtida a partir da distribuicdo -y ajustando o« = 2 e p = m. Se p = 1 a partir da distribuicdo
Nakagami-m, a distribuicdo Rayleigh € obtida. Ainda da distribui¢do Nakagami-m se fizermos p =

0.5 o resultado serd a distribui¢do Semi-Gaussiana.

1.2.7 A Distribuicao n-u

A distribuicdo 7n-u [45,46] € uma distribui¢do de desvanecimento geral que pode ser usada para
representar as variacoes em pequena escala do sinal em desvanecimento em uma condigdo NLOS
(do inglés, Non Line-of-Sight). Na modelagem a partir da distribui¢do 7-x o ambiente é considera-
do ndo homogéneo. O sinal é composto de varios clusters com ondas provenientes dos multiplos
percursos. Dentro de cada cluster, as fases das ondas sdo aleatdrias e tem atrasos temporais seme-
lhantes e, entre os véarios clusters, os atrasos das ondas sdo relativamente grandes. A distribui¢dao
pode aparecer em dois diferentes formatos. No Formato 1, as componentes em fase e em quadratura
do sinal em desvanecimento dentro de cada cluster sdo consideradas gaussianas independentes de
média nula e possuem poténcias diferentes (varidncias distintas). No Formato 2, as componente em
fase e em quadratura do sinal em desvanecimento dentro de cada cluster sdo consideradas gaussianas
correlacionadas de média nula e possuem poténcias idénticas (variancias idénticas). O parametro n é
a relacdo entre as variancias das componentes em fase e em quadratura.

Em ambos os formatos, o parametro 1 € uma extensao real do nimero de clusters e é dado por

E2(R? H\?
u:%x H(ﬁ) , >0 (1.25)

onde H e h sdo fungdes do parametro 7 e variam de um formato para outro. Para os dois formatos, a

PDF da envoltdria n-p pode ser expressa como

ATt s i 24uhr?
fulr) = TR (_’”)1 S

2uHr?
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onde /,(-) é a fung¢do de Bessel modificada de primeiro tipo de ordem arbitraria v [17, eq. (9.6.18)].
No Formato 1, h = (2+n~'+n)/4e H = (n~' —n)/4, enquanto que no Formato 2, h = 1/(1—n?)e
H =n/(1—n?%). Um formato pode ser convertido para outro por meio de uma simples transformagio
bilinear dada por 171 = (1 — 12)/(1 + 12), onde 7; é o pardmetro n no Formato 1 e 7, é o parAmetro
7 no Formato 2. Além disso, pode ser constatado que a PDF da envoltéria n-pu € simétrica em torno
de 7 = 1 no Formato 1 ou em torno de » = 0 no Formato 2, isto €, ela possui os mesmos valores nos
intervalos 0 < n < le0 < 77_1 < 1, no Formato 1, e nos intervalos 0 <n <le -1 <n < 0, no

Formato 2. A CDF da envoltdria -y pode ser expressa como

Fr(r)=1-Y, (% ,/%ﬂ) (1.27)

—v+5 _ 42\v 00
Y,(a,b) = 2 vr(d ﬂ) / %Y exp (—x2) I 1 (axQ) dx. (1.28)
b

v—3

onde

A distribui¢do 7-p € uma distribuicdo de desvanecimento geral que inclui as distribuicdes Hoyt
(Nakagami-q), Gaussiana Unilateral, Rayleigh e, de forma geral, a distribui¢do Nakagami-m como
casos especiais. A distribuicio Hoyt (Nakagami-q) pode ser obtida a partir da distribuicao n-u de
uma maneira exata considerando-se p = 0.5. Neste caso o parametro de Hoyt (Nakagami-gq), é dado
porb = —(1 —n)/(1 +n) (ou ¢> = 1) no Formato 1, ou b = —n (ou ¢> = (1 —n)/(1 + 7)) no
Formato 2. A partir desta distribui¢do, obtém-se a distribuicdo Unilateral Gaussiana considerando
17 — 0 oun — oono Formato 1, ou 7 — =£1 no Formato 2. Da mesma forma, a distribuicao Rayleigh
€ obtida de uma forma exata para ;4 = 0.5 e 7 = 1 no Formato 1 ou 7 = 0 no Formato 2. Obtém-se
a distribuicdo Nakagami-m de uma forma exata a partir da distribui¢do n-p para p = men — 0
ou 7 — oo no Formato 1 ou 7 — £1 no Formato 2. Da mesma maneira, a densidade Nakagami-m
¢ obtida considerando ;1 = m/2 e n — 1 no Formato 1 ou 7 — 0 no Formato 2. Da distribui¢do
Nakagami-m, obtém-se a distribui¢do Gaussiana Unilateral considerando m = 0.5 e a distribuigdo

Rayleigh considerando m = 1.
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1.2.8 A Distribuicao x-u

A distribuicdo k-p [46,47] é uma distribuicdo de desvanecimento geral que pode ser usada para
representar as variacdes em pequena escala do sinal em desvanecimento em uma condicdo LOS. Na
modelagem a partir da distribui¢do -4 0 ambiente € considerado nao homogéneo. O sinal é composto
de varios clusters com ondas provenientes dos multiplos percursos. Dentro de cada cluster, as fases
das ondas sdo aleatdrias e tem atrasos temporais semelhantes e, entre os varios clusters, os atrasos
das ondas sdo relativamente grandes. Por hipétese, considera-se que as ondas dos multiplos percursos
dos vérios clusters possuem poténcias idénticas, mas dentro de cada cluster existe uma componente

dominante de poténcia arbitrdria. A distribuicdo é dada por

frlr) = 22 ;“) —(5) e [—u(1+/<~‘) (;)2} Lt [20/w(1+ 9% (1.29)

com r > 0, onde ~ € a razdo entre a poténcia total da componente dominante e a poténcia total das

componentes espalhadas. E o parametro u € definido como

E(R*) 142k

= ) 1.30
V@) S Tt (130)

A partir de (1.29), a CDF de R pode ser obtida como

r
Fp(r)=1-0Q, [\/%u, V2u(l + m);] (131)
onde
1 o0 2 2
Qula,b) = — / ¥ exp (—x ; ¢ ) Iy (ax)da (1.32)
av~ b

€ a funcdo de Marcum-Q generalizada [18]. A distribuicdo x-u € uma distribui¢do de desvaneci-
mento geral que inclui as distribui¢des como Nakagami-m e Rice. Note que ambas as distribui¢des,
Nakagami-m e Rice, incluem a distribui¢do de Rayleigh como caso especial e, adicionalmente, a dis-

tribuicdo Nakagami-m também inclui a distribui¢do Gaussiana Unilateral. Entdo estas distribuicdes
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também podem ser obtidas a partir da distribui¢do x-u. A distribui¢do Rice € obtida a partir da re-
lagdo (1.29) ajustando-se o parametro ;1 = 1, ou seja, apenas um cluster, reduzindo-se a férmula
(1.3). Neste caso, a constante x coincide com o fator de Rice k. A partir da distribui¢do de Rice se
considerarmos K = k = 1 (entdo 4 = 1 e kK — 0 na distribui¢do x-u), a distribuicdo de Rayleigh
em (1.1) é obtida de uma maneira exata. O sinal Nakagami-m pode ser entendido como sendo a
composi¢do de clusters de ondas de multiplos percursos sem uma componente dominante dentro de
cada cluster. Entdo, considerando-se x — 0 e u = m, sendo m o fator de desvanecimento da dis-
tribuicdo Nakagami-m, a densidade Nakagami-m € obtida de uma maneira exata. Considerando-se
1 = m = 1 na distribuicdo Nakagami-m (entdo, © = 1 e K — 0 na distribui¢do x-u), a distribui¢dao
Rayleigh € obtida. Semelhantemente, considerando-se ;1 = m = 0.5 na distribuicdo Nakagami-m
(entdo, . = 0.5 e k — 0 na distribuicdo x-x), a distribuicao Unilateral Gaussiana € obtida de uma

maneira exata.

1.3 Diversidade

O efeito do desvanecimento de multiplo percurso em sistemas sem fio pode ser combatido usando,
dentre outros, diversidade, codificacdo, equalizacdo, antenas adaptativas e espalhamento espectral. A
diversidade € uma técnica largamente utilizada devido a sua simplicidade e por ndo implicar au-
mento de poténcia de transmissdo ou de banda de frequéncia [48]. A principio, pode-se utilizar esta
técnica tanto na recep¢do quanto na transmissdo. A técnica de diversidade consiste em receber redun-
dantemente a mesma informacao por dois ou mais canais (conhecidos como ramos de diversidade -
branches) com desvanecimentos independentes ou correlacionados. Estas réplicas sdo combinadas de
acordo com um critério especifico para melhorar a relacdo Sinal-Ruido (SNR - do inglés, Signal-to-
Noise Ratio) do sinal utilizado na decisdo. O objetivo principal € explorar o fato de a probabilidade de
ocorréncia simultanea de desvanecimento profundo em todos os L canais ser pequena. Fornecendo-
se para a recep¢do multiplos sinais com a mesma informagdo, diminui-se, de forma considerdvel, a

probabilidade de ocorréncia de um desvanecimento profundo no sinal, se os sinais sao independentes.
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1.4 Tipos de Diversidade

Existem vérias formas de se obter réplicas do mesmo sinal, dentre as quais destacam-se as seguin-

tes:

Diversidade em Frequéncia

A mesma informacao € transmitida ou recebida através de L diferentes portadoras. Neste caso,
a diferenca de frequéncia entre as portadoras adjacentes deve ser igual ou maior que a banda de

coeréncia do canal.

Diversidade Temporal

A mesma informagdo € transmitida ou recebida em L diferentes instantes de tempo. Neste caso, a
diferenca entre os instantes de tempo de transmissao adjacentes deve ser igual ou maior que o tempo

de coeréncia do canal.

Diversidade Espacial

Outra técnica utilizada para obter diversidade € a utilizacdo de multiplas antenas. Por exem-
plo utiliza-se uma antena transmissora e multiplas antenas receptoras. A distancia entre as antenas
receptoras deve ser tal que as diferentes componentes resultantes dos multiplos percursos sejam es-
tatisticamente independentes e descorrelacionadas. De maneira geral, sdo necessarios apenas alguns
comprimentos de ondas de separacdo entre duas antenas para conseguir sinais com desvanecimentos
independentes. Embora a independéncia estatistica entre os sinais seja desejavel, isto ndo é possivel

em todas as situagdes, conforme serd detalhado na Se¢do 1.5.

1.4.1 Métodos de Combinacao

Tendo-se obtido as versdes necessarias do sinal, deve-se processd-los com o objetivo de se obter

os melhores resultados. Existem trés maneiras bdsicas para associar os sinais recebidos em cada
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percurso, os chamados métodos de combinagdo [49].

Combinacao por Selecao

Conceitualmente e, algumas vezes, analiticamente, o método de combinacdo por sele¢do (SC - do
inglés, Selection Combining) é a mais simples dentre todas as técnicas de diversidade. Nos métodos
de combinacao por sele¢dao, somente um dos sinais de entrada é usado por instante de tempo, sendo
este selecionado segundo algum critério. Normalmente, o ramo com maior SNR. De uma maneira
geral [50]

R = maximo entre { Ry, Ry, ..., R} (1.33)

onde R € a envoltdria resultante do método de combinacdoe R;, 7 = 1,..., L, sdo as envoltorias dos
sinais de entrada. Na pratica, entretanto, a presenca de ruido dificulta a estimativa da poténcia do sinal
puro, desta maneira o ramo com maior poténcia de “sinal+ruido” € selecionado. Dentre as limitagdes
técnicas cita-se a necessidade de um receptor para cada ramo de diversidade e de monitoramento dos

sinais a uma taxa superior a da ocorréncia de desvanecimento.

Combinacao por Ganho Igual

A técnica de combinacdo por ganho igual (EGC - do inglés, Equal Gain Combining) é um método
de combinacdo por adi¢iao onde o sinal resultante € uma combinacdo linear dos sinais recebidos, dada

por [50]
1L
R=— R;. 1.34
7 2; (1.34)

E importante observar que neste método o sinal na saida do combinador corresponde 4 soma coerente
dos sinais de diversidade. Faz-se necessdria, portanto, a implementagao de circuitos para alinhar em
fase os sinais dos vdrios ramos. As curvas de desempenho deste método estdo entre as curvas do
método SC e combinacdo de mdxima razao (descrita a seguir) e, em geral, pouco abaixo do método

de combina¢do de mdxima razdo mesmo sendo substancialmente menos complexa.
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Combinacao de Maxima Razao

Na combinagdo de méxima razdo (MRC - do inglés, Maximal Ratio Combining) cada sinal (ramos
da diversidade) € ponderado na propor¢ao direta do pardmetro SNR por ramo antes de serem somados.
O coeficiente de ponderagdo de cada ramo € proporcional a razao entre o valor do seu sinal e a poténcia
média do ruido correspondente. Estes pesos minimizam o ruido que € adicionado a cada ramo de
diversidade em desvanecimento. Esta € uma técnica 6tima, ou seja, aquela que fornece médxima
relacdo sinal ruido na saida do combinador. Desta forma a envoltdria na saida do combinador € dada

por [50]

(1.35)

Um fator limitante no desempenho deste sistema ocorre devido a erros na estimativa dos ganhos

de cada ramo.

1.5 Correlacao

A suposi¢ao de independéncia estatistica entre os varios ramos da diversidade € valida somente
se eles estdo suficientemente separados [51]. Entretanto nos sistemas de comunicagdes sem fio esta
separacao nem sempre € possivel. Como exemplo, no desvanecimento de longo prazo, pode-se citar a
diversidade espacial através da separacdo de antenas em que sdo necessario de 30 a 50 comprimentos
de onda de distincia entre as antenas para que os varios sinais possam ser considerados descorrela-
cionados [49]. No desvanecimento de curto prazo, a separacdo € da ordem de meio comprimento de
onda. O efeito da correlagdo entre os varios sinais que compdem um sistema com diversidade tem
sido estudado por vérios autores [52-57]. Os estudos envolvem a escolha de varios parametros, tais
como a escolha do tipo de ambiente a ser analisado (Rayleigh, Rice, Nakagami-m, o~y entre outros),
a modulacdo (QPSK - do inglés, Quadrature Phase Shift Keying, DQPSK - do inglés, Differential
Quadrature Phase Shift Keying entre outros), o tipo de correlagdo envolvida (constante, exponencial,

circular entre outros), o tipo de selecdo de diversidade (SC, MRC, EGC entre outros) e a da ordem



1.5 Correlacao 17

diversidade (dois, trés ou L ramos).
Normalmente mede-se a relacdo existente entre duas varidveis aleatdrias quaisquer através do

momento cruzado normalizado destas varidveis. Esta relagao é conhecida como coeficiente de corre-

lagdo [58, eq. (5.1-17b)] dado por

pij = C<Yz‘a YJ) (1.36)
V(Y,)V(Y))

? J

onde C(+) € o operador covaridncia e Y; e Y; varidveis aleatdrias quaisquer.

1.5.1 Modelos de Correlacao

Dentre os modelos de correlagdo normalmente adotados podemos citar:

Modelo Constante

Pode ser obtido através de antenas muito proximas [53, Sec. II-A]. Neste caso a matriz de

correlagdo X;; é dada por 3;; = 1,se i = je X;; = p,se i # .

Modelo Exponencial

Pode ser obtido através de antenas equidistantes [53, Sec. II-B]. Neste caso, a correlacdo entre os
pares de sinais decai a medida que o espagamento entre as antenas aumenta [59]. Um exemplo € a
colocacgdo de trés antenas dispostas na forma de um tridngulo equilatero [60]. Neste caso a matriz de

correlagdo 3;; é dadapor X5 = 1,sei = je X5 = pli Il se i # j.

Modelo Circular

No caso de correlagdo circular [55,61], a matriz de correlacdo ndo € apenas simétrica, mas também
possui simetria de ordem n, ou seja, p1 = Pn—1, P2 = Pn—2..... Este modelo pode ser aplicado a

antenas dispostas em um circulo ou quatro antenas dispostas em um quadrado.
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Arbitrario

Modelo em que € adotada uma correlagdo arbitrdria para cada par de sinal, portanto mais geral que
os modelos anteriormente descritos. Normalmente, este € o modelo que leva a maiores dificuldades
no tratamento matemdtico. A matriz de correlacdo ndo permite simplificagcdes. Um levantamento

empirico deste modelo foi feito em [62]. Neste caso a matriz de correlagdo 3J;; € dada por 3J;; = 1,

sei = jeX = pi,selFJ.

1.6 Revisao Bibliografica

Dentre os principais trabalhos envolvendo distribuicdes multivaridveis correlacionadas podemos

citar:

1. Nakagami propds uma PDF para duas varidveis Nakagami-m [24, eq. (126)]. Neste caso
Nakagami considerou as varidveis com o mesmo fator de desvanecimento [24, eq. (4)], o que,
em ultima andlise, limita a avaliagdo de sistemas correlacionados mais gerais. A correlacao,
expressa pelo coeficiente de correlacio p, corresponde a correlacao entre as poténcias Rayleigh
que compdem cada uma das varidveis Nakagami-m, sendo esta correlagdo constante [24, eq.
(121)]. Esta PDF esta expressa através da funcdo de Bessel modificada [17, eq. (9.6.18)].
Utilizando uma conhecida relag¢do entre a funcdo de Bessel modificada e a funcdo de Laguerre
generalizada [25, eq. (8.976/1)], o mesmo autor ainda fez a expansdo da funcdo de duas varia-

veis em uma série utilizando a funcio generalizada de Laguerre [24, eq. (135)].

2. Em [63, eq. (3)] Beaulieu apresenta uma expressao na forma de série infinita para a CDF da
distribui¢do bivaridvel Nakagami-m. A restri¢do existente é a necessidade de as duas varidveis
serem identicamente distribuidas, ou seja, possuirem o mesmo fator de desvanecimento. O

mesmo autor propde e analisa um limitante superior para a série infinita [63, eq. (7)].

3. Baseado no trabalho de Krishnammoorthy [64], Ugweje e Aalo deduziram uma PDF conjunta

para n varidveis [56, eq. (6)] Nakagami-m. Permanece aqui a restricdo que o fator de desva-
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necimento que descreve cada uma das n varidveis deve ser o mesmo. A grande contribui¢io
deste trabalho € a obtencdo da PDF conjunta através da correlagdo entre as gaussianas que
compdem as varidveis Nakagami-m [56, eq. (8)]. Nao existe aqui necessidade de que a matriz
de correlacdo seja de um modelo especifico tal como constante ou exponencial. A PDF foi

deduzida a partir dos polindmios de Laguerre [25, eq. (8.970/1)].

4. Utilizando os resultados de Krishnammoorthy [64], Adachi propés uma PDF conjunta para n
varidveis correlacionadas em um ambiente Rayleigh [52, eq. (14)]. A correlacdo € entre as
gaussianas, podendo existir correlagdo entre as componentes em fase e em quadratura de duas
diferentes varidveis Rayleigh. A PDF estd baseada na expansao em série em termos da funcio

de Laguerre [25, eq. (8.970/1)].

5. Baseado na suposi¢do da existéncia de correlacdo do tipo exponencial e mesmo fator de desva-
necimento entre as varias varidveis, Karagiannidis [54] propds uma densidade conjunta em um
ambiente com desvanecimento modelado através da distribui¢do Nakagami-m para n varidveis

[54, eq. (3)]. A correlagdo € entre as varidveis Rayleigh [54, eq. (2)].

6. Aproveitando o resultado em [54], os mesmos autores propuseram uma nova PDF para vérios
modelos de correlacdo [55, eq. (2)]. Os modelos abordados pelo autor foram o exponencial,
linearmente arbitrario, constante e circular. A restricdo imposta pelo método € que a matriz
inversa da matriz de correlacdo deve ser tridiagonal [65]. De fato, o inico modelo a atender
a esta restricdo € o exponencial. Assim, os proprios autores propuseram uma aproximacao da

matriz de correlagdo baseada na matriz de Green [66].

7. Quando € considerado o modelo Nakagami-m com diferentes fatores de desvanecimento para
cada varidvel, normalmente os trabalhos estdo restritos a duas varidveis. O trabalho proposto
por Reig [67] considera uma PDF de duas varidveis com diferentes fatores de desvanecimento
para cada uma das varidveis [67, eq. (12)]. Na expressdo da PDF aparece a funcio hiperge-

ométrica confluente [17, eq. (13.1.2)]. Os mesmos autores propdem uma relacdo fechada para
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o coeficiente de correlagdo de poténcia, como uma funcao da correlagdo entre as componentes

Rayleigh que compdem a varidvel Nakagami-m e dos fatores de desvanecimento.

Para a distribuicdo a-p, Yacoub prop6s uma PDF de duas varidveis correlacionadas [43, eq.
(15)] baseado no trabalho de Reig [67]. A constante p € uma generalizacdo do fator de

desvanecimento proposto por Nakagami-m.

Paralelamente ao trabalho de Yacoub [68], Piboongungon [69] propds uma PDF e uma CDF
bivaridvel considerando parametros de desvanecimento arbitrdrios para a distribui¢do -y (de-

notada por Gamma generalizada).

Ainda com relagdo a distribui¢do -y, Yacoub propds uma PDF multivaridvel correlacionada
[43, eq. (38)]. Esta PDF ¢ vdlida somente para coeficientes de correlagdo do tipo exponen-
cial. O grande atrativo aqui € o fato de esta densidade ser multivaridvel e ndo existir restricao
nos parametros « € ;. em cada varidvel. O mesmo autor deduz uma relacdo fechada para o
coeficiente de correlagdo generalizado [68, eq. (31)]. E interessante notar a importincia desta
relacdo ja que € uma férmula que generaliza todos os casos anteriormente encontrados na lite-

ratura quando, logicamente, considerado os modelos derivados desta distribuicdo.

A principal aplicacdo utilizada pelos autores citados nesta Se¢do para as estatisticas conjuntas

foi a analise em algum tipo de sistema com diversidade, especialmente SC, EGC e MRC.

1.7 Objetivos e Contribuicoes do Trabalho

Esta tese tem como objetivo explorar ambientes de desvanecimento correlacionados para uma

melhor caracterizacao do canal sem fio. Nesse sentido as seguintes contribui¢cdes sdo propostas:

e Obtenc¢ao de uma distribui¢io exata bivaridvel Hoyt com coeficientes de correlagdo arbitrarios.

e Obtenc¢do do coeficiente de correlacdo de poténcia considerando a correlacdo entre as gaus-

sianas que compdem o processo Hoyt.
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Deducao de expressoes exatas para PDF e CDF na saida do SC como uma funcdo da relagado

sinal-ruido.

e Obtencdo de uma PDF e uma CDF exatas bivaridvel Nakagami-m com coeficientes de corre-

lagdo arbitrérios.

e Obtencdo do coeficiente de correlagdo de poténcia considerando a correlagdo entre as gaus-

sianas que compdem o processo Nakagami-m.
e Obtenc¢ao de uma PDF exata multivaridvel a- .

e Obtencdo de uma PDF e uma CDF multivaridvel a-u aproximadas e em férmulas fechadas,

para a modelagem de ambientes correlacionados.

1.8 Estrutura da Tese

Este trabalho de tese € organizado da seguinte forma:

Capitulo 2 : O objetivo deste capitulo é deduzir, de uma forma exata, a PDF e CDF conjunta de dois
sinais Hoyt correlacionados. Também serd deduzida a expressdo do coeficiente de correlagao

de poténcia. Adicionalmente, serdo deduzidas expressoes aproximadas para a PDF e CDFE.

Capitulo 3 : Este capitulo particulariza a distribuicdo a-p para o caso Nakagami-m de duas varia-
veis. Serdo apresentadas expressoes exatas para vdrias estatisticas considerando um ambiente

com correlacdo arbitrdria e fator de desvanecimento igualmente arbitrario.

Capitulo 4 : Neste capitulo, deduz-se uma expressiao para a PDF conjunta da distribui¢do a-i.
Considera-se uma matriz de correlagdo arbitrdria e parametros de desvanecimento arbitrarios

para uma densidade multivaridvel.

Capitulo 5 : Este capitulo trata de alguns casos particulares resultantes da PDF conjunta deduzida
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no capitulo 4. E feita uma andlise detalhada de uma PDF o~y aproximada para o caso multi-

variavel.

Capitulo 6 : Neste capitulo, algumas consideragdes finais e perspectivas de investigacdes futuras

serdo apresentadas.



Capitulo 2

Estatisticas Conjuntas de Duas Variaveis

Hoyt Correlacionadas

2.1 Introducao

Em um sistema de comunicagdo sem fio, a envoltoria do sinal flutua de forma aleatéria quando
este se propaga em um ambiente com condicdes de desvanecimento rapido. Dentre as varias dis-
tribuicdes usadas para modelar esta envoltéria, podemos citar: Rayleigh, Rice, Hoyt (Nakagami-q)
e Nakagami-m. Em particular, o modelo de Hoyt [33] considera as componentes em fase e em
quadratura como sendo processos gaussianos com média nula e variancias arbitrarias. Para o caso
de variancias idénticas, a distribuicdo de Hoyt reduz-se para Rayleigh. Como exemplo de aplicagdo,
este modelo tem sido usado para descrever a distribuicao da amplitude do sinal em enlaces de satélite
sujeito a cintilagdo ionosférica [70]. Esta distribui¢do também tem sido utilizada para a andlise de
desempenho em sistemas de comunicacdo sem fio [71-74]. Mais recentemente, diversas estatisticas
relacionadas ao modelo de Hoyt tem sido objeto de investigacdo [75-79]. Entretanto, as estatisticas
PDF e CDF conjunta da distribui¢cdo de Hoyt bivaridvel ainda ndo foram determinadas na literatura
técnica especializada.

O objetivo deste capitulo € deduzir, de forma exata, a PDF e CDF conjunta de dois sinais Hoyt cor-

23
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relacionados. Também serd deduzida a expressdo, em uma forma simples e fechada, do coeficiente
de correlacdo de poténcia. As expressoes para a PDF e CDF conjunta fazem uso de fun¢des bem
conhecidas e faceis de serem manipuladas: funcdo hipergeométrica confluente e a funcdo Gamma
incompleta. Estas funcdes estio disponiveis em programas de cdlculos numéricos tais como MATHE-
MATICA. Embora longas, estas formulas sdo matematicamente trataveis, faceis de serem avaliadas
e suficientemente flexiveis para acomodar um grande nimero de cendrios em ambientes correla-
cionados. O modelo considerado aqui é geral e engloba um ambiente ndo estaciondrio, no qual as
variancias das componentes em fase e em quadratura sdo distintas. Como aplicac¢io serdo analisados
combinadores SC, cuja OP (do inglés, Outage Probability) - Probabilidade de Indisponibilidade é
encontrada de uma forma exata, MRC e EGC. E importante ressaltar que uma relagio entre os coe-
ficientes de correlagcdo entre as componentes gaussianas deve ser atendida de forma que o critério de

convergéncia da respectiva série infinita seja atendida.

2.2 PDF Conjunta de Duas Envoltorias Correlacionadas

Sejao vetor Y = [Y; Y, Y3 Y4]7, onde []* significa a transposta de [] e cada Y; é uma varidvel

aleatdria gaussiana com média nula e matriz de covariancia A representada por

‘7% 0 pi3 pu

0 o2
A _ 2 p23 p24 (2.1)

P13 P23 032, 0

pia pu 0 o}

onde py; = C(Y},Y;) com 1 < k,I < 4. Quando k = [, entdo py; = o2, que é a varidncia de
Y%. Os elementos nulos em A aparecem devido a descorrelacdo (independéncia estatistica) entre as

componentes em fase e em quadratura.
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Considere agora quatro varidveis Gamma X, ¢ = 1,2, 3, 4, com densidades marginais dadas por

e NPl
f&unzfg%%¥L< (2.2)

A Funcgdo Geratriz de Momentos (FGM) de quatro varidveis Gamma com p = 1/2 é dada por [64, eq.

(2.2)]
D(s], 85, 85, 8y) = [T — AS]il/2 (2.3)

onde I é uma matriz identidade e S € uma matriz diagonal cujos elementos que nao siao zero (di-

agonal) sdo as varidveis de Laplace (frequéncia complexa) s, s5, s5, s;. Vamos definir 5/(s}) =

2

02si/(1 —o2s}) = B3l,i = 1,2, 3,4, tal que (2.3) possa ser reescrita como

(s, 55, 5, 84) = {(1 — o7s)) (1 — 03) (1 — os) (1 — o)} /2 {g (61, By, 35, 81} /2 (24)

onde g(31, 35, 35, B4) é o determinante, dado por

10 e g
3 4
e
9(B1, By, B3, By) = : : (2.5)
s s 10
—o48 —Zg, 0 1
A expressdo em (2.5), ap6s o cdlculo do determinante, pode ser simplificada para
9(B1 B, B, 81) = 1 = { 813307 + 330307 + 518105 + 356105 — B1350534(0185 — 0304)° } 06
21-A
onde
5 = P13 ’ 5y = P24 7 53 = P14 ’ 5y = P23 ' 2.7
0103 09204 0104 0203

Cada 9; denota a covariancia normalizada, com 1 < ¢ < 4, ou seja:
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1. 4, é a correlagdo entre as componentes em fase;

2. J9 € a correlagdo entre as componentes em quadratura;

3. 43 é a correlagdo cruzada entre as componentes em fase e em quadratura e
4. 04 € a correlacdo cruzada entre as componentes em quadratura e em fase.

Em um modelo de desvanecimento, os coeficientes de correlagdo 1, d2, 3 e 0, dependem de varios
parametros tais como a distancia dos pontos de recepc¢do, a diferenca de frequéncia entre os sinais
transmitidos entre outros fatores [3]. A Figura 2.1 mostra os padrdes de correlagdo definidos em

(2.7).

Fig. 2.1: Padrdes de correlacao abitrarios definidos em (2.7) em uma perspectiva grafica.

Substituindo (2.6) em (2.4) e expandindo (1 — A)*l/ 2 através do teorema binomial [25, eq.

(1.110)], dado por

[e]
,l
2 Z

(2.8)
k=0
onde (-), é o simbolo de Pochhammer [17, eq. (6.1.22)] dado por
(@e= 9P i)tk 1) 2.9)
T T(a) '

sendo o critério de convergéncia da série infinita dado por |A| < 1[25, eq. (1.110)]. Entdo (2.4) pode

ser reescrita com um somatorio infinito dado por

(I)(Sh 327 53, 34) (1 - 053/1)_1/2(1 - 033/2)_1/2(1 - ‘7?%323)_1/2 I 0454 12

k=0
(2.10)



2.2 PDF Conjunta de Duas Envoltoérias Correlacionadas 27

Expandindo A* em (2.10) através do teorema multinomial [17, eq. (24.1.2)] para cinco termos dado

por

ki ko ks
k k
(by + bs + by + by + bs)* z Y z( )( )(k) (k)bbbbb

=0 ko=0 k3=0 k4=0
2.11)

e apds algumas manipulacdes algébricas, (2.10) pode ser reescrita como

(s), 8, 85, 84) = (1= ofsy) V2 (1 = 03sy)"/2(1 — 03s5) "2 (1 — offs)

DHHH> Z o ( )(2) (Z) @5 T e A )

k=0 k1=0 ko=0 k3=0 k4=0 ’

X (= 1) (010 — 8304)% ()Rl (g )l mhertls (g )Rl (1) ke

Sabendo-se da independéncia (correlacdo igual a zero) entre Y] e Y5 e também entre Y3 e Y, podemos

fazer

(2.13)
§5 = 8 =Sa.
Portanto, como consequéncia,
(D(Sl, 82) =
k1 ke ks
Ei\ (F2\ (B3 c2(k—k1) <20k —ka) <2(ka—ks) <2(ks—ka)
ZZZZZ o
k' k1 ko) \ks/) \ k4
k=0 k1=0 k2=0 k3=0 k4=0 (2.14)

X (0109 — 5354)2k4(—1)k4(1 — a%sl)_l/z(l - 0551)_1/2(1 - 0%32)_1/2(1 - 0552)_1/2
y 0_%51 k—ki1+ko—ka+ks 0’%31 k1—ko+k3 0'32)82 k—Fko+ks UZSQ ko
1 —ois; 1—o02s; 1 — o2sy 1—o0%sy ’

Aplicaremos agora a transformada inversa de Laplace [17, eq. (29.1.2)] em (2.14), onde s; € s
sdo as varidveis complexas de Laplace. Como as varidveis de Laplace estdo escalonadas por uma

constante (as variancias), usaremos a propriedade do escalonamento [17, eq. (29.2.13)]. Faremos
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também uso do ja conhecido Teorema da Convolug@o onde o produto de duas fun¢des no dominio

complexo de Laplace € mapeado em uma convolugdo das respectivas transformadas inversas. Uti-

lizando a funcdo generalizada de Laguerre definida como [25, eq. (8.970/1)]
L} (x) = rIL~ (x)

onde

bty N (DT (p 4 e
Ly (z) = ij(r - ) +7)

J=0

assim como a propriedade [64, eq. (1.3)]

e [T el =Dl )
iy | )T 0) d

em (2.14), entdo a PDF conjunta Gamma ¢é encontrada como

(2.15)

(2.16)

(2.17)

k1 ko
fx Xo :Cl,:l:Q Z Z Z Z Z I ( ) (Z;) <Z§) (Zi)é (k— k1)5i(k17k2)5§(k27k3)

k=0 k1=0 k2=0 k3=0 k4=0

X

(1/2) k—tr ko —ks+hs

Gy TR 1)k (8,85 — 8304)25 (k — e + ko — K+ k)l (R — ko + K) ! (k — ko + ka) !
(1

/ )kl—k2+k3(1/2>k—k2+k4(1/2)1620'10'20'30'4772

T p—1/2 Ty -1/2 z1—T —1/2 s —1/2 ((2o—1p
/ / Lk k1+ko—ks+ky <<7_ Lk1 ko+k3 o3 Lk ko+ks \ o3 Lk2 o3 drd
T1ATa.

/71 €XP Tl ) V&1 — T1 €Xp <xl—27—1> \/erxp <;_2§) /x2 — Ty exp (xz 472)

(2.18)

A partir de (2.18) e as relacOes R; = v/ X; e Ry = /X, € possivel deduzirmos a PDF conjunta

para duas varidveis Hoyt correlacionadas através da transformacao fr, g,(r1,72) = |J|fx, x, (21, 22),

sendo J o Jacobiano da transformacao. Seguindo o procedimento estatistico padrdo de transformacgdo

de varidveis e apds algumas manipulacdes algébricas e simplificacdes, a PDF

varidveis é dada por

conjunta Hoyt com duas
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k k1 ko ks
ki\ (F2\ (F3Y c2(k—k1) c2(k1—ks) c2(ka—ks)
fauma(risra) Z 222 Z k! ( ) (k‘2> (kS) (@)5 g Ol

k=0 k1=0 ko=0 k3=0 k4=0
§ TR (L 1)k (8,8, — G304)2K (k — iy + kg — Ky + k) (ky — ko + k)1 (k — ko + ka) Ky
(1/2) kst ka—tstha (1/2) by kgt ks (1/2) kg s (1/2), 0109030472

2 2
r3  r2 1/2 sl 1/2 ry— 7'1 1/2 3 1/2 (r2—m
2r 1Lk kitko—ks+ka \ o? Lk1 katks \ o2 2r 2Lk katky \ 02 Lk2 o2
X dTldTQ

Ly Ve (a) Vi men (2] v () Vi mew ()

X

(2.19)

Perceba, entretanto, que a expressao ainda ¢ dada em termos de uma integral dupla, o que ndo é
desejdvel. Com o objetivo de resolver as integrais em (2.19), procederemos como a seguir:

(1) [25, eq. (8.972/1)], a relacdo entre a funcdo hipergeométrica e as funcdes de Laguerre dada por
Lo (z) = (" N O‘) Fi(—n,a+1;7) (2.20)
n

(11) [25, eq. (9.212/1)], uma rela¢do funcional envolvendo as func¢des exponencial e hipergeométrica

dada por

1F1(Oé, v Z) = exp(z)lFl(’y — Q,7; —Z) (221)

(iii) a expansdo da funcdo de Laguerre dada em (2.16) e (iv) [25, eq. (3.383/1)] dado por

/“ o u— )" exp (Br) dv = B, v)u" " Fi(v, g+ v; Bu) (2.22)
0

onde B(-,-) é a funcdo Beta [17, eq. (6.2.2)]. E desejavel que a PDF conjunta seja expressa em

funcdo de parametros fisicos. Desta maneira, vamos definir

2
m =1 (2.23a)

3
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2
ag
= — (2.23b)

0y
sendo 7; e 72 a razdo entre as poténcias das ondas espalhadas das componentes em fase e em

quadratura de cada cluster de multiplo percurso, respectivamente.

Ap6s varias manipulagdes algébricas, simplificacdes e a utilizacdo das expressdes anteriormente

dadas, a PDF conjunta de duas varidveis para a distribuicao Hoyt é dada por

le,RQ(Tl,TQ) =

Z zk: i: f: (1/2) k(SQ(k kl)éwﬁ * 53(1627]63)55(]{37’{4)(—1)k4((5152 — 5354)%4
(k — k) (ky — ko) (ko — k3)! (ks — k) lkey!

k=0 k1=0 k2=0 k3=0 k4=0

k—ki1+ko—k3+kg k1—ko+k3 Jitje+1
k—Fk +ky—Fks+ky\ (k1 —Fko+ ks 1+m e
E E —1)71tI2
- ( ' ) ( ' ) ( 2( (=1)

j1=0 j2=0 . I

27"%<j1+j2)+1 btk k2 k — k’Q + ky ko
F 1/2 1
J1+1/2 1+m 2) 1 <J1 +1/2.0 42+ ) Z Z ( > <]4)

X
771 eXp( Tl 73=0 74=0
1+ ny Ja+jatl (_1)j3+j42r2(j3+j4)+1
< 2Q > 77%3+1/2exp<1+7727“2>

~ 2 -1
i ( gs+1/2, J3+J4+1 R
292 2

(2.24)

onde 1ﬁ1(-, -;+) € a fungdo hipergeométrica regularizada confluente [17, eq. (13.1.2)], Q; = E(R?) e

), = E(R3). Como caso particular, no modelo de Rayleigh 1, = 15 = 1.

2.3 CDF Conjunta de Duas Envoltdrias Correlacionadas

A CDF conjunta Hoyt correlacionada através de coeficientes de correlagdo arbitrarios pode ser

deduzida integrando (2.24) da seguinte maneira

FR1 Ry (7“1, 7"2 / / le Ry (7’1, 7“2)d7“2d7”1 (2.25)
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Substituindo (2.24) em (2.25), usando [25, eq. (9.210/1)], uma representacdo da fun¢do hipergeomé-
trica na forma de série infinita dada por

o0

1F104’)/, Z

k=0

—~

Oé

g 2"
— 2.26
) H (2.26)

—~

[25, eq. (3.381/1)] apds varias manipulagdes algébricas, podemos encontrar a CDF conjunta dada
por

FR1 R2(7’1,7“2) =

ko

1 1 2 52(k k1) 52(k1 k2)5 (ko—Fk kg kq)
STy W2

(1)K (5,8, — 0304)2
k=0 k1=0 ka=0 k3=0 ks=0 (k = k1)!(kr — k2)< k) !y — k) lha!
k—k1+ko—ks+kyg k1—ko+ks

(—=1)772 (| — Ky + ko — ks + kg \ (k1 — ko + k3
X Z Z j1+1/2

j1=0 jo—0 ™ Ji

Jo (2.27)
. 1 k—ko+ky ko : :
(1 +1/2); (771 - 1)“ ( . L+m , (1)t
XZ - Pla+j2+7s+1, 1 Z — 7
| 1/2
P n 2h oo s mt /
k—ky+ kg (2 o= (ja +1/2); —1\* _/ 1+
x ( ’ 4)(.2>Z(‘74 .,/ )i (772 ) P<J4+35+36+1, 7727’3)
Ja Js o0 J6: 2 200
onde P(a,x) é a funcdo Gamma incompleta regularizada [17, eq.(6.5.1)] dada por
1 ’ a—1
P(a,x) = =—— | exp(—t)t* "dt (2.28)
(a) Jo

Seguindo o0 mesmo procedimento descrito em [64], é possivel demonstrar que as séries deduzidas

(PDF e CDF) sdo absolutamente convergentes atendendo o critério

0+ 0% + 02 4+ 07 + (8105 — 8304)? < 1 (2.29)
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2.4 Coeficiente de Correlacao de Poténcia

Usando (2.24) e a relacdo dada em [25, eq. (7.621/4)], os momentos centrais conjuntos da dis-
tribuicdo Hoyt bivaridvel na poténcia e com variancias arbitrarias podem ser calculados usando o

procedimento padrdo da teoria da probabilidade, ou seja,

B = [ [ A fn () aridrs 230
o Jo
Portanto, ap6s manipulacdes algébrica, temos

(1+203)0%02 + (14 262)0303 + (1 + 203)0502 + (1 + 205)0302
1 :

E(RIR3) = 2.31)

Mas C(R?, R2) = E(R?R2) — E(R?)E(R2) onde E(R?) = (02 +02)/2, E(R2?) = (02 +02)/2. Ainda
V(R?) = E(R]) — {E(R})}%, V(R2) = E(R;) — {E(R%)}?. O quarto momento de cada processo

E(R}) e E(R3) pode ser calculado utilizando [24, eq. (52)], que resulta em

3ot + 20202 + 305

E(R}) = I (2.32a)
(R4) 303 + 20204 + 304' (2.320)
Assim, as variancias sdo dadas por
4 4
V(R =2 ;02 (2.33a)
4 4
V(R =28 ;04. (2.33b)
O coeficiente de correlagdo resultante pode ser expresso de uma maneira exata por
(520103 + 050305 + 030305 + 030505 (2.34)

\/(‘71 + 02)(03 + ‘74)
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e, de uma maneira similar, agora em fungdo de 7; e 17, como

(5%7]1772 + 5 + (S 3 + (547’]2

NCEICES (239

A expressdo em (2.35) € geral e exata e considera coeficientes de correlagdo arbitrdrios e valores de
71 € 19 também arbitrarios. Se consideramos §; = d, € 64 = —J3, a correlagdo conforme deduzida

em [78, eq. (11)] é obtida. De forma particular, para o modelo de Rayleigh, n; = 7, = 1.

2.5 Casos Especiais

Partindo de (2.6) e seguindo o mesmo procedimento descrito anteriormente, formas mais simples

da PDF conjunta assim como da CDF conjunta podem ser obtidas.

Um caso especial interessante pode ser obtido se fizermos d; = 4, = 0 (correla¢do cruzada nula).

Neste caso, a PDF conjunta em (2.24) pode ser simplificada para

k1

o k 2(k k1+k2) 2k 5 k—ki1+ks ki
(1/2)10 )52 1( AV
) =330 S WSS () (1)
k=0 k1=0 ko=0

Jj1=0  j2=0

X

14\t 2r2<]1ﬂ2)+1( 1)1+, Fy (jl +1/2,51+ 2+ 1; 277&1117711 r1>
(02

j1+1/2 1+771 2
m eXp |20, Tt
k—ki+ka k1

BRI
A

Jj3=0 ja=0
(Js+]4)+1 j5+j4
2ry

J3 1/2 j3 +j4+1’2§2227712 2)

_|_
x 1
0 (55213)

j3+1/2
Ub)

(2.36)
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A CDF conjunta simplificada de (2.27) pode ser escrita como

o k k1 2(k k1+k2) 2k, ko k—ki1+ka k1 i1+
1/2 95 (= 1) 2 (—1)n+a2
k=0 k1=0 k=0 1=0 jo=0 Th
kk+k kD = (j1 +1/2); —1j3 o 1+
% 1 2 1 Z ]1 ‘ / )]3 Uit P+ ot js+1, UlT%
J2 et J3! m 20
k—kithe k1 J4+J5 k k k k (237)
<3 om0
+1/2 : :
v S 4 J4 Js
(ja + 1/2)j6 m-1\* (. 1+ ,
X P 1
Z o] n Ja+ 95+ 736 + 1, 20, Ty
Jj6=0
e
52 52
p=— ot % (2.38)

Vi + D+ 1)

Neste caso, o critério de convergéncia é atendido se 67 + 53 + 0262 < 1.

Ainda neste caso, se 9; = 9, = 6, entdo a PDF conjunta em (2.24) pode ser simplificada para

0o k k k—k +k2 kl
1/2 k52 (k+k2) ( 1)k2 1 k—ki+ ks ky
fri o (11572) = Z Z Z (k — k) (k1 — ko)ks! Z Z J1 Ja
=0 k1=0 ko=0 J1=0 " j2=0

(1 _|_ 771)j1+j2+1 27’1(]1+]2)+1(—1)j1+j21ﬁ1 <]1 + 1/2,]1 + j2 + 1, 277;)17]11 Tl)

j1+1/2 1+771 2
m exp T
k—ki1+ke k1

BRI
A

Jj3=0  ja=0
(]3+]4)+1 j5+]4
2r;

J3

+1/2,j3+ ja+ 1 751 2)
p<12B22r§>

7 2Qam2
X

j3+1/2
Ub)

(2.39)
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A CDF conjunta simplificada de (2.27) pode ser escrita como

© k k1 k+k2) ko k—ki1+ka k1 o
(1/2)x6** k) (~1) (=1)+
FRl,RQ(Tl)TQ) — % Z Z (k‘ ]{1) (k}l B k}Q)‘kQ' Z Z j1+1/2

k1=0 ko=0 71=0 72=0 1
k—Fki+ ko (k1 o= (j1 + 1/2); —1\* S 1+
x ( P -1) Z &2 . 1/ )i (771 > P (]1 +J2 + js + 1, 7717"%)
N J2) = J3! m 2
k—ki+ko k (240)
S ey
+1/2 ; -
v S 4 J4 J5
(n+1ﬂhﬁch—1)“ <. o 1+n2ﬁ
X , Pl js+75+Jjs+ 1, r
%ZZO o n 4+ 95+ J6 50, 2

2
poLlmmtl (2.41)

VR + 103 +1)

Neste caso, o critério de convergéncia é atendido se 262 + 6% < 1.

As expressdes deduzidas nesta se¢do sdo exatas, mas consideram condicdes de correlacio menos

restritivas.

2.6 Formulacao Aproximada

Se considerarmos pequenos valores do coeficiente de correlagdo na expressdo (2.24), somente
r = 0er = 1, ou seja, apenas dois termos na série infinita sdo relevantes na composi¢do da densi-
dade conjunta. Neste caso, (2.24) pode ser aproximada por uma férmula fechada simples dada por
thRQ (r1,72) = fRry.r,(71,72) para os seguintes casos:

1. Partindo diretamente de (2.24), a expressao resultante ¢ dada por

fR1,R2 (7‘1, 7”2) = le (Tl)ng (7"2) + 5%G102 -+ 5§H1H2 + 5§G1H2 + 5ZG2H1 — ((51(52 — 5354)25152

(2.42)
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onde

L+ m:)%r7 ] (14 m:)rs
G,-:exp{J IUQ)}( +Zé§
VB (2.43)

2 2 2 z
2 (n; — )r; 2 (ni — Dr;

1 i)’y ] (1 i )Ti
Hi:exp[_( +n)n}( +ni)r

PP o ror
7 8 Y (2.44)

x { [(1+m)r? = 260] Iy [%} ~(+mrh [(7724;—&)72] }

L+ 9)%2] (1+ )7
Si:exp{_( + ) n}( +mi)r

0 | R
g 8 Y (2.45)

2 2 2 2 2
2 (n; — )r; (1+n:)(1+n7) 2 (n; — )r;
N2 90 .;. °J
X {[(1 +n3)ri — 2Qm;] Lo [ e ] -+ p— T o,

(I +m)r (14 m:)°r} (n7 —1)r7
fri(ri) = NG exp [— o } Iy { o, } (2.46)

comi=1,2,r; > 0e [i(-) € a fun¢do de Bessel modificada de primeiro tipo e de ordem um [17, eq.

(9.6.16)]. Note que fz,(r;) é a PDF marginal Hoyt.

2. Considerando correlagdo cruzada nula, ou seja 63 = 64 = 0. A expressao resultante é dada por

le7R2 (7’1, TQ) = le (7’1)ng (Tg) + 5%G1G2 + (5§H1H2 — 5%5%5152 (247)

2.7 Aplicacoes

Nesta Secao resultados adicionais sdo obtidos utilizando-se a distribui¢do de Hoyt correlacionada

bivaridvel em trés tipos de combinadores: SC, MRC e EGC. Especificamente, para o caso SC, serdao
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deduzidas expressoes exatas para OP e a PDF como uma fun¢do da SNR na saida do combinador.

2.7.1 Receptor SC de Dois Ramos

A PDF conjunta (2.24) expressa como uma fungio do pardmetro SNR, I'; = R?E},/ N, no ramo i,

assim como os casos especiais dados em (2.36) e (2.39), podem ser escritos, respectivamente, como

thFQ (717 ’72) =
k1 ko

Z Z Z Z Z 1/2 k52 (k—k1) 54(k1—kz)ég(k2—k3)5§(k3—k4)(_1)k4(5152 N 5354)%4
(k — k1)!(k1 — ko)l (ko

k=0 k1=0 k2=0 k3=0 k4= - k3)'<k3 - k4)|]€4‘
k—ki+ka—ks+ky k1—ka+ks k— kfl + k’z . ]{53 i k‘4 k‘l B ]{2 n k;s
’ Z Z Jn J2

j1=0 j2=0

) (1 + Ul)j1+j2+1
(2.48)

X (=) 20 [jl +1/2, 1+ 2+ L5 712(;711771 )] k %M i (k kQ ’ k4) <k )

(271)]1+]2+177]1+1/2€ P [71(;—%771)} Ja

1 j3=0  j4=0

(1 + e (g o B [ +1/2, o+ o+ 13 20
X

(272)j3+j4+177§3+1/2 exp [72(21%772)}

1/2 k(s 2(k—ki+k2) 52k1( o Bkithe B k — ]{51 + ko kl
fF1F2 ,71772 ZZZ k‘ kl kQ 'kQ Z Z

k=0 k1=0 ko=0 J1=0  j2=0

X

(1 4 gy )92 (=g )10y Fy [jl +1/2,j1 +ja + 1 nl - 1)} Ptk B <k krl + k2>

2y1m
(2, ey [0 2 2

27, Jja=0 ja=0

<m)u+WWMﬁ%vwﬁ%ﬂlh+v2%+ﬂ+L§%f]
X\
Ja

(277, )5 +int i 12 oxpy [72(1-&-772)}

29,

(2.49)
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E ki (1/2) 52k+k2 ky FEithe k1 k — k + k k
fFLFQ 71’72 ZZ Z k/ kkl kQ ‘kQ Z Z ( : 2)( 1)

k0k10k20 J1=0 j2=0

(1 4 mo )it (= Jiraz, Fy [jl +1/2, 51 + jo + 1; 2 1)] gk b (k ki + kQ)

25
X — - (1+m)} Y1 Z Z

= 1, d1+1/2 ol
(27, )72ty eXp o 43=0  j4=0

y (k1> (1 + 1) 451 (—qp) o34 Fy [J3 +1/2, 3+ ja+ 15 %}

Ja (272)j3+j4+1,7§3+1/2 exp [72(21%772)}

(2.50)

onde FE}/N, é arazdo entre a energia por bit e a densidade espectral de ruido e 7, € a razdo sinal-ruido

média, dada por 7, = E,/N,E(R?).

As estatisticas conjuntas (PDF e CDF), embora representadas através de uma série infinita, con-
vergem de maneira rdpida para um dado valor pritico de precisdo. Como exemplo, a Tabela 2.1
fornece o ndmero de termos K de (2.48), (2.49) e (2.50) considerando sete casas decimais de pre-
cis@o e para varios valores 7, 12, 01, 02, 03 € 04, cOm 7; = 7, = 1. Note que, de uma maneira geral,
o nimero de termos necessdrios na série € pequeno. De maneira particular, perceba que para valores

altos de envoltdria somente dois termos Sa0 necessarios.

A técnica de combinagdo SC escolhe o ramo com o maior valor instantaneo do parametro SNR
para a decis@o a respeito de um simbolo. Entdo a SNR na saida é igual a I' = max{I';, 5} [55].

Sobre um desvanecimento em pequena escala

v Y
Fr(vy) = / / fri.rs (71, 72)dy1de. (2.51)
0 0

Substituindo (2.48) em (2.51) e expandindo a funcdo de Laguerre através da equacao (2.16) pode-se
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Tab. 2.1: Ndimero de termos em (2.48), (2.49) e (2.50) necessdrios para sete casas decimais de pre-
cisdo.

K

01 | 02 | 03 04 m|{n |m=1|mn=10

Ye=1|7%=10
09| 0 0 0 1 1 34 2
0.8 0 0 1 1 19 2
06 103] 0 0 1 1 14 2
051051 0 0 1 1 15 2
0410404 |-04] 1 1 18 2
03103]03]—-03] 1 1 8 2
0.1701701| 0.1 1 1 2
0.9 0 0 05105 24 2
0.8 0 0 0 05105 22 2
06[03]| 0 0 0.5]0.5 13 2
051051] 0 0 05105 9 2
04104104 —-041051]0.5 17 2
03103103 —-031051]0.5 9 2
01101701 01 [0.5]0.5 2

obter

ZZiizmmmwwWWWWm%mmw
(k — k) (ky — ko) (kg — k3)! (ks — ka)lky!

k=0 k1=0 k2=0 k3=0 k4=0

k—k1+ko—k3+ks k1—ka+k3
k—Fky+ky—ks+ky\ (ki — ko + ks
<o X (e

j1=0 ja=0 & 72
o G+ 1/2) (<1 (o = 1) )RR (ke
« 3 IR () (ot 1,120 ) S0 S (F )
J3=0 ]377 n Ja=0  j5=0
ko (a+1/2)g (=1 (= 1N (0 L+,
X()Z ESYE P ja+7js+Js + 1, o~ 1)
J5/ o Jelmy 2 Y2

(2.52)

Seguindo o mesmo procedimento para os casos especiais dados em (2.49) e (2.50) a CDF Fr ()
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na saida do combinador é dada por

1/2 5 2(k—k1+k2) 52k1 5 k—kitka ki k—Fky +k L
3 PPt L EEIES o o (i 1)

k=0 k1=0 k2=0 J1=0  j2=0
[e%e] 1 k—ki+ko k1
J1+1/2); it —1\” + k— k:+k
XZ(l /' )31+(1/2) T P g+ o+ js+1, 771 Z Z 1 2
j3=0 J3: n ja=0  j5=0
k +1/2 datds — 1\ 1+
o () 3 U () p(hﬂmm )
I57 je=o Jol1ma 2 T2
(2.53)

B (1)2)p62 0 k) (—1)ke IR Bl k4 k) [
zzzkh S Y (e ()

k=0 k1=0 ko= j1=0  ja=0 J2
[e%e] < k—ki+ko ki
(1 +1/2);,(=1)7 72 (g — 1\ + . k— k:1 + ks
XZ | j1t1/2 Pla+ip+i+l, Z Z
J5=0 j " n Jja=0  j5=0
k Jut 1/2) (=150 (g — 1N 1+,
X (~1>Z( / TSV Plictistis+1,——7].
J5/ 520 J6!15 T2 V2
(2.54)

A Figura 2.2 mostra a OP versus a SNR média de um sistema de diversidade SC com dois ramos
em um canal Hoyt considerando o caso geral dado em (2.52) e os casos especiais dados em (2.53) e
(2.54). Para o mesmo coeficiente de correlacio de poténcia, como obtido em (2.35), diferentes curvas
de desempenho podem ser obtidas. Isto significa que embora para um determinado ambiente seja
determinado um valor especifico do coeficiente de correlacdo de poténcia, o desempenho depende, em
ultima andlise, do tipo de correlagdo que envolve as componentes gaussianas em fase e em quadratura.
Perceba também que ndo existe diferenca significativa de desempenho entre as curvas do caso geral
(linha pontilhada) e do caso especial para 63 = J, = 0 (linha continua). De fato, neste caso a
diferenca de desempenho € praticamente imperceptivel. A Figura 2.3 representa graficamente (2.52),

para diferentes valores de &y, 0, 05 e 04 . E perceptivel que diferentes valores destes pardmetros
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resultam em diferentes curvas de desempenho. Portanto, um grande nimero de diferentes cendrios

pode ser analisado. Algumas destas situagdes sdo ilustradas na Figura 2.3.

10" 5 ' ' '
=%
© 10’ -]
] LK) 65=0.8692, 6= 6,=5=0
—— 5=0.8027, 5,=0.20, 5= 6= 0
T 6,=0.7149, 5,=-5;= 6= 0.20
3 /_/,/ S o= 0’ 771: 772: 0.6
10— v | )
-30 20 -10
SNR (dB)

Fig. 2.2: OP de um sistema SC de dois ramos em um canal correlacionado Hoyt para diversos valores
de (51, 52, 53 € 54.

2.7.2 Receptor MRC de Dois Ramos

No sistema MRC, os sinais recebidos sdo postos em fase, cada sinal é apropriadamente amplifi-
cado para uma combinag¢do Gtima e os sinais resultantes sdo adicionados. O valor da SNR na saida

do combinador com dois ramos € escrito como I' = I'; + I';. A CDF conjunta pode ser calculada
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100 . ] ] ]
10" 3
% ] n=mn=
p=0.40
----------- 8 =0.83, 5,=0.10, 6,=0.30, 5 =0.10
2
O I 7 =045, 5=0.45, 5,=0.45, &=-0.45
] —— 6,=0.55, 6,=0.10, 5,=-0.10, 5,= 0.10
1 oY e 8 =0.30, 5,=0.14, 5,=-0.40, 5,= 0.10
. 1,=05n=028
——p=0,p=n=1
A p=0.10
10 T T T T T T !
-30 -20 -10 0 10

SNR (dB)

Fig. 2.3: OP de um sistema SC de dois ramos em um canal correlacionado Hoyt para diversos valores
de 51, 52, 53 € 54.

integrando-se a PDF conjunta em I'; e I'5, sobre o plano bidimensional limitado pelos hiperplanos
[' = T'; + I'y e suas coordenadas. Usando o procedimento descrito em [80], a CDF conjunta Fr(7y)

na saida do combinador é dada por

v s
FF(’}/) :/0v /0\ fF17F2<71772>d71d72~ (255)
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2.7.3 Receptor EGC de Dois Ramos

No sistema EGC, os sinais recebidos sdo postos em fase e adicionados. O valor da SNR na saida
do combinador de dois ramos ¢é escrito por I' = (T'; 4+ I';)/v/2. A CDF conjunta pode ser calculada
integrando-se a PDF conjunta em I'; e ['5, sobre o plano bidimensional limitado pelos hiperplanos
(' = I'y + I'y) /+/2 e suas coordenadas. Utilizando-se do procedimento deduzido em [80], a CDF

conjunta FT-(y) na saida do combinador é dada por

V27 V273
Fr(y) = / / Jrors (71, 72)dyidye. (2.56)
0 0

A Figura 2.4 representa graficamente (2.55) e (2.56) para alguns valores de 6; = d, 03 = 64 = 0,
M, M2 € ¥, = Yo = 1. A Figura 2.5 representa graficamente (2.55) e (2.56) para alguns valores
de 91, 09, 03 = 9y = 0,1 = m2 = 05e7y, =7, = 1. E claramente possivel observarmos que
diferentes valores destes parametros resultam em diferentes situagdes de desempenho e assim um

grande nimero de diferentes cendrios pode ser analisado.

2.8 Conclusoes

Neste capitulo varios novos resultados relacionados a distribuicao de Hoyt foram obtidos. As
formulacdes fazem uso das bem conhecidas funcdes hipergeométrica confluente € Gamma incom-
pleta. Tais expressdes sdo matematicamente trataveis, de facil manipulacio e flexiveis suficientes

para acomodar um nudmero diverso de ambientes com desvanecimentos correlacionados.
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OP

............ — 52:0.1’ 7 =0.5, 77220.8
"""" 6 =6,=0.6,17 =n, =1 (Rayleigh)
——6=06=06,7n=0517=08

T I T I T I T
-30 -25 -20 -15 -10

SNR (dB)

Fig. 2.4: OP de sistemas MRC e EGC de dois ramos em um canal correlacionado Hoyt para diversos
valores de 01 = do, 11 € 1)s.
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OP
6\7\)

........... 5 :0.6’ 5 = 0_2
1 2

| =27 MRC 5 =06,08=04
— 0 =0.6,0=0.6
1 2
10_3 v 1 | T T
-30 -25 -20 -15
SNR (dB)

-10

Fig. 2.5: OP de sistemas MRC e EGC de dois ramos em um canal correlacionado Hoyt para diversos

valores de 01, 0o € 1)1 = 1.



Capitulo 3

Estatisticas Conjuntas de Duas Variaveis

Nakagami-m Correlacionadas

3.1 Introducao

Neste capitulo serd considerado e analisado o caso da distribui¢do conjunta de duas varidveis para
a distribuicdo Nakagami-m. Serdo apresentadas expressoOes exatas considerando um ambiente com
correlagdo arbitréria e fator de desvanecimento igualmente arbitrario. De maneira mais especifica, as
seguintes expressoes serdo deduzidas: FGM conjunta, PDF conjunta, CDF conjunta, coeficiente de
correlagdo de poténcia e vdrias outras estatisticas consideradas na saida do SC, tais como, OP, PDF
e SNR média. E importante ressaltar que uma relagio entre os coeficientes de correlagdo entre as
componentes gaussianas deve ser atendida de forma que o critério de convergéncia da respectiva série

infinita seja atendida.
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3.2 PDF Conjunta de duas Envoltorias Nakagami-m Correla-

cionadas

Vamos definir Y = [YZ-YJ»]T, com Y; e Y; sendo vetores coluna com dimensdo 2m; e 2mo,
respectivamente, com 1 < ¢ < 2my e 2my +1 < 57 < 2my + 2ms. Sem perda de generalidade,
considera-se msy > my. As varidveis Y} sdo distribuidas de acordo com uma gaussiana de média nula
e matriz de correlagdo X, cujos elementos sdo dados por ¥;; = 1 para¢ = j e X;; = p;; parat # j,

onde p;; satisfaz as condi¢des —1 < p;; < 1e p;; = pj;, tal que

C(Yi, Y))

V(Y)V(Y)) GD

Pkl =

onde 1 < k,1 < 2my + 2ms.

Uma variavel Nakagami-m pode ser obtida como a raiz quadrada de uma varidvel gamma, que por
sua vez, é dada pela soma dos quadrados de 2m varidveis gaussianas independentes [55]. Definindo
Ry e Ry como duas varidveis Nakagami-m; e -mo, entdo Ry = ||Y,||2 ¢ R2 = ||'Y||2, com || Yy]||2
significando a norma de Y} [25, eq. (15.212)]. Da mesma maneira, X; = R? e Xy = R3 sio

varidveis gamma.

Com o objetivo de formarmos o processo Nakagami-m, vamos definir Y;, como o k-ésimo com-
ponente em fase do sinal com desvanecimento, para k impar, e Y, como o k-ésimo componente em
quadratura do sinal com desvanecimento, para k par. Assim, considerando correlacdo arbitrdria en-
tre as componentes em fase e em quadratura dos processos Rayleigh que compde o sinal Nakagami,

temos
01, k impar e l=2m, + k, k < 2my

09, k pare [ =2my + k, k <2my
Pt = 03, k impare l=2my+k+1 k<2m (3.2)
04, k pare l=2mi+k—1 k<2m

0, caso contrario
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sendo pr; = pi- A definicdo em (3.2) estabelece que a correlacdo entre os pares de processos

Rayleigh que compdem os dois sinais Nakagami ocorre da seguinte maneira:

1. 97 é a correlagdo entre as componentes (gaussianas) em fase;

2. J, € a correlacdo entre as componentes (gaussianas) em quadratura;

3. 03 € a correlagdo cruzada entre as componentes (gaussianas) em fase e em quadratura e

4. 4, é a correlagdo cruzada entre as componentes (gaussianas) em quadratura e em fase.

A Figura 3.1 mostra, em uma perspectiva grafica, o padrdo arbitrario em (3.2). Esta suposicao é muito
geral. Para p? = 62 + 62 = 62 + 42, onde p? é a correlagio de poténcia de dois sinais Rayleigh, (3.2)
reduz para [24, eq. (121)] considerando m; = my = m; para m; # msy (3.2) reduz para [67, eq.
(2)]. Se considerarmos d; = s, 03 = 04 = 0, os resultados em [81, eq. (5)] e [82, p. 302] sdo casos

especiais de (3.2) para uma distribui¢do Nakagami-m com duas varidveis.

Ri=Y? +Yy  +Y?  +YP e Yo, YR
) ) )
(51 3 (52 (51 § (52 (51 § 52
4 4 04
RS = Y22m1+1 + Y22ml+2 + Y22ml+3 + Y22ml+4 +oor A Y+ Y42ml + Yfmﬁ-l oot Y227711+2m2

Fig. 3.1: Padrao arbitrario de correlacdo definido em (3.2) em uma perspectiva gréfica.

Seja a FGM de n varidveis, com n = 2m; + 2ms, dada por

O(s), s, ... s.) = I—u8| 2, (3.3)

r n

Vamos definir 3](s}) = s/ /(1 — s}) = },i = 1,2,...,n, tal que (3.3) possa ser reescrita como

O(sy, .y 5n) = {(L = s)(L = s5) -+~ (L= s7)} {g(B1, By, .., B)} 2 (3.4
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onde g((31, 35, ..., ) é o determinante, dado por
1 —p12/% —p1nf3;,
—p213 1 —panf3;,
9B Bar - Bp) = | o . (3.5)
—pn1By —pn2fy - 1
(3.6)

—_— — / —
= Som, = 81

Com o objetivo de obtermos a PDF conjunta Nakagami-m-ms, vamos fazer

r_
S1 = 59
= So.

!/ _ ! .. — /
Somi+1 = Somq42 = = Somi4+2ms

= Bom, = b1
(3.7)

:52-

Como resultado de (3.6)
ﬁ’ — ﬁé — ...

1=

/ ol o ol
62m1+1 - 52m1+2 - = 52m1+2m2
Substituindo as relagdes dadas em (3.5), e apds varios célculos e simplificacdes, comegando com

mi=a(a=1,2,3,..)emes=a+b(b>0,1,2,..), surge um padrio e o determinante que compde

, 3I) é encontrado exatamente como
(3.8)

a fungdo g(3y, 3, -
9(By, B2) = {1+ 81330105 — 0304)> — B132(87 + 65 + 65 + 65) }

_m
2

Usando (3.8) em (3.4), a FGM resulta como
D(s1,80) = (1 —s1)7™ (1 — s2) ™ {1+ 57 55(6102 — 6564)° — 13267 + 05 + 05 + 63) }
(3.9

T A (1 — A)~"2" pode ser ex-

mi

T2

A expressio {1+ 57 03(810; — 0a84)° — Bi3a(0F + 05+ 83+ 6}
=3 2 (m1/2),/rlA", com

pandida usando, primeiramente, o teorema binomial, que é (1 — A)
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critério de convergéncia da série infinita dado por |A| < 1 e m; > 0 [25, eq. (1.110)]. Agora é

possivel expandir A" na forma do teorema multinomial [17, eq. (24.1.2)] para dois termos dado por

(b +b) =Y (Z) brkpk. (3.10)

k=0

Entdo, (3.9) pode ser reescrita como

=0 k=0 (3.11)

Usando as expressdes (2.15), (2.16) e (2.17), que estdo relacionadas com a fungdo generalizada
de Laguerre, em (3.11), entdo a PDF conjunta de duas varidveis Gamma com diferentes parametros

de desvanecimento € obtida, através da transformada inversa de Laplace, como

- 2
Fxxa (w1, w2) =fx, (21) fx, (22 Z ml/ ): Z (Z)(—l)k(5152 — 8304)*
r= k=0
52 52 52 52 r—k\T + T+k 1) (r+ 7‘+k L2 '
X 0o it ) (ml)r+k (m2)r+k

Uma varidvel Nakagami-m relaciona-se com uma varidvel Gamma através darelagdo R; = /€, X;/m,
onde Q; = E(R?) e m; € 0 i-ésimo parAmetro de desvanecimento definido como o inverso da variancia
normalizada de R?. Com (3.12) e as relagdes anteriormente dadas, a PDF conjunta Nakagami-m para
duas varidveis pode ser encontrada através de fr, g,(r1,72) = |J|fx, x,(21,22). Depois de virias

manipulacgdes algébricas seguindo o procedimento estatistico padrdo, temos a PDF conjunta dada por

le R2(7’1,7“2) le(Tl ng ) Z m1/2) Z (;) (_1)k(5152 —5354)2k
r=0 k=0

(r + k) LY (mlﬂ_> (4 LD <m29_> (3.13)

(ml)r—l—k (m2)r+k

x (02 + 035 + 63 4+ 63)"F
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onde

il = 2 . (3.14)
(r)) = —+———exp | —m;— )
e QZmlF(TTLZ) p Qz

comr; > (, € a PDF marginal de Nakagami-m. Embora durante todo o processo de deducao anterior-
mente descrito considere valores inteiros ou multiplo de meio para os parametros de desvanecimento
my € Mo, N30 hd nenhuma restricdo matematica para estes parametros assumirem quaisquer valores
positivos, ou seja, my > m; > 0. A mesma argumentagdo tem sido utilizada por vérios outros au-
tores. Comecando pelo proprio Nakagami [24, p. 31], e passando através de [67, p. 1716], [54, p.
1241] e varios outros. A expressdo (3.13) € geral e exata. Ela reduz de uma maneira exata para varios
resultados largamente conhecidos na literatura, conforme serd demonstrado posteriormente. Interes-
sante, (3.13) estd escrita na forma de copulas [83], ou seja, fr, r,(r1,72) = fr, (71) fry(r2)c(r1,72),
onde fr,(r1) e fr,(r2) sdo as densidades marginais e ¢(ry, r2) é a fungdo densidade de copula [83, eq.

(D]

3.3 CDF Conjunta de Duas Envoltorias Nakagami-m Correla-

cionadas

A CDF conjunta de duas varidveis Nakagami-m com parametros de desvanecimento arbitrarios

pode ser calculada resolvendo-se como

9 r1
FR1,R2 (Th TZ) - / / le,Rz (Tla T2)dr1dr2- (315)
0 0

Inserindo (3.13) em (3.15) e utilizando (2.16), encontramos a CDF conjunta dada por

oo 2 . T
Fr, py(r1,ma) = (m1/2) > (r> (=1)¥(6105 — 8304)°" (57 + 85 + 05 + 63)" "

r! k
r=0 k=0
< r—+k (=1 ’Y(ml +],m19—1> It r+k (—1)’y<m2—|—z,m29—2)
X
) () e

=0
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A expressdo (3.16) € geral e exata e uma contribuicao desta tese. Ela esta de acordo com [67, eq.
(15)] para p? = 67 + 02 = 62 + 02, onde p? é a correlagdo de poténcia entre sinais Rayleigh, conforme
definicdo em [67, eq. (2)]. Adicionalmente, para my = mq, (3.16) reduz-se para [63, eq. (3)].

E bom salientar que, embora as equacdes (3.13) e (3.16) sejam escritas em termos de uma série
infinita, elas sdo dadas em termos de fun¢des bem conhecidas da literatura técnica e facilmente im-

plementadas usando, por exemplo, o programa MATHEMATICA.

3.4 Coeficiente de Correlacao de Poténcia

O coeficiente de correlagio de poténcia, p,, m,, entre R? e R3 pode ser calculado como

C(R2, R?
Pmi,me = ( ; 2) N (3.17)
V(RY)V(R3)

Usando (3.13) e as relacdes dadas em [25, eq. (7.414/7)], os momentos conjuntos centrais da dis-
tribuicdo Nakagami-m com os pardmetros de desvanecimento arbitrdrios podem ser calculados de

uma forma exata como

(2mg + 67 + 05 + 03 + 63) U Qe
2m2 ’

E(RiR3) = (3.18)

Mas C(R{, R3) = E(R{R3) — E(R})E(R3), E(RY) = Q1. B(R]) = s, V(RY) = Qf/my e V(R]) =
Q)3 /m. Substituindo as expressdes dadas em (3.17), o coeficiente de correlagdo de poténcia pode ser

expresso de uma maneira exata como

802 4+ 62+ 62 + 62
Py = 2 LB [T (3.19)
mao

A férmula em (3.19) € geral € exata. Fixando p* = 67 + 02 = 62 + 02, onde p? é o coeficiente

de correlacdo de poténcia entre dois sinais Rayleigh, como definido em [67, eq. (2)], a correlagcdo

deduzida em [67] é obtida. Se fizermos d; = do, 03 = d, = 0, a suposi¢do em [82, Sec. IV-C]
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torna-se um caso especial de (3.2) para o caso de uma distribui¢io bivaridvel Nakagami-m.

3.5 Casos Especiais

Os casos especiais que serdo analisados aqui podem ser colocados na seguinte forma

LD () 17 (my2)
(3.20)

(ml)r (m2>r

§ : 2r
fR]_,R2(r17T2) fR1 (&1 fRz T2 T' 5
onde m e ¢ assumem valores especificos dependendo das seguintes condigdes:

1. Se 810, = 8304, entdo m = my/2 e §* = 07 + 05 + 02 + 03. Um caso de interesse € quando

01 = 0o = 03 = 04. A férmula resultante segue diretamente de (3.20).

2. Se 07 4 02 4 02 + 03 = 2(0109 — 0304), entdo m = my e 20 = 67 + 62 + 62 + 3. Virios
casos de interesse resultam desta situacdo. Por exemplo, para §; = 03 e d3 = —dy, entdo (3.20)
particulariza para [67, eq. (12)]. Neste caso, se m; = my = m, 6; = 03 € 03 = —0y4, OU,
da mesma maneira §; = ds e 03 = d4 = 0, entdo (3.20) particulariza para [24, eq. (136)] ou,

equivalentemente, para [24, eq. (135)].

A CDF simplificada € dada por

. 2 . 2
oo r (—1)7y (ml +7 m1T—1> r (—1)%y <m2 +1 mgr—2>
r Mg r M2
Fr, R, (r1,72) g 52T E () - ( ) - ’
0

' :
- =\ ['(my + j)

3.6 Convergéncia

As estatisticas conjuntas (PDF e CDF), embora dadas na forma de série infinita, convergem rapi-

damente para qualquer valor pratico de precisdao. Seguindo o mesmo procedimento descrito em [64],
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€ possivel demonstrar que o caso geral, dado pelas séries (3.13) e (3.16), s@o absolutamente conver-
gentes se

Partindo de (3.9), para os casos especiais dados em (3.20) e (3.21), se:

1. 0, = 0y € 63 = &, = 0, entdo o critério de convergéncia serd §? < 1;

2. §; = 09 € 63 = —04, entdo a convergéncia ocorre se 07 + 07 < 1;

3. 810 = 304, entdo a convergéncia € atendida para 07 + 3 + 03 + 07 < 1.

Alguns exemplos do niimero de termos K para uma precisdo de sete casas decimais e para varios
valores de mq, mo, 01, 02, 03 € 04 com ; = )y = 1 sdo apresentados na Tabela 3.1. Nota-se
claramente que o niimero de termos necessdrio para atingir a precisdo desejada é plenamente factivel.
De forma particular, para valores altos de argumentos, por exemplo 7, = 72 = 10, somente dois

termos SA0 necessarios.

3.7 Aplicacoes - Receptor SC de Dois Ramos

Nesta Secdo, novos resultados serdo obtidos para o caso de um esquema SC de dois ramos uti-
lizando a distribuicao conjunta Nakagami-m correlacionada. Em particular, expressdes exatas para

OP, PDF da SNR e valor médio da SNR na saida do combinador.
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Tab. 3.1: Ndmero de termos em (3.16) ou (3.21) necessario para uma precisao de sete casas decimais.

K
Pmyms | 01 09 03 04 my | my || =1
rg =1
0.80 | 0.94 | 0.94 42
0.60 |0.81]081| O 0 2.5 3 20
0.50 | 0.55 | 0.55 13
0.20 1 1 11
020 | 045|045 ]0.45| 045 | 1.75 | 1.75 9
0.18 2.5 3 11
0.41 1 1 11
0.41 045|045 |0.45| —0.45 | 1.75| 1.75 9
0.37 2.5 3 11
0.20 1
020 | 045]045| O 0 1.75 | 1.75
0.18 2.5

3.7.1 Formulacoes para OP

A PDF conjunta em (3.13) expressa como uma funcdo da SNR recebida ['; = RfEb /N, é dada

por
- 2),
frirs (1,72) = fro(71) fry (12 ; ml/ g <2)(—1)k(5152 —5354)%

LD (1Y (o fnn D (o) O
(r+ k)L (a2t ) (r+ R)ILG T (me22

X (63 + 03 + 62 4+ 62 F . o

onde E},/N, é arazdo entre a energia de bit e densidade espectral de ruido, e cada fr,(7;) ¢ uma PDF

definida como

m; . m;—1
() = == —m;— 3.24
sz(’Y) F(ml)ﬂnl exp ( m;— ) ( )
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comy; >0e

%i = %E(R-Q) (3.25)

€ o valor médio da relagdo sinal-ruido.

A técnica de combinag@o SC escolhe o ramo com o maior valor instantdneo da SNR para a de-
cisdo a respeito de um simbolo. Entdo a SNR da saida é igual a I' = max{I';,T's} [55]. Sobre um

desvanecimento em pequena escala

Y Y
Fr(y) = / / fri.rs (71, 72)dy1de. (3.26)
0 0

Substituindo (3.23) em (3.26) e expandindo o polindmio de Laguerre conforme dado em (2.16), en-

contramos a CDF desejada como

(=3 "2 (;) (=1)* (8182 — 8362)°" (57 + 83 + 03 + 63)"~*
r=0 ’ k=0
| , i | (3.27)
S () ) 8 1 (e )

L(my + ) i [(mg + 1)

1=0

A equagio (3.27) simplifica para [84, eq. (7)] quando p? = §? + §2 = 6 + 02, onde p? € a correlagio
de poténcia entre os sinais Rayleigh. A Figura 3.2 representa (3.27), para alguns valores de 1, do, 03 €
d4. Logicamente, diferentes valores destes parametros resultam em diferentes curvas de desempenho.
E assim, um grande niimero de diferentes situacdes podem ser exercitadas. Um ponto interessante
a ser notado aqui € o seguinte: o mesmo valor de coeficiente de correlacao, conforme deduzido em
(3.19), resulta em diferentes curvas de desempenho. Isto significa que, embora para um determinado
cendrio no qual o coeficiente de correlagdo seja determinado, o desempenho final depende do padrao
de correlagdo das gaussianas em fase e em quadratura que compdem o processo. Algumas ilustracdes

desta situacao podem ser vistas na Figura 3.2.
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o 1=82:0.45 and 83:8 4=0

SNR (dB)

-10

Fig. 3.2: OP de um sistema SC de dois ramos em um canal correlacionado Nakagami-m para varios

valores de 91, 03, 03 € d4.

3.7.2 PDF da SNR

A PDF da SNR pode ser encontrada a partir da derivada [85] de (3.27) usando a relagdo [25, eq.

(8.356/4)]. Entdo, fr(~) é dada por

fr(v) = f: 2, Z (r) (=1 (6182 — 364)*(87 + 65 + 65 +03)" "

k

k=0

2

x | fry(V1 Fa (—(r+k:),m1;m1_—

T

+ fr,(Vh Py <—(T+k),m2;m2_l

Yo

r+k

2

Jj=0

r+k

D

1=0

r+ k;) (—1)7y <m2 + 7, mz%)
J

1

[+ ) (.29

r -+ k> (=1)"y (my 414, ml%)
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onde | Fy(-,-;-) é a funcdo hipergeométrica confluente de Kummer [25, eq. (9.210/1)] e fr,(7y) e
fr, () sdo dados por

my m'—l
m; oy Y
Jr, = ——m; XD (—mir> (3.29)
r(7) L (m)7;™ i

comi = 1,2. Para p* = §? + 02 = 2 + 02, onde p? € a correlagdio em termos da poténcia, entdo

(3.28) reduz para [84, eq. (10)].

3.7.3 Valor Médio da SNR

O valor médio do parametro SNR na saida do combinador pode ser calculado através da seguinte

expressao

¥y = / v fr(y)dy. (3.30)
0

Usando [25, eq. (6.455/2)], a integral simples em (3.30) pode ser calculada e resulta em

V= i /2, Zr: (T> (—1)*(8182 — 8304)** (07 + 05 + 05 + 63)" "

r=0 7’! k=0 k
<SSy (5T ) e
7=0 =0 J i) (man + myp)mtmatits (3.31)

(M) ™ (Mo )2t ( L ‘ Moy >
[F(mz F14+0)T(m +5) ) ' ? i M1 + M1z

~. Yma2+j = \mi-+i =
(m51) (.mlw) ~oF) (1,7711+m2+i+j;m1+i+1;—m272 — )”
L(my 4+ 1+40)T(me + j) maY1 + ma7e

onde o F(-,;+;+) é a fung@o hipergeométrica de Gauss [25, eq. (9.14/2)]. A equagdo (3.31) reduz
para [84, eq. (12)] quando p? = §7 + 62 = 62 + &3, onde p? é a correlagdo entre os sinais de poténcia
Rayleigh. A Figura 3.3 representa o valor da SNR como um funcio dos parametros de correlagdao
cruzada d3 e d4. Neste caso, foi considerado 61 = d2 = 0.5, 7, =7, = 1, m; = 1.25 e my = 2.5.

Logicamente, o mesmo comportamento € observado se fixarmos d3 € d, € variarmos d; € Js.
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Fig. 3.3: Valor médio da SNR (%) na saida do Combinador de Sele¢ao.

3.8 Conclusao

Neste capitulo, vérios resultados foram obtidos de uma maneira exata considerando a distribuicao
Nakagami-m de duas varidveis. As formulagdes propostas fazem uso das conhecidas fungdes de
Laguerre. Estes resultados incluem como casos especiais outras formulagdes disponiveis na literatura
técnica. As expressOes sdo matematicamente trataveis e flexiveis o suficiente para acomodar um

grande nimero de cendrios, Uteis na andlise de um ambiente com desvanecimento mais generalizado.



Capitulo 4

Distribuicao Conjunta a-x

4.1 Introducao

Neste capitulo serd deduzida uma expressdo para a PDF conjunta da distribuicdo a-p. Esta
expressao considera o caso mais geral até entdo obtido na literatura: parametros de correlagdo ar-
bitrarios, diferentes valores do fator de desvanecimento para cada cluster de miltiplo percurso e,
principalmente, uma fung¢do multivaridvel. A expressao resultante estd na forma de série infinita. En-
tretanto, para este caso geral, uma relac@o entre os coeficientes de correlacio entre as gaussianas que

formam o sinal o~ deve ser atendida de maneira a atender o critério de convergéncia.

4.2 A Distribuicao Conjunta Gamma

Vamos definir Y = | Y, Y, Y; - Y L]T como um vetor coluna e cada vetor Y, como

tendo dimensao 2y, com k = 1,2, ..., L. A dimensao do vetor Y € definida entdo por

L
23 p & (4.1)
=1

Sem perda de generalidade, vamos considerar g, > --- > ps > puy. As varidveis aleatorias

60
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Y,, sdo gaussianas com média nula e matriz de correlagdo X com elementos X;; = 1 para: = je

¥ = pij quando @ # j, com p;; satisfazendo as condigdes —1 < p;; < 1 e p;; = pj; tal que
<
Puwl = ( (4.2)

com 1 < w,l < n. De maneira mais especifica, a matriz 3, que € de fato a matriz de covariancia

normalizada, pode ser descrita como

1 pi2 pi3 - pin
par L pag oo pop
X=1pn pr L o pa |- 4.3)
| Pnl Pn2 Pn3 " 1 i

Uma envoltéria a-p, denotada aqui por R, com a raiz a-ésima do valor médio de R* dada por
7 = {/E(R®), pode ser obtida pela raiz a-ésima de uma varidvel aleatéria Gamma, que, por sua vez,

¢ dada pela soma dos quadrados de 2x varidveis aleatorias gaussianas independentes [43]. Definindo

Ry, k=1,2,..., L, como L varidveis a-p com parametros «y, ji € T, respectivamente, entao
2
- Xk
Ry, = HYk (4.4)
g
onde || - ||, € a ax-norma [25]. Assim, as L varidveis aleatérias distribuidas de acordo com a fungio

a-p podem ser representadas por
R :}/'12_|_Y22+Yé?+..._|_}/22m

a2 32 2 2 o 2 2
RQ - )/2/114-1 + Yv2u1+2 + Y2u1+3 + + Yv2,m+2;m—1 + }/2;11—%2;12

4.5)

ar 2 2 2 o 2 2
Ry =Y5, i T You o ¥ Yo s+ Yo, o o1 T You o, -
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E importante novamente ressaltar que pela préopria defini¢cao da distribuicdo -y, as varidveis gaus-
sianas, que compdem uma distribuicdo a-yi, sdo independentes. Assim, Y7, Y5, .. ., Yy, sdo varidveis

gaussianas independentes, ou seja, possuem correlacdo nula.

Considere agora n varidveis Gamma X;, ¢ = 1,2, ..., n, com densidades marginais dadas por
exp (—z;) z
fx,(x;) = (4.6)
@)= Tr)
A FGM de n variaveis Gamma com p = 1/2 é dada por [64, eq. (2.2)]
D(s), sy, ..., 8) = I— =S| 4.7)

onde I ¢ uma matriz identidade e S € uma matriz diagonal cujos elementos que nio sdo zero (diagonal)

~ s . . A .
sdo as varidveis de Laplace s, b, ..., s,. Vamos definir 5/(s}) = s, /(1 —s}) = 3l,i=1,2,...,n

tal que (4.7) possa ser reescrita como

O(sy, .y 5n) = {1 = s)(L = s3) -~ (1= s7)} {g(B1, By, ..., B)} 2 (4.8)

onde g(/31, 35, ..., 3,) é o determinante, dado por

1 —p12fy 0 —pwby,
ooy =| ! o e 4.9)
—pm By —pp2lBy - 1
Expandindo ¢(31, 35, ..., ) através do Teorema de Maclaurin para uma fungdo de n varidveis,

podemos obter

(4.10)

¥l
(617627"'7 _Z <Z zaﬁ/> 617"'75)

(070 »»»» 0)
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onde [j] denota o operador da j-ésima derivada dada por

7]
e
. - o o S (4.11)
I ()( )(J) (5186) (%@) "'(ﬁ”aﬁ;> |

J1=072=0 Jn

(! sdo substituidas por zero depois de aplicarmos as derivadas parciais em

Observe que 31, 35, ...,
. ,ﬁ;)|(0707m’0) ap6s a

(4.10). Seguindo os passos anteriormente descritos e definindo gy = g(/7, -

operacdo de derivacdo, entdo resulta

9(B1, By, B) =1 (Z LBB 4+ Y CLuBBB + e+ Ol nﬁlﬁz--ﬂ;) (4.12)

1<J 1<j<k

onde

6290 v
96100 2
8390

031035033

= _0123
(4.13)

ango _ _
030808, T

Observe que as constantes C1,, Clas,. . ., (5., €stdo expressas como uma fungdo dos coeficientes

de correlagdo (p;;) entre as gaussianas. Por exemplo, se n = 3, entdo C{y = p12p21, Cl5 = pi3psi,

C§3 = p23pP32 € C'{23 = P12P13P23 + P21P31032-

Considerando a independéncia das gaussianas que compdem uma distribui¢do -y € com o obje-

tivo de obtermos a PDF conjunta a-p, todos s, serdo feitos s;, tal que
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ro_ _
81—82—"'—82M1—81
s = st =...=34 =s
2u1+1 T 22u1+2 T T 22u14+2ue T 92
! —...=g — 4.14
Sop14+2ua+1 — = Soui42pa+2u3 — 53 ( )
I p— / T e e e T / P—
Sy t1 = S22 = 70 = Sp = SL-

Como resultado da transformagdo dada em (4.14)

By=0y="--= 0, =H
/ / /
52u1+1 = 52u1+2 == ﬁ2m+2m = [a
/ /
ﬁ2u1+2u2+1 == 52#1—!—2#2—&-2#3 = s (4.15)
/ ol _ _ A
/62“14,_...4_1 - 52N1+"'+2 B — 571 - /6L'

Substituindo (4.14) e (4.15) em (4.8), entdo podemos obter a FGM de L variaveis a-u dada por

D(s1,...,s0) = (1—s1) (1 —s2) 7+ (1= s.) " {g(B1, Ba, ..., B)} 1/ (4.16)

onde g(/1, fa, - .., 1) é (4.9) com 3 substituindo cada /3.
ApOs cada uma das transformagdes em (4.12), podemos obter

i<j i<j<k
A
=1-B

4.17)

onde cada C;; = ¢ dado por (4.13) depois da transformacdo de (4.14) e (4.15). Note que ¥(-) é o
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operador produto definido aqui com o objetivo de escrever (4.12) de uma maneira mais compacta.
Descrever todos as possibilidades de combinagdes possiveis ndo € pratico, ja que elas dependem
dos vdérios parametros que compdem a FGM. Usaremos alguns exemplos para ilustrar a utilidade do

operador. Por exemplo,

L ose 3 C {31, 85, 3, } entio 9([[1* 3) = B, comj = 1,... L,
2. se /61/ - {ﬁiv ﬁéa s 7ﬁéuj} € ﬁ; - {ﬁéul—i-lv s 7ﬂéul+2u2} entao ﬁ(ﬁ;ﬁ;) = ﬁlﬁQ’
3. se 0 C {01, By By } € 0 B C {Byrns s By 2y, - €080 D(50557) = 5153

4. e assim por diante.

Substituindo (4.17) em (4.16) e expandindo (1 — B)*% pelo teorema binomial [25, eq. (1.110)],

dado por
1-B)y =) /2 (4.18)

sendo o critério de convergéncia da série infinita dado por |B| < 1 [25, eq. (1.110)], entdo (4.16)

pode ser escrito como um somatdrio infinito dado por

= (1/2),
D(s1,82,...,50) = (L—s51) " (L—s53) 72 (L= sp) "> ( /l) B (4.19)

r!
r=0

O proximo passo € expandir (4.19), especificamente B, através do teorema multinomial [17, eq.

(24.1.2)]. Apés algumas manipulacdes algébricas,

> (1/2 L AN
<I><sl,s2,...,sL>=Z( Z,)*Krﬂ(l—swi( ” ) (4.20)

! 1—s;
r=0 i=1 v

onde K, é um polindmio em Cjj, ..., Cia..1, € a; sd0 poténcias inteiras positivas, resultantes da ex-

pansdo de B". Por exemplo, se L = 2, iy = 1, 1o = 2, p;; = 1 parai = je p;; = 6 quando @ # j, a
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FGM ¢€ dada por

D(sy, 80) = i /2 g52yr(q — 5,y (1 o1 ) (1 — s5)72 < i ) 4.21)

r! — 81 1 — s9

Neste caso, K, = (86%)" e a; = r. De maneira geral, o teorema multinomial pode ser escrito como
(by+by+---+0b,)" = Z(r; a1, a9, ..., Q)b 032 - - - b (4.22)

A soma em (4.22) é feita sobre todos as possibilidades para indices inteiros nao negativos ai,as,. . .,
a, tal que Z?:l a; = r. (Quantidades na forma 0° sdo consideradas como 1.) Os niimeros denotados

por (r;ay, as, ..., a,) sdo os coeficientes multinomiais [17, eq. (24.1.2)] dados por

|

r!

(r;ai,ag,...,0,) = ————. (4.23)
alag! -+ ap!

Consequentemente, o teorema multinomial para n termos € dado por

AR AT k
(br byt = % e Y (k ) (kl) (k“)b’f—klb’;l—’fﬁ.--bznl (4.24)
Fep_1=0 1 2 n—1

k1=0 k2=0

Vamos agora usar o polindmio generalizado de Laguerre com o objetivo de reescrever (4.20) em
uma forma apropriada para as transformacdes necessdrias, especificamente, a transformada inversa

de Laplace da equacgdo (4.20). O polindmio generalizado de Laguerre é dado por [25, eq. (8.970/1)]
LP(x) = r!'LP~ () (4.25)

onde

(4.26)




4.3 Formulacao Exata para a Distribuicao Conjunta o~y Multivariavel 67

Usando a propriedade de Laplace [64, eq. (1.3)]

e [T el Dl )
o= [ R 427

a densidade conjunta multivaridvel correlacionada Gamma pode ser obtida como

L 00
le,Xz ,,,,, XL(xl,xz, - ,xL) = Hka(xk) Z (1/'2)7
k=0 :

r
r=0

X {Z Cii {L(x,-,ui) L(xj,uj)} + -+ Cha..0 [L(wlv/h) L(%,ML)] }r'

i Hj M1 ML

(4.28)

1<j

No processo de expansio, as seguintes notagdes foram usadas

()" (Lo} fLlea

(Lan)” - i w30

para todo inteiro positivo m e n.

4.3 Formulacao Exata para a Distribuicao Conjunta o~ Multi-

variavel

Uma varidvel a-u relaciona-se com uma varidvel Gamma através da relacao [43]

Ry = — Xy (4.31)
M
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onde 7, = */E(R;"*), como anteriormente definido e ;11 > 0 é o inverso da variincia normalizada

de R;" [43, eq. (2)], ou seja
E*(Ry")
= . 4.32
He = (R (4.32)
Com a equagdo (4.28) e as relagdes dadas anteriormente, a PDF conjunta de L varidveis aleatérias
a-pu correlacionadas pode ser obtida através da transformacdo padrdo fr, g, (r1,72,...,71) =
|J|fx,...x, (x1,22,...,2L), sendo J o Jacobiano da transformagdo. Seguindo o procedimento es-

tatistico padrdo de transformacgdo de varidveis e apds algumas manipulacdes algébricas e simplifi-

cagdes, podemos finalmente obter a PDF conjunta da distribui¢do a-p como

> L(T%T?’“Z>L(HTJ T ’:“J>
fR17R27-~~7RL (rla T2, ...,T H ka Tk Z Z Cwﬁ ) ! ‘ +
k=1 r=0 i<j Hi M
L (,fé‘ll T?17M1> L (;C“_L aL? ﬂL)
oo+ Clos ¥ L e L
H1 wr
(4.33)
onde cada fg, () ¢ uma PDF a-u marginal dada por
K oy —1 ag
Al T T
Fr () = —aags o P | e (4.34)
Tk U(pur) Ty

com 7 > 0. Seguindo o mesmo procedimento descrito em [64], € possivel demonstrar que a PDF

conjunta dada em (4.33) € absolutamente convergente quando

D 1CHI > 1 Cjil + -+ + [Chasen] < 1. (4.35)

i?j /[:7.j7k

A PDF deduzida em (4.33) € exata e geral, e considera valores arbitrarios para os coeficientes de

correlac@o entre as gaussianas.
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4.4 Conclusoes

Este capitulo apresentou a dedu¢@o da PDF conjunta multivaridvel o-p utilizando os polindmios
generalizados de Laguerre. Esta PDF € geral e inclui todos os casos particulares descritos na literatura
resultantes da distribuicdo a-4: matriz de correlacio arbitréria e valores diferentes do parametro de
desvanecimento em cada cluster tornam esta PDF atrativa no estudo do fendmeno de desvanecimento.

No capitulo 5 serdo apresentados e analisados vérios casos particulares da PDF conjunta deduzida.



Capitulo 5

Casos Particulares da PDF Conjunta «o-u

5.1 Introducao

Este capitulo trata de alguns casos particulares resultantes da PDF conjunta deduzida no capitulo
4. Serdo aqui deduzidas expressdes para PDF e CDF conjuntas para vdrias situacdes de interesse

prético. Também, serdo deduzidas expressdes fechadas aproximadas para a PDF e a CDF.

5.2 Alguns Casos Particulares - Formulacoes Exatas

Virios casos particulares podem ser considerados a partir da expressdo (4.33). A distribui¢do
de Weibull pode ser obtida de forma exata a partir da distribuicdo a-y fixando-se pr = 1, k =

1,2,..., L, dada por

: = (1/2) (1) £ ()
le,Rz ..... RL<T’1,T’2,.-.,TL>:Hka(rk>ZTT 201]19 :
k=1 =0

T 1<j
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onde cada fg, () € uma PDF Weibull marginal dada por

akrak—l Tak
fr(rk) = ——E—exp (— ’;k) (5.2)
Tk Tk
com 7 > 0. A partir da distribui¢do de Weibull se fizermos o, = 2,k = 1,2, ..., L, adistribuicdo de

Rayleigh € obtida. Ainda considerando a distribuicao de Weibull, a distribui¢ao exponencial negativa

¢é obtida fazendo-se oy, = 1.

A distribuicao Nakagami-m pode ser obtida a partir da distribui¢do a-u de forma exata conside-
rando-se oy, = 2 € i, = my, sendo my, o fator de desvanecimento Nakagami-m. Para Q; = E(R?),

temos entdo a PDF conjunta Nakagami-m dada por

%) L <%T$,ml) L <$jrf,mj>
Tryyre (11,72, 7L HfRI (ri) Z chﬁ ms . e
k=1 r=0 i<j J
i) )y
+ Clhas...9 - :
my mpr,
(5.3)

A partir da distribui¢do Nakagami-m, fazendo-se m; = 1 e (), = 20,3, a distribuicao de Rayleigh,
descrita em [52, (14)], resulta. Ainda a partir da distribuicdo Nakagami-m, a distribuicdo gaussiana

unilateral é obtida fazendo my, = 1/2.

Note que ajustando de forma individual e apropriada os pardmetros para cada sinal na PDF
conjunta a-u, diferentes combinagdes de cendrios (por exemplo, Gaussiana Unilateral, Rayleigh,
Weibull, Nakagami-m) com diferentes tipos e nimero de varidveis podem ser trabalhadas de forma

simultinea.
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5.3 Formulacao Exata para a Distribuicao a- de Duas Variaveis

Se fizermos L = 2 e puy = ps = o entdo a partir de (4.33), pode-se obter uma expressao mais

simples para uma distribuicao conjunta -1 de duas varidveis dada por

- rit _ Y’
frira(r1,72) = fRy(r1) fRy (r2 Z - (MAall )L’; ! (/;TQQ) (5.4)

- 1 2

onde
~ C(R{", Ry?)
VV(RI)V(RS?)

¢ aqui definido como sendo o HpCC (do inglés, Hyperpower Correlation Coefficient) de dois sinais

(5.5

a-p sofrendo um processo de desvanecimento. Como demonstrado em [43], o parametro HpCC
¢ idéntico a correlagdo de poténcia de dois sinais Rayleigh, que, por sua vez, é idéntico a corre-
lagdo de poténcia de dois sinais Nakagami-m com o mesmo fator de desvanecimento. Considerando
a; = ay = 2, (5.4) reduz de uma maneira exata para a conhecida relacdo em [24, eq. (135)].
Adicionalmente, se dois diferentes sinais apresentam condi¢des diferentes de desvanecimento com
parametros [i; € jo entdo uma expressao mais geral para uma distribuicdo conjunta a-up de duas

varidveis pode ser obtida como

= rly pary? o [ pard?
fR1,R2<T17r2) le 1 fR2 T2 Z ( ;ai )Lﬁfz ! ( ;ag ) (56)
1

r—0 27“ 2

que € equivalente a expressdo [43, eq. (27)], mas escrita em termos dos polindmios de Laguerre
apresentados em (4.26). Como deduzido em [43], o parametro HpCC neste caso é dado por d \/m ,
com p; < po. Desta maneira, 0 corresponde ao parametro HpCC de dois sinais com desvanecimento
Q-ppara i = o = . Assim, § pode ser entendido como sendo o HpCC dos clusters dos sinais a-j
1 e 2 que estdo correlacionados entre si [43,67]. Em referéncias futuras o pardmetro ¢ serd denotado

por HpCC-pi.
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5.4 Formulacao Aproximada para a Distribuicao a-; Conjunta

Multivariavel

Se considerarmos pequenos valores do coeficiente de correlacdo na expressao (4.33), somente
r = 0er = 1, ou seja, apenas dois termos na série infinita, assim como Cj;, com ¢ < j, sdo termos
relevantes na composi¢do da densidade conjunta. Neste caso, (4.33) pode ser aproximada por uma

férmula fechada mais simples dada por fr, r,.. g, (T1,72,..-,7L) = fRy.Ry.. R, (T1,72,...,TL) COM

(‘1 aj

L’fil( - ) 1 <Wﬂ)
Froory (172, Hka i) |14 5 ZCZJ - : (5.7

7777 Hi I

1<j

comi,j =1,2,..., L. Usando o fato que L§(z) = —z + a + 1 [25, eq. (15.212)], uma férmula mais

e
1+= ZCU( a) <1 — Agg,)] . (5.8)
1<J Ti rj

simples ainda pode ser encontrada como

SRy Ry R (T1,72, - Hka Tk)

Inserindo (5.8) em (5.9), obtemos

L L
FR1,32 ..... RL(T17T2,~~->TL)ZHFRk(Tk)+ H FRk (Tk)

oy (5.10)

i 'T('Xj
FR(T1)+P<MZ+1MTZ)—1 FRj(Tj)—FP(Mj—i‘l,u;Ti)—l]

X — ZC”

1<j v J




74 Casos Particulares da PDF Conjunta o-/

onde

.
Fg,(ry) =P (uk, ”’fa’,j ) (5.11)
k

€ a CDF da distribuicdo a-p [43, eq. (8)]. A discussdo sobre a precisdo e a utilidade destas aproxi-

macoes serd postergada para a Secdo 5.4.3.

5.4.1 A Expressao Aproximada é uma PDF Valida

Como ja mencionado anteriormente, fr, g, (r1,72,...,7) ¢ uma versdo truncada da PDF exata
fry...r, (11,72, ..., 7). Entretanto, a sua integral definida com os devidos limites é exatamente igual
a 1. Ou seja, embora seja uma expressao aproximada esta € uma PDF valida. Isto € demonstrado a

seguir. Integrando (5.8) nos limites de 0 até oo, entdao

:\/Om/oi/o Hkarkdrk—i—/ / Hkamdm
.

I k#l#]
(5.12)
XZC”/ fr,(r:) (1— AQ)drz/ Ir;(5) (1— Aaj>drj
1<J
B\ (, E(RY)

=1+ ZCW< S > (1 - —

1<j T J
=1

ja que pela defini¢do do modelo de desvanecimento -

E(RS*) = 72%, (5.13)
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5.4.2 A Forma Aproximada da PDF e CDF Conjunta o-;: em uma Represen-

tacao ainda mais Simples

A forma mais geral da densidade conjunta a-u, como expressa em (4.33), utiliza os parametros
de correlagdo Cjj;, Cijp, - . ., Cias...1, que sdo construidos a partir das propriedades de correlagdo das
gaussianas que compdem um sinal com desvanecimento modelado de acordo com uma distribui¢ao
a-p. Para o caso particular e aproximado, como expresso em (5.8), somente os coeficientes C;; sdo
considerados. E de grande interesse escrever a forma aproximada da densidade conjunta -z em
termos do pardmetro de correlacdo HpCC 0;; de cada par (7,5) de sinais a-u. Considere, inicialmente,
dois sinais a-p com pardmetros oy, u, 1 € g, i, ¥o € HpCC d15. Partindo de (5.8) e depois de

calcular C}5, como necessario, ou seja, Co = 241012, entido

Froma(r72) = fru (1) fa (72) [1 T s (1 - ;gl) (1 - )] | (5.14)

1

Se o parametro HpCC for agora calculado utilizando a relacdo (5.5), a partir da férmula aproximada
dada em (5.14), encontraremos exatamente 015, que é o0 HpCC calculado a partir da formula exata
(5.4). Em outras palavras, os HpCCs calculados a partir das PDFs conjunta de duas varidveis usando
as formulas exata e aproximada sdo idénticos considerando-se clusters com 0s mesmos parametros fi.
Agora, considere dois sinais «-j com pardmetros vy, fi1, 7y € Qa, fi2, ¥a € HpCC-p d15. Um grande
numero de situagdes com diferentes parametros que descrevem os clusters foram analisados, e foi

observado o surgimento de um padrao que leva a relagao C'5 = 2u1015. Neste caso,

a1

le,RQ(Tlvrr?) = le <r1>fR2(7‘2) |:1 + 11012 (1 - ;;1) (1 — ;iz)] . (5.15)

1 2

Novamente, se 0 HpCC for agora calculado utilizando a relacao (5.5), a partir da férmula aproximada
(5.15), pode-se encontrar o valor exato 0124/ ji1/ 142, que é 0 HpCC calculado a partir da férmula
exata (5.6). Em outras palavras, o HpCC para o caso de duas varidveis de uma distribui¢do conjunta

a-p com diferentes parametros de cluster, calculado a partir das férmulas exata e aproximada é o



76

Casos Particulares da PDF Conjunta o-/

mesmo.

Neste ponto, partiremos para o procedimento de encontrarmos uma expressdao aproximada de

uma PDF conjunta o~ multivaridvel em termos do parametro HpCC-p.. Observando (5.8) e (5.15),

€ possivel intuitivamente escrever a expressao aproximada simplesmente generalizando a formagao

em termos das expressodes dadas. Entretanto, de maneira a nao incorrer em uma conclusao falsa, um

grande nimero de diferentes situacdes foi analisado e os correspondentes C;; deduzidos. Algumas

destas situacdes sdo mostradas na Tabela 5.1. Valores de correlacio HpCC-us do tipo constante

(6;; = &) assim como correlagdo exponencial (J;; = 6/~7!) foram consideradas. Portanto, aquilo que

foi observado intuitivamente, agora € confirmado.

Tab. 5.1: C;; para diferentes valores de L.

L=5

L=2

=1, =2

3 =3

g =4

ps =9

Ci2 =26 = 2p1612

Ci3 =26 =2u1013

Chra =26 = 21014

Cis =20 =2u1615

Constante Cos = 46 = 22623 Coy = 40 = 212024 Cos = 40 = 23095
O34 = 60 = 213034 U35 = 60 = 23035

Cas = 80 = 24645

Ci2 =28 = 211012 || C13 =262 =2u1813 || Cra = 28 = 211014 || Ci5 = 20* = 211615

Exponencial Caz =40 = 29l || Coq = 46% = 212694 || Cas = 463 = 22695

034 = 65 = 2#3534

Css = 662 = 23035
Cas =85 = 24045

Desta maneira, uma PDF conjunta multivaridvel a-; na forma fechada e simples expressa em

fungdo do parametro HpCC-x € dada por

(5.16)

i ]

L
le,RQ,...,RL(T17T27--~J‘L)ZHka(Tk) 1+Zui5ij 1—
k=1

O
T
~AQx
i<j ¢

7

Seguindo o mesmo procedimento, uma expressao igualmente simples para a CDF conjunta multiva-
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ridvel a-p € dada por

L L
Fri Ry (T1,72,...,7) = HFRk(T’k) + H Fr, (r)
k=1 k=1

ki (5.17)

ity pyrs’
FRZ<7’1)+P</M—|—1, 72041 )—1 FRJ(TJ)+P<MJ+1, ;Oj )—1] .

g J

X Z iy

1<J

As equacdes (5.16) e (5.17) sdo resultados de extrema importancia. Elas sdo muito simples, apro-
ximadas e, principalmente, expressdes na forma fechada para a distribui¢do multivaridvel a-p com
correlagdo arbitraria. Note que pode-se considerar qualquer padrdao de correlagdo, que é dado em
fun¢do do pardmetro HpCC-p, 0 < §;; < 1. Como demonstrado logo a seguir, as expressdes apro-
ximadas s30 mais precisas para pequenos valores de ¢;; e sofrem uma pequena deterioracdo com o

aumento de 0;;.

5.4.3 Aplicacoes - Receptor SC Multirramos

Com o objetivo de demonstrarmos a aplicabilidade das formula¢Ges matematicas anteriores e
verificarmos a precisdo e utilidade das aproximagdes propostas, analisaremos o sistema SC como

exemplo.

Em um receptor SC com L ramos e envoltérias de entradas Ry, Rs, ..., Ry, a envoltdria de saida
R € dada por
R = maximo entre { Ry, Ry, ..., R, }. (5.18)

Em um ambiente de correlacdo, a CDF F'; (r) na saida pode ser obtida a partir da CDF conjunta

multivaridvel Fr, g, . g, (r1,72,...,71) naentrada da seguinte maneira

Fr(r) = Fry Ry,...rp (7575, 7) (5.19)
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ou, de maneira semelhante, para a versao aproximada

Fr(r) = Fpy mov iy (1,72, T). (5.20)

Para um padrdo de correlagdo exponencial, uma expressdo para a PDF conjunta o~ exata e fechada
€ dada em [43, eq. (38)], que é um caso particular do modelo mais geral deduzido aqui em (4.33),
este dado na forma de série infinita. Substituindo [43, eq. (38)] em (5.19) e (5.17) em (5.20) pode-
se comparar o desempenho do receptor SC com vérios ramos nas formulacdes exata e aproximada.
Alguns exemplos de curvas sao mostradas nas Figuras 5.1,5.2e 5.3 para L = 2, 3,4, y; = 2 e HpCC-
1 = 0.3;0.5;0.7. E importante ressaltar que as curvas exata e aproximada sio muito préximas para
pequenos valores de correlagdo (0 = 0.3). Os resultados mantém-se bons para valores medianos de
correlacdo (6 = 0.5), mas somente razodvel para altos valores de correlagdo (0 = 0.7). As mesmas
conclusdes podem ser retiradas do conjunto das Figuras 5.4, 5.5 e 5.6, nas quais os mesmos valores

A0

parametros sdo mantidos com exceg¢do de y; = 3.25. Em todas as curvas foi considerado 7,

Embora durante todo processo de dedugdo anteriormente descrito considere valores inteiros ou
multiplo de meio para o parametro de desvanecimento y, ndo hd nenhuma restrigdo matematica para
este parametro assumir qualquer valor positivo, ou seja, fiy, > -+ > o > pq > 0. A mesma argu-
mentagdo tem sido utilizada por vérios outros autores para a distribui¢do Nakagami-m. Comecando

pelo préprio Nakagami [24, p. 31], e passando através de [67, p. 1716], [54, p. 1241] e vérios outros.

E muito importante observarmos que embora a formula exata leve varias horas (e muitos warn-
ings no MATHEMATICA) para calcular (ou até mesmo ndo calcular) as expressdes exatas, para um
nimero de ramos maior do que quatro, a expressdo aproximada proposta neste tese resulta no cdlculo

instantaneo independentemente no nimero de ramos.
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5.5 Conclusoes

Este capitulo apresentou vdrios casos particulares da distribui¢do a-p conjunta. Um caso sim-
ples e aproximado foi encontrado. Foram encontrados excelentes resultados para valores pequenos
e médio de correlacdo. Vale a pena ressaltar que a simplicidade de nossas formulacdes, aliada a
sua excelente precisdo, torna a aproximacao proposta excelente alternativa no estudo de canais com

diversidade correlacionados.

100 ] N 1 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 ]_ 1 | 1
] Exata 5§=0.3
1 ——— Aproximada =
10" 4 _ _
] 2,0(2—2,oc3 2,oc4—2
] Q, =2.5, 0L2=4.5
Q 2
v 1073 _ _
:§ 2, a, = 2, o, = 2
A 2,0,=2
10° =
a, =2.5, oc2=4.5, oc3=6.5, oc4=8.5
10* 2 a, =2.5, oc2=4.5, oc3=6.5
’ L B R A LA

Fig. 5.1: CDF na saida do SC com § = 0.3 e y; = 2.
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Saida SC

10

10

10

Exata
Aproximada

o, = 2.5, o, = 4.5, o, = 6.5, o, = 8.5
o, = 2.5, o, = 4.5, o, = 6.5

Fig. 5.2: CDF na saidado SC com d = 0.5e p; = 2.
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10
10"
@)
nn
3 )
= 10
N
10°
10°

/ ' ) | '
i
T - T T T —T T T T T T T T T T T T T

Exata
........ Aproximada

o, = 2.5, o, = 4.5, o, = 6.5, o, = 8.5
o, = 2.5, o, = 4.5, o, = 6.5
o, = 2.5, o, = 4.5

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
R

Fig. 5.3: CDF na saida do SC com § = 0.7 e p; = 2.
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Saida SC

'} I '} I '} I '} I '} I '} I 7 I L I '}
Exata 6=0.3
-------- Aproximada p=3.25
2,oc2=2,oc3 2,oc4=2
2.5, o, = 4.5
3 2,0,=2, o, = 2
. 2, a, = 2
o, = 2.5, o, = 4.5, o, = 6.5, a,= 8.5
E a, =2.5, oc2=4.5, oc3=6.5
T — T T T T T 7
0.2 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0

Fig. 5.4: CDF na saida do SC com § = 0.3 e p; = 3.25.
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10
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N

10°

10"

- '} I '} I '} I '} I '} I '} -7 - I 'l I L
] Exata 5=0.5
] - Aproximada u=3.25
E a, =25, 0,=45
2,0,=2,0,=2,0,=2
2, o, = 2, o, = 2
' 2, 0,=2
o, = 2.5, o, = 4.5, o, = 6.5, o, = 8.5
| Q, =2.5, oc2=4.5, 0L3=6.5
T L B R A LA
0.2 1.2 1.4 1.6 1.8

R

Fig. 5.5: CDF na saida do SC com § = 0.5 e u; = 3.25.
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Saida SC

10°

10

Exata
........ Aproximada

oc1=2,oc2=2,oc3=2

oc1=2,oc2=2,oc3=2,oc4=2

o, = 2.5, o, = 4.5, o, = 6.5, a,= 8.5
o, = 2.5, o, = 4.5, o, = 6.5

o, = 2.5, o, = 4.5

f ' X | .
L Ll L
T T T T T T T T T T T T T T T T T

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8

Fig. 5.6: CDF na saida do SC com § = 0.7 e p; = 3.25.

2.0



Capitulo 6

Conclusoes e trabalhos futuros

6.1 Conclusoes

Nesta tese foram deduzidas expressdes exatas para o modelo de duas varidveis Hoyt (Nakagami-
q) com correlacdo arbitrdria em um ambiente ndo estaciondrio. De forma especifica, as seguintes
estatisticas foram encontradas: funcdo densidade de probabilidade conjunta, funcdo de distribuicdo
cumulativa conjunta, coeficiente de correlacdo e algumas estatisticas relacionadas ao parametro SNR
na saida do combinador de selecdo, a saber, probabilidade de indisponibilidade e funcdo densidade
de probabilidade. As expressdes fazem uso dos polindmios de Laguerre generalizados. Elas sao
matematicamente tratdveis e possuem flexibilidade suficiente para acomodar um grande nimero de
cendrios de correlagdo, uteis na analise de um ambiente com desvanecimento mais geral.

Depois disto, aproveitando os resultados previamente deduzidos, expressdes exatas relacionadas a
processos Nakagami-m com duas varidveis com correlagdo arbitraria e parametros de desvanecimento
igualmente arbitrarios foram encontradas. De forma mais especifica, as seguintes estatisticas foram
obtidas neste trabalho: fungdo geratriz de momentos, fun¢ao densidade de probabilidade conjunta,
funcdo de distribui¢do cumulativa conjunta, coeficiente de correlacio de poténcia, e vdrias estatisticas
ligadas a relagdo sinal-ruido na saida do combinador de selec@o, especialmente, probabilidade de

indisponibilidade, fun¢do densidade de probabilidade e valor médio da relagdo sinal-ruido.
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Uma formulacdo através de série infinita para a fungdo densidade de probabilidade multivariavel
a-p com matriz de correlacdo arbitrdria e varidveis ndo identicamente distribuidas foi encontrada. A
expressao € exata e geral e inclui todos os resultados anteriormente publicados na literatura relaciona-
dos as distribui¢des compreendidas pela distribuicao a-pu. A expressdo geral foi entdo particularizada
para uma solucdo aproximada simples na forma fechada. Adicionalmente, a fungdo distribuicao
cumulativa conjunta multivaridvel foi obtida, novamente, em uma forma fechada e simples. Os resul-
tados exato e aproximado sdo muito préximos para valores pequenos e médio de correlagao.

N6és mantemos, entretanto, que uma relacdo entre os coeficientes de correlacdo das correspon-

dentes componentes gaussianas deve ser mantida de forma a atender os critérios de convergéncia.

6.2 Trabalhos Futuros

Ao longo deste trabalho foram identificados varios problemas que ainda ndo foram resolvidos e

que seriam contribui¢des interessantes para a drea. Sao estes:

e Implementa¢do de um simulador para L ramos correlacionados em canais com correlagdo ar-

bitraria;

e Determinagdo da PDF e CDF conjunta para a distribui¢do n-u, que € a generalizacdo da dis-

tribuicdo Hoyt;

e Cilculo da capacidade de canal para modelos com desvanecimento correlacionados
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