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Resumo

Esta dissertação trata do problema de estabilidade robusta de sistemas lineares
sujeitos a incertezas estruturais. A matriz dinâmica do sistema é representada
pelo produto AB, sendo que A é uma matriz precisamente conhecida e B pertence
a um politopo convexo.

Para essa classe de sistemas, novas condições de estabilidade são apresentadas
em termos de desigualdades matriciais lineares que, se fact́ıveis, fornecem uma
matriz de Lyapunov dependente de parâmetros que garante a estabilidade robusta
de todo o politopo definido por AB. Essas condições fornecem resultados menos
conservadores que os existentes na literatura, tanto para sistemas cont́ınuos como
para sistemas discretos no tempo.

Problemas como ID-estabilidade e estabilidade diagonal são tratados de ma-
neira imediata através das escolhas convenientes de AB e da estrutura da matriz
de Lyapunov.

Abstract

This work is concerned with the problem of robust stability of linear systems
subject to structural uncertainties. The dynamic matrix of the system is repre-
sented by the product AB where A is a precisely known matrix and B belongs to
a convex polytope.

For this class of systems, new stability conditions are presented in terms of
linear matrix inequalities which, if feasible, yield a parameter dependent Lya-
punov matrix assuring the robust stability of the entire domain defined by AB.
These conditions provide less conservative results than the ones presented in the
literature, for both continuous and discrete-time systems.

Problems such ID-stability and diagonal stability are handled immediately by
the convenient choices of AB and Lyapunov matrix structure.
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Caṕıtulo 1

Introdução Geral

1.1 Apresentação

Esta dissertação apresenta novas condições de estabilidade para sistemas lineares sujeitos a

incertezas estruturais. Os problemas de ID-estabilidade e estabilidade diagonal são abordados

de maneira imediata como principais aplicações. Este trabalho é motivado pelas idéias de

novos testes de estabilidade robusta apresentados recentemente na literatura [RP01], [RP02],

que exploram o uso de funções de Lyapunov dependentes de parâmetros.

Estruturalmente, o trabalho está dividido em cinco caṕıtulos.

• Caṕıtulo 1 - Este caṕıtulo inicial tem como intuito fazer uma revisão histórica sucinta

dos problemas relacionados direta ou indiretamente com a proposta do trabalho, na

qual são mencionados alguns resultados fundamentais na área de estabilidade de siste-

mas e alguns dos trabalhos mais importantes da literatura nas últimas duas décadas.

Uma excelente fonte de referências complementar é o livro Matrix Diagonal Stability in

Systems and Computation, de autoria de Kaszkurewicz e Bhaya. Por questões de estilo,

optou-se por não apresentar equações e definições neste caṕıtulo, ficando o caṕıtulo 2

incumbido dessa tarefa.

• Caṕıtulo 2 - Destina-se a apresentar alguns resultados básicos de estabilidade de

sistemas não lineares e algumas definições relevantes ao desenvolvimento do texto.

• Caṕıtulos 3 e 4 - Apresentam as novas condições de estabilidade e suas aplicações

1



1.2. Revisão Histórica 2

para sistemas cont́ınuos e discretos no tempo, respectivamente. Os resultados obtidos

são comparados aos obtidos por outros métodos por meio de exemplos numéricos.

• Caṕıtulo 5 - O trabalho se encerra neste caṕıtulo, com algumas conclusões e discussões

sobre perspectivas.

1.2 Revisão Histórica

Esta revisão segue uma linha de racioćınio que começa no problema mais geral e termina

no caso mais particular, muitas vezes não respeitando a ordem cronológica dos fatos. Basi-

camente os fatos são apresentados1 na seguinte ordem: Problema de Lur’e → Problema de

Persidskii → Estabilidade diagonal e aplicações → ID-estabilidade e aplicações.

A publicação do trabalho de A. I. Lur’e e V. N. Postnikov em 1944 [LP44], formulando

um problema de estabilidade, deu origem a uma nova teoria na área de sistemas não lineares,

conhecida como teoria de estabilidade absoluta. Dois outros nomes que tiveram fundamental

importância na formulação desta foram B. V. Bulgakov, que pela primeira vez considerou

equações diferenciais com não linearidades desconhecidas porém restritas a setores [Bul42],

[Bul46] e M. A. Aizerman, que com seus trabalhos ([Aiz66], [AG64]) e sua famosa hipótese

[Aiz49] deu novos rumos ao desenvolvimento da teoria de estabilidade absoluta. Durante os

anos subseqüentes a idéia de estabilidade absoluta foi consideravelmente ampliada tanto no

sentido das definições dadas por diferentes autores como na variedade dos sistemas conside-

rados. Entretanto, a essência do problema de Lur’e ainda continua a mesma. Um histórico

completo do avanço das pesquisas na área da teoria de estabilidade absoluta pode ser en-

contrado em [Lib01] e [Lib02] e referências internas. O surgimento de hipóteses, conjecturas,

contra-exemplos, novas abordagens, aplicações e todo o desenrolar da evolução da estabi-

lidade absoluta até a atualidade é narrado em detalhes. Cabe aqui mencionar um site na

internet (http://www.fund.ru/stability) que lista e comenta inúmeras publicações sobre

o tema estabilidade absoluta.

1As definições formais do problema de Lur’e, problema de Persidskii, estabilidade diagonal e ID-estabilidade
são apresentadas no caṕıtulo 2.
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Os resultados de Quirk e Ruppert [QR65] e seu complemento [JKdD77] introduziram

o conceito de estabilidade qualitativa em sistemas lineares, no qual a estabilidade depende

basicamente da estrutura do sistema e não da magnitude de seus parâmetros. Em [Per69]

Persidskii estendeu os resultados de estabilidade qualitativa de Quirk e Ruppert para uma

determinada classe de sistemas não lineares. O problema de Persidskii pode ser considerado

como um caso particular do problema de Lur’e, e portanto também é considerado como um

problema de estabilidade absoluta. Persidskii usou a abordagem clássica de Lyapunov para

estabelecer condições de estabilidade para uma classe de sistemas não lineares, utilizando

funções de Lyapunov do tipo diagonal. O uso deste tipo de funções na análise de estabilidade

de sistemas é muito freqüente, principalmente por serem as mais simples dentro da classe de

funções de Lyapunov. Historicamente, o pioneirismo no uso de funções de Lyapunov do tipo

diagonal é atribúıdo a Volterra em seus estudos sobre a população de peixes no mar Adriático

[Vol31].

O conceito de estabilidade diagonal de matrizes tem sido muito explorado nas generaliza-

ções e aplicações do problema de Persidskii nas últimas décadas. A versão discreta do teorema

de Persidskii [Per69] foi introduzida em [KH84]. Em [KH79] novas condições de estabilidade

absoluta baseadas no problema original de Persidskii são apresentadas. A conexão entre es-

tabilidade diagonal e estabilidade de matrizes com estrutura JSS (Jacobi sign stable) [BS68] é

explorada, fornecendo novas condições suficientes de estabilidade. Também são apresentados

algoritmos que verificam a realizabilidade de sistemas com a estrutura JSS, sendo um critério

algébrico alternativo para estabilidade absoluta. A classe de perturbações definidas em Per-

sidskii [Per69] (e seu correspondente discreto [KH84]) é estendida em [KB93]. Explorando a

estrutura da matriz dinâmica do sistema nominal ([Š78], [FP62], [Her92], [KBc90]) funções

de Lyapunov diagonais permitem concluir sobre a estabilidade assintótica de sistemas frente

a classes mais gerais de perturbações paramétricas, como não linearidades e atrasos vari-

antes no tempo [KBc90]. Dentre as inúmeras aplicações, destacam-se ecologia matemática

([Goh76], [Goh77]), sistemas de potência, controle potência-freqüência [Pai81], filtros digitais

com quantização no sinal [MM85].
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O problema de estabilidade robusta de sistemas lineares a tempo discreto sujeitos a uma

classe de perturbações [KB93] é investigado em [BK93]. É mostrado que a estabilidade di-

agonal implica na estabilidade simultânea (estabilidade quadrática [Bar85]) e, para várias

classes de matrizes importantes ([Bau63], [BK91a], [HK90], [Moy77]), a rećıproca também é

verdadeira. Dentro da extensa literatura gerada a partir dos anos sessenta, abordando siste-

mas de grande porte ([Š78], [Š91]), em [KB99a] encontra-se uma visão geral da importância

da estabilidade diagonal no contexto dessa classe de sistemas.

Em [Dus96], sistemas a tempo discreto com incertezas paramétricas descritos por matri-

zes dinâmicas na forma companheira são considerados. As incertezas são modeladas como

efeitos de precisão computacional finita (truncamento, quantização, overflow, etc.). Nova-

mente, lança-se mão de um função de Lyapunov diagonal no contexto particular de sistemas

na forma companheira ([BCZ95], [Reg92]) para tratar problemas de análise de estabilidade

diagonal e śıntese de controladores robustos diagonalmente estabilizantes através de realimen-

tação estática de sáıda. Em [Dus00] estas condições são estendidas através da representação

das incertezas paramétricas na forma linear fracional (em inglês, Linear Fractional Repre-

sentation — LFR), fornecendo resultados mais abrangentes. Esta nova abordagem encontra

inúmeras aplicações, como por exemplo, projeto de filtros digitais robustos. Maiores detalhes

sobre trabalhos que usam a estabilidade diagonal para tratar do problema de precisão finita

podem ser encontrados em [KB92], [KB93], [MMR78] e [VL87]. Um trabalho que estuda

soluções diagonais da inequação discreta de Lyapunov para matrizes na forma companheira

pode ser encontrado em [Wim98], que também discute a complexidade da solução para o

caso cont́ınuo. Uma caracterização da estabilidade diagonal de certa classe de matrizes (tri-

diagonais) em função de certas propriedades dos menores principais pode ser encontrada em

[BH83]. Condições necessárias e suficientes para a estabilidade diagonal de matrizes de ordem

três podem ser encontradas em [Kra91].

Um conceito relacionado à estabilidade diagonal é o de ID-estabilidade2 que, coinciden-

2O termo D-estabilidade com a letra caligráfica D é muito usado na literatura para denotar regiões do
plano complexo. Por falta de um padrão, adotou-se a letra composta ID para denotar ID-estabilidade e D

para estabilidade diagonal, no contexto deste trabalho.
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temente, pode ser considerado como um caso particular do problema de Persidskii. A idéia

de ID-estabilidade foi introduzida no final dos anos cinqüenta por Arrow e McManus [AM58]

e Enthoven e Arrow [EA56] no contexto de ajuste de preços em sistemas econômicos, e está

intimamente relacionada a robustez de sistemas dinâmicos. Desde então muitas pesquisas

têm sido desenvolvidas na tentativa de se caracterizar por completo a ID-estabilidade, tanto

no caso cont́ınuo como no caso discreto.

Em [Joh74b] são apresentadas treze condições suficientes para a ID-estabilidade no caso

cont́ınuo, com destaque para a estabilidade diagonal, que é essencialmente a condição original

apresentada por Arrow e McManus [AM58]. Outras condições baseadas em propriedades es-

truturais espećıficas de certas classes de matrizes também são apresentadas. O artigo [Cro78]

faz comparações entre ID-estabilidade e estabilidade diagonal, fornecendo condições necessá-

rias em função dos menores principais, suficientes para certas classes de matrizes e necessárias

e suficientes para matrizes de ordem dois e três. Baseado neste trabalho, [Red85] fornece so-

luções teóricas para matrizes de ordem quatro e sugere um procedimento computacional para

matrizes de dimensão maior. Outro artigo que fornece condições suficientes para formas

particulares de matrizes é [Dat78].

O conceito de valor singular estruturado (µ) foi introduzido em [Doy82] como uma fer-

ramenta de análise e śıntese de sistemas de controle lineares. Em [CFY95] são mostrados os

estreitos laços existentes entre o conceito de ID-estabilidade de uma matriz e certas quanti-

dades assumidas pelo valor singular estruturado. Em particular, é mostrado que verificar a

ID-estabilidade de uma matriz real é equivalente ao cálculo do valor singular estruturado real

de uma matriz complexa, o que é, uma problema NP-Hard [BYDM94]. As relações equiva-

lentes para sistemas discretos são apresentada em [MB96]. Uma caracterização topológica do

espaço das matrizes ID-estáveis e seu relacionamento com as matrizes diagonalmente estáveis

pode ser encontrada em [Cai84] e [Har80]. Em [Kra91] são apresentadas relações entre o pro-

duto de Hadamard [Joh74a] e estabilidade diagonal e ID-estabilidade. Um apanhado geral

sobre diversos tipos de estabilidade, critérios clássicos, resultados recentes, correlações entre

propriedades de matrizes e principalmente relações de estabilidade diagonal e ID-estabilidade
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com, por exemplo, inércia de matrizes, pode ser encontrado em [Her92].

No contexto desta dissertação, o trabalho de Boyd e Yang [BY89] merece destaque pela

sua importante contribuição na área de estabilidade robusta de sistemas. Em particular,

é mostrado como tratar o problema geral de estabilidade absoluta através da estabilidade

simultânea de Lyapunov, estendendo os resultados de [HB76], [Kam83] e [PS83]. Toda a

complexidade de um sistema não linear é convertida em um simples teste de estabilidade

quadrática aplicado nos vértices de um politopo constrúıdo de forma conveniente. O equi-

valente para o caso discreto deste resultado é introduzido por Bhaya e Kaszkurewicz em

[BK91b] e [BK93], apresentando pela primeira vez a idéia de ID-estabilidade no contexto de

sistemas discretos. Novas implicações entre estabilidade diagonal, estabilidade quadrática e

ID-estabilidade também são discutidas.

A partir desses últimos resultados citados, fica claro que o problema de ID-estabilidade

de matrizes genéricas possa ser formulado como um problema de estabilidade robusta de

politopos de matrizes, em um primeiro momento tratado através da estabilidade quadrática.

A estabilidade quadrática [Bar85], que surgiu nos anos oitenta permitiu a solução de

diversos problemas de controle robusto através de procedimentos convexos de otimização,

precursores das abordagens hoje largamente utilizadas e difundidas através das LMIs (do

inglês, Linear Matrix Inequalities ou desigualdades matriciais lineares) [BEFB94]. A formu-

lação de problemas através de LMIs permite o uso de pacotes computacionais especializados

de comprovada eficiência como [GNLC95] e [Stu99].

A estabilidade quadrática pode, entretanto, levar a resultados conservadores em muitos

casos. Extensões têm surgido na literatura, principalmente com o uso das chamadas funções

de Lyapunov dependentes de parâmetros [MK00], [Tro99] ou lineares por partes [RJ00], mas

em geral essas condições exigem algum tipo de condição de acoplamento, ou parâmetros de

ajuste, ou ainda requerem esforço computacional elevado. Em [GdOH98] novas condições de

estabilidade robusta baseadas em funções de Lyapunov dependente de parâmetros são apre-

sentadas. Estas condições contêm a estabilidade quadrática como caso particular, fornecendo

testes de estabilidade robusta menos conservadores. Pela primeira vez, a construção da fun-
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ção de Lyapunov dependente de parâmetros usada para garantir a estabilidade robusta de

um politopo de matrizes pode ser feita de maneira sistemática, a partir de um teste de fac-

tibilidade de LMIs descritas nos vértices do domı́nio de incertezas. Desse teste obtém-se um

conjunto de matrizes de Lyapunov cuja combinação convexa constitui a função de Lyapunov

dependente de parâmetros. O problema de ID-estabilidade é explorado de maneira imediata.

O equivalente para o caso discreto é apresentado em [dOGH99].

Finalmente, esta dissertação apresenta novas condições de estabilidade robusta formuladas

em termos de LMIs explorando as funções de Lyapunov dependentes de parâmetros. Essas

condições estendem os resultados de [GdOH98] e [dOGH99] através das idéias de Ramos e

Peres apresentadas em [RP02] (caso cont́ınuo) e [RP01] (caso discreto), fornecendo novos

testes que apresentam resultados menos conservadores, como será demonstrado através de

exemplos numéricos.

1.3 Notação

A notação deste trabalho é padronizada. Matrizes são grafadas em letras latinas maiúscu-

las, vetores em letras latinas minúsculas e escalares em letras gregas minúsculas. Os elementos

de uma matriz A são denotados (aij). O conjunto dos números reais é denotado por IR. As

letras n e N são usadas exclusivamente para denotar número de estados e número de vérti-

ces, respectivamente. Politopo de matrizes ou classe de funções são grafados em letras latinas

maiúsculas caligráficas, ex.: A, B, S, etc. As letras f e φ são utilizadas para representar fun-

ções a tempo cont́ınuo e a tempo discreto, respectivamente, e v(x) para representar funções

quadráticas de Lyapunov nos casos cont́ınuo e discreto. Os subscritos c e d são utilizados

para denotar explicitamente casos cont́ınuo e discreto, respectivamente.

A operação de transposição é indicada por meio do śımbolo (T ), e o śımbolo := significa

“por definição”. λ(A) denota autovalores da matriz A. A notação R > 0 (R < 0) indica

que a matriz R é estritamente definida positiva (negativa), isto é, todos seus autovalores

são estritamente positivos (negativos). I (0) denota a matriz identidade (nula) de dimensão

apropriada. O subscrito D indica matriz diagonal. | · | indica o módulo (valor absoluto) de



1.3. Notação 8

(·); usado para matrizes indica o módulo elemento a elemento.



Caṕıtulo 2

Preliminares e Definições

Este caṕıtulo apresenta resultados fundamentais de análise de estabilidade de sistemas,

relevantes ao assunto abordado no presente trabalho. Algumas definições bem conhecidas na

literatura também são apresentadas.

2.1 Problema de Lur’e

Em seu enunciado original (segundo [Lib01]), o problema de estabilidade absoluta de

sistemas automáticos de controle consiste em determinar condições para que o ponto de

equiĺıbrio x = 0 do sistema

ẋ = Ax + by, y = f(σ), σ = cT x, f(0) = 0 (2.1)

seja assintoticamente estável para qualquer função f(σ) tal que

0 ≤ f(σ)σ ≤ kσ2, k > 0 (2.2)

Isto é, a função f(σ) situa-se no setor [0, k]. x é um vetor de dimensão n de coordenadas;

A é uma matriz quadrada n × n, b um vetor coluna, cT um vetor linha, y um número real.

Além disso é necessário que a função f(σ) seja tal que a existência e unicidade da solução do

sistema (2.1) estejam garantidas.

O problema de Lur’e também pode ser encontrado na literatura com enunciados ligeira-

mente diferentes, principalmente na definição dos setores nos quais as não linearidades estão

contidas [Kha96]. Entretanto, a essência do problema descrito por Lur’e continua a mesma.

9
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Esse problema tem atráıdo a atenção de inúmeros cientistas e engenheiros de diferentes páıses

ao longo dos anos não somente pelo interesse teórico mas também pela grande importância

de suas aplicações na indústria, engenharia elétrica, tecnologia, fundamentos da ciência, entre

outras [Lib02]. Dentre as abordagens que tratam desse problema pode-se destacar o método

de Lyapunov proposto pelo próprio Lur’e [Lur51], o critério de Popov [Pop61], o critério

quadrático de Yakubovich [Yak67], a abordagem variacional introduzida por Pyatnitsky em

[Pya70], dentre outras.

2.2 Problema de Persidskii

O problema de Persidskii pode ser considerado como um caso particular do problema de

Lur’e, escolhendo-se conveniente A, b e c definidos anteriormente. Basicamente, a função

de perturbação age internamente ao sistema, isto é, atua diretamente sobre o vetor de es-

tado. Uma definição relevante para o problema de Persidskii é a de não linearidade diagonal,

apresentada a seguir.

Definição 2.1 Uma função F : IRn → IRn : x 7→ F (x) é chamada de não linearidade

diagonal se Fi(·), a i-ésima componente de F (·), é função de apenas um xi.

Considere a seguinte classe de funções não lineares [Per69]

Sc =
{

f(·) | f : IR → IR; f(ε)ε > 0; f(0) = 0;

e

∫ x

0

f(τ)dτ → ∞ à medida que |x| → ∞
}

(2.3)

Um sistema dinâmico ẋ = F (x), x ∈ IRn, F : IRn → IRn é considerado do tipo Persidskii se

apresentar a seguinte forma

ẋi =
n∑

j=1

aijfj(xj), i = 1, . . . , n fj ∈ Sc, ∀j (2.4)

As funções fj devem ser tais que a existência e unicidade das soluções de (2.4) sejam ga-

rantidas. O sistema dinâmico também pode ser escrito na forma compacta ẋ = AF (x),

com A = (aij) e F uma não linearidade diagonal tal que F ∈ Sn
c (Sn

c denota n produtos
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fj(xj)

xj

Figura 2.1: Representação gráfica da classe de funções Sc (setor infinito).

cartesianos de Sc). A classe Sc também é conhecida na literatura como setor infinito e tem

sua representação gráfica mostrada na Figura 2.1. Neste ponto é conveniente apresentar a

seguinte definição, fundamental no contexto deste trabalho.

Definição 2.2 Uma matriz A ∈ IRn×n é dita ser Hurwitz diagonalmente estável (alternati-

vamente, pertence à classe Dc ou, simplesmente, pertence a Dc) se e somente se existir uma

matriz P diagonal definida positiva tal que AT P + PA é definida negativa.

Note que estabilidade diagonal Hurwitz também é conhecida por outros nomes na literatura:

estabilidade de Volterra, Volterra-Lyapunov ou VL-estabilidade, D+L-estabilidade ([Cro78],

[CDHJ98]). Com a Definição 2.2 em mãos enuncia-se o teorema de Persidskii.

Teorema 2.1 [Per69] O ponto de equiĺıbrio, x = 0, do sistema não linear (2.4) é global-

mente assintoticamente estável para toda f(·) ∈ Sn
c se A for Hurwitz diagonalmente estável,

isto é, A ∈ Dc.

Prova: Define-se a seguinte função de Lyapunov (também conhecida como função de Per-

sidskii)

v(x) = 2
n∑

i=1

Pii

∫ xi

0

fi(τ)dτ (2.5)
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de tal forma que

v̇(x) = 2
n∑

i=1

Piifi(xi)ẋi

= 2f(x)T PDẋ

= f(x)T
(
AT PD + PDA

)
f(x)

< 0

Sistemas descritos pela equação diferencial (2.4) com f ∈ Sn
c têm um papel importante no

estudo de estabilidade de sistemas não lineares [KB99b]. Algumas aplicações recentes desta

classe de sistemas incluem o estudo de estabilidade de redes neurais de Hopfield [KB99b] e

sistemas com elementos sujeitos à saturação [AD96]. Em alguns casos, a classe de funções

Sc e a função de Persidksii (2.5) podem apresentar um caráter muito restritivo. Na tentativa

de incorporar alguma flexibilidade a este contexto, alguns autores impõem que a matriz P

seja apenas diagonalmente dominante, ao invés de diagonal, para tratar, por exemplo, não

linearidades repetidas [CG99]. Certas propriedades da matriz A são exploradas em [KH79]

e [KB93] na tentativa de considerar perturbações mais gerais. Uma abordagem LMI mais

geral, que analisa a estabilidade de sistemas do tipo (2.4) usando funções de Lyapunov do

tipo Lur’e-Persidskii, pode ser encontrada em [dOGH02]

O problema equivalente de Persidskii para sistemas discretos foi introduzido em [KH84].

Considere um sistema dinâmico descrito pela equação a diferenças

xi(k + 1) =
n∑

j=1

aijφj(xj(k)), i = i, . . . , n (2.6)

no qual x = (x1, . . . , xn)T ∈ IRn é o vetor de estado, A = (aij) é uma matriz real n × n e

φ(x) = (φ1(x1), . . . , φn(xn)) pertence à classe

Sd = {φ(·) | φ : IR → IR; |φ(ǫ)| ≤ |ǫ|; φ(0) = 0} (2.7)

também conhecida como setor normalizado [−1, 1] (Figura 2.2).

Uma notação mais compacta para representar (2.6) é

x(k + 1) = Aφ(x(k)), φ ∈ Sn
d (2.8)
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φj(xj)

xj

Figura 2.2: Representação gráfica da classe de funções Sd (setor normalizado [−1, 1]).

Definição 2.3 Uma matriz A ∈ IRn×n é dita ser Schur diagonalmente estável (alternativa-

mente, pertence à classe Dd ou, simplesmente, pertence a Dd) se e somente se existir uma

matriz P diagonal definida positiva tal que AT PA − P é definida negativa.

Teorema 2.2 [KH84] O ponto de equiĺıbrio, x = 0, do sistema não linear (2.6) é global-

mente assintoticamente estável para toda φj ∈ Sd se A for Schur diagonalmente estável, isto

é, A ∈ Dd.

Prova: Como A ∈ Dd, existe uma matriz P diagonal definida positiva tal que AT PA − P é

definida negativa. Definindo a função de Lyapunov candidata v(x(k)) = x(k)T Px(k) tem-se
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que

∆v(x(k)) = v(x(k + 1)) − v(x(k))

= xT (k + 1)Px(k + 1) − xT (k)Px(k)

= φT (x(k))AT PAφ(x(k)) − xT (k)Px(k)

(i) Se φ(x(k)) = 0 e x(k) 6= 0

∆v(x(k)) = −xT (k)Px(k)

< 0

(ii) Se φ(x(k)) 6= 0

≤ φT (x(k))AT PAφ(x(k)) − φT (x(k))Pφ(x(k))

= φT (x(k))(AT PA − P )φ(x(k))

< 0

O artigo [KB93] estende esses resultados para não linearidades variantes no tempo. Também

é mostrado que se |A| ∈ Dd o sistema (2.6) continua robusto frente a uma classe mais geral

de perturbações, como atrasos variantes.

2.3 ID-Estabilidade

Embora o problema de ID-estabilidade tenha surgido no contexto de sistemas econômicos

[AM58], o mesmo pode ser considerado como um caso particular do problema de Persidskii,

isto é, somente as funções lineares contidas nas classes Sc e Sd são consideradas.

2.3.1 Hurwitz ID-Estabilidade

Para o caso cont́ınuo, o problema de Hurwitz ID-estabilidade pode ser enunciado através

da Definição 2.4.

Definição 2.4 Uma matriz A ∈ IRn×n é dita ser Hurwitz ID-estável (alternativamente,

pertence à classe IDc ou, simplesmente, pertence a IDc) se e somente se AD é estável (isto é,
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a parte real de todo autovalor de AD é estritamente menor do que zero) para todas matrizes

diagonais D cujos elementos são todos estritamentes maiores do que zero, isto é, D > 0.

Como apresentado em [GdOH98], o conjunto de matrizes diagonais estritamente definidas

positivas pode ser descrito de maneira aproximada por um politopo B de matrizes a partir

de uma escolha adequada das matrizes vértices desse politopo. Sem perda de generalidade,

pode-se normalizar os elementos desse conjunto, considerando como vértices apenas matrizes

de traço unitário, visto que λ(αA) = αλ(A). Deste modo, o problema de ID-estabilidade pode

ser convertido (de maneira aproximada) em um teste de estabilidade aplicado nos vértices de

AB. A geração dos vértices será apresentada na seção 3.3.1.

Naturalmente, a estabilidade diagonal Hurwitz é uma condição de estabilidade para o

problema de ID-estabilidade Hurwitz, ainda que seja de extrema suficiência. Testes baseados

na análise politópica têm apresentados resultados menos conservadores, inclusive contendo o

teste de estabilidade diagonal [GdOH98].

2.3.2 Schur ID-Estabilidade

O problema de ID-estabilidade para sistemas discretos foi introduzido em [BK91b].

Definição 2.5 Uma matriz A ∈ IRn×n é dita ser Schur ID-estável (alternativamente, per-

tence à classe IDd ou, simplesmente, pertence a IDd) se e somente se AD é estável (isto é,

o módulo de todo autovalor de AD é estritamente menor do que a unidade) para todas ma-

trizes diagonais D cujo elementos em módulo são todos menores ou iguais à unidade, isto é,

|D| ≤ I.

Para fins de teste de estabilidade de AD, com |D| ≤ I, pode-se definir um politopo B

de matrizes a partir de matrizes vértices. Se o politopo definido for estável, então AD, com

|D| ≤ I, também será estável. A geração dos vértices para o caso discreto será apresentada

na seção 4.3.1. Apesar da elevada suficiência, a estabilidade diagonal Schur também é uma

condição de estabilidade para o problema de ID-estabilidade no caso discreto. Em [BK93] é

mostrado que a estabilidade diagonal Schur de uma matriz A implica na estabilidade simul-

tânea do politopo AB com vértices convenientemente constrúıdos e, conseqüentemente, na
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ID-estabilidade Schur de A. Entretanto, a rećıproca só é verdadeira para algumas classes de

matrizes. Por exemplo, para matrizes de ordem dois as seguintes equivalências são verificadas

[BK93]:

ID-estabilidade ⇔ estabilidade diagonal ⇔ estabilidade simultânea

Sendo que por “estabilidade simultânea” entende-se o teste de estabilidade realizado no

politopo AB com uma matriz fixa de Lyapunov.

Exemplos de outras classes de matrizes que verificam essas equivalências são matrizes si-

métricas estáveis, matrizes triangulares estáveis, matrizes M (M-matrices [Moy77]), matrizes

checkerboard. Para mais detalhes veja [BK93] e suas referências. Outro trabalho que apre-

senta condições de Schur ID-estabilidade para matrizes de pequena ordem pode ser encontrado

em [FGL+98].



Caṕıtulo 3

Sistemas Cont́ınuos no Tempo

3.1 Introdução

Funções de Lyapunov têm sido amplamente utilizadas na análise do comportamento dinâ-

mico de sistemas, principalmente em testes de estabilidade de pontos de equiĺıbrio [BEFB94].

No caso de um sistema linear cont́ınuo e invariante no tempo descrito pela equação diferen-

cial ẋ = Ax, x ∈ IRn, o ponto de equiĺıbrio x = 0 é globalmente assintoticamente estável

se e somente se a matriz A ∈ IRn×n for Hurwitz (isto é, todos os autovalores de A estão no

semi-plano esquerdo aberto do plano complexo). Ademais, A é Hurwitz se e somente se exis-

tir uma matriz de Lyapunov simétrica e definida positiva P ∈ IRn×n tal que a desigualdade

matricial linear (LMI)

AT P + PA < 0 (3.1)

seja satisfeita. Neste caso, a matriz P = P T > 0 pode ser obtida como solução da equação de

Lyapunov AT P + PA = −Q, na qual Q = QT > 0 é uma matriz arbitrária [Che99]. Se (3.1)

for satisfeita com a restrição adicional P = PD, então o ponto de equiĺıbrio x = 0 do sistema

ẋ = Af(x) com f(x) = Bx, com B pertencente ao conjunto das matrizes diagonais definidas

positivas, é globalmente assintoticamente estável. Como f(x) = Bx é uma função particular

de Sc, a restrição P = PD (estabilidade diagonal), embora possa ser facilmente implementada

pelos programas computacionais atuais especializados em resolver LMIs ([Stu99], [GNLC95]),

fornece resultados muito conservadores. Uma alternativa para diminuir o conservadorismo é

utilizar condições de estabilidade que tratam especificamente do sistema ẋ = ABx. O termo

17
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AB-estabilidade também pode ser utilizado.

Em [GdOH98], o problema de análise da estabilidade de matrizes do tipo AB ∈ IRn×n,

sendo A ∈ IRn×n uma matriz precisamente conhecida e B pertencente a um politopo convexo

B, foi analisado. Explorando a conexão entre positividade real e estabilidade AB, condições

suficientes formuladas em termos de LMIs foram apresentadas. A principal contribuição vem

do fato de que, graças a algumas variáveis extras, a estabilidade é assegurada por meio de uma

função de Lyapunov dependente de parâmetros, que permite avaliações menos conservadoras

do que a função quadrática, por exemplo. Note que este problema equivale ao problema

de estabilidade robusta se A = I e ao problema de ID-estabilidade de A se B é constrúıdo

de modo a representar (de maneira aproximada) o conjunto de todas as matrizes diagonais

definidas positivas.

Neste caṕıtulo, o problema da estabilidade AB é novamente investigado. Primeiramente,

será feita uma extensão de um teste de estabilidade robusta de politopos que apareceu re-

centemente na literatura [RP02], fornecendo condições suficientes em termos de LMIs para

AB-Estabilidade. Então, condições LMIs aprimoradas para AB-Estabilidade, contendo as

demais, serão apresentadas. Um simples teste de factibilidade aplicado neste conjunto de

LMIs definidas nos vértices do politopo B fornece uma função de Lyapunov dependente de

parâmetros que assegura a estabilidade desejada. Essas condições podem atestar sobre a

ID-estabilidade em casos nas quais os resultados de [GdOH98] falham, como será ilustrado

através de exemplos.

Finalmente, as condições LMIs apresentadas são adaptadas para permitirem a busca de

uma função de Lyapunov dependente de parâmetros diagonal para um politopo de matrizes,

isto é, A = I e B ∈ B, assegurando a estabilidade global do ponto de equiĺıbrio x = 0 de

ẋ = Bf(x) para todo B ∈ B e f ∈ Sn
c . Por falta de uma nomenclatura padrão, adotou-se

o termo “estabilidade diagonal robusta” para esse problema. Os resultados serão ilustrados

através de exemplos numéricos.
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3.2 Preliminares

Como apresentado em [GdOH98], o seguinte conjunto de matrizes quadradas é conside-

rado neste trabalho

A :=
{

AB : B ∈ B ⊂ IRn×n
}

(3.2)

sendo que A ∈ IRn×n é uma matriz precisamente conhecida e B é um politopo convexo com

vértices conhecidos Bi, i = 1, . . . , N . Em outras palavras, qualquer B(α) ∈ B pode ser escrito

como combinação convexa dos vértices Bi e o conjunto B pode ser definido como

B :=
{

B(α) : B =
N∑

i=1

αiBi ; αi ≥ 0 ;
N∑

i=1

αi = 1
}

(3.3)

O principal objetivo deste caṕıtulo é fornecer condições que garantem que: i) todas as

matrizes pertencentes a A são Hurwitz; ii) todas as matrizes pertencentes a A admitem

uma matriz de Lyapunov diagonal definida positiva. Note que quando B = I, o conjunto

A se reduz à uma simples matriz A; quando A = I, o problema se reduz a investigação

da estabilidade de um politopo de matrizes, como considerado por exemplo em [PABB00],

[RP02].

A investigação da ID-estabilidade está relacionada com ambos os problemas i) and ii),

pois quando B representa o conjunto de todas as matrizes diagonais definidas positivas, foi

mostrado em [GdOH98] que a estabilidade Hurwitz de A garante a ID-estabilidade da matriz

A. Ademais, se o conjunto A admite uma função de Lyapunov dependente de parâmetros

diagonal, então qualquer matriz pertencente ao politopo é diagonalmente estável, e portanto

ID-estável.

Os resultados apresentados em [GdOH98] exploram uma conexão interessante entre a

estabilidade Hurwitz de A para um B fixo e a condição conhecida como positividade real

estrita [SKS94], que pode ser formulada como um problema de factibilidade LMI:

Lema 3.1 A matriz AB ∈ IRn×n é Hurwitz se e somente se existerem matrizes G ∈ IRn×n

e H ∈ IRn×n tal que a função de transferência

T (s) := (GT A + HT s)(sI − BA)−1 (3.4)



3.2. Preliminares 20

seja positiva real estrita.

Prova: Veja [GdOH98].

Lema 3.2 A função de transferência (3.4) é positiva real estrita se e somente se existir uma

matriz simétrica definida positiva P ∈ IRn×n, e matrizes G ∈ IRn×n e H ∈ IRn×n satisfazendo

a seguinte LMI
[

GB + BT GT PA − G + BT HT

AT P − GT + HB −H − HT

]

< 0 (3.5)

Prova: Veja [GdOH98].

Note que o fato da matriz AB ser Hurwitz é equivalente à existência de uma matriz de

Lyapunov P = P T > 0 tal que

(AB)T P + P (AB) < 0 (3.6)

que por sua vez, é equivalente a condição do Lema 3.2 (veja [GdOH98] para mais detalhes).

Imagine agora que a estabilidade Hurwitz de A é investigada e B é um politopo convexo

dado por (3.3). O objetivo é determinar uma função de Lyapunov dependente de parâmetros

P (α) > 0 tal que

(AB(α))T
P (α) + P (α) (AB(α)) < 0 (3.7)

seja satisfeita para todo α ∈ IRN , αi ≥ 0,
∑N

i=1
αi = 1. Note que a maneira mais simples

para tratar a condição (3.7) é impor que a mesma P (α) = P = P T > 0 verifique

(ABi)
T P + P (ABi) < 0 ; i = 1, . . . , N (3.8)

que implica que (3.7) é satisfeita para todo B(α) ∈ B. Entretanto, essa maneira pode

ser muito conservadora na avaliação da estabilidade Hurwitz de A, já que a mesma P é

imposta. Outra abordagem foi proposta em [GdOH98], usando os conceitos de positividade

real, forcecendo uma função de Lyapunov dependente de parâmetros dada por

P (α) =
N∑

i=1

αiPi ; αi ≥ 0 ;
N∑

i=1

αi = 1 (3.9)

As condições suficientes propostas em [GdOH98] são reproduzidas no próximo Lema.
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Lema 3.3 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Pi ∈ IRn×n, i = 1, . . . , N ,

matrizes G ∈ IRn×n and H ∈ IRn×n satisfazendo as seguintes LMIs

[
GBi + BT

i GT PiA − G + BT
i HT

AT Pi − GT + HBi −H − HT

]

< 0 ; i = 1, . . . , N (3.10)

então P (α) > 0 dado por (3.9) é tal que (3.7) é satisfeita.

Prova: Veja [GdOH98].

Com os resultados do Lema 3.3, uma função de Lyapunov dependente de parâmetros

v(x) = xT P (α)x com P (α) dado por (3.9) pode ser usada avaliar a estabilidade de A. Note

que, como discutido em [GdOH98], as condições de (3.10) contêm o caso em que Pi = P , i =

1, . . . , N como uma solução particular. Na seqüencia, duas novas condições LMIs suficientes

que asseguram que (3.7) seja satisfeita com P (α) dado por (3.9) são apresentadas. A primeira

é baseada em uma condição de estabilidade robusta de politopos que surgiu recentemente na

literatura, aqui adaptada para o caso espećıfico do conjunto A. A segunda contém ambos os

resultados do Lema 3.3 e a primeira condição, fornecendo avaliações menos conservadoras.

3.3 Novas Condições para AB-Estabilidade

Considere o conjunto de matrizes A definido em (3.2) com o politopo B dado por (3.3).

Teorema 3.1 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Pi ∈ IRn×n, i = 1, . . . , N ,

tais que

BT
i AT Pi + PiABi < −I ; i = 1, . . . , N (3.11)

BT
i AT Pj +PjABi+BT

j AT Pi+PiABj <
2

N − 1
I ; i = 1, . . . , N−1 ; j = i+1, . . . , N (3.12)

então P (α) dado por (3.9) assegura que (3.7) é satisfeita, implicando que A é Hurwitz.
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Prova: Segue os mesmo passos que em [RP02]. Desenvolvendo a expressão (3.7), com

AB(α) ∈ A, obtém-se

(AB(α))T
P (α) + P (α) (AB(α)) =

N∑

i=1

α2
i

(
BT

i AT Pi + PiABi

)
+

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj

(
BT

i AT Pj + PjABi + BT
j AT Pi + PiABj

)
(3.13)

Impondo as condições (3.11)-(3.12) (note que αiαj ≥ 0, ∀i, j), tem-se

(AB(α))T
P (α) + P (α) (AB(α)) < −

( N∑

i=1

α2
i −

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj

2

N − 1

)

I ≤ 0 (3.14)

pois a expressão dentro dos parênteses é sempre maior ou igual a zero. De fato,

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

(αi − αj)
2 = (N − 1)

N∑

i=1

α2
i − 2

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj ≥ 0 (3.15)

Vários pontos sobre o Teorema 3.1 merecem ser comentados. A primeira observação diz

respeito ao fato de que a condição
N∑

i=1

αi = 1 não foi utilizada na demonstração. Embora

se exija que os termos αi sejam todos não negativos, não é necessário que a soma desses

termos seja igual à unidade. Na verdade, basta apenas que os αi não sejam todos nulos

ou, equivalentemente, que
N∑

i=1

αi = ρ, ρ > 0. Em outras palavras, se o Teorema 3.1 afir-

mar a estabilidade de um politopo A, então qualquer combinação positiva dos vértices ABi,

i = 1, . . . , N também produz politopos estáveis. Pode parecer surpreendente que um teste

realizado nos vértices de um politopo conclua sobre a estabilidade de combinações lineares

positivas desses mesmos vértices e, portanto, além da região delimitada pelo envelope convexo

dos vértices. Mas se um politopo de matrizes, representando um sistema linear incerto cont́ı-

nuo no tempo, é estável, isto é, AB(α) tem autovalores com parte real estritamente negativa

para todo valor de α, então qualquer combinação positiva dos vértices desse politopo também

produz matrizes estáveis. Dessa forma, ρAB(α), para ρ > 0, também terá autovalores com

parte real negativa. As condições do Teorema 3.1 reproduzem essa propriedade estrutural
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de politopos estáveis. Note que a condição de estabilidade quadrática, se verificada, também

garante a estabilidade de qualquer combinação positiva
N∑

i=1

αiABi, mas o mesmo não ocorre

com a condição do Lema 3.3.

O Teorema 3.1 é uma simples extensão dos resultados apresentados em [RP02] para es-

tabilidade robusta de politopo de matrizes. Note que se uma mesma matriz de Lyapunov

P = P T existe como solução de (3.8) então (3.11) também é verificada e, neste caso, (3.12)

sempre é satisfeita. O próximo teorema apresenta uma extensão do Lema 3.3.

Teorema 3.2 O conjunto A é Hurwitz se e somente se existir uma matriz simétrica definida

positiva P (α) ∈ IRn×n, matrizes G(α) ∈ IRn×n e H(α) ∈ IRn×n tais que

[
G(α)B(α) + B(α)T G(α)T P (α)A − G(α) + B(α)T H(α)T

AT P (α) − G(α)T + H(α)B(α) −H(α) − H(α)T

]

< 0 (3.16)

Prova: Para mostrar a necessidade, note que se A é Hurwitz então (3.7) é satisfeita para

algum P (α) > 0. Defina

−Q(α) := (AB(α))T
P (α) + P (α) (AB(α)) < 0 (3.17)

e escolha G(α) = P (α)A, H(α) = H = ǫI com ǫ > 0 suficientemente pequeno de modo que

2ǫI > ǫ2B(α)Q(α)−1B(α)T (3.18)

implicando que

H(α) + H(α)T >

(
AT P (α) + H(α)B(α) − G(α)T

)
Q(α)−1

(
P (α)A + B(α)T H(α)T − G(α)

)

que, pelo complemento de Schur, fornece (3.16). Para provar a suficiência, suponha que (3.16)

seja satisfeita para algum P (α) > 0, G(α) e H(α). Então, multiplicando (3.16) por

T :=
[

I B(α)T
]

(3.19)

à esquerda e por T T à direita obtém-se (3.7).
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Note que o Teorema 3.2 não estabelece uma estrutura particular para a matriz de Lyapu-

nov P (α) > 0, nem para as matrizes extras G(α) e H(α), e que o vetor α, associado a uma

matriz incerta B(α) ∈ B dado por (3.3), é desconhecido. No teorema seguinte, condições

suficientes são apresentadas para que uma função de Lyapunov dependente de parâmetros

P (α), dada pela combinação convexa das N matrizes vértices Pi como descrito na equação

(3.9), satisfaça (3.7). Para tanto, uma estrutura similar é imposta a G(α) e H(α).

Teorema 3.3 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Pi ∈ IRn×n, matrizes

Gi ∈ IRn×n e Hi ∈ IRn×n, i = 1, . . . , N , satisfazendo as seguintes LMIs
[

GiBi + BT
i GT

i PiA − Gi + BT
i HT

i

AT Pi − GT
i + HiBi −Hi − HT

i

]

< −I ; i = 1, . . . , N (3.20)

[
GiBj + BT

j GT
i + GjBi + BT

i GT
j

AT (Pi + Pj) − GT
i − GT

j + HiBj + HjBi

(Pi + Pj)A − Gi − Gj + BT
i HT

j + BT
j HT

i

−Hi − HT
i − Hj − HT

j

]

<
2

N − 1
I (3.21)

i = 1, . . . , N − 1 ; j = i + 1, . . . , N

então a condição (3.16) do Teorema 3.2 é satisfeita com

G(α) =
N∑

i=1

αiGi ; H(α) =
N∑

i=1

αiHi ; αi ≥ 0 ;
N∑

i=1

αi = 1 (3.22)

e P (α) > 0 dado por (3.9), implicando que (3.7) é satisfeita.

Prova: Note que o lado esquerdo da condição (3.16) pode ser escrito como
[

G(α)B(α) + B(α)T G(α)T P (α)A − G(α) + B(α)T H(α)T

AT P (α) − G(α)T + H(α)B(α) −H(α) − H(α)T

]

=

N∑

i=1

α2
i

[
GiBi + BT

i GT
i PiA − Gi + BT

i HT
i

AT Pi − GT
i + HiBi −Hi − HT

i

]

+
N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj

[
GiBj + BT

j GT
i + GjBi + BT

i GT
j

AT (Pi + Pj) − GT
i − GT

j + HiBj + HjBi

(Pi + Pj)A − Gi − Gj + BT
i HT

j + BT
j HT

i

−Hi − HT
i − Hj − HT

j

]

(3.23)
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Impondo as condições (3.20)-(3.21) tem-se que
[

G(α)B(α) + B(α)T G(α)T P (α)A − G(α) + B(α)T H(α)T

AT P (α) − G(α)T + H(α)B(α) −H(α) − H(α)T

]

<

−

(
N∑

i=1

α2
i −

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj

2

N − 1

)

I ≤ 0 (3.24)

visto que

(N − 1)
N∑

i=1

α2
i − 2

N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

αiαj =
N−1∑

i=1

N∑

j=i+1

(αi − αj)
2 ≥ 0 (3.25)

As LMIs do Teorema 3.3 fornecem condições suficientes para testar se A é Hurwitz, e

podem ser resolvidas por métodos numéricos de complexidade polinomial, como por exemplo

o método de pontos interiores [GNLC95] ou o método de cones duais [Stu99]. Essas condições

são menos conservadoras que as apresentadas no Lema 3.3. De fato, a condição (3.20) contém

(3.10) como um caso particular quando Gi = G, Hi = H, i = 1, . . . , N . Note que o lado direito

da LMI pode ser arbitrariamente fixado como −I graças à propriedade da homogeneidade, e

que, neste caso (isto é, Gi = G and Hi = H) as LMIs (3.21) sempre são verificadas se (3.20)

for satisfeita. As LMIs do Teorema 3.3 também contêm os resultados do Teorema 3.1, já que

o bloco (1, 1) das LMIs (3.20)-(3.21) se reduz às condições (3.11)-(3.12) fixando-se Gi = PiA,

i = 1, . . . , N .

Finalmente, como mostrado em [GdOH98], a existência de uma solução diagonal PD > 0

para AT P +PA < 0 (que é uma condição suficiente para a ID-estabilidade de A) implica que

as condições do Lema 3.3 também são satisfeitas. A partir da discussão acima, o Teorema 3.3

também fornece uma solução fact́ıvel nesse caso.

As condições suficientes aqui apresentadas para a AB-estabilidadede de um politopo de

matrizes baseiam-se todas em testes de factibilidade de um conjunto de LMIs. A complexi-

dade de problemas formulados em termos de LMIs está associada ao número K de variáveis

escalares e também com o número L de linhas do sistema de inequações. O número de opera-

ções em ponto flutuante ou o tempo necessário para se resolver um problema é proporcional a

K3L [BEFB94], [GNLC95]. A tabela 3.1 mostra os valores de K e L para cada um dos testes

apresentados (n é o número de estados do sistema e N o número de vértices do politopo).
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Condição K (variáveis escalares) L (linhas)

Lema 3.3
Nn(n + 1)

2
+ 2n2 3Nn

Teorema 3.1
Nn(n + 1)

2

nN(N + 3)

2

Teorema 3.3
Nn(5n + 1)

2
nN(N + 2)

Tabela 3.1: Número de variáveis escalares K e de linhas L das LMIs em função do número de
estados n e do número de vértices N para os testes de AB-estabilidade Lema 3.3, Teorema 3.1
e Teorema 3.3. A complexidade é proporcional a K3L quando se utilizam métodos de pontos
interiores.

A complexidade do Teorema 3.1 torna-se maior que a do Lema 3.3 a partir de N > 12.

Pode-se observar também que a influência de N 2 no Teorema 3.1 torna-se fator preponderante

para valores grandes de N (N > 20), independente do número de estados n. Obviamente, o

Teorema 3.3 é o que apresenta a maior complexidade, pois possui mais variáveis escalares e

mais linhas do que todos os demais.

3.3.1 ID-Estabilidade

O problema espećıfico de ID-estabilidade, isto é, determinar se uma dada matriz A ∈ IRn×n

é tal que AD é Hurwitz para todas as matrizes D ∈ IRn×n definidas positivas e diagonais,

pode ser tratado de maneira aproximada testando-se a estabilidade Hurwitz de A para o caso

particular de B constrúıdo com os vértices dados por

Bi = diag {
ǫ

n − 1
, . . . , 1 − ǫ

︸ ︷︷ ︸

i

, . . . ,
ǫ

n − 1
} > 0; i = 1, . . . , N, n = N (3.26)

com ǫ > 0 arbitrariamente pequeno. A restrição Tr(Bi) = 1 pode ser imposta sem perda de

generalidade para fins de análise de estabilidade. Note que o conjunto de matrizes diagonais

positivas é um conjunto aberto. A representação gráfica de um politopo B de ordem 2 com

vértices dados por (3.26), é apresentada na Figura 3.1. A região hachurada W representa

todas as matrizes diagonais geradas a partir da combinação convexa de B1 e B2 dados por
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(3.26). A região W aproxima-se da região desejada (quadrante aberto) a medida que ǫ

tende a zero. Numéricamente, o teste de Hurwitz ID-Estabilidade sempre estará testando

um subconjunto das matrizes diagonais definidas positivas, em função da precisão ǫ. A

estabilidade do politopo A somente afirmará a ID-estabilidade de uma matriz A no limite de

ǫ tendendo a zero.

(ǫ, 1 − ǫ)

(1 − ǫ, ǫ)

b11

b22

W

Figura 3.1: Representação gráfica de um politopo B de ordem 2 com os vértices dados por
(3.26) e ǫ > 0 arbitrário.

3.3.2 Estabilidade Robusta com Restrições Estruturais

As condições LMIs apresentadas neste caṕıtulo podem ser facilmente estendidas para

tratar restrições estruturais nas matrizes de Lyapunov usadas na avaliação da estabilidade

diagonal robusta de A. Por exemplo, com A = I, B ∈ B e impondo que Pi = PDi, i =

1, . . . , N (matrizes diagonais) em (3.9) tem-se condições LMIs suficientes para testar se A ≡ B

admite uma função de Lyapunov dependente de parâmetros diagonal através dos resultados

do Lema 3.3 e Teoremas 3.1 e 3.3. A existência de uma tal matriz diagonal dependente de

parâmetros PD(α) assegura a estabilidade global do ponto de equiĺıbrio x = 0 para ẋ = Bf(x)

para todo B ∈ B e para todo f ∈ Sn
c .
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3.4 Exemplos Numéricos

Apesar da existência de caracterizações algébricas para matrizes de dimensão 3×3, alguns

exemplos são apresentados aqui para ilustrar que, mesmo em casos simples as condições mais

conservadoras do Lema 3.3 e do Teorema 3.1 podem não identificar a ID-estabilidade. A

condição do Teorema 3.3, no entanto, verificou corretamente as matrizes como ID-estáveis.

Considere a seguinte matriz:

A =





0 0 −1
2 −1 −1
3 −1 −3



 (3.27)

Ao testar a estabilidade Hurwitz do politopo incerto A definido por AB(α) com B(α) dado

por (3.3) e os vértices Bi, i = 1, . . . , N dados por (3.26) adotando-se ǫ = 0.001, o Lema 3.3

não encontra uma solução fact́ıvel, mas ambos os Teoremas 3.1 e 3.3 afirmam que A é ID-

estável. A nuvem de autovalores (gerada a partir da varredura exaustiva em α) do politopo

A é mostrada na Figura 3.2.

−3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

Im
ag

Real

Figura 3.2: Nuvem de autovalores do politopo incerto A definido por A em (3.27) e B(α)
dado por (3.3) e os vértices Bi, i = 1, . . . , N dados por (3.26), com ǫ = 0.001.
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De fato, o Teorema 3.1 e o Lema 3.3 apresentam condições independentes para AB-

estabilidade. Em outras palavras, podem existir matrizes AB-Estáveis para as quais o Te-

orema 3.1 fornece uma solução fact́ıvel e o Lema 3.3 não, e vice-versa. Entretanto, como

era esperado, sempre que o Lema 3.3 ou o Teorema 3.1 identificam uma matriz ID-estável,

o Teorema 3.3 também encontra uma solução. Em muitos casos, somente o Teorema 3.3

fornece uma avaliação positiva. Por exemplo, somente o Teorema 3.3 afirma que as seguintes

matrizes de ordem 3

A =





−2 0 1
−1 0 1
0 −1 0



 ; B =





0 −1 1
0 −2 1
−1 0 0





C =





0 2 −1
−1 0 0
0 2 −2



 ; D =





0 1 −1
−7 −2 4
0 1 −2





E =





0 −1 0
1 0 −1
1 0 −2





são ID-estáveis (ǫ = 0.001 foi usado em (3.26)). O mesmo ocorre para as seguintes matrizes

de ordem 4 (ǫ = 0.001)

J =







−1 −1 1 0
0 −3 1 0
−1 0 0 0
−2 0 2 −1







; K =







−2 0 2 −1
0 −3 2 −1
0 −1 0 0
0 −1 1 −3







L =







−2 −1 4 −6
−1 −1 4 −4
0 −1 0 0
0 0 0 −1







; M =







0 0 −2 0
3 −4 −2 0
2 −1 −4 0
4 0 −2 −2







Finalmente, para ilustrar o problema de encontrar uma matriz de Lyapunov dependente

de parâmetros diagonal para todo o politopo incerto A, considere A = I e B definido pelos
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vértices:

B1 =





−1.6 −0.6 −0.9
−0.7 −0.5 −0.4
0.4 0.8 −0.1



 ; B2 =





−0.8 0.0 0.0
−0.7 −0.1 0.1
−0.4 −0.2 −0.7



 ;

B3 =





−0.5 −0.8 0.9
0.0 −0.4 0.5
0.0 0.1 −1.4





Este sistema incerto não admite uma mesma matriz de Lyapunov diagonal (estabilidade

quadrática). Ademais, quando a restrição diagonal Pi = PDi é imposta, nem o Lema 3.3

nem o Teorema 3.1 encontram uma solução fact́ıvel. Somente o Teorema 3.3 encontra uma

solução fact́ıvel com

PD1 =





3.15 0 0
0 7.61 0
0 0 3.91



 ; PD2 =





7.38 0 0
0 3.91 0
0 0 3.59



 ;

PD3 =





4.06 0 0
0 5.08 0
0 0 4.87





fornecendo uma matriz de Lyapunov dependente de parâmetros diagonal PD(α) > 0 dada

por

PD(α) = α1PD1 + α2PD2 + α3PD3 ; αi ≥ 0 ;
3∑

i=1

αi = 1

Os experimentos numéricos foram realizados usando o LMI Control Toolbox e o Se-

DuMi ([GNLC95], [Stu99]).



Caṕıtulo 4

Sistemas Discretos no Tempo

4.1 Introdução

Assim como no caso cont́ınuo, a estabilidade de sistemas discretos no tempo pode ser

avaliada por meio de funções de Lyapunov. A matriz A ∈ IRn×n é Schur estável se todos os

seus autovalores estiverem localizados dentro do disco unitário aberto centrado na origem do

plano complexo. Sabe-se que o ponto de equiĺıbrio x = 0 da equação a diferenças invariante

no tempo x(k + 1) = Ax(k) é assintoticamente estável se e somente se a matriz A for Schur

estável ou, equivalentemente, se e somente se existir uma matriz de Lyapunov simétrica

definida positiva P ∈ IRn×n tal que a LMI

AT PA − P < 0 (4.1)

seja satisfeita. Nesse caso, a solução da LMI acima pode ser facilmente obtida escolhendo-

se uma matriz simétrica definida positiva Q ∈ IRn×n e resolvendo a equação discreta de

Lyapunov AT PA − P = −Q. Assim como no caso cont́ınuo, uma avaliação positiva de

(4.1), com a restrição adicional P = PD, garante a estabilidade assintótica global do sistema

x(k + 1) = Aφ(x(k)) com φ(k) = Bx(k), |B| ≤ I, que é uma função particular da classe Sd.

Logo, a imposição P = PD, que caracteriza a estabilidade diagonal (Definição 2.3), leva a

resultados conservadores. Novamente, o conceito de AB-estabilidade é utilizado na tentativa

de conseguir resultados mais abrangentes.

O problema de análise da estabilidade de matrizes AB ∈ IRn×n, sendo A ∈ IRn×n uma

matriz precisamente conhecida e B pertencente a um politopo convexo B foi analisado em

31
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[dOGH99]. Note que esse problema se reduz à análise da estabilidade robusta de um politopo

B quando A = I e ao problema de ID-estabilidade de A quando o politopo B é constrúıdo

convenientemente para representar o conjunto de todas as matrizes diagonais |D| ≤ I.

Em linhas gerais, as idéias apresentadas em [dOGH99] seguem as apresentadas na versão

para o caso cont́ınuo [GdOH98], explorando uma conexão entre positividade real e a esta-

bilidade da matriz AB. Como principal resultado de [dOGH99], um conjunto de LMIs com

algumas variáveis extras fornece condições suficientes para a existência de uma função de

Lyapunov dependente de parâmetros que pode ser usada para garantir a estabilidade robusta

de AB com A precisamente conhecida e B pertencendo a um politopo convexo genérico B

com vértices conhecidos. A função de Lyapunov dependente de parâmetros obtida contém

os resultados de análise avaliados com uma mesma matriz P (estabilidade quadrática).

O problema de estabilidade AB é novamente investigado neste caṕıtulo. Primeiro, es-

tendendo um teste de estabilidade robusta de politopos [RP01], são fornecidas condições

suficientes apresentadas em termos de LMIs. Essas condições podem fornecer avaliações po-

sitivas em casos nos quais as LMIs de [dOGH99] falham, como será ilustrado através de um

exemplo. Então, condições LMI aprimoradas, contendo as demais, são apresentadas. Um

simples teste de factibilidade aplicado a um conjunto de LMIs definidas nos vértices do poli-

topo B fornece uma função de Lyapunov dependente de parâmetros que assegura a condição

de estabilidade desejada. Finalmente, as condições LMI são estendidas a fim de investigar a

existência de uma função de Lyapunov dependente de parâmetros diagonal para um politopo

de matrizes, isto é, A = I e B ∈ B, assegurando a estabilidade global do ponto de equiĺıbrio

x = 0 de x(k + 1) = Bφ(x(k)) para todo B ∈ B e para todo φ ∈ Sn
d . Os resultados são

ilustrados através de exemplos numéricos.

4.2 Preliminares

Com em [dOGH99], o seguinte conjunto de matrizes quadradas é considerado neste caṕı-

tulo

A :=
{

AB : B ∈ B ⊂ IRn×n
}

(4.2)
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sendo que A ∈ IRn×n é uma matriz precisamente conhecida e B é um politopo convexo com

vértices conhecidos Bi, i = 1, . . . , N . Em outras palavras, qualquer B(α) ∈ B pode ser escrito

como uma combinação convexa dos vértices Bi e o conjunto B pode ser definido como

B :=
{

B(α) : B =
N∑

i=1

αiBi ; αi ≥ 0 ;
N∑

i=1

αi = 1
}

(4.3)

O principal objetivo deste caṕıtulo é fornecer condições que asseguram que: i) todas as

matrizes pertencentes a A são Schur estáveis; ii) com A = I e B ∈ B, todas as matrizes

pertencentes a A admitem uma função de Lyapunov dependente de parâmetros diagonal

definida positiva. Note que quando B = I, o conjunto A se reduz a uma simples matriz A;

quando A = I, o problema converte-se na investigação da estabilidade de um politopo de

matrizes, como considerado por exemplo em [PABB00], [RP02].

A investigação da ID-estabilidade está relacionada com ambos os problemas i) e ii), visto

que quando B é constrúıdo de maneira apropriada, foi mostrado em [BK93] que a estabilidade

Schur de A implica na ID-estabilidade da matriz A. Ademais, se a matriz A é diagonalmente

estável, então A é Schur estável [BK93]. Os resultados apresentados em [dOGH99] introdu-

zem algumas variáveis extras na caracterização da estabilidade Schur da matriz AB, como

reproduzido no Lema 4.1.

Lema 4.1 A matriz AB ∈ IRn×n é Schur estável se e somente se existir uma matriz simé-

trica definida positiva P ∈ IRn×n, matrizes G ∈ IRn×n e H ∈ IRn×n satisfazendo a seguinte

LMI
[

GB + BT GT − P BT HT − G

HB − G AT PA − H − HT

]

< 0 (4.4)

Prova: Veja [dOGH99].

Note que o fato da matriz AB ser Schur estável é equivalente à existência de uma matriz

de Lyapunov P > 0 tal que

(AB)T P (AB) − P < 0 (4.5)

ou, pelo complemento de Schur,
[

−P PAB

BT AT P −P

]

< 0 (4.6)
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que, por sua vez, é equivalente à condição do Lema 4.1 (veja [dOGH99] para mais detalhes).

Suponha agora que a estabilidade Schur de A é investigada, e B é um politopo convexo

dado por (4.3). O objetivo é determinar uma função de Lyapunov dependente de parâmetros

P (α) > 0 que assegura que

(AB(α))T
P (α) (AB(α)) − P (α) < 0 (4.7)

é satisfeita para todo α ∈ IRN tal que αi ≥ 0,
∑N

i=1
αi = 1. Usando o complemento de Schur,

(4.7) é equivalente a
[

−P (α) P (α)AB(α)
B(α)T AT P (α) −P (α)

]

< 0 (4.8)

A maneira mais simples de tratar a condição (4.7) é impor que a mesma P (α) = P = P T > 0

deva verificar

(ABi)
T P (ABi) − P < 0 ; i = 1, . . . , N (4.9)

ou, equivalentemente,

[
−P PABi

BT
i AT P −P

]

< 0 ; i = 1, . . . , N (4.10)

implicando que (4.7) é satisfeita para todo B(α) ∈ B. Entretanto, isto pode ser muito

conservador na avaliação da estabilidade Schur de A já que a mesma P é imposta. Outra

abordagem foi proposta em [dOGH99], usando as variáveis extras em (4.4) para construir

uma função de Lyapunov dependente de parâmetros dada por

P (α) =
N∑

i=1

αiPi ; αi ≥ 0 ;
N∑

i=1

αi = 1 (4.11)

As condições suficientes propostas em [dOGH99] são reproduzidas no próximo Lema.

Lema 4.2 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Pi ∈ IRn×n, i = 1, . . . , N ,

matrizes G ∈ IRn×n e H ∈ IRn×n satisfazendo as seguintes LMIs

[
GBi + BT

i GT − Pi BT
i HT − G

HBi − GT AT PiA − H − HT

]

< 0 ; i = 1, . . . , N (4.12)

então P (α) > 0 dada por (4.11) é tal que (4.7) é satisfeita.
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Prova: Veja [dOGH99].

Com os resultados do Lema 4.2, uma função de Lyapunov dependente de parâmetros

dada por v(x(k)) = x(k)T P (α)x(k) com P (α) dado por (4.11) pode ser usada para avaliar

a estabilidade de A. Na seqüencia, duas condições LMIs suficientes que asseguram que (4.7)

é satisfeita com P (α) dado por (4.11) são apresentadas. A primeira é baseada em uma

condição de análise de estabilidade robusta de politopos [RP01] que surgiu recentemente e

aqui é adaptada para o caso do conjunto A. A segunda contém ambos os resultados, do

Lema 4.2 e a primeira condição, fornecendo avaliações menos conservadoras.

4.3 Novas Condições para AB-Estabilidade

Considere o conjunto de matrizes A definido em (4.2) com o politopo B dado por (4.3).

Teorema 4.1 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Pi ∈ IRn×n, i = 1, . . . , N ,

tais que

Mi :=

[
−Pi PiABi

BT
i AT Pi −Pi

]

< −I ; i = 1, . . . , N (4.13)

Mij :=

[
−2Pi − Pj Pi(ABi + ABj) + PjABi

(ABi + ABj)
T Pi + BT

i AT Pj −2Pi − Pj

]

<
1

(N − 1)2
I ; i = 1, . . . , N ; i 6= j; j = 1, . . . , N (4.14)

Mijk :=

[
−2(Pi + Pj + Pk)

BT
j AT Pi + BT

k AT Pi + BT
i AT Pj + BT

k AT Pj + BT
i AT Pk + BT

j AT Pk

PiABj + PiABk + PjABi + PjABk + PkABi + PkABj

−2(Pi + Pj + Pk)

]

<
6

(N − 1)2
I ;

i = 1, . . . , N − 2
j = i + 1, . . . , N − 1 ; k = j + 1, . . . , N

(4.15)

então P (α) dado por (4.11) é tal que (4.7) é satisfeita, implicando na estabilidade Schur de

A.

Prova: Segue os mesmo passos que [RP01]. Note que o lado esquerdo de (4.8) pode ser

escrito como
[

−P (α) P (α)AB(α)
B(α)T AT P (α) −P (α)

]

=
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N∑

i=1

α3
i Mi +

N∑

i=1

N∑

i6=j,j=1

α2
i αj Mij +

N−2∑

i=1

N−1∑

j=i+1

N∑

k=j+1

αiαjαk Mijk (4.16)

e, se as condições (4.13)-(4.15) são satisfeitas (αi ≥ 0), então

[
−P (α) P (α)AB(α)

B(α)T AT P (α) −P (α)

]

<

−

(
N∑

i=1

α3
i −

1

(N − 1)2

N∑

i=1

N∑

j 6=i;j=1

α2
i αj −

6

(N − 1)2

N−2∑

i=1

N−1∑

j=i+1

N∑

k=j+1

αiαjαk

)

I (4.17)

Definindo θ e σ como

θ :=
N∑

i=1

N∑

j=1

αi(αi − αj)
2 = (N − 1)

N∑

i=1

α3
i −

N∑

i=1

N∑

j 6=i;j=1

α2
i αj ≥ 0 (4.18)

σ :=
N∑

i=1

N−1∑

j 6=i;j=1

N∑

k 6=i,j;k=2

αi(αj − αk)
2 =

= (N − 2)
N∑

i=1

N∑

j 6=i;j=1

α2
i αj − 6

N−2∑

i=1

N−1∑

j=i+1

N∑

k=j+1

αiαjαk ≥ 0 (4.19)

tem-se que (N − 1)θ + σ ≥ 0 implicando que (4.8) é satisfeita.

Observe que todos os elementos do lado esquerdo de (4.16) foram multiplicados por (4.20),

com r escolhido de forma conveniente para cada elemento, de modo que o lado direito pudesse

ser escrito como uma soma de três parcelas, como em [RP01]. Em particular, foi usado r = 2

para os termos da diagonal e r = 1 para os demais.

( N∑

i=1

αi

)r

= 1 (4.20)

Note que nesse caso é necessário considerar que
∑N

i=1
αi = 1, enfatizando que a estabilidade

do politopo ρA no contexto de sistemas discretos pode variar frente a multiplicação de um

número positivo ρ, ao contrário do caso cont́ınuo. Também é interessante observar que outras

condições suficientes de estabilidade poderiam ser geradas a partir de escolhas convenientes

de r de modo que o lado direito de (4.16) possa ser escrito como a soma de um número maior
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de parcelas (contendo as anteriores). O estudo dessas outras condições foge ao escopo deste

trabalho, inserindo-se no contexto de perspectivas.

O Teorema 4.1 usa uma simples e direta extensão dos resultados apresentados em [RP01]

para o caso discreto de estabilidade robusta de politopo de matrizes. O próximo teorema

apresenta uma extensão do Lema 4.2.

Teorema 4.2 O conjunto A é Schur estável se e somente se existir uma matriz simétrica

definida positiva dependente de parâmetros P (α) ∈ IRn×n, matrizes dependentes de parâme-

tros G(α) ∈ IRn×n e H(α) ∈ IRn×n satisfazendo a seguinte LMI

[
G(α)B(α) + B(α)T G(α)T − P (α) B(α)T H(α)T − G(α)

H(α)B(α) − G(α)T AT P (α)A − H(α) − H(α)T

]

< 0 (4.21)

Prova: A necessidade pode ser provada seguindo os passos apresentados em [dOGH99]. Note

que se AB é Schur estável para todo B ∈ B, então (4.7) é satisfeita para algum P (α) > 0,

isto é,

B(α)T AT P (α)AB(α) − P (α) := −Q(α) < 0 (4.22)

Sempre existe um ǫ > 0 suficientemente pequeno tal que

AT P (α)A + 2ǫI > ǫ2B(α)Q(α)−1B(α)T (4.23)

implicando, pelo complemento de Schur, que

[
Q(α) ǫB(α)T

ǫB(α) AT P (α)A + 2ǫI

]

> 0 (4.24)

e escolhendo G(α) = 0, H(α) = AT P (α)A + ǫI e Q(α) dado por (4.22) resulta em

[
B(α)T AT P (α)AB(α) − P (α) B(α)T AT P (α)A − G(α) − B(α)T H(α)

AT P (α)AB(α) − G(α)T − H(α)T B(α) AT P (α)A − H(α) − H(α)T

]

< 0

(4.25)

Pré-multiplicando (4.25) pela matriz não singular

V :=

[
I −B(α)T

0 I

]

(4.26)
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e pós-multiplicando por V T tem-se (4.21). Para mostrar a suficiência, suponha que (4.21) é

satisfeita para algum P (α) > 0, G(α) e H(α). Então, multiplica-se (4.21) por

U :=
[

I B(α)T
]

(4.27)

à esquerda e por UT à direita para obter (4.7).

É importante ressaltar que o Teorema 4.2 não estabelece uma estrutura particular para

a matriz de Lyapunov dependente de parâmetros P (α) > 0 ou para as matrizes extras

G(α) e H(α). Condições suficientes são apresentadas no próximo teorema para que uma

função de Lyapunov dependente de parâmetros P (α) dada pela combinação convexa das N

matrizes vértices Pi, como descrito na equação (4.11), satisfaça (4.7), impondo à G(α) e H(α)

estruturas similares.

Teorema 4.3 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Pi ∈ IRn×n, matrizes

Gi ∈ IRn×n e Hi ∈ IRn×n, i = 1, . . . , N , satisfazendo as seguintes LMIs

M i :=

[
GiBi + BT

i GT
i − Pi BT

i HT
i − Gi

HiBi − GT
i AT PiA − Hi − HT

i

]

< −I ; i = 1, . . . , N (4.28)

M ij :=

[
GiBi + BT

i GT
i + GiBj + BT

j GT
i + GjBi + BT

i GT
j − 2Pi − Pj

(Hi + Hj)Bi + HiBj − 2GT
i − GT

j

BT
i (HT

i + HT
j ) + BT

j HT
i − 2Gi − Gj

2AT PiA + AT PjA − 2Hi − 2HT
i − Hj − HT

j

]

<
1

(N − 1)2
I

i = 1, . . . , N ; j 6= i ; ; j = 1, . . . , N (4.29)

M ijk :=








GiBj + BT
j GT

i + GiBk + BT
k GT

i + GjBi + BT
i GT

j + GjBk + BT
k GT

j

+GkBi + BT
i GT

k + GkBj + BT
j GT

k − 2(Pi + Pj + Pk)

HjBi + HkBi + HiBj + HkBj

+HiBk + HjBk − 2(Gi + Gj + Gk)
T

BT
i HT

j + BT
i HT

k + BT
j HT

i + BT
j HT

k

+BT
k HT

i + BT
k HT

j − 2(Gi + Gj + Gk)

2(AT PiA + AT PjA + AT PkA)
−2(Hi + HT

i + Hj + HT
j + Hk + HT

k )








<
6

(N − 1)2
I ;

i = 1, . . . , N − 2
j = i + 1, . . . , N − 1 ; k = j + 1, . . . , N

(4.30)
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então a condição (4.21) do Teorema 4.2 é satisfeita com

G(α) =
N∑

i=1

αiGi ; H(α) =
N∑

i=1

αiHi ; αi ≥ 0 ;
N∑

i=1

αi = 1 (4.31)

e P (α) > 0 dada por (4.11), implicando que (4.7) é satisfeita.

Prova: Segue passos similares aos da prova do Teorema 4.1. O lado esquerdo da condição

(4.21) pode ser escrito como

[
G(α)B(α) + B(α)T G(α)T − P (α) B(α)T H(α)T − G(α)

H(α)B(α) − G(α)T AT P (α)A − H(α) − H(α)T

]

=

N∑

i=1

α3
i M i +

N∑

i=1

N∑

i6=j,j=1

α2
i αj M ij +

N−2∑

i=1

N−1∑

j=i+1

N∑

k=j+1

αiαjαk M ijk (4.32)

Impondo as condições (4.28)-(4.30) (αi ≥ 0) e usando (4.18)-(4.19), (4.21) é satisfeita.

O Teorema 4.3 fornece condições suficientes para testar se A é Schur estável, e o teste de

factibilidade LMI pode ser resolvido por algoritmos de tempo polinomial como, por exem-

plo, o método de pontos interiores [GNLC95]. Essas condições são menos conservadoras do

que as apresentadas no Lema 4.2. De fato, a condição (4.28) contém (4.12) como um caso

particular quando G = Gi, H = Hi, i = 1, . . . , N . Note que o lado direito da LMI pode

ser arbitrariamente escolhido como −I graças à propriedade da homogeneidade, e que, nesse

caso (isto é, G = Gi e H = Hi) as LMIs (4.29)-(4.30) são sempre satisfeitas se (4.28) é

verificada. As LMIs do Teorema 4.3 também contêm os resultados do Teorema 4.1, já que as

LMIs (4.28)-(4.30) reduzem-se a condições equivalentes a (4.13)-(4.15) fixando Gi = GT
i = 0

e Hi = HT
i = AT PiA + ǫI, i = 1, . . . , N , para ǫ > 0 suficientemente pequeno (veja a prova do

Teorema 4.2).

Como uma observação final, foi provado em [dOGH99] que a existência de uma matriz

de Lyapunov diagonal definida positiva é uma condição suficiente para que as condições do

Lema 4.2 sejam sempre satisfeitas, visto que as condições do Lema 4.2 são um caso particular

das condições do Teorema 4.3, uma solução fact́ıvel do Teorema 4.3 também ocorre nesse

caso.
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A tabela 4.1 mostra os valores de K e L (a complexidade é proporcional a K3L, [BEFB94],

[GNLC95]) para cada um dos testes relativos a sistemas discretos no tempo, sendo n o número

de estados do sistema e N o número de vértices do politopo.

Condição K (variáveis escalares) L (linhas)

Lema 4.2
Nn(n + 1)

2
+ 2n2 3Nn

Teorema 4.1
Nn(n + 1)

2

n(N3 + 3N 2 + 8N)

6

Teorema 4.3
Nn(5n + 1)

2

n(N3 + 3N 2 + 8N)

3

Tabela 4.1: Número de variáveis escalares K e de linhas L das LMIs em função do número de
estados n e do número de vértices N para os testes de AB-estabilidade Lema 4.2, Teorema 4.1
e Teorema 4.3. A complexidade é proporcional a K3L quando se utilizam métodos de pontos
interiores.

Como ocorreu no caso cont́ınuo, o Teorema 4.3 (que engloba os demais resultados) é o de

maior complexidade, apresentando um número de linhas nas LMIs que cresce com N 3 e que

rapidamente torna-se o fator dominante.

4.3.1 ID-Estabilidade

O problema espećıfico de ID-estabilidade, isto é, determinar se uma dada matriz A ∈ IRn×n

é tal que AD é Schur estável para todas as matrizes D diagonais tais que |D| ≤ I, pode ser

abordado testando-se a Schur estabilidade de A para o caso particular de B, constrúıdo com

os vértices dados por

Bi = diag {λ1, . . . , λj, . . . , λn} ; i = 1, . . . , 2n−1 (4.33)

com λj ∈ {−1, 1}, j = 1, . . . , n e Bk 6= −Bℓ ∀k, ℓ. Diferentemente do caso cont́ınuo, o con-

junto de matrizes diagonais tais que |D| ≤ I é um conjunto fechado, e pode ser representado

de maneira conveniente pelo politopo B com vértices dado por (4.33).
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4.3.2 Estabilidade Robusta com Restrições Estruturais

A formulação LMI apresentada neste caṕıtulo pode ser facilmente estendida para tratar de

restrições estruturais nas matrizes de Lyapunov usadas para avaliar a estabilidade diagonal

robusta de A. Por exemplo, com A = I, B ∈ B e impondo que Pi = PDi, i = 1, . . . , N

(matrizes diagonais) em (4.11), têm-se condições LMI suficientes para determinar se A ≡ B

admite uma função de Lyapunov dependente de parâmetros diagonal através dos resultados

do Lema 4.2 e Teoremas 4.1 e 4.3. A existência de tal matriz de Lyapunov dependente de

parâmetros diagonal PD(α) > 0 garante a estabilidade global do ponto de equiĺıbrio x = 0

de x(k + 1) = Bφ(x(k)) para todo B ∈ B e para todo φ ∈ Sn
d .

4.4 Exemplos Numéricos

Os testes numéricos foram realizados usando o LMI Control Toolbox [GNLC95] e o

SeDuMi [Stu99]. A seguinte matriz foi gerada randomicamente

A =





−0.714045003 −0.266035990 0.198347552
0.331829001 −0.860889180 0.478723555
−0.246835970 −0.061865207 −0.965067265



 (4.34)

Essa matriz não admite uma matriz de Lyapunov diagonal definida positiva PD. A estabili-

dade Schur do politopo A definido por AB(α) com B(α) dado por (4.33) foi avaliada usando

o Lemma 4.2, Teoremas 4.1 e 4.3. Somente o Teorema 4.3 forneceu uma avaliação positiva,

indicando que A dada por (4.34) é ID-estável. A nuvem de autovalores do politopo A, usando

uma varredura exaustiva em α, é mostrada na Figura 4.1. Em [FGL+00] é mostrado que para

matrizes de ordem 3 é necessário e suficiente apenas testar a estabilidade dos vértices do po-

litopo A; neste caso, o maior autovalor em módulo do vértice cŕıtico vale 0.99999999955417.

Note que no teste de Schur estabilidade de A, o Teorema 4.3 contém o Lema 4.2 e também

o Teorema 4.1, mas pode ocorrer casos em o Teorema 4.1 fornece uma solução fact́ıvel e o

Lema 4.2 não, como por exemplo as matrizes R e S dadas por
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Figura 4.1: Nuvem de autovalores do politopo incerto A definido por A dado em (4.34) e
B(α) dado em (4.33).
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R =





0.690 −0.492 0.579
0.156 −0.675 −0.383
0.662 −0.202 −0.732





S =







0.13 0.26 −0.54 0.12
−0.63 0.59 0.29 −0.13
0.22 0.26 −0.68 0.18
−0.78 1.10 −0.04 −0.19







(4.35)

que foram determinadas ID-estáveis somente pelos Teoremas 4.1 e 4.3.
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Figura 4.2: Nuvem de autovalores do politopo incerto A definido por S dado em (4.35) e
B(α) dado em (4.33).

O problema de encontrar uma matriz de Lyapunov diagonal para todo o politopo incerto

A, isto é, com A = I e B definido pelos vértices

B1 =





−0.1 0.4 −0.2
0.4 0.0 −0.3
1.5 −1.1 −0.1



 ; B2 =





−0.2 0.2 0.0
−2.0 0.0 1.9
−0.1 0.1 0.0



 ;

B3 =





−0.6 −0.4 0.7
0.2 −0.4 −0.1
−0.1 −0.3 0.2



 (4.36)
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foi investigado. Este politopo não admite uma mesma matriz de Lyapunov P (estabilidade

quadrática). Ademais, quando a restrição diagonal Pi = PDi é imposta, nem o Lema 4.2 nem

Teorema 4.1 encontram uma solução fact́ıvel. Somente o Teorema 4.3 encontra uma solução

fact́ıvel com

PD1 =





132.3 0 0
0 77.9 0
0 0 15.1



 ; PD2 =





190.0 0 0
0 9.5 0
0 0 98.8





PD3 =





18.5 0 0
0 37.3 0
0 0 63.3



 ;

fornecendo uma matriz de Lyapunov dependente de parâmetros diagonal PD(α) > 0 dada

por

PD(α) = α1PD1 + α2PD2 + α3PD3 ; αi ≥ 0 ;
3∑

i=1

αi = 1

O lugar das ráızes de B definido pelos vértices dados em (4.36) é mostrado na Figura 4.3.
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Figura 4.3: Nuvem de autovalores do politopo incerto B definido pelos vértices dados em
(4.36).
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Conclusão e Perspectivas

Novas condições de estabilidade para sistemas lineares sujeitos a incertezas estruturais fo-

ram apresentadas. A matriz dinâmica dos sistemas considerados é representada pelo produto

de A por B, sendo A uma matriz precisamente conhecida e B pertencente a um politopo

convexo. Os testes são formulados como problemas de factibilidade por meio de desigualda-

des matriciais lineares e, se verificados, fornecem uma função de Lyapunov dependente de

parâmetros que garante a estabilidade em todo domı́nio de incerteza. Os problemas de ID-

estabilidade e estabilidade diagonal foram abordados de maneira imediata através da escolha

conveniente do modelo de incertezas e da estrutura das matrizes de Lyapunov. No caso con-

t́ınuo, o Lema 3.3 e Teorema 3.1 apresentaram-se como condições de estabilidade suficientes

independentes, ou seja, podem existir casos nos quais o Teorema 3.1 encontra uma solução e

o Lema 3.3 não, e vice-versa. Entretanto, além do Teorema 3.3 conter essas duas condições

como casos particulares, é uma condição mais geral, no sentido de encontrar avaliações po-

sitivas para casos nos quais os outros dois falham. Essas considerações também são válidas

para o caso discreto.

Uma forma mais clara de sintetizar as contribuições deste trabalho pode ser visualizada

através de um diagrama de Venn do conjunto das matrizes ID-estáveis. As figuras 5.1 (caso

cont́ınuo) e 5.2 (caso discreto) mostram os subconjuntos de matrizes ID-estáveis que são

detectados pelos testes apresentados ao longo do trabalho. Embora o tamanho do subconjunto

das matrizes ID-estáveis que não são detectáveis por nenhum dos métodos (Xc∩T c e Xd∩T d)

não represente a realidade (distância da necessidade), os experimentos numéricos realizados
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permitem inferir que o subconjunto Td está mais perto da necessidade do que Tc, isto é, em

um processo de geração de matrizes estáveis aleatórias, as condições do caso discreto fornecem

muito mais avaliações positivas do que as condições do caso cont́ınuo. A equivalência entre

ID-estabilidade e estabilidade diagonal para matrizes de ordem dois no caso discreto realça

esse fato [KB99b].

Xc

Tc3
Lc

Dc

Tc1

Figura 5.1: Xc = Conjunto de todas as matrizes IDc; Dc = Matrizes IDc que são Hurwitz
diagonalmente estáveis; Lc, Tc1 e Tc3 = Matrizes IDc que são detectáveis pelos Lema 3.3,
Teorema 3.1 e Teorema 3.3 respectivamente.

Xd

Td3 Ld

Dd

Td1

Figura 5.2: Xd = Conjunto de todas as matrizes IDd; Dd = Matrizes IDd que são Schur
diagonalmente estáveis; Ld, Td1 e Td3 = Matrizes IDd que são detectáveis pelos Lema 4.2,
Teorema 4.1 e Teorema 4.3 respectivamente.

Como parte dos trabalhos preliminares para esta dissertação, foram estudadas técnicas

recentes de análise de estabilidade robusta para sistemas lineares incertos, com destaque para

o uso de funções de Lyapunov dependentes de parâmetros nas formulações realizadas através
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de LMIs [GdOH98], [dOGH99], [dOBG99], [PABB00], [RP01], [RP02].

Algumas extensões foram investigadas, resultando nos seguintes trabalhos:

• P. J. de Oliveira, R. C. L. F. Oliveira, and P. L. D. Peres. A new LMI condition

for robust stability of polynomial matrix polytopes. IEEE Transactions on Automatic

Control, 47(10):1775–1779, October 2002. In Proceedings of the 41st IEEE Conference

on Decision and Control, pp. 670–675, Las Vegas, December 2002.

• P. J. de Oliveira, R. C. L. F. Oliveira, V. J. S. Leite, V. F. Montagner, and P. L. D.

Peres. LMI based robust stability conditions for linear uncertain systems: a numerical

comparison. In Proceedings of the 41st IEEE Conference on Decision and Control,

pp. 644–649, Las Vegas, December 2002.

• P. J. de Oliveira, R. C. L. F. Oliveira, V. J. S. Leite, V. F. Montagner, and P. L. D.

Peres. Estabilidade robusta de sistemas discretos no tempo através de desigualdades

matriciais lineares. In XIV Congresso Brasileiro de Automática, pp. 2884–2889, Natal,

RN, Setembro 2002.

• P. J. de Oliveira, R. C. L. F. Oliveira, and P. L. D. Peres. Uma nova condição LMI

para estabilidade robusta de politopos de matrizes polinomiais. In XIV Congresso

Brasileiro de Automática, pages 2872–2877, Natal, RN, Setembro 2002.

• P. J. de Oliveira, R. C. L. F. Oliveira, V. J. S. Leite, V. F. Montagner and P. L. D.

Peres, H2 guaranteed cost computation by means of parameter dependent Lyapunov

functions, submetido.

• P. J. de Oliveira, R. C. L. F. Oliveira, V. J. S. Leite, V. F. Montagner and P. L. D.

Peres, H∞ guaranteed cost computation by means of parameter dependent Lyapunov

functions, submetido.

• V. J. S. Leite, P. J. de Oliveira, R. C. L. F. Oliveira and P. L. D. Peres, Improved LMI

conditions for D-stability of polynomial matrix polytopes, submetido.
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Especialmente em relação aos assuntos abordados nesta dissertação, foram produzidos os

seguintes textos (submetidos à publicação):

• Ricardo C. L. F. Oliveira and Pedro L. D. Peres, Improved LMI conditions for structural

and robust stability, Linear Algebra and Its Applications, 2002, submetido.

• Ricardo C. L. F. Oliveira and Pedro L. D. Peres, Improved LMI conditions for structural

and robust stability: The discrete-time case, Linear Algebra and Its Applications, 2002,

submetido.

• Ricardo C. L. F. Oliveira and Pedro L. D. Peres, Less conservative LMI conditions for

ID-stability, 42th IEEE Conference on Decision and Control, 2003, submetido.

5.1 Perspectivas

Dentre as posśıveis investigações que têm por base este trabalho, citam-se algumas que

recebem no momento maior motivação.

• Śıntese de controle robusto

A partir dos resultados de estabilidade quadrática [Bar85], inúmeras extensões para proce-

dimentos de śıntese de controladores e de filtros robustos foram desenvolvidas. Entre outros,

podem ser citados [BPG89], [GPB91], [PGB93], [PP00], [Ger99], [KR91], [PP99]. Veja tam-

bém [BEFB94] e [GN00].

O uso de funções de Lyapunov dependentes de parâmetros possibilitou, para sistemas dis-

cretos, alguns resultados menos conservadores [dOBG99], [dOGB02], [GdOB] para o cômputo

de controladores e filtros robustos, porém não existem resultados semelhantes para sistemas

cont́ınuos.

Uma perspectiva para abordar o problema poderia ser a utilização de controladores depen-

dentes de parâmetros (gain-scheduling) ou ainda o uso de funções de Lyapunov dependentes

de parâmetros, porém com blocos fixos ou com alguma estrutura particular.

• Custo garantido H2 e H∞
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A extensão das condições de análise de estabilidade robusta para introduzir critérios como

as normas H2 e H∞, obtendo assim o cálculo de custos garantidos para sistemas incertos que

sejam menos conservadores é sem dúvida uma possibilidade bastante real de continuação

deste trabalho.

• Sistemas de grande porte ou descentralizados

A extensão dos resultados par tratar sistemas com alguma estrutura na qual apenas uma

parcela do vetor de estados está sujeita a perturbações também pode ser investigada.

• Estrutura das matrizes G(α) e H(α)

Na caracterização de estabilidade diagonal e ID-estabilidade a estrutura das matrizes P

(matriz de Lyapunov) e A (matriz a ser testada) tem um papel relevante. Talvez o estudo

da estrutura das matrizes auxiliares possa trazer alguma nova contribuição.
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