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Abstract

In this thesis, the propagation of optical solitons in single-mode nonlinear
waveguides are studied and simulated. For either, the temporal or the spatial
generalized Nonlinear Schrodinger Equation, several numerical experiments was
carried out to study some nonlinear and dispersive effects that originate from the
optical solitons propagation. For that, different numerical schemes, such as the
Fourier, Finite Elements, Finite Differences, and Fourier Series Methods, written
in FORTRAN language, were employed.

The Transparent Boundary Condition to Optical Solitons using the Finite Ele-
ment Methods was implemented for the first time. Several results that justify that
method, for example, the optimization of computational window, are presented.
Also, the relevant aspects of the methods used during the simulation, with par-
ticular emphasis on the modifications introduced by the Transparent Boundary

Conditions, are compared.



Sumario

Nesta tese estudamos e simulamos a propagacao de Sdlitons Opticos em guias
de onda Nao-Lineares monomodo, principalmente fibras Opticas. A partir da
equagao Nao-Linear de Schrodinger Generalizada, no regime temporal ou espa-
cial, diversas simulagdes numéricas foram realizadas para estudar alguns efeitos
nao lineares e dispersivos que surgem na propagacao de sélitons 6pticos. Para isso,
foram utilizados diferentes esquemas numéricos baseados nos Métodos de Fourier,
Elementos Finitos, Diferencas Finitas e Série de Fourier, todos escritos na lin-
guagem de programacio FORTRAN. Implementamos as Condic¢des de Fronteiras
Transparentes para Sélitons Opticos, utilizando o Método de Elementos Finitos.
Até onde podemos pesquisar estes resulatdos sio novos na literatura. Diversos re-
sultados que justificam a necessidade da sua implementacdo sdo apresentados; em
particular, a otimizacio do tamanho da janela computacional torna-se imperativo.
No decorrer do trabalho, fazemos também algumas comparagdes dos aspectos rele-
vantes dos métodos utilizados, dando particular énfase as suas modificagoes quando

da implementagdo das Condic¢des de Fronteiras Transparentes.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais

O acelerado crescimento da éptica nio-linear a partir de 1980 [1], estimulado pelo descobrimento
de novos materiais, tem demandado um volume extraordinirio de pesquisas tanto tedricas como ex-
periementais. A utiliza¢io e desenvolvimento de ferramentas computacionais, tém sido, sem duivida,
de fundamental importincia no desenvolvimento desta tecnologia.

Logo apés a invengdo do laser, recebeu-se considerdvel atenciio o desenvolvimento de gulas de
onda que, além de transportar eficientemente a luz do laser, seja também capaz de processar os sinais
luminosos associados. Guias de onda cilindricos feitos de silicio, de comprimentos gquilométricos,
chamados de fibras épticas, e semi-condutores de guias, de onda de comprimentos micrométricos ou
milimeétricos, foram introdusidos como componentes nessa emergente drea chamada de optoelectrénica
12]. Optoeletronica significa que o procesamento Optico é feito com a ajuda de sinais elétricos. Esta
combinacgéo faz com que a velocidade de processamento desses sisternas seja necessariamente limitada
pela velocidade da corrente elétrica, a qual é substancialmente mais lenta do que a velocidade da luz
(3].

Com o aumento das taxas de transmissao, armazenamento e procesamento de informacio, os
sisternas épticos se transformam em uma alternativa aos problemas existentes. Com isso, a necessidade
de se ter sistemas com capacidades ainda maiores, onde o processamento seja totalmente dptico, tem
motivado o desenvolvimento da dptica nio-linear, que vird desempenhar um papel fundamental nas
comunicagdes futuras [4]. Dentro desse quadro, os sélitons épticos possuem algumas caracteristicas
que os credenciam como uma das opgdes mals promissoras nas comunicagoes a longas distancias e
altas taxas [3]. Portanto, o estudo dos sélitons se torna fundamental e é de grande interesse no cendrio
atual das comunicacoes.

Na ¢ptica ndo-linear, como em muita outras areas, ¢ necessario o desenvolvimento e utilizacio
de Métodos Numéricos eficientes para resolver o modelo que descreve o fendémeno de interesse. Na

verdade, isto por um lado é de cardter fundamental quando a solugdo analitica do modelo nio existe,



ou mesmo que ela exista, mas a tarefa de calculd-la, mesmo aproximadamente, possa ser complicada.
Por outro lado, a realizacdo de técnicas experimentais é, s vezes, muito cara e essa ¢ outra razio para
o desenvolvimento das simulacfes nurméricas.

Esta tese trata de alguns aspectos de simulacfio numérica da propagacao de sélitons dpticos em
guias de onda (especialmente fibra éptica) do ponto de vista do eletromagnetismo cldssico. Dito
de outra forma, nos propomos visualizar computacionalmente os campos eletromagnéticos oscilando

numa regiao do espectro descritos pela equagdo Nio-Linear de Schrédinger Generalizada (GNLS).

1.2 Sumario da Tese

No Capitulo 2, apresentamos a formulacio tedrica e a analise do surgimento e propagacao de sélitons.
Na secao 2.1 faremos uma introdugio dos aspectos histéricos da descoberta dos sélitons. Na secio
2.2 descrevemos a equagio Nao-Linear Generalizada de Schrédinger (GNLS}. A definicdo dos regimes
de propagaggo, os efeitos da Dispersio de Velocidade de Grupo e da auto-modulagio de fase sfio
apresentado na secdio 2.3. Na seco 2.4 mostrd-se como esses dois 1iltimos efeitos inferagemn para o
surgimento e a propagacio dos sélitons. Também nesta secio apresentamos algumas caracteristicas
das solugdes da equagio NLS.

No Capitulo 3, apresentamos uma introdugéio ao Método de Elementos Finitos {Finite Element
Method -FEM), baseado no esquema de Galerkin, que ¢ utilizado como ferramenta mumérica para
a discretizagfo da segio transversal do modelo utilizado. Neste capitulo, estamos concentrados em
resolver numericamente a equacio GNLS utilizando os Métodos de Propagagio de Operador Completo
(Full Operator Method-FOM), Operador Particionado (Split-Operator Method-SOM), e o Método da
Serie de Fourier (Fourier-Series Approach-FSA).

No Capitulo 4, apresentamos a implementacio das CondigGes de Fronteira Transparentes ( Trans-
parent Boudary Condition-TBC). Este capitulo comeca com um breve estudo do algoritmo associado
as TBC utilizando o FEM, e logo apés, a aplicabilidade dessas condigbes sao ilustradas com diversos
exemplos,

No Capitulo 3, estudamos o efeito nio-linear do Intrapulso por Espalhamento Estimulado Ra-
man (Intrapulse Stimulated Raman Scattering-ISRS). Finalmente, no Capitulo 6, apresentamos as

conclusdes e discutimos as perspectivas de continuacio do trabalho aqut apresentado.



Capitulo 2
Solitons ()pticos

2.1 Introducao

O conceito de onda solitdria foi introduzido na hidrodinimica hé mais de um século, pela observacao
de J. Scott-Russell [5] feita no ano 1834 no canal de Edinburgh-Glasgow, na Escécia. Russell ob-
servou que, em um canal estreito, quando um bote parava rapidamente, o bote gerava uma onda
solitaria, suavemente arredondeada e bem definida, que continuava seu percurso ao longo do canal,
aparentemente sem mudar sua forma ou diminuir sua velocidade.

No tempo da primeira observagio dos sélitons, & equagao que descreve a propagacio de ondas em
dguas rasas ainda nio tinha sido desenvolvida. Com o desenvolvimento da equagio de Korteweg e
de Vries (KdV) em 1895 [5], encontrou-se uma formulacdo analftica simples para o estudo de ondas

solitdrias na dgua. Uma das formas da equagio KdV é dada por[3}:

2 3
%?+c<§+g%)g—£+’y%x0 (2.1}
Onde u é a amplitude da onda com relacio i superficie da dgua sem perturbagio, e £ é profundidade
do, camada de dgua; ¢ é a velocidade da onda de 4gua quando a perturbagio € pequena (¥ < 1) e o
comprimento de onda grande (¥ e a derivada espacial de terceira ordem sio desprezadas). Eimn geral,
a velocidade depende da amplitude da onda relativa & profundidade da dgua. A derivada espacial de
segunda ordemn expressa a dispersio e, portanto, leva em conta a dependéncia da velocidade da onda
de dgua com o comprimento de onda. Note que na Eq. (2.1) somente aparece a primeira derivada
temporal, a equagao nio-linear parcial KdV tem sido simplificada para ondas que viajem apenas numa
diregdo (3], [6] e [7]. As ondas solitdrias do tipo KAV (solucdes da Eq. KdV}, que colidem entre si e
recuperam sua forma original apds a colisfio sdo chamadas de sélitons,
Aproximadamente 80 anos depois da formulacio feita por Korteweg, Hasegawa e Tapper sugeriram,
em 1973 (8] a existéncia de sélitons em fibras opticas (material dielétrico), afirmando que os sélitons

se manifestam através da combinagio do efeito Kerr e da Dispersio de Velocidade de Grupo {Group



Velocity Dispersion-GVD) negativa. O efeito Kerr muda o indice optico devido & intensidade do
campo elétrico. J& a GVD negativa é a propriedade dos meios nos quais as freqiiéncias mais altas
propagam-se mais répido do que as baixas fregiiéneias. A proposta tedrica feita por Hasegawa, foi
observada experimentalmente por Mollenauer (1980) 9], desenvolvendo uma fonte de laser em regime
de fibras de dispersdo negativa com comprimento de onda maiores de 1,3 pm. Durante a década de
80, os solitons se transformaram de uma simples curiosidade mateméstica para um necessario ente
de comunicacfes 6pticas: Com o desenvolvimento dos amplificadores 6pticos dopados com Erbio,
vislumbram-se diversas aplicagdes praticas dos sélitons, em particular na transmissiio transocednica
[3].
Zakharov e Shabat mostraram (1971} [10], [11] que a equaciio NLS,

du  idPu .,
5 = *"2“57*_—2- +ijulu (2‘2)

que descreve a propagacio de luz em fibra épticas, pode ser resolvida pelo Método do Espalhamento
Inverso (MEI), do mesmo modo que a equagiio KAV, possuf solugbes caracterfsticas do tipo sélitons.
Na Eq. (2.2}, u (2,7} representa a envoltéria do campo elétrico que se propaga numa fibra éptica
monomodo, z representa a distincia ao longo da direcio de propagacao, e T é o tempo local da
envolvente. O primeiro termo da equagio (2.2) representa a evolugio da envoltéria ao longo do eixo

z, 0 segundo termo leva em conta a GVD e o terceiro termo representa a ndo-linearidade Kerr [9].

2.2 FEquagao Nao-Linear de Schrédinger Generalizada

2.2.1 Eqguagoes de Maxwell

A equagio GNLS, é deduzida a partir das equacoes de Maxwell; portanto, escreveremos aqui essas

equagoes fundamentais, as quais exprimem o chamado eletromagnetismo clédssico (nao quéntico):

Vx E = —%? (Lei de Faraday) (2.3)
Vx H = —%—? -+ J (Lei de Ampére) (2.4)
V.D = p (Lei de Gauss) (2.5)

V.E =0 (2.6)

onde p e J sio as densidades de carga e corrente, respectivamente. Nesta tese, consideramos auséncia

de carga e fluxo de corrente: p = 0 e J = 0. As densidade de fluxo D e Tgsurgem em resposta aos



sy
campos Elétrico £ e Magnético H propagando-se dentro do meio relacionado. As relagfes entre o

e .
e B e os campos sdo:

+F (2.7)

b

—
LD o=

]

]

Si

—3 e
= H + M (2.8)

onde £q ¢ a permissividade elétrica do vicuo (= 8, 85x 1072 farads/metro, F/m), ug é a permeabilidade
magnética do vicuo (= 4z x 1077 henrys/metro, H/mj, e P e M sio as polarizagdes induzidas
Elétrica e Magnética, repectivamente. Nesta tese consideramos M = 0 (materiais dielétricos sdo ndo
magnéticos).

Quando uma onda eletromagnética passa através de um material dielétrico, o vidro por exemplo,
existe uma Interagio do campo elétrico com o meio. A polarizacio elétrica descreve a forma como
se processa esta interagio, e assimn traz embutidos todas as propriedades elétricas do material. Para
uma descrigio matemdtica compreensivel da resposta dos dipolos elétricos na matéria condensada, a
susceptibilidade deve ser representada na forma tensorial de forma pode-se levar em conta o efeito
combinado de todas as forgas locais dos campos. Uma vez que a susceptibilidades seja caracterizada
por completo, a polarizagio resultante a um campo elétrico aplicado pode ser expressa por [1]
P=g|xOF O . FE+ O FFF + (2.9)
onde ) { =0,1,...) sdo as susceptibilidades de ordem 7+1. A susceptibilidade linear ¥(%) representa
a contribuicic dominante a P. Seus efeitos s&o incluidos através do indice de refracio n e o coeficiente
de perdas a, a seremn descritos posteriormente. A susceptibilidade de segunda ordem {1 é responsével
pelos efeitos de geracdo de harménicos de segunda ordem e soma de freqiiéncias; ela & diferente de zero
somente em melos sem inversio simétrica de moléculas. Nas fibras de silica, y(* é zero. F inalmente,
os efeitos ndo-lineares em fibras dpticas se originam a partir da susceptibilidade de terceira ordem
x?, a qual é responsdvel pelos fendmenos de geragio de harménicos de terceira ordem, mistira de
quatro ondas, e refragio nao-linear [1].

Em geral, a polarizagio pode ser escrita como a soma de uma parte linear mais uma parte nio-

Hinear,

—IE; = }?L -+ NI_D)NLm (210)

—

sendo a linear, Py, devida & susceptibilidade de primeira ordem ¥ enquanto que a polarizagio
—— . = —

nao-linear, Py, ¢ devida & susceptibilidade elétrica de terceira ordem (% [1]. A relacio entre P e

E, longe das freqiidncias de resonéncia do meio, portanto sem absorcio de luz, é dada por [1]

10



Eofxm t-t) B (rt) dt (2.11)

Pup = 60/ / /X(B} (t—ti,t—to,t—13) ' E (r,t1) E (r t2) E {r t3) dtydtadty (2.12)
_m -

As Eq. (2.11) e (2.12) sdo relagdes de convolucio entre a polarizacdo e o campo, essas relacoes sio
para situgbes em que a resposta néo-linear da matéria é atrasada em relaciio ao campo aplicado, desa
forma, a relaciio passa a ser descrita por uma convolugio entre o campo e a fungao susceptibilidade

etétrica.

2.2.2 Equagao de Propagacio em Fibras Opticas Monomodo

Como estamos interessados principalmente na propagacio de sélitons em fibras Spticas monomodo,
descreveremos a equagio de propagagio que utilizaremos nos seguinte capitulos.

Definindo o campo elétrico E {r,t) como

E (r,t) = Eé« { ¥z, y)Alz, t)exp [i (Boz — wot)] + ec.}

onde A(z,t) é a amplitude de variagdo lenta em z, ¥{x,y) fungdo modal que descreve a distribuicao
do campo na se¢do transversal da fibra, wy freqiiéncia portadora, fy constante de propagacio de
referéncia, cc. especifica a conjugada complexa e 7 é o vetor unitario de polarizagao da luz suposta
linear no eixo x. Com isso, utilizando a Eq. (A.9) do Apéndice A, constante de propagacio 3 (parte
real do nimero de onda), e incluindo o parimetro que representa as perdas o {parte imagindria do
ntimero de onda), a equaciio de propagagio (A.27) do Apéndice A, para a amplitude de variacio lenta

A pode ser escrita como [1], {12]:

BA g2 A A

9
ﬁ;, + ,32 ot A=A A 53 =~ w1 (1A A)—aAmiAiQ (2.13)

onde 3; = %u% (i=1,2,3), 51 ¢ o inverso da velocidade de grupo definido aqui por B = v; Hdéo
parametro de GVD, 33 descreve os efeitos de dispersio de maior ordem e s6 é relevante para pulsos
extremamente curtos; v é coeficiente ndo-linear definido por

LWy

_ 2.14
’Y CAEffj ( )

onde nz € o coeficiente do indice ndo-linear expresso em unidade de m? /W (geralmente em fibras de

sitica ng = 3 x 107%m? /W) e As; ¢ a drea efetiva do nicleo da fibra, dade por {1]
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[ /T i‘?izdwdy}

Aeff: -—, = (2.15)
I f 19" dady
O e 0

Aqui, o termo proporcional a a; resulta da inclusdo da primeira derivada da parte de variagio lenta
do segundo termo do lado direito da Eq. (A.2) e provoca a fendmeno denominado de auto-deflexio

do pulso. Ele pode ser escrito aproximadamente por [1]:

a3 = 'y/'wg (216)

O tltimo termo, proporcional a as, representa o retardo na resposta nao-linear e provoca o auto-desvio
em freqiiéncia (efeito Raman) [13], [14]. Em geral, a; é uma quantidade complexa com parte real muito
pequena que pode ser ignorada. A sua parte imaginaria pode ser relacionada com o ganho Raman
[14], veja Eq. (B.28).

ag = iYITR (2.17)

onde Tg é funciio da inclinagio do ganho Raman, sendo a sua variacao, como a freqiiéncia linear na

vizinhanca de wy.

2.2.3 Equacao Nao-Linear de Schrédinger

A Eq.(2.13) pode ser simplificada considerando o tetmpo no esquema referéncial da velocidade grupo

Vg,

Te=t—i=t—F2 (2.18)
o

com isso, utilizando as Egs. (2.13)-(2.17), obtém-se

o\ J2A

i a
a+l92

FA . 2y 2
57T 6ﬁ‘3 o tgA=iv[lAP A+ T (;A[ ) Th A——— A (2.19)

Aqui, a amplitude A foi normalizada de tal forma que EA[2 represente a poténcia dptica; assim, a
quantidade ~ ]A]2 estd em unidades de m™'1]. A Eq. (2.19) descreve a propagacio de pulsos curtos

da ordem de femtosegundos. Para pulso de duracfio relativamente largos, acima de 100fs, e sem perdas,

a Eq. {2.19) reduz-se a

SA 9*A
S = RS ilAP A (2.20)

a qual ¢ comumente chamada de BEquagio Nao-Linear de Schrédinger (NLS) para a amplitude A,

Por analogia, a Eq. (2.19) serd chamada de equagiio de Ndo-Linear Schrodinger Geralizada {GNLS).

i2



Vale ressaltar que na obtencio de (2.19), a inclus@o da resposta nao-linear retardada foi feita de
forma apenas aproximada, existindo aproximagoes mais rigorosas, para expressar a resposta nao-linear

retardada, que serfo descritas no Apéndice B, [15].

2.3 Regimes de Propagacao

2.3.1 Regimes de Propagacao

Incluindo as perdas na Eq. (2.20), obtemos:

DA i 1, 9%A
e

il A (2.21)
Aqui, os trés termos no lado direito da Eq. (2.21) representam os efeitos de absorgdo, dispersio, e
nao-linearidade dos pulsos de propagacio dentro da fibra. Dependendo da largura T e da poténcia
de pico By do pulso incidente, os efeitos dispersivos ou os nao-lineares podem dominar a evolugio do
pulsc ao longo da fibra.
Para estudar os regimes de propagacio, introduzimos duas escalas de comprimento: o comprimento
de dispersdo Lp e o comprimento nio-linear Ly .
TZ 1
Lp=+L Lyp=——. (2.22)
|52] vFo

Introduzindo também o tempo T normalizado pela largura do pulso inicial 7},

T t—zfy,

= = 2.23
T T (2.23)

e amplitude de variacio lenta normalizada U {z,7), dada por
Az, 7) = VP exp (~az/2) U (2,7), (2.24)

podemos escrever (2.21), como:

OU _ sgn(Bp) 3*U  exp(—az) . 4
"9z T T2Lp 872 Lmp uru (2.25)

onde sig(3z) ==1 dependéndo da dispersio apresentada pela fibra, normal ou andmala, respectiva-
mente. Dependendo de Lp, Lyy, e o comprimento da fibra L, a conduta de propagacao pode ser
classificada nas seguintes regimens:

Quando o comprimento de propagacio L < Lyr e L € Lp nenhum dos efeitos, lineares ou
nao-lineares, apresentam importéncia significante durante a propagacao do pulso, pois os termos do
lado direito da Eq. (2.25) podem ser desprezados. Como resultado, obtém-se Ulz,7) =U{0,7) ,ie, 0

pulso mantém a sua forma durante a propagacio, e a fibra comporta-se como um mero transportador
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do pulso éptico (apenas reduzindo a energia produzida pelas perdas). Este regime de propagacio é
de muita utilidade nos sistemas de comunicacdes; assim por exemplo, para L = 50 km , Lp e Lyz
devem ser maiores que 500 km para transmissao livre de distor¢io. Os parametros Ty e [ podem ser
estimados a partir da Eq. (2.22} para dar valores adequados dos parametros de fibra Go e .

Quando o comprimento da fibra L < Ly, e L =~ L. somente o ultimo termo do lado direito da Eq.
(2.25) pode ser desprezado comparado aos outros termos. Aqui, a evolugio do pulso é determinada

pela GVD, e o efeito ndo-linear ¢ insignificante. O regime dispersivo somente é aplicdvel quando tem-se

Lp fvP()rf'é'2
— = il ] 2.26
Lyt |32t (2.26)

De outro modo, quando o comprimento de fibra L ~ Ly e L < L p, 0 termo da dispersio na
Eq. (2.25) é desprezivel comparado com os outros termos. Nesse caso, a evolucio na fibra é descrita
pelo fendémeno de Auto-modulagdo de Fase (“Sef-Phase Modulation”-SPM) que mostra o alargamento

espectral do pulso. O regime néo-linear é aplicivel sempre que seja satisfeita a relacéo:

Lp _ ’YPOTDQ

Ly |3

> 1 (2.27)

Quando ¢ comprimento da fibra L é comparéavel com os comprimentos Lp e Ly, a dispersiao e a
nao-linearidade atuam juntos sobre o pulso. A interaciio dos efeitos GVD e SPM leva a uma conduta
qualitativamente diferente comparada com alguns dos regimes de GVD ou SPM. Mas esse ponto serd

discutido posteriorimente.

2.3.2 Dispersao de Velocidade de Grupo

Em geral todo tipo de meios contém propriedades de dispersio. A dispersio é causada pela de-
pendéncia das caracteristicas elétricas e magnéticas do meio com a fregiiéncia. Dito de outra forma,
a propriedade dos meios em que diferentes componentes de freqiiéncia que compdem um pulso viajem
com diferentes velocidades distocendo o mesmo é chamada de Dispersic de Velocidade de Grupo.

Em comunicagdes a altas taxas de bits e longas distdncias geralmente utilizam-se fibras monomodo.
Nas fibras monomodo, de cada excitacio do pulso resulta uma excitagao do espectro de frequéncias;
em geral, cada componente de freqiiéncia contém diferentes velocidades de grupo, e essa disperséo é
comumente chamada de dispersio intramodal. A dispersio é resultante das contribuices da dispersio
material ¢ a disperséio do guia {4]. As fibras multimodo contém modos de diferente fase e diferentes
velocidades de grupo que podem causar expansao da envoltéria de cada modo de pulso excitado,
assim, as fibras multimodo nio podem suportar correntes de altas taxas de bits a longas distancias.
A dispersao em fibras multimodo é chamada de dispersio intermodal {4].

Considerando fibra monomodo de comprimento L, uma componente espectral de freqiiéncia w deve
chegar na safda da fibra depois de um retardo no tempo T = £ onde a velocidade de grupo é dada

vy ?

14



-1 a4 iy . w - ’ . P -
agora por v, = z=. Utilizado # = n*%, onde n ¢ o indice de refragio efetivo, podemos expressar v,

como v, == ¢/ny, onde o indice de grupo n, é dado por

dn
g =mn-+ UJ% (2.28)

A dependéncia da velocidade de grupo vy em freqiiéncia leva ao alargamento do pulso, pois diferentes
componentes espectrais dispersam-se durante a propagacio sendo dessintonizadas na saida da fibra.
Se Aw é a largura espectral do pulso, o alargamento do pulso é determinado por

928

) Aw = L Aw = LB Aw (2.29)

AT = —— A = [ — o

ar a ...1._
Jw Jw

Yg
onde ff; = 0°8/8w? é o pardmetro de GVD que determina como o pulso deve ser alargado dentro da
fibra.

A largura espectral Aw ¢é determinada & partir da faixa de comprimentos de onda AX emitidos
por uma fonte dptica. Utilizando wA = 27c e Aw = (=2me/A?} AN, a Eq. (2.29) pode ser escrita
como AT = DLAM, onde o pardmetro de dispersio D é dado por:

D = —(2mc/X) By (2.30)

expresso em unidades de ps/ (km.nm) .
A dependéncia com o comprimento de onda do pardmetro D é determinada a partir da dependéncia

com a freqiiéncia do indice efetivo. Utilizando (2.28); a Eq. {2.30) pode ser escrita cormno

2rc @ (1 2n (. On &n
SN i G ) — A1
SR (Ug) R (25‘w +wc’9w2) (23

Dispersao de material ocorre quando o indice de refracio para silica muda com a freqiiéncia éptica
w. No nivel fundamental, a origem da dispersio de material est4 relacionada As carateristicas das
fregiiéncias de ressonfncia nas quais o material absorve a radiagao eletromagnética através dos elétrons
presos. Distante da freqiiéncias de ressonancia do meio, o indice de refracio de silica é dado pela

equagio de Sellmeier [1], {4].

(N =1+ 2 (2.32)

onde w; sdo as freqliéncias ressonéncia e B; sfio os pesos correspondentes a cada frequéncia oscilatéria,
e sao determinadas experimentalmente a partir da quantidade de dopagem em cada fibra. Em fibra
de silica fundida, para m = 3, esses pardmetros sio dados por: By = 0,6961663, By == (,4079426,
By = 0,8974794, Ay = 0,0684043um, Ay = 0, 1162414pm, Ay = 9,896161um. onde A; = 2me/w; [4].

Na Fig. 2-1 mostramos os {ndices efetivo e de grupo na faixa de 0,5 -1,6 pm, em fungdo do comprimento
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Fig. 2-1: Variagao do indice de refragiio n e do indice de refragao de grupo n, com o comprimento de
onda, para silica fundida.

de onda; similarmente, na Fig. 2-2 mostra-se a variacio da dispersao D com o comprimento de onda
para fibras de silica, a partir das Eqs. (2.28) e {2.31), respectivamente.

Note na Fig. 2-2, que D é zero aproximadamente no comprimento Ap = 1,27um e gque torna-se
positivo para comprimentos de onda maiores. Essas curvas sio relativas 3 sflica fundida, diferindo das
curvas de uma fibra real devido 4 dopagem do niicleo e ao efeito de dispersao de guia de onda [4], que
deslocam Ap para préximo de 1,31pm em fibras tipicas.

Um fato interessante da disperso em um guia de onda ¢ que a sua contribuicio & D dependem
dos pardmetros de projeto da fibra, tal como o raio do niicleo da fibra e do perfil do indice de refracao,
possibilitando, com isso, atuar-se na caracteristica da dispersdo da fibra, e deslocando o comprimento
de onda Ap para I,55um onde as perdas da fibra sio minimas. Para I <0 a fibra exibe dispersio
normal, onde as componentes de freqiiéncia mais baixas viajam ern uma velocidade maior do que as
componentes de freqiiéncias mais elevadas; para D>0, a fibra apresenta dispersio andmala, onde as
componentes de menor freqliéncia se propagam mais lentamente do que as freqiiéncias maiores i1, 4],
[16].

Considerando os efeitos de GVD na propagagio do pulso em um mejo dispersivo linear ( v = 0 na
Eqg. (2.21)), a equacdo resultante para & amplitude U (2,T) pode ser obtide a partir de (2.25), como

au 1, 0%U

Esta equagdo ¢ similar & equagdo de onda paraxial que descreve a difracao de luz em guias de onda
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Fig. 2-2: Variagdo do pardmetro de dispersio D com o comprimento de onda, para silica fundida.

planares, onde a difragio ocorre apenas na dirego transversal e 8, é substitufdo por A / (27). Por esta
razéo, os efeitos temporais induzidos pela dispersio tem analogia com os efeitos espaciais induzidos

pela difracdo. Se Ul(z, w) é a transformada de Fourier de U(z, 1"}, entdo ela satisfaz a seguinte equacio

diferencial ordindria

oU 1, =
e 2 2.34
. 2,6’210 U (2.34)
onde a solugio € dada por
U (z,w) = {0, w) exp (%ﬁngz) (2.35)

A Eq. (2.35) mostra que a GVD muda a fase de cada componente espectral do pulso por uma
quantidade que depende da freqiiéncia e pela distancia de propagacio. Tal mudanca de fase nio afeta

0 espectro do pulso, mas podendo modificar a forma do pulso. A solucdo geral da Eq. (2.33) é obtida

mediante a Transformada Inversa de Fourier

Uz,T) = -2-17: / U(0,w) exp (—;—ﬁngz - in) dw (2.36)
onde U {0,w} é transformada de Fourier do campo incidente

o0

U(0,w) = ] U(0,T) exp(iwl)dT (2.37)
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Como exemplo, consideremos um pulso Gaussiano com o campo incidente

U(0,T) = exp [m% (%)2} (2.38)

onde Tj é a meia largura no ponto de intensidade 1 /e. Na prética, sempre utiliza-se a largura na metade
de sua altura méxima (FWHM) Trw g em lugar de Tj. Para pulsos gaussianos, esses parametros
sao relacionados por

Trwmm = 2(In2)Y? T ~ 1,6657; (2.39)

enquanto para o pulso incidente de secante hiperbdlica, dado posteriormente pela Eq. (2.64), essa
relagio torna-se

Trway = 2(1 +Inv2)Ty =~ 1, 76T (2.40)

Utilizando as Egs. (2.36)-(2.38), e integrando, a amplitude ao longo da fibra é dado por

2
U(2,T) = —mwww%—-——»mé-ea:p (—-———mé--g:mu—-—) (2.41)
(12 — iBy2) " 2(T§ —ifaz)

Note que, o pulso gaussiano mantém a sua forma na propagacgao mas sua largura T3 resulta ser

EA 1+ (2/Lp)*

1/2
T I

(2.42)
As Eqgs. (2.38), (2.41) mostram mesmo que os pulso incidente ndo tenha qualquer tipo de mod-
ulagdo de fase inicial (chirp), o pulso transmitido resulta ser gorjeado. Isso pode ser analisado clara-

mente se escrevemos

Ulz,T) = |U{z,T)| expli¢ (z,T)] (2.43)
onde a fase ¢ dada por
y o _san(B) (/Lp)T? 1z
P(2,7) = T (/L BT 5t (LD) (2.44)

mostrando que a dependéncia da fase com o tempo, implica que a freqiiéncia instantinea na frente do

pulso difere da freqgiiéncia central wg. A diferenga em freqgiiéncia é dada por

_0b _ 2sgn(Ba) (z/Lp) T
or 1+ (z/Lp)* T

Sw =

(2.45)

mostrando que a freqiiéncia muda linearmente na frente do pulso. Isso é conhecido como gorjeio linear
de freqiiéncia.
O alargamento induzido pela dispersio pode ser entendido notando que as componentes vermelhas

viajamn mais répido do que as componentes azuis no regime de dispersdo normal , enquanto acontece
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Fig. 2-3: Alargamento induzido pela dispersdo para um pulso gaussiano, apés propagar-se por uma
distancia z=2Lp e z=4Lp.

tudo ao contrdrio no regime de dispersio anémala. O pulso pode manter a sua largura apenas se as
componentes espectral chegarem juntas, ou equivalentemente 35 = 0. O tempo de retardo em chegar
as diferentes componentes espectrais resulta o alargamento. Na Fig. 2-3 se ilustra a variacio do pulso
em funcdo da distancia de propagacio z.

Quando opera-se na regiio de dispersio zero, Ap, os pulsos dpticos experimentarm efeitos dispersivos
de alta ordem. Isso pode ser entendido notando que L) nio é zero em todos os comprimentos de onda
contidos dentro dos espectra centrado em Ap. Os efeitos dispersivos de alta ordem sfio governados

pelo “parametro diferencial de dispersio” § = %&2. Utilizando a Eq. (2.30) podemos escrever S como
2
S = (27rc/A2) B3 + (47‘%’(2/,\3> B (2.46)

Notequeem A= Ap, 3 =0,e 56 proporcional a J5. Valores tipicos de S em Ap sdo 0, 085ps /km.nm?
para fibras monomodo convencionais e 0,05ps/km.nm? para fibra de disperséo deslocada (Ap =
1,55pm). De outro modo, para o caso de propagagao de pulsos ultra-curtos {Ty < 0,1 ps), mesmo que
nao se esteja operando em comprimento de onda de dispersdo zero é necessario levar em conta termos
de dispersio de alta ordem.

Inclnindo efeitos de dispersao de alta ordem, a Eq. {2.33) pode ser escrita como

oU 19U i 8dU

B T 3PEm TPy (2.47)
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com sclucio dada por:

1 [ . . g
U{z,T) = o / U{0,w) exp (%5211}22 + é,ﬁ3w3z o ’éwT) duw {2.48)
-0

Como pulso incidente consideramos, outra vez, um pulso gaussiano; dessa forma, a solugdo analftica da,
equacao acima pode ser representada em termos das fungdes de Airy para pulsos gaussianos [17]. Nessas
consideragdes, vé-se que o pulso j4 nio tende a manter o formato gaussiano com a distancia propagada,
apresentando uma assimetria acompanhada de oscilacdes nas suas extremidades. Dependendo do sinal
de (43, essa oscilagio pode localizar-se na parte frontal do pulso ou na parte final do mesmo {veja [1],
pag. 76).

A Eq. (2.42), pode ser generalizada para incluir termos de dispersdo de alta ordem. Uma medida
da largura do pulso é o erro quadritico medio rms (root-mean-square) com largura do pulso definida
por

o= [(1?) ~ @] (2.49)

onde -
{ T (z,T)*dT
(T) = =

= (2.50)
] U (D) dr

—

Para o caso de um pulso incidente gaussiano que ndo possul gorjeio inicial, o alargamento do pulso &

definido por

2@

onde g é a largura rms do pulso incidente (O’Q =Ty/ \/ﬁ) .Observe da Eq. {2.51) que ambos termos
(B2 e 33 ) contribuem para o alargamento do pulso, e para o caso de dispersio de maior ordem esse
alargamento néo depende do sinal de 5 e de um eventual gorjeio inicial, de forma contréria a 32 em
que sim depende. Essa dependéncia é qualitativamente diferente. Erquanto 3; depende do sinal de

52, a contrinuicio de 83 nao depende dos sinais de 3 e C', veja Eq. {3.3.11) na referéncia [1].

2.3.3 Auto-modulacio de Fase

Uma manifestagio interessante da dependéncia na intensidade do indice de refragio em meios nao-
lineares ocorre pela SPM, o fendmeno que resulta no alargamento espectral do pulso éptico propagante.
A SPM ¢ o andlogo temporal do auto-focamento que se apresenta em guias de onda espaciais. As fibras
opticas possuem noa-linearidade Kerr [3], levando o perfil de intensidade do pulse modular ao indice
de refraciio do mesmo, sendo que esse indice modula, em contrapartida, a fase da onda propagante.
Daf advém a designacéo de auto-modulacio de fase. Como a freqiiéncia instantanea é a derivada da

fase com respeito ao tempo mais a fregiiéncia da portadora éptica, vemos que a freqgiiéncia varia sobre
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o pulso com a distribuigio do campo.

Contrério ao que ocorre no caso da propagacio em regime unicamente linear, o espectro se torna
modulado em fase (chirped), onde as componentes de baixa freqiiéncia se localizam na parte frontal
do pulso e, as de alta, sdo atrasadas.

Considerando regime de propagagio unicamente nio-linear (Lp > Ly; ~ L), a Eq. (2.25) pode

ser escrita como

U exp(—az), o
— o AT 52
A solugéo dessa equagio é dada por
U(Z, T) = ]U(Dv T)I eXp [iquL (Z>T)] (253)
onde U(0,7") é a amplitude do campo incidente, e com
Ze 1
61 (=) =W OT) (L) 2epy = = 11— exp (~a2) (2.54)
NL e

da Eq. (2.53) verifica-se que o formato da amplitude do pulso mantém-se invariante com a disténcia,
enquanto que a SPM aparece como um desvio de fase dependente do tempo e da distancia. O desvio
de fase ndo-linear ¢y, (2,T) aumenta com a distancia de propagacio. A quantidade 2.5y representa a
distancia efetiva que é menor do que a distincia de propagacaoc z devido as perdas da fibra. O desvio
de fase maximo ¢4, ocorre no centro do pulso, localizado em T' = 0. Desde que {7 é normalizada, de
tal forma que [U7(0,0)] = 1, obtém-se que

z
bmaz = ~LL = Thozefy, (2.55}

Ly,

com isso pode-se dizer que Ly ¢ a distancia de propagacao efetiva em que dpa, = 1. O alargamento
induzido pelo SPM é uma conseqiiéncia da dependéncia temporal de ¢y, (2,T). Pode ser mostrado
que uma fase variante no tempo implica uma freqiiéncia Sptica que difere de sua fregiiéncia central
wy. Essa diferenca é dada por

%aﬁbNL . __8 IU(O,T)IQ Zeff

W= o7 Lwr (2:56)

Do mesmo modo como no caso linear, a dependéncia temporal de dw pode ser entendida como
um gorjeio em freqgiiéncia. O gorjeio ¢ induzido pela SPM e a sua amplitude aumenta com a distancia
propagada. Ou seja, novas componentes sio geradas com a propagacio do pulso, provocando alarga-
mento do espectro com relagio ac espectro inicial. Da equacio acima, observamos que o alargamento

espectral depende do formato do pulso. Considerando um formato de pulso incidente gaussiano,
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Fig. 2-4: Variagdo temporal do desvio da fase ¢ny induzido pela SPM para o caso de um pulso
gaussiano incidente.

pode-se calcular o gorjeio induzido pela SPM

2 zess [T T\?
Sw = = SLL [—] exp | — (—) 2.57
To Lz | To) ©F To) |’ (257)
Nas Figs. 2-4, 2.5 mostramos a variagio da fase e o gorjeio com respeito ao tempo normalizado.
Observe que, éw é negativa na parte frontal do pulso (desvio para o vermelho) e torna-se positivo
para a parte posterior do mesmo {desvio para ¢ azul), e finalmente, o gorjeio comporta-se linearmente
sobre uma grande parte central do pulso.

Para estimar a ordem da grandeza do alargamento espectral induzido pela SPM, da equacio acima

obtém-se o valor pico de dw, como sendo

dMWmax = _T’Z";E)""fﬁ'max (258)

onde @max ¢ dado por (2.55). Para obter o fator de alargamento espectral, o parametro de largura
Ty deve ser relacionado a largura espectral Aw. Para pulsos gaussianos sem gorjeio inicial, obtém-se

Aw = To“l, portanto, (2.58) pode ser escrita como:

mostrando que o alargamento do pulso é, aproximadamente, dado pele valor numérico do desvio de

fase MAaximo dmax-
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Fig. 2-5: Variagdo temporal do gorjeio de freqiiéncia w7} induzido pela SPM para o caso de um pulso
gaussiano incidente.

Similar ao caso da GVD, o gorjeio inicial do pulso de entrada influencia fortemente as caracteristicas

de propagacio em regime puramente ndo-linear [1].

2.4 Surgimento dos Sélitons Opticos

Uma manifestagdo fascinante, devida & nfo-linearidade das fibras, ocorre no regime de dispersio
anomala onde as fibras podem suportar pulses soliténicos através da interacio dos efeitos da GVD
e SPM, onde as relages dada pelas Eqs. (2.26), (2.27) nio sio mais satisfeitas. Como mostrado
na Secio 2.3, a GVD espalha o pulso durante a sua propagagio ao longo da fibra. Por outro lado,
SPM, resultante da dependéncia do indice com a intensidade, impde uma modulagio de fase (chirp)
a0 pulso. Sob essas condigdes, a SPM e a GVD podem cooperar-se de maneira gite o gorjeio induzido
pela SPM cancela exatamente o alargamento induzida pela GVD. Nesse cendrio obtém-se ondas que
se propagam sem mudar na sua forma por longas distancias e recuperam sua forma original depois de
colidir entre elas; essas ondas sdo chamadas de sélitons.

A equac@o NLS pode ser resolvida utilizando o MEI [10]. Embora existam solugdes para fibras com
dispersdo andmala e normal, atualmente pulsos soliténicos em fibras com aplicacfes em comunicacoes
sao, na grande maioria, encontrados em fibras com dispersio andmala [8]. Em caso de operagio na
regifio de dispersdo normal, as solugdes recebem a denominacao de sélitons escuros, enquanto que na

regido de dispersao andmala eles se denominam sélitons claros.
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Utilizando a distancia normalizada pelo comprimento de dispersdo Lp,

Z
-z 2.60
f= 1 (2.60)
a Eq. (2.25) pode ser escrita como
OU 10U
5 = o (B2) 557 N UPU (2.61)
sendo N dado por
2
N2 = yPyLp, = 22010 (2.62)

pardmetro extremamente importante para caracterizar os sélitons.

Em fibra de dispersio andmala, Eq. (2.61) torna-se

U 18U 4.
W’L—égmg"é";é“-f-f\r IU] U, (263)

onde o parametro N descreve a ordem do séliton. Para N =1 o pulso ndo muda sua forma a longo
da propagagio e é denominado de séliton fundamental. Se observamos a solugio séliton fundamental
obtida peio MEI [1], [10]

U, 1) =sech(r)exp (i£/2), (2.64)

mostra-se que o pulso de entrada adquiere um desvio de fase ¢ = ¢ /2 & medida que se propaga dentro
da fibra; porém, sua amplitude permanece inalterada, veja Fig. (2-6). Essa propriedade do séliton
fundamental é que o torna bastante atraente para sistemas de comunicagOes opticas de altissimas taxas.
Outra caracteristica dos sélitons é que sio altamente estdveis. Com isso. mesmo que as caracteristicas
do pulso de entrada desviem-se do pulso inicial, dade por (2.64) com & = 0, o séliton fundamental
pode ser excitado, como mostra-se em resultados do Capitulo 3, onde o proprio pulso ajusta-se A sua
forma e & sua largura, na tentativa de tornar-se um séliton fundamental.

Um comportamento parecido é observado para casos em que N difere de um inteiro. Um séliton
de ordern IV pode ser formado quando o valor de N na entrada varia na faixa delV — 1 /2a N+1/2.
Portanto, pequenos desvios com relagéo As condigdes iniciais néo comprometem a propagagao de pulsos
solitonicos. Alguma energia do pulso é perdida durante essa [ase de adaptacao do puiso sob forma
de ondas dispersivas. Conseqilentemente, é interessante casar-se, na medida do possivel, as condicdes
iniciais do pulso com aquelas que sao as ideais.

O periodo do séliton & = Z (2= ZLp) é definido come a distancia na qual o séliton de ordem
N recupera sua forma inicial desempenha um papel importante na teoria dos sélitons épticos. Na
Fig. 2-7 ilustra-se o séliton de ordem 3 (N==3); observe que o pulso inicialmente experimenta uma

contragio, reparte-se em seguida em varias componentes e retorna a sua forma original em § = %.
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Fig. 2-6: Evolugio de séliton fundamental (N=1}, em uma distincia de £ = 100.

Comportamento qualitativo similar ocorre para outro valores de N > 1.

Além da GVD, outro efeito que pode ser limitante nas fibras épticas, sdo as perdas. Quando a
energia do sdliton cai abaixo de um certo valor limite, o efeito nio-linear nio é mais suficiente para
compensar a GVD. Porém, torna-se necessirio buscar-se mecanismos que possam amplificar os pulsos
a fim de restituir a energia do séliton. Considerando ~iaLpl//2 ao lado direito da Eq. {2.25), essa

equacao em fibra de dispersio andmala pode ser escrita como

oU 19°U I
e = e ; 2.
%35 550 +iII'U+ N {UI*U {2.65)
onde
o a TP oz .
= [y et = 2.
T 2LD 2 1] - (2.66)

Finalmente, na Fig. 2-8, visualiza-se a propagacio de séliton fundamental com pulso incidente dado
pela Eq. (2.64) em £ = 0, onde o pardmetro de perdas T' é 0,03. Note que o pulso apresenta um
alargamento com a distdncia de propagagio; esse alargamento nio é valido para distincias longas,

sendo limitado a distancias I <« 1 para que o séliton possa manter o seu formato inicial ], [18].
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Fig. 2-7: Evolugdo do séliton de terceira ordem (N=3).
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Fig. 2-8: Evolugio do séliton fundamental (N = 1) na presenca de perdas (I = 0, 03).
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Capitulo 3

Técnicas Numéricas para Resolver a

Equagao Nao-Linear de Schrodinger

3.1 Introducao

A propagagio de raios monocrométicos através de guias de onda dpticos se descreve através de equacdes
de onda que podem ser lineares ou nao-lineares, dependendo das caracteristicas do material utilizado
e da poténcia na entrada no guia. No caso de guia de onda néo-linear e polarizacio TE essa equacio
€ chamada equacio generalizada de Schrodinger (GNLS) espacial, por outro lado, para a propagacio
da envoltéria de um pulso éptico em fibras dpticas monomodo, a equagdo ¢ denominada de equacio
GNLS temporal, pois as coordenadas transversais sio relacionadas ao tempo relativo [2]. Para as
duas situagdes, espaciais ou temporais, 0 Método de Propagacio de Feixes {BPM) é uma das técnicas
aumeéricas mais utilizadas {1}, [16]. Este método resolve as equagdes correspondentes passo a passo
(step-by-step) ao longo da coordenada de propagacao, que usualmente ¢ escolhida como sendo a coor-
denada z (ou &).

Como foi indicado no Capitulo 1, a obtengéo de soluges analiticas das equagdes NLS ou GNLS,
tanto espaciais como temporais, é muito dificil em muitas situacdes. Desta forma, neste capitulo nos
concentraremos em estudar as formas de resolver numericamente as equacdes GNLS. Faremos um
estudo detalhado dos esquemas de propagacio de Operador Particionado (SOM), Operador Completo
(FOM] e a suas versbes baseadas no Método de Elernentos Finitos de Operador Particionado {SO-
FEM), Método de Diferencas Finitas de Operador Particionado (SO-FDM), Método de Fourier de
Operador Particionado (SO-FM), Método de Elementos Finitos de Operador Completo (FO-FEM),
e o Método de Diferengas Finitas de Operador Completo (FO-FDM) (2]. Finalmente, discutiremos
também o Método Série de Fourier [42]-[45]. No decorrer deste capitulo e dos seguintes apresentaremaos

exemplos comparativos dos métodos discutidos aqui.



3.2 Discretizacao por Elementos Finitos.

As equagdes de tipo GNLS, veja Eq. (2.19), tanto espaciais como ternporais, podem ser escritas na
forma geral {1}, [28]:

““““*BU;;?C) ={D+N (6 UNT () (3.1)

onde U(£, () é a envoltdria do campo elétrico normalizado, dado em (2.24), ¢ representa a coordenada
de propagagio normalizada, dada pela Eq. (2.60) para o caso de propagaciio de pulsos em fibras
dpticas, e z para o caso de propagacio de raios de luz em gulas de onda ndo-lineares; ¢ representa a
coordenada espacial = para o caso da equagio GNLS espacial, e o tempo normalizado T no esquema da
velocidade de grupo, para o caso de equagio GNLS temporal, (1,12]; D e N(£,¢,{U) sao operadores
lineares e nio-lineares respectivamente, {-} denota. a forma em que N depende de U. Essa dependéncia,

normalmente, é dada por [28]:

N(&.C(8) = N (6, 4181, . Apdp. Bidi, . Bady, Ci [61[°,..Cn gl (32)

onde A;, B, Cpparai=1,P; j = 1,Q; k = 1, R sao operadores lineares que dependem somente da
coordenada transversal e  indica a conjugada complexa. Formas explicitas de D e N serio dadas
posteriormente, de acordo com a situacfio a ser analisada.

Para utilizar 0 FEM na discretizacio de (3.1} precisa-se adotar uma forma integral equivalente [26]
e [25]. Isso pode ser feito, encontrando uma forma variacional associada a (3.1}, de fal forma que a
fun¢io que minimiza o funcional seja a solucdo da Eq. (3.1). Nesta tese, usaremos alternativamente
a formulagio de Galerkin

A formulagio de Galerkin, proporciona uma forma integral equivalente para resolver (3.1). Além
do mais, se a forma funcional existe esta €, em geral, equivalente & forma integral de Galerkin. A
formulagdo de Galerkin ¢ enunciada da seguinte forma: Para € fixo, dado um espaco de fungdes H? (),

achar U € [7*(Q) tal que

<U,w> = {[D+ N (U)]U,w), para todo w ¢ H2 () (3.3)

onde H?(£}) é o espaco de Sovolev de ordem dois, que é constituido de fungdes cujas primeiras e
segundas derivadas pertenecem a 2 {€2), que é 0 espago de funcdes quadrado integravel, no sentido de
Lebesgue [22], [41]; Q ¢ o dominio no qual a secio transversal da fbra estd contida, e (-, -} representa

o produto interno usual de L? (Q), i.e. dado v,w e L? ()

(v, w) :/va*dﬂ. (3.4)

Logo, se consideramos uma seqiiéncia de sub-espagos finito-dimensionais Sm (Q) C H? (), tal que

28



Sm (§2) C Sy (Q); a versdo discreta da formulagio de Galerkin, para (3.1), é dada por {26]: Para ¢
fixo, dado o espago Sy (), achar Us, € S, (Q) tal que

<Um,wm> =D+ N (Un)]Un,wn), para todo wy, € Sy, () (3.5)

Note que, (3.5) define uma seqiiéncia de fungdes {Un} de tal forma que para certas condicdes
de regularidade dos operadores D e N { por exemplo, limitados} pode-se demonstrar que guando
m = 00; Uy — U, na norma definida pelo produto interno, Eq. (3.4) [41]. A interpretacdo desse
resultado é gue ao resolver o problema integral, dado pela Eq. (3.5), obtemos uma solugio aproximada
Upm, de (3.3) e, conseqiientemente, de (3.1).

Para calcular Up,, introduzimos o conjunto de funcdes base do espaco Sm, {¢; (¢ )};"' com m a

dimensdo de S,,. Com isso, U,, pode ser escrita como:

Un(6,0) = a0 =¢" @ (3.6)
F=1

onde ¢; sdo as constantes na coordenada transversal a serem determinadas, & e ¢ s@o os vetores
coluna contendo os elementos «a; e ¢;, respectivamente, e ()T representa a operagdo de transposta.
Substituindo (3.6) na Eq. (3.5) e escolhendo w,, como sendo as funcdes base de Sy, obtemos o seguinte

sistema de equactes diferenciais de primeira ordem:

Al === (D +[N)) & (3.7)

onde [A], [D], [N]sdo matrizes com elementos (%,7) expressos por

([A]); ; = (), &4) (3.8)
([D]);; = (Déy, 6) (3.9}
(IND)i; = (N (Usn) &5, ¢4) (3.10)

Assumindo que D = p%, onde p é uma constante, podemos integrar por partes este operador na

formulagéo de Galerkin, dada nas Egs. (3.3) e (3.5), e obtermos a seguinte expresio para a matriz D,

[D]& = —[Dg] & + ¢ (3.11)

onde
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(IDa)); ; = » <8¢j i > (3.12)

EES
(9): 5 =p/%¢id(aﬂ) (3.13)
o0

onde J§1 € a fronteira de £. A contribuigio da integracio por partes na formulacdo de Galerkin é que
a procura da solugdo pode ser efetuada no espaco menos restrito: F?! (€2), que é equivalente ao espaco
de fungdes continuas. Nessas condigdes, a formulacio de Galerkin, dada em (3.3) e (3.5), & chamada
de Formula¢do Fraca de Galerkin.

O conjunto de fungdes base sdo as Fungdes Lagrangianas, que estio em Sm (82), as quais sio
polinomiais de Lagrange de ordem k, k=12,... Assim, as fungoes mais simples s@o os polindémios

lineares (k=1) definidos por [2]:

(Git1 = Q) /(G1—G) , quando £ € [{, Gt
$i(Q) =95 ((—Cim1)/ (G~ G-1) , quando ¢ € [(_iy i)

0 , outro

onde ¢; , ¢ = 1,m; m representa o nimero de nés associado & particio do dominio Q = la,bl. Da
equacio acima obtem-se ¢;((;) == & ;. Notemos que as matrizes obtidas utilizando essa classe de
furgdes sdo tridiagonais, pois o dominio de cada fungao @:(C) intersecta o dominio das funcdes ¢;..1(¢)
$i+1(C); conseqlientemente, todos os elementos das matrizes dadas pelas Egs. (3.8)-(3.10) sdo zero para
i — 7] > 2. Por outro lado, funcées de base construidas a partir de polindmios quadréticos de Lagrange
(k=2) produzem matrizes pentadiagonais. Em geral, as matrizes produzidas pelos polinémios de ordem
k sdo (2k+1)-diagonais [2], [24]. Conseqitentemente, existe umn compromissa entre a esparsidade e a
ordem k das fungdes de base. Mas, de acordo com as sugestdes de alguns autores [24]-[25], nio &
recomenddvel utilizar k>2, pois isto implica num decréscimo da esparsidade e, portanto, no aumento

no esfor¢o computacional.

3.3 Esquema de Propagacio de Operador Particionado

Como indicado no Capitulo 2, a complexidade dos termos nio-lineares na equacao que descreve a
propagacao de campos eletromagnéticos em estruturas de guias dpticos nio-lineares é mais ou menos
proporcional a duragdo do pulso envolvido. Portanto, observa-se equacdes nao-lineares mais simples
para pulsos de duragiio de pico-segundos do que para pulsos de duragio de fentosegundo.

Para aplicar o0 SOM na Eq. (3.1), escrevemos a solugfio associada, como:
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U (€ + Ag)
V(€

exp (1/2A6D) U(E), (3.14)

onde suprimimos a coordenada transversal, por conveniéncia de notagao. O esquema expresso na Eq.
(3.14) néo é um esquema de operador particionado de segunda ordem para um operador generalizado
nédo-linear, como mostrarmos posteriormente. Para calcular o erro de arpoximacao, definimos aqui,
do mesma forma como ern [28], o erro de convergéncia

g1 = U ({+AL) - U (£ + AL (3.15)

onde U representa a solucio exata de (3.1), a solugio exata UV (€ + A£) é representada utilizando a

série de Taylor na Eq. (3.1) como:

U +A8 = (14+A8[D+N(E(U))]+1/2(A8) x
{[D+ N (£, {UNF + N (€,(U)) /AU ) + 0 (AL) (3.16)

A seguir, fixamos £ constante, considerando A¢ como varidvel independente, de modo que podemos

obter a seguinte expansio de Taylor.

v (e jae (v Jag)) - N+ 306 (U0 + 500+ 0(a7))

= NIEW©) +5 (88 v+0(ag) (3.17)

onde v ¢  sdo fungdes arbitriria de €.
Notando que V{{) = exp(1/2AED)U(E) = U(¢) + 1/2A6DU(E) + 0(A€)?; a expresdo para
Ui (€ + AE), na Eq. (3.14), pode ser escrita como:

V€48 = exp {1/206D)exp { A€ |V € (T ©)) + 3 (A9 v+ 0 (207}
-exp (1/2AEDYU(£) (3.18)

Finalmente, aplicando a o teorema de Baker Hausdorff [1] em (3.18), obtém-se:

D{E+A8) = (L+ALD+N(EUEN +1/2(A8)% x
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{ID+NEAU N +VHUE) +0(A)° (3.19)

A partir de (3.16) para U (€ -+ AE) e (3.19) para [/ (£ + AE) estima-se o erro &, [28], como:

(AE)* max |GU} + 0 (A&, (3.20)

Q
[ON/8 (A,U) ApNU] + S [ON/8 (B,U*) B,N*U™]
gl

0

Ak

|
bS]

1o
il
[~

w
Il
N

+2 i [aN/a (cr i) cop Re(U)}
pe=1
Portanto, a condigio para que o esquema (3.14) seja de segunda ordem é que G = 0.

Operadores nao-lineares dependendo simplesmente da intensidade, produzem G = 0 desde que eles
sejam imagindrios. Equacbes associadas com essa classe de operadores constituem uma importante
classe de equagées GNLS chamadas de equacdes GNLS com dependéncia da intensidade imagindria.
Alguns exemplos das equagdes GNLS apresenta-se em propagacdo de onda TE em guias de onda

nao-lineares e sio definidas pelos seguintes operadores:

i 81

D= T —2-1" (z,z) (3.21)
N (z,.:r:, w;”) = 32-%3 [n2 (z,z, iUF) ~ ﬁQ] (3.22)

onde k& é nimero de onda, 3 é a constante de propagacio de referéncia, I é o perfil de absorc¢io
(ganho), e n é o indice de refragio. De acordo com a Eq. (3.2), tem-se que Ap = Bp =0e R =1,
com C7 = 1, e o indice de refragio, por exemplo, pode ser dado por:

n? =nZ 4+ o |U|?, Meio nao-linear do tipo Kerr, (3.23)

onde ng é o Indice de refragio linear, o é definido por o = ndceona; onde ¢, ey, 1o representam a
velocidade da luz, permissividade do vécuo e o coeficiente Kerr do mejo, respectivamente. Note qgue,
em geral, ng, @ dependem de (z, z). Uma outra equacio GNLS apresenta-se em analise de propagagio

de pulsos em fibra épticas monomodo, para a qual os operadores dados em (3.27), sdo dados por:

D= o — e — =T (3.24)

N(@U/or,U*|UP,8U” /o7) = i (EUF ~ RO|U /aT) _p (U*@U/BT + U /81“) (3.25)

onde os pardmetros de 8, s, Tp representam os efeitos de dispersao terceira ordem, auto-deflexfio e a
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resposta retardada nao-linear responsivel pelo deslocamento de freqliéncia. Da Eq. (3.2) obtém-se
qQue P=G=1leR=2comA =8/fr, Bi=1,C =1, Cs = d/37. A partir da Eq. (3.20),

obtém-se o correspondente erro £; na seguinte forma:

e = %(&g)zmaxEsU{U*@(NU) [OT +{OU/OT) N*U™ + 20 [i — (s + itg) 0/87] U|* (3.26)
~20®/97 (s +i7) UL} +0(A¢),

onde ¢ =Re {U*0U/07} 8/07 + 0{U* /8. Note que se s = 0 na Eq. (3.26}, 1 ¢ de segunda ordem.
Iste ¢, quando ndo levamos em conta o efeito de auto-deflexio na Eq. (3.25), o operador nao-linear
N resultante depende da intensidade imagindria apenas; portanto, a utilizacdo do esquema dado em

(3.14), produz solugdes de segunda ordem.

3.4 Esquema de Propagacio de Operador Completo

Outros esquemas de propagacio muito eficientes, sfo os métodos baseados no esquema de Operador
Completo; estes métodos sio caracterizados pela utilizaggo conjunta dos operadores lineares e nfo-

lineares. Nestas condigbes, a solugdo da Eq. (3.1) pode ser escrita como 2]

Us (€ + A) = exp {Ag [D AN (g + %Ag, <v>)} } U (3.27)

onde

1
V=2 (U+0) (3.28)

Utilizando a aproximacéo racional [2] na Eq. {3.27) , obtém-se,

A A A
maierag = {(1e 5 [pen (ee Fm)])/ (1-5 oo v (e 2 00)])bwee
(3.29)
Para o caso linear, a Eq. (3.29) representa o esquema de Crank-Nicolson de segunda ordem de

exatiddo em A, Para o caso ndo-linear, utilizando-se aproximacao de primeira ordem para Us;

Uy =U + A¢ [D +N ({f + &5 (U))] U+ 0(A£)?, a Eq. (3.28) pode ser escrita,

Ag

vy Bt [D+N (§+—2-,

- (U))] U +0(Ag)? (3.30)

Logo, desenvolvendo (3.29} em série de Taylor, obtemos
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U (€ + AL) = {1~}~/_\§[ N(5+A§ <v>)] | (“f) ; f.(v»)z
Af

w3 (D ner B (p+ Ivig+ 55 o) DT @ +0ae)

(D+N(

(3.31)

Substituindo (3.30) em (3.31), utilizando(3.17) (com p = %ﬁ D+ N (&,{U))]), e comparando com a
expressdo exata, dada em (3.16) obtém-se um esquema de segunda ordem de exatiddo em A¢ 2.
Uma conseqiiéncia imediata desse esquema, é que para utilizar {3.29), juntamente com a Eq. (3.28),
devemos levar em conta um processo iterativo a cada passo para resolver a ndo-linearidade de forma
exata [2]. Os efeitos da utilizagio dessas iteracdes sio mostrados nos exemplos do Capitulo 3, 4 e
5. Na literatura, [31], nfio é comum levar em conta este processo iterativo na resolugdo do esquema
(3.29). Nesta tese, apresentaremos exemplos, mostrando que em algumas situagdes é vantajoso utilizar

iteracoes.

3.5 Implementagao Numérica

Para implementar o SOM, dado na Eq. (3.14), e o FOM em (3.29), precisa-se discretizar o dominio na
coordenada transversal. Se nessa discretizagio utiliza-se Elementos Finitos (FE} ou Diferencas Finitas
(FD), obtém-se, como temos indicado anteriormente, SO-FEM, SO-FDM, FO-FEM, FO-FDM. Além
disto, SOM pode ser implementado, também, utilizando-se a Transformada Répida de Fourier (FFT},
obtendo-se o SO-FM [2].

Com isso, nesta implementagio, no caso espacial, utilizamos a equacio GNLS com efeito Kerr
definida pelos operadores (3.21), (3.22), e o indice de refragdo dado em (3.23), com a, ng, em geral,
dependendo de z. J4 no caso temporal, a equagio GNLS é definida pelos operadores (3.24), (3.25),
com 8 =T7p = 4§ = (.

Discretizando via I'E, comforma a Segdo 3.2, ou via FD, chega-se ao seguinte sistema matricial de
equagoes diferenciais de primeira ordem:

oa

Aaf L+N(&) &+ 7 (3.32)

onde a janela computacional é definida como W = [a,}], dividida em M-1 sub-intervalos iy Civk1],
i=1,M-1; e as componentes do vetor & sio dadas por a;, i = 1, M.

Para o FEM, os elementos das matrizes A, I, N, e o vetor § sdo dados pot:

(A)i,j = {¢5, Pi) (3.33)
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Yy
(L), = o <%5’;—""’ 5%} — gy (65, T4) (3.34)

(N)i,j = (No;, ¢i) (3.35)
(9); = (@,M%g“fg:gm — 5i,1%{glgzgl) (3.36)

Onde (-,-) é o produto interno usual do espago L2 (a,b), {¢i}, 1 = 1, M, representa o conjunto de
fungoes de base FE; oy = 5—%, (rg = %, e { = z para a equagdo definida pelos operadores (3.21), (3.22),
ey = %, o2 = 1, e ( = 7 para a equagio definida pelos operadores (3.24) e (3.25), e 8;,j representa
a funcdo delta de Kronecker. Mostra-se que a discretizacio transversal em FE das Eqgs. (3.32)-(3.36)
€ exata em primeira ou segunda ordem, em A( para particio uniforme, quando utilizamos fungoes de
base lineares ou quadréticas [2] e [24]. De qualquer modo, utilizando uma particio de FE nio-uniforme
pode-se melhorar substancialmente a ordem global de aproximacgao, dependendo do problema a ser
analisado.

Por outro lado, utilizando esquemas em Diferencas Finitas centrais para particdo uniforme, os

clementos das matrizes A, L, N e o vetor §, na Eq. (3.32), sdo escritas como:
g, q

(A),; = 6,5 (diagonal) (3.37)

(L),; = %15 (6im1 — 2805 — 8ix1) — 0ol (G) 615 (tridiagonal) (3.38)
(N}, = N (G, U (G)) 61y (diagonal) (3.39)

(@) = K¢ U (€ 825+ U (G) Sa0-1) (3.40)

onde 4,7 = 2,..,M — 1, e a; (i =1,2), A sho definidos como no caso dos FE. Esta discretizacio
transversal ¢ da ordem 0 (A¢)? 2.
Se consideramos

&=L -7 (3.41)

os operadores lineares e néo lineares das Egs. (3.21)-(3.25) devem ser substituidos por

D— —A" NN — —A7IN (&) (3.42)

Com isso, 0 esquema de SOM dado pela Eq. (3.14), fica representado matricialmente por:
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ﬁ@+ﬁﬂ==[A~%%TJF+%§qu@MﬂN@ﬂu
V = {A — é;y} -1 [A + %éL’} @ (£) (3.43)

onde, utilizamos a aproximagdo racional para exp {%éfi“lﬂ}, a qual € de segunda ordem de exatidao
em AL O céleulo do operador matricial nio-linear exp [AA™N (V)] em FD é uma matriz diagonal,
veja Eq. (3.39), com elementos dados por exp [AzA7IN ((;,Vi)] 6 ;. Usando em FE, esse operador
pode ser calculado através de uma expasio em série de Taylor [2]. Observa-se que em SOM, dado
por (3.14), precisa-se apenas duas operagdes exp [yN (V)] e exp [vD (V)], sendo ~ uma constante
arbitraria.

Do mesmo modo, utilizando (3.41), o esquema FOM dado pela Eq. (3.29) pode ser escrito como:

af

Rerao=[a-Fw-vmy e wovenTe e

onde, V' = 1 (& (£ + A&+ & (€)). Este esquema pertence aos comumente chamados, esquemas
implicitos iterativos (2], j4 que requer inversio do operador {A - %5 {L' =N (V}}} a cada passo de
iteragdo. Merece especial atengo o célculo da matriz N, na Eq. (3.35), para o FO-FEM. Nesta tese

temos utilizado a aproximacio

(N(E));; = N (ai) (> by) (3.45)

com resultados que nao afetam o desempenho do método,veja [34], [26], e [35].

Para resolver o sistema de equagdes do tipo

Cxr =7 (3.46)

onde C ¢ uma matriz regular nxn, 7 é um n-vetor dado, Z é wm n-vetor a ser determinado. Quando
C e tridiagonal, a solugio de (3.46) pode ser obtida em um nimero de operagdes da ordem 0(n)
[27]. Por outro lado, quando a matriz C' é da largura de banda B > 3 e B << n , a sotucio de
(3.46) ¢é feita em duas etapas. Primeiro, fazemos a fatoracio ¢ = LU [27] ( L triangular Inferior ¢ U
triangular Superior) com nimero de operagdes da ordem 0(Bn); logo resolve-se o sistema LU, fazendo
LY =7 (forward substitution) e UF = 7§ {backward substitution) com nuimero de operagdes 0(n).
Este procedimento tem sido adotado para matrizes pentadiagonais (B = 5).

O Meétodo de Fourier de Operador Particionado [1], [29] é obtido aplicando o esquema (3.14} as
euqgoes GNLS definida pelos operadores dados pelas Eqgs. (3.21)- (3.24). Podemos expressar o método
SO-FM como:
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U+A8 = F-1 {exp {%D(kﬁ)] F{exp {Agf\“r(W)} W}}

W = p-1 {exp [%—61}(%@)] F{U (g)}} (3.47)

Onde F e F~! representa a Transformada de Fourier direta e inversa, respectivamente, a qual pode ser
calculada com a ajuda do algeritmo da FET. k¢ representa a varidvel no dominio de Fourier. Embora,
o métedo seja de rdpida implementagio, por usar o algoritmo FFT, este requer condiges periddicas e
uma particao regular com M = 2" n inteiro. Aqui, I deve ser constante, de outro modo, ele deve ser
incliido como parte do operador nfo-linear N. De qualquer modo, se isso acontece, (3.47) serd exato
de primeira ordem em A£, como discutido na Secio 3.3. Qutro aspecto do esquema (3.47), é que a
ordern de aproximagio em A( é infinita; também é incondicionalmente estdvel, desde que as fungoes
envolvidas no operador N sejam infinitamente contfnuas, como acontece na equacao definida pelos
operadores (3.21) e (3.22). No caso de fun¢des nio-continuas por trechos, a convergéncia uniforme
da Transformada de Fourier nio est4 garantida nas descontinuidades, mesmo que exista convergéncia
puntual; conseqilentemente, a exatidio de (3.47) em A( & indefinida. Nesses cassos de acordo com a
literatura existente [2], [66], requere-se um grande nimerc de incognitas em ¢, juntamente com A£

suficienternente pequeno, para obter convergéncia.

3.6 Meétodo das Séries de Fourier.

Finalmente, apresentaremos o Método das Séries de Fourier (Fourier Series Approach-FSA). A FSA é
uma técnica computacional bastante simples, proposta recentemente por Ghafouri-Shiraz et al. no ano
1995 [42], [43] como uma alternativa competitiva com relagio aos métodos conhecidos, em particular
ao SO-FM.

O método proposto aqui consiste em expressar [ (£,7) em termos da série de Fourier:

N
UE,7)= 3 Un(€)exp (jrwr) (3.48)
n=—N

onde U, (§) € o coeficiente de Fourier e w, a freqiiéncia fundamental. Substituindo a Eq. (3.48) na

equagio GNLS definida pelos operadores (3.24) e (3.25) com s = 74 = 0 dada por
U iU | U

A2 2 rr
- ‘ - 3.49
B¢ 5 52 +58T3 + N EU[ U-—-1ru ( )

3 al? .
onde § = ﬁféfrg’ = 2_1,?3"2"5 , obtém-se

o,
¢

= (—jon —T)Un (&) +iN? S D (&)U (&) Tn(©) (3.50)

P b Azt
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onde 7 ¢ um inteiro tal que ~N <n < Neo, = n2w2/2 + éndw?
A Eq. (3.50) representa um sistema de 2V + 1 equacdes de diferencas parciais nio lineares de
primeira ordem. Para resolvé-lo, utilizou-se o método de Runge-Kutta de quarta ordem [27]. As

2N + 1 condigdes iniciais podem ser obtidas a partir da Iiq. (3.48), com £ = 0:

T
Uy, (0) = % / U0,7)exp {(~jnwt)dr {3.51)
— 7w

na qual utilizou-se o método de Simpson para a integracio. Uma vez calculados os valores de U, (&),
encontra-se a solugao no dominio temporal através da Eq. (3.48).

Para os resultados numéricos, M representa o nimero de pontos na janela temporal W e o inteito
N esta relacionado ao numero total de termos na expansio da série de Fourier 2N + 1. Nos dois
problemas apresentados posteriormente, considerou-se janela temporal W = {-10, 10], o miimero de
termos na expansao da série de Fourier, para a FSA foi N = 20,como mostrase na Tabela 3.1.

No primeiro problema de comparagio (s)), analisamos a propagacao de um séliton fundamental,
setn perdas e sem disperséo de segunda ordem (6 =T = 0), ou seja resolvemos a equagio NLS.
Na Fig. 3-1(a) comparamos os resultados da FSA e SO-FM com a solucdo analitica, apés propagar
uma distdncia de um perfodo (£ = Z). Os dois métodos apresentam mesma precisdo mas o SO-FM é
aproximadamente 3 vezes mais rapido.

Do mesmo modo, no segundo exemplo (s2), apresentamos a propagacio do séliton de segunda
ordem em fibra sem perdas e sem dispersiio de segunda ordem. Na Fig. 3-1(b) mostramos a solugio
analitica e os resultados obtidos por FSA e SO-FM apés percorrer um periodo de séliton. Outra vez os

resultados mostram a mesma precisiio, porém o SO-FM é, aproximadamente, seis vezes mais rapido.

| Método [[W ] Af | N[ M ] T (Seg.) | erro (x1073)
FSA (s1) 20 | 0,0157 | 26°| 200 4,70 1,28
—— —(s2) || 20 | 0,0015 | 20 [ 100 60.00 10,04
SO-FM(s1) || 20 | 00167 | - 1519 ] 1.3 1.8
(s2) [ 20700005 | ~ 732 | 10.04 10.04

Tabela 3.1: Resultados obtidos utilizando o método de FSA e SO-FM.

Quando leva-se em conta fibras com perdas, assim como dispersdo de terceira ordem, a FSA ¢
compardvel com SO-FM, porém com uma diferenca substancial do tempo de célculo [45]. De qualquer
forma, experiéncias numéricas também mostram que em problemas de propagagie de sélitons de maior
ordem, ou colisio de sélitons, a FSA nfo se aproxima com 2 mesma precisdo do que SO-FM [45], veja o
erro apresentado na Tabela 3.1. Nesses casos, precisa-se aumentar o nimero de termos (N = 40— 50)
da série de Fourier, fazendo com que a FSA torne-se muito lenta, devido ao processo de casamento
(selegiio das componentes que participam no soratorio, veja Eq. (3.50)). Esta operagio demanda um

custo computacional muito alto (ordem exponencial), o que torna este método pouco competitivo.
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Fig. 3-1: Resultados da propagagio de, (a) um séliton fundamental e, {b) um sdliton de segunda
ordem apds percorrer uma distancia equivalente a um perfodo de séliton (€= 7). Desprezan-se as
perdas e a dispersio de terceira ordem.

Os exemplos de comparagio aqui apresentados, sugerem que o método da FSA nio é eficiente o
suficiente para ser considerado um método alternativo, ainda mais se considerarmos situagGes mais
complexas como a propagagao de sélitons de alta ordem ou multiplas colisdes de sélitons. Estas
situagoes demandam um grande ntimero de termos na série de Fourier; conseqilentemente, o niimero
de equagGes diferenciais a ser resolvidas, pelo Método de Runge-Kuta, fazem com que a FSA seja
muito lenta (considerando ainda o processo de casamento) quando comparada com outros métodos

conhecidos.
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Capitulo 4

Condigoes de Fronteira Transparentes

Para a Propagacao de Sélitons

4.1 Introducao

As Condigbes de Fronteira Transparentes ( Transparent Boundary Condition-TBC) [46], [47], é baseada
na suposigio de que os feixes comportam-se como ondas planas na vizinhanca da fronteira truncada.
As TBC reduzem drasticamente as reflexdes nio desejadas na fronteira virtual. Até agora, as TBC tém
sido aplicadas as equagdes de onda lineares espaciais. Neste trabalho, aplicamos as TBC as equagdes
de onda n&o-lineares, tanto no dominio espacial como também no terporal.

Como mencionamos anteriormente, para problemas de propagacio, a técnica numérica mais uti-
lizada é 0 BPM que estd baseada no esquema de SOM juntamente com a FFT, chamada aqui de SO-FM
[16], [1]. Desde que o SO-FM utiliza o algoritmo FFT, este impde condicdes de fronteira periédicas,
as mesmas que no caso de radiacfo forte, precisam de janelas computacionais muito grandes para
minimizar as interagdes nio desejadas entre a solugio e a radiacdo na fronteira. Para resolver este
problema, alguns autores tem incluido termos absorvedores no modelo considerado [49] e {50}; de qual-
quer modo, estas técnicas, porém, dependem de parfmetros ajustdveis para cada situagio analisada;
portante, sua aplicabilidade é altamente restrita.

Para resolver as equacGes de onda ndo-lineares aplicando o FEM ou FDM, e outros métodos
numeéricos, temos utilizado até agora condigdes de fronteira de Dirichlet Homogéneas, Neumann Ho-
mogéneas, ou periddicas. Neste trabalho, pela primeira vez, utilizamos as TBC juntamente com o
FEM para resolver equacBes de onda ndo-lineares, e, deste modo, é possivel reduzir a radiagio nio

desejada nas fronteiras do problema.

40



4.2 Fundamentacio Matemditica

Para utilizar as TBC nas equacdes nio-lineares de onda, consideraremos primeiramente dois modelos:
A equagio NLS em fibra com dispersio anomala, definida pelos operadores (3.24) (3.25), com 5 =y =
0=10,el =0.

ou  iotU o
= =%t 41
e as equagbes GNLS com efeito Kerr, definida pelos operadores (3.21), (3.22), com I'(r,z) =0,eo0

{ndice de refragio dado por n? (x, [Uf) =ni+o|Uf i=c,f, s

.42
Aqui, U representa a envoltéria de variagio lenta do campo elétrico e c, f, e s referem-se & casca
(z < —d}, filme (—d < z < d} e substrato {z > d), respectivamente.

Das Eqgs. (4.1), (4.2), observando que ~L-L- = US2- aU +U%s 66%], ¢ e ( sdo, respectivamente, as varidveis

de propagagfio e tranversais dos modelos (4.1), (4.2), como descritas no Capitulo 3, podemos escrever

AU { UEP?U* 62U} (4.3)

8 ac? U ac2

onde x = kof3 para a Eq. (4.2) e k = 1 para a Eq. {4.1). Integrando no dominio [a,b], podemos

escrever (4.3) na forma de conservacio da energia como:

Lo i{ig-o] 2o )

Logo, aplicando a hipdtese de que os feixes comportam-se como ondas planas em torne as fronteiras
virtuais ¢ = a,b [46}, escrevernos, I/ = U/, exp(—iks() em ¢ =a, e U = [, exp (iky¢) em ¢ = b; aqui
0S parametros k, e ky s8o constantes a serem determinadas. Com 1sso, de acordo com a discretizacio

e FE podemos escrever,

au

5&‘"(;@& = -1k, U(a),

aC ic =5 = kU (b} (4.5)

Desta forma, com as TBC dadas em (4.5), a Eq. (4.4) pode ser escrita como

lU(b)l2 %U(a)l

Re (k) — Re(ks) = ~F, + F, (4.6)

a rbo
— Ul d
7 J, 101 dc =
Ugb)
na qual Fj, = Re (k) é o fluxo de energia saindo pela fronteira direita da janela computacional
W, F, = %L{:KEEL Re (ks) a energia entrando pela fronteira esquerda. Portanto, se mantermos as

partes reais de k, e k;, como sendo positivas, os fluxos de energia em ambsas fronteiras (Fp < 0,

£4 > () serfo sempre expelidos do dominio truncado do problema. Essa propriedade importante
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das equagGes diferencials de propagacdo devem ser incorporadas nos métodos numéricos. Se ndo
considerarmos as TBC’s nestes tipos de problemas, ocorrerd uma consideravel reflexio nas fronteiras
da janela computacional W, interferindo com a solugdc numérica procurada.

Para o célculo dos parametros das TBC: kq € ky, utilizamos a Eq. (4.5) na sua forma discreta,

veja Eq. (3.36), isto é:

o _ , _
— = exp ik, (G — G, =2 = exp [iky (Car — Car—1))] (4.7)
Qg (85,7 S|
ie.,
1 (a3} { Gepy
ko= o ($1) | gy = - 48
2 (2). i Coved (48

Desta forma, temos calculado completamente a matriz I/ combinando adequadamente o vetor 7 e a

matriz L, como expresso na Eq. (3.41).

4.3 Resultados Numséricos

Para os resultados numéricos, utilizamos o esquema FO-FEM, usando o esquema de Crank-Nicholson
com 2 iteracdes a cada passo (nit = 2} [34]. Na primeira parte desta se¢ao apresentaremos resultados
considerando a equacio NLS temporal com dispersio anémala. Como mencionamos anteriormente,
esta equagao descreve a propagacdo de sélitons brilhantes em fibras Opticas monomodais. Utilizamos
200 elementos quadréticos para Tepresentar o campo Gptico na coordenada temporal T, e o passo em
§ como sendo 0,02. Os primeiros resultados sio mostrados nas Figs. 4-1 e 4-2; a Fig. 4-1 mostra
a propagacio de séiitoz’; fundamental com amplitude unitéria, velocidade unitéria [1], e considerando
condigoes de fronteira de Neurnann homogéneas. Devido ao angulo entre o eixo £ e a direco de
propagacao, o séliton colide com a fronteira truncada da direita, ocorrendo reflexdo total. Quando
consideramos TBC, observe-se que nio existe reflexdo na fronteira, como mostramos na Fig. 4-2.
Nas Figs. 4-3 e 4-4, observamos a formacéo de sélitons brilhantes a partir de um pulso gquadrado
de amplitude unitdria na entrada; note, na Fig. 4-3, que a radiagio ¢ refletida, afetando a precisio da
solugdo numeérica, quando consideramos condiges de fronteira de Neumann homogéneas. Por outro
lado, na Fig. 4-4 observa-se que as componentes de radiagio sio expelidas para fora da janela numérica

quando consideramos as TBC. O pulso quadrado inicial est4 definido por:

0 para T< 15
UO:7) =14 0,9 para 7¢€[~1,5,1,5) (4.9)
0 para T>1,5
Com o mesmo esquema de simulacio anteriormente descrito, propagamos um pulso inicial U (0,7) =
(1 +0,6c08(77)) sech(T), o qual é uma superposigio de um séliton com uma perturbacéo rapida do

mesmo. Esta forma de pulso foi implementada por P. Berg {49], onde para resolver o problema de
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Fig. 4-1: Séliton fundamental propagando-se com velocidade unitaria, e com condigdes de fronteira de
Neurmnann homogéneas.
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Fig. 4-2: Séliton fundamental propagando-se com velocidade unitaria, € condigdes de fronteira trans-
parentes.
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Fig. 4-3: Formagdo do séliton fundamental a partir de urn pulso quadrado, com condicdes de fronteira
de Neumann homogéneas.
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Fig. 4-4: Formagio de sdliton fundamental, a partir de um pulso quadrado, utilizando TBC.
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U, 1)l
2.

Fig. 4-5: Formagdo de um séliton fundamental a partir de um pulso incidente da forma U(0, 1) ==
(14 0,6cos(77)) sec h(7), com condigdes de fronteira de Neumman homogéneas.

radiagdo, sugeriu a adigio de um termo absorvente na equacio diferencial parcial a ser resolvida
utilizando SO-FM. De qualquer forma, como é mostrado na literatura, a adicio do termo absorvente
implica resolver um modelo diferente para cada problema analisado (49}, [50]. Portanto, a aplicaciio
desse método ¢é altamente restrito.

As Figs. 4-b e 4-6 mostram a simulacio para o campo de entrada mencionado anteriormente,
utilizande FO-FEM com condigdes de Neuman e TBC, respectivamente.

Na segunda parte deste capitulo, consideramos a equagiio NLS espacial (4.2) para propagar ondas
TE na freqiiéncia w ao longo de guias de onda planares nio-lineares, cuja geometria é dada na Fig.
4-7. Neste caso, U representa a variagfo lenta do campo elétrico, i.e. a envoltéria. Para os resultados
apresentados aqui, consideramos d == 82, ne=mng = 1,55 ng = 1,57, ay = a, = 0, e a, = 0,01, que
corresponde ao auto-focamento nio-linear do tipo Kerr na casca.

O perfil de entrada considerado ¢ gaussiano com amplitude A = 6,32, largura o = 10, centrado

em zp = (, com angulo de incidéncia & = 0, dado por:

U(0,z) = Aexp [_% (m _J:CD)Q —H’sin(ﬁ)}

Este perfil de entrada assemelha-se ao modo guiado linear TEy em sistemas sem perdas. Por outro
o

lado, o fluxo de entrada, S;,, , foi avaliado com 2—%57% [ U0, 2) dz, Zy = 3779 [63]. Porém, para
00

Sin 2 (1,4, sabe-se que existe emissdo de dois sélitons brilhantes espaciais, do filme para a casca, [60]

e (61].
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Fig. 4-6: Formagdo de um séliton fundamental a partir de um pulso incidente da forma U 0,7) =
(1+0,6cos(77)) sec h(7), com TBC,

..........................................................................................

Ne,lc nf of ns,{ls

Casca Filme Sustrato

Fig. 4-7: Geometria de guia de onda planar nio-linear.
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A janela computacional W = [-100,50] estd em unidades de %, com nimero de nds M = 651; a
distdncia de propagacdo em £ foi de 1280 unidades de £ {ou seja 203, 72 comprimentos de onda}, com
passo de propagagao Af = 0,4 (0,064 comprimentos de onda). Os resultado obtidos, via FO-FEM,
estio ilustrados nas Figs. 4-8 e 4-9. Também, foi verificada a convergéncia diminuinde o comprimento
do passo de propagacdo AE, e aumentando o ndmero de nés M em W. A janela compusacional foi
dividida em trés sub-intervalos [-100,-8], [-8,8],e [8, 50], com cada sub-intervalo dividido em 500, 50, e
100 elementos lineares, ou com 300, 30, e 50 elementos quadraticos, respectivamente. A melhoria nos
resultados torna-se evidente quando uma malba irregular é considerada [65).

Para uma comparagio quantitativa entre os métodos utilizados, usamos a solugdo analftica para
o caso de propagacdo de séliton temporal fundamental sem perdas. Na Tabela 4.1 apresentamos os
resultados obtidos com refinamento de malha uniforme, e comprimento de propagacio £ = 100 , com
W = [-10, 10}, miimero de nds M = 400. Os métodos utilizados e implementados com TBC sio:
FO-FEM, SO-FEM com expansiio de Taylor para o operador nio-linear (SOT-FEM), e 0 SO-FEM
associado com o método de colocagio no operador nio-linear (SOC-FEM). O erro foi definido como
sendo o max [u — u'|, onde o méaximo é tomado entre todos os nés M ; u, u representam a solucio

exata e aproximada [2], em £ = 100, respectivamente.

l Método Ag | nit | T (Seg.) | Erro (x107%)

FO-FEM semTBC 014 2 31,52 17,86
0,1 | 4 54,85 0,27

FO-FEM com TBC | 0,1 | 2 52,36 17,90
01 1] 4 75,50 0,28

SOT-FEM sem TBC | 0,05 | - 21,80 3,35
SOT-FEM com TBC | 0,05 | - 48,30 0,78
SOC-FEM sem TBC | 0,05 | - 53,30 3,36
SOC-FEM com TBC | 0,05 | - 76,50 0,04

Tabela 4.1: Resultados obtidos ntilizando FO-FEM, SOT-FEM, e SOC-FEM. Todos os métodos foram
implementados com fronteiras de Neumann homogeneas e TBC para propagacao de séliotns dpticos.
Somente foram utilizados elementos quadriticos.

Uma vez que precisa-se incorporar os parametros de TBC a cada passo de propagacdo, torna-se
necessario fazer o processo de inversio de matriz (decomposicdo LU) a cada passo de propagacao,
sistemas (3.43) e (3.45). Deste modo, os algoritmos ficam mais lentos comparados aos implementados
semn TBC; no entanto, os algoritmos de SOT-FEM com 3 termos na expansao de Taylor, e SOC-FEM,
o tempo de cdleulo é suficienterente curto. A utilizacio desses algoritmos de SOM foram sugeridos
mas nao matematicamente fundamentados até agora. Observa-se que no SOC-FEM utiliza-se como
fungdes peso as fungdes delta sugeridas no método de colocagdo em [24], e embora nio recomendadas na
formulagiio de Galerkin, apresentada no Capitulo 3, os resultados sio ainda aceitéveis. As experiéncias

numericas mostram que a eficiéncia e confiabilidade dos resultados neste método, sdo satisfatdrios
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somente para Af <0, 1.

Para aumentar a velocidade dos algoritmos e evitarmos o processo de inversio a cada passo de
propagacao, os parametros da TBC podem ser incorporados na matriz ndo-linear, dada em (3.22),
mas ate agora os resultados foram infrutiferos, tanto no caso temporal como espacial. Isto pode-se
justificar em parte, devido ao fato de que, em SOT-FEM, o operador nao-linear com os parametros
TBC, deixa de ser considerado uma perturbagio do operador linear; e as fungdes delta § nio oferecem
a regularidade requerida para a formulacao de Galerkin no SOC-FEM. Finalmente, todos os resultados
deste capitulo assim como dos outros capftulos da tese, foram obtidos utilizando-se um computador
Sun SPARCserver 1000E, 6 processadores SuperSPARC de 50 MHz, 256 Mbytes de Memdria RAM,

Sistema Operacional Solaris Versio 2.5.1.
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Capitulo 5

Intrapulso por Espalhamento

Estimulado Raman

5.1 Introducgao

Do ponto de vista matemdtico, os sélitons sio uma classe especial de solucles de equagoes dife-
renciais que podem ser resolvidas analiticamente utilizando-se Métodos de Transformadas Espectrais
Nao-Lineares 5], [6]. Enquanto esta classe de equagdes inclui a equagio NLS (2.63), as equacdes que
resultam, quando levamos em conta os efeitos de dispersao de alta ordem, birrefringéncia, Raman,
Brillouin, e de atenuagio linear, nfio podem ser resolvidas utilizando-se as técnicas de transformadas
espectrais néo-lineares [9]. Os termos que modelam esses efeitos surgem como perturbacdes da equacio
NLS. Para analisarmos o comportamento dessas equagdes quando comparadas com a equacio NLS,
devemos estudar cada um dos efeitos incorporados, através da andlise das soluces soliténicas corre-
spondentes.

Neste Capitulo estuda-se o efeito da resposta nao-linear retardada do meio e como esse efeito,
chamado de Intrapulso por Espalbamento Estimulade Raman (Intrapulse Stimulated Raman Scatter-
ing-ISRS), pode ser utilizado na compressio de pulsos soliténicos [69]; isso serd feito utilizando a

equacdo GNLS.

5.2 Efeito Intrapulso por Espalhamento Estimulado Raman

O Intrapulso por Espalhamento Estimulado Raman (ISRS) é um efeito que se apresenta quando o
pulso tem uma largura da ordem de femtosegundos; este fendmeno é responsavel pelo deslocamento
auto-induzido em freqiiéncia, e o decaimento do séliton {14], [71]. Dianov et al. observaram o ISRS,
chamando-o de Espalhamento auto-induzido Raman [70]. Mitschke e Mollenauer [68] observaram o

deslocamento auto-induzido da freqiiéncia, e Gordon interpretou este efeito como sendo um efeito

causado pelo ISRS [14]. Fisicamente, no fendmeno de ISRS [69] ou Espalhamento Estimuiado Raman
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(SRS) auto-induzido [70], apresenta-se quando o espectro do pulso é muito largo (excede alguns THz),
quando as componentes de altas fregiiéncias podem transferir energia para as componentes de baixas
freqiiéncias. Tal transferéncia de energia resulta em uma mudanca gradual do espectro do pulso para
os comprimentos de onda maiores, destruindo o perfodo do séliton.

Pulsos 6pticos com comprimentos de onda maiores do que 1,3 jim geralmente experimentam SPM
e GVD durante a propagagio dentro da fibra de silica [1]. As fibras de silica podem atuar como
compressores sem a necessidade de uma grade externa. O mecanismo de compressao é relacionado as
propriedades fundamentais dos sélitons de alta ordem. Nos ditimos anos tem-se verificado um grande
interesse na compressio de pulsos através do uso de sélitons [1]. Dependendo se a fibra apresenta GVD
normal ou andmala, utiliza-se dois esquemas diferentes de compressio. No caso de GVD normal, a fibra
impée um gorjeio de freqliéncia linear na frente do pulso, o mesmo que é comprimido passando atraveés
de um par de grades [1], [4]. No caso de GVD anémala, o pulso é gorjeado e comprimido pela mesma
fibra, através do uso de sélitons de alta ordem em fibras opticas. Como temos indicado anteriormente,
Capitulo 2, esses sdlitons sofrem um estreitamento do pulso inicial durante suas evolugdes periédicas,
de acordo com a equagdo NLS. Desta forma, escolhe-se o comprimento da fibra, de tal forma que o
pulso seja retirado quando apresente o minimo estreitamento possivel [73]. Esta técnica é conhecida
como a técnica de compressio solitdnica, para enfatizar a sua origem.

O comprimento, zop, é 0 comprimento da fibra na qual a largura do pico central é minima, e o fator
de compresséo F;. é o raio entre o F'WH M do pulso comprimido e a largura do pulso inicial. Resuitados
numeéricos mostram que o fator de compressio, Fy, e o comprimento étimo Zopt de compressao solitoénica

para a equacio NLS sdo dadas por [1]
F.=4,1N (5.1)
0,32 1, 1)

zt}ptm20< N +iﬁ

No entanto, o ISRS afeta tanto o comprimento 6timo da fibra e o fator de compressdo dadas pelas

(5.2)

Egs. (5.1} e (5.2), quando utiliza-se a técnica de compressao solitdnica 1], [69]. Na verdade, Gouveia
et al. [72] observaram experimentalmente que este aspecto longitudinal da fibra, para a compressio
de pulsos ultra-curtos, ndo coincide com o comprimento estabelecido pela equagio NLS.

Para pulsos de largura da ordem de 100fs devemos levar em conta os efeitos de ordem superior,
tanto de dispersio, como ndo-lineares. Desta forma, em termos das varidveis normalizadas {7 JE T
introduzidas nas Egs. (2.23), (2.24), (2.60}, a Eq. (2.19) pode ser escrita como:

U iU | U

_roty oU e 9 2.\ O QJ
=55 i HiN {IU{ Ut is— (VL U) - a5 (J0F) (5.3)

onde o pulso propaga-se no regime de dispersio anémala e as perdas na fibra sio desprezadas. O
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parametre N estd dado pela Eq (2.62), e os parametros s, 6, e 7 sio dados por

B33 1 Tr

= 5= ——— TR = .
6152 Ty wely’ T Th

(5.4)

que levam em conta os efeitos de dispers@o de ordem superior, auto-deflexio do pulso, e o atraso na
resposta nao-linear do meio {efeito Raman), respectivamente. Nota-se que estes pardmetros variam
inversamente com a largura do pulso e séo praticamente despreziveis para Ty maiores que 1 picose-
gundo. A utilizagio da Eq. (5.3) torna-se questiondvel para pulsos de largura menores do que 100
femntosegundos, pois ela leva em conta efeitos da forma do espectro do ganho Raman nesses tipos de
pulsos {1}, nessas condicdes utiliza-se a Eq. (B.25), do Apéndice B.

Como observado anteriormente, o pardmetro 7 leva em conta o efeito ISRS, e estd governado pelo
termo proporcional ao 7r na Eq. (5.3). A magnitude de 7z é determinada & partir do parametro
T , 0 qual esta relacionado com o desvio do ganho Raman em torno da freqiiéncia portadora wyg
(T = 6 —8fs) [14]. Para pulsos ultra-curtos com largura Ty < 1ps, os termos de nao-linearidade e
disperséo de alta ordem em (5.3) influenciam na propagagio do pulso em proporgio inversa & largura
do pulso. Isto faz com que o ISRS seja dominante nessas condigfes, enquanto os termos de dispersio
alta ordem e auto-deflexfo sfio importantes somente para pulsos de largura Ty < 100fs.

Para observar o efeito ISRS, resolvemos a Eq. (5.3) utilizando os FEM e FM descritos no Capitulo
3. Consideramos um pulso de entrada como sendo um séliton de ordem 10, ou seja N = 10 e
U(0,7) = sech(7) onde a largura do pulso corresponde a 1 picosegundo. Qualitativamente, um
comportamento similar apresenta-se para outros valores de N > 1 [1]. Na Fig. 5-1, mostramos a
evolucao do sdliton de ordem 10 com § = s = 74 = 0, com comprimento de propagacio & = 0, 1.
Observe o estreitamento do pico central em £ = 0,07 e, logo apds, o pulso particiona-se em vérias
componentes. Esse comprimento de fibra (€ ~ 0,07) ¢ escolhido para efeitos de compressio do pulso.
A energia restante que fica na forma de anel na parte central do pulso apresenta-se desde que durante
o estreitamento inicial os sélitons de alta ordem sejam dominados por SPM, induzindo um gorjeio
linear no centro do pulso, veja Capitulo 2; desta forma, unicamente o pulso central é comprimido pela
GVD e a energia no resto do anel fica sem ser comprimida.

No segundo caso consideramos a evolucio do pulso soliténico de ordem 10 com efeito ISRS. Nessas
condigoes, ¢ = s = 0, e Tg = 0,01, na equagio GNLS (5.3). Como indicado, esses valores correspondem
a0 caso em que a largura do pulso inicial, Tpwgar, € de aproximadamente Ips, o pardmetro de GVD
B2 = —20ps?/km, e o comprimento de dispersio Lp = T¢/|32] ~ 18m. Com isso, os pardmetros §
e s 540 despreziveis e o fator de compressio ¢ de, apriximadamente, F, = 90 [69]. Observe nas Figs.
5-1 e 5-2, que a forma dos pulsos sdo aproximadamente os mesmas até o comprimento de £ = 0,06,
excepto por uma assimetria fraca. O ISRS muda bruscamente a forma do pulso para £ > 0,07. O
fato mais notdvel ¢ que o pico central se desloca & direita. Este pico corresponde ao pico central da

Fig. 5-1, observado em £ = 0,07. Enquanto o pico particiona-se em vérios picos em £ > 0,07 para o
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Fig. 5-1: Evolugdo do séliton de ordem 10, até £ = 0,1 {= 1,8m); observa-se o estreitamento e a
particao associada com os sélitons de alta ordem. Aqui o ISRS é desprezado, considerando TR = {).

cago em que Tp = (); este permanece intacto deslocando-se & direita, no caso em que 75 = 0,01. Esses
resultados estao de acordo com os existentes na literatura [1], [69] onde tem-se utilizado o SO-FM.
Na verdade, este é um interessante resultado para ser utilizado na validagio dos esquemas numéricos
apresentados, devido & dindmica do pulso envolvido.

O deslocamento a direita pode ser entendido considerando que em fibras com QGVD andmala, as
componentes vermelhas viajam mais lento do que as componentes azuis; desta forma, o deslocamento
vermelho aumenta a largura espectral do pulso que corresponde a0 pico central do pulso que, desta
forma, desloca-se a direita, veja Fig. 5-2, enquanto o deslocamento das componentes azuis correspon-
dem aos picos restantes na regidao central, que desloca-se 4 esquerda. De acordo com Agrawal [1],
o fato mais notdvel no dominio espectral é o alargamento espectral do pulso de aproximadamente
4 vezes a largura espectral do pulso inicial. O deslocamento vermelho é chamado de deslocamento
auto-induzido em fregiiéncia do séliton, para enfatizar que o pico central deslocado surge pelo desvio
da freqiiéncia auto-induzida do séliton, iniciada pelo ISRS [13], [14] e [70].

Fisicamente, para pulsos da ordem de 1 ps ou menores, a largura espectral do pulso de entrada
€ alargada de forma que o ganho Raman pode amplificar as componentes espectrais vermelhas pelo
bombeio das componentes azuis do mesmo pulso, através do ISRS, veja Apéndice B. Este processo
continua ao longo da fibra, de tal forma que o pico central move-se mais lento do que o resto do
pulso, separando-se deste pela mudanca na sua velocidade de grupo induzida pelo deslocamento em

freqiiéncia do sdliton e ainda com um aumento da sua distancia de propagagio. Observando a Fig.
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Fig. 5-2: Efeito do ISRS, com § = s = 0, e 7 = 0,01 . Este valor de 75 corresponde ao pulso de
entrada de largura de 1 picosegundo.

5-2, podemos afirmar que o pulso torna-se assimétrico, aproximadamente, para comprimentos de fibra
§ = 0,08, com energia transferida para comprimentos de onda maiores. Nessas condigoes, podemos
obter o pulso comprimido desde que a energia do pulso nao comprimido possa ser removida por
processo de filtragem.

Na Fig. 5-3 mostramos o resultado obtido utilizando o SO-FM. Com distancia de Dropagacio
§ = 0,12, mesma largura de passo de propagagéo das figuras anteriores Af = 1072, e mimero de
incégnitas M = 1024. Pode-se observar que, devido 4s condigdes periddicas da FFT usada emn SO-
FM, precisa-se aumentar a janela numérica na coordenada temporal. Isto pode afetar a precisio do
método. De qualquer forma, com a utilizacéio do algoritmo FO-FEM juntamente com TBC, a largura
da janela computacional pode ser fixada da ordem desejada, sem afetar a natureza fisica, como serd
ilustrada posteriormente,

O uso de N-séliton permite uma compressio significativa do pulso inicial, veja [55], [69], conforme
pode ser observado através da comparagiio das Figs. 5-1 e 5-2. Porém, o uso de ISRS faz com que o
comprimento da fibra ndo precisa ser tio critico pois, a partir de um certo valor (€ = 0,07 neste caso),
o pulso comprimido pode ainda ser recuperado. Isto nio acontece gquando néo levamos em conta o
ISRS, veja Fig. 5-1.

Da mesma forma como no Capitulo 4, implementou-se as TBC conjuntamente com FO-FEM e

SO-FEM. Na Fig. 5-4(a) mostramos o efeito ISRS utilizando-se fronteiras de Neumann homogéneas,



Fig. 5-3: Evolucio do séliton de ordem 10, com efeito ISRS (Tr = 0,01); distAncia de propagacio
£=10,12 (= 2,16m} e condigdes de fronteira periédicas impostas no SO-FM.

onde o pulso ¢ propagado até £ = 0,12, enquanto que na Fig. 5-4(b). Observamos que o pulso
comprimido escapa pela fronteira direita do dominio truncando quando utiliza-se TBC; no entanto, a
utilizagdo das fronteiras de Neumann homogéneas claramente deteriora a observagiio do efeito fisico.
A janela computacional W = [—5,5] | est4 em unidades de tempo normalizado, com ndmero de nés
M = 1024 e comprimento de propagagio A¢ = 107% Para essa figura, utilizou-se o FO-FEM com
ndmero de iteragbes nit = 2 ¢ uma malha irregular onde a janela computacional W, foi dividida em
trés subintervalos [-5, —3],[-3,3] e [3,5] com 100, 312 e 100 elementos quadraticos, respectivamente.
Experiéncias com este tipo de problemas mostram uma grande melhoria na eficiéncia das TBC, quando
considera-se matha irregular com uma discretizacio menos refinada nas regices das fronteiras.

Para medir o grau de convergéncia da solugio aproximada, ', em £ = 0, 12, da mesma forma como
no Capitulo 4, define-se o erro, como sendo mxe=max|u — /] . A solucic exata foi considerada como
sendo a solugiio obtida com o FO-FEM e TBC, com comprimento de passo de propagacio A& = 1076,
numero de iteractes nit = 4, e nfimero de nés M = 3072.

Na Tabela 5.1, apresentamos resultados obtidos para o séliton de ordem 10, com ISRS. Aqui,
considerou-se refinamento de malha uniforme com niimero de nés M = 1024. Como no Capitulo 4,
utilizou-se elementos quadraticos para os FEMs, e o SOT-FEM foi implementado com trés termos na
expansao de Taylor, que representa a matriz nio-linear. De outra forma, tem-se implementado os FEM
com TBC, mestrando sua precisio com cdleulo de erros e comparando quando eles sdo implementados

sem TBC. Também tem-se utilizado o SO-FM nessa comparagao; veja resultados e erro na Tabela

55



L8/(S)

7

Fig. 5-4: Evolugao do séliton de ordem 10, com efeito ISRS (75 = 0,01), comprimento de propagacio
£=0,12 (= 2,16m), (a) condigbes de fronteira de Neumann homogéneas e (b) com TBC.

| Método A£x107° [ pit [ T (min) [ Erro |
SO-FM 1 - | 12,56 [2,82951
SOT-FEM sem TBC 1 - [ 11,22 1,73503
SOT-FEM com TBC 1 - | 16,31 10,06490
FO-FEM sem TBC 1 2 | 13,54 | 1,78120
1 41 2420 |1,77510
FO-FEM com TBC 1 2 | 22,44 10,00925
1 4 | 33,24 10,00011

Tabela 5.1: Resultados obtidos utilizando SO-FM, SOT-FEM, e FO-FEM, para a propagacio do
séliton de ordem 10 com ISRS. Para o caso de FEM utilizou-se elementos quadrdticos. Observe-se
os resultados comparativos quando da implementagio com condigdes de fronteira perfodicas impostas
peia FF'T no método de SO-FM, condicdes de fronteiras de Neumann homogéneas e TBC.

sem I'BC. Também tem-se utilizado o SO-FM nessa comparacio; veja resultados e erro na Tabela
5.1. Observe-se que a precisio dos FO-FEMs aumenta substancialmente quando maior for o mimero
de iteragoes. Como é de se esperar, o SOT-FEM e o SO-FM, sfo, ainda, mais ripidos do que o
FO-FEM. Observe-se que a implementagio das TBC ndo implica em muito esforco computacional
adicional nos FEM, fazendo, deste modo, com que as TBC sejam facilmente apliciveis. Finalmente,
verificou-se a convergéneia dos métodos implementados com TBC diminuindo a largura do passo
de propagagio, e aumentando o nimero nés M em W. Além disso, mostrou-se o melhoramento
qualitativo e quantitativo da técnica de compressio do pulso soliténico de ordem 10, através de ISRS

e a utilizacao das TBC, para propagacio de sdlitons temporais.
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Capitulo 6
Conclusoes e Perspectivas Futuras

6.1 Conclusoes

Como descrevemnos no Capitulo 2, o estudo da propagacio de sélitons opticos nesta tese refere-se
principalmente & propagagio de sélitons em fibras épticas. Embora o estudo apresentado aqui esteja
concentrado na propagacdo de sélitons temporais, o tratamento dos sélitons espaciais é andlogo (1],
sendo factivel a utilizacio dos mesmos algoritmos nos dois casos.

No Capitulo 3, apresentamos os esquemas de propagacio de SOM e FOM [2], e 0 Método de
FSA para resolver a equagdo GNLS (3.1), tanto temporal como espacial. Neste capitulo, através de
exemplos de comparagao, determinou-se que o método de FSA nio é robusto e rapido como para ser
considerado um método alternativo, ainda mais se considerarmos sélitons de alta ordem ou iteragoes
entre sélitons. Tivemos oportunidade de observar que para obter uma boa precisao com o método de
FSA precisa-se um grande niimero de termos na série de Fourier e, conseqllentemente, ¢ nitmero de
equagdes diferenciais a ser resolvido, pelo Método de Runge-Kutta, fazem com que este método seja
muito lento quando comparado com o SO-FM. Portanto, a proposta feita por Ghafouri-Shiraz 142,
resulta contraditéria.

No Capitule 4 implementamos as TBC, conjuntamente com o Método de Elementos Finitos, para
a simulagdo de solitons épticos. Como foi indicado, essa implementacio baseia-se em que o campo
elétrico comporta-se como onda plana nas fronteiras do dominio do problema, de modo que é vilida
uma forma exponencial para a componente transversal do campo 6ptico. Com isso, e com certas
propriedades de conservagiio da energia, obtém-se o algoritmo da TBC, Mostrou-se a necessidade da
utilizagdo das TBC, com vérios exemplos relacionados com a equacio GNLS: séliton com velocidade,
pulsos quadrados, séliton fundamental com perturbacio, e gaussiano, para o caso de emissao espacial
soliténica em guias de onda planares nio-lineares. Fsses exemplos ilustram o melhoramento quan-
titativo e qualitativo quando utiliza-se as TBC. A vantagem do algoritmo das TBC para sélitons
baseia-se na determinacio automética dos pardmetros correspondentes de uma forma geral e direta.

Outro método baseado em absorvedores virtuais, foi proposto na literaturs [49] e [50]. Porém, neste
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caso, os parametros associados calculados heuristicamente tém de ser para cada caso particular; por-
tanto, sua aplicabilidade é altamente restrita.

Para o SO-FEM, as TBC sfo eficientes desde que o passo de propagagdo Af seja suficientemente
pequeno, veja ‘labela 4.1. Por outro lado, a implementacio das TBC conjuntamente com o F OM,
resulta ser o método mais consistente e estdvel, coseguindo aumentar AL até a ordem 0, 5. Finalmente,
a implementacio das TBC implica em resolver os esquemas matriciais (3.43) ou (3.44) a cada passo
&, portanto, o processo de inversdo (fatoracio de matrizes LU), aplicado a cada paso, fazem com que
os métodos tornam-se lentos comparados com os métodos implementados sem utilizar TBC.

No Capitulo 5 simulamos a propagacio de um séliton de ordem 10, com e sem efeito de ISRS.
Na primeira parte desse capftulo estudou-se os efeitos do ISRS, e o seu desempenho na compressio
de pulsos propagando-se em fibra monomodo com GVD anémala. Na auséncia de ISRS, o pulso
propaga-se como séliton de alta ordem e passa através de um estado inicial no qual o estreitamento
do pico desenvolve-se, particionando em virias componentes. Observamos que o ISRS pode melhorar
qualitativamente e quantitativamente o efeito de compressio de séliton. Em particular, o pulso com-
primido separa-se da parte central pois ele viaja mais lento do que o resto através do ISRS [14], 69].
Observou-se, também, o efeito das TBC, juntamente com o ISRS, quando o pulso comprimido sai
pela fronteira sem ser refletido, Fig. 5-4. Em todos os resultados apresentados com ISRS, observou-se
que o comprimento do passo de propagagio é inversamente proporcional & ordem do séliton; assim,
para soliton de ordem 10, o comprimento de passo de propagacio deve ser AL < 1073 para manter-se
a estabilidade do método, Tabela 5.1; de qualquer forma, o FOM com iteracdes permite aumentar
A€ até 107, Por outro lado, o nimero de nés M, na janela W, foi da ordem de 1024 e torna-se
relativamente invariante para qualquer ordem de séliton.

Existemn outros esquemas de propagacio utilizando FEM, desenvolvidos por Koshiba, nos quais a
equagdo GNLS (5.3) é resolvida baseando-se no esquema de Crank-Nicolson sem iteracBes [31], [32],
enquanto que aqui utilizou-se o algoritmo de Crank-Nicolson com iteracoes, tornando esse método
mais consistente e robusto, como mostram as Tabelas. 4.1 e 5.1,

Finalmente, verificou-se que o SO-FM é umm método numérico bastante eficiente na resolucdo de
equagoes diferencias nfo-lineares, apresentando resultados bastante precisos, dependendo da amostragem
do sinal. Por utilizar o algoritmo da FFT, o sinal deve possuir um nimero de amostras igual a uma
poténcia de dois. Isso faz com que o SO-FM néo seja flexivel quanto ao refinamento de malha, en-
quanto nos esquemas de FEM, sim, pode-se fazer um refinamento de malha regular ou irregular; por
outro lado, verificou-se que, dependendo da complexidade do problema, é necessdrio fazer uma escolha
cuidadosa Stima escolha de AE, para obter resultado desejados. Pelas condictes de periodicidade da
FFT, a janela W terd que ser suficientemente grande para nio utilizar os termos absorventes, e a
energla do pulso fique confinada dentro da regifio do problema. De outra forma, a energia que sai de

uma fronteira automaticamente entra na outra fronteira causando instabilidades numeéricas no método.
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Apesar deste fato, o SO-FM pode ser considerada uma ferramenta computacional muito robusta, efi-
clente e precisa para resolver a equacio GNLS, e preferida por muitos pesquisadores da comunidade

Sptica {1,

6.2 Proposta para Trabalhos Futuros

Para trabalhos futuros pretende-se estudar em detalhe o fendmeno de Mistura de Quatro Ondas
(FWM), incluindo efeitos de birrefringéncia. Aqui faz-se necessdrio resolver equagOes nao-lineares
acopladas de Schrédinger (CNLS) [32]. Resultados existentes na literatura [75] e [76], mostram que
no SO-FM, por utilizar o algoritmo da Transformada Répida de Fourier (FFT), o espectro do sinal
considerado deve ser limitado em freqiiéncia, uma vez que podem ocorrer efeitos de falsa transladacao
da parte do espectro onde |f| > f, (f. = freqiléncia de Nyquist), & por¢io considerada (—fe, o). Aqui
fe = ﬁ-, sendo A o intervalo de amostragem utilizado. Este fendmeno é chamado de aliasing na
literatura, e pode influenciar muito negativamente na anslise de FWM, onde algumas das freqiiéncias
de interesse podem ser geradas fora da banda considerada. Um segundo objetivo é o desenvolvi-
mento de algoritmos que tornem o SO-FEM mais robusto e consistente quando ele é implementado

conjuntamente com a TBC.
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Apéndice A

Derivacao da Equacao Nao-Linear de
Schrodinger com Termos Nao-Lineares

e Dispersivos de Alta Ordem

A partir das equagdes de Maxwell, que descrevem a propagacio de ondas de luz em fibras dpticas
do ponta de vista cldssico, derivaremos a equaciio NLS com termos de dispers&o e nio-linearidade de
alta ordem. O método utilizado é a técnica de perturbages assintéticas, e a deducéo estd baseada no
desenvolvimento publicado por Kodama e Hasegawa em 1987 [9], [12].

— ——p iy
O campo elétrico F, com constante dielétrica eqx, e o vetor de propagacao D = gqy* E, satisfaz

a equagio de Maxwell:

1 8 —

—
VXVXEZAESEWZ"*@“@-

(A1)

Onde * indica convolugao integral, e a Transformada de Fourier do vetor de propagacdo D{w) é dada

por,

t
v+ B = /X(O>(t—tl)“§(tl)dtl+
t t t

f f XP (e —tr,t ~ta,0 = t5) (E (1) F (t2)) F (ts) dbrdtadty

OO =00 — 00

+ (termos de alta ordem) {A.2)

o segundo termo do lado direito descreve a polarizacio ndo-linear incluindo os efeitos Kerr e Raman
com seu retardo correspondente. As susceptibilidades y(@, x'¥ dependem das coordenadas espaciais
na dire¢io transversal ao eixo da fibra.

Consideremos a se¢do reta da fibra como sendo constituida de camadas dielétricas perfeitamente
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circulares e concéntricas. Com isso, a Eq. (A.1) pode ser escrita comor:

9= 1 32-+m — .
v E—ﬁgﬁDwV(V.E). (A.3)

Para utilizar o Método de Perturbaces Assitéticas, escrevemos a Eq. (A.3) na forma matricial

LE=0 (A.4)

onde E representa o vetor coluna, dado em coordenads cilindricas por (F,, EQ,EZ)T, z coincide com
o eixo da fibra, e a matriz L ¢ constituida pela soma de trés matrizes L = L, + Ly, — L,; com Lg, Lp,

L. definidas por

Vi-k -4h 0
0 0 v
) 1 00
o 1 gy
Ly o | e o e Ab
b(azg 02&2)010, (A.6)
0 01
818 o148 92
dr r dr dr r 96 Ordz
— a2 a2
Le= Fl’farae Flf'é'é? ra"'“éa"z (A7)
1 & 1. 22 i
rOroz]  TE05sT B2

Considerando o campo elétrico como uma onda quase monocromatica propagando-se ao longo do eixo

z, com numero de onda kqg e freqiiéncia angular wy; assume-se que E pode ser representado através da

exXpansao
=00
E(r,8,z,1) = Z Ei(r,8,&,m;e)exp {i (k) — wit)} (A.8)
lm 0
com E_; = E} (conjugado complexo de Ey), & = kg, w; = lwg, e [ inteiro. A soma é considerada sobre

todos os harmonicos gerados pela resposta nio-linear da polarizacio, e Ey (r,0,&,7;2) é a envolvente

do l-ésimo harmonico que varia lentamente com z e ¢, que siio relacionados a £ e 7 por,

Z

£ = sgz, T=¢ (t o m) {A.9)

Vg

onde v, é a velocidade de grupo, e € é um pequeno pardmetro de perturbacio, definido por € = O(%}%).
Desenvolvendo a susceptibilidade elétrica em Série de Taylor, centrada na freqiiéncia da portadora,

e utilizando as Eqs. (A.2) e (A.9), o vetor de propagacio D pode ser escrito como:
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X * E = ZDl exp i (kiz — wyt)] (A.10)

onde I & dado por

1 6%\ (wp) OB 122 (wg) %F 50 % (w)
— = 0 Er + 12X o) o 5 X o) L 0
o Dy X (wo) By +ie N R 57 " ° % ____.,maws
PEy 2) (G ) D
’ + Xiyial (Ell'El VB, +i e | e (Ey Ep)Ey » + ...
o lﬂ%ﬂs { e v ;;1 Oy, ) bry =R (A.11)

e Xl(o)? X§121)2£3 sdo os coeficientes de Fourier X{ }(Q) )?5121)2!3 (1,829, Q) de x@ (1), 2 (t1,t9,t3) em

Q=wy, Q= wyy, Qo =uy,, (23 = wy, respectivamente. O quinto termo do lado direito da Eq. (A.11)
representa a resposta retardada da polarizagao nao-linear.

Utilizando as Eqs. (A.9), {A.11), podemos escrever (A.4) da seguinte forma,

oL, 0B, 1 Qama B, i 383L5 OPEy
L Bt e S _
A A T Wl Ml

2 0, wixO\ (0B _ 10k 8°F, _ =i 0% O°F:
ok \ ! c? 0 20w? 9?6 Owp O3
—g3 ___53_2_,,, Ly — M 6 GEI E%@ +
Hw Ok c? 35 20uw; or2 |
1 00
52 _l__gkl O O _(?_. _+a Q,...E.%Lr‘.m‘)ga_Ei -
v, O L or Gw; | G e
00
) 1 Qici a Wy X§ ) gE;, 1
e (yg (’}wl) {8!91 (L c? 5";+c2

dx a .
Z [wl Xlzlgls (Ell Efz By +1 Z ( Iil?za) ar. (Eh'Elz) Ey] -+
M

ly4-ln-+13 611-’1}
=0 (A.12)

onde L; estd dado por L nas Egs. (A.5)-(A.7) substituindo: 5‘3; = iky , aﬁF = —wy e ¥ = Xz( ). 0

operador Ly, assim definido, é auto-adjunto no sentido do seguinte produto interno {9]:

(U,LV) = f U"LVds = f L*U* - Vds = (LU, V) (A.13)

onde ds = rdrd#.

Assumindo, também, que podemos expandir E; em série assintética no parametro £,
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Ei(r,6,6,75¢) = i "B (r0,6,7). (A.14)

=l

Utilizando as Eqgs. (A.4), (A.8), (A.9), (A.11), e considerando termos até a ordem de g, obtém-se
LEY = 0. (A.15)

Na equacdo acima, consideramos que a fibra é monomodo; portanto existe apenas um autovalor kg
(I = 1) e uma auto-funcio ¥ (r, #1), solugio modal que representa a distribuicio do campo na diregio
transversal. Também, assumindo que a fibra mantém a polarizagio, a solugdo da Eq. {A.15) pode ser

escrita como

1
O (roe )| A ENT0E  parni= )
0 7 para ! # %1
onde o coeficiente Al(l) (£,7) com A(_li) = A§1)*, fungao escalar descrita por equacdes de alta ordem

m (A.12). Note que, de (A.15), utilizando a propriedade de L; ser auto-adjunto, deduz-se que

(U, L1 %) = 0, a qual representa a relagiio de disperséio linear k; = ky (w;)

¢

Sok?  w? . " +
o0 =2 (w3 + (0, Low) +zkg/(‘lfzvi.‘ll UV, D) ds

4
onde %ﬂl = [ ([\Ifr|2 + | Wyl ) ds, e o indice de refragio é dado por n3 = X(O).

Substituindo (A.14) em (A.12), e considerando termos até a ordem de £2, cbhtemos

ok 1 ok 2 wixi”\ ) O,
LE® o) Ok (1 Ok 9 RO AT
By E{ dwy v,  Ouwy | Ok L - c? ar ( )
Portanto, El(z} = 0, para | # =£1 (fibra monomodo); quando [ = 1, a Eq. (A.17) deve satisfazer a
condigio de compatibilidade de Fredholm [22]:

(v, L;E{2)> (A.18)

De (A.18) resulta a velocidade de grupo em termos da dispersdo linear,

i Gko

—_ =20 A.19
vg Owg ( )
e para [ = 1, da Eq. (A.17), obtém-se
0L oA
LE® - ;0L A.20
= 5111)0 87‘ v ( )

(Quando consideramos os termos até a ordem de g3, obtém-se
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0 para 1= 31,43
-Q—Z%Uv‘l lllA(z}a (T ¥ para =3
3 BE( 2 32F(1)
LlEi( ) = gtll;g d'r + %?5‘15; 6;2 (A21)
gAll 82k, 8240 8 wiy(®
+ (@ 73 %ng 57 ) {"JE{ (Ll -3 ) v
— 1“4‘11)] Agl)}é’;p (\D:‘D*ax(g)) para 1=1

onde F é definido por F (\p ‘I’*,x(”) X 0+ P (@, w4 (0, 1) O*. Da Eq.
(A.21) obtém-se E§3> = U para | # £1 oul # =3, e desde que L3 ndo tenha auto-funcoes

3 Q’Fw 2 D3, — 2
B = —0d 0, A D (o, vy v

que corresponde ao harménico gerado pelas propriedades nio-lineares da fibra dptica. Paral=1, e a

condicao de compatibilidade em (A.21), resulta a equacdo NLS para Agl)

BAY 102k, 0240
"oe T 20uz o2

—o[aP[ AP =g (A.22)

Aqui, o coeficiente Kerr v é um ndmero real positivo definido por

_ 2 . 2)
=135 (@F(@xp .Y )) (A.23)
onde ki = ky = (2i/Sp) [ (L. VL - T* — U*V, - ¥)ds.

Para observar os efeitos dos termos de alta ordem, considera-se em {A.12) termos até a ordem &%,

o oEY 1020, 8P 03 PR

T"Bwy o7 ) duwg ort 6 oup 0
O [, _win) (0BD 1%k B i 0%k 0°E{
kg e ¢ 2 Ow§ Or? 6 owg O3

L oo _wind\\ .0 (OB 10% o°E{"
TGwodks \\TTE ) ("5 \"oe T 25w or

1 (2) ;i\
- ‘52— , lzl [woxhlzlg < ?1'E12> EIS Mj»
1-+lgtig=1

3
: g ad
iy ((2’&}{} + wgmawl ) Xizgag) 7 (Ey, .Eip) Ery)
=1 i

LEY =

(A.24)

Utilizando as Eqs. (A.15), (A.20), (A.21), e a condigio de compatibilidade para(A.24}, a equagio
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resultante para Agm é

aA(l) 16‘% QQA“) N ILANE] N2 (2)s
G~ 3o o oAU AV v (A7) A -
PPLPAY 0 (A9 A0 + Am . (|apf
6w o Yor
= 0 (A.25)

onde Agz) e Agg) (&,7) com Aﬁ = Agg) * fungiio escalar descrita por equagdes de alta ordem em (A.12),

e os coeficientes de nao-linearidade sio dados por:

dv 2w}
= e Qg = v,G A26
& = e 2 = g (1.0) (4.26)

aF aw* ax@)
= ADY o S (2) o% - IXi11 1y
G(\IJ,Q}X ) = 6wg+x‘m<8 O.\IJ>\]? awo (T*, Uy v

ou* axs? .
‘!'“Xgl)u <\I, aw0> v — 8’(11) zi (lIJslIJ )\P

or oxy,

“f"X%il)mq (T - T} e ng} o .

- (0, 0) ¥

A equagdo para E; nao pode ser separada para cada ordem £ nas fungdes Ag Je A@. Fazendo A=¢
= 22, obtém-se a equagio para A dada por:

[‘2\:‘9

Agl) + & ZA? ; definindo também ¢ = %, @)

04 1PkOPA cidh0'A . |
R h 7|AP? Atcih 5= (|A1 A) - smgA—- (147) =0(e*) (A2D)

A Eq. (A.27) é a equacio desejada para a funcfo envoltéria A. Os coeficientes v, a1, ay definidas

em (A.23) e (A.26) sio caleulados de acordo com o tipo de guia utilizado [9].
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Apéndice B
Espalhamento Estimulado Raman

Um efeito bastante interessante e que fornece muita informacio sobre o estados gquénticos moleculares
foi descoberto por Raman (1928) [19]. Trata-se do espalhamento de luz por moléculas, acompanhado de
uma mudanga de freqiiéncia, denominado de Espalhamento Estimulado Raman (SRS) ou simplesmente
efeito Raman. No efeito Raman, a freqiiéncia da luz espalhada é diferente da freqiiéncia de luz
incidente; assim, a freqiiéncia incidente ndo estd relacionada com alguma freqiiéncia da molécula
espalhada, como acontece com outros espathametos (Rayleigh, por exemplo) [1], [19].

O espalhamente Raman é causado pela interacio da luz com os modos dos fonons 6pticos. A luz
espalhada possui freqiiéncia menor, como um resultado da emissio do fénon, e é observada principal-
mente no sentido direto de propagacgio. Na silica, as altas freqiiéncias no fénon levam os desvios de
freqiiéncia da luz espalthada a serem extremamente grandes (13,2 THz) e, geralmente, leva ao espal-
hamento Raman sem casamento de fase. Finalmente, nota-se que a energia do fénon é muito menor
que a energia optica, de forma que a energia dptica é, aproximadamente, conservada na interagio

Raman.

B.1 Descricao Matematica

O epalhamento Raman é normalmente formulado para ondas planas onde leva-se em conta o acopla-
mento das ondas com k-vetores em diferentes diregdes. A situacio em fibras monomodo é algo mais
simples, j& que os k-vetores dos modos propagantes sio todo paralelos. Para o nosso proposito tratare-
mos somente com as amplitudes escalares dos modos transversais [19].

A formulagio do SRS parte da derivagfio heuristica das equacdes cléssicas que descrevem o processo.
Parte-se das equagdes da onda para os campos do fonon e 6ptico, e adiciona-se os termos de iteracao
nao-lineares de freqiiéncia apropriada. A conservagio da energia Gptica é, entio, utilizada para obter a
relagio entre os coeficientes néo-lineares. As equacdes de onda que viajam para frente e que incluem a

iteracio ndo-linear generalizada pode ser escrita como
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(OFT,

g = LB + Gr (wr; B EG Q) (B.1)
zaaEzs = BsEs + G, (ws; Fyp; By Q) (B.2)
52 < hQ + G (wos B1: £ Q) B3

onde Ey, Fy, e ¢} sAo os campos que descrevern o bombeamento de Stokes e dos fonons dpticos,
respectivamente, as fungdes G podem ser calculadas exatamente a partir da energia livre da interacio
de onda. Aqui, assume-se que as funcdes sio quadrdticas nos campos e que a fregiiéncia da interacio
¢ a mesma, bem como aquela do lado esquerdo da Eq. {B.3) com wy, — w, = Qg. Isso fornece as

seguintes funcgdes de interagho

Gr=gLE.Q , Gs = gsELQ", G = goELE} (B.4)

onde o campo (J* possui freqiiéncia ~{g. Substituindo a Eq. (B.4) nas Egs. (B.1)-(B.3), obtem-se as

seguinte equagtes ndo-lineares

OF
i = BLEL + 9LEQ (B.5)
Z
OE, "
i > = 3sEs + gsELQ (B.6)
Z
X, )
z—é%[i = kQ + goELEY (B.7)

Até aqui, podemos reduzir o problema trabathando em regime estacionirio, onde as dependéncias no
espaco e tempo (implicita na dependéncia em freqiiéncia de k) no movimento de fénon se tornam
nulas. Com isso, da Eq. (B.7} tem-se a relagac para o campo do fénon

Q= “%ELEE (B.8)

onde k e uma constante calculada na freqiiéncia do fonon. Com a Eq. {B.8), elimina-se o campo do

fonon da Eq. (B.5) e (B.6), como:

AE]y, 9LIQ 2

. _ JhdY g ' B.
Lo BLEr p |Es|“ E, (B.9)
JE 959,
i~ = fsBs - —= |Eg[* Bs. (B.10)

Tem-se as equagoes para 0s campos 6pticos que envolvem dois coeficientes nfo-lineares, Para prosseguir,

é necessaric calcular a quantidade conservada pelas equagfes acima e compari-la com a energia dptica
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total. Multiplicando a Eq. (B.9) por E} e somando a essa equacio o seu complexo conjugado (fazendo

o mesmo para (B.10) ), tem-se as equagdes de evolugéio para a intensidade optica

oI
179-5:- = —xulsl; (B.11)
Olg

’L"b—z— = XSISITL (Blg)

onde, ys = Im (gggé/k:*), xz = Im (ngé/k). Multiplicando {B.11) por xs e (B.12) por xr e
substraindo-as, obtém-se a quantidade conservada
xrls — xsI = const. (B.13)

Pode-se ter, entao, a condigio necessiria entre os coeficientes nio-lineares impondo-se que o ntimero
total de f6nons seja conservado. O mimero de fonons é definido como a energia da onda éptica dividida

pela energia do fénon 7y, isso pode ser expresso como

I I
L 25 o const. (B.14)
wy, wg

Comparando {B.13) e (B.14), chega-se A relacio

WLXS = —WSXL = —WLWSXR (B.15)

Portanto, pode-se escrever as equagdes que descrevem SRS em regime estaciondrio (CW} como

oI
z%—f = —wryelsly (B.16)
al,

5 B.
G wsXrisiy (B.17)

Para resolver as equacgbes acima, definimos

na qual S € a energia total, e D é a diferenca entre energias de bombeio e de Stokes. A equagho para
D é dada por

oD XR (a2 2

“é—z- e —’LUS’(LL“Q“ (S -D ) (Blg)

que pode ser integrada fornecendo a solucio
D = Stanh [—w (z— 21)} (B.20)

onde o parametro z; é definido por Dy = Stanh (wswgSz /2).
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Até aqui, temos assumido que o SRS pode ser descrito como uma interacio entre o bombeio CW
e a onda Stokes. Em fibras dpticas, o SRS acopla o bombeio a muitas ondas Stokes [20], desde que o
ganho do sinal seja exponecial [19]. Quando observamos a luz espontanea amplificada na regido do pico
do espectro, observa-se a radigiio Stokes. Na pratica, o SRS nfo é gerado utilizando o bombeioc CW
pois os niveis de poténcia requeridos sdo muito altos, Esse problema pode ser abordado utilizando-se

lasers pulsados como fontes.

B.2 Formulagao do Fenémeno para Pulsos Ultra-Curtos

O desenvolvimento do SRS descrito anteriormente é adequado quando a largura de faixa da luz nas lin-
has de bombeio ou de Stokes é pequena comparada s sua separagdes. Analogamente, a Eq. NLS, dada
em (2.21), é adequada quando a banda do séliton é pequena comparado ao desvio de Stokes. Quando
termn-se pulsos ultra-curtos apresenta-se um acoplamento muito forte entre o séliton e o fendémeno
Raman, e uma equagio mais exata se faz necessdria. Com isso, para pulsos que possuem larguras
nao despreziveis, o tratamento do SRS nfo deve ser mais realizado no dominio da freqiiéncia, que
considera pulsos quase monocrométicos. A formulagio no dominio do tempo se mostra mais eficiente
computacionaimente e a sua andlise menos complexa [20].

A principal consideracio que nfo pode mais ser feita é a que despreza a dependéncia no tempo
da polarizagao de onda do fénon éptico. Matematicamente, isso significa que deve-se inserir, na Eq.
(B.7), a dependéncia em freqiiéncia da constante de propagagao do fonon k. Expandindo k em primeira
ordem em €2, tem-se

k= ko — ik + kpQ (B.21)

a qual pode ser substituida em (B.7). Utilizando as propriedades da curva de dispersio do fonon
éptico podemos desprezar a derivada com respeito a z e o pequeno termo constante kg, para chegar &

seguinte equagéo, que leva em conta a dependéncia da polarizacio do fnon

o
ikg-é-:? +ikQ = go ELES (B.22)

A Eq. (B.22) pode ser resolvida, uma vez que os campos Spticos sejam conhecidos, como

A

Q)= 42 [ep |-

- (t— t’)} E5 () Ep (') dt’ (B.23)
0

que tem a forma de uma resposta do campo dptico atrasada no tempo. Em geral, a susceptibilidade
dependente da freqiiéncia possui uma fungio resposta no dominio do tempo. Sob condigdes normais,
onde os campos sfo quase CW, a descrigio no dominio da freqiiéncia é mais conveniente, enquanto

que em regime transitorio deve-se trabalhar no dominio do tempo de forma a obter-se uma solucéo

mais simples [1]. Nessas condigdes, a polarizagio nic-linear, dada pela Eq. (2.12), pode ser escrita
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como [19].

Pyi(t) = xPE (1) f R(t—t)E ) dt (B.24)

onde a resposta retardada é aplicada & intensidade éptica. A funcio resposta R (t —#) pode ser obtida

do espectro do ganho Raman aplicando-se, primeiramente, a transformada de Kramers-Kronig para

se obter a parte real da susceptibilidade e, a seguir entdo aplica-se a transformada de Fourier 120].
Com a polarizagio, a resposta nio-linear retardada, dada em {B.24), a Eq. (2.13), pode ser escrita

em forma mais exata, incluindo a resposta retardada Raman [1], [15] por:

8y i B RFU o . a
7 T3 f”Sarra QU““W[”“'@“]

zt)[R YU (z,t =) dt} (B.25}

onde a variagdo de Aqpy com w é geralmente desprezivel [1]. A funcdo resposta R(t) deve conter as
contribuigdes eletrénica e vibracioanal (Raman). Supondo que a contribuicio eletrénica é, aproxi-

madamente, instantanea, a forma funcional de R(t) pode ser escrita como [15]

B(t) = (1~ fr)6(t) + fryr (t) (B.26)

onde fp representa a contribuicio fraciondria da resposta retardo Raman, governado por gg (t). gr(t)
é fungao resposta Raman que pode ser obtida, experimentalmente, a partir do espectro do ganho

Raman [1],

72+ 73 {t]
gr = RN

ot
= —!sin [—] (B.27)

€ 0S parametros 71, 7z sdo ajustdveis de modo a obter um bom espectro do ganho; geralmente utiliza-se
1 =12,2 fs 5 = 32fs .

As Eqgs. {B.25) e (B.26) governam a evolugio de pulsos épticos da largura de femtosegundos, sob a
aproximacio de envolvente de variacgo lenta. O parametro fr pode ser estimando a partir do espectro
do ganho gg [1]. Utilizando valores conhecidos do ganho Raman, calcula-se fp =~ 0,18 [20]. A Eq.
(B.25) reduz-se & equagao NLS para largura de pulsos relativamente grandes, R(t) é substituido pela
funcdo delta §(¢). Finalmente, a partir da Eq. (B.25), chega-se 4 Eq. (2.19), expandindo em série de
Taylor & expressao |U (z,t — ¢ )]2 em (B.25) e considerando somente termos de primeira ordem em ¢'.

Essa expansio, relaciona o pardmetro Ty ao desvio do espectro do ganho Raman, por:

Tg = / tR(¢)dt. (B.28)
0
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Apéndice C

Lista de Abreviaturas

Como ajuda para o leitor, neste apéndice apresentamos as abreviaturas utilizadas nesta tese.
BPM: método de propagacio de feixes.
CW: onda continua.
CNLS: especifica as equagdes nio-lineares de Schrodinger acopladas.
FD: diferencas finitas.
FE: elementos finitos,
FEM: método de elementos finitos.
FDM: método de diferencas finitas.
FM: método de Fourier.
FFT: transformada de Fourier répida.
FSA: aproximacio da série de Fourier.
FWM: mistura de quatro ondas (Four Wave Mizing).
FOM: método de operador completo { Full-Operator Method).
FO-FEM: método de elementos finitos de operador completo.
FO-FDM: método de diferencas finitas de operador completo.
GNLS: especifica a equacio nao-linear de Schrédinger generalizada.
GVD: dispersio de velocidade de grupo.
ISRS: intrapulso por espalhamento estimulado Raman.
MEIL método do espalhamento inverso.
NLS: especifica a equagio nio-linear de Schrddinger.
NBC: condigbes de fronteira de Neumann homogéneas.
SRS espalhamento estimulado Raman.
SOM: método de operador particionado {Split-Operator Method).
SO-FM: método de Fourier de operador particionado.
SO-FEM: método de elementos finitos de operador particionado.

SOT-FEM: método de elementos finitos de operador particionado com aproximagio de Taylor
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na matriz nao-linear.

SOC-FEM: método de elementos finitos de operador particionado associado com o método
de colocagfo na matriz nao-linear.

SO-FDM: método de diferencas finitas de operador particionado.

SPM: auto-modulacio de fase.

TBC: condig¢des de fronteira transparentes.

TE: especifica o campo transversal elétrico.

fs : especifica fentosegundos.

ps : especifica picosegundos.
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Apéndice D
Lista de Notacoes

Da mesma forma como no apéndice anterior, neste apéndice apresentamos um lista de notagoes uti-
lizadas neste texto.

k : Ndmero de onda ; ky para a componente A, K} a derivada de k com respeito a w em w = wy.

w : freqiiéncia angular; e w; portadora.

E : vetor campo elétrico; E a transformada de Fourier.

" vetor cammpo magnético.

v(©) : Susceptibilidade linear; 9 a transformada de Fourier.

x*? : Susceptibilidade Nao-linear, ¥ a transformada de Fourier.

¢ : fungéo de onda escalar que representa o campo elétrico TE em fibra de guiamento fraco,

1 : indice de refragio.

A : fun¢io do envoltéria a qual depende das coordenadas axiais z e +.

ay : coeficiente do termo de dispersdo niio-linear.

ag @ coeficiente do termo da resposta retardada ndo-linear do meio.

D : vetor de propagacdo do campo elétrico.

B : vetor de densidade de fluxo magnético (vetor de propagacio do campo magnético).

L : matriz de operagao.

E : vetor coluna (E, Ey, E,)7.

! : inteiro que representa o mimero de harménice da fregiiéncia portadora e niimero de onda.

v, : velocidade de grupo.

¢ : coordenada de propagacio normalizada.

7 : coordenada temporal normalizada no esquema referencial da velocidade de grupo.

¥ : fungdo modal que representa a distribuicio transversal do campo elétrico.

v : coeficiente do termo nao-linear ( efeito Kerr).

U envoltdria do campo elétrico normalizado.

D : operador linear associado com a equagio GNLS no Capitulo 3.

N : operador ndo-linear associado com a equacio GNLS no Capitulo 3.
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¢; : fungdes base de elementos finitos (i=1,M, com M nimero de incégnitas), Capitulo 3.
g1 : erro de aproximagio dos esquemas numéricos, Capitulo 3.

Uy : envoltdria do campo elétrico aproximado no esquema de propagacao SOM, Capitulo 3.
Us : envoltéria do campo elétrico aproximado no esquema de propagagio FOM, Capitulo 3.
I’ : perfil de absor¢io (ganho).

L#{a,b] : Espaco de fungdes quadrado integraveis.

(3 : constante de propagagio.

Bi : derivadas da constante de propagacio com respeito a w em wy (i=1,2,3).

o : parametro associado 4s perdas da fibra.

Ty : largura do pulso incidente na intensidade 1/e.

Trwirar ¢ largura na meia altura méxima do pulso incidente.

Tr : Funcéo da inclinacio de ganho Raman.

D : pardmetro de dispersao.

S : pardmetro de dispersio diferencial (S = %g}, Capitulo 2.

& : parametro de dispersio de segunda ordem normalizado.

Tr : parametro proporcional ao termo do efeito Raman, na GNLS.

Agpypr drea efetiva do niicleo da fibra.

{.) : produto interno, geralmente no espago L2 la,b].
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