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Resumeo

Este trabalko aborda a caracterizagio de leis de controle de realimentacio de estados
para sistemas lineares discretos através de desigualdades matriciais lineares {em inglés, LMI's
~— Linear Matrix Inequalities), tendo como critério de desempenho as normas Hs e H..

A matriz de ganho de realimentacio de estados, usualmente determinada a partir da
solugdo de uma equacdo de Riccati, é obtida como resultade de procedimentos convexos de
otimizagao descritos em termos de LMU’s, primeiramente através da parametrizagio convexa
da solugao da equagdo de Riccati e, em seguida, definindo um novo espaco paramétrico,
convexo em relagao as matrizes do sistema, permitindo assim a incorporacio de restricoes
adicionais no projeto de controle.

Também € apresentado um procedimento convexo de otimizacio para a caracterizacio
de ganhos de realimentagdo de estados que realizam uma alocacio de pélos numa coroa
circular, um problema de interesse no estudo de propriedade: de codificadores convolucionais
aplicadas a criptografia.




Abstract

This work deals with the characterization of state feedback control laws for linear
discrete-time systems through linear matrix inequalities (LMI’s), with ‘H; and H., norms
as performance criteria.

The matrix of state feedback gains, usually determined from the solution of a Riccati
equation, is obtained as a result of convex optimization procedures, described in terms of
LMTI’s, firstly by parametrizing the convex solution of the Riccati equation and, secondly,
by defining a new parametric space, which is convex with respect to the matrices of the
svstem, thus allowing the incorporation of additional constraints to the controller design.

A convex optimization procedure for the characterization of the state feedback gains that
allocate the closed-loop poles of the system into a circular crown is also presented. This
problem is of particular interest on the study of convolutional encoders properties applied
to cryptography.
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Capitulo 1

Introducao Geral

Para a realizagdo de varias tarefas em engenharia, diversos sistemas sfo projetados e im-
plementados em todos os niveis de detalhe. Tais sistemas sdo também controlados (isto
é, sofrem uma interferéncia externa proposital e intencional) com vista a atender determi-
nadas especificagtes de desempenho. A altera¢do do comportamento do sistema é tratada
pela engenharia de controle através da adicdo de sensores, que medem os varios sinais do
sistema e sinais de comando externos e da obtencio dos sinais dos atuadores, a partir dos
sinais medidos, para realimentacdo. A engenharia de controle envolve diversos aspectos tais
como, modelagem ou identificacio, configuragio de controle, projeto e implementa¢ao do
controlador e teste e validagio do sistema de controle [2].

No caso particular do projeto do controlador, algumas especificacbes ‘880 necessdrias:
de desempenho, de robustez e da lei de controle. Especificagbes de desempenho descrevem
o comportamento do sisterna em malha fechada, na presenca do controlador, sendo dadas
guantitativa e qualitativamente, por exemplo, pela estabilidade em malha fechada, sinais
de controle limitados, rejeicio de distirbics e ruidos e respostas particulares a sinais de
referéncia ou de comando.

Especificagbes de robustez podem ser caracterizadas por parametros como sensibilidade,
estabilidade robusta e desempenho robusto e descrevem o comportamento do sistema na
ocorréncia de erros de modelamento ou identificagio, alteracdes fisicas de valores dos compo-
nentes, nio linearidades ignoradas no projeto do controlador, alteragdo do ponto de operagao
e falhas nos atuadores e/ou sensores.

Especificagbes sobre a lei de controle sdo, por exemplo, estabilidade do controlador em
malha aberta, descentralizacio e ordem do controlador baixa, refletindo-se numa estrutura
mais simples.

O problema que se coloca entéo é o da determinagio da existéncia ou nfo de wn contro-
lador dadas as especificacbes do sistema a ser controlado, a configuragdo de controle desejada
e o conjunto de especificagdes de projeto do controlador.

De forma geral, os métodos usados no projeto de controladores sio divididos em duas
categorias: métodos cldssicos que envolvem a descri¢ao dos sistemas através de fungoes de
transferéncia e os métodos modernos {métodos baseados no espago de estados) que lidam
com sistemas descritos por equacoes diferenciais. Especificamente, os métodos para pro-
jeto de controladores sio divididos em métodos sintéticos e analiticos e de otimizagdo de
paridmetros.

Nos métodos sintéticos, o controlador é construide de forma incremental adicionando




estruturas especificas (que tem algum comportamento fisico conhecido: notch filter, filiro
passa-baixas e segoes lead-lag) fazendo com que o projetista tenha um entendimento fisico do
comportamento do controlador. Em sistemas tipo SISO de ordem baixa as técnicas usadas
sao o método do lugar das rafzes e diagramas de Nyquist, de Bode e Nichols. No caso
de sistemas relativamente complexos e de ordem maior sio usados métodos de otimizacio
numérica de pardmetros. A obtenciio de uma lei de controle que satisfaz as especificacdes de
projeto, nos casos em que esta existe, ndo é feita de acordo com um algoritmo bem definido
e pode portanto depender da experiéncia, talento e um pouco de sorte do projetista. Um
aspecto negativo destes métodos é o fato de que a ndo obtengio de um controlador adequado,
por parte do projetista, nao responde de forma conclusiva sobre a questdo da existéncia ou
nao do controlador pretendido nem sobre os limites de desempenho do sistema em malha
fechada.

Os métodos analiticos no espago de estados, por outro lado, baseiam-se na solugio
analitica de um problema de projeto de controlador étimo ou sub-6timo que satisfaz as
especificagdes desejadas. Um resultado importante € o principio da separacio, a partir do
qual uma planta de um sistema linear e invariante pode ser estabilizada por um controlador
que consiste num observador de estados e um ganho de realimentagio de estados. Alguns
problemas conhecidos sdo o problema linear quadratico (LQR), o problema linear quadratico
gaussiano (LQG) e o loop transfer recovery (LTR). As técnicas usadas envolvem a selecio
de matrizes de ponderacdo e adi¢ido de ruidos e dinamicas ficticias ao modelo do sistema.
Os controladores obtidos, além de estabilizar a planta, sao em geral de ordem elevada, e
técnicas de redugdo de modelos devem ser aplicadas para a obtencio de um controlador
de ordem razodvel que mantenha o desempenho adequado, de acordo com as especificacées
de projeto. As dificuldades com estes métodos residem na traducio de aspectos fisicos do
projeto do controlador em matrizes de ponderagio e dindmicas ficticias.

Finalmente, os métodos de otimizagio de pardmetros tratam do ajuste de pardmetros
de uma estrutura conhecida de controlador. Por exemplo, tem-se o controlador PI (com
os parametros K, e K; na sua fungio de transferéncia) ou controladores representados
por modelos no espago de estados, de ordem fixa, cujas matrizes contém os parimetros
como elementos, sob alguma forma candnica. Apds a escolha de uma fungio custo que
mede a qualidade do desempenho do sistema e a adi¢io de outras restrigdes, os pardmetros
sao obtidos a partir da solucdo, quase sempre numérica, de problemas de otimizagio nio-
lineares. Valores realistas sio necessdrios para a inicializacio dos algoritmos de otimizagio
e as solugdes obtidas podem ser apenas locais pelo fato do problema ser geralmente nio-
convexo.

Ao longo do texto, discutir-se-4 a obtencio de controladores baseados em realimentacio
de estados, para sistemas discretos lineares, através de métodos analfticos onde as funcdes
objetivo sdo descritas a partir das matrizes de transferéncia do sistema (normas M, e Ho.).

O critério quadratico ou H; se preocupa com uma medida média de desempenho, sendo
comumente utilizado em problemas estocdsticos e nem sempre é satisfatério sob o ponto
de vista de projeto para sistemas determinfsticos. Mais recentemente, a inclusio de carac-
teristicas de atenuagdo de perturbagdes passou a ser também necessiria, e a norma Heo
surgiu como uma especificacao de robustez do sistema [47]. Ao longo dos anos 80, indmeros
trabalhos trataram do tema, mostrando que a norma H,. de um sistema é menor que um
limitante prescrito v se e somente se uma certa equagio matricial do tipo Riccati admitir
uma solugao definida positiva [10]. O desenvolvimento de resultados andlogos para sistemas
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discretos aconteceu em seguida {22], {42], {46].

Embora o controlador H,, 6timo possa ser obtido, na maior parte das aplicagoes procura-
se caracterizar um certo nivel de atenuagio de distérbios 4 nao necessariamente minimo.
Dessa forma, ainda usando a caracterizagio de solucbes a partir de equacgoes e inequagdes
matriciais do tipo Riccati, associa-se a uma certa atenuvagdao v > 0 uma familia de con-
troladores. Uma solugao que mistura as caracteristicas de atenuagao de perturbacgdes com
minimizagido quadratica do sinal de saida é ditada pela escolha, dentre os controladores que
asseguram um limitante H,,, daquele que minimiza um critério quadratico Hy. Este é o
chamado problema misto Hy/Heo. Em sua formulagio mais simples, as mesmas ponderagoes
sdo usadas para as medidas Hy e H, € uma fungio objetivo que é um limitante superior
da norma H- é utilizada (conhecida como custo auxiliar) [21]. O valor 6timo do problema
com essa fun¢do custo auxiliar é dada pela solugdo de uma equagio de Riccati modificada.
A fungio custo é um limitante superior da norma H; do sistema em malha fechada, e a
ignaldade ocorre quando v — oc.

Apesar dos intimeros trabalhos abordando a equacao de Riccati, condigbes de existéncia
de solugdes {41] e métodos numéricos de resolucdo [46), a extensdo dos resultados para tratar
restri¢bes adicionais nao ¢ imediata. De fato, a parametrizacao dos controladores via equagao
de Riccati nao define um conjunto convexo, e a convexidade, sem divida nenhuma, desponta
como a mais importante propriedade no calculo de controladores com caracteristicas de
otimalidade {4, [15], permitindo lidar simultaneamente com vérias especificages de projeto,
como por exemplo a descentralizacido e a presenca de incertezas. Além disso, problemas
convexos contam hoje em dia com inimeros algoritmos especializados para a resolugio
numérica dos procedimentos de otimizac¢io com pacotes computacionais como o LMILab,
LMISol, LMITOOL [12], [8], [20], a maioria explorando métodos de pontos interiores {13},
[29].

Neste trabalho, as condigbes de otimalidade do problema de realimentagio de estado
Ha, Hoo € mista Hy /M, sio obtidas a partir dos gramianos de controlabilidade e de obser-
vabilidade, resultando nas conhecidas equagdes de Riccati. A seguir, condi¢bes equivalentes
sao desenvolvidas em termos de desigualdades matriciais lineares (em inglés, Linear Matrix
Inequalities — LMIs), tornando convexos os problemas a serem resolvidos. Essas condigoes,
entretanto, ndo podem tratar sistemas incertos, pois a expressdo do ganho de realimentagao
de estados depende explicitamente das matrizes do sistema. Uma parametrizacio alter-
nativa é entdo apresentada, também em termos de LMIs, mantendo a convexidade. Para
sistemas precisamente conhecidos, sob certas condigdes, os ganhos obtidos dessa nova para-
metrizagio igualam-se aqueles fornecidos pelas equacdes de Riccati; para sistemas incertos,
obtém-se controladores do tipo custo garantido [18]. Restri¢bes adicionais, como controle
descentralizado, podem ser incorporadas.

O trabalho estd organizado como segue. O capitulo 2 dd destaque ao surgimento e a
utilizagdo das desigualdades matriciais lineares em teoria de controle. O conceito decom-
posicdo em valores singulares de uma matriz € usado na obtengdo da pseudo-inversa e uma
discussdo sobre os conceitos de matriz (semi)definida positiva e complemento de Schur é
apresentada. Finalmente, a entidade desigualdade matricial linear é definida.

O capitulo 3 apresenta o sistema linear sob estudo e algumas defini¢bes e, em seguida,
o problema H, é abordado: i) através da equagio de Riccati; ii) a partir de LMIs que
parametrizam a mesma solugdo de Riccati; 1ii) a partir de LMIs descritas em outro espago
paramétrico. Nositensi) e ii) o ganho de realimentagio depende explicitamente das matrizes




do sistema, 0 que nao ocorre em iii). O mesmo desenvolvimento é mantido na abordagem do
controlador central H,. porém, as condigGes ii) e iii) expressas em termos de LMIs sao apenas
necessarias, exigindo um teste adicional para a suficiéncia. Alguns resultados preliminares
sao também apresentados e o problema de otimizagdo Ho, € discutido.

Um problema de alocagio de pélos numa coroa circular via realimentacio de estados,
para o caso de sistemas discretos precisamente conhecidos, é analisado no capitulo 4 e
condigbes necessarias e suficientes para tal sio obtidas. Mostra-se que a matriz de ganho
do controlador pode ser obtida a partir de um problema equivalente de otimiza¢io convexa.
A motiva¢io para este capitulo nasceu de estudos sobre a estrutura e as propriedades de
codificadores convolucionais {em telecomunicagbes) feitos sob diferentes abordagens ({39] e
demais referéncias internas), em particular da abordagem sobre estabilidade e robustez dos
codificadores convolucionais apresentada em [5] via método do lugar das raizes.

A partir da representacdo do codificador convolucional por um diagrama de estados par-
ticionado que fornece o seu comportamento “estitico”, o mesmo pode ser modelado como
sendo um sistemna linear discreto invariante ou variante no tempo, descrito no espago de
estados. Assim, de acordo com a posicdo dos polos do sistema linear discreto gue des-
creve o codificador convolucional, este pode ser classificado como estavel ou instdvel, ou
seja, que produz cédigos com boa capacidade de correcdo de erros ou cédigos catastréficos,
respectivamente.

Usando entao fungdes lineares ou naoc-lineares de estados, um ganho de realimentagao A
pode ser calculado alterando a posi¢ao dos pélos de forma arbitraria (desde que o sistema seja
controlavel) e imprimindo ao codificador as caracteristicas desejadas (cifragem ou corregao
de erros). Este resultado leva a uma proposta de um sistema criptogréfico convencional cuja
chave passa a ser o ganho A.

Neste capitulo, mostra-se que a obtencéo deste ganho pode entdo ser feita através da
solucdo rapida e eficiente de um problema de otimizacio, descrito em termos LMY’s.

Exemplos de aplicacdo que demonstram os resultados dos capitulos 3 e 4 sao apresentados
e discutidos no capitulo 5.

Um capitulo contendo as conclusdes gerais encerra o trabalho.




Capitulo 2

Desigualdades Matriciais Lineares
na Teoria de Controle

2.1 Introdugao

A estabilidade de um sistema dinamico pode ser verificada de diversas formas: critérios de
Nyquist, de Routh- Hurwitz, métodos no espago da fregiiéncia e do tempo, etc, [9]. (11}, [30],
131].

O uso de LMIs (Linear Matrix Inequalities)! na andlise de sistemas dinimicos data
de 1890 com a introdugdo, por Lyapunov, daquela que é hoje conhecida como teoria de
Lyapunov [28]. A estabilidade de um sistema representado por uma equacio diferencial do
tipo p

Eiz(t) = Az(t) . (2.1)
é garantida se e somente se existir uma matriz simétrica P tal que
AP+PA<0, P>0 (2.2)

A relagdo (2.2) € uma forma de LMI, a primeira a ser usada para analisar a estabilidade
de um sistema. A solugdo de (2.2) pode ser feita de forma analitica, através da solugio de
um conjunto de equagdes lineares, bastando para isto escolher alguma matriz @ = @' > 0 e
fazer A'P+ PA=~Q.

Meio século depois, na década de 40, na ex-Unido Soviética, Lur’e, Postnikov e outros
utilizaram os métodos de Lyapunov no estudo de estabilidade de um sistema de controle
com nao-linearidades no atuador. Neste problema, o critério de estabilidade tinha a forma
de LMI mas as restrigdes eram expressas em termos de desigualdades polinomials. A solucio
era feita “a mao” e para sistemas pequenos (até terceira ordem) apenas.

No inicio da década de 60, Yakubovich, Popov, Kalman e outros pesquisadores redu-
ziram a solu¢do do problema de Lur’e (expresso em LMIs) a uma solugio através de um
critério grafico simples, usando o hoje conhecido positive-real lemma. Qutros critérios e
suas variagoes (critérios de Popov, do circulo, de Tsypkin) foram desenvolvidos permitindo
resolver sistemas maiores mas com apenas uma nao-linearidade.

10 termo LMI foi introduzido per 1. €. Willems [44] por analogia com o termo desigualdade Linear usado
para restriches do tipo alz <b;, 1=1,...,p.




2.1. Introducio 6

No final da década de 60, o positive-real lemma (e extensoes) foi alvo de um estudo mais
aprofundado que evidenciou as relacdes deste lema com as idéias de passividade, critério do
small-gain e controle 6timo quadratico. O lema diz basicamente o seguinte:

Dadas as matrizes A € R"*", B € R%*F, C € RP*" e D € RF*? e assumindo a hipdtese
D+ D' > 0 e que opar (A4, B) € controldvel, tem-se as seguintes afirmaces equivalentes [4}:

1. O sistema

i = Azx+ Bu
v = x4+ Du
é passivo se ’
| worswarz o
o

para todo u(t) e T > 0, com z(0) = 0.
2. A matriz de transferéncia H{s) = C(s1— A)"1B + D é positiva real, isto é
H{s)+ H(s)">0
para todo s tal que Re(s) > 0.
3. ALMI

AP+PA PB-C
BpP-c —(p+p)|=° (2.3)

é factivel na varidvel P = P’ ¢ R™x7,

A solugdo da LMI que aparece no positive-real lemma (2.3) poderia entdo ser obtida
através da solugdo de uma equacio algébrica de Riccati (e a matriz Hamiltoniana associada).
Assim, a LMI {2.3) & factivel se e somente se existe uma matriz real P = P’ > 0 que satisfaz
a seguinte equagdo algébrica de Riccati

AP+ PA+(PB+CYD+DYYBP+C)=0 - (2.4)

As relagbes entre o positive-real lemma, determinados problemas de controle timo
quadratico e a existéncia de solugbes simétricas para a equagao algébrica de Riccati apro-
priada foram descritas por Willems em [44] e [45]. Por exemplo, em [44], mostra-se que a
LMI

AP+ PA+Q PB4+

BP+C R 20

que surge de um problema de controle 6timo quadrético, tem como solugdes matrizes P = P/
que sfo também solugdes da equacio algébrica de Riccati

A'P+PA—(PB+ChRYB'P+C)+Q =0

e podem ser obtidas, por exemplo, através de uma decomposicdo em autovalores e autove-
tores da matriz Hamiltoniana associada.
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Na década de 80, mosirou-se que problemas de teoria de controle e sistemas, expressos
em termos de LMIs, poderiam ser formulados como problemas de otimizagao convexa e
a solugao obtida através de métodos computacionais. Foram entho desenvolvidos podero-
sos e eficientes métodos de pontos interiores para resolver problemas lineares, quadraticos
{convexos} descritos por LMIs, que surgem em teoria de controle e sistemas.

Neste capitulo serd apresentado primeiramente o conceito de decomposicdo em valo-
res singulares. Em seguida. a decomposi¢ao em valores singulares ¢ usada na obtencdo
da pseudo-inversa (ou inversa de Moore-Penrose) de uma matriz. Os conceitos de matriz
(semi)definida positiva s&o obtidos através da nogdo de pseudo-inversa. O complemento de
Schur (Gtil na conversdo de inequagdes néo-lineares convexas em LMIs) e a definigio de LMI
sao finalmente abordados [4], [29].

2.2 Definigoes e preliminares

Uma instrumento usado na andlise das caracteristicas de uma matriz é a decomposigao em
valores singulares. Os valores singulares de uma matriz sao caracterizados como se segue:

Definigao: {Valores singulares de uma matriz) Seja A € C"*™. As raizes quadra-
das nao-negativas dos autovalores de A* A sdo chamados valores singulares de A, denotados
oi(A), i=1,...,m.

Os valores singulares de A sio reais visto que A* A ¢ hermitiana e semi-definida positiva.
Mais ainda, m~rank(A) valores singulares sdo nulos.

Os valores singulares da matriz A podem ser colocados em evidéncia conforme o Teo-
rema 2.1 [48].

TeorREMA 2.1 Decomposigao em valores singulares. Seja A € C**™ e com rank igual
e k. Entdo, existemn duas malrizes unitdrias U e V tais que

U*AV = § (2.5)

e os elementos ndo nulos de § aparecem na diagonal principal, {i,7), ¢ = 1,...,k. Esses
elementos sGo posilivos e ndo-decrescentes.

O

Os valores singulares de A aparecem nas posigdes (i,1), 1 = 1,...,min{n, m] da matriz
S. Mais ainda,
A"A=VS* U USV* = VS SV = VDV* (2.6)

onde

D = diag {a?(A),z' =1,.. .,m} - {2.7)

Se m > n, a matriz A possui m — n valores singulares nulos.
A matriz A possui inversa & direita (X € C™*"* tal que AX = I) e inversa & esquerda
(Y € €™ tal que YA = I) se e somente se tiver rank completo de linhas e de colunas,

respectivamente. As matrizes inversas & direita e & esquerda, dentre muitas outras possiveis,
podem ser dadas por

X = A*(AAN)? Y = (A*A) A"
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Se a matriz A nfo tiver rank completo nem de linhas nem de colunas, as matrizes inversas
& esquerda e a direita ndo existem. Néao obstante, a pseude-inversa, denotada A?, existe e
¢é definida como a selugao tnica do sistema de equacdes:

AXA = A

XAX = X |
(XA)F = XA (2.8)
(AX) = AX

A matriz AT satisfaz também as seguintes propriedades
() (4~ = atair
(i) (al) = (4l
(iii) A" = A~ se A é quadrada e ndo singular.

(iv) A equagdo AX = P tem solugéo se e somente se AATB = B. Neste caso, X € a solucao
se e somente se existir ¥ tal que

X=AlB+ (- 4alay
A solugéo € tnica se e somente se (I ~ A*A) =0.

A obtencio de Al pode ser feita de duas maneiras diferentes. Primeiro, se a matriz 4
puder ser escrita na forma ‘
A= BC

com B apresentando rank completo de colunas e C rank completo de linhas, entdo
At = ¢ ccry (B B B (2.9)

Segundo, se a decomposi¢ido em valores singulares de A é conhecida,

R I
UAV__S_[O G] (2.10)

com ¥ quadrada e nfo singular, entdo

vt oo

ATmV[ 0 o

] U* = VIU* (2.11)

De fato,
Ataat cvrurvsvvru* = vrsTis = vru* = al

AATA = USV*VTU USV* = USTSV = USV* = A

Com base na nocdo de pseudo-inversa, o conceito de matriz (semijdefinida positiva é
agora colocado, para uma matriz real quadrada e simétrica [1].
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TEOREMA 2.2 Seja uma matriz real simétrica com dimensées (n + m} X (n + m) e parti-
cionada da sequinte maneirg

S Sz
S = 2.12
[ S12 Sz (212)
S11 € Syp tém dimensées n X n e m X m, respectivamente.
(i) _
§20 <= S 20, 15,50 = S1a, Sno— S,Sh5 20 (2.13)
(ii) .
S>0 <= 55 >0, 51— 5125L,80, > 0, S13— 51,5751, > 0 (2.14)
Prova:
Ponto (i)

Suficiéncia: 5 > 0 pode ser escrito como S = HH' onde H é uma matriz de n + m

linhas, particionada
X

e X e Y possuem n e m linhas respectivamente. Assim,

,_ [ XX’ XY’
HH = ( vy Yy (2.15)

e portanto, S1; = XX’ > 0 e S5 = XY'. Segue também que 5115111 = XX)f, de onde se
conclui que

588 8, = (xxhxy) = xxTX)Y = XV’ = 518 (2.16)
Tomando também
U=Y -8, x | (2.17)
verifica-se que
UU' = S — §,50,602 > 0 (2.18)
Necessidade: Sejam
U = I o
V = 01
2.19
X = 5131/2(] ( )
Y = 81,55 82U 4 (Sas - 81,50, 510012V

Dado que UV’ = 0 {uma matriz n X m), a partir das propriedades da pseudo-inversa,

tem-se:
X rowvr Y [ 511 S
(Y)(X Y)—(Siz 522)30 (2.20)




2.2. Definicbes e preliminares 10

Ponto (i)

Suficiéncia: Se 5 > 0, e portanto todos os menores principais tem determinante posi-
tivo, entdo 53; > 0 e 33 > 0. Escrevendo

_ A B ,
51:(3,0)>0 (2.21)
onde
A= (81— 5125581077 (2.22)
e
C = (522 - Sizgﬁlslg)_& (223)

como 7! > 0 entio, A >0e C > 0e portanto A~ e C~! também

Necessidade: De S > 0 segue SilSﬂlSlg >0 e entao

522 = (522 e 5;25;11512) + 5;25;11512 >0 ' (2.24)
Tomando _ :
A = (81 - S1aSp 51p)7"
B = —Sﬂ1512(322 - 5125;11513)*1 (2,25)
C = (522 — S£2Sﬁ1512)‘1
mostra-se que
A B
S(B' C)—I (2.26)
indicando que S € nao singular, ou seja, § > 0. 0

Obs.: O ponto (ii) do Teorema 2.2 pode ser re-escrito como
§>0 <= S11>0, S32>0, 511 — 5125551, > 0, S0~ 53,571 8512 >0 (2.27)

Agora, com base nos conceitos de pseudo-inversa e matriz (semi)definida, o complemento
de Schur é colocado.

Dadas as matrizes ¢ e R, simétricas, a relagdo

S .
[ g, R ] >0 (2.28)
é equivalente a
R>0,Q-SRIS >0, S0-RRY =0 (2.29)

Para verificar (2.28) e (2.29) considere U uma matriz ortogonal que diagonaliza R na
forma

, T o
U'RU = { o G] (2.30)
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onde ¥ > 0 e diagonal. A restrigdo (2.28) é valida se e somente se

Q@ 5 5 .
I OHQ SHI o} 4 )
, , 1=|5 © o|>0 (2.31)
[oU S Rllo U ¢ o o

onde [57 S2] = SU, com particdo adequada. A relagdo (2.31) por sua vez é vilida, com
S, = 0, se e somente se S(I- RRI)=0e

[g?, ?JBO@Q—S}?'?S’ZG (2.32)
1

Verifica-se portanto gue resirigdes ndo lineares do tipo (2.29) podem ser representadas
pela LMI dada em (2.28).

2.3 Desigualdades matriciais lineares — LMIs

Uma desigualdade matricial linear é uma restri¢do do tipo [4]

F@)2 Fo+ Y o, >0 (2.33)

i=]

onde z € R™ é varidvel e as matrizes F; = £ € ®"*", i = 1,...,m sio dadas.
F(z) é definida positiva, isto é,

WFlzyu>0, YueR*, u#0 (2.34)

A LMI F(z) > 0 ¢é uma restricio convexa e pode representar uma grande variedade
de restrigdes convexas em z como por exemplo, inequagoes lineares, inequacbes quadraticas
{convexas), desigualdades de normas de matrizes e restrigdes que surgem em problemas de
teoria de controle como sdo os casos da inequacdo de Lyapunov e inequacgbes matriciais
quadraticas convexas.

2.4 Conclusao

A partir dos conceitos de decomposi¢do em valores singulares e de pseudo-inversa de uma
matriz foram obtidas as defini¢bes de matriz (semi)definida positiva, desigualdade matricial
linear e complemento de Schur.

A importincia das LMIs na teoria de controle ficon evidenciada uma vez que muitos dos
problemas que surgem neste campo podem ser formulados como problemas de otimizagio
convexa, descritos por LMls, com solugio obtida através de métodos numéricos de pro-
gramacio matemdtica, computacionalmente poderosos e eficientes.




Capitulo 3

Otimizagao Hy/Ho

3.1 Imntroducao

Ao longo deste capitulo, discutir-se-4 o problema de controle étimo, tendo como critério as
normas Mz e Hoo. Um ganho de realimentagio de estados K, que assegura a estabilidade do
sistema em malha fechada, serd obtido, mediante otimizacio de algum critério: i) através
da equagio de Riccati; ii) a partir de LMIs que parametrizam a mesma solugdo de Riccaxi;
iii} a partir de LMIs descritas em outro espago paramétrico.

Nos itens i) e ii) o ganho de realimentagido depende explicitamente das matrizes do sis-
tema, o que nio ocorre no item iif}). Dado esse fato, a parametrizagdo obtida em iii) permite
o tratamento de incertezas tendo como resultado controladores do tipo custo garantido.

Na abordagem do countrolador central H,,, as condigdes de otimalidade obtidas para ii)
e iii), expressas em termos de LMIs, s3o apenas necessdrias, tornando imperioso um teste
adicional para validar a suficiéncia.

3.2 Definigoes e preliminares

Os sistemas a serem considerados sdo lineares, invariantes no tempo e descritos por equagoes
de estado a diferencas
{ i1 = Azp+ Biwip + Bawy (3.1)

y¢ = Czp+ Dug

nas quais 73 € R" é o vetor de estado, u; € R™ € o vetor de controle, wy € R! & o vetor de
distirbios externos e y; € R é o vetor de safda controlada. As matrizes A, By, By, C e D
sao supostas conhecidas e com dimensdes apropriadas. Assumem-se também as seguintes
hipdteses:

hipétese 1: C'D =0,
hipétese 2: D'D > 0.

A hipétese 1 (ortogonalidade} significa que ndo ha pondera¢io cruzada entre o estado z e
controle u e nio acarreta perda de generalidade, tornando as expressdes matemaéticas mais
simples; a hipdtese 2 é necessdria para assegurar a existéncia de ganhos finitos.

12
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A lei de controle, obtida a partir do estado & mediante um ganho de realimentacao
K € ®7%" a determinar

u= Kz (3.2)

é tal que a estabilidade do sistema em malha fechada é garantida.
Definem-se entao as matrizes de malha fechada

A A+ BK (3.3)

C;2C+ DK (3.4)

e 0 conjunto de ganhos estabilizantes
K & {K : Ay é assint. estdvel } (3.5)

ou seja, todos os autovalores do sistema em malha fechada estio no interior do circulo de
raio unitario centrado na origem do plano complexo. A matriz de transferéncia do distirbio
externo w para a saida controlada y é dada por

H(z)=Cy(z1- A))™ By (3.6)

Para K € K e z = exp(jw), definem-se as normas Hy e H., da matriz de transferéncia,
respectivamente:

11 & o [ T {Hlexp(io) Hlexp(iu))do (3.7

1Fllee £ max  omas {Hlexp(ie)} (38)

A norma H; de uma matriz de transferéncia estdvel pode ser calculada a partir dos
gramianos de controlabilidade e observabilidade, isto é,

[H1IZ = Tr (BiLoB1) = Tr (CsL:CY) (3.9)

com L. e L, matrizes simétricas solugbes das equagoes discretas de Lyapunov
ApL Ay — L.+ BBy =0 : (3.10)
AL, Ay — L,+CiCy =0 (3.11)

Por outro lado, a norma H,, pode ser calculada através de procedimentos de busca unidi-
mensional utilizando a prépria defini¢io ou a partir da relacio entre um limitante superior
v > 0 para a norma H, € a existéncia de uma matriz definida positiva P [46], [22], [42!:

Lema 3.1 Considere (Ay, By) controldvel ¢ (A, Cy) observdvel. Entdo,
|H|loo < 7 se e somente se a desigualdade

“"PAj — P+ CiCr+v 2 PB(1+ 7" *B{PB,) 'Bi{P < 0 (3.12)

admitir P = P' > 0 como solugdo.
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A partir do Lema 3.1, um procedimento interative pode ser formulado para o célculo da
norma Heo, no qual baixa-se gradativamente o valor de 4 até o limite de existéncia de uma
solugdo definida positiva P para (3.12).

A descrigdo de sistema dada em (3.1) também vale para o caso em que as matrizes do
sistema 530 incertas e pertencem a um poliedro do qual se conhecem os vértices. A planta
é, entdo, descrita como a combinagio convexa dos vértices de um politopo de incertezas:

N N
(A'JBI-; B?acab) = Z{z(An By, B2aC$D){ s £&i20; th =1 (3'13)
1=1 =1
Para a quintupla (A, By, B,,C, D) fixa, valem os cdlculos acima de norma Hy e Hy. Se as
expressoes resultantes do problema de controle forem afins nas matrizes do sistema, pode-se
entio analisar e sintetizar um controlador para uma planta com incertezas nos parametros,
colocando cada restricdo do problema expressa em termos das matrizes que descrevem os
vértices do politopo de incertezas.

Das defini¢bes acima, alguns problemas podem ser formulados como sdo os casos do
problema de controle 6timo 3 {33], e o de controle étimo H e suas extensdes para o caso
incerto (chamados de problemas de custo garantido {16], {35]), todos baseados na defini¢ao
de um critério de desempenho a partir da norma da matriz de transferéncia. Se os mesmos
forem definidos dentro de um espago paramétrico adequado, os ganhos estabilizantes podem
ser obtidos a partir de um conjunto convexo, possibilitando assim a extensdo dos resultados
para sistemas incertos {utilizando o conceito de estabilizacio quadratica [15], [34}).

Um caso conhecido é o da caracterizagdo do conjunto de ganhos estabilizantes K, a
partir da relagdo entre a norma H, e a existéncia de uma matriz definida positiva, colocada
no Lema 3.1.

K. & {K : Ay ¢ assint. estdvel e ||[H|loo <7 } (3.14)

Se o conjunto K., é convexo, permite-se a extensao dos resultados para o caso incerto,
no chamado problema de estabilidade quadratica com nivel v prescrito de atenuacio de
distirbios [17].

Uma vez caracterizado o conjunto K., a imposi¢do de um outro critério de desempenho
pode determinar a escolha particular de um elemento K € X,. No caso da escolha da norma
H,, tem-se o problema de controle misto Hy/H. Com a defini¢io de um custo auxiliar,
que é um limitante superior da norma Hj, pode-se obter uma solu¢do aproximada para o
problema misto Ha/Ho [18], [49].

QOutras extensdes possiveis para os problemas mencionados acima envolvem, por exemplo,
o problema do controle descentralizado [14}; o problema de realimentagéo de saida [19], [36],
[37]; o problema de controle com alocagio de pélos em sub-regides do plano complexo [38).

3.3 Otimizacgao Hs

A partir da discussao sobre o cdlculo da norma H; e da caracterizagio de todos os ganhos de
realimentacio de estados que estabilizam o sistema, define-se o problema de controle étimo
H,, apresentado nas seguintes formas equivalentes:

min  [[H|? 3.15
o [1H |3 (3.15)
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sujeito a
(A4+ B;KYP(A+ B;K)-P+(C+DRY(C+DK)=0 (3.16)
e
min_ ||H|]3 317
Jmin I (3.17)
sujeito a .
(A+ B K)YW(A+ B,KY - W + BB, =0 (3.18)

Chamando de W = W' a varidvel dual associada & restrigio (3.16) tem-se, a partir de
(3.15)-(3.16):

min Tr (B, PB 3.19

i, (B1PB;) (3.19)

suijeito a
W : (A+ B;KYP(A+ B,K)~ P+(C+DK)(C+DK)=0 (3.20)
O lagrangeano L{(P,W, K) é dado por
L(P,W,K)= T’r{BiPBI +W[(A+ B K)YP(A+ B K)~P+{(C+ DK)’(C—%DK)]} (3.21)

As condigdes de estacionariedade do lagrangeano, que fornecem as condigdes necessarias de
otimalidade do problema 6timo Hy, sio (3.22)-(3.24):

(A4+ B KW(A+ BK) -W 4+ BBy =0 (3.22)
(A4 ByKYP(A+ B;K)- P+ (C+ DKY(C+DK)=0 {3.23)
2[D'DK + B,PB,K + BlPAIW =0 (3.24)
Se a matriz W for definida positiva, entao, de (3.24) tem-se
K = —~(D'D+ B,PB,)"'B,PA ' (3.25)

e, nesse caso, a solugio em termos do ganho de realimentagio de estados dada por (3.25) é
dnica, 6tima e assegura a estabilidade do sistema em malka fechada.
Substituindo (3.25) em (3.23), obtém-se

A'PA— P — APBy(D'D+ ByPB,) 'B,PA+C'C =0 {3.26)

que é a equacao de Riccati para sistemas discretos no tempe. Da matriz solugdo P, de (3.26)
tem-se o valor 6timo da norma H, que é dado portanto por

min ||H|}2 = Tr (B,PB,) (3.27)

A condigdo W > 0 é sempre assegurada desde que o par (Ay, B}) seja observavel. Uma
condigdo suficiente para tal é dada por rank B; = n. Alternativamente, a minimizacio de
Tr (CyWCY) sujeito a (3.22) conduz &s mesmas condigdes de otimalidade.

O problema de controle 6timo Hy formulado como um problema de otimizacio repre-
sentado pelas equagbes (3.19)-(3.20) pode ser transformado num problema convexo descrito
por desigualdades matriciais lineares, mediante uma adequada mudanca de varidveis. Mais
ainda, pelo fato do critério (3.19), linear em P, levar sempre a solugio do problema para a
solu¢ao maximal da equagio de Riccati (garantindo a igualdade), a equagdo (3.26) pode ser
substituida por uma inequagio de menor ou igual a zero.
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TeorREMA 3.1 Coensidere o seguinte problema de olimizagao

in Tr{X 3.28
g, r{X) (3.28)
sujeito a
X B
{B} ¥ } >0 (3.29)
Y YO YA
CY 1 0 >0 {3.30)
AY 0 Y + By(D'D)"'B,
Y>0 _ (3.31)

comY =Y e R e X = X' ¢ X,
A solugdo 6tima € tal que P =Y~ ¢ a solugdo da equagdo de Riccati (3.26)

Tr(X)= Tr(ByY "' B;) = min ||H|} (3.32)
O ganho dtimo de realimentagdo € dado por

K=-(D'D+B)Y 1B 'ByY14 (3.33)

Prova: De (3.30) e (3.31), usando complemento de Schur [4], tem-se que
Y -YC'CY 2 YA'[Y + By(D'D) B AY (3.34)
Aplicando o lema da inversal em (3.34) obtém-se
YA Y1 - Y71 By(D'D + B;Y-le)-*B;rl] AY - Y +YC'CY <0 (3.35)

Multiplicando & esquerda e 3 direita por ¥ !, mostra-se que (3.35) é equivalente & equacao
(3.26) com P = Y ! e a igualdade trocada por uma desigualdade.

AYTIA-YT AYIB(D'D + BY 1B BYY A+ C'C <0 (3.36)

Esta equivaléncia pode ser mostrada no sentido inverso, ou seja, a partir de (3.30)-(3.31)
comY = P71
De (3.29) e (3.31) tem-se:

X>»BY !By = Tr(X) > Tr(BY™'B) (3.37)
A minimiza¢do (3.28) sem nenhuma restricdo sobre X conduz Tr{X ) para o seu valor
minimo, estabelecendo a igualdade em (3.37). 0

O carater convexo da formulagdo permite também a incorporagao de restriges adicionais,
como, por exemplo, uma estrutura particular para Y {uma maneira de obter fal estrutura
seria fixar alguns elementos iguais a zero).

1Lema da inversa: (A+BDC) ™ = A7 = A7'B{D™) + CAT' By TCA™.
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Apesar do Teorema 3.1 permitir o tratamento do problema de otimizagao H; através de
uma descrigdo via LMIs num espago convexo proporcionando uma parametrizagao convexa
da solugao de Riceati (e por conseqiiéncia, de um subconjunto de K de ganhos estabilizantes
6timos dependentes das matrizes de ponderagao C e D), ainda ndo € possivel tratar sistemas
incertos. Isto deve-se & dependéncia explicita que o ganho de realimentagio de estados K
mantém com as matrizes do sistema A, By e D [33].

Uma parametrizacao alternativa do problema H;, em termos de LMIs, é tratada no
Teorema 3.2.

TEOREMA 3.2 Considere ¢ sequinte problema de olimizacdo

_m;pz Tr {C'CY + D'DX} (3.38)
sujeito a
X Z
Y AY + B,Z B :
YA + Z'B) Y 0 {20 (3.490)
B 0 1
Y>0 (3.41)

comY =Y e "% X = X' ¢ RX™ ¢ 7 € ™",
A solugdo Stima € tal que

Tr (C'CY + D'DX) = min ||H|3 (3.42)

e ¢ ganho otimo € dado por

K=2zy"! (3.43)

Prova: De (3.40) e (3.41), usando complemento de Schur [4], tem-se
(A+ B ZY WY (A+ B ZY™ VY - Y + BiB{ <0 (3.44)

indicando que com K = ZY !, W = Y e a igualdade substitufda pela desigualdade, obtém-
se uma equivaléncia com {3.22). A equivaléncia pode ser mostrada no sentido inverso,
partindo de (3.22) com Y =W e Z = KY.

A restri¢do (3.39) implica, com (3.41), X > ZY ~1Z’. Portanto (lembrando da hipétese
de ortogonalidade C'D = 0) a fun¢io objetivo traduz-se em '

Tr (C'CY + D'DX) > Tr(C'CY+D'DZY™'Z)
=Tr [(C+ DZY 1) (C+ DZY™'Y] > min ||H|} (3.45)

A minimiza¢io do critério linear (3.38) sem nenhuma restricdo adicional sobre X con-
duz (3.45) ao seu valor minimo garantindo X = ZY~1Z'. ComY = We Z = KY e
X = ZY~1Z’ factiveis para (3.38)-(3.41) a igualdade Tr (C'CY + D'DX) = min ||H||% é
verificada. o
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0

A fungéo objetivo no Teorema 3.2 nao estd na forma de LM} mas, com uma manipulagao
adequada, chega-se ao problema convexo abaixo, que fornece como solugido o mesmo ganho
6timo Hy.

TroreMA 3.3 Considere o seguinte problema de olimizagdo

in Tr(X 3.46
f%z’%) (3.46)
sujeito a
Y>0 (3.47)
Y YO+ Z'D

CY + bz X 20 (3.48)

Y AY + B,Z B,
YA+ Z'B, Y 0 [>0 (3.49)

B 0 I

comY =Y e RV X = X' € R™%" ¢ Z € X7,
A solugdo otima € tal que

Tr(X) = min [|H|2 (3.50)
e 0 ganho otimo de realimentagdo de estados € dado por
K=2zy™! (3.51)
Prova: De (3.47) e (3.48), tem-se
X >(CY +D2)YYCY +DZY = (C+ DZY " ©YY(C+DZYy 1Y (3.52)
e portanto
Tr(X) > Tr(C+DZY"Y)YY(C+DzZYy™ 1Y (3.53)
Por outro lado (3.47) e (3.49) implicam
(A4+ B ZY )W (A+ B,ZY ™YY - Y+ BB <0 (3.54)

indicando que K = ZY ~! é um ganho estabilizante que assegura, pela minimizacao de (3.46)
o 6timo para (3.53} e, verificando portanto, (3.50). O

Nesta nova formulagio, o problema de controle 6timo H;, é visto como um problema
de otimizagdo convexa envolvendo apenas LMIs. O tratamento de sistemas incertos, com
incertezas pertencentes a dominios poliedrais convexos [15] é agora possivel, na medida
em que a expressio atual do ganho, K = ZY ', nio mais depende explicitamente das
matrizes do sistema e todas as LMIs envolvem de maneira afim as matrizes do problema.
Os resultados obtidos dos Teoremas 3.1 e 3.2 levam ao mesmo ganho obtido da sclugio da
equacio de Riccati (3.26) para sistemas discretos precisamente conhecidos, isto é,

K =2Y'=—(D'D+ B,PB,)" ' B, PA : (3.55)

Formulagbes equivalentes, transformando o problema de controle 6timo H3 em um problema
convexo, podem ser encontradas em [33], [25].
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3.4 Otimizagao H

A partir da caracteriza¢ao do conjunto K de todos os ganhos de realimentagéo de estado que
estabilizam o sistema, define-se o problema de otimizagdo H,, apresentado nas seguintes
formas equivalentes:

min | Hi.. ) 3.56)
Jmin 1] (
ou
min 3.57
A (3.57)
sujeito a
[ o €79 (3.58)

Do Lema 3.1, que apresenta a relagho entre a norma H,. de uma matriz de transferéncia
e a existéncia de uma matriz definida positiva, pode-se formular o mesmo problema como

K emiE,P 7 (3.59)
sujeito a
P=PFP>0 (3.60)
(A4 ByKYP(A+ ByK)— P+ (C+ DKY(C + DK)
+772PBy(1++7*B{PB,) 'B{P <0 (3.61)

Deve-se notar que esta formulacio do problema (3.59)-(3.61) ndo é convexa nas varidveis

de interesse -y, Fe K

Um problema modificado, onde v > 0 é dado e um critério baseado na norma H; da
matriz de transferéncia (dito custo auxiliar) é definido, leva ao chamado controlador central
Heoo, em que a existéncia de uma matriz P = P’ > 0 solucao de uma equagao de Riccati
e o ganho K verificam o Lema 3.1. O custo auxiliar é dado pela funcao Tr (BiPB;)eo
problema de otimizagio é colocado como se segue:

in Tr (BiPB 3.62
iy, Ir (BiPBr) (3.62)
sujeito a
(A+ BEYP(A+ ByK)Y- P
+ 7 *PB;(1+~7%B{PB))"'B{P+(C+ DK)(C+ DK)=0 (3.63)

Chamando de W = W’ a varidvel dual associada a restrigdo (3.63), obtém-se o lagrangeano
L(P,W,K)

L(P,W,K)=Tr {B{PB; + W((A + B,K)P(A+ B;K) - P

+972PBi(1+ y"?B{PB,) ' B{P + (C + DKY(C + DK)}} (3.64)

As condigdes de estacionariedade do lagrangeano, que fornecem as condi¢des necessarias
de otimalidade do problema do controlador central H,, sdo (3.65)-(3.67):

(A+ ByK)YW(A+ ByK) ~ W + By B,
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+ 97 Bi(1+ v By PBy ) By PW + v *WPB(I1+ 7 2B{PB,)"' B

—y ' Bi(1+ 7" *BFPB) 'Bi{PWPB,(1+~7°B,PB;) "B, =0 (3.65)
(A+ BoKYP(A+ ByK)— P+~7*PBi(1+ 4 *BiPB)) ' B P

H{C+DEKY(C+DKY=0 (3.66)

2{D'DK 4+ B,PB,K + ByPAlW =0 (3.67)

Supondo que W ¢ definida positiva, de (3.67) tem-se:
K=-(D'D+B,PB;) "B, PA (3.68)
Substituindo em {3.68) em (3.66) e lembrando da hipétese de ortogonalidade obtém-se:
A'PA—~P - APBy(D'D + B4PBy) 1 BLPA

+ C'C ++97*PB(1+47BPB,)'BiP=0 (3.69)

que € a equagdo de Riccati associada ao problema de controle H,, [46]. Da matriz solugdo, P,
de (3.69), tem-se o ganho estabilizante de realimentaciio de estados K (para o controlador
central H..), dado por (3.68) que pertence ao conjunto K, e o custo auxiliar que é um
limitante superior da norma Hj:

Tr (ByPBy) 2> | H|] (3.70)

Deve-se notar que nesta abordagem, com o controlador central obtido a partir da solugdo de
uma equagao de Riccati de maneira similar & do controle 6timo Mz, e a partir da definigio de
uma fungao de custo auxiliar, a parametrizagdo resultante n3o é convexa (vide em particular
a equagdo (3.65)).

Portanto, nao se faz possivel nem o tratamento direto do problema de controle étimo
Hoo (minimizagio de ) nem o tratamento de sistemas incertos (K depende explicitamente
das matrizes do sistema). Entretanto, uma substitui¢io da igualdade por uma desigualdade
em (3.63) (ou equivalentemente, em (3.69)), sem perda de generalidade, e uma manipulagio
adequada das desigualdades obtidas leva a uma parametrizagio convexa em termos de LMIs.

TeEOREMA 3.4 Considere o seguinte problema de otimizagdo, com v > 0 dado:

min Ir(X . 3.71
g, (X) (3.71)
sujeito a
Y>0 (3.72)
X B
> .
[Bz % J >0 (3.73)
Y 4"'B; Y YA
-l g —2
Y B I+97°X 0O 0
CcY 0 1 0 20 (3.74)

AY 0 0 Y+ By(D'D)-1B,
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comY =Y £ 5 ¢ X = X’ € ®RI*!. Se a solugdo dtima € tal que
X =BY B (3.75)

entdo

P=Y"!', Tr(X)=Tr(BY'B) > |H|} (3.76)
O ganho do controlader central H,, dado por
K=-(D'D+BY'B;) 1B,y 'A (3.77)

assegura [[H |l < 7.

Prova: De (3.72} e {3.74), levando em conta (3.75) e usando complemento de Schur, tem-se
Y -4 Bi(I4++72BY 1B B} - YC'CY =Y A'[Y 4+ Bo(D'D) ' By "1 AY > 0 (3.78)
Multiplicando (3.78) & esquerda e 3 direita por Y1 obtém-se
Y ey Y T IB (T4 BY 1B Y IBY T - C'C - A' Y + Bo(D'D)Y BT A > 0 (3.79)
Aplicando o Lema da Inversa {veja a nota ao pé da pigina 16) em (3.79) verifica-se que
AYTA-Y 1 - AYTBy(D'D+ ByY B, ' BlY ' A

YT B (14 B Y T B) T BIY T + C'C < 0 (3.80)

é a equacdo de Riccati (3.69) com P = Y~ ! e a igualdade trocada por uma desigualdade.
A equivaléncia pode ser mostrada no sentido inverso, ou seja, a partir de (3.80), (3.77) e
(3.75), levando para (3.63). Com o ganho K dado por (3.77), a equagio (3.80) pode ser
re-escrita como (3.61), e com X = B{Y !B, tem-se

Tr (ByY™'Bi) > ||HIlz (3.81)

0

A minimizagdo em (3.71) envolve X que também aparece nas restri¢des (3.73) e (3.74) e,
assim, a igualdade X = B{Y ~1B; ndo é garantida. Portanto, o Teorema 3.4 fornece apenas
uma condigio necessiria para a obtengao, de maneira convexa, de uma solugdo P da equagao
de Riccati (3.69), estando a suficiéncia dependente da igualdade, testada a posteriori, na
restrigdo (3.73).

Condigdes suficientes sfo obtidas na literatura [18], a partir de aproximacdes. Uma
condigio suficiente para a existéncia de ¥ = P~! & obtida da aproximagio

I 2 I+472BY 1B (3.82)

Assim, o termo 772X no bloco (2,2) de (3.74) ¢é desprezado e ndo se faz necessiria a
verificagdo da igualdade em (3.73) pois, se existe Y > 0 que satisfaz (3.74) com esta apro-
ximagdo, entdo o mesmo Y também verifica (3.74) com o termo I+ y~2B]Y " 1B;.
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{} carater de necessidade do Teorema 3.4 e a dependéncia do ganho de realimentacac
das matrizes do sistema impedem, como no caso da parametrizacio do controlador central
H.. a partir da equagao de Riccati associada, o tratamento do problema étimo H, e de
sistermnas incertos.

Condigbes necessarias e suficientes para o controle misto Hy/Ho, sdo apresentadas em
[25] em termos de expressoes convexas, mas envolvendo termos nio-lineares.

Uma solugiio em termos de LMIs utilizando um espago paramétrico aumentado é apre-
sentada em {49]. O teorema a seguir apresenta uma solugio alternativa em termos de LMIs.

TeorREMA 3.5 Considere o sequinte problema de otimizagéo

min _ TP {C'CY + D'DX} (3.83)
XY, 2
sujetio a
Y>0 (3.84)

X Z

[Z, - ] >0 (3.85)
Y By T J 0
B 1 0 0o o
T Y 0 0 >0 (3.86)
J' o o +4°1 H

0 0 0 H Y

comJ = AYC' + By ZC" + AZ'D' + Bo XD', T =AY + ByZ, H = CY 4+ DZ e, ainda
Y=Y eR"" ZcR* e X = X' € R™*™. Se a solugdo otima € tal que

X=2Y1Z7 ‘ (3.87)
entdo
Tr{C'CY + D'DX} > ||H|? (3.88)
O ganho 6timo dado por
K=2y"! (3.89)

garante que || Hloo < 7.
Prova: Supondo (3.87) satisfeita e usando a hipétese de ortogonalidade e complemento de
Schur, as restri¢oes (3.84) e (3.86) levam a uma equivaléncia com

Y — BBy — (AY + BpZ)Y "YAY + B:Z) — (AY + B.Z)Y Y (CY + DZY

x [YI = (CY + DZYMCY + DZY™ (CY + DZYY-1(AY + B, Z) >0 (3.90)
Definindo K = ZY ™! e usando Ay e Cy, (3.90) pode ser re-escrita como

AYA, —Y + A, YCHAHT - C; YO, ICsY A + B1B] <0 3.91)
¥ Ay Jrey srey) LsX Ay
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Multiplicando por 472

e re-escrevendo, temi-se
Ay [7*"‘}’ +y7IY Oy - c,}'C})*lch] Al = 77 4 772B1B <0 (3.92)
Aplicando o lema de inversa, obtém-se

Ay =y CNCa) Ay - 1Y 4y TPBIBL < 0 (3.93)

Definindo
V=Y =470 = Y =V CC) (3.94)

e substituindo em (3.93), obtém-se
AVA = (V14 CiC) 4y By B <0 (3.95)
Aplicando novamente o lema de inversao de matrizes, chega-se a

AVA, -V 4+ VC,(I4+CVCNTICV + 7728 B = © (3.96)
! H Jvlg f

que assegura {|Hil., <+ (vide [42}).
Mais ainda, partindo da premissa que se {3.91) € satisfeita, entdo ¥ > L. e portanto
vale (3.54), a relagdo (3.88) fica provada. O

A caracterizagio do conjunto K. pode ser feita de maneira convexa definindo-se uma
parametrizacio adequada. Antes disso, alguns resultados sio necessdrios [49], [25], [46].

LEMA 3.2 |[H||<y & 3P=P>0
AgPA} — P+ PCj(1+ CyPC}) 'CyP+ 7 BB} = 0 (3.97)

LEMA 3.3 ||[Hllw<y & IY=Y'>0

Af , ! v BlBi 0 Y o
[G;}}[Af Cf]+{ o ol|<|o (3.98)

admitir Y =Y’ > 0 como solugdo.
A relacio entre os resultados dos lemas 3.2 e 3.3 é dada por [49]:
LEMA 3.4 Se 3 P = P’ > 0 satisfazendo o lema 3.2, enido:
a) A matriz siméirica definida positiva Y dada por
Y =43P 4 C4Cy) 7 (3.99)
€ tal que

AT A, =Y + AV O 1= YO CiY A + BBy = 0 (3.100)
I f J f f H H I 1

b) Qualquer Y =Y’ > 0 satisfazendo o lema 3.3 € tal que Y <vy.
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Prova: Para mostrar o item a), multiplica-se (3.91) por 2% obtendo-se
AflyY + 7O - CiY OO YA = 7Y + 47 BB = 0 (3.101)

Usando o lema de inversio de matrizes, tem-se

A3y T - 4200 T - Y <7 B = 0 (3.102)

Denotando .
P=y" Y =700y (3.103)
obtém-se Y dado por {(3.99) que aplicado a {3.102) leva a0 Lema 3.2. O item b) decorre de
propriedades da equagio matricial discreta de Riccati [41}. G

Os resultados dos lemas anteriores nao envolvem de maneira convexa as varidveis de
interesse (o ganho K aparece embutido nas matrizes de malha fechada A; e Cy). Definindo-
se um NOvo espago parameétrico, obtém-se uma caracterizagao convexa do conjunto K.,.

TEOREMA 3.6 Dado v > 0, eziste K € K, se € somente se existir W = W' ¢ R**",
X=X e RM™X™ e Z € R™*" tais que

W >0 ' (3.104)
Wz
[Z Y120 (3.105)
ABl[w 214 B Jrol[w z][1 o
¢ pllz x|{|lc p| leoeol|lz x|loo]|™
B]B; 0 2 0 0
+ [ o 0} ="l 11 <0 {3.106)
e o ganhe € dado por
K=2zw™! (3.107)

Prova:
Primeiramente mostra-se a necessidade. Pelo Lema 3.3, dado v > 0, existe K € K, se e
somente se existir Y = Y’ > 0 tal que

[((é:%}f{f))]y[(,uﬂm)' ((:H)K)']«l-{B}]’Bi g}<[§ 721] (3.108)

Reescrevendo, tem-se
A B Y YK’ A cl jrel]ly vyx 1o]
C D KY KYK' B, D oo KY KYK' 0 0

[ B:iB; 0] _ ,[0 0
+1 7 e}-f 0 1|<0 (3.109)
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Definindo as matrizes W =Y, X = KYK' e Z = K'Y, {3.104)-(3.106) sdo verificadas.
Agora mostra-se a suficiéncia. De (3.104) e {3.106}, obtém-se

A+ Byzw— | v 1y BB 0
[C’+DZW”‘ W[ (A+ B,zw™) (C+DzZW ) ]+ o o
[ W
S K RN A CI R

A restrigiao (3.105) implica X > ZW~1Z’. Assim, definindo K = ZW ™!, obtém-se

Af Lwrl ar oo BBy O W 0
[cjh LA o+ T o< 1 (3.111)
que, pelo Lema 3.3, assegura || H || < 7. Caracterizado o conjunto K.,, de maneira convexa,
o ganho 6timo é entdo obtido de um problema de otimizagao. O

TeoreMA 3.7 Considere o seguinte problema de otimizacdo

min _ § (3.112)
&X,W,Z
sujeito a
W >0 (3.113)
w Zz :
[ [ } >0 (3.114)
A BN w z|[aB] _ [te][wz][1o],
C D zZ X C D 00 zZ X 0 0
BB, © 0 0
%{ p 0]—6{01}<0 (3.115)

com W =W R X = X' R™*™ ¢ Z € §™*7,
A solugdo dtima do problema fornece

VE = min ||H|w (3.116)
e o ganho 6timo Hy,, de realimentagdo de estados, € dado por

K=2Zw™! (3.117)

Prova: O Teorema 3.6 garante a existéncia de um conjunto K., dadas W, X e Z que
satisfazem (3.104)-(3.105). O mesmo, portanto, é vélido para (3.114)-(3.115) com § no
lugar de ¥%. A minimizacio de § em (3.112) sobre um espago convexo.se encarrega de
conduzir {3.116) ao Stimo global. O
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No Teorema 3.5, a fungéo objetivo a ser minimizada nao aparece expressa em termos
de LMIs. Agora, a partir da caracterizagdo convexa do conjunto de ganhos K., uma nova
parametrizagao € definida para o problema misto Hy/H,, com custo auxiliar dado por

Tr ((C+ DZW HOW(C + DZW 1)) (3.118)

resultando no seguinte problema de otimizagdo:

TrEOREMA 3.8 Considere o sequinte problema de otimizagdo, com v > 0 dado

V,I?gfi’,Z Ir (V) _ {3.119)
sujeito a
W>0 (3.120)
W WC'+2Z'D
[ CW + DZ % ] 20 (3.121)
w oz
b s
A B|[wzl[as] [to][wz][1o],
¢c pl{z x||lc D oof|z Xx||oo
+[ 5 0] Yl 1 l<0 (3.123)

com V=V eR*Y W=WeeR™ X =X e¢R™™ e Z ¢ B
A solugao olima do problema fornece

Tr(V) = Tr(C+DZW-HZYW(C+DZw™y > |H|S3 (3.124)
(O ganho otimo de realimentacdo dado por
K =zw"! (3.125)

garante | Hll < 7.

Prova: Dadas V, W, X e Z que satisfazem (3.121)-(3.123), o Teorema 3.6 garante a
existéncia de um ganho de realimentagio de estados dado por (3.125) que pertence ao
conjunto X.. A relagao (3.124) é provada a partir de (3.121), usando complemento de
Schur, isto é

V > (CW+DZYW HCW 4 DZY = (C+DZWHW(C+DZW™'Y  (3.126)
Da descricdo do sistema em malha fechada, verifica-se que K = ZW™1, e

Tr (V) 2 Tr (CiWC)) 2 [HI3 (3.127)




3.5 Conclusido #7

A ininimizagao do objetive linear (3.119) sujeito a restrigdes convexas e descritas em termos
de LMIs garante, dadas as condigoes de existéncia da solugao, o 6timo global para o limitante
superior da norma H; dado pela fungdo custo auxiliar. O

Como as desigualdades apresentadas pelos Teoremas 3.6, 3.7 e 3.8 sdo afins nas matri-
zes A, By, By, C e D, e 0 ganho 6timo K nao depende explicitamente dessas matrizes,
os resultados podem ser estendidos para sistemas incertos. Em particular, o Teorema 3.7
permite tratar de forma direta o problema de controle 6timo Ho,. Os problemas de oti-
mizagdo associados sao convexos, tendo portanto garantida a convergéncia para a solugho
6tima global. Restricdes adicionals poderiam ainda ser incorporadas, come por exemplo, a
descentralizacio do ganho. impondo-se Z e W bloco diagonais.

3.5 Conclusao

Neste capitulo, a partir da definicdo de critérios de desempenho baseados na norma da
matriz de transferéncia (normas H; e H,, }, problemas de controle &timo por realimentacao
de estado para sistemas lineares discretos no tempo foram abordados.

A obtengio do controlador que garante a estabilidade do sistema em malha fechada foi
feita: i) através da equagdo de Riccati; ii) a partir de LMIs que parametrizam a mesma
solugdo de Riccati; iii) a partir de LMIs descritas em outro espago paramétrico adequado,
onde os ganhos estabilizantes podem ser obtidos a partir de um conjunto convexo, possibi-
litando assim a extensio dos resultados para sistemas incertos {(0s chamados problemas de
estabilizacio quadritica com custo garantido H; ou W [15], [34]).

Nos itens i} e i1) o ganho de realimentagao depende explicitamente das matrizes do sis-
tema, o que nédo ocorre no item iii}. Dado esse fato, a parametrizagio obtida em iii) permite
o tratamento de incertezas tendo como resultado controladores do tipo custo garantido.

Na abordagem do controlador central M., as condigbes de otimalidade obtidas para
ii}, expressas em termos de LMIs, sdo apenas necessarias, exigindo um teste adicional para
validar a suficiéncia. No nove espago paramétrico descrito em iii) as condigdes obtidas sdo
necessdrias e suficientes.

As solugdes propostas sdo obtidas a partir de problemas de otimizagio convexos, descri-
tos em termos de desigualdades matriciais lineares, que podem ser resolvidos numericamente
de maneira eficaz, explorando as potencialidades de intimeros pacotes computacionais espe-
cializados hoje existentes [12], [8], {20].

Na formulacdo dos problemas no novo espago paramétrico em iii), além da extensdo
imediata para o tratamento de sistemas com incertezas paramétricas, restrigbes adicionais
poderiam ainda ser incorporadas, como por exemplo, a descentraliza¢o do ganho, impondo-
se Z e Y bloco diagonais.




Capitulo 4

Alocacao de Pdlos numa Coroa
Circular

4.1 Introducao

As raizes do polinémio caracteristico de uma equagao que representa o modelo matematico
de um sistema, ou simplesmente pdlos do sistema, determinam os comportamentos qualita-
tivo e quantitativo do mesmo. Assim, por exemplo, a localizacdo dos polos de um sistema
em determinadas regides do plano complexo pode caracterizar a estabilidade ou instabili-
dade, de acordo com o tipo de sistema (continuo ou discreto). Outras caracteristicas como
overshoot, tempo de estabelecimento, tempo de subida, erros em regime, etc., podem ser
também analisadas.

A posigio dos pdlos de um sistema no plano complexo pode ser modificada através de um
controle por realimentacdo, de forma precisa, isto €, indicando a localizagio especifica, ou
arbitrdria, especificando uma regido de alocagio no plano complexo. Portanto, conhecidas
as especificagoes de desempenho que um determinado sistema deva atender, um controlador
pode ser obtido, modificando a posicao inicial dos podlos.

Em técnicas de alocagao de pdlos através do lugar das raizes, a posicdo dos pdlos €
alterada mediante um ganho de realimentagio constante. Em conjunto com o critério de
Routh-Hurwitz, as regides de estabilidade em fun¢io do ganho podem ser obtidas. Casos em
que mais de um ganho é ajustado, como em controladores PID e seus derivados, sdo tratados
na literatura. O controlador final, que melhor atende as especificagbes de desempenho, é
obtido tanto por métodos de tentativa e erro bem como por técnicas de self-funing.

O comportamento em regime de um sistema devido a entradas senoidais é também de-
terminado pelas raizes da equacgao caracteristica e pode ser descrito através de um diagrama
polar, de Bode ou de Nichols.

Métodos de controle e compensagio usando esses diagramas {compeunsadores lead, lag)
sao também conhecidos {9], {30}, {11], permitindo obter através da introdugao de pélos e
zeros e conseqiiente alteracdo do lugar das raizes original, sistemas em malha fechada que
atendam as especificacdes desejadas (resposta transitéria rapida, tempo ‘de acomodagéo,
rejeicdo de ruidos, erro em regime baixo, etc.).

No espago de estados a andlise do comportamento dinamico do sistema é feita a partir
de duas caracteristicas: controlabilidade e observabilidade.

28
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Se um sistema dinamico, linear e invariante no tempo € controlavel (sua matriz de contro-
labilidade apresenta rank completo de linhas), os auiovalores do sistema em malha fechada
podem ser arbitrariamente alocados mediante realimentagio de estados, pressupondo gue
estes estejam disponiveis. Quando ndo ¢ o caso, um estimador de estados assintético pode
ser obtido, fornecendo a estimativa do estado necessdria para o controlador. Para tal é ne-
cessario que o sistema seja também observavel, Estimadores assintéticos de ordem reduzida
podem ser também obtidos levando a controladores baseados em observadores de estado.

No caso em que o sistema nao é controlavel e/ou observavel, transformagoes de simila-
ridade podem ser aplicadas resultando nas formas candnicas controlavel, observavel e de-
composi¢ao candnica de Kalman sendo a alocagio, entdo, possivel apenas para as partigoes
controlavel e observavel evidenciadas.

Nos métodos acima descritos, ditos classicos, a obtengdo do controlador que aloca os polos
com vista a garantir um determinado desempenho é feita interativamente, por tentativa e
erro e o sucesso pode depender da experiéncia do projetista.

Por outro lado, a alocagio de pdlos via otimizagio convexa, leva a controladores 6timos,
segundo um determinado critério que é minimizado globalmente [3].

O problema de controle com restricdes adicionais de alocagio de pdlos em malha fe-
chada, de forma que especificacdes de atenuacido minima de distirbios, decaimento minimo
da resposta temporal, minimo fator de amortecimento e outras caracteristicas da resposta
transiente do sistema em malha fechada sejam atendidas, é discutido em [7] (e demais re-
feréncias internas) via realimentagio de estados ou de saida. O problema inicial é convertido
em um problema de otimiza¢do convexa tendo como fungae objetivo a norma H; da fungdo
de transferéncia em malha fechada sujeita a inequagdes de Lyapunov modificadas que ca-
racterizam entre outros aspectos uma classe geral de regides convexas do plano complexo
onde se deseja alocar os pdlos do sistema em malha fechada.

Neste capitulo pretende-se discutir o problema da alocagdo de pdlos de um sistema
discreto em malha fechada, via realimentacio de estados, em uma coroa circular, utilizando
analise convexa. Este problema é de particular interesse na area de telecomunicagbes em
aplicacdes envolvendo realimentagio de estados em codificadores convoluclonais no estudo
de codificagio e criptografia [39].

4.2 Definigoes e preliminares

Qs sistemas a serem considerados sio lineares, discretos, invariantes no tempo e descritos
por equages de estado a diferencas

Thil
Yk

nas quais zx € R"* é o vetor de estado, ux € R™ ¢é o vetor de controle e yx € R” é 0 vetor
safdas medidas. As matrizes A, B e (' s30 supostas conhecidas e com dimensdes apropriadas.
Neste trabalho considera-se C = I, ou seja, apenas a realimentacio de estados.

A lei de controle a ser utilizada é obtida a partir do estado z; mediante um ganho de
realimentacio K € R™*" a determinar

Azi + Buy
C:Ek

(4.1)

1l

up = Kzg (4.2)
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onde K € R™*" é um ganho de realimentagio de estados que garanic = esiabilidade do
sistema em malha fechada. A matriz de malha fechada é dada por

A2 A+ BK (4.3)

4.3 Meétodos clissicos de alocagao de pélos

Os autovalores do sistema em malha fechada dado por (4.3) podem ser arbitrariamente alo-
cados sempre que o par (4, B) for controldvel. O ganho de realimentagio de estados obtido
estabelece a posi¢io dos pdlos no planc complexo conferindo ao sistema em malha fechada
propriedades de estabilidade, robustez, rastreamento assintético, rejeicio de distirbios e
desacoplamento.

Quando a posicio dos pdlos em malha fechada é previamente estabelecida, o ganho de
realimentacio de estados é obtido em funcao dessa alocagdo desejada. )

No caso de sistemas SIMO (single-input, multiple-output) controldveis, um método de
obtengao do ganho de realimentagio de estados K que aloca os pdlos do sistema em malha
fechada numa posi¢io desejada do plano complexo é obtida a partir da férmula de Ackerman.
O algoritmo ¢ descrito em [6] e uma implementagdo é feita na rotina acker do MATLAB [27].
Qutro método possivel pode ser derivado do calculo de det(sI + A 4+ BHA') e da comparagao
com os coeficientes do polindmio caracteristico do sistema em malha fechada dos autovalores
desejados.

Para sistemas MIMO (multiple-input, multiple-output) controlaveis, o cdlculo do ganho
de realimentag¢do de estados pode ser obtido de varias maneiras. Uma possibilidade seria
reduzir o problema multivaridvel num problema monovaridvel e usar o método para siste-
mas SIMO [6]. A partir da transformacao de similaridade do par (A, B) que evidencia a
forma canonica controldvel multivaridvel e da comparag¢do com o polindmio caracteristico
do sistema em malha fechada com os autovalores desejados, o ganho de realimenta¢io de
estados pode ser também obtido.

Qutro método para o célculo do ganho de realimentagao de estados baseado na solugao
de uma equagio de Lyapunov é descrito em {6] e uma implementagéo é feita na rotina place
do MATLAB.

Em problemas do tipo LQR/LQG, a posigdo dos pdlos é determinada pelo ganho de
realimentacio de estados obtido de tal maneira que uma funcao custo que pondera estados,
controle e safdas seja minimizada ou uma estimago 6tima de estados seja alcangada para um
conjunto de matrizes de covariincia de ruidos do processo e do sensor. Exemplos de rotinas
usadas no célculo do ganho de realimentacao de estados em problemas do tipe LQR/LQG,
tanto para sistemas continuos como para sistemas discretos, sdo descritos no MATLAB.

4.4 Alocacao em coroa circular via analise convexa

A estabilidade de um sistema discreto é assegurada se o raio espectral da matriz de sistema
A é menor que um, ou seja, p(A) < 1. As propriedades de controlabilidade, observabilidade
e estabilidade sio descritas nos seguintes teoremas (4.1-4.4) e no Lema 4.1, amplamente
tratados na literatura [6], [24], [48] e, por isso, aqui apresentados sem prova:

TEOREMA 4.1 As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
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(1) O par (A, B) € coniroldvel.
(ii) A matriz de controlabilidade
U=|B AB A*B ... A"'B | (4.4)
tem rank completo de linhas.

(iii) A matriz [A — A1 B] tem rank completo de linkas pera todo X € C.

(iv) Seja A um autovalor de A £ z o auloveior correspondente, isto €, z*A = z° A, enldo
z*B £ 0.

(v) Os autovalores de A+ BK podem ser alocados arbitrariamente, mediante um ganho
adequado K, desde que os eutovalores complezos aparecam aos pares e conjugados.

TrROREMA 4.2 As seguinles afirmacgées sdo equivalentes:
(i) O par (A, B) € estabilizdvel.
(i1) A matriz [A — AL B] tem rank completo de linhas para todo Al > 1.

(111) Para todos autovalores A e seus respectivos autovetores z tais que z*A.= z°A e |A| > 1,
z*B # 0.

(iv) Eriste uma matriz K tal que A + BK € estdvel.

TEOREMA 4.3 As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(i) O par (C, A) € observdvel.

(ii) A mairiz de observabilidade
v=[c (cay ca? ... (caty] (4.5)
tem rank completo de colunas.

(iii) A matriz [A" — AL C'Y tem rank completo de colunas para todo X € C.

(iv) Seja A um autovalor de A € = o autovetor correspondente, isto é, Az = Az, entdo

Cz #0.

{v) Os autovalores de A + LC podem ser alocados arbitrariamente, mediante um ganho
adequado L, desde que os autovalores complezos aparecam aos pares e conjugados.

{vi) O par (A*,C*) € controldvel.
TrOREMA 4.4 As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(1) O par(C,A) € detectdvel.

(il) A matriz [A"— XL C'Y tem rank completo de colunas para todo |A| > 1.
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(iii) Para todos autovalores X e seus respectives autovelores x tais que Az = Az, Cz # 0.

(iv) Eriste uma matriz L tal que A+ LC € estdvel.

(v) O par (A*,C*) € estabilizdvel.

LEMA 4.1 Sejam  uma matriz siméirica € e seguinte equagdo de Lyapunov

APA*~P1+(Q =0 {4.6)

Se P € solucdo de (4.6], entdo

() |M{A)i<1eP>0eg 20

(b) A € estdvelse P> 0,Q >0 € o par (Q, A) for detectdvel.

A figura 4.1 mostra a regiao, definida por o (centro dos dois circulos) e pelos raios interno
{(piv,) € raio externo {p.. ), na qual serdo alocados os pdlos do sistema em malha fechada no
problema a ser discutido nesta segio.

Im(z)

Re(z)

Figura 4.1: Regiao de alocagao desejada

A condigdo necessaria para que um sistema em malha fechada tenha os seus polos dentro
do circulo unitario [38], pode ser obtida a partir do Lema 4.1.

M(A+BK)|<1,i=1---n <> (A+BEK)P(A+BKY-P<0,P>0 (4.7)

De igual forma, para que os autovalores tenham médulo menor que um valor positivo p, que
configura um determinado raio de um cireulo, a seguinte condi¢do deve ser verificada:

M(A+BK)| <p & |N(A+BK)/p<1

& (A4 BEYP(A+BKY -p’P<0,P>0 {4.8)
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Um circulo de raio p cenirado em —o teria a seguinte condigho
M{A+cl+ BE)<p & |MN(A+el4+BE)/p<1
& {A+o0l1+ BKYP(A+ol+ BEY -p*P<0,P>0 (4.9}

A estabilidade assintética do sistema em malha fechada pode ser verificada através de uma
fun¢ao de Lyapunov [6] adequada, definida como:

v(zi) = 2 P2y , P> 0 (4.10)
A partir de (4.10) e lembrando que para o sistema em malha fechada

ZTre1 = (A+ BR)z;

tem-se
v(The1) —v(2x) = Ty Pepg — 2Pz
zi(A+ BKYP{A+ BK)z) ~ z} Pzy
= z} [(A+ BK)YP(A+ BK) — P) zy (4.11)

Verifica-se portanto que a condigio para que o sistema em malha fechada seja assintoti-
camente estavel, isto é
v(zk) >0, v(zgsr) — v{zr) <0 {4.12)

é dada por
(A+ BKYP(A+BK)-P<0,P>0 (4.13)

resultando em

M(A+ BK)|<1,i=1--n

A condigio colocada em (4.13) é equivalente {por complemento de Schur {4} a

P P(A+ BKR)
[ (A+BKYP P } >0 (4.14)
Multiplicando & esquerda e & direita por
P10
[ o p1|>°
obtém-se .
p-1 A+ BE)P-
[ P-Y(A+ BKY s ] >0 (4.15)
Definindo W = P~! reescreve-se (4.16)} como
W A+ BK)W
[W(A+BK), ( W) }>8,W>0 (4.16)

que € equivalente a
(A+ BEYW(A+BK) ~-W<0,W>0 (4.17)
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verificando a condigic obtida a partir do Lema 4.1, em (4.7).

0 lema a seguir apresenta as condigbes para que os pdlos do sistema em malha fechada
estejam numa coroa circular definida por dois raios, interno e externo, designados p;, € pes
respectivamente. Definindo as matrizes

Fe [ z[;l g’ } € RIHOx(ntd) G o {;} € Rinta)xn (4.18)

e usando uma descrigio aumentada do sistema em malha fechada, tem-se:

LEMA 4.2 O sistema em malha fechada apresenta pdlos numa coroa circular definida pelos
raios pi, € pex, isto €

Pin <JAM(A+ BK)| < per , t=1--n {4.19)
se existir W 2> 0, particionada na forma
i W Wy
W= [ Wi W ] _ {4.20)
tal que
G'[FWF' — pLW|G < 0 (4.21)
€
G'[-FWF' + pW|G < 0 (4.22)

Prova: Da inequagio (4.21), usando as partigdes de W e F obtém-se

J1 A B W Wy A0 , W W,

que pode ser re-escrita como

- [ A(W1 A+ Wy B') + B(WIA + WaB') — p2, W1 —pL W,

'—pexmﬂ “ngws ] G<0 (4'24)

ou ainda
AW A + BWQA’ + AW, B’ + BW3 B — pezWI <0 (4.25)

Como W > 0 == W3 > WiW[ W, pode-se substituir W3 por WoW, "W, conservando
a restricdo (4.25) sem alterar o sentido da desigualdade acima. Assim, tem-se entao

AW A" + BWo W YW A+ AW W Wo B BW W I W TWo B — p2, W) < 0 (4.26)

Definindo o ganho de realimentagio como sendo K = WiW/ 1 ¢ rearranjando os termos,
obtém-se

(A+ BE)YWy(A+ BEK)Y —p2W1 <0 <= [M(A+BEK) <pem , i=1---n (427)
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A partir da eguagdo (4.22), seguindo passos similares, chega-se & expressio
— [AW A"+ BWJA' + AW, B’ + BW3B'] + p2 W < 0 (4.28)

Levando em conta que W > 0 = W; > WéW{ng e usando a definigio de ganho
considerada acima, pode-se reescrever (4.28) como

—(A+ BEYWi(A+ BEKY + p2 W, <0 <= |M(A+ BK)|>pim . i=1n (4.29)

A descrigdo do problema é convexa na varidvel de interesse W e a igualdade Wy = WiW, W,
é garantida pela utilizagdo do critéric de otimiza¢do min T'+(W). O ganho 6timo de reali-
mentagao de estados, segundo a fun¢do objetivo minimizada, que garante a localizagao dos
polos na coroa circular definida é dado por

K =wyw? (4.30)
O

Assim, o problema de alocac¢io de pélos de um sistema em malha fechada pode ser
formulado como um problema de otimizagio em termos de LMI’s, solucionado por pacotes
que implementam métodos numéricos especializados para programacao matematica convexa:

min Tr (W) (4.31)
sujeito a

w > (4.32)

G'[FWF - p2w|G < o (4.33)

G'|-FWF + plW|G < 0 (4.34)

4.5 Conclusao

O problema da alocagao de polos de um sistema em malha fechada discreto e precisamente
conhecido, via realimentagio de estados, foi discutido.

A partir dos conceitos de controlabilidade, observabilidade e inequagdo de Lyapunov
para sistemas discretos, condi¢bes necessarias e suficientes para a existéncia de uin ganho de
realimentacio de estados que aloca os pélos do sistema em malha fechada numa coroa cir-
cular previamente determinada foram obtidas. Essas condigbes sio equivalentes a restricoes
de Lyapunov modificadas e determinam uma regido de factibilidade convexa que pode ser
descrita em termos desigualdades matriciais lineares.

A obtenc¢do do ganho de realimentacdo foi entdo obtida a partir de um problema de
otimizagdo convexa. Aproveitando o cardter convexo da formulagio do mesmo, métodos
matematicos de programacio convexa podem ser utilizados para a obtencio de uma solugéo
de forma rdpida e eficiente.

A presenga de incertezas nas matrizes de sistema resulta num problema de otimizagéo
nao convexo e, portanto, a extensio dos resultados obtidos no caso precisamente conhecido
nao pode ser feita.




Capitulo 5

Exemplos de Aplicagao

5.1 Introducgao

Neste capitulo sdo mostrados exemplos de aplicagdo que validam os resultados da discussao
sobre otimizagio Hy/Ho, e alocagdo de pdlos em coroa circular especificada por raios in-
terno, p, € externo, p.., usando realimentagio de estados, apresentados nos capitulos 3 e 4
respectivamente,.

Os sistemas considerados sao lineares, discretos e invariantes no tempo. Nos exemplos
relativos ao capitulo 3 a descricio do sistema é feita pelas matrizes A, By, Bz, C e D
como em (3.1), com as hipéteses C'D = 0 e D'D > 0 satisfeitas, tendo sido tratados um
exemplo académico e um sistema real {modelo simplificado de um helicéptero), enquanto
que nos relacionados ao capitulo 4 os sistemas sdo descritos pelas matrizes de sistema A
e B, geradas randomicamente e de modo que o sistera seja controldvel. Neste caso, as
matrizes C e D nio sio relevantes no problema de otimiza¢ao (vide pigina 35) que fornece
o ganho de realimentagio de estados e portanto néo sio apresentadas. Ainda utilizando os
resultados do capitulo 4, uma aplicagio em c6digos convolucionais é apresentada.

Os resultados numéricos apresentados foram obtidos a partir da solugao computacional
dos problemas de otimizagao associados aos teoremas apresentados nos capitulos em questao.

Na implementacio das rotinas computacionais que resolvem os referidos problemas foi usado
o pacote LMITOOQL [20] do Scilab [23].

5.2 Otimizagao Hs/He

Considere o seguinte modelo dado pelas matrizes

0.2113 0.0087 a;3 06.6135 0.6538
A= 0.0824 (133 0.8075 ) Bg = 0.2749 0.4899
0.7599 0.8474 0.4832 b3y 0.7741

Bl = 13)(3 , C = 13)(3 ; D — 03)(2

O2x3 Ioxz

Nos casos cujos resultados tratam do sistema incerto, os seguintes parametros sao conside-
rados incertos, definindo um dominio de incertezas poliedral de oito vértices descritos pelos

36
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pares (A;, By;), i =1,...,4, 7= 1,...,2, denotados (A, By}, {=1,...,8
azz = 0.8096 + 0.0904 , a;3 = 0.4524 + 0.0476

by; = 0.8807 + 0.0193

Nos demais casos, considerar-se-30 os valores nominais dos parametros, isto é, azp = 0.8096,
13 = 0.4524 ¢ b31 = (.8807.

Caso 1

Utilizando o Teocrema 3.1 e considerando o sistema nominal, obtém-se as matrizes X e Y
que fornecem a parametrizagdo convexa da solugdo de Riccati.

1.3155 0.3543 0.1123
X = | 03543 2.1725 0.7432
0.1123 0.7432 1.7567

0.7951 -0.1313  0.0047
Y = | -0.1313  0.5599 —-0.2285
0.0047 ~0.2285  0.6656

O ganho de realimentacao associado e o valor 6timo da norma H; ao quadrado sdo dados
respectivamente por

, e o _0.2968 ~0.3758 —0.3114
E=—(DD+BY ' B) ' BY A= | _(an0 04053 —0.4007

|H|i2 = 5.2447

igualando os valores obtidos pela solugdo direta da equagao de Riccati.

Caso 2

Aplicando agora o Teorema 3.2, ainda para o sistema nominal, obtém-se a partir do problema
de otimiza¢do nas variaveis X, Y e Z a matriz de ganhos de realimentagao de estados atraveés
de uma parametrizagao que independe explicitamente das matrizes do sistema. Comparando
com o exemplo anterior, verifica-se que esta parametriza¢io, assim como aquela, captura a
solugdo 6tima de Riccati. '

¥ — | 03421 04370
= 104370 0.6076
1.4532 —0.3954 —0.0969 ]

Y= | —03954 1.6427 —0.1199

| —0.0969 —0.1199  1.1991

[ _0.2525 —0.4626 —0.2996 |
| —0.0903 —0.6626 -0.5175 |




5.2. Otimizacdo Hy/H... as

O controlador é dado nos

. u-l_ | ~0.2068 -0.3758 ~0.3114
KE=2Y""=1 02302 -0.4053 -0.4997

¢ o valor 6timo da norma Hsp ao quadrado é
H|2 = 5.2447

A parametrizagao oferecida pelo Teorema 3.2 permite o tratamento de sistemas incertos. Os
resultados abaixo demonstram que o controlador fornece um custo garantido para todas as
matrizes pertencentes ao dominio de incertezas e em particular para os vértices, conforme
grafico da Figura 5.1,

x o | 03414 04749
~ 1 0.4749 0.7365
1.6308 —0.5013 —0.0637 |

Y=| -05013 1.76790 —0.1640

| -0.0637 ~0.1640  1.2261

[ _0.2783 —0.4496 —0.3025 |

Z= | —0.0682 —0.7763 —0.5458 |

O controlador gue estabiliza quadraticamente a planta e o custo garantido sdo dados res-
pectivamente por

s [ 02056 —0.3670 —0.3111
K=2Y""=1 (0330 -05545 ~0.5314

Tr(C'CY + D'DX) = 5.7026

O valor do custo garantido também é um limitante para o quadrado da norma H-, do sistema
nominal em malha fechada || H{|Z = 5.2447.

Caso 3

O mesmo exemplo de otimizagao H; (sistema nominal) é agora tratado pelo Teorema 3.3,
com a fungdo objetivo linear.
As matrizes obtidas que descrevem, também neste caso, a solucio 6tima de Riecati sao

1.4532 -0.3954 -0.0969 -0.2525 -0.0903

-0.3954  1.6427 -0.1199 -0.4627 -0.6626

X =] -0.0969 -0.1199 1.1891 -0.2096 -0.5175
-0.2525 -0.4627 -0.2096 0.3421 0.4370
-0.0903 -0.6626 -0.5175 0.4376  0.6075

1.4532 -0.3954 -0.6969
Y =1 -03954 1.6427 -0.1199
-0.0969 -0.1199  1.1991




5.2, Otimizacio Ha/ Mo 39
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Figura 5.1: Norma H, em malha fechada para cada vértice do politopo de incertezas.

7 —0.2525 —0.4627 —0.2996
| —0.0903 -0.6626 -0.5175

e o controlador, parametrizado de forma independente em relagio 4s matrizes do sistema, é

dado por
K= zy-! = [ —0.2968 —0.3758 --0.3114}

-0.2302 -0.4953 -0.4997

O valor da norma H; ao quadrado dada por Tr(X) reproduz o valor obtido através das
abordagens propostas nos exemplos anteriores e mostra portanto a validade desta parame-
trizacao.

| H iz = 5.2447

A parametrizagio oferecida pelo Teorema 3.3 permite também o tratamento de sistemas
incertos. Os resultados abaixo demonstram que o controlador fornece um custo garantido
para todas as matrizes pertencentes ao dominio de incertezas e em particular para os vértices,
conforme grafico da Figura 5.1.

1.6308 -0.5013 -0.0637 -0.2783 ~0.0682

-0.5013  1.7680 -0.1640 -0.4496 -0.7764

X = | -0.0637 -0.1640  1.2261 -0.3024 -0.5458
—0.2783 —0.4496 -—-0.3024 03414 04749
—0.0682 —-0.7764 -—0.5458 0.4749  0.7364
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1.6308 -0.5013 -0.0637
Y = | -0.5013 1.7680 -0.1640
~0.0637 -0.1640  1.2261

[ _0.2783 —0.4496 —0.3024 ]

Z=1 _0.0682 —0.7764 ~0.5458 |

O controlador que estabiliza quadraticamente a planta e o custo garantide, Tr(X), sio
dados respectivamente por

K=2zy-l= -0.2856 -0.3670 -0.3111
B T | —0.2330 -0.5545 -0.5314

Tr(X) = 5.7026

igualando os valores obtidos no caso anterior, demonstrado que a manipulacio que trans-
forma a funcdo objetivo em uma fungio linear preserva todas as caracteristicas do problema.

Caso 4

O problema de estabilizagdo Ho/H é abordado, com base no Teorema 3.4, considerando-se
o sistema nominal. Além dos dados do sistema, é também considerado o valor de atenuacao
de distidrbios, ¥ = 3. As matrizes que parametrizam o controlador 6timo segundo a norma
prescrita de distirbios v, de forma similar a0 caso da otimizacio H; ja apresentado, e com
a condigdo (3.75) verificada, sdo dadas por

1.6441 0.7014 0.2471
X =1 0.7014 3.5950 1.5895
0.2471 1.5895 2.6152

0.6644 -0.1393  0.0219
Y =1 -0.1393 0.4096 -0.2358
0.0219 -0.2358  0.5236

e o controlador é

-0.3183 -0.4177 -0.3336
S oY) ryr-1 -“lpfy-1a
K=-(DD+BY"B) " BY A= 9360 —0.5665 —0.5681
Comparando os valores de Tr{X) = 7.8543 e o valor real da norma H, ao quadrado do
sistema em matha fechada || H}|2 = 5.3269, verifica-se que o primeiro é portanto, neste caso, o
limitante superior j& esperado. O controlador obtido garante que o valor da || H ||, = 2.4081
do sistema em malha fechada é menor que v = 3.

Caso 5

Agora, ainda para o sistema nominal, trata-se o problema anterior através do Teorema 3.5,
que fornece uma parametrizacao alternativa do ganho K que independe explicitamente das
matrizes do sistema. As matrizes solu¢do que parametrizam o controlador sio
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5 - | 0:3914 0.5006
~ | 0.5006 0.7231

1.7497 —0.5579  0.0013 |

Y = | -0.5579 1.7076 -0.2709
0.0013 -0.2708  1.2767

| _0.3278 —0.4392 —0.3141 |

Z= | —0.0850 —-0.6786 -0.5665

e verificam a condigao (3.87) que garante a validade do resultado. A matriz de ganhos de
realimentacdo de estados associada é

Kezyla= -0.3192 -0.4144 -0.3337
-0.2333 -0.5630 -0.5630

Pode-se verificar que os valores das normas H; ao quadrado e Hy, do sistema em malha

fechada, dadas por {|H||2 = 5.3180 e ||H|lcc = 2.4213, sio inferiores aos seus limitantes

superiores Tr(C'CY + D'DX) = 5.8487 e v = 3, respectivamente. Vale lembrar que, para

este sistema em malha fechada, o valor étimo para o quadrado da norma H; é dado pela

solugao de Riccati, apresentado nos casos 1, 2 e 3, que é ||[H |3 = 5.2447.

Os resultados abaixo demonstram a validade da parametriza¢ido oferecida pelo Teo-
rema 3.5 no tratamento de sistemas incertos com a obtengao de um controlador que fornece
um custo garantido (normas M ao quadrado e H,) para todas as matrizes pertencentes
ao dominio de incertezas e em particular para os vértices, conforme ilustrado na Figura 5.2.
Pode-se observar que a atenuacio de distirbios caracterizado pelo valor da norma M, em
cada vértice é menor que o limitante superior, v = 3, dado.

5 _ | 04327 0.5861
~ | 0.5861 0.9296

2.1483 -0.7201  0.1515 |
Y = | -0.7201  1.8249 —0.3836
0.1515 —0.3836  1.3874

[ —0.4436 —0.3909 —0.3711

Z= | —0.1308 —0.7805 —0.6382 |

O controlador que estabiliza quadraticamente a planta e o custo garantido, Tr(C'CY +
D'DX), sao dados respectivamente por

-0.3207 -0.4136 ~0.3469

— -1 ..
K=2z¥"= -0.2353 -0.6496 -0.6139

Tr(C'CY + D'DX) = 6.7229
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Figura 5.2: Normas H; e Hy, em malha fechada para cada vértice do politopo de incertezas.

Caso 6

O valor étimo da norma H,, em malha fechada, é obtido para o sistema nominal atraves
do problema de otimizac¢do apresentado no Teorema 3.7. A minimizagdo da funcao objetivo
sobre o conjunto K, caracterizado de maneira convexa no Teorema 3.6, fornece as seguintes
matrizes que parametrizam o controlador:

x| 18802 -0.2704
~ | ~0.2704 21319

2.9679 -0.6655 0.2784
W =1 -06655 1.8210 -0.9626
0.2784 ~0.9626  2.3050

7 = —0.8494 —0.3455 -0.4607
T ~0.4167 -0.4623 -1.0561

O controlador 6timo que minimiza a norma H,, é dado por

- -1 _ | =0.3681 ~0.5215 -0.3732
K=2W" = {—0.2347 -~0.7275 -0.7337

{ valor minimo da norma H,. é
HH |loo = 2.0190
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A minimizagao da porma H, do sistema em malha fechada, produzida pelo controlador
acima, conduz por outro lado a um menor desempenho em termos do quadrado da norma
Ho (J|H||2 = 6.0685) em relaciio aos casos anteriores.

A parametrizagao oferecida pelo Teorema 3.7 permite também o tratamento de sistemas
incertos. Os resultados abaixo demonstram que o controlador fornece um limitante da norma
H. para todas as matrizes pertencentes ao dominio de incertezas e em particular para os
vértices, conforme mostra a Figura 5.3.

| 1.2966 0.4338
~ | 0.4338 1.9648

3.5616 -0.6984  0.3336
W =1 —0.6984 1.9533 -1.0722
0.3336 -1.0722 2.6152

7= -0.9780 -0.3027 -0.5939
~ | —0.6144 -0.5811 -1.1950

O controlador que estabiliza quadraticamente a planta, minimizando o limitante /¢ da
norma Mo, do sistema para quaisquer valores dos pardmetros incertos é dado por

K= ~0.3337 —0.4846 —0.3832
~ 1 —0.2596 -0.8030 —0.7534

e o custo garantido é

VE = 2.2392

Caso 7

Discute-se o problema abordado no Caso 5, agora com uma funcio objetivo linear e a mesma
parametrizagio do controlador que independe explicitamente das matrizes do sistema, sobre
0 mesmo conjunto convexo tratado no Teorema 3.6. As matrizes que parametrizam a solugio
de atenuacio prescrita (v = 3) so

5 — | 0:3915 0.5006
= | 0.5006 0.7231

1.7497 -0.5579  0.0013
W= ~05579 1.7076 -0.2709
0.0013 -0.2709  1.2767

2 [m0.3278 ~0.4392 ——9.3142]

I

-0.0949 ~0.6786 —0.5665

1.7497 -0.5579  0.0013 -0.3278 —0.0949

~0.3579  1.7076 -0.2709 -0.4392 -0.6786

V= 0.0013 -0.2709 1.2767 -—0.3142 -0.5665
~0.3278 -0.4392 -0.3142 0.3915  0.5006
-0.0949 --0.6786 —0.5665 0.5006 0.7231
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Figura 5.3: Norma H,, em malha fechada para cada vértice do politopo de incertezas.

A matriz de ganhos de realimentagéo de estados associado é dado por

_ -1 _ | —0.3192 -0.4144 -0.3337
K=2W= = ~0.2333 -0.5629 -0.5629

fornecendo como limitante superior e valor exato da norma Hy ao quadrado, Tr(V) = 5.8487

e |H||? = 5.3180, respectivamente. O valor da norma Hy € [[Hllcoc = 2.4213. Pode-se

constatar que os resultados da aplicacio do Teorema 3.8 reproduzem os obtidos com a

aplicacdo do Teorema 3.5, apresentados no Caso 5.

O tratamento de sistemas incertos, pela parametrizacio oferecida no Teorema 3.8 fornece
os resultados abaixo. O controlador fornece um custo garantido para todas as matrizes
pertencentes ao dominio de incertezas e em particular para os vértices, conforme gréfico da
Figura 5.2. Além disso a norma H, permanece sempre menor que v = 3.

¥ _ | 04327 0.5861
~ | 0.5861 0.9296

2.1483 -0.7201  0.1515

W =1 -0.7201 1.8249 -0.3836
0.1515 -0.3836 1.3874

Z

—0.4436 —-0.3909 -0.3711
—-0.1308 —-0.7805 ~0.6382




5.2, Otimizagéo Hy/Hu 45

2.1483 -~0.7201  0.1515 -0.4436 -0.1308

~0.7201  1.8249 -0.3836 -0.3909 —0.7805

V= 0.1515 -0.3836  1.3874 -0.37v11 -0.6382
~0.4436 -0.3909 -0.3711 0.4327 0.5861
—0.1308 ~0.7805 -0.6382  0.5%61  0.9296

O controlador que estabiliza quadraticamente a planta e o limitante superior da norma H;
ao quadrado do sistema em malha fechada, Tr(V'), sdo dados respectivamente por

w1 | —0.3207 ~0.4136 ~0.3469
K=2W" =1 02353 06496 -0.6139
Tr(V) = 6.7229

Otimizagao Hy/H: Helicéptero

Considere agora o exemplo do problema de controle de véo de uma aeronave do tipo VIOL
(do inglés, vertical takeoff and landing), apresentado em [26], [43]. A dindmica da aeronave
VTOL, neste caso um helicoptero, no plano vertical, é dada pela equagio diferencial

= Az + Bu

onde A € R¥, B ¢ R¥*2 2 ¢ #* é o vetor de estados e u € R? é o vetor de controle. As
componentes do vetor de estados e do vetor de controle sao:

zy : velocidade horizontal [nds],

zz : velocidade vertical [nos],

z3 : taxa de variacdo do angulo de pitch [graus/s],
z4 @ angulo de pitch [graus,

uy : Aangulo de pitch coletivo,

up : angulo de pitch ciclico longitudinal.

Essencialmente, o controle do movimento longitudinal do helicéptero é feito através da
variagdo do angulo de pitch (dngulo de atagque em relagdo ao ar) das pas da hélice. A
componente ¥; do vetor de controles altera o dngulo de ataque de todas as pas da hélice,
simultaneamente e no mesmo montante, produzindo a ascensao. Portanto, esta componente
¢ usada principalmente no controle do movimento vertical do helicéptero.

Por outro lado, a componente u; do vetor de controles altera o angulo de atague de
cada pa no movimento de rotagdo. Devido a esta inclinacio, o movimento do helicéptero
ganha uma componente na dire¢do horizontal, produzindeo entdo um deslocamento nao sé
para cima ou para baixo mas também para frente.

A Figura 5.4 apresenta esquematicamente as varidveis envolvidas no problema de controle
do movimento longitudinal do helicéptero.
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eixo vertical

eixo ref. da fuselagem
/ ;e

/& + eixo do rotor

rS

sl
v
y]h
z
Figura 5.4: Helicéptero.
Legenda:
8 : Angulo de pitch da fuselagem,
6 : Angulo de inclinagio do rotor,

v : Velocidade horizontal,

z, v : Eixos de referéncia no plano vertical.
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Em condigbes tipicas de carga e véo, & velocidade do vento de 135 nds, o modelo lineari-
zado e discretizado com T = 0.2 s, considerando um segurador de ordem zero, é dado pelas
seguintes matrizes:

0.9927 0.0048 -0.0053 -0.0931
0.0082 0.8154 ~0.0717 -~0.7351
0.0191 0.0627  0.8924  0.2398
0.0019 0.0066 0.1882 1.0254

6.0912 0.0302
0.6690 -1.3961
-1.0145  0.7951
—0.1042  0.0827

Os elementos das trés primeiras linhas das matrizes A e B, sofrem variagOes significativas
em funcdo da velocidade do vento. Nos casos a serem discutidos, considerar-se-d40 apenas
os valores nominais colocados nas matrizes A e By acima apresentadas. Sejam também

By = 1544 , Cﬂ[hm] N D’—'[Oug]

By =

O2x4 | S

Os controladores por realimentagdo de estados a serem obtidos sao baseados nas normas Hp
e Hy da fungdo de transferéncia de w para y, como discutido no capitulo 3.

Caso 1

Usando o Teorema 3.3 obtém-se as seguintes matrizes que parametrizam o controlador étimo
centralizado que minimiza o critério quadritico Hy:

[ 8.8943 0.6487  2.2029  3.3869 -0.7956 —2.3092 ]
0.6487 1.5964 0.1608 0.7456 0.6182  0.3083
2.2929 0.1608 6.6371 -2.5235 0.7702  0.8462
3.3869 0.7456 -2.5235 53354 0.9657 -2.2236

-0.7956 0.6182 0.7702  0.9657 1.8184  0.0925
| —2.3092 0.3083  0.8462 -2.2236 0.0925  1.3296

| 8.8043 0.6487  2.2929  3.3869 ]
Y = 0.6487 1.5963  0.1608  0.7456
2.2929 0.1608  6.6370 —2.5235
| 3.3869 0.7456 -2.5235  5.3353 |
7 | —0.7956 0.6182 0.7702  0.9657
—2.3092 0.3083 0.8462 —2.2236

O controlador associado é dado por

—0.5691 0.1789 0.6157  0.8085

K=2Zy 1=
[ —0.1693 0.4197 0.0438 -—0.3473

e a norma H; ao quadrado vale ||H |2 = 25.6112. A Figura 5.5 mostra a evolugao dos estados
do sistema em malha fechada com ganho descentralizado, para entrada nula, partindo da

condigao inicial zo = [ 0.8 0.9 0.7 1.1 ]'.
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Figura 5.5: Evolugio dos estados do sistema para uma dada condigio inicial {Caso 1 —
controle H, com ganho centralizado).

Caso 2

Agora, o mesmo problema de minimiza¢io do eritério quadratico H; € tratado ainda com
o Teorema 3.3, porém com o controlador sujeito a uma restricio de descentralizagdo!, cuja
estrutura é do tipo

khn 0 0 O

K=
0 kyz kaz Ky
obtendo-se

[ 106.9439 0 0 ¢ 0.6014 0

0 48.0191 -0.3981 14.6827 0 —11.5932

¥ = 0 -0.3981 22.5213 -5.4509 0 —3.9838

- ] 14.6827 —5.4509 6.9660 0 —4.4888

0.6014 0 0 0 §.0048 g
X 0 —-11.5032 —3.9838 —4.4888 0 6.5438 |

1Uma condigio suficiente para a imposicio de uma estrutura descentralizada para o ganho K ¢é obtida
simplesmente retirando-se do procedimento de otimizagio alguns elementos das matrizes Z e Y, de maneira
P £
a forcar K = ZY " a ser bloco diagonal.
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106.9425 0 0 0
0 48.0177 -0.3981 14.6827
0 -0.3981 225199 -5.4509
0 146827 -5.4509  6.9646

7 - | 06014 0 0 0
- 0 -11.5932 -3.9838 -—4.4888

Y =

O controlador descentralizado associado é dado por

o1 | 0.0056 0 0 0
k=23 —[ 0 0.2351 ~0.5536 —1.5733

O custo garantido Hs dado por Tr(X) = 190.9989 é um limitante superior para o valor
quadritico real da norma do sistema em malha fechada || H||Z = 78.3161.
A Figura 5.6 mostra a evolugao dos estados do sistema em malha fechada com ganho des-

centralizado, para entrada nula, partindo da condi¢do inicial ¢ = [ 0.8 09 0.7 11 ],.

3.5 T T T T T T ¥

Amplitude

0 5 W 15 20 25 30 35 40

Tempo {amostras)

Figura 5.6: Evolugdo dos estados do sistema para uma dada condi¢io inicial (Caso 2 —
controle Hy com ganho descentralizado).

Comparando a evolugio no tempo para o sistema realimentado nota-se que, no controle
descentralizado, alguns estados atingem valores mais elevados do que no caso centralizado,
embora a otimizacio da norma H; assegure um tempo de estabilizagio de mesma ordem
(cerca de 20 instantes de tempo) nos dois casos.
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Caso 3

Trata-se entdo o problema de atenuacdo maxima de distirbios. Usando o Teorema 3.7,
obtém-se as seguintes matrizes que fornecem o valor 6timo para a norma Ho, do sistema
em malha fechada:

X:[ 51.7973 —17,1199}
~17.1199 —44.4193
57854 —1.8794 -—4.3020  7.1962
—1.8794  75.5600 —24.2020  2.1213
~4.3020 —24.2020  65.2551 ~10.1623
71962  2.1213 -10.1623  12.2280

W=

7 = —-4.8962 2.9325 31.6308  3.4930
~ | —5.5454 30.8080 -2.5200 -—4.4148

O controlador étimo de realimentacio de estados que minimiza a norma H. é dado por

P [ —5.2359 0.0462 0.7808 4.9079]

-1.1935 0.3948 0.0823 0.3412

O valor 6timo da norma H é
1H 1o = 10.4143

O mesmo resultado é obtido em [37], usando um algoritmo de planos de corte.
A Figura 5.7 mostra a evolucdo dos estados do sistema em malha fechada com ganho

f
centralizado, para entrada nula, partindo da condigdo inicial zp = [ 0.8 09 07 111.

Caso 4

Considerando entdo um controlador com a estrutura descentralizada anteriormente definida,
obtém-se para o mesmo problema de maxima rejeicao

7.5926 0
X“{ 0 122.4816]
10.4648 0 0 0
W= 0 6727176 ~403.4438  90.6644
- 0 —403.4438  308.7966 —36.5784
0 90.6644 —36.5784  18.6382
7 —8.9137 0 0 0
- 0 175.9193 —172.9802 1.9960

O controlador com a estrutura descentralizada particular € dado por

[ — { —0.8518 0 0 0 ]

0 03125 -0.4160 -2.2295
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Figura 5.7: Evolucio dos estados do sistema para uma dada condi¢do inicial {Caso 3 —
controle H,, com ganho centralizado).

e fornece V6 = 33.9859 que é um custo garantido para o valor real da norma H, do sistema
em malha fechada dado por {|H| = 31.1172. Note que a imposigio de uma estrutura
particular ao ganho K forca o valor da norma H, a aumentar, introduzindo também uma
diferenca entre o limitante v/ e o valor real da norma.

A Figura 5.8 mostra a evolugio dos estados do sistema em malha fechada com ganho des;—
centralizado, para entrada nula, partindo da condigao inicial zg = [ 0.8 09 07 11 ] .

Nota-se neste caso um comportamento dindmico bastante degradado com a estrutura
descentralizada; em geral, a otimizagic H., estd sujeita a tempos de estabilizacao maio-
res (por nio se ocupar da integral quadrética da saida), mas para o controle centralizado
(Caso 3) o resultado obtido acabou se aproximando bastante do obtido com controle cen-
tralizado Hy (veja Figura 5.5).

Caso b

O problema de controle misto H/H ., é agora tratado, ainda para o mesmo sistema, com
base no Teorema 3.8, considerando um controlador centralizado e rejeicado minima de per-
turbagdes fixada em 4 = 12.0. As matrizes que parametrizam o controlador centralizado
que garante a norma My, do sistema em malha fechada menor que 12.0 sdo

- | 67337 10319
= | 1.0319 2.9558
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Figura 5.8: Evolugio dos estados do sistema para uma dada condi¢do inicial (Caso 4 —
controle H,, com ganho descentralizado).

7.7770
0.4207
—~0.2432
7.06160

W =

0.4207
2.4646
~1.0112
1.4427

—1.4386 1.2851

A

77770 0.4207
0.4207  2.4646
~0.2432 —1.0112
7.0160  1.4427
~1.4386  1.2851

| —4.2457  0.5333

e o controlador associado é dado por

K=ZW™!=

—4.2457 0.5333

-0.2432
-1.0112
19.1096
~6.6679
2.7490
2.2935

-1.5704 0.1586 0.6729
—0.4004 0.4225 0.0730

-0.2432  7.0160
-~1.0112  1.4427
19.1096 —6.6679
~-6.6679 10.8670

2.7490  1.5622
22935 -4.6876

7.0160 —1.4386
1.4427  1.2851
-6.6679  2.7490
10.8670  1.5622
1.5622  6.7337
-4.6876  1.0319

—4.2457
0.5333
2.2935

—4.6876
1.0319
2.9558

1.5495
~0.1842

O custo garantido H, é dado por Tr(V) = 49.9077 e os valores reais das normas Hy ao
quadrado € Moo, || H||2 = 33.1084 e ||H||oo = 11.7298 respectivamente, sio menores que 0s

seus limitantes.
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A Figura 5.9 mostra a evolugdo dos estados do sistema em malha fechada com ganho

centralizado, para entrada nula, partindo da condigho inicial z¢ = { 0.8 0.9 07 11 }

Amplitude

3.5

H

5 10 15 20 25 30 35

49
Tempo (amostras)

Figura 5.9: Evolugio dos estados do sistema para uma dada condigio inicial (Caso 5 -~
controle misto Hz /Mo com ganho centralizado).

Caso 6

Usando o Teorema 3.8, ainda para o mesmo problema, com valor de rejeicdo de distirbios
~v = 35.0 e um controlador restrito & estrutura particular anteriormente colocada, obtém-se
o custo garantido T'r(V) = 1026.7753 que é um limitante para o valor real da norma H; ao
quadrado do sistema realimentado, |H}|Z = 112.1456. O valor real da norma H,, do sistema
em malha fechada, |H{|cc = 31.8735, mostra que o v dado é também um custo garantido.
As matrizes solugdo que permitem obter estes custos garantidos sao dadas por

8.2605 0
X = { 0 111.2482 ]
10.6629 0 0 0
W= 0 601.0004 -352.9773  86.9712
- 0 -—352.9773 276.3303 -33.5770
0 86.9712 -33.5770  19.2720

|

—-9.3852 6 0 0
0 148.0078 -—155.1457 0.0472
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[ 10.6629 0 0 0 -95.3852 07
0 601.0005 -352.9773 86.9712 0 148.0078
V= 0 -352.9773 276.3303 -33.5770 0 ~155.1457
0 86.9712 —-33.5770 19.2729 0 0.0472
—9.3852 0 0 0 8.2605 0
X 0  148.0078 —155.1457 0.0472 0 111.2482 |

e o controlador por

K=ZW-1l=

~0.8802 0 0 0
0 0.1975 -0.5292 -1.8107

A Figura 5.10 mosira a evolugao dos estados do sistema em malha fechada com ganho des’-
centralizado, para entrada nula, partindo da condigdo inicial 2 = [ 0.8 0.9 0.7 1.1 ] .

35 7 ; T T T 1 T

Amplitude

Tempo {amostras)

Figura 5.10: Evolugio dos estados do sistema para uma dada condigio inicial (Caso 6 —
controle misto Hy /M., com ganho descentralizado).

Novamente verifica-se uma degradacio na evolu¢io dos estados quando a estrutura des-
centralizada é imposta. Nota-se também que a otimizacao mista Hz/H permite a obtengéo
de comportamentos intermedidrios entre o étimo H; e o 6timo H.

Esses 6 casos diferentes estudados fornecem instrumentos para que o projetista possa
escolher entre realimentar ou ndo um dado estado, otimizar um critério quadratico (norma
H2), rejeitar a0 méximo (isto é, otimizar a norma H) as perturbagbes ou preferir um
compromisso entre a norma Hy e a norma H,, (controle misto Hy/Ho ).
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5.3 Alocagao em coroa circular

Exemplo 5.3.1

Considere o sistema discreto caracterizado pelas matrizes 4 ¢ B, e a coroa circular descrita
pelos raios pi, € pes.

Pin = 0.30 , pez = 0.50

—0.7616  0.6381 -0.1885 -1.7087 -0.6020 -0.7004

A= 1.4740  0.2547 -1.0327 0.0699 B= —1.5620 ~0.8262
0.8530 -0.6834 -0.9239 -1.3773 {~° —(.3880  1.1324

0.7223  0.8145  2.7267 -0.1728 0.6543 ~0.2330

A matriz W, e suas submatrizes W) e Wy, obtidas do problema de otimizagio descrito na
pagina 35 sao

0.3241 -0.2244 -0.3493 -0.2941 0.9806 -0.6312 ]
—~0.2244  3.1491 -0.8861 0.3276 0.3849  1.7563
~0.3493 ~0.8861  0.8313 0.2821 -1.5189 0.2331
-0.2941 0.3279 0.2821 0.2901 -0.8964 0.6155

0.9806 0.3849 -1.5186 -0.8964 3.5222 -1.4796

L —0.6312 1.7563  0.2331 0.6155 -—1.4796  1.9722

O ganho de realimentagio de estados que aloca os pélos na coroa circular desejada é

_ | —=0.1476 -0.0350 -1.2543 -1.9805
7] -0.2422  1.5380  2.6443 -2.4345

W=

K

O médulo dos pdlos do sistema em malha aberta e em malha fechada é dado respectivamente
por,d e d;

2.3859 0.5000

2.3859 0.5000
d = B d} _

2.2030 0.5000

1.6020 (.5000

A Figura 5.11 mostra o resultado da alocagao.

Exemplo 5.3.2

Considere o sistema discreto caracterizado pelas matrizes A e B, e a coroa circular descrita
pelos raios pi, € Peg.

pin = 0.99 , pe; = 1.01

[ ~1.3378 -1.3320  0.5300 0.8371 -2.5103  0.4349  0.4985
0.8703 -1.2012 1.2174 -0.3679 1.3834 1.3892 -1.5371
0.4497  1.9581 -—1.6397 0.5706 G.3831  1.2663 —0.5934

A= -27072 -1.1122 -0.9939 1.7581 -0.4836 1.7831  0.8536
0.3392 0.0658 0.3095 1.0221 -0.5268 -0.7252 -0.1861

~0.1678  0.0021 -1.0279 -1.3112 0.4516 0.6381  0.2052

| —1.4067  1.0911 -0.7399 -0.4136 10435 0.8896 -0.0095
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0.1758
—0.0616
-0.0067

0.0550

0.0406

0.0421

0.1308

0.0519

0.0074

0.0175

~0.0616

0.0656

0.0264
~0.0073
—0.0160

0.0240
—0.0172
—0.0057
~{.0255
—0.0245

0.8034
-(.6951
~0.3908

0.9290
—1.5525
-0.3911

0.2503

—0.0067
0.0264
0.0641

-0.0605

~0.0325
0.0460
0.0633

—0.0433
0.0368
0.0147

0.0634
0.5468
2.2649
1.0487
-0.0211
~0.8066
1.4135

6.0550
-0.0073
-0.0605

0.1640

0.0743
~0.0006
—0.0030

0.0876
—0.1033
—0.0360

i3]

0.1022
~2.4172
—0.3514

3.2011
—0.2452

0.0752

0.7157

0.0406
—0.0160
—0.0325
0.0743
0.0514
—0.0005
0.0278
0.0397
—0.0371
—0.0195
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real

0.0421 -

0.0240
0.0460
-0.0006
—6.0005
0.0837
0.1264
—0.0186
0.0005
~(.0118

A matriz W, e suas submatrizes W, e Wy, obtidas do problema de otimizacao

0.1308
~0.0172
0.0633
—0.0030
0.0278
0.1264
(.3854
~0.0318
0.0574
—0.0469

Figura 5.11: Resultado da alocagao de pélos para o sistema do Ezxemplo 5.3.1. Polos originais
dados por '0’ e alocados com a matriz K denotados
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0.0519  0.0074  0.0175 ]
-0.0057 -0.0255 -0.0245
-0.0433  0.0368  0.0147

0.0876 -0.1033 -0.0360

0.0397 -0.0371 -0.0185
-0.0186  0.0005 -0.0118
-0.03i18  0.0574 -0.0469

0.0783 -0.0543 -0.0150
-0.0543  0.0872  (.0285
-~0.0150  0.0285  0.0480

O ganho de realimentacao de estados que aloca os pélos na coroa circular desejada ¢é

0.7501  1.0179 -0.2796  (0.2269 -0.0119 -0.7307 -0.0033
K =] 0.0800 -0.2874 0.2343 -0.6006 0.0428 -0.3564 0.1797
0.1237 —-0.7231 0.8639 -~-0.0051 0.0531 0.0806 -0.3715

O médulo dos pdlos do sistema em malha aberta e em malha fechada é dado respectivamente
por,d e dy

[ 2.657 [ 1.010
2.657 1.009
3.028 1.009
d=1 15321 ,d;=| 1.009
1.662 1.009
1.662 1.010

| 0.455 | | 1.010

A Tigura 5.12 mostra o resultado da alocagao.

5.4 Aplicacido em cédigos convolucionais

Neste exemplo a metodologia de alocagio de pdlos numa coroa circular através da matriz de
ganho de realimentacgio de estados serd aplicada a um sistema discreto linear que descreve
o comportamento estdtico de um codificador convolucional [39].

A motivacio para este exemplo é a de usar a realimentagio de estados em codificado-
res convolucionais como uma forma de analisar suas propriedades estruturais. Para tal,
emprega-se uma fungao de realimentacio de estados do codificador convolucional com o ob-
jetivo de alterar convenientemente a estrutura da trelica do codificador original, de modo a
realizar a cifragem da informacio a ser transmitida bem como a corregao de erros. Estes ob-
jetivos sao alcangados através da alocagio dos polos do codificador convolucional em regices
apropriadas do circulo de raio unitario que podem ser especificadas por exemplo como uma
coroa circular de raios interno p;, e externo p.;.

Em [5], mostra-se que para valores especificos do ganho de realimentagao K, obtido via
método do lugar das raizes, os pélos de um codificador convolucional inicialmente situados
préximos 3 origem do circulo de raio unitdrio {codificador estdvel) passam a estar localizados
préximos 3 circunferéncia de raio unitario (codificador instdvel). Como conseqiiéncia, certas
transigdes na trelica deixam de existir ou os pesos de Hamming das palavras-cédigo ramo séo
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Figura 5.12: Resultado da alocacdo de pdlos para o sistema do Ezemplo 5.3.2. Pélos originais
dados por 'o’ e alocados com a matriz K denotados ™*.

menores, alterando as caracteristicas do codificador. Este resultado conduz a uma proposta
de um sistema criptogréafico convencional cuja chave passa a ser o ganho K.

O codificador convolucional consiste de registros de deslocamentos, somadores modulo
2 e de um serializador para justapor as saidas paralelas e a sua representagao pode ser
vista na Figura 5.13. Assim, um codificador é especificado através da tripla (n,k, m) onde
n denota o comprimento do rétulo associado a cada transigio (palavra-cédigo ramo), &
denota o comprimento dos digitos de informagao a serem codificados, e m denota o nimero
de memorias.

Além desta, o codificador convolucional pode ser representado por um diagrama de esta-
dos, ou por uma treliga, ou por um diagrama de estados particionado. Estas representagoes
sfo utilizadas de acordo com o objetivo a ser alcangado. Por exemplo, a representacio
por uma trelica fornece o comportamento dinamico e estrutural do codificador, enquanto
que a representacdo por um diagrama de estados particionado fornece o comportamento
“ostatico”. F este aspecto que é utilizado no modelamento do codificador como sendo um
sistema linear discreto podendo ser invariante ou variante no tempo. Consegiientemente, o
codificador pode ser caracterizado como sendo um sistema descrito pelas equacdes de estado
e de saida, ou seja,

Tpt1 = Azp+ Buy

vy = Cay (5-1)

onde z; denota o estado do sistema no instante k, A é a matriz de transicio entre os estados
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registro de
deslocamento

)

+

Figura 5.13: Codificador convolucional.

intermediarios, B é a matriz entrada consistindo das transi¢bes entre o estado zero e os
estados intermediarios, e C é a matriz de saida consistindo das transicdes entre os estados
intermediarios e o estado zero, e y; € a sajda.

A conseqiiéncia desta caracterizacio permite fazer uso de técnicas e conceitos da teoria de
controle no sentido de andlise de estabilidade e classificagao do codificador como controlivel
e/ou observivel [5]. No caso do codificador ser controlavel, é possivel aplicar um ganho K
de modo a alterar a localizacdo dos pdlos. O processo usado para a alteragio dos pélos
estabelece um procedimento de classificacdo dos codificadores como estdveis ou instaveis ou,
equivalentemente, coédigos com boa capacidade de corregzo de erros e cédigos catastroficos.

Todavia, para se alcangar a eficiéncia de obten¢fo de bons cédigos para aplicacoes em
codificacio de canal bem como para cifragem necessitamos utilizar uma técnica de controle
em malha fechada atuando na dindmica dos estados. A Figura 5.14, ilustra o processo de
realimentagdo a ser empregado.

O controle a ser utilizado é do tipo uy = Kz,. Substituindo uz em (5.1), o sistema em
malha fechada é entao

Thyl = (A%—BK)Z‘,Q (52)

A matriz B pode conter mais de uma coluna o que facilita a alocacdo desejada. Isto im-
plica que mais de uma fungao de realimentacio de estados estard influenciando na dindmica
do novo codificador, ou seja, a trelica associada a este novo codificador sera diferente em
termos de transi¢des entre estados e também dos valores dos pesos de Hamming das palavras-
codigo ramo.
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(1)

)

2

Figura 5.14: Codificador com realimentacao.

Exemplo 5.4.1

Para ilustragao dos objetivos da discussao acima, considere-se o codificador convolucional
(4,3,1). A matriz transicdo de estados intermediarios e de entrada sdo dadas por

p?* p? p°® p* p* p* Df
D* DY D* D?* D° p* D?
D D? p* p* p* pY pf
A=|D* p' pP pt pt p? Dt
D' D* p* D' p' D DY
Dt pt pt D p? D DI
D' pt p* p' p* p* p?

D? D*?
D? p?
D* pt
B=| D* D?
D pt
D* D
Dt p?

onde a I’ é uma medida da divergéncia entre dois bits de uma seqiiéncia codificada, de acordo
com o canal utilizado (por exemplo BSC). Considerande D = 0.1 e usando o algoritmo de
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alocacao numa coroa circular de raios p,, = 0.99 ¢ p, = 1.01, obtéem-se
K= ~23.6328 42,4144 -50.9923  114.1282 -56.7700 49,6339 38798
L E 88.9927 ~76.8227  60.4852 —124.7603 379.9015 -—-363.2387 -—19.8880

Para a implementagao do cifrador, os valores devem se restringir a um campo determi-
nado pelo valor de D. Assim, mediante uma aproximacao adequada, obtemos o correspon-
dente ganho A. = MK, onde M é uma matriz diagonal com elementos uniformizadores de
cada linha.

Kc:{—p D -D 1 -D D DQ]
D -D D -D 1 -1 -D?

A matriz alocada A, obtida a partir do ganho de realimentagao de estados K, (apos os
arredondamentos que forem necessarios) é entao dada por

D2 D2‘ D{} D2 D? D3 D2

DZ D4 D? D2 DU D3 D?

_D3 D? D2 D? D? DO D2

As=| D* DD* D D D

p[-p*|p* D D[-D] D

p p p|-p*[D][-p] D
D[]

D D p? -D| D?

e a matriz A original é facilmente obtida de A = A, — BA ., na recepgao.

Os elementos da matriz A, ressaltados indicam alteracOes nos pesos de Hamming das
palavras-cédigo ramo bem como na orienta¢io implicando na n#o existéncia de transigdes
entre estados. A conseqiiéncia sé da diminuicao dos pesos de Hamming conduz a cédigos
com poder de corregio de erros menor do que o original. A Figura 5.15 mestra o resultado
da alocacao.

Note que as aproximacoes necessarias para restringir os valores reais ao campo de tra-
balho (poténcias de D) praticamente levam os pdlos aos seus valores originais.

5.5 Conclusao

Neste capitulo foram apresentados exemplos que ilustram a alocagdo de pdlos via analise
convexa, baseada nos resultados do capitulo 3 e 4.

Para ilustrar os resultados do capitulo 3, relativos & otimizagao Hy /M, dois exemplos
foram apresentados. O primeiro deles, gerado randomicamente, foi abordado exanstivamente
por todos os procedimentos de otimizagdo apresentados ao longo do capitulo. O segundo
exemplo, um sistema real, foi tratado apenas com os Teoremas 3.3, 3.7 e 3.8.

Em relagio ao método para aloca¢io em uma coroa circular, os polos do sistema em
malha fechada atestam a validade da proposta de alocagdo baseada no problema de oti-
mizacdo equivalente. Os valores dos raios interno e externo foram variados de acordo com
a precisdo desejada e os autovalores do sistema em malha fechada sempre ficam na regiao
definida. Podem, entretanto, surgir dificuldades na obtengédo da solugdo quando a dimensédo
do sisterna aumenta, gerando problemas mal condicionados, '



Capitulo 6

Conclusao Geral

Neste trabalho procurou-se discutir a obtengdo de controladores via realimentagao de es-
tados, para sistemas lineares discretos e invariantes no tempo, tendo como critério de de-
sempenho as normas My e He, através de problemas de otimizagao descritos em termos de
desigualdades matriciais lineares.

Através dessa mesma abordagem, mostra-se que € possivel fazer a alocacao de polos em
subregides do plano complexo. Em particular, estudou-se a alocagdo no interior de uma
coroa circular, problema que possibilitou wma aplicagio na 4rea de criptografia em cédigos
convolucionais [39].

Partindo de condicdes conhecidas na literatura que relacionam as normas Hz e He
com desigualdades matriciais, mostrou-se que apés algumas manipulagdes algébricas e/ou
mudancas de varidveis é possivel obter um ganho de realimentagao de estados com ca-
racteristicas de otimalidade através de problemas convexos descritos em termos de desi-
gualdades matriciais lineares (LMIs), que podem ser resolvidos de maneira eficaz através de
algoritmos de complexidade polinomial. Em particular, foram apresentadas parametrizagoes
em termos de LMIs afins em relagio a todas as matrizes envolvidas, com a expressio do
ganho independente explicitamente das matrizes do sistema, permitindo assim a extensdo
imediata para o caso incerto [32], [40].

A seguir, demonstrou-se como a alocagio de pélos pode ser obtida, de forma alternativa
aos métodos clissicos, através de um problema de otimizagao convexa onde as restricdes s3o
equivalentes a inequagdes discretas de Lyapunov modificadas. Apesar de ter sido tratado
apenas o caso de alocacio numa coroa circular, considerando sistemas lineares discretos
invariantes no tempo e precisamente conhecidos, ficou claro que um procedimento similar
pode ser usado de maneira mais ampla (alocagzo de pdlos em qualquer regido do plano
complexo) desde que o conjunto de restri¢des que descrevem a regido de alocagio defina um
espaco paramétrico convexo.

Uma possivel diregio de aprofundamento sugerida seria a extensao da formulagéo con-
vexa em termos de LMIs apresentada para tratar o caso de estabilizagao H,, Ho e misto
H,/Ho, através de realimentacao dinamica de saida, tanto para sistemas precisamente co-
nhecidos quanto para sistemnas incertos descritos por matrizes pertencentes a dominios po-
liedrais convexos. Outra vertente seria o estudo de incertezas nos controladores.

Poderiam eventualmente ser tratados problemas de: controle Hy, com parametros nao-
lineares ajustdveis em sistemas “descriptor”; dominio de estabilidade em sistemas lineares;
controle robusto multi-objetivo; funcdes de Lyapunov com pardmetros dependentes. etc.
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