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Resumo

Esta tese apresenta contribuigoes aos esquemas de modulagao codificada para os
codigos de treliga sobre particoes de reticulados. Uma das principais contribuicoes
¢ a construgao dos codigos de trelica sobre novas particoes de reticulados e também
em cadeias de partigoes. Para otimizar a procura dos codigos de treliga 6timos,
é construido um algoritmo de procura. E proposta uma classe de equivaléncia
utilizada para excluir as matrizes geradoras de cédigos equivalentes, sendo que
esta classe de equivaléncia quando aplicada ao algoritmo de procura dos codigos
de trelica 6timos diminui a quantidade de matrizes geradoras a ser investigada.
Apresentam-se, varios exemplos de codigos de trelica sobre reticulados quociente
nos espacos bi-dimensional, tridimensional e tetra-dimensional com satisfatérios

ganhos de codificacao e menor energia média das constelagoes de sinais.

Palavras-chave: Teoria da Codificacao; Cédigos de Trelica; TCM; Cdodigos Cor-

retores de Erros e Reticulados; Particao de Reticulados.
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Abstract

This thesis presents some contributions to the coded modulation schemes for the
trellis codes based on lattices partitioning. One of the main contributions is
the construction of the trellis codes based on novel lattices partitioning and also
on chains partitioning. In order to optimize the search for the optimum trellis
codes, a search algorithm was proposed. An equivalence class is proposed to
exclude the generator matrix of equivalent codes. This equivalence class, when
applied to the search algorithm for optimum trellis codes, reduces quite strongly
the number of generator matrices to be investigated. Several examples of trellis
codes on lattices quotient are shown in bi-dimensional, three-dimensional and
tetra-dimensional spaces with satisfactory coding gain and lower average energy
of the signal constellations.

Key-words: Coding theory; Trellis code; TCM; Error-correcting code and lattices;

Lattices partitioning.
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Capitulo

Introducao

1.1 Motivacao

As relagoes existentes entre os sistemas de comunicacao e a geometria foram iniciadas por
Shannon, em 1948, através do teorema de codificagao de canais, onde um conjunto de sinais é
utilizado de forma adequada a teoria de codificacao de canais e cada sinal é representado por
um ponto no espaco Euclidiano R™. O método de expressar um conjunto de palavras-codigo é
associado ao problema geométrico de representar pontos regularmente uniformes em regioes
de um subespaco do R", onde figuras geométricas uniformes representam os reticulados.
Estes reticulados constituem uma ferramenta importante na teoria da codificacao, tanto
para codigos de bloco quanto para cdédigos de trelica, [5].

No trabalho de Ungerboeck [26], os processos de codificagao e modulagao foram tratados
simultaneamente. Muitos pesquisadores colaboraram na estruturacao dessa nova linha de
pesquisa, dentre eles, Conway e Sloane [5], Calderbank [3] e Forney [7] e o préprio Ungerboeck,
[27].

A pesquisa em modulagao codificada é atualmente dividida em dois grandes grupos: TCM
(Trellis Code Modulation) e BCM (Block Code Modulation). No primeiro grupo os codifi-
cadores geram cédigos convolucionais, os quais foram utilizados por Ungerboeck na repre-
sentacao dos codigos por trelica. No outro grupo os codificadores geram codigos de bloco.

Os codigos de trelica dos esquemas de codificagao aqui propostos sao utilizados para
codificar seqiiéncias de dados representados por vetores sobre um alfabeto dado por um
anel A, onde um codificador convolucional mapeia uma constelacao de sinais fixa no espago
Euclidiano. As entradas do codificador sao seqiiéncias do alfabeto do anel e as saidas sao

pontos de uma constelacao de sinais dada por um reticulado quociente, o qual é obtido do
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quociente de um reticulado A por um subreticulado I' de A, ou seja, os simbolos de saida
sao classes laterais de um reticulado. Este método de construcao também foi utilizado por
Forney, [6], e Calderbank e Marzo, [2]. A construcao ¢é feita escolhendo-se um reticulado e
um subreticulado, para em seguida, construir o codificador convolucional para a constelacao
de sinais do reticulado quociente selecionado. Este processo permite que a codificacao seja
trabalhada com constelagoes de sinais maiores, reticulados de dimensao elevada e de maior
densidade, sendo estas utilizadas na procura de cédigos com melhores ganhos de codificacao.
O desempenho destes codigos esta diretamente relacionado a energia média da constelacao

de sinais.

A utilizacao de reticulados em espacos Euclidianos de dimensao elevada, tem a finalidade
de garantir uma transmissao proxima do ideal de Shannon, com uma probabilidade de erro
controlada. A necessidade de particionamento de reticulados surge em muitas aplicagoes,
entre essas, a aplicacao aos codigos de trelica. O reticulado é particionado com a finalidade
de aumentar a distancia minima entre os elementos do reticulado, reduzindo a probabilidade
de erros de codifica¢do. As idéias de subconjuntos especiais formuladas por Borelli [1], mo-
tivaram o trabalho de escolha de subconjuntos especiais de matrizes norma pesquisado por

Rosa [12], sendo esta, a dire¢ao seguida nesta tese.

A pesquisa apresentada nesta tese, determina as matrizes geradoras de cédigos de trelica,
utilizando o resultado do Teorema 3.1, reduzindo o ntimero de matrizes a ser investigada.
E construida uma matriz de rétulos, simplificando o calculo dos espectros de peso, através
da tabela de Cayley, introduzindo uma nova forma de representacao dos cédigos de treliga,
tornando mais eficiente o algoritmo de procura por cédigo 6timo. No algoritmo de procura,
fixados os parametros do codificador do coédigo de trelica e para um determinado reticulado
e subreticulado, pode se determinar um cédigo 6timo(maior distancia minima), toda vez que
a procura seja exaustiva, isto é, quando considerado todos os possiveis codificadores para
aqueles parametros e determinado reticulado. Aplicando operadores lineares com proprie-
dades que ligam estruturas algébricas aos codigos de trelica, sao determinadas novas classes
de equivaléncias entre os codigos de treliga. E desenvolvido um algoritmo de procura dos
codigos otimos utilizando os conceitos de matriz dos rotulos, tabela de Cayley e classes de
equivaléncia. O algoritmo ¢é utilizado em varios exemplos de cédigos de trelica sobre novas
particoes de reticulados e cadeia de reticulados. Neste exemplos, sao apresentados alguns

codigos de trelica 6timos com razoavel ganho de codificacao.
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1.2 Descricao do Trabalho

A presente tese é composta por seis capitulos, sendo o primeiro esta introducao.

O capitulo 2 é uma apresentacao dos conceitos, definicoes e propriedades de estruturas
algébricas importantes para esse trabalho, como grupo, anel, corpo e reticulado, visando
dar um suporte preliminar ao desenvolvimento da tese, estabelecendo uma notacao padrao,
propiciando uma compreensao do conteudo principal do trabalho. O capitulo esta dividido
em trés secoes. A primeira enfoca a teoria dos reticulados, a segunda faz uma representacao
geométrica dos reticulados algébricos sobre corpos quadréaticos e na ultima se¢ao estao as

constelacoes de sinais.

No capitulo 3 sao apresentadas as defini¢oes e propriedades dos reticulados quociente e
dos cédigos de treliga, além de ser mostrada a relacao entre os dois. Em seguida é proposta
a construgao dos reticulados quociente para o coédigo de trelica. A finalidade deste capitulo
¢ determinar os reticulados quociente para construcao de melhores cédigos de treliga, para
em seguida, apresentar as matrizes dos cédigos de trelica étimos. Uma outra contribuicao
contida neste capitulo é a elaboracao e demonstragao de um teorema que explicita as matrizes
geradoras dos cédigos de trelica. Na secao 3.4, definem-se os conceitos e as propriedades de
matriz norma do cédigo de trelica, matriz dos rétulos e o conceito de subconjuntos especiais.
Estes elementos, sao determinantes na procura dos cédigos de trelica 6timos. Ainda neste
capitulo é verificado que o desempenho do cédigo de trelica estd relacionado a ordem do
reticulado quociente, ao nimero de memorias e, principalmente, ao melhor reticulado para
o sistema de codificacdo. Na secao 3.5 sao dados exemplos de reticulados quociente em R?
para codigos de trelica que apresentam bons desempenhos. Também sao construidas as cons-
telagoes de melhor energia média e comparados os ganhos de codificacao entre varios cdédigos
de trelica. Foram comparadas as particoes de reticulados derivadas de reticulados quadrados
e hexagonais mostrando a vantagem desses sobre os primeiros, em relagao a energia minima.
Os melhores ganhos de codificacao foram alcancados nos reticulados geometricamente repre-
sentados por figuras regulares.

O capitulo 4 mostra a existéncia de classes de equivaléncia entre os codigos de trelica. A
existéncia é demonstrada pela aplicacao de importantes conceitos de dlgebra linear e teoria
de grupos. Os grupos gerados pela composicao de operadores lineares agindo nas colunas
da matriz geradora do cddigo de trelica, mostram que varios cédigos de trelica em partigoes

de reticulados de um mesmo esquema de codificacao sao equivalentes, ou seja, apresentam o
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mesmo espectro de peso.

No capitulo 5 gera-se um processo de procura por cddigos de trelica 6timos, onde sao
dadas duas contribuigées ao algoritmo de procura dos cédigos étimos feito em [12], [15] e
[16]. A primeira contribuicao é a aplicacao do Teorema 3.1 que define as matrizes geradoras
de codigos e a representacao pela matriz de rotulos e, a segunda é a aplicacao das classes de
equivaléncias determinando as varias matrizes geradoras dos codigos de trelica equivalentes.
Ambas as contribuigoes, tornam a procura por cddigos 6timos mais eficientes do que aquela
baseada na matriz norma e em apenas na classe de equivaléncia do grupo diedral considerado
em [12]. Além destas contribuigoes citadas neste capitulo, apresenta-se a construcao de
codigos de trelica em novas particoes e cadeias de particoes de reticulados do R?, R3, R*
e R8, alguns destes sendo cédigos étimos com ganho razoavel de codificacao, fortalecendo
os resultados obtidos. Os resultados de Calderbank, [3], feitos para reticulados de Z?, sdo
estendidos as dimensoes 3 e 4. No espaco tridimensional sao construidos cédigos de trelica
com desempenhos expressivamente elevados. No espaco tetradimensional sao construidas
constelacoes de sinais com energia média de baixa cardinalidade, sendo o melhor resultado
para as particoes de reticulados em Z*. Na tltima secao sao construidos alguns cédigos de
trelica com entradas sobre o anel Zj,.

A conclusao, as consideragoes finais e as propostas para trabalhos futuros sao descritas
no capitulo 6. No desenvolvimento das pesquisas de elaboragao desta tese, foram produzidas
algumas publicacoes em anais de congressos, as quais estao referenciadas na bibliografia da

tese.



Capitulo

Reticulados e Constelacoes

Neste capitulo apresentam-se as defini¢oes e propriedades necessérias para o entendimento
dos capitulos seguintes. As propriedades algébricas e geométricas sobre empacotamento
esférico sao os referenciais tedricos para o entendimento dos reticulados. Esses reticulados sao
identificados como representacoes geométricas ou grades geométricas dos niimeros algébricos.
O estudo dos empacotamentos esféricos em espagos do R é uma ferramenta bastante usada
na teoria da codificagao, estabelecendo uma relacao estreita entre reticulados e codigos. Para

um estudo mais aprofundado sobre esses conceitos, sao indicadas as referéncias [5] e [17].

2.1 Anéis e Corpos

Esta secao ¢é utilizada para apresentar as definicoes basicas das seguintes estruturas
algébricas: grupos, anéis e corpos. O Leitor que deseje aprofundar-se nestes conceitos pode

consultar, [9], [10] e [17].

Definicao 2.1 Um conjunto nao vazio G munido com uma operac¢ao bindria

x: GxG—G
(a,b) — a*b

€ um grupo se as sequintes condicoes sao satisfeitas:
1. Existee € G tal queexa=ax*xe=a,Va € G;
2. Para todo a € G, existeb € G tal que bxa =axb=¢;

3. ax(bxc)=(axb)xcVa,bceG.
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O grupo é abeliano ou comutativo se
axb=">bxa,Va,be G.

Se a notacao utilizada para a operagao no grupo G ¢é aditiva ou multiplicativa, é dito que

G é um grupo aditivo ou grupo multiplicativo, respectivamente.

Definicao 2.2 Um anel ¢ um conjunto nao vazio A equipado com duas operacoes bindrias,

adicao (xz,y) — = +y e multiplicacdo (x,y) — xy com as sequintes propriedades:
1. A € um grupo comutativo sob a adi¢cao;
2. x(yz) = (xy)z,Va,y,z € A;
3. x(y+z2)=zy+axz, (r+y)z=zz+yzVr,y,z € A;

Definicao 2.3 Para definir um corpo seque a cadeia de defini¢oes:

1. Se em um anel A existe 1 € A tal que x1 = lx = z,Vo € A, € dito que A é um anel

com identidade;
2. Se xy = yx, para quaisquer x,y € A, € dito que A € um anel comutativo;,
3. Se para todos x,y € A, onde A € um anel comutativo com unidade, se
zy=0=2x=0ouy =0,
¢ dito que A ¢ um dominio;

4. Se para todo x € A — {0}, A um dominio, existir y € A tal que xy = yx = 1, € dito

que A € um corpo.

Definicao 2.4 Sejam G um grupo e H um subconjunto de G. Entdo € dito que H é um

subgrupo de G, em simbolo H < G, se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
1. H #0;

2. ab~' € H Va,be H.

Definicao 2.5 Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. FEntao é dito que H ¢ um

subgrupo normal de G, se

Ha=aH Ya € G, isto é, aHa* = H,Va € G.
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Observacao 2.1 Todo subgrupo de um grupo abeliano é normal.

O conjunto

Sgn = {¢ : R" — R" | ¢ é uma bije¢ao}

¢ um grupo simétrico.

2.2 Reticulados

Nesta secao sao apresentadas as defini¢oes e propriedades algébricas e geométricas dos
reticulados e empacotamentos esféricos.

A norma quadratica ||mH2 de um vetor x € R" é a soma dos quadrados de suas com-
ponentes. A distancia Euclidiana quadratica entre dois vetores x,y € R™ é a norma

quadratica de sua diferenca, isto é,
&(x,y) =[x —yl|*.

Uma esfera em R"™ com centro c e raio p consiste de todos os pontos x € R” tais que

|x — ¢||* = p? e escreve-se,
Fy(c) = {x € R : Jx — ¢ = 9}

O volume de E,(0) é definido por

onde

¢ a fungao gama.

Sendo n um inteiro positivo, ha dois casos a serem considerados:

1. Se n é par, ou seja, n = 2k, entao

2. Se n é impar, ou seja, n = 2k + 1, entao

22k+1k!ﬂ_kp(2k+l)
E,(0)) =
V(E,(0)) (2k 4+ 1)!
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Observagao 2.2 V(E,(c)) = V(E,(0)), pois o volume € invariante por translagdo.

Um empacotamento esférico A em R" de raio p consiste de uma seqiiéncia infinita de
pontos ¢, Co, ... em R", tais que

lei — c;)|* > 4p°,

para todo @ # j. Os ¢; sao os centros das esferas e p é o raio de empacotamento e, neste
caso,

drznln(A> = 4/)27
onde d?; (A) é a distancia Euclidiana quadrética minima entre os elementos de A, isto é, a

distancia intraconjunto de A.

Definicao 2.6 Um subgrupo aditivo em R™ € discreto se sua intersecao com qualquer sub-

conjunto limitado em R™ € finita.

Definicao 2.7 Um reticulado A é um subgrupo aditivo discreto em R™ ou, equivalente-
mente, 0s centros do empacotamento esférico de A formam um grupo aditivo sob a adicao de

vetores.
Exemplo 2.1 A =7Z" é um reticulado de R™.

Teorema 2.1 Seja A um reticulado em R™. Entao A é gerado, como Z-mddulo, por m

vetores linearmente independentes sobre R, neste caso m < n.

Seja A = (x1,...,x%,) um reticulado em R" gerado por n vetores linearmente indepen-

dentes x1,...,x, sobre R. Se x; = (z;1,...,%), entdo a matriz
M=[x;:1<i<n],

cujas linhas sao os vetores x; é chamada uma matriz geradora do reticulado A, e os ele-
mentos do reticulado A consistem de todos os vetores uM, onde u € Z".
O determinante do reticulado A é o valor absoluto do determinante de uma matriz

geradora M, isto é,
d(A) = |det(M)]. (2.1)

O determinante do reticulado estd bem definido, pois d(A) é independente da Z-base escolhida

para A.
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Sejam A um reticulado de R™ e I" um subreticulado de A. Considere {xy,...,x,} uma

Z-base de A e {y1,...,¥m} uma Z-base de I'. Como y; € A, existem tnicos b;; € Z tais que

n
y; = Zbijxi, com 1 S j S n.
=1

Se B = [bij]) entao
[A:T] = det(B) = ——

é chamado o indice de I" em A. Note que, [A : T'] depende somente de A e I', ndo das Z-bases
escolhidas para A e I'. Pela regra de Cramer, obtém-se que

n

de = Zaijyi, com 1< j < n,
i=1

onde a;; € Z. Portanto,

dA CT C A,

onde dA = {dx : x € A} é um reticulado. Portanto, {dxy,...,dx,} ¢ uma Z-base de T".
Proposicao 1 Sejam A um reticulado de R™ e I' um subreticulado de A. Entao:

1. Para cada Z-base {x1,...,x,} de A eziste uma Z-base {y1,...,yn} de I tal que

Yi = Z bijX;,
j=1
ondebijeZ, b“#(), 1§’ZSTL

2. Para cada Z-base {y1,...,yn} de I existe uma Z-base {x1,...,x,} de A tal que

Yi= Z bijXj,
j=1
ondebijEZ, b”#O, 1< <n.
Corolario 2.1 Sejam A um reticulado de R™ e I' um subreticulado de A. Entao:

1. Para cada Z-base {x1,...,x,} de A existe uma Z-base {y1,...,yn} de T tal que

i
yi = E bz‘ij>
Jj=1

ondebijEZ,bii>OeOSbji<bjj,1§i<n.
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2. Para cada Z-base {y1,...,yn} de T existe uma Z-base {x1,...,x,} de A tal que

Yizzbijxja
j=1
O’ﬂd@szEZ, b;; >0 eOSij-<bn~, 1< <n.

Considerando dr o indice de I' em A, tem-se pela proposicao 1, que

n
i=1
Mas, pelo Corolério 2.1 todo x € A estd na mesma classe como exatamente um dos vetores
11Xy + -+ Can,O < ¢ < bjj'
Portanto, dr = [A : T'].

Corolario 2.2 Sejam A um reticulado de R™ e I' um subreticulado de A. Entdo o indice de

' em A € igual a [A: 1.

Observacao 2.3 Sejam G um grupo abeliano livre de posto n e H um subgrupo proprio de

G. Entao [G : H] € finito se, e somente se, os postos de G e H sao iguais.

Seja A um reticulado em R". Entao obtém-se uma particao de R™ em classes de equi-
valéncia médulo A, isto é, dados x,y € R", x = y(mod A) se, e somente se, x —y € A.

Assim, a classe de equivaléncia de x ou a translacao do reticulado A por x é o conjunto
x+A={x+A: e A}

Note que, x + A pode ser caracterizado como o conjunto de pontos em R" que sao gerados

pelo grupo das translacoes por elementos de A, ou seja,
TA)={tx:yr—y+A:yeR" Ae A},
agindo no ponto inicial x, tem-se
x+A={t\(x):tx€T(A)}.

Uma regiao em R"™ que contém um e somente um ponto de cada classe lateral de A em
R™ é chamada de regiao fundamental. Note que a regiao fundamental nao é tnica, mas

toda regiao fundamental tem o mesmo volume, pois o volume é invariante por translacao. O
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volume fundamental de um reticulado A é o volume de uma regiao fundamental, o qual
sera denotado por V(A).
Seja {x1,...,X,} uma Z-base para o reticulado A. Entao o conjunto
n
P=Px,...,x,) = {Zaixizogai < 1},

i=1
¢ uma regiao fundamental de A. De fato, dado x € R", ou seja, x = bix;+---+b,X,, b; € R.
Para cada i, b; = ¢; +a;, onde ¢; € Ze 0 < a; < 1,temse x=y+rcomy € Aer € P.
Finalmente, se x =y +r' comy € Aer’ € P,entaoy+r =y’ +1’ se, e somente se, y =y’
er=1',pois 0 < |a; —al] <1lec¢ —c €Z. A regiao fundamental P é chamada regiao

fundamental basica para A.
Lema 1 Seja A um reticulado em R™. Entao V(A) = d(A) = V(P).

Seja A um reticulado em R”. A densidade de A é definida por

_ VIE(0)
V(A)
e a densidade de centro de A é definida por
5 A
V(Ei(0))
Exemplo 2.2 Considerando o reticulado A = Z* um reticulado em R?. Entdo o conjunto
{(1,0),(0,1)} € wma Z-base para o reticulado A. O raio de empacotamento é p =1 e
d(A):V(A):det{l 0] 1.
0 1
Além disso, a densidade de A é A =7 e a densidade de centro § = i.
Corolario 2.3 Sejam A um reticulado em R™ e I' um subreticulado de A. Entdo
VA
T = —=. 2.2
AT =5 (22

Em particular, [A : rA] =™, para todo r € Z.
Corolario 2.4 Sejam A, T' e Il reticulados em R" tais que I CT' C A. Entdo
[A:TI) = [A:T][I: 10,

Lema 2 Sejam A um reticulado de R"™ e I' um subreticulado de A. Entao eziste apenas um

numero finito de reticulados T entre T e A.

Corolario 2.5 Sejam A um reticulado em R™ e r € Z,. FEnlao existe apenas um nimero

finito de reticulados T' em R™ que contém A e tal que [I': A] =r.
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2.3 Reticulado Quadrado e Hexagonal

Na construcao de reticulados no espago Euclidiano, faz-se necessario desenvolver a teo-
ria dos reticulados algébricos, apresentando os resultados da teoria dos numeros algébricos
construidos com base nos subcorpos e subanéis complexos definidos em [5] e [17].

Um corpo quadratico é um corpo de nimeros K de dimensao 2 sobre Q, onde K =

Q(Vd).

Teorema 2.2 Seja d € Z livre de quadrado. Entao

T — { Z[\/d| se d =2 ou 3(mod4),

Z[1+2‘/a] se d = 1(mod 4).

Para simplificar a maneira de escrever os inteiros algébricos com d = 1(mod)4, é introdu-

zida a notagao

1+d

2 I

o qual é raiz de irr(n, Q) = 2% — x + I%d. Assim, se d = 1mod 4, entao Zy = Zn].

Teorema 2.3 Se d = 2 ou 3(mod4), entio B = {1,V/d} € a base minimal de Zyx = Z[/d).
Se d = 1(mod4), entao B = {1,n} é a base minimal de Zx = Z[n|.

Seja K = Q[f]. Entao é facil verificar que os conjugados o;(0) = 6; de 6 nao necessitam
ser elementos de K. Assim, é dito que o; é real se 0;,(K) C R, caso contrario, é complexo.

Se ; é complexo, entdao 7; : K — C definida por ;(3) = 0;(3) é um homomorfismo injetivo

2 __
;=

tal que @; # 0; e o; = 0;. Assim é denotado os homomorfismos injetivos reais por oy, ..., o,

0S complexos por g1, Okit, .-, Okil, Oksy € 0=k + 2l.
Proposicao 2 Seja o : K — R" definida por
p(a) = (o1(@), ..., on(a), Re(opsa (@), Im(op41(a)), - .. Re(oppi (@), Im(op ().
Entao:
1. ¢ é um homomorfismo injetivo,

2. plaa) = ap(a) para todo a € Q e o € K.

O homomorfismo ¢ da Proposicao 2 é utilizado pra construgao dos reticulados.
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Teorema 2.4 Se{ap, a1,...,a,-1} € uma base de K sobre Q, entao {p(ao), p(a1),...,o(an-1)}
¢ linearmente independente sobre R. Em particular, se {ag, a1, ..., an_1} € uma base integral

de K sobre QQ, entao
A= QO(ZK) = <90<040>7 @(al)a s 790(an—1)>

¢ um reticulado em R™.

Teorema 2.5 Sejam {ag, a1, ...,a,_1} uma base de K sobre Q, oy,...,0 0s homomorfis-

mos injetivos de K em C e I' = (p(ap), (), ..., p(an_1)) um reticulado em R™. Entdo

Sed < 0ed=2ou3(modd), entio K = Q[v/d],
Zx ={a+bVd:abeZ}e irr(n,Q) = 2% — d.

Seja B = {1,1/d} uma base minimal para Zyg e ¢ : K — C um homomorfismo injetivo.

Entéo, dado a € K, onde av = a + bv/d com a,b € Q, obtém-se que
o(a) =a+bo(Vd) e d=o(d) =o(Vd)>
Logo, o(v/d) = v/d ou o(v/d) = —V/d. Portanto,

Assim, existem apenas dois homomorfismos injetivo 0, : K — C. Logo, ¢ : K — R?

definida por
p(a) = (Re(o(a)), Im(o(a)))

é um homomorfismo injetivo e Ay = p(Zg) é um reticulado em R? gerado por (1) e o(v/d),
isto é,

B' = {(1,0), (0,vV=d)}
¢ uma Z-base de Z2. Como os vetores da base B’ sao ortogonais tem-se que o angulo entre
eles ¢ igual 7. Portanto, as regioes fundamentais basicas sao retangulos. Em particular, se
d = —1, entao a regiao fundamental bésica é um quadrado, isto é, Ay é gerado por (1,0) e

(0,1), que é o reticulado Z?, Figura 2.1.
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-1,1) (©,D 1,1
® ®  J

0, 0)
-1,00 ([ ®(1.0)
o ®  J

-1,-1) (,-1) €.=D

Figura 2.1: Reticulado Quadrado

Sed < 0ed=1(mod4), entao K = Qln],

a+b\/c_l.

Zx =A 5 :a,b € Z, com a mesma paridade }

1—-d
irr(n, Q) ::1:2—1:+T.

Seja B = {1,n} uma base minimal para Zy e ¢ : K — C um homomorfismo injetivo. Entao

dado o € K, onde a = a + by com a,b € Q, obtém-se que
o(a) =a+bo(n).

Logo, a(n) = n ou o(n) = 7. Portanto,

Assim, existem apenas dois homomorfismos injetivo 0, : K — C. Logo, ¢ : K — R?

definida por

p(a) = (Re(a(@)), Im(o(a)))
¢ um homomorfismo injetivo e A; = p(Zx) é um reticulado em R? gerado por ¢(1) e o(n),isto
€,
1 —d)}
27 2

¢ uma Z-base de Z2. Como d < —3, tem-se que o angulo A entre os vetores da base B’, dado

B ={(1,0),(

por

2
COSA:E::Z,
4

N[ —=

¢ menor que ou igual . Portanto, as regioes fundamentais bésicas sao hexdgonos, pois o

angulo é invariante por isometrias. Em particular, se d = —3, entao a regiao fundamental
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(—1/2,v3/2)  (1/2,V3/2)

(1,0)

(=1/2,-V/3/2) (1/2,-V/3/2)

Figura 2.2: Reticulado Hexagonal

bésica ¢ um hexagono regular, Figura 2.2. Este hexagono regular é o reticulado com maior

densidade no plano.

Se A é um reticulado identificado pelo anel de inteiros algébricos Zg com K = Q[v/d],

entao
V(A) Vd| se d=2ou 3(mod4)
B \/Tm se d = 1(mod 4)
e
T— se d =2 ou 3(mod4)
A — 44/1d|
"— sed=1(mod4).
24/1d|

Além disso, V(E,(0)) = 7, para todo d € Z com d livre de quadrados e d < 0. A Tabela 2.1
mostra algumas densidades de reticulados identificados por anel de inteiros algébricos, [17] e

[23].

d | V(E,(0) [V (A) A
—1 T 1 T —=0,7854
—2 z V2 | T2 =0,5554
—3 z S| TS = 0,9069
—5 T V5 | ™5 =0,3512
—7 z YT | w7 — (), 5937
~10 z V10 | =A% = 0,248 36
~11 z VI nvll — (47361

Tabela 2.1: A Densidade de Alguns Reticulados



Capitulo 2. Reticulados e Constelagoes 16

2.4 Constelacoes de Sinais

Nesta secao é apresentado o conceito de constelacao de sinais e a identificagdo das
constelagdes com os grupos, [8].

Uma constelagao de sinais S é qualquer subconjunto de pontos discreto de R", onde é
possivel realizar uma identificacao destes pontos por sinais e que é considerado um espago
de sinais, [4] e [6]. Os elementos de uma constelagdo de sinais S é um subconjunto finito
de pontos do espaco Euclidiano, isto é, é um subconjunto finito de sinais em um espacgo de
sinais.

Em uma constelagao de sinais S, dados sq,s9 € S, existe ¢ € Isom(R") tal que

©(s1) =89 € @(s2) = s1.

Se U(S) = {p € Isom(R") : p(S) = S}, entao
S=A{pls0) : v e¥(S)}= U {p(so)}
peV(S)
O grupo das simetrias WU(S) de uma constelagao de sinais é necessario para gerar S e um
grupo G(S) de S é um subgrupo de V(S) suficiente para gerar S de qualquer sy € S. Se
G(S) ¢ o grupo gerador de uma constelacao de sinais S e sy € .S, entao
Sg= U {els0)}
pEG(S)
e o mapeamento i : G(S) — S, definido por u(p) = ¢(sg) é bijetivo. O mapeamento u induz
a uma estrutura de grupo em S.

Para uma constelagao de sinais, existe um rotulamento isométrico entre um grupo e uma
particao da constelagao de sinais induzida pela particao do grupo gerador da constelagao de
sinais. Assim, se H é um subgrupo normal de G(S), entao

S= U {os0)} = U {@y(e(s0))},
pepgH peH

onde ¢, € G(5) é a érbita de sy sob a classe lateral ¢ ,H. Logo,
S =S,

Para uma parti¢ao S/.S" existe um grupo isomorfo ao grupo quociente G(5)/G(S’) e um

rotulamento isométrico da particao S/S” é um mapeamento p : G — S/S’ definido por

1(g) = @q(S").
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A energia média minima p de uma constelagao de sinais {z1, ..., x,,}, com m pontos,

é dada por
1
_ Z 2
b= dz Y
: m
=1
onde d; denota a distancia do ponto z; a xy, em que xy € o centro de massa da constelacao.

A regiao fundamental obtida do particionamento de reticulados apresenta a menor energia

média associada as constelacoes de sinais.



Capitulo

Codigos de Trelica sobre Particoes de
Reticulados

Neste capitulo sao estudadas as particoes de reticulados e suas relagoes com os cédigos de
trelica. Os reticulados quociente formados pelas partigoes de reticulados geram constelagoes
de sinais, por representantes de classes laterais. Em particular, sao escolhidas as particoes
com os subreticulados de melhor densidade, de modo a obter constelacoes de sinais de menor
energia média, ou seja, a melhor densidade é procurada nesse reticulado e nos subreticulados
provenientes desse reticulado.

O objetivo é selecionar os reticulados quociente para os codigos de trelica, procurar os
cédigos 6timos e em seguida investigar os ganhos de codificacao.

As principais contribuicoes deste capitulo sao: O Teorema 3.1 que define as matrizes
formadas pelas particoes e pelos parametros do codigo, que sao geradoras de codigo de trelica;
a proposta da matriz dos rétulos para ser usada na procura de codigos 6timos, através da
tabela de Cayley; a procura da melhor particao de reticulado a ser utilizada na construcao
do cédigo de trelica; e também sao determinadas as entradas nao-codificadas que apresentam

ganhos de codificagao significativos.

3.1 Reticulados Quociente

Nesta secao sao definidos os conceitos e propriedades dos reticulados quociente, bem
como a construgao de partigoes de reticulados. Para isso, apresenta-se o conceito de grupos
quociente, outros inerentes a estes e algumas propriedades.

Sejam G um grupo aditivo e H um subgrupo de GG. A relagao «~ em G, definida por:
rwy<sdhe Htalquex=y+h

19
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¢ uma relagao de equivaléncia.
O conjunto {xr € G |z ~y} = {x+h | h € H} serda denotado por z + H e denominado
classe lateral a esquerda de H em . Similarmente, H + x é a classe lateral a direita de H

em G. A cardinalidade da classe lateral a direita (esquerda) é denotado por (G : H).

Definicao 3.1 Sejam G um grupo e H um subgrupo normal de G. O grupo quociente de

G

G por H, denotado por % ou simplesmente G/H ¢ o conjunto das classes laterais com a

operacao induzida de G.

Por definigao, % ={z+ H |z € G}. Além disso, z,y € G estao na mesma classe lateral,
sex—y € H.

Considerando-se A um reticulado e I' um subreticulado. Entao, A é um grupo e I' um
subgrupo de A. Logo, existe um conjunto quociente A/T", o qual é também um reticulado,

denominado reticulado quociente e denotado por:
A
f:{x+F]x€A}.

A classe lateral,

x+I'={x+y|yeTl}

pode ser representada por um vetor x denominado o vetor minimo, o qual é o represen-

tante ou lider da classe, onde

|x||* = min [|y||” tal que y € x +T.

Ainda, denota-se (A : T') = :Xg\g"

A operagao em % é definida como sendo
(x+D)+(y+T)=(x+y)+ T Vo,y € A.

Esta operagao é bem definida e satisfaz as condicoes:

1. 04 I é o elemento neutro da operagao em %
2. x+I'=y+1T se, esomente se, x —y € I, e neste caso denota-se por x = y(modI").

Escreve-se x = y(modI'), quando os elementos x e y de A estao na mesma classe lateral,

isto é, representam o mesmo elemento em A/T".
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Sejam A um reticulado e I'y, 'y, ..., I[',, uma seqiiéncia de subreticulados de A, de modo
que I'; ¢ um subreticulado de I'; para todo @ < j. Entao existe uma cadeia de particoes de

reticulados, descrita por
A/Ty/Taf -+ [T,

onde

AJT1/Ts) )Ty = {x+Tp | x € A/Ty/ /T 1}.

3.2 C(Cdbdigos de Trelica

O sistema de codificacao do codigo de trelica utilizado nesta tese é uma alternativa a uti-
lizagao das parti¢oes de conjunto [27]. O cédigo de treliga utiliza uma constelagao de sinais
formada por pontos de uma particao de reticulado no espaco Euclidiano R™ n-dimensional.
Um subreticulado I' é construido a partir de um reticulado A, formando um reticulado quo-
ciente A/T" finito. Uma seqiiéncia de dados é introduzida na entrada do codificador convolu-
cional, gerando uma saida em A/T", enquanto outra seqiiéncia é utilizada para selecionar os
pontos das classes laterais. Estas classes laterais g € % constituem uma constelacao de sinais
em R”. O esquema de codificagao do codigo de treliga é apresentado na Figura 3.1.

Este processo permite a codificacao de constelagoes com cardinalidade elevada em reti-
culados de ordem elevada. O particionamento do reticulado é escolhido considerando-se as
constelacoes de sinais de menor energia média minima p, e em seguida, inicia-se a procura

otimizada dos cédigos 6timos.

Entrada Codificador Seqiiéncia Classes
— .
k1 Convolucional Codificada Laterais

l

Entrada nao Codificada > Selecionador Sinal de
ko de Pontos Ponto

Figura 3.1: Codificador do Cddigo de Trelica

Para o cédigo de trelica é escolhido um reticulado A em R"™ e um subreticulado I" de A.

Se {x1,...,Xn} é uma base do reticulado A, entdao a matriz

P:[Xl‘nggn],
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onde os x; sao vetores linha, é a matriz geradora do reticulado A. O hiperplano formado pelos
pontos a1X1+...4+a,X,, onde 0 < ; < 1, é aregiao fundamental do hiperplano do reticulado
A, onde o volume é dado por det A = |P|, [17] e [25]. A matriz P = {x;: 1 <i<n} é a
matrizde A, Q@ ={yi: 1 <i<n}éamatrizdeI e

|R| = [A/T] = |det Q| / |det P

Se {y1,...,¥n} ¢ uma base do subreticulado I'; entao P = [y; | 1 <i <n] é a matriz
geradora de I', denotada por I' = PA, onde P é a matriz de um isomorfismo aplicado em A.

A norma ou energia de g € R é definida como sendo
N(g) = min{N(x) | x € g+ T},

onde

2 —
min

A distancia minima quadrdtica Euclidiana no reticulado quociente é definida por d

N(g). Se p é a menor norma quadrética ndo-nula no subreticulado A e se A é a menor norma
2

quadrética nao-nula em I', entao dZ,, = Au. A distancia livre, dgee, do codigo é o valor
minimo dentre todas as métricas dos caminhos fechados com inicio e final no estado inicial

da trelica do codificador. A distancia minima do cédigo de trelica é dada por
d=min {2, diee } - (3.1)

O codificador é composto por V memérias, um alfabeto A de tamanho ¢, ¢" estados
e ky entradas. O codificador possui ¢*' entradas e |R| saidas. O cédigo de trelica possui
k = ki + ks bits de entrada e um ponto de saida entre os |R| pontos distintos da constelacao
de sinais, onde k; é o numero de bits codificados pelo codificador e ks é o nimero de bits
nao-codificados usados na escolha de um entre os ¢*? pontos.

A constelacdo de sinais é formada por M = |R|¢" pontos de R, sendo ¢** pontos em
cada classe lateral de R e a constelacao de sinais do sistema nao-codificado é formada por
N = ¢* pontos.

Os simbolos de entradas sao supostos independentes e identicamente distribuidos e todos
os pontos da constelacao sao igualmente distribuidos. A norma média da constelacao é dada

d

por p e a razao para o sistema da constelacao codificada é b O ganho de codificagao do

codigo de trelica é definido por

d
G = 10log (- - —) dB, 3.2
O e (3.2)
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onde d" é a distancia quadratica Euclidiana minima para constelacao nao-codificada, p* é a
;1. ~ ~ . ~ . ~ . ’ U
norma média para a constelacao nao-codificada e a razao para o sistema nao-codificado é Z_“'

Quando ky — 00 0 ganho de codificacao se aproxima de

2 d
G = 10logy, (i—Aimm> dB,
3 dy

onde A é a densidade de A e p; é a taxa fracionaria do codigo. Além disso,

2d 2d 2
101ogyq <n;— d—Aimpl) = 10log,, (n—;)— d—mpl) + EIOIOgm A.

2

3.3 A Construcao do Cdédigo de Trelica

A construcao do codigo de trelica inicia-se com a escolha de um reticulado A e de uma
matriz P, aplicada em A, onde P é um endomorfismo, obtendo-se um subreticulado I' = PA.
O determinante da matriz do subreticulado I' amplia a distancia no subreticulado I" em
relacao a distancia no reticulado A. O numero de classes laterais de I' em A, isto é, a ordem
de R ou o indice (A : I') é calculado através de (2.1) e (2.2).

Em seguida, sao determinadas as k; entradas do codificador convolucional e o valor ks
para definir o nimero de pontos da constelaciao de sinais, selecionando ¢*? pontos de cada
classe lateral. Também sao definidos o nimero de memoérias V' e o alfabeto de entrada q.
Algumas entradas da matriz geradora do cédigo podem ser nulas, logo V' < vk;, onde v é o
nimero maximo de memérias em cada entrada, ou seja, v = maxv;. Assim, gera-se o cédigo
de treliga com parametros (ki,V, q), sobre o reticulado quociente (A : I'). A matriz geradora

do codigo é representada por

G:[gvkl 91;1’ ’90k1 901}7 (3‘3)
onde g;; € R. Se os simbolos de entrada sao u;;, onde (w1, gz, - - . , Uok, ) € 0 bloco de entrada
atual e (uq1,u12, ..., u1x, ) € 0 bloco de entrada anterior, e assim sucessivamente, entao a saida
é definida por

v ki
i=0 j=1

A taxa do codigo é

p = (k/n)log, q bits/dimensao

e a taxa fraciondria é

p1 = k1log, g/ log, | R .
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A seqiiéncia de simbolos de entradas sobre o anel A de tamanho k = k; + ko é tal que, os
primeiros k; simbolos de cada bloco sao introduzidos no codificador, produzindo uma saida
g € R, enquanto os ky simbolos restantes sao usados para selecionar um dos ¢*? simbolos
da constelacio de sinais contido em cada classe lateral. E esta é formada por M = |R|¢"?
pontos de R. A estrutura do codificador do codigo de trelica estd representada na Figura

3.2.

8o
— gll g5 eooe gvl
802
.__g12 g22 Goe gV g
]
gOkl
*—— glkl ngl (Y X gvk,

Figura 3.2: A Estrutura do Codificador do Cédigo de Treliga

A constelacao nao-codificada é formada por N = ¢"*#2 pontos de sinais e é considerada
perfeitamente ajustada, quando é da forma N = (2b)", onde b € mathbbN. A constelacao

utilizada é formada por
(X1,...,Xm) com z; € {£1,+3,...,+(2b—1)}. (3.4)
A distancia minima quadratica nesta constelagao é
d* = |l — ;) = 4,

com z; e z; em (3.4). Se a constelagao é perfeitamente ajustada, entdo a energia média é
definida como, [3],

1
Pt = 571(41)2 —1).

A Figura 3.3 apresenta a constelacao nao-codificada com 2* pontos, denominada cons-
telagdo nao-codificada 16 — QASK (16 Quadrature Amplitude Shift Keying).

Os codigos de trelica distintos sao gerados pela combinacao dos elementos das colunas,
formadas por classes laterais do reticulado quociente R. As matrizes geradoras GG, sao as que
satisfazem a condicao de gerar o reticulado quociente na saida do codificador, isto é, a matriz

G contém um subconjunto de geradores do reticulado quociente R.
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D S S T S

—C —
-3 —1 0 |1 3

DR RS

Figura 3.3: Constelagao Nao-Codificada com 16 Pontos (16 — QASK)

A maxima distancia minima d do cédigo de trelica é alcancada quando a distancia livre
do cédigo é maximizada, pois a distancia minima quadratica ds; no subreticulado I'" tem
valor fixo determinado pela particao do reticulado. Para maximizar o dg..e sao procurados os
reticulados, comparando a densidade, é otimizado o nimero de memérias V' do codificador
e, principalmente, escolhidas as matrizes geradoras adequadas. Portanto, os parametros
(k1,V,q), a partigao de reticulado A/T" e a matriz geradora sdo considerados de modo que o
sistema de codificacao gere codigos de trelica com a distancia livre dg... proxima da distancia

da particao ds.

Definicao 3.2 Um codigo de trelica é denominado cédigo de trelica 6timo quando sua
distancia minima d, (c.f. 3.1) é a mdzima entre os demais cddigos de trelica do mesmo

esquema de codificacao.

Definidos os parametros (k1,V,q) do cidigo de trelica, as matrizes do codigo possuem

V' + k; colunas todas nao-nulas. Estes parametros permitem a formacao de
IRV —1 (3.5)

matrizes. Uma grande quantidade destas matrizes geram cédigos de trelica, isto é, nao sao
todas as ]R|V+k1 — 1 matrizes que geram cddigo. As matrizes que geram cddigos de trelica
estao entre as matrizes de (3.5), considerando as matrizes que satisfazem a condic¢ao de gerar
o reticulado quociente na saida do codificador e estas sao as matrizes geradoras de cddigos

de trelica.
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Teorema 3.1 Considere um cddigo de trelica com parametros (ki,V,q) sobre um reticulado

quociente de ordem |R|. Entdo, existem
n(G) = A|R| T (3.6)

matrizes geradoras G de codigos de trelica, onde m € o numero de classes laterais que geram
o reticulado quociente R, descrito por m = #(g1,...,gm), € A € o numero de maneiras de

gerar R.

Prova. Como R ¢ um reticulado finito, tem-se que R ¢ finitamente gerado. Entao, existe

um numero finito de elementos ¢g; € R, i = 1,...,m, tal que
R= <gla' e 7gm>a
isto é, R é gerado por m elementos g1, ..., gm, com m < V +k;. A maneira de gerar R nao é

unica, mas ¢ um numero finito de maneiras e todas tem m elementos. Pois, R é gerado por
m elementos, com m < |R| — 1.

A classe lateral g; é escolhida entre as |R| classes laterais do grupo finitamente gerado,
assim, tem-se um numero finito de possibilidade n(g;) para ¢g;. Analogamente, tais argumen-
tos sao validos para os demais m — 2 elementos, pois o elemento neutro nao consta entre os

geradores. Assim, existem
= n(gl) e n(gm—l)

maneiras de gerar o reticulado quociente R. Portanto, existem | R| maneiras para as V+k;—m
colunas de GG, que sao as classes laterais de R, e A maneiras para as m colunas restantes, isto
é, tem-se

n(G) _ )\ |R|V+k1*m

maneiras de construir matrizes geradoras de codigos de treliga. ]

Exemplo 3.1 Considere o reticulado quociente R = %, onde AN =7% el =((2,2);(2,-2)),
com 8 estados e 2 entradas sobre A = Zs, isto €, com parametros (2,3,2). As classes laterais
sa0

(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(—=1,0),(0,—1),(1,—1) e (2,0).

Observe que R é gerado pelas classes g1 e go, onde

[(g1)| =4, [{g2)| =2 e g2 & (gn)-
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Como R é um grupo abeliano, tem-se que g1-g2 = go-¢1 € g1 = (1,0),(0,1),(=1,0) ou (0, —1)
ego=(1,1) ou (1,-1), onde n(g1) =4 e n(g2) = 2. Para gerar R tem-se,

A=n(g1) n(gz) =8

maneiras. Portanto, somente 8 - 8 matrizes G geram cddigos de trelica, dentre as 85 — 1

matrizes nao-nulas possiveis.

3.4 Matriz Norma e Subconjuntos Especiais

Uma matriz geradora G estd associada a um codigo de trelica sobre reticulados quociente,
onde o nimero de linhas de G ¢ a dimensao do reticulado. As colunas de G sao as classes
laterais de A/T" e G estd definida pelos parametros: nimero k; de entradas do codificador,
ntmero de memérias V' e alfabeto de tamanho ¢q. Além disso, G possui k; + V colunas (3.3).

Existe um ndmero expressivo de matrizes geradoras G = [g,;] onde tais matrizes

nx(V+ki)?
possuem a caracteristica de gerar o reticulado quociente R na saida do codificador, como
definido na Secao 3.3.

O objetivo é determinar matrizes geradoras de cddigos de treliga 6timos, isto é, codigos
que alcancem o valor maximo para a distancia minima d, fixados a partir dos parametros
(k1,V,q), sobre um alfabeto g-ario em um anel A e uma particao de reticulado A/T.

Para otimizar a procura necessita-se definir a matriz linha com entradas sobre as normas

quadraticas das classes laterais, denotada por:

GN = [ lgoel -+ gl | -+ [lgor] -+ lgoz| ],

onde as respectivas colunas sao as normas ||g|| das classes laterais do reticulado quociente
R=A/T.

A matriz linha, onde as entradas sdo as normas quadréticas ||g;;| das classes laterais de
R é denominada de matriz norma. A matriz geradora G' de um cédigo de treliga 6timo esta
dentro do melhor subconjunto especial, representado por uma matriz norma, que maximiza
a distancia do codigo.

Cada matriz norma GN distinta determina um subconjunto de matrizes geradoras. Os
melhores blocos de k; colunas sdo aqueles que possuem as maiores normas para as possiveis ¢*!
entradas, tais matrizes particionam o conjunto das matrizes geradoras dos codigos de trelica e
sao denominadas de subconjuntos especiais. Além disso, os subconjuntos especiais contém

os codigos de trelica 6timos.
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As matrizes normas selecionam as matrizes geradoras G dos cédigos de treliga étimos.
Esta selecao, realizada pelos subconjuntos especiais, verifica os limitantes maximos e minimos
para a distancia livre, dgee, do cédigo. As matrizes geradoras dos codigos de trelica 6timos sao
as matrizes que representam os cédigos de maior dg... A procura por tais matrizes envolve
a escolha das colunas que contém um conjunto gerador e também a escolha das colunas que
maximizam os limitantes Ajr € Agyp.

O limitante inferior Ay, estd associado aos ramos da trelica que partem e retornam ao

} + rat? { } (3.7)

M:{ul:(ulkl,...,ull)]ul%O},

estado Sy. Assim,

1nf = min
{w}

onde u;; ¢ o bloco de entrada do conjunto

Zuljg’uj + Z U1jG(v—1)j

j=s+1

ZUIJQOJ

comli=1,....(|l¢f" =1 es=V—k(v-1),[12].

O limitante superior Ag,, ¢ calculado somente para os caminhos fechados associados as

} : (3.8)

onde g;; = 0 quando nao existe memoria associada a coluna j do codificador.

seqiiéncias minimas de entrada:
v k1
Asup = min E E U1 ;5Gi5
{w}

i=0 || j=1

Exemplo 3.2 Considere o codificador com parametros (2,4,2). Entao, a matriz geradora €

dada por:
G=1[92 91 | 92 9u | 902 9o |-
Sabendo que U = {(0,1);(1,0); (1,1)}, V =4, v =2 e s = 1. Assim, os limitantes Aiys (3.7)

e Agup (3.8) sao dados, respectivamente, por

Ajne = min {|[0 - gao + 1 - g1, |1 - go2 + 0 gau || . [|[1 - go2 + 1 - gan ||}

+ min {[|0 - gor + 1 - goz, |1 - go1r + 0 - goz| , |1 - gor + 1 - go2l|} (3.9)

2 2 2
Asup = min{z 10 gi + 1= gaall, D 11+ gin +0- giall, > 11+ gar + 1'9@”}

1=0 =0 =0
10 go1 +1-goz2ll +1/0-g11 +1-giaf| + ][0 g21 + 1 - gaol|,
=min ¢ [[1-go1 +0- gzl +[|1-g11 +0-guaf + |1 921 +0- g2, p. (3.10)

11 -go1+1-goal| +111-911+1-giaf| +{|1-go1+ 1 goall
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A procura por cédigos de treliga 6timos inicia-se com a ordenacao das normas entre as
classes laterais g+1", g € A. O conjunto de normas { Ny, ..., N, } seleciona os melhores blocos
de norma. As colunas da matriz GN sao escolhidas de modo a garantir a maximizagao dos
limitantes do dgee, apresentados em (3.7) e (3.8), determinando os melhores subconjuntos
especiais.

O procedimento utilizado é a ordenagao das normas das classes laterais, calculadas para

as ki primeiras e k; ultimas colunas de GN, correspondentes as kq tltimas entradas de GV.
O objetivo é calcular o maior valor para a expressao

k1
max{gl%{ ;uljgij }} (3.11)

A procura de um valor expressivamente alto para o Ay, consiste em procurar os maiores

blocos de normas associadas as k; primeiras e tltimas colunas de GN, e também aos s blocos
compostos de k; colunas intermediarias.

Para encontrar os blocos com as melhores k; colunas, é construida uma tabela de norma
ordenada. O objetivo desta tabela ¢é listar todos os blocos de normas e classes laterais,
valorizando a ordem de cada k; bloco, quanto ao valor da Equacao (3.11), do maior para o
menor. A organizagao da tabela esta distribuida em 5 colunas. A primeira coluna da tabela
ordenada é reservada aos blocos das k; normas, ordenada dentre os blocos com maior valor
calculados em (3.11). A segunda coluna consiste da combinacao das k; classes laterais, cujas
normas estao alocadas na coluna 1. Na terceira coluna é considerada cada combinacao listada
na coluna 2 referente a cada possivel entrada nao-nula do codificador e o valor da norma da

classe lateral de saida é dado por

lg| =

k1
E WijGij
j=1

Este valor é alocado na linha da combinacao considerada e na posicao referente a entrada

utilizada. A quarta coluna é obtida da terceira considerando o minimo entre os valores de
cada linha, dado pela Equacao (3.11),

k1
1 Gis . 12
5?;%{ 2o } .

A quinta coluna consiste dos valores maximos dentre os valores na coluna 4, que é exatamente

a Equagao (3.11).
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Feita a lista de todos o blocos { Ny, ..., Ny, }, excluido os blocos com normas nulas, inicia-
se a ordenacao decrescente dos blocos, de acordo com os valores obtidos na coluna 5. Esta
ordenacao ¢ utilizada para determinar os subconjuntos especiais, que sao constituidos dos
primeiros blocos da tabela ordenada.

As matrizes normas escolhidas sao aquelas que possuem os primeiros blocos da tabela
ordenada das normas e classes laterais nas primeiras e tultimas colunas, maximizando o Ajy.
Nas colunas intermedidarias é repetido esse bloco de norma, quantas vezes se fizer necessario,
considerando que k; é multiplo do ntimero de colunas intermediarias. Caso o nimero de
colunas intermediarias nao seja multiplo de kq, retira-se os k; — s menores normas do bloco.
Neste procedimento, o subconjunto especial encontrado necessita pertencer ao conjunto das
matrizes geradoras de cédigos de trelica, ou seja, no subconjunto especial, as classes laterais
sao escolhidas de modo a conter um conjunto de geradores do reticulado quociente. Assim,
sao trocadas as classes laterais nas normas intermediarias, de modo que contenha um conjunto
de geradores do reticulado quociente entre as colunas de GN e gerar o codigo na saida do
codificador.

O subconjunto especial pode conter matrizes geradoras de cédigos catastréficos, caso

existam, descartam-se esses e é realizada uma nova escolha.

Exemplo 3.3 Sejam A/T um reticulado quociente, onde A = Z? e T' = ((2,2),(2,—2)) e
considere um codificador com parametros (2,4,2). Entdo, o bloco de normas € { Ny, No}. As

classes laterais do reticulado quociente sao
(07 0)7 (17 0)7 (O, 1)7 (17 1)7 (_17 0)7 (07 _1)7 (17 _1) € (27 O)

O congunto de entradas nao-nulas possiveis ¢ U = {(0,1),(1,0),(1,1)}. A Tabela 3.1 apre-
senta o conjunto ordenado de mormas. As normas que maximizam a Equagao 3.11 e, con-

seqiientemente, 0 Agyp € Aine sG0 0s blocos de normas {4,2} e {2,2}, respectivamente.

Exemplo 3.4 Considere o reticulado quociente R e o codigo do Exemplo 3.2 com parametros

(2,4,2). A matriz geradora é dada por

G=[922 921 | 912 d11 | go2 901}7

onde as duas ultimas colunas estio associadas as entradas do codificador e as demais estao

associadas as memorias. Como o objetivo é apresentar um exemplo de subconjuntos especiais,
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Tabela 3.1: Tabela de Normas Ordenadas do Exemplo 3.3
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serd usada a Tabela 3.1, selecionando os melhores blocos de ki normas. Tais blocos sao dados
por

GNi=[4 2] 11]24] eGN,=[2 2| 12 ] 2 2].
Nos blocos intermedidrios, das matrizes normas GNy e GNs, foram feitas substituicoes de
modo que o conjunto de geradores esta contido nas GN e as melhores normas estao nos blocos
extremos das ki primeiras e ultimas colunas. A matriz GNy estd associada a 24 matrizes G,
pois
n(go1) - n(goz) - n(g11) - n(gi2) - n(ga1) - n(go2) =1-2-3-2-2-1 =24,
onde n(gi;) € o numero de possibilidades para as classes laterais g;;. Dentre as 24 possibili-

dades, considera-se
2 1{0 1|1 2
G“‘{01 1010]'
Para a matriz geradora G, obtém-se os sequintes limitantes:
1

= min{2,4,2} + min{2,4,2} =4

Agp = min{ 10-(2,0)+1-(1, )| +0-(0,1)4+1-(0,1)]|+0-(1,1)+1-(2,0)],

11-(2,0) +0- (L) +11-(0,1) +0- (0, )| + [[1- (1,1) + 0- (2,0)],

11-(2,0) + 1 (L[| +[[1-(0,1) + 1+ (0, )| + 1+ (L, 1) +1-(2,0)] }
—min{2+1+4,44+1+2,2+2+2}=6.

O cdlculo do dpee € obtido pelo algoritmo de Viterbi, [11, 27], onde 4 < dfree < 6. Para o

cédigo de trelica gerado por G, dpe. = 6 € a distancia minima no subreticulado € d2,, = 8.

Logo,
d = min{8,6} = 6.

Para o calculo dos espectros de peso, os elementos do reticulado quociente R sao rotulados

de 0 a (|R| — 1) e, com isso, define-se uma nova matriz, a matriz dos rétulos, dada por

GR = (915)1x(Vih)s (3.13)

onde g;; = 0,1,...,(|R| —1). Nesta matriz as classes laterais g sdo substituidas por nimeros
(rétulos) que representam as classes laterais. O objetivo de construir a matriz dos rétulos, é
para que seja utilizada a tabela de Cayley ao célculo dos espectros de peso, simplificando as

operacoes.
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3.5 As Particoes e os Cddigos

Nesta secao sao dados varios exemplos de construcoes de particoes de reticulados que sao
utilizadas na construcao de codigos de trelica.

O objetivo é mostrar que o desempenho do cédigo de trelica também esta relacionado a
utilizagao de reticulados quociente que possibilitem a construcao de constelagoes de sinais
com menor energia média. Os dois primeiros exemplos mostram que a escolha adequada
do subreticulado diminui a energia média p, o que é uma contribuicao direta no ganho de
codificacao. No Exemplo 3.7 é usado o reticulado hexagonal, que apresenta as constelagoes
com menor energia média.

A Figura 3.4 mostra a estrutura de um codificador convolucional com 3 memorias, utili-

zado nos exemplos desta secao.

o—>» 2, —» 8y

o— 2n

Figura 3.4: Estrutura de um Codificador com 8 Estados

Exemplo 3.5 Considere o reticulado quociente R = %, com A =7% el = PA, onde

-[33)
Entao, T' = ((4,0);(0,2)). Seja o codificador (2,3,2), apresentado na Figura 3.4. A Tabela
3.2 apresenta as classes laterais, os rotulos, as normas e as ordens de R = PZ—ZZ. A operacao
em R € mostrada na tabela de Cayley, a saber, Tabela 3.3. Os subconjuntos especiais que
contém um conjunto de codigos otimos, sao selecionados analisando a Tabela 3.4. A matriz
norma

GN=1[41] 2114 2]

contém um conjunto de codigos de trelica otimos. No subconjunto especial, representado por

GN, € realizada a procura das matrizes geradoras dos codigos otimos. A matriz geradora

21 1]2 —1
G_{01 0[0 1 }
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formulada a partir da GN, gera um codigo otimo. O calculo dos espectros de peso € feito

através da matriz dos rétulos GR, dada em (3.13), onde
GR=[2 1] 41| 2¢6].

Aplicando as Equagoes (3.9) e (3.10), na matriz dos rétulos GR, obtém-se os sequintes
limitantes:

Ay = min{2,4,2} + min{2,4,2} =4

Agyp =min{d +2+0,24+1+4,2+5+4} =6.

Assim, tem-se 4 < dp. < 6. Através de cdlculos, encontram-se as distancias, dge = 5 e

d = min{5,8} = 5.

No Exemplo 3.5, sdo consideradas as constelacoes da forma M = 8 - 2%2. As constelacdes
do sistema nao-codificado sao da forma N = 2¥*%2 A média na constelacio nao-codificada
é calculada por

1 2
pu g ? Z xi >
onde

z; € {(£1,£1), (£1, £3), (£3, £1), (+3,£3), .- }.

Em particular, se a constelagao é da forma N = (2-b)" (perfeitamente ajustada), tem-se que

p* = zn(4b* — 1), onde b é determinado em (3.4).

R= PZ—; Rétulo | Norma | Ordem
(0,0) 0 0 0
(1,0) 1 1 4
(2,0) 2 4 2
(—1,0) 3 1 4
(1,1) 4 2 4
(0,1) 5 1 2
(1,—-1) |6 2 4
(2,1) 7 5 2

Tabela 3.2: Normas e Rétulos do Reticulado Z?/PZ?

~ . . . 2 ~ .
As constelagoes de sinais, formadas pelo reticulado R = % sao apresentadas na Figura

3.5, contendo 8, 16, 32, 64 e 128 pontos, com centro no ponto (1 l) do sistema Euclidiano.
Os ganhos de codificacao para as constelagoes de 32, 64 e 128 pontos sao apresentados na

Tabela 3.5.
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+(0(12]|3[4]5]6]7
010111234567
11112(3|10]7[4]5]6
21213/0(1]6]74]5
3130125674
4141716151210/ 3
5 (5[4 |7[6|1]0|3]|2
6 |6/5|4]7]0(3|2|1
7171615141312 1]0

Tabela 3.3: Tabela de Cayley do Reticulado Z?/PZ? do Exemplo 3.5

© % % %S
S % % % 5 %Y %S U
Y U %% %Y
S 5 % Y% 5% Y% 5 %
b T N W | T Vs R B TV s B
% %5 %% (% %] %4 %% %%~
SRR R R A R RV IR IR
S %5 % Y% 5% %)% S %Y
b T O b W B s T e R - T O e B
% % ﬂ Y %1% %Y %% %Y
O S B S V1 e B !
Y% 5 %U%%
Figura 3.5: Constelagoes com 8, 16, 32, 64 e 128 pontos em PZ—Z22

Exemplo 3.6 Considere o reticulado quociente R = %, onde A=7%*T=QA e

2 =2
-7
O codificador possui 8 estados e ki = 2 entradas em Zo. A Tabela 3.6 apresenta as classes
laterais, os rotulos, as normas e as ordens de R = QZ—;, com a operacao definida na Tabela

3.7. A selecao do subconjunto especial para a matriz norma € retirada da Tabela 3.1. A

matriz norma

GN=[4] 2 1] 4 2]

contém um conjunto de codigos de trelica otimos. Ao procurar as matrizes geradoras em
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Tabela 3.4: Tabela de Normas Ordenadas do Exemplo 3.5

Rl
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Q| | [ <H
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p525a
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0o
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Q| T~ A T~
| en
S oo =

Tabela 3.5: Ganhos de Codificacao do Exemplo 3.5
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R = éZ—Z?Q Rotulo | Norma | Ordem

(0,0) 0 0 1
(1,0) 1 1 4
(0,1) 2 1 4
(—1,0) 3 1 4
(0,—1) 4 1 4
(1,1) 5 2 2
(1,-1) 6 2 2
(2,0) 7 4 2

Tabela 3.6: Normas e Rétulos do Reticulado Z?/QZ?

+1011[2]3]4[5]6]7
010111234567
1(1|7]5]0(6|4]2|3
212(5|716|0[3|1]4
31310167 |5(2(4]1
41416057132
51514132110 7]6
6 |62 |1[4]3[7[0|5
7173141112165 0

Tabela 3.7: Tabela de Cayley do Reticulado Z?/QZ?

GN, encontra-se a matriz geradora

2(1 1]2 1
G:[o1 00 —1}'

A matriz dos rétulos € dada por
GR=[71511]76].
Aplicando as Fquacoes 3.9 e 3.10 a matriz dos rotulos GR, tem-se os sequintes limitantes:

Ajyr = min{4,2,2} + min{2,4,2} =4

Agyp =min{d +2+0,24+1+4,24+1+4} =6.

Assim, 4 < dpee < 6 € a distancia livre dgee = 5. Logo, d = min{5, 8} = 5.

As constelagoes de sinais do reticulado R = QZ—ZQ sao apresentadas na Figura 3.6. As
constelacoes contém 8, 16, 32, 64 e 128 pontos, com centro no ponto (%, %) Os ganhos de

codificacao para as constelacoes de 32, 64 e 128 pontos, sao apresentados na Tabela 3.8.
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kol p | M |d D N | d* | p* g
212002 |5]525(2*] 4 |10 3,768
312512005 [1,25(2°| 4 |20 3,872
4 13,0[27[5]120,5|20] 4 |42]4,084
Tabela 3.8: Ganhos do Exemplo 3.6
No reticulado quociente QZ_;?7 as classes laterais sao bem distribuidas e para a constelacao

de 128 pontos a energia média da constelacao é igual a energia média de cada classe lateral.

Além disso, o reticulado quociente QZ—ZZ apresenta melhor desempenho em relagao ao reticulado

ZQ
7R
.3 [ ] .1 .7 .3 .0 .1 ,7
05 .4 .6 02 05 04 .6 .2
[ ] j [ ] [ ) [ ] [ ]
ts 0 1] 7 0 1 7
5 % % %Y
© Y% v %l
(] o [ ) [ ]
S % "% © % %
S % % % %“ % 9
s Y v 1% e
.6 02 05 04 02 05 ’1
4 % )
.6 .2 .5 .4 .6 .2 .5 .4

. . ~ 72
Figura 3.6: Constelagoes com 8, 16, 32, 64 e 128 pontos em o

O melhor ganho de codificagao ocorre nos cédigos que utilizam o reticulado quociente

ZQ

2 ~ .1 . .
R = Z. . em relacio aos que utilizam o reticulado quociente R = Pz

&=, Tal afirmacao é

justificada pelo maior valor de densidade no subreticulado QZ?. Nos reticulados gerados

et

a densidade é A = 0, 555. Para o subreticulado PZ?, da matriz

2]

pela matriz

a densidade é A = 0.392.
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R= 3 Rétulo | | || | 1]
(0,0) 0 0 |1
(1/2,v3/2) |1 1 |8
(—1,0) 2 K
(-1/2,v3/2) |3 1 |8
(0,v3) 4 3 |2
(1/2,-v3/2) |5 1 |8
(1,0) 6 1[4
(—1/2,-v3/2) | 7 1 |8

Tabela 3.9: Normas e Rétulos do Reticulado A = SA
Exemplo 3.7 Considere os parametros do codigo do Exemplo 3.6, o reticulado heragonal
A= ((1,0),(1/2,v3/2))

e I' = SA o subreticulado de A, onde
s=[2 V3
=15 5|

A norma em T' é m = detS = 43 ¢ |R| = :gg:ﬂ = 8. A Tabela 3.9 mostra as classes

laterais, os rotulos, as normas e as ordens de R = SAA A operacao em R = ﬁ estd definida

na Tabela 3.10. A matriz norma que representa um subconjunto especial € dada por
GN=[3]11] 3 1].
A matriz geradora €

szg

o[
[See
wlﬂml'

w —

e a matriz dos rotulos é

GR=[4] 1 3] 4 1].

Aplicando as Equacgoes 3.9 e 3.10 na matriz dos rotulos GR, tem-se os sequintes limitantes:

Aips = min{1, 3,1} + min{1,3,1} =2

Agyp =min{3+1+0,1+1+4+3,1+3+3} =4.

Assim, 2 < dpee < 4. A distincia livre dje. = 4, d2, =7 e d = min{4, 7} = 4.

min

A Figura 3.7 apresentam as constelacoes de sinais com 8, 16, 32, e 64 pontos para o

reticulado quociente R = A/SA. As energias médias desta constelagao sao p = 1,21, 2,33,
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1
2
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31314(5]6]7(0
414151670
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7T1710[1(2]3]4|5]|6

= SA

Tabela 3.10: Tabela de Cayley do Reticulado A
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Tabela 3.11: Tabela de Normas Ordenadas do Exemplo 3.7
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ko | p [M|d| p |[N|d"|p"]| G
21202544462 ] 4 [10] 3,507
312,5[2014[8,80[2°| 4 [20] 3,521
413027 4] 1,7 [26] 4 [ 423,753

Tabela 3.12: Ganhos do cédigo do Exemplo 3.7

4,46 e 8,89, respectivamente. A constelacao esta centralizada em (%, \?) e os ganhos de

codificacao sao apresentados na Tabela 3.12, para as constelacoes de 32 e 64 pontos.

O reticulado quociente proposto no Exemplo 3.7 possui menor energia média quando

comparado aos reticulados de Z?, usados nos Exemplos 3.5 e 3.6.

1 7
o [ ) [ )
0 6 4

°
5 3 11 7 5 3 1

72

Figura 3.7: Constelagoes com 8, 16, 32 e 64 pontos em &

Para verificar o impacto no aumento de memoérias do codigo de trelica, é considerado o

codigo (2,4,2) da Figura 3.8. Assim, tem-se a matriz norma
GN=[4 2] 2 1] 2 2].

Tal matriz é um dos subconjuntos especiais. A matriz geradora é

o

GR=[50]241]20].

211 1|1 1
0 1{-1 0|1 -1

e a matriz dos rétulos é

A distancia deste codigo é ampliada em relacao a distancia do codigo do Exemplo 3.6.
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ko | p |[M|d| p |N|d“|p*]| G

2 12,0256 5,25 |27 4 |10] 4,559
312,520 (610,25 25| 4 | 20| 4,664
4 13,0276 20,5 | 2°] 4 |42 4,876

Tabela 3.13: Ganhos do Exemplo 3.6 para o codificador de 16 estados

kol p | M |d D N | d* | p* g

212,012 | 5] 4,46 | 2*| 4 |10 | 4,476
312,512 |5] 8,89 [2°] 4 |20 4,490
30252 [5]17,70 | 25| 4 | 42 | 4,722

Tabela 3.14: Ganhos para o codificador de 16 estados do Exemplo 3.7

Tem-se dge. = 6 € d = min{6,8} = 6. Os ganhos de codificagao, neste c6digo, sao apresenta-

dos na Tabela 3.13.

e—» %, —» Z»

Figura 3.8: Estrutura do Codificador de 16 Estados

De maneira analoga, para o Exemplo 3.7, a matriz norma é
GN=[31|11]31].

A matriz dada por
11

_1 9
2
00*/73\/3}

¢ uma das matrizes geradoras de um cédigo de trelica 6timo associado a GN. A matriz

0 1

2

geradora G serd representada pela matriz dos rotulos
GR=[4 1|13 | 45].

A distancia é igual dgee = 4 € d = min{4, 7} = 4. Os ganhos de codificagao deste codigo sao
apresentados na Tabela 3.14.

O resultado mais importante verificado nestes dois exemplos é que o aumento no nimero
de entradas nao-codificadas ks, ocasiona um aumento consideravel no ganho de codificacao,

somente quando ks é acrescentado de modo a formar uma constelagao perfeitamente ajustada.
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Em particular, no Exemplo 3.6, quando ks aumenta de 2 para 3, tem-se que o ganho de
codificacao aumenta 0, 105; e quando ky aumenta de 3 para 4, o ganho de codificacao aumenta
0,212 (Tabela 3.13). Logo, o ganho de codificagao adquirido com o aumento da entrada nao-

codificada é significativo quando este acréscimo forma uma constelacao da forma
N = ¢"th = (2b)",

ou seja, uma constelacao perfeitamente ajustada.

3.6 Consideracoes Finais

As tabelas de ganho de codificacao apresentadas, mostram as melhores particoes de um
reticulado para a determinacao de classes laterais que formam os codigos de trelica com
melhores desempenhos. As constelacoes de sinais mapeadas por reticulados hexagonais apre-
sentam as melhores energias médias quando comparadas as particoes de reticulados de Z2.
Além disso, as particoes de reticulados, onde os subreticulados sao representados por figuras
geométricas regulares, proporcionam ganhos de codificacao consideraveis. Portanto, é pro-
posto o uso de reticulados quociente geometricamente regulares para a construcao de cédigos
de trelica 6timos. Também é verificado que o acréscimo da entrada nao-codificada apresenta

ganho significativo quando a constelagao formada é perfeitamente ajustada.



Capitulo

Classe de Equivalencia dos Codigos de Trelica

Neste capitulo é apresentada uma classe de equivaléncia de codigos de trelica sobre
particoes de reticulados representados por matrizes geradoras GG, onde as classes laterais
da particao formam as colunas desta matriz. A equivaléncia dos cédigos de trelica é ob-
tida através da utilizacao de operadores lineares com propriedades estruturais que ligam as
estruturas algébricas dos grupos aos codigos de trelica. A existéncia da equivaléncia entre
os coddigos de trelica em subconjuntos especiais é mostrada a partir da determinacao dos

espectros de pesos dos codigos de trelica.

A principal contribui¢ao deste capitulo é apresentar uma ferramenta a ser usada na de-
terminacao dos codigos de trelica equivalentes e esta classe de equivaléncia é utilizada no

processo de determinagao dos codigos 6timos existentes nos subconjuntos especiais.

Para verificar os conceitos abordados neste capitulo e analisar a existéncia da equivaléncia
dos cédigos de trelica, sao dados exemplos de codigos de trelica e verificados os espectros de
pesos nos codigos equivalentes determinados. Os espectros de pesos sao determinados nos

caminhos fechados (com inicio e final no estado zero) para um comprimento L fixo.

4.1 Classe de Cédigos Equivalentes

Nesta secao sao usadas as transformacoes lineares para mostrar que varios codigos de
trelica sobre particoes de reticulados sao equivalentes. Também é mostrado o Teorema 4.1

que caracteriza a equivaléncia destes codigos.

Dada uma particao de reticulado em um espaco de dimensao n, onde as classes laterais

g = (x1,29,...,2,) € R=A/T. Considere uma familia de transformagoes lineares, definida

45
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por

¢v:R— R, (4.1)

gi — gj

tal que p(z1, 29, ..., ) = (Y1,Y2, - - -, Yn), COM
y; = x;, para algum i,j € {1,...,n},
y; = —x;, para algum ¢ € {1,...,n} e/ou
y; = x;, para os demais.

A transformacao linear

v :R" — R",

¢ denominada de operador linear. Se ¢ (g) = g, ¢ é denominado de operador identidade e

é indicado por 1.

Definicao 4.1 Dois cddigos convolucionais Cy e Cy sao ditos codigos equivalentes, se seus

espectros de pesos sao iguais e € indicado por Cy = Cs.

Teorema 4.1 Considere C; um codificador convolucional com ki entradas e V. memorias

gerado pela matriz
G = [gvk’l o ga |l o gkt 9o }
Se p : R — R é uma composi¢ao formada por uma familia de operadores lineares, tal que

Q= 10200, comas p(g)=g;, 1 <I<m,e

o(G) = [ o(go,) - @lgu) | -+ [olgor,) - @lgor) |-

Entao o codigo convolucional Cy gerado por o(G) € equivalente ao codigo Cy gerado por G.

Prova. Devemos que cédigo C; e equivalente a Cs, se somente, [|¢ (9)|| = ||g]| ., isto é, ¢ é
uma entre classes laterais de mesma norma.

Por defini¢ao
lgll = > a7,
i=1
mas, de (4.1) tem-se que

lo(an, s, )l = 3 w2
j=1
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Assim,
2
el = ai+ > (—w) +> a3
=Y 2=l
i=1
Logo,

[ (Dl = llgll -

Nestas condicoes, pode-se concluir que

Zuij@(gz’j) Zuijgij
0, 1]

Além disso, se @1 e py sao dois operadores lineares, entao o operador composicao p = 10y

¢ tal que:
[(e1 0 @2)(9)Il = lle(g)ll = llgll-
Portanto, ¢ = ¢ 0o 0--- 0, é tal que:
[(pro@zo---opn)(g)ll = llel@)ll = llgll-

|

Exemplo 4.1 Considere o cddigo (2,4,2) sobre o reticulado quociente QZ—ZQQ, Exemplo 3.6. A

2 110 1|1 2
G_{O 111 01 O}’

representa um codigo de trelica otimo. Para a seqiiéncia fechada

matriz geradora

UgiUze Utttz Ugitoz = 00 00 11,

as saidas sao (1,—1), (1,1), e (1,—1), nesta ordem. O peso da seqiiéncia supracitada €é
2+2+2=6. Agora, seja ¢ : R — R um operador linear tal que ¢(z,y) = (y,x). Aplicando
¢ em G, tem-se
2 1|1 01 2
‘b(G)_lo 1o 11 o}'

Para a seqiiéncia fechada

00 00 11,

as saidas sao (1,—1), (1,1), (1,—1) e 0 peso € 2+ 2+ 2 = 6. Verificando que G e ¢(G)

POSSUEM 05 MESMOS Pesos para esta Sequencia.
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4.2 Aplicacao da Equivaléncia aos Cdédigos de Trelica

Em uma classe de equivaléncia dos codigos de trelica em particoes de reticulados, as ma-
trizes geradoras diferem entre si, por permutacoes das classes laterais com mesma norma.
Neste caso, dois codigos de trelica C e 5 sao equivalentes se um é obtido da permutacao
das classes laterais com mesma norma, considerando a existéncia da aplicacao de um ope-
rador linear agindo sobre as classes laterais substituidas. Nas duas subsecoes seguintes sao
mostrados dois casos para verificar a existéncia da equivaléncia e os espectros de pesos dentro

das classes de equivaléncias.

4.2.1 Classe de Equivaléncia no Reticulado Quadrado

Considere a particao de reticulado R = QZQ, onde
2 =2
e os operadores lineares
p,¢: R— R,
com

As classes laterais de R e as imagens p(R) e ¢(R) estao apresentadas na Tabela 4.1.

R=fm | p(R) | #(R)
(0,0) (0,0) (0,0)
(1,0) (0,1) (0,1)
(0,1) (1,0) (—1,0)
(_170) (07 ) (O’ _1)
(O’ _1) ( ) ) (1’0)
(17 ) (1’ ) (1’_1)
(17 _1) (17 ) (17 1)
(2,0) (2,0) |(2,0)

Tabela 4.1: Imagens dos Operadores Lineares da Equagao 4.2

O conjunto dos operadores com a operacao de composicao possui uma estrutura de grupo,

de modo que:
(pop)z,y) = p*(z,y) = I(z,y) = (z,y),
(¢ 0 ¢*)(z,y) = ¢*(x,y) = I(z,y) = (z,y),
(¢° 0 p)(,y) = (pod)(z,y) = (z,—y).
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O operador linear p tem ordem 2 e ¢ tem ordem 4, ou seja, p?> = I e ¢* = I, e escreve-se
lp| =2 e |¢| = 4. Logo o conjunto {p, ¢} munido da operagdo de composicao, o, gera um
grupo

(G, 0) = (p, ),

descrito por:

G ={1,0,0°,0° p.op,d°p, &°p}. (4.3)

O grupo G possui ordem |G| = 8 e é isomorfo ao grupo diedral D, das simetrias espaciais
do quadrado. Por simplicidade escreve-se apenas ¢p, ao invés de ¢ o p(z,y).

Considerando o codificador de parametros (2,4,2) sobre o reticulado quociente I' = QA
do Exemplo 3.6, onde as classes laterais estao na Tabela 3.6. A matriz norma do subconjunto

especial que contém os codigos de trelica étimos, é dada por:
GN=[4 2] 11| 2 4].

Seja a matriz geradora de um cédigo de trelica 6timo,

2 1[1 0]1 2
G_{o 10 1)1 o}’

representada pela matriz dos rotulos
GR=[7 5|1 2] 5 7]. (4.4)

Aplicando os operadores lineares do grupo G, dado em (4.3), obtém-se 8 matrizes geradoras
G(GR) distintas, correspondentes a 8 cddigos equivalentes. O grupo das matrizes formuladas

a partir da aplicacao do grupo G sobre a matriz geradora G é
G(GR) = {I(GR),$(GR), 9*(GR), $*(GR), p(GR), ¢p(GR), $*p(GR)¢’p(GR)}.
Assim, G(GR) =

{[75] 125 7], [76]23]67],[753457],[7641¢6T7],
(75215 7],[76326T7],[754355],[7614¢6 7]},

nesta ordem.

Analisando as colunas da matriz GN, observa-se que existem 2, 4, 4 e 2 possibilidades
para as colunas 2, 3, 4 e 5, respectivamente. Portanto, tem-se 64 matrizes geradoras distintas,
onde varias destas matrizes geradoras de cddigos de trelica apresentam os mesmos espectros

de pesos, ou seja, varios codigos de trelica deste esquema de codificacao sao equivalentes.
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Tabela 4.2: Imagens dos Operadores Lineares da Equagao 4.5

4.2.2 Classe de Equivaléncia no Reticulado Hexagonal

Considere a particao de reticulado R = S—/}\, onde A = <(1, 0), (%, */75)> e

=[5 %)

Sejam os operadores lineares

p,¢: R— R,
tais que
p(l’,y) = (.CE, _y) € ¢($7y) - (_:va)

As classes laterais de R e as imagens p(R) e ¢(R) estdo na Tabela 4.2.

A operacgao de composicao dos operadores p e ¢ é definida por:

(pop)z,y) =1(z,y),
(pod)(x,y) =I(x,y),
(pop)(z,y) = (pog)(z,y).

(4.5)

Estes operadores com a operacao de composi¢ao possui uma estrutura de grupo, onde a

ordem dos elementos p e ¢ é 2. Logo o conjunto {p, ¢} munido da operacao de composigao,

gera um grupo (G, o) = (p, ¢), descrito por:

G ={1,p,¢,po}.

O grupo G possui ordem |G| = 4 e é isomorfo ao grupo de Klein.

Considere o codificador de parametros (2,4, 2), sobre o reticulado quociente hexagonal do

Exemplo 3.7 da Tabela 3.9. O subconjunto especial que contém os cédigos de trelica étimos
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¢ dado pela matriz norma
GN=[3 1] 11 |1 3].

Seja a matriz geradora de um cédigo de trelica 6timo,

al

w|§ |

W =

o[
[See!

“ﬁ“'*
o

0 4

2

representada pela matriz dos rétulos
GR=[4 1| 3 1 |1 4].

Aplicando os operadores lineares do grupo G, tem-se 4 matrizes geradoras G(GR) distintas,

correspondentes a 4 codigos equivalentes:

G(GR) = {(GR), p(GR), 6(GR), pp(GR)} =
{[413114],[45 755 4],[437334],[4656¢6 7]}

nesta ordem.

Analisando as colunas da matriz G, observa-se que existem 6 possibilidades para as colu-
nas 2, 3, 4 e 5, mostrando a existéncia de 1296 matrizes geradoras para a G, onde varias
destas matrizes geradoras sao de codigos de trelica 6timos. Logo, tem-se 1296 matrizes

geradoras distintas com varios codigos de trelica equivalentes.

4.3 Espectro de Peso e Classe de Equivaléncia

Para o esquema de codificagdo do cédigo de treliga, com parametros (kqi,V,q) e uma
partigao de reticulado A/T", cada caminho fechado da treliga estd associado a uma seqiiéncia
de bits de entrada. Os caminhos fechados de comprimento L, onde o comprimento L ¢é a
quantidade de ramos do caminho fechado da trelica, que inicia e termina no estado zero, com
seqiiéncias de blocos com k7 bits e seqiiéncia inicial nao-nula. Mas, apds uma quantidade de
blocos ki, os demais blocos de entrada sao nulos, onde o comprimento de cada seqiiéncia é

superior a % A quantidade méaxima de blocos ki da sequiéncia de entrada é dada por:
1. (L —v),se V =0(mod k,);

2. (L —v+1), no caso contrério.
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Considerando o cédigo (2,4,2), por exemplo, as seqiiéncias fechadas sao de comprimento
L =23,
S1 =00 00 10, Sy =00 00 01 e S3 =00 00 11,

onde na seqiiéncia em S;: 10 é o primeiro bloco de entrada e 00 é o segundo e terceiro bloco.
De forma analoga para Sy e S3. Existem 9 seqiiéncias fechadas de comprimento L = 4 e 36
de comprimento L = 5. As seqiiéncias sao aplicadas nas matrizes geradoras, representadas
pela matriz dos rétulos (Equacao 4.4), que sao as matrizes G(GR) obtidas através do grupo
de composigao dos operadores (Equacao 4.3).

Para determinar os espectros de peso de um cédigo de trelica, sao construidas as seqiiéncias
de caminho da trelica, referente aos bits de entradas, onde os caminhos fechados sao seqiiéncias
com bloco inicial de k; bits nao-nulo, que apds uma determinada quantidade de blocos nao-
nulos, todos os demais blocos de bits de entrada sao nulos. Apds, construidas as seqiiéncias,
inicia-se a procura dos caminhos com mesma métrica.

A métrica de cada caminho fechado para a seqiiéncia de entrada é calculado, determinando
a classe lateral e a respectiva métrica, para cada ramo do caminho fechado representado na
trelica do codigo. A soma das métricas para todos os ramos de um caminho fechado é a
métrica do caminho considerado e o mesmo ¢é classificado pela sua métrica. A classificacao

final dos caminhos, para todas as sequiiéncias de entradas, determina o espectro de peso.

Exemplo 4.2 Considere o esquema de codificacao com parametros (2,4,2) e a particio de

reticulados R = QZ—ZZZ, Exemplo 3.6. Entre os subconjuntos especiais determinados na Tabela

3.1, considere o subconjunto especial da matriz norma
GN=[4 2| 11| 2 4], (4.6)

que possui 64 matrizes geradoras, divididas em 8 classes de equivaléncias, Tabela 4.3, isto €,
8 classes com cada classe representando 8 matrizes com os mesmos espectros de pesos, onde

estas 8 matrizes sao geradas através do grupo G.

A quantidade de caminhos fechados da trelica do codificador convolucional, é listada de
acordo com as variaveis métricas e comprimento L do caminho fechado. Os caminhos fechados
da trelica sao maiores ou iguais ao Ay,¢, particularmente, a métrica de cada caminho fechado é
igual ou superior ao dg.e. do codigo de trelica. Os limitantes e dge. das classes de equivaléncias

da Tabela 4.3, estao na Tabela 4.4.
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G1j—(2)1(1)(1)1(2)] GQJ‘_:(2)—11(1)(1]1(2)_
a=[2 1000 a2l o
a=[21 0 012 fa=[2 L0002
Gm‘::g _11 _01(1)13} Gy = 3—11 —01(1)13

Tabela 4.3: Classes de Equivaléncias da Matriz Norma 4.6, onde 1 < j < 8

C. Equivaléncia | Aips | Asup | divee
G, 4 6 6
G 4 6 5
G's; 4 7 5
Gy i | 6 | 4
G-, i | 4 | 4
G, 4 7 5
G, 4 6 5
G, 4 4 4

Tabela 4.4: Limitantes e dge. dos Codigos de Trelica da Classe G;;, onde 1 <7 <8

Exemplo 4.3 Seja o codificador convolucional do Ezemplo 4.2. Neste esquema de codi-

ficagao escolhido, considere a matriz geradora das classes de equivaléncia G1j, dada por

2 1|1 0|1 2
G:{o 1/0 1|1 0}’

representada pela matriz dos rotulos
GR=[7 5|12 5 7], (4.7)

A Tabela 4.5 apresenta o espectro de peso da classe de equivaléncia do cédigo étimo (Equagao
4.7), iniciando pelo menor caminho (L = 3) até o caminho L = 8. A menor métrica € a
distancia do codigo, dfe.. Similarmente, é apresentado o espectro de peso das classes de

equivaléncia para os demais grupos de codigos de trelica equivalentes.

A Tabela 4.6 descreve os cédigos da classe de equivaléncia G, detentora dos codigos de

trelica 6timos, porém equivalentes.
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Ie M 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 26
L =3 1 2
L =4 1 5 2 1 1
L =5 5 10 8 8 6 2 4 4 1
L =6 9 16 16 32 31 20 22 16 12 [§ 1 2
L="7 12 24 34 74 99 96 98 82 66 56 24 10 9 4 [§ 2
L =38 13 30 64 152 228 300 361 352 323 280 217 128 67 48 34 28 10 2 2 1
M - Métrica do Caminho C - Comprimento do Caminho
Tabela 4.5: Os Espectros de Pesos das Matrizes Geradoras G(GR; ;)
2 1101 2 (2 1 0 0-1 1 2
G“‘_010110] G”‘_o -1 1 0 -10
(21 -1 0 1 2 2 1 0 1 1 2]
G13__01 0 —110} Gl“‘_o -1 -1 0 -1 0|
(21011 2 (2 1.1 0 1 2
G15__011010} Glﬁ__o -1 0 -1 -1 0|
(21 0 -1 1 2 (2 1 -1 0 1 2
G”__01—1 0 10} Glg__o -1 0 1 -1 0

Tabela 4.6: Os Cddigos de Trelicas da Classe de Equivaléncia G

4.4 Consideracoes Finais

Uma classe de equivaléncia foi apresentada através da aplicacao de operadores lineares que
apresentam estruturas de grupos, mostrando uma relacao entre as estruturas algébricas e a
teoria de codificagao. A aplicacao das propriedades de grupo e dlgebra linear aos subconjuntos
especiais é uma ferramenta para otimizacao da procura dos codigos de trelica étimos. A
classe de equivaléncia usada nos algoritmos de procura dos cédigos de trelica étimos, dentre
os subconjuntos especiais, diminui consideravelmente a quantidade de matrizes geradoras a
serem investigadas pelo algoritmo. A proposta é implementar ao algoritmo de procura, os

resultados das classes de equivaléncias.



Capitulo

Codigos de Trelica

Neste capitulo sao mostradas varias construcoes de codigos de trelica, usando particoes
de reticulados em R?, R? R* e R®, com a finalidade de verificar que a dimensao do reti-
culado pode melhorar o desempenho do cédigo de trelica, que também estd relacionado ao
nimero de memoérias, tamanho da constelacao, quantidade de entradas utilizacao de reticula-
dos quociente que permitam construir constelagoes de sinais com menor energia média entre
as particoes possiveis.

No desenvolvimento do algoritmo de procura por cédigos de trelica 6timos, baseados em
[14], [13] e [12], ¢é proposta a sistematizagao do uso das classes de equivaléncias como método
de otimizacao dessa procura. Este processo inicia-se com a procura do reticulado A e de
um subreticulado I' de A, formando um reticulado quociente, para em seguida definir os
parametros (kq,V,q) do cédigo de trelica. Em seguida sao escolhidos os blocos de normas
(Ny,- -+, Ny, ), com as maiores normas ocupando o primeiro e também o tltimo bloco (com
as ki colunas cada) da matriz GN. Calculado o Ay e 0 Ay, s@0 inseridas as colunas
intermedidrias que contém um conjunto gerador do reticulado quociente que maximiza o Agyp.
O calculo do dgee € feito sempre na procura por uma aproximacao ou mesmo pelo alcance do
Agup. A procura ¢é feita sobre os subconjuntos especiais para identificar os cédigos de trelica
6timos e as matrizes geradoras de codigos equivalentes sao descartadas (esta equivaléncia é
mostrada pelo Teorema 4.1, ap6s construida as transformacoes no reticulado quociente).

Caso exista outras matrizes GN com mesmo espectro de peso, o processo anterior é
repetido na nova matriz norma escolhida. Finalmente, sao apresentados os cddigos de trelica
com dge maximo entre todas as GG, ou seja, sao apresentados os codigos de trelica 6timos
para o esquema de codificacao. A Figura 5.1 apresenta um fluxograma completo do processo

de procura por codigos de trelica étimos proposto nesta tese.

95
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Parametros Escolha do reticulado

(k17VQ)

Inicio

e subreticulado

Fase Inicial

Escolha da matriz norma GN Selegdo dos melhores

blocos de normas
com as melhores normas nas

.. 1as (Tabela de Normas)
k1 primeiras e ultimas colunas
v v Nao
Escolha das colunas intermedidrias A G escolhida contém um conjunto
que maximizam o Agyp € Ajpr de geradores do reticulado quociente?

associada a GN

[dﬁ'c o= Aps ? Eliminar as G Descrever a matriz GR
equivalentes (Tabela de Cayley)
#sim Nao
Sim
Existem mais G? [ dfree = ASulo ]
Célculo do dee Nio
nao diree < Asup ?

Fase Final v
\ Nio O dfree € maximo e G
Existem mais GN ? J € a matriz geradora

Figura 5.1: Fluxograma Para Procura de Cdédigos de Trelica Otimos
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5.1 Cédigos de Trelica em Particoes de Z*

Os codigos de trelica utilizados nesta tese sao baseados em reticulados quociente considerando-
se o critério de densidade, que neste caso sao os reticulados quadrado e o hexagonal, mostra-
dos na Tabela 2.1. O objetivo é investigar os reticulados quociente, associa-los aos melhores
codigos de trelica, procurar os codigos de trelica étimos do sistema de codificagao construido

a partir destas partigoes e estudar o desempenho destes codigos.

5.1.1 Reticulado Quociente com 8 Classes Laterais

Nesta secao sao considerados os reticulados quociente sobre Z? contendo 8 classes laterais.
Os parametros para o esquema de codificacao sao determinados, o reticulado quociente é
construido de maneira compativel ao niimero de classes laterais com propriedades algébricas e
geométricas necessarias, e em seguida, sao determinados os codigos de trelica para o reticulado
quociente, concluindo com a procura dos cdédigos de trelica 6timos. Nesta secao, também é
verificado que o desempenho do ganho de codificagao é alterado com o acréscimo nos pontos
da constelagao de sinais, e 0 aumento no nimero de memorias do cédigo.

Considere R = A/T como sendo uma particao de reticulado, para A = Z? e ' = PjA,
2 2
n-[2 2]

R ={(0,0),(1,0),(0,1),(1,1),(—=1,0),(0,—1),(1,-1),(2,0)}.

onde

Assim,

Seja um codificador convolucional com parametros (2,4,2). Entdo o conjunto de normas é

{N1, N2} e a matriz geradora é dada por:

G=1[9g2 91 | g2 9u | 902 9o1 |-

As duas ultimas colunas estao associados as entradas do codificador e as demais as memorias.
Os subconjuntos especiais, ou seja, onde se encontra as melhores normas, sao selecionadas
na Tabela 3.1 de classes laterais e normas ordenadas, sendo utilizados os blocos de normas
que maximizam o Ajys € Agyp, enquanto as que anulam a Equagao (3.11) sdo descartadas,
pois nao sao utilizadas na construcao dos codigos de treliga 6timos.

As normas que maximizam o Ajy € Agyp, a saber, as normas das k; primeiras e das k;

ultimas colunas de (G, que constarao nos codigos de trelica 6timos, tém seis possibilidades
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para dispor as colunas das extremidades, visto que a ordem em {Nj, No} nao é levada em
conta. Pelo Teorema 4.1, varias matrizes geradoras apresentam cédigos equivalentes [20].

As matrizes normas

GNy=[2 2] 12 ] 22], GNa=[4 2| 12| 2 2]
eGNy=[4 2 [ 11| 24] (51)

sao as matrizes normas satisfatérias, ou seja, as normas associadas as matrizes geradoras
de cédigos 6timos, os subconjuntos especiais. Existem varias possibilidades para escrever a

matriz G, particularmente, para a GN3 de (5.1), uma matriz geradora é

2 1|1 1]1 1
G_{o 1| -1 0] -1 1} (52)

Pelo Teorema 4.1, varias destas matrizes geram cédigos equivalentes. Para efetuar o calculo

dos espectros de pesos é determinada a matriz dos rotulos
GR=[75 |6 1] 6 5],

onde sao utilizada a Tabela 3.6 e a Tabela de Cayley (Tabela 3.7) para efetuar as operagoes.
Para este codigo tem-se os seguintes limitantes: Ajs = 4 e Ag,, = 7. Efetuando-se o célculo

segue que a distancia é dgee = 6 € d = min{8,6} = 6. Para as constelagdes de sinais com 32

11
272

Tabela 5.1. A constelacao nao-codificada N = 2¥+%2 para ky = 2 e 4, é dada por N = 2% ¢ 26

e 128 pontos com centro em (3, 5), o desempenho de ganho de codificacao é apresentado na
pontos, a energia média alcanca p = 5 e 20,5, e as constelacoes nao-codificadas sao p* = 10
e 42, respectivamente. Além disso, os codigos convolucionais deste sistema de codificacao
sao nao-catastroficos. Note que o aumento do nimero de pontos na constelagao de sinais
proporciona um acréscimo no ganho de codificagao.

Considerando os parametros (2, 6,2), tem-se um cédigo com 64 estados. Assim, um cédigo
de trelica é representado pela matriz geradora

2 1] 1 1]0 1] 1 2
G:{o 1|-1 11 0]-1 o}’ (5:3)

que representa um cédigo 6timo, onde a matriz dos rétulos é dada por
GR=[75 61| 25]|65].

Os limitantes sao: Ajyy = 4 e Agyp = 7. Efetuando-se o cédlculo da distancia do cédigo,

obtém-se dpe. = 7 € assim d = min{8, 7} = 7. Utilizando-se uma constelac¢ao de sinais de 32
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ko | Taxa | M | N % Z—Z Ganho
20 2 [ 29020 6/5 |4/10] 4,771
4 3 27 | 251 6/20,5 | 4/42 | 4,876

Tabela 5.1: Ganhos do Cddigo do Reticulado PZ—ZQZ

e 128 os ganhos de codificacao sao dados por

74 74
— 101 L2 ) 25441 4B — 101 2 ) 5545 dB
g ©810 (5 10> ’ g 0810 (20.5 42) ’ ’

respectivamente.
Observe que o aumento do niimero de memérias no coédigo de trelica também ocasionou

um acréscimo no ganho de codificacao.

5.1.2 Reticulado Quociente com 16 Classes Laterais

Nesta secao é considerada uma partigao para um reticulado quociente contendo 16 classes
laterais. O objetivo é analisar o comportamento dos codigos de trelica quando aumenta o
nimero de palavras-codigo.

Considere o reticulado A = Z? e T’ = 472 um subreticulado de A. A matriz de I é dada

por
4 0
2 _
we[10)
O reticulado quociente R = % ¢ uma partigao de A e a Tabela 5.2 mostra os rétulos, normas

e ordens de R. B utilizado um codificador com parametros (2,4, 2). Os subconjuntos especiais
tém bloco de norma { Ny, No} = {8, 4} para os c6digos de trelica 6timos e uma matriz norma
¢ dada por

GN=[8 4| 4 1] 438].

Uma matriz para o cédigo 6timo é a matriz

2 200 1]0 2
G_{z 012 02 2]' (5-4)

Para efetuar o calculo dos espectros de pesos, a matriz geradora é representada pela matriz
dos rétulos

GR=[159 | 10 1 | 10 15].

Os limitantes sao: Ay = 8 e Ay, = 13. A distancia do cdédigo ¢é dpee = 13, € assim

d = min{16, 13} = 13. Para uma constela¢ao de 64 sinais, tem-se que p = 10,25 e p* = 10.
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R = % Rétulo | Norma | Ordem R Rétulo | Norma | Ordem
(0,0) 0 0 1 (—1,-1) 8 2 4
(1,0) 1 1 4 (2,0) 9 4 2
(0,1) 2 1 4 (0,2) 10 4 2

(—1,0) 3 1 4 (1,2) 11 5 4

(0,—1) 4 1 4 (2,1) 12 5 4
(1,1) 5 2 4 (—1,2) 13 5) 4

(1,-1) 6 2 4 (2,-1) 14 5 4

(—1,1) 7 2 4 (2,2) 15 8 2

Tabela 5.2: Normas e Rétulos do Reticulado %

O ganho de codificagao é
13 4
G = 10log,, (— = —) =5,012 dB.

O aumento do nuimero de classes laterais, neste caso, proporcionou aumento no ganho de

codificacao.

5.1.3 Reticulado Quociente com 32 Classes Laterais

Nesta se¢ao procura-se aumentar o nimero de classes laterais no reticulado quociente, com
a finalidade de se obter um aumento no ganho de codificagao sem alteragao nos parametros.
Sera utilizado um reticulado com propriedades algébricas e geométricas semelhante ao reti-
culado quociente formado a partir de PiA, Secao 5.1.1.

Considere R = A/T uma partigao de reticulado, para A = Z? e I' = P;A, onde

4 4
P - [ e ] .
Considere ainda um codificador convolucional com parametros (2,4,2). A Tabela 5.3 mos-

Z2

Pz Os subconjuntos especiais

tra os roétulos, as normas e as ordens do reticulado R =
com melhor conjunto de normas { Ny, Na} para os cédigos de treliga étimos determinam um
conjunto de matrizes norma com possibilidades de conter matrizes geradoras de cédigos de

trelica 6timos, dentre tais matrizes esta a matriz norma
GN=[16 8 | 1 10 | 8 16].

No subconjunto associado a matriz G, tem-se que a matriz geradora para o codigo 6timo

¢ dada por

42[0 1] 2 4
G—{o 2|1 3| -2 0} (5:5)
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R = Pf; Rétulo | Norma | Ordem R Rétulo | Norma | Ordem
(0,0) 0 0 1 (0, -3) 16 9 8
(1,0) 1 1 8 (1,2) 17 5 8
(0,1) 2 1 8 (—1,2) 18 5 8

(—1,0) 3 1 8 (1,-2) 19 5 8
(0,—1) 4 1 8 (—1,-2) 20 5 8
(1,1) 5 2 4 (2,1) 21 5 8
(1,-1) 6 2 4 (—2,1) 22 5 8
(—1,1) 7 2 4 (2,-1) 23 5 8

(—1,-1) 8 2 4 (—2,-1) 24 5 2
(2,0) 9 4 4 (1,3) 25 10 4
(0,2) 10 4 4 (—1,3) 26 10 4

(—2,0) 11 4 4 (3,1) 27 10 4
(0,-2) 12 4 4 (=3,1) 28 10 4
(3,0) 13 9 8 (2,2) 29 8 2
(0,3) 14 9 8 (2,-2) 30 8 2
(—3,0) 15 9 8 (4,0) 31 16 2

Tabela 5.3: Normas e Rotulos do Reticulado %;2

e a matriz dos rétulos é a matriz
GR=[31 29 | 1 24 | 30 31].

Os limitantes neste caso sao: Ay = 16 e Ay, = 25. Efetuando-se o célculo da distancia,
tem-se que dgee = 22 € d = min{32,22} = 22. Para uma constelagao codificada de 64 sinais,
tem-se que a energia média é p = 10,25, sendo que a constelagao nao-codificada é p* = 6.
Assim, o ganho de codificacao deste esquema é

22 4

) = B.
10.25 6> 5,078 d

G = 10logy, (

Este reticulado, apesar de ter as mesmas propriedades algébricas e geométricas do reticulado
P A, apresentou um aumento no ganho de codificagao com o aumento no nimero de classes
laterais.

Para o esquema de codificagao com parametros (2,6, 2), isto é, um esquema que exige 64

estados, a matriz geradora de um codigo 6timo é

G:[4 211 0] -1 2| 2 2} (5.6)

023 1|3 2(-2 2

e a matriz dos rétulos é

GR=[31 29 | 24 2 | 26 29 | 30 29].
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R =7?/P,7?/P;Z* | Rétulo | Norma | Ordem
(0,0) 0 0 1
(1,1) 1 2 1
—1,-1) 2 2 1
1,-1) 3 2 1
(—1,1) 1 2 1
(2,0) 5 4 2
0,2) 6 1 2
2,2) 7 8 2

Tabela 5.4: Classes Laterais, Normas e Rétulos do Reticulado R = %

Os limitantes sao: Ay = 16 e Ay, = 34 e a distancia do cédigo de trelica é d =
min{32,26} = 26, pois 0 dpee = 26. Assim, para a constelacdo de 64 sinais, o ganho de

codificacao é
26 4

=101 ) = dB.
G 00g10<10725 6) 5,803

Neste caso, a ampliacao do nimero de meméria ocasionou um acréscimo no ganho de codi-

ficacao.

5.1.4 Reticulado Quociente com 8 Classes Laterais em uma Cadeia
de Particoes

Nesta secao é empregada uma nova construcao de partigoes de reticulados, a saber, a
particao em cadeia. A finalidade é construir um reticulado quociente compativel com o
nimero desejado de palavras-cédigo.

Considere o reticulado A = Z? e os subreticulados I'; e I'y de A, onde as matrizes de I';

1 -1 40
P2:[1 1}6133:{0 4}’

respectivamente. O reticulado quociente I'y = P,A ¢ uma particao de A = Z2. O reticulado

e I's sao

quociente 'y = PyA é uma particao de I'y e a partigdo em cadeia R = A/P,A/P3A é o

r

reticulado quociente R = o A Tabela 5.4 mostra as classes laterais, os rotulos, as normas

T
e as ordens.
Utilizando-se o codificador com parametros (2,4,2), os subconjuntos especiais com me-

lhores blocos de norma { Ny, No} para as k; primeiras e k; ultimas colunas sao

{(2,2),(2,0)} e {(2,0),(0,2)}.
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Logo, para uma matriz norma dada por
GN:[84|22|48},

pode-se considerar a matriz geradora para o cédigo 6timo dada por

2 0|1 10 2
G_{Q 21 —1|2 2]’

onde a matriz dos rétulos neste caso é dada por
GR:[76\13|67}.

Os limitantes, calculados com o auxilio da Tabela de Cayley sao: Ajys =8 e Ay = 14. A
distancia livre do ¢6digo ¢é dge. = 12, e assim, d = min{16, 12} = 12. Para uma constelagao

codificada de 32 sinais com centro em (%, 1), tem-se a constelagao nao-codificada com N = 24,

272

p = 10,125 e p* = 10. Assim, o ganho de codificagao é

12 4
=101 — = — | =471 B.
g 0logso (10, 125 10) 717 d

A cadeia de particao foi usada para construir um reticulado quociente com 8 classes la-
terais. Mas, o processo nao ocasionou um acréscimo no ganho de codificacao por utilizar a

72

pzz- Nesta nova particao houve aumento na energia média. Entre-

particao de reticulado
tanto, a distancia livre dge. N30 aumentou na mesma proporgao.

Portanto, a particao em cadeia é um recurso utilizado na busca por um nimero compativel
de classes laterais, mas o mesmo nao decorre necessariamente em melhoria do ganho de

codificacao.

5.2 Coddigos de Trelica sobre Particoes de Reticulado
em 73

Nesta secao sao construidas particoes de reticulados, obtendo-se reticulados quociente em
Z? contendo 4 e 8 classes laterais. O objetivo é analisar o esquema de codificacao dos codigos
de trelica no espaco tridimensional. Os reticulados em Z? podem nem sempre apresentar
ganhos de codificacao satisfatorios quando comparados aos reticulados de dimensao 2, mas
sempre apresentam menor energia minima para as constelagoes de sinais. A procura por
codigos de trelica no R3, explorado nesta tese, é uma sugestao de cédigos de trelica que

apresentam ganhos de codificacao excelentes.
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Considere a partigao de reticulado R = A/T, onde A = Z3 e I' = S;A, com

11 -1
Si=11 -1 1
11 1

A Tabela 5.5 mostra as classes laterais, normas, rotulos e ordens de R, e o codificador utilizado

tem parametros (2,4,2). O melhor bloco de normas é o bloco {1,1} a matriz GN ¢é unica e

R = 3?23 Rétulo | Norma | ordem
(0,0,0) 0 0 1
(1,0,0) 1 1 2
(0,1,0) 2 1 2
(0,0,1) 3 1 2
Tabela 5.5: Classes Laterais do Reticulado Quociente %;3

dada por:
GN=[11]11]11].

A matriz geradora de um cédigo 6timo é

1 0(1 0]0 1
G=101/0 1]0 0
0 0[O0 O0]1 O

e é representada pela matriz dos rétulos
GR=[12 |12/ 31].

As distancias sao dgee = 3 € d = min{3,4} = 3. Para uma constelacdo de 8 e 64 sinais

com centro em (3,1,

1

3), as energias média das constelagoes codificadas sao p = 0,75 e 3,5,

para as constelacoes nao-codificadas sao p* = 3 e 15, respectivamente. Assim, os ganhos de
codificacao sao

3 4

3 4
G = 10log,, <— - —) =4,771 dB e G = 10log,, (

35 15

= 5,071 dB.
075 3 ) 507

Para um cédigo sobre um reticulado quociente com 8 classes laterais, considere a particao
de reticulado R = A/T", onde A = Z3 e I' = S, A, com
2 00
So=10 20
0 0 2
As classes laterais, normas, rétulos e ordens de R sao dadas na Tabela 5.6 e o codificador

tem parametros (2,4, 2).
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R = szg Rétulo | Norma | ordem
(0,0,0) 0 1 1
(1,0,0) 1 1 2
(0,1,0) 2 1 2
(0,0,1) 3 1 2
(1,1,0) 4 2 2
(1,0,1) 5 2 2
(0,1,1) 6 2 2
(1,1,1) 7 3 2
Tabela 5.6: Classes Laterais do Reticulado Quociente %;3

O melhor bloco de normas é dado por {2,2} e uma matriz GN é dada por
GN=[22|11]22].

A matriz geradora de um cédigo étimo é

101011
G=|11]|01]0 1 (5.7)
0 110 0[1 0

e é representada pela matriz dos rétulos
GR=[12|12]31].

As distancias sao dgee = b € d = min{5,8} = 5. Para uma constela¢ao de 16 e 128 sinais

com centro em (%, %, %), para ko = 1 e 4, respectivamente, a energia média das constelacoes
sao p = 1,75 e 5,875, as médias das constelagoes nao-codificadas sao p* = 3 e 15. Assim, os
ganhos de codificagao sao

5 4

5.875 15

5 4
G = 10log,, (1—75 = 6) =6,320 dB e G = 10log,, (

):&MOdﬂ

respectivamente. A Figura 5.2, mostra os pontos das constelacoes de sinais para 8, 16, 32 e

Z3

64 pontos do reticulado VAR

Este cédigo de trelica sobre Z2, apresenta um bom desempenho, mas, o aumento no
nimero de pontos da constelacao de sinais, nao ocasionou um aumento no ganho de co-
dificacao. O aumento na cardinalidade da constelacao, utilizou um valor para a entrada
nao-codificada ko, de modo a formar uma constelagao perfeitamente ajustada.

No préximo caso ¢ utilizada uma particao em cadeia, o recurso de utilizar uma cadeia de

particoes de reticulados tem a finalidade de adequar as classes laterais as palavras-codigo. Na
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211 211 210 201 021 112 112

120 102]021 211 112122 222

111|101 | 121 201 210 | 110 | 221

Tt ott |10 101 111|120 | 922

201 111|001 jooo @ 100]021]020 200

111100 o1 o010 oo1 | 102220

011 101 012 | 002

o11 | o10 202

111 111 110 110 111

101 212

012 102 120 210 012 121 121

Figura 5.2: Pontos das Constelagoes de Sinais do Reticulado %;3

cadeia de partigoes seguinte é considerada a procura por um reticulado de 8 classes laterais
obtida a partir de uma particao de reticulado com 32 classes laterais.

Seja a partigao de reticulado R = A/T, onde A = Z3 e I = S3A, com

2 2 -2
Si=12 —2 2
2 2 2

As classes laterais, normas, rotulos e ordem sao apresentadas na Tabela 5.7 e o codificador
tem parametros (2,4,2). Entre os melhores blocos de normas, tem-se {4,4}. Uma possivel
matriz GN é

GN=[4 4|5 1|4 4].

A matriz geradora do cédigo 6timo é

2 0|1 -1]0 2
G=102|1 11]00
001 1120

e é representada pela matriz dos rétulos
GR=[23 24 | 28 1 | 25 23].

A distancia livre do cddigo é dgee = 11 € d = min{5,8} = 5. Para uma constelacao de 8 e

128 sinais com centro em (%, %, %), onde ks = 1 e 4, respectivamente, a energia média das
constelacoes sao p = 2,25 e 14, 8, a média dos sistemas nao-codificados sao p* = 3 e 15, nesta

ordem. Assim, os ganhos de codificacao sao

5 4 5 4
—10logy [ === + = ) =5,185 dBe G =10logy, [ — + — | = 4,452 dB.
g %810 (2.25 3) ’ ¢ G =10logy (14.8 15) ’
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R = 3Z° | Rétulo | Norma | Ordem
0,0,0) 0 0 1
1

| O O | W[ DN —
s s QO WO W W
DO DN DN DN DN N

Tabela 5.7: Classes Laterais do Reticulado %‘sz

Os ganhos de codificagao nas particoes em cadeia sao expressivos, mas sao inferiores as
particoes simples. A particao em cadeia é utilizada apenas como uma ferramenta de cons-
trucao de reticulados quociente compativel ao nimero de classes laterais desejadas. Nestas
sub-particoes obtidas da particao em cadeia, a energia média da constelagao codificada au-
menta em proporgao inversa ao acréscimo da constelagao nao-codificada, diminuindo o ganho

de codificagao.

5.3 Coédigos de Trelica em Particoes de Z*

Nesta secao sao mostradas as vantagens da construcao de cédigos de trelica sobre reticu-
lados em Z*. Os resultados obtidos em R* serao comparados aos resultados do R? e R3. Os
reticulados quociente usados nos codigos de trelica serao construidos a partir de reticulados
com melhor empacotamento esférico. Os reticulados de dimensao 4 alcancam uma densidade
de até A = 0,6168 [5]. Sao utilizadas partigoes e cadeia de partigoes de reticulados com 8 e

16 classes laterais.

5.3.1 Reticulado Quociente com 8 Classes Laterais em Z*

Para a construcao de um reticulado quociente com 8 classes laterais em Z*, considere uma
particao de Z* induzida por uma matriz de um subreticulado de Z* com determinante igual

a 8. E em particular, ¢ escolhido um subreticulado com a melhor densidade em Z*.
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Considere a partigao de reticulado R = A/T, para A = Z* e ' = Q; A, onde

1 1 1 -1
1 1 -1 1
Q=11 4 1 1 |
1 1 1 1

para um codificador convolucional com parametros (2,4,2). As classes laterais, normas,

R = Q%—;“ Rotulo | Norma | Ordem
(0,0,0,0) 0 0 0
(1,0,0,0) 1 1 2
(0,1,0,0) 2 1 2
(0,0,1,0) 3 1 2
(0,0,0,1) 4 1 2
(1,1,0,0) | 5 2 2
(1,0,1,0) 6 2 2
(1,0,0,1) 7 2 2

Tabela 5.8: Normas e Rétulos do Reticulado Q%—;

rotulos e ordens do reticulado quociente estao na Tabela 5.8. O bloco de k; normas que
maximizam o Ajyr € Agyp, isto €, o subconjunto especial onde encontra-se os cédigos das GN
contendo os codigos étimos, é o bloco {2,2}. Assim, é tinica a possibilidade para escrever as

colunas das extremidades. Para a matriz norma
GN=[22|11]22],

tem-se um conjunto de matrizes geradoras G, mas pelo Teorema 4.1 muitos destes codigos
de trelica sao equivalentes. Existem pelo menos duas matrizes que geram cddigos distintos,

a saber:

G =

O O ==
O = O =
o O O
o O = O
O = O =
O O = =

para as classes laterais dadas por {(1,1,0,0),(1,0,1,0)} e

Gy =

S O = =
_ o O
o O O
O O = O
_ o O
O O = =

para {(1,1,0,0),(1,0,0,1)}.
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Considerando-se G, tem-se um codigo de trelica 6timo, representado pela matriz dos

rétulos

GR=[56 |12 |6 5].

Os limitantes sao: Apr = 4 e Agyp = 5. O dee = 5 ¢ d = min{8,5} = 5. Para a

constelagao codificada com 32 sinais de centro em (3, 1,1

1 . 7 1: o
5,515 5) € energia média p = 2 , tem-se

a constelacao nao-codificado p* = 4. Além disso,
N =2fthe = 2242 — 16 = (2b)" = (2- 1)".
Portanto, o ganho de codificacao é

5
p

Para um esquema de codifica¢do com parametros (2, 6,2), a matriz geradora
1 11 1(0 1{1 1
1 0/{0 O[1 0|0 1
“=1o 1/0o0loo0/10 (59)
0 01 0/0 1|0 O

representa um codigo de trelica 6timo. A matriz dos rétulos é
GR=[56 | 711276 5].

Para este cédigo os limitantes sao: Ay = 4 e Ayp = 7. Efetuando-se o calculo da
distancia do cédigo, tem-se que dpee = 7 € d = min{8, 7} = 7. Assim, o ganho de codificacao
deste codigo é

7T 4

5.3.2 Reticulado Quociente com 16 Classes Laterais em Z*

Nesta secao sao apresentadas duas particoes de reticulados, a primeira particao é o reti-
culado finito R = 27y x 279 X 279 X 27, e a segunda é uma particao em cadeia de A = Z*.
O objetivo é comparar o ganho de codificacao entre uma particao simples e uma particao em
cadeia.

Considere a particao de reticulado R = A/T", onde A = Z*, T' = Q,A e

Q2 =

S O DN
S O N O
o N OO
N O OO
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N
N

= 0,7 Rétulo | Norma | Ordem R Rétulo | Norma | Ordem
(0,0,0,0) 0 0 1 (0,1,1,0) 8 2 2
(1,0,0,0) 1 1 2 (0,1,0,1) 9 2 2
(0,1,0,0) 2 1 2 (0,0,1,1) 10 2 2
(0,0,1,0) 3 1 2 (0,1,1,1) 11 3 2
(0,0,0,1) 4 1 2 (1,0,1,1) 12 3 2
(1,1,0,0) 5 2 2 (1,1,0,1) 13 3 2
(1,0,1,0) 6 2 2 (1,1,1,0) 14 3 2
(1,0,0,1) 7 2 2 (1,1,1,1) 15 4 2

Tabela 5.9: Normas e Rétulos do Reticulado Quociente Q%_‘l%

As classes laterais desta partigao de reticulado sao mostradas na Tabela 5.9. Sera utilizado

um codificador com parametros (2,4,2). Para a matriz norma dada por
GN=[22|11]2 2],

uma matriz geradora para o codigo é

— = =
O O = =
o O O
_— 0 = O
—_ =0 O
— = =

e a matriz dos rotulos é determinada por
GR=[155 ] 4 1 | 10 15].

Os limitantes sao: Ay = 4 e Agyp = 6. A distancia do cédigo é d = min{5,16} = 5,

pois o dree = 5. Para uma constelacao codificada de 64 sinais com centro em (%, %, %, %), a

energia média é p = 2,5 e a constelacao do sistema nao-codificada é p* = 4. Assim, o ganho

de codificacao do codigo é

6 4
=101 — = =) =3,802 dB.
G Oog10(275 4) 3,80

Ainda para a determinacao de particoes com 16 classes laterais, é considerada a matriz

2 2 2 -2
2 2 -2 2
Qs = 2 -2 2 2
2 2 2 2

e a cadeia de partigoes Z*/Q,Z*/Q3Z* com um codificador com parametros (2,4,2). As

classes laterais desta cadeia de particao estao na Tabela 5.10.
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=7/ Z*/Q3Z* | Rétulo | Norma | Ordem R Rétulo | Norma | Ordem
(0000) 0 0 1 | (LLL-1)| 8 4 2
(L,1,1,1) 1 1 2 (2.0,0,0) 9 1 2
1,111 2 4 2 (0,2,0,0) 10 4 2
1Q,-1,1,1) 3 4 2 0,0,2,0) 11 4 2
1,1, -1,1) 4 4 2 ((0,0,0,2) 12 4 P
(1,1,1,-1) 5 4 2 (2,2,0,0) 13 8 2
(—1,-1,1,1) 6 4 2 (2,0,2,0) 14 8 2
(C1,1,-1,1) 7 1 2 (2,0,0,2) 15 8 2

Tabela 5.10: Normas e Rétulos do Reticulado %

A matriz norma escolhida dentre os melhores blocos de norma é
GN:[88|44|88},

e uma matriz para o codigo é

G:

S O NN
SN O
— e
— = =

O NN O DN
O O NN

A matriz dos rétulos é dada por
GR=[13 15 | 2 1 | 14 13].

Os limitantes sao: Ajyr = 16 e Agp = 20. Efetuando-se o calculo da distancia do cédigo,
tem-se que dge. = 18 € d = min{18, 32} = 18. Para uma constelagao de 64 sinais, tem-se que
a energia média é p = 7,25, e a constelacao do sistema nao-codificada é p* = 4. Assim, o

ganho de codificacao deste codigo é:

18 4
~ 101 _° L 2) 23,949 dB.
G = 10log,, (7725 4> 3,949

5.3.3 Reticulado Quociente com 16 Classes Laterais em uma Ca-
deia de Particoes

Nesta secao sao utilizadas duas particoes de reticulados em Z*, objetivando a construcao

de um reticulado quociente com 16 classes laterais em uma particao em cadeia.

Sejam I'; e I'y dois subreticulados de Z*, onde I'; = ﬁ el = ﬁ, com
11 0 0 22 0 O
01 -1 0 02 -2 0
UD=loo0 1 1|%= |00 2 -2
00 0 2 00 0 4
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R = % Roétulo | Norma | Ordem R Rétulo | Norma | Ordem
(0,0,0,0) 0 0 1 (—1,0,1,0) 8 2 2
(1,1,0,0) 1 2 2 (—=1,0,0,1) 9 2 2
(1,0,1,0) 2 2 2 (0,—1,1,0) 10 2 2
(1,0,0,1) 3 2 2 (0,-1,0,1) 11 2 2
(0,1,1,0) 4 2 2 (0,0,—1,-1) 12 2 2
(0,1,0,1)) 5 2 4 (1,1,1,1) 13 4 2
(0,0,1,1) 6 2 2 (-1,1,1,1) 14 4 2
(—1,1,0,0) 7 2 2 (2,0,0,0) 15 4 2
Tabela 5.11: Normas e Rotulos do Reticulado %
Uma nova particao de I'y por I's, consiste do reticulado quociente R = %j\\, cujas classes

laterais estao mostradas na Tabela 5.11, juntamente com seus rétulos, normas e ordem.
Utilizando-se o codificador convolucional com parametros (2,4,2), os subconjuntos espe-
ciais com melhores blocos de norma {/Ny, No} para as k; primeiras e tltimas colunas sao os

blocos

{(2,0,0,0),(1,1,1,1)} e {(2,0,0,0),(=1,1,1,1)}.

Para a matriz norma dada por
GN=[4 4|2 2] 4 4],

uma matriz para o cédigo 6timo é

2 111 -1|-1 2
0 1|{1 0] 1 O
G= 0 1/0 1|1 O
010 0|1 O

e a matriz dos rotulos é determinada por
GR=[75 |43 |6 7].

Os limitantes sao: Ajyy = 8 e Agyp = 12. A distancia do c6digo ¢ dpee = 10 € d =

min{10,16} = 10. Para uma constelacao codificada de 64 sinais com centro em (%, %, %, %),

a energia média é p = 4 e a média para a constelagao nao-codificada é p* = 4. O ganho de

codificacao ¢

10 4
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5.4 Uma Particao de Reticulado em 7Z°

Nesta secao é apresentado um reticulado quociente com 8 classes laterais em Z8. O
objetivo é verificar que os codigos de trelica em um espago n-dimensional sao analogos aos
espacos de dimensoes anteriormente mencionadas. Para isso, necessita-se apenas investigar
os reticulados quociente com ordem 2", e em especial os subreticulados geometricamente

regulares onde o reticulado quociente construido apresenta melhor densidade.

Seja a partigao de reticulado R = A/T, onde A =78 T =UA e

11110 0 0 0]
01111 0 0 0
00111 -1 0 0
p_l00011 1 -1 0
00001 1 1 -1
00111 1 0 0
00011 1 1 0
(00001 1 1 1 |

As classes laterais, normas e rotulos de R estao na Tabela 5.12 e o esquema de codificacao

com parametros (2,4,2).

R = Uz—zg Rétulo | Norma
(0,0,0,0,0,0,0,0) 0 0
(1,0,0,0,0,0,0,0) 1 1
(0,1,0,0,0,0,0,0) 2 1
(0,0,1,0,0,0,0,0) 3 1
(0,0,0,1,0,0,0,0) 4 1
(1,1,0,0,0,0,0,0) 5 2
(0,1,1,0,0,0,0,0) 6 2
(0,1,1,0,0,0,0,0) 7 2

Tabela 5.12: Classes Laterais do Reticulado Quociente UZ—ZSS

Os melhores blocos de normas sao dados pelos blocos de rétulos {5,6},{5,7} e {6,7}. A
matriz GN ¢é

GN=[22|11]22].
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A matriz geradora de um cédigo 6timo é

1 0[1 o1 1
1 1/0 0/0 1
0 1/0 0|1 0
000 1[0 0
“=10 00000 (5.10)
000 0[0 0
000 0[0 0
[0 0/0 0[0 0|

e é representada pela matriz dos rétulos
GR=[56 |14 ] 75].

A distancia do ¢6digo é dgee = 5 € d = min{5,8} = 5. Para uma constelacao codificada de

1 1

31+ 3), a energia média da constelagao é p = 2,25, a média para

512 sinais com centro em (

a constelagao nao-codificada é p* = 8. O ganho de codificagao é

4

=101 2+ 2) =6,478 dB.
G Oog10<2’25 8) 6,478

Este ganho de codificacao é um valor significativo para este esquema de codificacao.
A Tabela 5.13 mostra que varios destes cédigos de trelica sobre as novas particoes de
reticulados, construidas neste capitulo, tém ganhos de codificacdo mais elevados, quando

comparados aos ganhos de codificagao alcangados por Caderbank [3] e por Rosa [12].

espago | p | Classes | Estados | Cédigo | Constelagao | Ganho de
Laterais Codificacao
R? 2 8 16 (5.2) 2° 4,771
R? 3 8 16 (5.2) 27 4,876
RZ | 2 8 64 (5.3) 25 5,441
R? 2,5 16 16 (5.4) 20 5,012
R* 3 8 64 (5.3) 27 5,545
R3 2 8 16 (5.7) 27 5,040
R3 1 8 16 (5.7) 24 6, 320
R* 1 8 64 (5.9) 25 5,441
R® 1 8 16 (5.10) 29 6,478

Tabela 5.13: Resumo dos Ganhos de Codificacao dos Cédigos de Trelica em R?, R3, R* e R®

5.5 Cdbdigos de Trelica Sobre o Anel A =7,

Nesta secao sao apresentados os resultados para esquemas que envolvem codigos de trelica

com parametros (ky,V,4) e partigdes de reticulados usadas anteriormente neste trabalho,
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modificando o esquema de entrada para o anel A = Zj.
Seja um cédigo de trelica com 2 memdrias sobre o anel A = Z,4, isto é, um cédigo com
16 estados e uma constelacao de 64 sinais. Escolhe-se o reticulado A = Z2, o subreticulado
2 =2

' = PZ? onde P, = 5 9 é a matriz do subreticulado gerado por ((2,2),(2,—2))

(Exemplo 3.6) e k; = 1. A matriz norma é dada por
GN=[4 | 1| 4]
e a matriz geradora do cédigo de trelica é dada por
2012
“=[5hlh)
O c6digo alcanga uma distancia livre dgee = 9, d = min{9,16} = 9 e a energia média da

constelacao é p = 10. Para a constelacao do sistema nao-codificado a energia média é p* = 6.

Assim, o ganho de codificacao para este codigo é dado por

9 4
=101 — = — | = 22 dB.
g 0logy, (10 10) 3,9

Utilizando um reticulado quociente com 16 classes laterais, um cédigo de trelica com 2

memorias sobre Zy4, tem-se 16 estados e uma constelacao de 64 sinais. O reticulado escolhido

é A = Z2, o subreticulado é I' = 4Z2 e k; = 1. A matriz norma é dada por:
GN=[5]2] 5]

e a matriz geradora do cédigo de trelica é dada por
21112
“=[Th]
A distancia do ¢6digo é dgee = 12, d = min{12,16} = 12 e a energia média da constelagao é
p = 10.25. Para a constelagao do sistema nao-codificado a média é p* = 10. Assim, o ganho

de codificagao para este cddigo é dado por

12 4
— 10logyy [ —— + — | = 4,664 dB. 11
G=10 Og1°(10,25 10) 664 d (5.11)

5.6 Consideracoes Finais

As particoes de reticulados no espaco Euclidiano tridimensional, R?, apresentam um bom

desempenho em relacao ao ganho de codificacao em R?. As particoes em R* apresentam bons
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resultados em relacao a energia média. As particoes em cadeia sao usadas unicamente para
procurar um reticulado quociente com um ntimero de classes laterais compativel e desejavel.
A utilizacao da particao em cadeia aumenta a distancia intra-particao e nao fornece aumento
de energia média. As novas particoes com a implementacao das classes de equivaléncias, da
Tabela de Cayley e da definicao das matrizes que geram codigos de trelicas, demonstram
uma contribuicao a construcao dos codigos de trelicas sobre reticulados quociente, além de
simplificar a procura por cédigos de trelica 6timos. Acredita-se que os métodos aplicados

neste capitulo podem ser estendidos para dimensoes superiores.



Capitulo

Conclusoes

Esta tese foi resultado de evolucao de estudos, visando propor um algoritmo eficiente de
procura de codigos de trelica étimos, baseados em particoes de reticulados.

Este capitulo, destina-se a uma discussao final, propondo ressaltar e comentar os pontos
relevantes desta tese, propor novos trabalhos e apontar novas diretrizes neste esquema de
codificacao. A tese aqui apresentada, aponta resultados e propoe métodos de construcao e
otimizacao de procura por cédigos de trelica 6timos via reticulados quociente. Este trabalho

apresentou algumas contribuicoes e resultados que podem ser resumidos nos seguintes:

1. Utilizacao da tabela de Cayley e do reticulado hexagonal nos codigos de trelica via

particoes de reticulados;

2. Determinacao das matrizes que geram codigos de treliga a partir da particao de reticu-
lado e dos parametros dados, diminuindo o niimero de matrizes a serem investigadas

na procura de codigos de treliga 6timos;

3. Implementagao da equivaléncia dos codigos de trelica na procura dos codigos de trelica

otimos;

4. Construcao de novas particoes de reticulados em dimensoes superiores as construidas

por Calderbank [3] e Rosa [12];

5. Determinacao de novos codigos de trelica 6timos sobre reticulados quociente em R?,

R3, R* ¢ RS,

Os melhores reticulados quociente em R2, R?, R* e R® foram selecionados e os cédigos de
) M

trelica 6timos para estes reticulados foram determinados. Em outras dimensdes podem ser

7
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encontradas particoes de reticulados com boa densidade e gerar cédigos de trelica com bons
desempenhos.
No desenvolvimento das pesquisas desta tese, foram produzidas algumas publicacoes e

apresentacoes em anais de congresso:

1. Cédigos Trelica Baseados em Reticulados Finitos Sobre Corpos Quadraticos (resumo),

XXIX CNMAC, Campinas/SP, Setembro-2006;

2. Construcao de Cdédigos Trelica Baseados em Reticulados Quocientes sobre os Corpos

Quadraticos, VI ERMAC-R3, Joao Pessoa/PB, Novembro-2006;

3. Construcao de Reticulados Quocientes sobre Corpos Quadraticos, VI ERMAC-R3, Joao
Pessoa/PB, Novembro-2006;

4. Algoritmo para Determinar Grupo de Classes via Reticulados, 65° SBA, Sao Joao del-
Rei/MG, Maio-2007;

5. Partigoes de Reticulados Aplicadas aos Cédigos Treliga, XXX CNMAC, Florian6polis/SC,
Setembro-2007;

6. Classe de Equivaléncia de Cédigos de Trelica Via Partigoes de Reticulados, VII ERMAC-
R3, Recife/PE, Novembro-2007;

7. Novas Particoes de Reticulados Aplicadas a Construcao de Codigos de Trelica Otimos,
ERMAC-Bauru, Bauru/SP, Junho-2008.

Algumas publicacoes estao disponiveis na internet e todas apresentadas na bibliografia:
(18], [19], [20], [21], [22], [23] e [24]. Os contetdos do capitulo 3 (Cédigos de Trelica sobre
Parti¢oes de Reticulados), do capitulo 4 (Classe de Equivaléncia dos Cédigos de Trelica) e
do capitulo 5, foram publicados, em parte, em anais de congresso, sendo que nesta tese,
abordou-se esses temas com mais detalhes, trazendo exemplos que elucidam a utilizagao dos

conceitos.

6.1 Propostas Para Trabalhos Futuros

A pesquisa apresentada nesta tese deve motivar novos trabalhos na area de codificacao,

destacando os seguintes pontos em abertos:
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1. Novas parti¢oes de reticulados em sub-espagos do R™ superiores aos utilizados nesta

tese, generalizando as particoes de reticulados em dimensoes 2;
2. Novos esquemas de codigos de treliga e melhor ganho de codificacao;

3. Pesquisar a existéncia de novas classes de equivaléncia dentre os codigos de trelica.
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