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ABETRACT

This dissertation has as mbjactiv&,' oo
present a new algorithm to the systematic attaintion of opt i mum
convolutional codes of unit memory, time invariable, as in the
existing literature, a mathematical siructure well defined was
unknown for this purpose until Lthen.

This structure lg wvery lmporiant because
convolutional codes are of great use, providing a  high
codification gain. The performance of these codes is direcily
related to its distance properties. Ii is good to reinforce Lhat
this is not a trivial task, as it belongs Lo the UP-hard class in
' its worst case. Henceforth, 1t is presented in this dissertation
an algorithm which deals with combinatorial optimization

techniques related to the problem of optimum convolutional codes

determination, when this problem is characterized as the maximum
flow deltermination in a network,

Within a few methods and technigques used,
the knapsack combinatorial problem and the dynamic programming
problem are emphatized. The latter, applied to code-word
enumeration via Viler Algorithm as a security way Lo obtain
reliable new resulis and the confirmetlion of some already

existents.



RESUMG

Ezste trabalhe tem por objetive apresentar 1am
algoritmo novo para a obltengio sistematica de coddigos
convoelucionals Slimos de memdria unitéria, invariantes no lempo,
uma vez que até entBo, na literatura existente, nioc era conheclda
uma esirutura matematica bem definida para tal implementacioc. A
importéncia de tal estrutura, reside no fato de que og codbdigos
convolucionais s$3o de grande aplicag8o, uma vez que proporcl onam
um alto ganho de codificagdo. O desempenho destes codigos esta
diretamente relacionado com suas propriedades de disténcia. Convém
ressaltar que este problema é n3o trivial, uma vez que pertence a
a2 classe dos NP-completos no seu pilor caso. Sendce assim,
apresentamos neste trabalho um algoritmo que conta com técnicas de
otimizagio combinatorial relatiwvas ac  problema de determinacio
de cdéddigos convolucionais Stimos , quando caracterizamos este
problema como © de determinar o fluxo méximo numa rede [ 1 1.
Dentre alguns dos métodos & Lécnicas utilizadas ressaltamos o
Problema Combinatorial daMochila e o Problema de Programagdo
Dindmica. Este dltimo, aplicado a enumeragdo das palavras-cddigo
via algoritmo de Viterbi, como uma medida de seguranga da
veracidade dos resultados novos oblidos ed confirmagioc de alguns ja

determinados anteriormente.
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CAPITULO 1
INTRODUCZKO

Desde a proposta por Elias [1] de uma nova
classe de cédigos corretores de erros, que utilizasse da dependéncia
entre os simbolos a serem codificados, para se alcangar um melhor
desempenho é que inUmeras pesquisas iLém sido realizadas.

Deste esforgo, resultou uma guantidade con
sideravel de sub-classes de cédigos, da classe originalmente
proposta, cada uma apresentando caracteristicas relevantes quanto
a aplicagBes.

A Fig. 1.1 , apresenta uma retrospectiva

das Subclasses dos cédigos e, para melhor entende~la, faremos um

breve resumo dos que serdo importantes para a tese.

Os cédigos de arvore devem ser entendidos
come aqueles gque processam uma  sequénceia de  informaglo sem
particiond-la em blocos independentes, isto &, o codigo de arvore
faz © processamento de forma continua e associa cada segquéncia de
informag¥io (mesmo que semi-infinitad a uma sequéncia codificada. O
nome cédigo de Arvore origina-se do fato das regras de codificago,
para este tipo de cédigo, serem mais convenientemente descritas
através do diagrama de uma arvore,

J& os cé&digos de bloco, como o préprio
nome Jj& diz, particiona uma sequéncia continua de digitos de
informag3c em blocos de k-simbolos, cada um com comprimenic n, e
opera nestes blocos de forma independente. Como os coddigos de bloco
possuem uma estrutura matemitica melhor definida s3c, portanto, oS
que apresentam um maior desenvolvimento tedrico,

Devemos entender por cédige linear aquele
que consiste simplesmente de um conjunto de combinag@es lineares
dos simbolos dados. Peloe fato dos cdédigos lineares obedecerem as
propriedades de "fechamento”, identidade e apresentarem inversas
sobre as operagdies assocliativa e comutativa ¢ que . portanto formam

um grupo abeliano?, s3c conhecidos, também, por cddigos de grupo.

Uma consequéncia da propriedade de fechamento do cédigo linear, e




cer funclamental importéncia para esie trabalhoe, ¢ que o conjunto das
disté&ncias de Hamming de um dado vetor cédigo a outre velor cddigo
é& o mesmo para todos os vetores céddigos. A distéancia de Hammi ng
entre dois velores cédigo ¢ justamente o peso de Hamming <da soma
médul o-2 dos dois vetores.

Quanto aos cddigos convoluclionais, devemnos

entende-los come aqules que formam um subconjunto da classe dos
céohdigos de arvore e que proporciocnam um alto ganho de codificagHo.
Os céddigos convelucionals podem ser vistos, fLambém, comoe uma classe
especial dos cddigos de blocoe linesares. O Llermo convolucional
aplica-se a esta classe de céddigos porque a sequéncia de simbolos

de saida, v , pode ser expressa come a convolugdco da sequénoeia de

entrada, u , com a sequéncia geradora do cddigo. Assim, desde que o
cédigo seja linear, temos v = u. G , onde G é a matriz geradora do
cddigo.

Assim como os cddigos de bloco lineares

s5c0 uma subclasse dos céddigos de bloco, os cbdigos convolucionais

£¥o uma subclasse de uma classe mals ampla denominada coddigos de
Ltrelica.
Os cédigos de treliga de taxa r = k- n,

Lambém emitem n-simbolos cada vezr que k-simbolos da Tonle entram no
registrador, entrelants, eles podem produzir simbolas,representados
por wuma fungfo arbiiraria (n8o linear? dos bits da fonte no
ngigtradcm do codificador, de qualquer alfabeto de entrada do
canal. Uma vez gue os eslégios do registrador s8o os mesmes tanto
para a classe dos céddigos de treliga, de forma gerel, quanto para
os cddigos convolucionais, a arvore, a treliga & o diagrama de
estado serfco os mesmos. Dessa forma, fica claro que os cddigos de
treliga est8c relacicnados aos céddigos de bloco, da mesma forma que
os coddigos convolucionais estlo relacionados aos cddigos de bloco
lineares. Tal comparag¢3o enire os cddigos de biaca lineares e o%
céddigos convolucionais € possivel devide ac fato dos cddigos
convolucionals serem um caso especial dos céddigos de bloco, isto &,
se k.K & o parémetro de comprimento de meméria do codificador e

r=k-n ¢ a taxa do cédige, gquando K=1 e n=N, oblemos um cddige de

bloco com taxa r=k- N e, paradoxalmente, © cbddigo de bloco linear



prode sSer considerado o um cCaso e &l vl ST o {1

conval ucli onai s @, COmMo Uma classe  mél s GIEad & clios Cdadl gos
de bloco, pode ser considerado como Um casc especial dos cddigos de
treliga.

Embora estas sub-classes revelem codigos
com boa capacidade de corre¢Bes de erros, porém , um  procedimento
sistemdtico de geracio dos mesmos alnda ests para ser proposto.

A dificuldade em s¢ sistematizar tal pro
cedimento para a conslrugio ou a geragdo de cddigos,.advém da falta
de uma estrutura matemética bem definida.

O objetivo desta tese passa a ser, entdo, ©

de apresentar um algoritmo nove para a obtengio sistemdiica da
matriz geradora de cdbddigoes convolucionais dtimos, invariantes no
Ltempo, através dos cdoddigos de memdria unitaria [ & 13 via

knapsack combinatorial [ 3 1. Dessa forma, procuramcs proporcionar
um menor grau de dificuldade na oblengdo de cddiges convolucionais
&Limos.

Sendo assim, o presenle algoriime far uso
de técnicas de otimizac¥o combinatorial relativas ac problema de
determinagio de codigos convolucionais SGtimos, quando
caracterizamos este problema como © de determinar o fluxo maxi mo
em uma rede [ 4 1.

Tais conceitos esldo distribuidos através

dos seis capitulos gue constituem esta tese, da seguinte forma

Capitulo & - Fornece maicores detalhes quan
Lo aos conceitos de codificacio envolvidos no contesxio;

Capitule 3 - Apresenta informagBes sobre o
problema Knapsack combinatorial, cuja resocluglo fard uso da téoni-
ca do Backtrack , & conceitos de Programagdo Dindmica;

Capitulo 4 - Apresenta o praoblema proposto
sendo resoclvido airavés das informages contidas nos capitulos
precedentes;

Capitulo B8 - Apresenta a implementagio

sistemitlica do algoritmo, fazendo sua descrig¢gfo geral e comentando

o Programa Knap-B.pas. Neste capitulo s&o apresentados também oS



resul tados obitidos através da referida implementagdo.

Capitule 6 - Neste capltulo,
apresentaremos as conclusBes obtidas, bem comoe referenciamos
algumas sugestBes fuluras visande um melhor desempenha na
implementacio computacional do algoritmo apresentado.

APENDICE A -~ Apresenta a implemenitag¥o
feita para o programa DADOS. PAS.

APENDICE B - Apresenta a implementag&o
computacional feita para o programa MATVIT. PAS.

APENDICE C - Apresenta o fluxograma do

sistema completo.
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CAPITULO 2

REVISZO DOS CONCEITOS DE CODIFICACAQ

2.1 - INTRODUCAO

Neste Capitulo, procuraremos estabelecer os
conceitos e definigfes de alguns parémetros importantes que s3o
normalmente utilizados em Teoria de Codificagfo . Tais parametros
s¥o identidades especificas dos cédigos e tais que viabilizam uma
an&lise comparativa entre os mesmos quantc a capacidade de
detecZc e/ou corregiic de erros, complexidade, distribuig3c de
pesos de Hamming, etc

Sem perda de generalidade, a tecria de
codificagio pode ser subdividida em duas categorias a saber
uma fundamental mente algébrica e outra probabilistica. A
primeira possui caracteristica essencialmente estruturada ,
isto &, utiliza de estruturas de grupo, anel, corpo, elc...enquanto
que a segunda & essencialmente “heuristica®”, isto €&, nfco possuiuma
estrutura matematica adequada para sua caraclterizagZo .Nas proximas
secBes estaremos voltados na apresentagio dos conceitos citados
acima dando um maior enfoque aos cdéddigos de memdria unitaria,
uma vez que podemos restringir a busca de um cddigo lineardédtimo
ftanto de bloco como convolucionall para uma dada taxa e estado

de complexidade a este tipe de cdodigo.

2.2 — REVISXO SOBRE ALGUMAS CLASSES DE CODIGOS

A titulo de uma abordagem inicial, no que
se refere a céoddigos, apresentaremos nesta segio algumas

consideragBes quantc aos tipos de céddi gos que ser o
apresentados nas préximas segles. Sende assim, devemos comegar

apresentando as classes principais que subdividem a classificagdo

dos cédigos em Cédigos de Bloco e Coddigos de Arvore. Por sua vez



Lanto os ocodigos de bloco como ©S de &arvore sXo ainda
subdivididos em lineares e nio lineares.

Os coédigos de bloco lineares compreendem
todos aqueles que possuem uma estrutura fundamentalmente algébrica,
bem definida, adequada a sua caracterizag¥o; enquanic que aos codi
gos de &rvore em geral, bem comoc os céddigos de bloco n3o lineares,
fica reservada a classe dos cédigos cuja estrutura é essencialmen
te probabilistica e heuristica respectivamente, isto &, até enitloc o
usc de tLécnicas analiticas de geraglc para essa classe ndo foram
caracterizadas.

Devido a este fato, uma grande quantidade
de pesquisa tem sido realizada para cdéddigos de bloco lineares,
devido a facilidade estrutural matemitica que apresentam.

Por um c¢édigo de bloco devemos entender
como sendo uma classe de cddigos periencentes a categoria essen
cialmente algébrica, @ tal que a cada k digitos de informagdc {(n-k2
digitos de paridade s8oc concatenados aos k digitos de informag3o,
produzindo, entfc uma palavra-céddigo de comprimentce n .

O objetivo da paridade consiste em aumen
tar o grau de confiabilidade da palavra-cddigo gquando comparada com
aquela sem redundincia.

Desse mode os cédigos de bloco lineares
podem ser caracterizados através de operagles lineares sendo
realizadas com os k digitos de informag8c que resultarfo nos (n-kd
digitos de paridade.

Uma forma sistematizada de gerag8oc dos
céddigos de bloco lineares vem através de suas matrizes geradoras G,
cujas linhas s%o formadas por vetores linearmente independentes que

geram um subespago do espago vetorial sobre um corpo de o elemen

tos.

A decodificaqﬁc desses coddigos, em geral,
wtiliza wuma matriz de paridade H tal que as linhas s8o vetores
ortogonais aos vetores de G (subespago gerado por G).

Por cédigos de arvore entendemos a clas
se dos cédigos pertencentes a categoria probabilistica, em virtu
de do processe de decodificag®o ser probabilistico. Dentre os

cédigos de aArvore, a classe dos cédigos convolucionais ¢ a que

tem recebido maior atencHo pelos pesquisadores devido a uma




série de fatores que ficarf3o evidenciados ac longo deste trabalho.

Basicamente, os codigos convoluciconals
%0 caracterizados como a convolugio dos digitos de informagdo
com as submairizes geradoras.

A matriz geradora desta classe de cddigos
& wuma matriz semi-infinita cujos elementos sHo as sub-matrizes
ger adoras. Por sua vez, estas submairizes s#Hc formadas de
elementos zeros e uns, respectivos a existéneia ou nio de
conexBes entre os registros e saldas do codificador.

Como ocorre com os coddigos de bloco, os
céddigos de 4arvore podem ser classificados como lineares, caso

apresentem estruturas algébricas de grupoe ( ou de anéis, ou de

corpos?, ou nio-lineares.

Os processos de decodificagfo normalmente

utilizados s¥o : o da mé&xima verossimilhanga, ou o algoritimo
de Viterbi; o seqUiéncial, que ¢ assinitdticamente Olimo; e o de
légica majoritaria. Os dois primeiros Processos sHo

probabilisticos enquanto que o dltime & algébrico. Também nesta
ordem segue a otimalidade dos processos de decodificag¥o, isto &, o©
mais eficiente em termos de decodificag¢Bo correta C(maxima

verossimilhanga) até o sub-étimo ( légica majoritaériad.

2.3 - DEFINIGOES E CONCEITOS

Dentro desta secZo, procuraremos deixar
clarc alguns termos de fundamental importéncia para o
entendimentc dos conceitos contidos neste Capitulo. No item 2.3.1
apresentaremos a notac3o convencioconal mais ﬁtilizada de alguns pa
rametros que definem um céddigo. No item 2.3.2, apresentaremos
as definicles e significadés de termos como disté&ncia de Hamming ,
peso de Hamming, disténcia minima, etc ... No item 2.3.2 os con
ceitos de matriz geradora, equagfo de transi¢lo, representagio mo
dular de cédigos de bloco, etc ... serd3c apresentados na forma ve

torial e matricial, para facilidade de entendimento do algoritmo

a ser apresentadoc em detalhes no Capituloc 4.



£.3.1 -~ PARAMETROS NOTACIONAIS

Passaremos a seguir a descrever alguns
parametros através da notag¥o usual mente empregada na
especificacic de um codigo.

Podemos representar um cddigo de Aarvore
alravés da notaglo

¢ n , k , m?2 onde ¢ n = nmimero de saldas ou
comprimento da pala
vra-coddigo ramo;

k = numerc de enlradas
ou comprimento dos
digitos de informag3o;

m = nimero de memdrias.

A Fig. 2.3.1.1 apresenta um diagrama de
geracSo de um cédigo de &rvere com k entradas, n saldas e m
memdrias.

k

¥
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2
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A\-1

A

-
& v N

w ¥

Fig. 2.3.1.1 : Esquema de um circuito apresen-

tande n-saidas, k-entradas e (m—-1D-memdrias.




Da Fig. 2.3.1.1 fica evidente que a Laxa
destle cbdigo ¢ dada por

r = k
4]
A ordem do corpo de Galois, q ,» € outro

par&metro significative, uma vez que o mesmo define os valores que
cada componente das palavras-codigo possuira .

Dessa forma, se o corpo de Galois possul
g = 2 elementos, implica que os digitos da palavra-cédigo po
der3o assumir os valores "0 e 1"

Através dos par&imetros cilados acima,

poderemos passar as defini¢Bes dos parametros que usaremos neste

trabalho.

2.3.2 = ALGUMAS DEFINIGUES IMPORTANTES

A capacidade de detegfo esou corregio de
erros, bem como a otimalidade de um cédigo estéd diretamente

relacionada com a disténcia minima. Sendo assim -

PESO DE HAMMING : Devemos entender por peso de Hamming, o

numero de digitos n¥o nulos da palavra-cddigo;

DISTANCIA DE HAMMING : A disténcia de Hamming enire as

palavras-cédige de comprimento n, corresponde ac nimero de

posi¢Bes onde estas duas palavrés—éédigo diferem.

DISTANCIA MINIMA : A distancia minima de um cédigo é a menor

distancia de Hamming encontrada entre itodas as palavras-—cédigo.

EXEMPLO : Considere duas palavras-cédigo v1 e vE& dadas
por v1=€0,1,1,0,8 e v2=(1,1,0,1,2). Os pesos de vl e v2 sHo

respectivamente 3 e 4, e a distancia de Hamming entre vi e v&
& 3.

0




Comc a saida da fonte, em geral, consiste
de uma seqUéncia de digitos de informag8o, codifica-los consiste
em particionar esta seqléncia em blocos de comprimento k @
transforma~los em blocos de comprimento n digitos, onde n > k. Es
te bloco de n digitos recebe o nome de PALAVRA-~CODIGO . Como
os digitos de informagac possuem comprimento k ent¥o o cddigo
para ser unicamente decodificavel deveré ter no minimo qk palavras
—codige, distintas, sobre GF(g).

EXEMPLO : Considere k = 3 e GF(2>. Assim, um cddigo que
segmenta a seqUéncia de sajida da fonte em blocos com 3 digitos

de informa¢fo , transforma cada bloco de mensagem , denire as a®

blocos em uma palavra-cédigo de 6 digitos., ¢ apresentado a
seguir:
MENSAGEM CODIFYCADOR ‘ PALAVRA~-CODI GO
000 000000
001 001101
010 010011
011 011110
100 100110
101 : 101011
110 - ' 110101
111 ‘ 111000

Através da palavra-cédige, podemos saber
que mensagem foi transmitida, pois existe uma correspondéncia

biunivoca entre cada palavra-cddigo & a mensagem.



Uma verr delinidos os concel tos de
disténcia minima, distincia de Hamming, peso de Hamming , etc
poderemos avangar mais um pouco, definindo conceitos que real
mente foram fundamenlais na sistematizagBo proposta pelo

algoritmo a ser apresentado no Capitulo 4.

MATRIZ GERADORA : Por matriz geradora devemos entender como

uma maneira sistematica de gerar as palavras-cédigo . Seja C um
céddigo de bloce designado por (n, kD sobre o corpo de (d-elementos,
isto &, GF(g, onde g & um primc ou poténcia de um primo. Entdo, a
matriz geradora 6 do codige € possul  dimensZo k X n.

Representaremos G por

G = %
s

G

s sl

onde = s%o vetores de comprimento n.

Se o cddigo for linear, ent3c as k-linhas
de G serZo constituidas por vetores linearmente independentes que
formar%c a base de um subespago k-dimensional, isto &, GFCQEL
Assim, combinag@ies lineares das linhas da matriz geradera G,
fornecerfc as palavras-cddigo correspondentes as 2* paésiveis
mensagens. Note que os elementos de G peritencem ao GF(g).

Seja u =( u, . U . 2 uma.

- u
1 k-1
seqiiéncia de informagio ou mensagem a ser codificada, onde u. s
o = i X k-1 pertence a GF(qg>.
O codificador transforma cada mensagem u

em uma palavra-céddigo através da aplicacgfo de G em u, isto é,

i<
)

=

G}
fl

iz



Em geral, a proposigioc de novos cddigos de
bloce lineares se resume na apresentaclo de uma matriz geradora
resultante da utilizagBo das mais variadas estruturas mateméticas,
Ltais como geometria projetiva, combinatdéria, teoria dos numeros,
etc. ..

Uma interprelaglio equivalente & matriz
geradora de um cédigo de bloco seréd utilizada na descriglSo de um
cédige convolucional, porém, mantidas as especificagBes de cada
classe de cddigos.

Para tal, seja o par (i,j2 correspondente
a i-é&sima entrada =) Jj—ésima salida do codificador
convolucional onde 0 £ 1 = k-1 e ¢ £ 3§ = n-1 (Veja
Fig. 2.3.2.1). Para cada valor do par (i,j? teremos associada

tp

submatrizes geradoras g, da correspondente matriz

geradora G.

Essas submatrizes sfo explicitamente dadas

por

{j i [§4) (j? (33
g.‘p“_‘(g." sgif”!g-.’ oo ’g-é b

[ [ 4 1,2 t,m

que podem ser vistas como a 'resposta ac impulse” a cada par
€i,j>. Dessa forma, poderemos interpretar as equagBes de codifica
c¥o como obitidas através da convolugio entre a seqtiénecia de entra
da u e as seqUéncias geradoras g?’ . isto &, V= o gqi
Apds a codificac¢8o, as seqUéncias de salda

, vgn 0= j< n-1 , s%c multiplexadas em uma Unica seqléncia

codificada
T ) 4 D 4 4D
v = C(vov ., VOV, V¥ y e D
€ ¢ 1 2 z 2

Entrelagando e arranjando as seqiiéncias
geradoras em forma matricial, obtemos a matriz geradora G .
A matriz geradora para um céddigo (n,k,m>

& dada por
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r )
e G G . G
< 1 2 m
G G c e G G
o 1 -1 ¥
G =
G - G G G
[+] me2 L 3 m
onde cada GL ¢ uma submatriz k x n, cujos elementos sdHo :
e _ £5) 2y 3
1 S PO PN
{43 (2) [Sat]
2,1 gz,l e z,1
(1 t2) tny
= Y .1

e os espacos vazios de € s8o nulos.
Dessa forma, a seqUéncia semi-infinita de

informagio,
(43 €23 14 3]
u==«¢u » U T = € u’” u O+
- o i 4 ¢ <
ey 2 k)
u u .. u s . 2 ¢ transformada em uma
; (1) <21 i
palavra-céddigo v = ( v s ¥ s .. > o= C A ’
- o 1 « <
(TR £y
v, v, see Vo S | através da relacio :
vy = u . G

3



EXEMPLO : Seja o codificador binario (2,1,32 apresentado na
Fig. 2. 3.8.1 . abaixo .

Fig.2.3.2.1 : Cédigo convolucional binaric €2,1,30

As seqliéncias geradoras deste céddigo s3o,

respectivamente,
)

(23

Assim , para a seqiiéncia de informagioc

u=1 01112 as componentes da palavra-cédigo serio dadas por:



H

A (10000001 D

= C1 01115 101120

#

vP= ¢ 1 0111D> %*C11110>D C11011101>

e, conseqUéntemente, a palavra-cédigo resultante sera :

v=C11 0L 00 01 01 01 00 11D

A matriz geradora G para esie cddigo sera

dada por
G = Ay @) 4y (D 1y (2 (4 (2
¢ ¢ 1 ~1 2 2 U m ™m
{4y (& [§ ) [ &4 {1 [ 9 4] {4 {2
o “o Q” gi e m-t - m-i m ™
) (2) (1) 123 ZSIRE
a o m-z “m-2 m-i-m-4
' .
= 11 o1 11 ii
11 Q1 i1 11
11 ol i1 i1
11 01 ii i1
11 01 i1 i1

Podemos wverificar que para a mesma
seqiiéncia de entrada u =¢ 1, 0, 1, 1, 12 , obtemos pela aplicaqﬁe

de G a palavra-céddigo encontrada anteriormente, isto e,

ie



I

H
o
o

=C1 01115 . 11011111
11011111
11011111
11011111
11011111

=C11, 01 , 00, 04 , 01, O1 , OC , 11D

Convém nobtar que as linhas de G s3o

réplicas das linhas precedentes, porém deslocadas de n-colunas a
direita.
FUNCAO DE TRANSFERENCIA Comc a palavra—~cédigo v o é

uma combinacio linear das linhas da matriz G, formande portanto
um grupo, um cédigo convolucional (n,k,m> € um codigo linear.
Sabemos da descriglio da matriz geradora que a operagiio utilizada
para obteng¥o da palavra-cddigo resultante , ¥y . do processoc de
codifica¢Bc da segliéncia de informagio u ¢ a convolucdo.
Todavia, este procedimento analitico de determinag3o da palavra-
~céddigo v n¥o é simples. Um procedimento alternativo e bastante
simples, vem através do uso de transformadas. E de conhecimento
geral que em um determinado dominio a operag¥o sendo realizada & a
convolugfo, ent3o através do usco de transformadas a correspondente
operacfo no dominio transformado serd a multiplicag@o. Com isto
»Lemos que cada elemento da seqliéncia de informagdo u pode ser
visto como o coeficiente de unm pelindmioc na variavel indepeﬁdente
D. ConseqUéntemente, a operacfc de convolugio, efetuada anterior
mente, tornar-se-4 uma multiplicag¥o polinomial sobre GF(2).

Este polinémio recebe o nome de polindmic
gerador , quando aplicado a seqliéncia geradora.

Um polindmic gerador de um cédige pode
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ser determinado diretamente do seu diagrama esquemdlico, uma Ve
que podemos associar a cada registro um atrasador CED de uma
unidade de tempo, como também podemos associar a sequéncia de
conexBes ( 1 = conectade , O = n¥o-conectadol de um registro a

cada saida & seqléncia dos coeficientes do polinémio gerador.
EXEMPLO : Para o cédigo €2,1,3> anterior, encontramos os
seguintes peolinémios geradores

W 4 4 pa p?

(@) 1+D+DZ+D3

Para a seqéncia de informagdo
u =C1 011 1), teremos u(Dd = 1+ D° + D° + D°. Conseq@entemente

» & palavra codificada serd :

V(D> = vfb% + D vzcn%;

19

WD) =1 +D+D+D + D+ D+ D" + D

it

que ¢ a mesma obtida no exemplo anterior.

Uma vez que o codificador pode ser visto
comes um sistema linear com u“kED. representande a i-ésima
seqléncia da entrada, vPem a j—ésima seqUéncia de saida ., ©
polindmic gerador Q?QDD pode ser interpretado como uma fung3o de
transferéncia da entrada i para a saida j. ‘

Come em qualquer sistema linear com k-
entradas € n-saidas, existe um total de k.n funces de transfe

réncia,ent¥o a matriz geradora &D)> ser& dada por



KDY = g:"ém g:“{:m g, MeD
{1 L& 3 i
> g, cD> ... g, e
g, tlcm g, “'cm Ve

Como conseqiiéncia, temos GIDD sendo a

matriz fun¢fo de transferéncia .

REPRESENTACAO MODULAR DE CODIGOS DE BLOCO LINEARES : O

conceito de representagio modular de cédigo de bloco, basicamente

estabelece uma forma de determinagSo da matriz geradora através do
conhecimente da distribuigio dos pesos de Hamming das palavras
cédigo. [ 3 1

Sendo assim, passaremos a nos aler com
detalhes socbre este tépico, pois o mesmo é relevante para o
processo de resclugic do problema proposto nesta tese.

Assim, seja G uma maitriz geradora de um
cédigo linear (n,k2. Seja rank(G = k, desse modo qu ~-12 possi
vels colunas distintas podem ser obtidas tal que Seus
elementos de colunas constituam os qu -1 2 tipos ou combinagtes
de q elementos tomados k a k. Se o rearranjo das colunas &
irrelevante, um c¢é&digo pode ser descrito por uma lista de nimero

de colunas d = ( ay ce-osoAy D), onde os a s representam as
q -1

colunas tipo i.

£ interessante ressaltar que a matriz

onde t significa transposta, de dimensfo qu -2 A n , tem todas
as linhas nZo nulas e s%o apresentadas como uma combinag¢3o linear

das linhas da matriz geradora G e, assim, tem todos os vetores
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cédigos n¥o-nulos, apresentados como linhas., Um casc importante é
aquele na qual o codige é gerado pela matriz M . Esta entdo,
fornecera a matriz geradora uma vezr que C = ML. M

Note que C ¢ simétrica e contém uma
coluna de cada possivel tipo

No caso de interesse, o corpo de Galois
contém somente dois elementos. Assim, uma lista de pesos das
ca“-m palavras-cédigo n¥c nulas podem ser encontradas come sendo

as componentes do vetor w , isto é,

w = a . C ou w =C. a

A matriz C congiderada comoc uma matriz de
nimeros reais ¢ ndo singular e, portanto, admite uma inversa.
Esta inversa pode ser obtida através da transformacioc de "M em
mi" e "1" em "1, e dividindo-se cada elemento por 2 . 0O
primeiro passo para se provar isto, & mostrar que duas colunas
distintas de C tem elementos *-1" em comum nas 2% linhas.

As linhas de € juntamente com o vetor O
formam um grupo, desde que sejam o espago das linhas de M .

Considere o conjuntc que contém o elemento
“0" npa i-ésima linha e j—¢ésima coluna . E facilmente verificado
que elas formam um sub-grupco, pois podemos estabelecer quatro sub-
matrizes, cada uma com um numero igual de elementos, denominados
sub-grupos, sendo estas submatrizes formadas pelo conjunto conten
do cada linha com 0" na coluna i e "1" na coluna Jj; o conjunto
contendo cada linha com elementos “1" na coluna i e "0" na coluna
J; & o conjunto de linhas com elementos "1" tanto na linha i,
quanto na coluna j.

Podemos também mostrar que cada coluna
contém 2% elementos.

Una vez que a matriz ¢ ¢ siméirica, se
multiplicarmos C por ela mesma, os elementos da diagonal ter3o
valor 2““1, enquanto que todos os elementos fora dela terio

valor 252 Ent3o,.
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A = 21 o+

onde 1 representa a matriz identidade ¢ J representa a matriz

com todos os elementos iguais a 1.

Podemos verificar facilmenle que

c J o= 2 J
Como I = 1 cac®-2"*"3> =
k-1
= 1 cec®-cind
k-1
entio
¢t = 2c -~ 7
akwi
Assim, se a lista de pesos, na cordem pela
qual a palavra-cédigo aparece na equagio w = a. & dada, o
vetor representagio modul ar pode ser encontrado &,

conseqléntemente o cédigo ¢ determinado exceto pelc rearranjo das
colunas.
Para um dado conjunto de pesos, &

possivel determinar a correspondente matriz geradora, se este

conjunto puder ser escrito na forma de um velor w , de modo que
-1 . . .
a = w.C apresente componentes que s3o inteiros nEo-negativos.
Como uma aplicagcfo, considere o caso em

que o cédigo tenha suas palavras com pescs iguais a w

o
Somente um arranjo dos elementos de w ¢ possivel. O produto w.C
tem, enit3o, cada componente igual a wo.a%%d’ » Uma vez Jque

cada linha de €' possui um termo positive a mais do que o

negativo. Como a = w. c* precisa ter componentes

inteiras, w deve ser maltiplo de 2kt | isto e , w, =t 2kt
Desse modo, cada componente de a vale t e, o cdédigo consiste

de t colunas de cada tipo.
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EXEMPLO : Seja w o wvelor peso de um cbddigoe com a
distribui¢lc de pesos dado por w = ( 2,2,4,3,3,3,3. Para tal,
iremos adotar que k=3, pols o numero de palavras-codigo iguala a
8.

Seja M, a matriz 3X7 dada por

0001111
M = 0110011
1010101

onde as colunas de M s8o representag@es binarias das respeclivas

colunas. Ent8o, a matriz C ser&d dada por

1010101
0110011
1100110
C =M. M=|0001111
1011010
0111100
11010601

-1

A matriz C ¢ dada por
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-4

C'= Cis4 D . -1 -1 -1 1 1 1 1
1 -1 1 1 -1 41 -1
-1 1 1 1 1 -1 -1
i i -1 1 -1 -1 1
Azzim,
a= w. C' = 1,4 .C 4,4,0,4,4.4,00
= (%1,1,0,1,1,1,00
Note que o vetor a & constituido por

elementos dos tipos 1,2,4,8 e 8. Conseqléntemente, G seri dada por

00111
G = 010601
10010

2.4 ~ CODIGOS DE MEMORIA UNITARIA

Seja Cn,k,m>, wum cdé&digo convolucional

comtaxa r =k/n e m memdrias.

Sabemos que um codigo convolucional
CH,k.m> pode ser considerado como um cédigo (8 = M.n, k= M.k D

com M=1, simplesmente por representar
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' = G G G
Q [ b § w4
G G
5] m~2
G
O
=
G* = G
1 m
G G
m-1 w
G G G
i Z m

Estes dois céddigos sBo equivalentes, pols
para uma mesma seqUéncia semi-infinita de digitos de informagio
» produzem a mesma seqléncia semi-infinita codificada. Assim, se
definirmos a complexidade como sendoc M.k , ambos apresentando
este mesmo valor, ¢ para uma dada taxa, © valor maxime da
disténcia minima & obtido para M =i, dentre ¢ sub-conjunto de
cédigos convolucionais.

Dessa forma, o processo de codificagic

para tais cédigos reduz simplesmente a

Jﬁ = u. G+ u . G:’ para Jj= o042 C2.4.12
3

onde \fﬁ ¢ a seqliéncia codificada, uw & a ssgqUéneia de
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informagic e VW= o para Lodo Jj<O .
A representagio do codificador dos

cébdigos de meméria unitéria é mostrada na Fig. 2.4.1.

Atrasadores

-
-

O r—— W
v

Exclusivo
—-n—wmmw. v

Fig. 2.4.1: Codificador de meméria unitéria.

Para facilitar o entendimento do problema

que iremos tratar, ¢ interessante apresentarmos um exemplo de

céddigos de memédria unitaria, haja vista a sua importéancia.

EXEMPLO : Seja o cddigo de meméria unitéria (3,2,1) mostrado
na Fig. 2.4.2 , abaixo.
Uy e ]
U ™
2" bed

é—' e
é 'vi

G}:Vs

Fig. 2.4.2 : Codificader (3,2,12.
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Cueremos determinar a disténcia mi riima
deste cédigo. Como m=1 e k=2, o numero de estados & 2™ =4
,sabemos que o numero de transigBes de cada estado ¢ dado por 2= 4.
Logo, utilizando a representagfc de diagrama de estados
particionados, teremos para © codificador (3,2,12 a representagio

mostrada na Fig. 2.4.3 .

Fig. 2.4.3 : Diagrama de Estados Particionados.

Os wvalores gue aparecem nos ramos de
transi¢¥o entre os estados na Fig. 2.4.3 s¥o os pesos de Hamming
da palavra-cédigo ramo. A palavra-codigo ramo ¢ obtida através das
. opera¢Bes indicadas na equagBo (2.4.10.

Por exemplo, © peso de Hamming  correspon

dente a transic®o do estado 1 para o estado 3 &, como segue :

i)




v = [ 111 .}1100 + [ 011 101 0
11 100

L}

{t 01 11

&
<
U
]
v

A distlncia minima deste céddigo &

delerminada pela soma dos valores dos ramos de transig8o saindo
do estado zero e retornando ao estado zero.

Como pode ser facilmente constatada,

2.5 ~ ALGORITMO DE DECODIFICACAO DE VITERBI

2.5.1~ INTRODUGAOQ

Se um cédigo convolucional possui
restricioc de meméria pequena e baixas taxas podemos ( enumeré-las)
decodificar as palavras-céddige usande o mélodo de geragles
sucessil vas.

Por outreo lado, sabemos gue para um
cédigo convolucional, com resirigdo de meméria & com taxas altas, a
quantidade de cilculos necessarias para enumerar (decodificard
todas as possiveis palavras-céddigo torna-se invidvel por enumﬁragga‘
exaustiva.

Assim, alguns cédigos com restrig3o de

meméria relativamente grandes e taxas r= 1/n, com valores de

meméria em torno de 10, podem ser decodificados com eficiéncia

e, enumerados, usando o algoriimo de maxima verossimilhanca, ou

seja, o algoritmo de Viterbi.
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£.%. 2 - DIAGRAMA DE TRELIGA

Antes de introduzirmos o procedimento de

aplicagfo do algoritmo de Viterbi, faz-se necessério estabelecer

a representacgio do diagrama de estade do cedificador evol ul ndo
no tempo, isto é, representar cada janela de tempc com um
diagrama de estado particionado. Esta estrutura resultante &

denominada "DIAGRAMA DE TRELICA"

Para tal, seja
&D> =1{1+D, 1 +D°, 1 +D+0D%1

a matriz fungio de transferéncia do céddigo (3,1.20 e D> uma
seqliéncia de informag3oc de comprimento L=8 sobre GF(2).

Para esle caso, temos que o diagrama de
treliga contém (L+m+l) niveis ou janelas de tempo, enumerados de
O a L+m, onde L ¢ o comprimento da seqiféncia de informag8o e
m, © numero de membdrias

Assumindo que o codificador sempre
inicializa a codificag8o estands no estado zero e para ele
retorna, as primeiras m+l Janelas de tempo correspondem a
salida ¢ retornc do codificador ao estade zere, Como nem todos os
estados podem ser pesquisados nas primeiras m ou nas Gltimas m
Janelas de tempo,somente a parte central da treliga & que
possibilitard que todos os estados intermediirios sejam possiveis
de serem pesquisados.

A Fig. 2.8B.2.1 apresentz o diagrama de
treliga para o cddige (3,1,23. Note que existem dols ramos delxando
e entrandc em cada estade. O ramo superior deixando cada estado

na janela de tempo i, representa a entrada U, = 1 , enquanto
i
que o© ramo inferior, representa a entrada u = 0 . Cada ramo é
N
rotulado com as n saidas Vv, correspondentes, e cada uma
%

das 2% palavras—cddigoe de comprimento N = n(l+md & representada

por um caminho Gnico através da treliga.
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Fig. 2.8.2.1 : Diagrama de Treliga do Codigo.

Em geral, para um coédige (n,k,m>, & uma
seqiiéncia u de informagdo de comprimento k.L, existem Ek ranos
deixando e entrando em cada estado, e 2t caminhos distintos
através da trelig¢a correspondendo a a2 pal avras-—cddigo.

Como veremos, no item 2.5.3, a treliga
montada desta forma, possul uma aplicagfo deveras importante,qual

seja, a de encontrar a palavra-cédigo com a menor disténcia minima.

2.5.3 - O ALGORITMO DE VIRTERBI

Un codificador de maxima verossimilhanga
para um determinade tipo de canal sem memdria, escolhe como

palavra—cédigo vV o, aquel a que maximiza o log da fungioc

29




probabilidade de transi¢¥o do canal. Tal funglo recebe o nome de
METRICA assoclada ac caminho v,

O algoritmo de Viterbi, encontra o
caminho através da treliga, com a maior métrica, isto é, o
caminho com a méxima verossimilhanga, por isso ¢ conhecido também
pelo nome de DECODIFICADCR DE MAXIMA VERCSSIMILHANGA .

Seja R =Cr_, r P 2 uma
o 1 Lottt
seqléncia recebida. O algoritme de Viterbi processa essa
seqliéncia de modo iterativo., A cada passo ele compara &
mé&Lrica de todeos os caminhos entrando em cada estado e

armazena a maior métrica ou métrica acumulada

Ao caminho associado a esta maior métrica
acumulada, atribui-se o nome de SOBREVIVENTE.

Para um cédige (n,k,md , sobre GF(E2,
existem Bk sobreviventes a partir da m-ésima janela de tempo até
a L-#sima janela de tempo: cada um dos 2% estados. Depois de L.
existem poucos estados quando © codificador esta retornando para o©
estado zero. Finalmente, na janela de tempo L+m, existe somente um
estado, o estado zero, e assim, somente um sobrevivente. Dessa

forma, ¢ algoritmo termina, pois apresenta o© caminho de maxima

verossimilhanga.

No caso especial de wum canal binario
simélrico C(BSC) com probabilidade de transigio p < 178, a
seqUéncia recebida, R , é binaria e a fung3o log-probabilidade
é dada por

log PCRAVD = dCR,VD . log p + N logll-pd

1-p
onde d(R,VD & a distécia de Hamming entre R e V. Como
log pCl-p2 é menor gque zero e N . logll-pd & constante para

gqualquer V, um decodificador de maxima verossimilhanga, para um
canal BSC, escolherad V como palavra-cédigo v . que €& o estimador da

palavra-céddigo V produzide pelo codificador baseado na seqtiéncia

recebida R, que minimiza a distancia de Hamming :



1.4+m—% M1
¥ 4R , VD> = ac r, , v, D
L O LEO

d(R, VO

#

Assim, na aplicagio do algoritmo de
Viterbi © canal BSC, temos que disténcia de Hamming dCRt. \Q 3
vem & ser a métrica do ramo, enquanto que dCri, v 3 wvem a ser a
métrica do bit. Desse modo , o algoritmo precisa encontrar o

caminho na treliga que fornece a menor métrica acumulada.

2.5.4 - EXEMPLO DE APLICACAO PARA O CANAL BSC.

Assuma que a palavra-céddigo no diagrama
de treligca do cédigo convolucional (3,1,2) , apresentadc no item
2.3.3 ( cuja sequéncia ¢ u =1 01112 O, é transmilida

através de um canal BSC e que a seqliéncia recebida seja

R =¢ 110, 110, 110, 111, 010 , 101 , 101 O

&) caminho de maxima verossimilhanga

apresentado na Fig. 2.5.2.1, através das linhas cheias, & dado por

v =¢ 111 , 010 , 110 , 011 , 111 , 101 , 011>

A correspondente seqlidéncia de informagio

decodificada é&.dada por

u=¢11001D

Se o caminho de mixima verossimilhanga
na treliga possui uma mélrica acumulada igual a 7 , significa
dizer que nenhum outro caminho através da treliga difere de R
em mencos gque 7 posiqles.

Isto indica uma amarracio no wvalor da
métrica dos dois caminhos enirando naguele estado. Se o
sobreviwvente final percorre qualquer um destes estados, existe
mais do que um caminho de maxima verossimilhanga cujas

correspondentes distlncias de Hamming s3o idénticas. Quando isto
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ocorre, qualquer um dos caminhos & selecionado, arbitrériamente,
como sobrevivente. Esta arbitrariedade n3c afsta a probabilidade de

erro de decodificaclo.
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CAPITULO 3

PROGRAMACXO DINAMICA E KNAPSACK COMBINATORIAL

3.1 - INTRODUGCZO

A Pesquisa Operacional pode ser enten
dida como o conjunto de intersec¢Bo entre a arte e a ciéncia,
pois engloba em seu contexto a arte de modelar matemiticamente
determinada situa¢3c de forma bem definida e a ciéncia de dedu
zir os métodos computacionais mais convenientes para o model amento
proposto. Assim sendo, pode-se entendﬁ~ia t.ambém, como uma “tradu
tora"” de um problema formulado verbalmente, em um problema de
programacac matemitica que procurara apresentar a melhor soluglo
possivel, levando-se em conta todos os detalhes que delimitam e
conjuntc das possiveis solugBes, também denominado conjunto das
restrig@es do modelo.

Dessa forma, a Pesquisa Operacional apre
senta~-se através de técnicas que tentam otimizar uma delerminada
situacio.

Dentre as possiveis Lécnicas de progra
mac8o proposta pela Pesquisa Operacional, encontram-se duas que
tomar¥o lugar de destague dentro deste trabalho, a saber a progra
macio dinimica e a programag¥o inteira Cknapsackl , que passardo a
mostrar sua importé&ncia na aplicag3o a cddigos de memdria .unité
ria.

Dessa forma, apresentaremos neste Capitulo,
nogBes gerais de Programaglo Dindmica e Programacio Inteira . bem
come exemplos, para que induza o leitor a conveniéncia de suas

aplica¢®es no problema proposto nesta tese.
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3.2 ~ PROGRAMAGAC DIHAMICA

Como mﬂncimnado.anteriorm@nte. a Programa
¢c¥o Din&mica , é uma das possivels 1Llécnicas de otimizagdo dentro
da pesquisa operacional

A programacio dinimica poderia ser
entendida como uma técnica matematica de aproximacio a olimizag3o,
assim como inducio matemitica ¢ uma aproximagio a demonstragio de
tecoremas.

A idéia principal da programagio
dinAmica, consiste em relacionar uma combinagio de decisBes a serem
tomadas que estejam inter-relacionadas entre si e que, nic soé
otimizem o problema na sua totalidade, mas como em qualquer parte
do mesmo.

Sua maiorkdificuldade consiste no fato
de n3o possuir uma estrutura padr3o de formul aclo, isto (-
cada problema recebe um equaciocnamento especificoe para sua
situag¥eo individual. Ou seja, dificilmente encontra-se uma
formulac%c matemética reaproveitavel para outro problema, sem
que a estrutura basica deste seja equivalente ao do problema jé
equacionado.

Talvez resida neste fato, a malor
dificuldade na elaboracfc da formulagio matemalica de um
problema por programa¢fo dindmica; ou na conveniéncia, ou ndoc, em
aplicé-la ao problema que se deseja resolver. Dessa forma,
torna—-se necessaria uma familiaridade malor com essa técnica, que sé6
podera ser alcangada atraveés dos estudos de casos J&
soluciocnados pela mesma, desenvolvendo-se assim, o© conhecimento
necessario para se decidir quando sua aplicagfo serd conveniente.

Existe, contudo, ur problema protétipoe
da utilizagdo da programagdo dinimica, chamado ‘“problema da
diligéncia®™. Este problema, em especial, possui a mesma estrutura
bAsica referida anteriormente. Ao comparar a estirutura de um novo
problema, deve-se verificar a existéncia, ou nZo, de semelhangas.

Caso as estruturas sejam andlogas, pode-se fazer uso da

programac¥o dinimica . mas como ja salientado, c¢om a formulagio
total mente especifica para (o) novo caso em questio.

A programacac dinfimica, gquando passivel
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de aplicagiio, fornece com grande eficiéncia a soluglo 6Lima

desejada, com muito menos esforgo computacional, comparada ao
método da enumeraclioc exausiiva, .pelo fato de comegar com uma
pequena parte do problema, encontrar a otimalidade para esta parte
C*”&Limo parcial'™, ampliar o problema e a partiir do Stimo
encontrado anteriormente, encontrar o novo &timo parcial. Este
processo € repetidc até que o problema original seja resolvido
por completo., Uma vez que esta técnica inicia através de oOtimos

parciais, a verifica¢3o da condigZo de piores solugles certamente

nic é considerada e, assim, a quantidade de buscas até se
alcangar o Stimo total torna-se bem inferior a enumeragdoc
exaustiva , diminuindo, dessa forma, o tempc de computag3o,

A programagZo dinimica pode ser dividida
em programag¥o dinamica deterministica e programagBoc dindmica
probabilistica.

A seguir procuraremos detalhar as
afirmacBes efetuadas nesta introduglo, através de exemplos
ilustrativos com o objetivo de elucidar e encaminhar para a solug3o
do problema

a ser apresentado.

3.2.1 ~ ESTRUTURA BASICA DO PROBLEMA DE PROGRAMAGCAC DINAMICA

Todo problema de programagio dinamica, a
fim de permitir ser caracterizado como tal, deve contar com a

seguinte estrutura basica :

Estégios ;
Estados ;
DecisBes ;
Politica do problema;

a s e pe

Relacldo recursiva gue identifica a

politica 6tima.
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Entende-se por estagio, as elLapas
seqiiéncials necessbrias para definir o processo como um todo, ou
seja , cada parte do problema.

As opgBes para se completar os estigios
s¥o chamadas decisBes, isto ¢, deniro de cada estidgio conta-se
com algumas opcBes de escolhas; estas possivels escolhas s3o
as possivels decisBes.

Entende-se por estado, a condiglo do pra
cesso num dado estigio, assim, cada estagio tem um nimerc de esta
dos associados a ele.

Uma politica ., deve ser entendida como uma
seqiéncia de decisBes ~ uma decisfo para cada estigio do processo
- cujo principal efeito é o de transformar o estado atual em um
estado associado ao estagio seguinte. Dessa forma, € a politica
quem fornece a transigd3c de estagic a estagio, através dos
estados encontrados de modo conveniente. A politica otima, tomada
no  estégic atual, é encontrada através de uma relaglo recursiva
que faz uso da politica 6tima encontrada no estigio precedente.
Deve-se salientar o fato de que a busca da politica otima do
problema, tem inficio a partir da politica étime encontrada para o
tltimo estégio e retrocede, desse modo, até alcancar a
politica &tima no primeiro estagio, caraclerizando, portanto, a
politica Stima total desejada.

Vé-ze , portanto . que o conhecimento do
estado atual do problema, fornece tLoda a informag3o sobre o compor
tamentc dos estagios j& conhecidos do sistema que ¢ necessaria
para a determinag¥o da politica 6tima no estiagio posterior. Ainda
mais, dado o estado atual, verifica-se que a politica dtima para
os estagios posteriores independe da politica adotada nos estagios
anteriores, iste &, ela ¢ fornecida exclusivamente com relagdo a

situacio encontrada no estagico atual.

Eesumindo O métode da programacio
din&ca a partir da estrutura basica j& caracterizada acima, parte

do Gliimo estiagic de um problem de N estigios e determina a

politica &tima parcial através da relag3c recursiva, que a
identifica, para deixar o estado atual. Uma wvez encontrada a

politica parcial para o estagio N, repete-se o processo a partir
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de estado olimo encontrado para esse estagio, mas com relagio ao
estégio seguinte, assim, em cada estagio, delermina-se a
mezl hor politica para deixar c¢ada estado e completar o©
processo, supondo-se que todos os estagios precedentes foram
concluidos, utilizando-se os resultados obtidos para o estagio

seguinte.

Em termos de nolaclo caracterizaremos

% - wvariidvel de decisio do estiégio n
tn=1, ..., ND

£ Cs,xg > - valor étime da fung3o objetivo, dado que

sistema comega no estado s do estégio n

e X ¢ escolhido.

fn 5D - valor Stimo da fnCs.xh D sobre todos os
possiveis valores de x
Para cada um dos N estéigios , comegando-se
pelo altimo, monta-se o seguinte quadro apresentado na
Fig.3.2.1.1,
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™ fnﬁa s xnb = relaclo recursiva conveniédnie

Fig 3.2.1.1 - Quadro genérico de estagio.

Note que a primeira coluna fornece © esta
do ,s, em gue se esti atualmente;a segunda coluna fornece as
possiveis alteragBes efetuadas de acordo com a relaglc recursiva ,
quando se passa do estado s para o LS terceira coluna fornece
o melhor valor de fnCs) levando-se em conta o cbjetivoe do problema;
e, finalmente, a quarta coluna, apresenta os estados posterig
res ao estadeo s atual, que fornecem como valor &timo f: (sl

Preenchide ¢ dliimo quadro, isto &, ao se
alcangar o estagioco 1, a politica étima do problema estd definida
e, portanto, o problema proposto ja possul uma , ou mais, sclugSes.

A decisio inicial, x: » & portanto, conhe
cida. Uma vez definida a decisBo no estagio atual, deve-se retor
nar a¢ quadro do estiagio anterior para encontrar a prodxima deci

s%0. Para tal, toma-se o valor obtido na decisZo élima do estagio

anterior. Este passard a ser o estado s do quadro do atual
estagio . Segue-se, através do quadro, a linha associada ao j&
referido s , e encontra-se , a nova decis¥o associada agora a

esse novo estigic. Este processo é repetido até que a decisSo do
-dltimo estégio seja definida.
Evidentemente, pode-se enconbrar duas ou

mais decis®es Slimas dentro de um mesmo estiégic. Neste caso, deve-
-se considerar cada uma delas iscladamente a partir deste ponto
pois fornecer¥o solugBes Stimas alternativas, isto e, sol uclies

diferentes sem, contudo,alterar o valor dtimo total encontrado.




A. 2.2 - EXEMPLO PROTOTIPO DE PROGRAMACRO DINAMICA

Com a finalidade de dirimir possiveis
duvidas provenientes da notag8o que caracterizam o modelo sob o©
ponto de vista da técnica de programagfio dinamica, apresentaremos
nesta sec3o um exemplo protétipo conhecide na literatura de
Pesquisa Operacional por " problema da diligéncia . Desse modo
tentaremos, também, deixar de forma clara e objetiva, os passos
efetuados estégio*a~e$tagio para que a sistematica da programagio
dinAmica seja assimilada e melhor entendida pelo leitor menos

familiarizado com o método.

Descri¢Zo do problema da diligéncia :

O problema da diligéncia parte da situagio
hipotética, onde retornandc aoc velho oceste, um carteiro tem de
entregar correspondéncia através de territérios habitados por
indios nf¥o muito amistosos, saindo de um determinado territério e
entregando a correspondéncia em um territério fixado, isto é,
tanto o seu territérico de saida quanto o de chegada sZo fixados.

Para tal servigo, ele utiliza como meioc de
locomogHe de um territério a outro a diligéncia. Esta diligéncia
n¥o s6 presta servigos ao correio, como também &s pessoas interes-
sadas em deslocar-~se dos territérios por onde elas passam. Visto
que a viagem apresenta um certo risco de vida, devido aos possivels
ataques indigenas, foi elaborada uma politica de seguro de wvida
para os passageiros. Notando que evidentemente a rota com menor
custo de politica de seguro de vida era a que apresentaria menor
perigo aos passageiros, o carteiro loge deduziu que este deveria
ser o seu itinerarioc na entrega da correspondéncia, visto que ele
niZc necessita necessariamente passar por todos os territérios.

A Fig.3.2.2.1 ilustra um “mapa” dos
territdrios a serem atravessados, com os respectivos custos de
politicas de seguro de vida associados a cada rota.

O carteiro quer saber. portanto, qual a

rota que minimiza o custo total da politica de seguro de vida.
3
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Fig. 3.2.28.1- Territérios do Problema da Diligéncia

com respectivos custos de seguros de vida.

Temos, portanto, que determinar a melhor

rota para sair do territério 1 e chegar ao territdrio 2.

Solug¥o :

Estrutura do Problema :

1. Estados

2. Estagios

3. Decistes
4. Politica
5. Kecursividade:

Cada um dos territédrios a ser

escolhidos. {1 a 10D

Cada uma das etapas da viagem até

que o objetivo C(territdrio 102 seia

alcangade. (1 a 42

A escolha de qual territério escolher

como ‘“parada" em cada Vetapa da

viagem.

Escolher o© caminho com menor custo

associ ade.

0 custo total no estagio atual

deve ser a soma dos menores custos
dos estigios antecedentes somado ac

menor custo do estagio atual.
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A seguir estabeleceremos a notagio a ser
ytilizada neste exemplo.
& -~ estado atual (s =1, .., , 100
x| -~ wvarjiavel que decide qual o destinc imediato a ser
tomado apds o estégion (. n = 1,2,3.42;
fﬁ Cs.xn} ~ custo da melhor politica total enconirada para oS

dada por

f (s, % 2
™ m

estagios restantes, dado que o carieirc esta no

estado s e seleciona xh como detino imediato .

valor de x_ que minimiza fnCs. an,
valor minimo correspondente a z"n(s, xn‘,‘).
custoc da politice para ir de s & X

Dessa forma, & relaclo recursiva pode ser

il
0
+
a3
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3.2.3 - TIPOS DE PROGRAMACZO DINAMICA

Muito embora, a estrutura bésica da prg
macBc dinadmica Jj& tenha sido desenveolvida, torna—-se imperativo
descrever, mesmo que brevemenie, os dois tipos em que a mesma pode
ser apresentada : programacio dinimica delerministica e
programagio dindmica probabilistica .

A programacio dinfdmica deterministica ca
racteriza-se pelo fato do estado no préxdimo estigio ser completamen
te determinadce pelo estado e pela politica de decis¥o do estagio
atual .

A idéia aqui, pode ser melhor apresentada
através do diagrama mostrado na Fig, 3.2.3.1.

Estagio i?:sg?m
,En(s,,,xn) ‘;nu (S#‘H!)

Fig. 3.8.2.1 - Diagrama do Problema de Programag8o
Din&mica Deterministico

Vemos, portanto, que se o resultado de ca
da decisdoc for conhecido exatamente, Llemos wum Problema de
Programagioe Dinédmica Qetgrministica.

Apenas para completar a idéia, o problema
de controle de estoques, quande focalizado através da ProgramagSo
Dindmica ¢ Deterministico.

NZoc obstante, o problema de programagio
dinamica probabilistico, difere do Problema de Programagic Dinami

ca Deterministico, peloc fato de que o© estado no pr &xd me
estagionfc ¢ completamente determinado pelo estado e pela politica
de decisSo do estagio atual.
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No probl ema de Frograma¢¥o Dinfmica
Probabilistico existe uma distribui¢i3o de probabilidade, P& &
ser wlilizada, a fim de que o préiximo estado seja conhecido.
Contudo, esta distribuic¢ioc de probabilidade continua sendo
completamente determinada pele estado e pela politica de decisfo
do estagio atual.

Apresentamos na Fig, 3.2.3.2 ., um
esquena da idéia geral do Problema de Programac®o Dindmica
Probabilistice,

ESTRDD Med
Contribvigdp do S

44

estdgio »
RaobabiW %‘ @ »

do c&t%: 'Pn ﬂ(‘ )

ESTADO O deciedp By e .ﬁ__. .
sn \xn/ - -{Bﬂr!(?-)

“P (s, Xn) ) :

h

i

Fig. 3.2.3.2 ~ Diagrama do Problema de Programag¢3o

Dindmica Probabilistico.

Quando o diagrama acima ¢ completado de
modo a incluir todos os possivelis estados e decisBes, ele &
acrescido significativamente de tamanho € ¢ chamado de &rvore de
decisdes, por permitir a visualiz;ac;‘éfz:: de todos oz caminhos a
serem tomados. Assim, se a arvore de decisSes for muito extensa,
torna-se inviavel a tentativa de visualizar as possiveis solucles
através da mesma.

Devido a estrutura probabilistica, a

complexidade da relac8o entre as variaveis f‘n(’ S_ v X J e a

f:”c S 4 2 ¢ maior do gque a compl exidade entre as mesmas

varidveis no problema de programagio din&mica deterministico .
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Todavia, tanto no problem de Programagdo
Dinamica Deterministica, quanio no problema de Programagio Din&mi-
ca Probabilistica, €& muito usual querer determinar uma seqtiéncia
inter -relacionada de decisBes que requerem uma formulagdo recursi-
va apropriada, relacionada a cada problema individual., necessitan
do de um esforgo computacional muito menor do que na enumeracio
exaustiva,

Apenas para efeito de comparaglo, se o©
problema tem 10 estigios e 10 possivelis decisBes em cada estéglio,

; 10 :
a enumeracio exaustiva considera as 10 combinacles, enquanio que

a Programag¥o Din&mica necessita n¥o mais de 10 cilculos.

3.3 =~ KNAPSACK COMBINATORIAL .

Comoc mencionado anteriormente, a Pescul
sa Operacional conta com diversas técnicas que procuram descrever
o problema considerado através do modelamento matematico mais con
veniente.

Quando ac modelar-se o problema, percebe-
~se que ele é constituido de um conjunto de restrigOes lineares,
cujas varisveis s¥%o necessariamente n3oc negativas, onde a possi-
vel solug%o deva maximizar ou minimizar uma equaglc também linear
regida pelo objetive do problema proposto, diz~se que formulou-se
um problema de Programag3o linear

Naturalmente, na prética, enconiramos si
tuacBes onde o resultado de uma otimizagHo deva fornecer valores
inteiros, como no caso em que devemos encontrar o namero &HLimo de
funcionirios para operarem determinadas maquinas da segio de uma
fabrica, por. exemplo. Torna-se inviivel, portanto, uma solugdo
como “um homem e meio" para coperar na méquina do tipo "x".

Através da necessidade de contornar -se
eventualidades como esta, os problemas formulados por Programaqﬁo'
Linear receberam o acréscimo de restri¢Bes que forgam o aparecimen
to de solucBes inteiras. |

Um problema de programagfo linear com ape
nas algumas variaveis inteiras ( o modelo pode apresentar algumas

variaveis n3o-inteiras) recebe o nome de programaglo inteira
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mixta . Entretanto, se todas as varisvels devem ser necessariamen
te inteiras, temos um problema de programagio inteira

Quando, deniro do contexto da Frogramag3o
Inteira, temos um problema com uma restri¢fo principal e as demais,
necessariamente sendo com rela¢ldc a positividade dos coeficientes,
ele recebe o nome especial de problema knapsack ou problema da
mochila .

Certos problemas de programagdo inteira,
como comprovado por Dantzig i 1, podem ser resolvidos como
problemas de programag3o linear, como é o caso do Problema de
Designag¥o, Transporte e Fluxo Maximo. Entretanto, quando a soly
¢¥o encontrada n3c apresentar as solugBes inteiras necessarias,
pode-se aproximar as solugBes a partir das j& encontradas. Os

métodos de aproximac®es mais conhecidos sZo

a) Técnica do Planoc de Corte {(Gomoryd;
b) Métodos Enumerativos;
¢ Algoritmos de Particionamento (Bendersd;

etc

Os méritos de cada um dos métodos acima n8o
serSo levados em considerag¢Bes detalhadas, entretanto,apresentamos
abaixo, uma breve citagHfo, de modo bem geral, a fim de darmos uma

idéia do procedimentc de cada um deles.

ad Téénica do Plano de Corte : Este método tem
comc objetive principal ,deduzir restrigBes suplementares a partir
das restriges de integralidada e apresentar a solu¢io do problema.
A cada iteracgSo, uma nova restri¢fo convenientemente selecionada
da a partir dos resuipados obtidos na iteragZoc anterior, ¢
acrescida ao modelo, na tentativa de obter um resultado 4timo e

inteiro.
O Método de Gomory, ou Algoritmode Plano
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de Corte, € o mais utilizade atualmente. Tambén 8o conhecldos
os algoritmos desenvolvidos por Glover e Young, chamados Algoriimo
Primal de Plano de Corte.

£ importante notar que uma ver gue
aumentamos uma nova resirig¥o a cada iterag¥o, na tentativa de
encontrarmos o o6timo, o sistema aumenta consideravelmente de

tamanho, o guepode vir a inviabilizar a aplicag8o do mélodo.

b Métodos enumerativos : Neste método, todas
as possiveis solugBes aparecem representadas implicitamente ou
explicitamente. Como o prépric nome ja diz, o método enumera todas
as possiveis ‘“candidatas" a solugfo. Novamente podemos perceber
que dependendo do tamanho do sistema ele se tornard inviavel.EbEste
método é muitas vezes denominado de "Algoritmo de Ponto ou N6&” é

sua representacfo esquemdtica & através de uma arvore de solugBes.

o Algoritmos de Particionamentos : Este
algoritmo consiste em transformar um problema de programagio
inteira mixta em um problema de programag8o inteira. Devido ao
grande naimerc de restrigBes que precisam ser geradas e due
dificulta, portanto, a resolugSio da formulagdo para o caso
"inteiro”, este algoritmo resclve o problema inteiro equivalente ao
problema mixto através da resolugio de uma série de problemas
lineares e inteiros . Devemos ressaltar que os méritos desse método

cabe a Benders.
- Através da breve descrig3o de alguns méto
dos de Programag3ic Inteira, pode-se deduzir que a carga computa
cional implicita em cada acréscimo de restrig8c, torna o custo
operacional muitas vezes significative, dependendo do porte do
sistema em quest¥o. Dessa forma, faz-se conveniente obter as
possiveis solugBes étravés de aproxima¢Ses que otimizem o valor da
funcSc objetivo. Tal problema, torna-se conhecido pelo nome de
Técnica de otimizagzckcombinatarial

Tendoc em wvista os detalhes do problema,

pode~se encontrar uma representaglio através de uma técnica de

otimizac¥o combinatorial para um problema de programag&c inteira,
mesms que complexo.

Ainda que se consiga explicitar o conjunto
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das possibilidades de resoclugl@o do problems. o esforgo computacig

nal dispendido n¥o justificaria o emprego do método de otimizaglo
combinatorial em alguns casos. Novamenie nos deparamos com  a
necessidade de conhecer uma técnica que enumere parcialmente um
numero controlavel de possibilidades e que, implicitamente, todas
as outras solugBes, de uma maneira sistemitica, sejam verifiqg7
das, evitando-se seguir caminhos que certamente ndo levardo a
soluclies convenientes. Tal técnica recebe o nome cde “Backtrack®.

Dentre as técnicas de backtrack encon
tra-se uma que deixaremos abordada de modo especial, por saber ser
eficiente numa aplicagico futura deste tLtrabalho, denomi nada

“BRANCH-AND~-BOUND"” [ 5 1]

O Branch-and-Bound & uma técnica de enume
racfio implicita e explicita : explicita, porque enumera cada uma
das possibilidades e resolve, sucessivamente, o problema linear
resultante e, implicita, porque de acordec com as resiri¢Bes de
integralidade, positividade e outras relacicnadas ao modelo,
s¥o verificadas todas as possibilidades de solugBes de modo Yinte
ligente", os caminhos que certamente conduzirdo a sclugBes desapro
priadas.

As segBes que se seguem desitinam-se a uma
explicitacio do método Backirack relatado acima, contudo voltada
sempre para o problema de programagdo inteira do tipo knapsack.
Assim, como aplicamos o método de Backirack, gque é um métodoe de
OLtimizag%c Combinatorial, para resolver o problema do knapsack ,

dizemos que temos em m¥os um knapsack combinatorial

3.3.1 ~ O PROBLEMA KNAPSACK.

O nome Knapsack vem da situaglio hipotéti
ca de um viajante que leva para sua viagem somente uma mochila
C "knapsack” ) carregando seus pertences,

E facil deduzir que o pesc de cada elemen
to a ser colocado na mochila, bem como o seu tamanho , devem ter
significados importantes na escolha do numerc de vezes que aeste
elementc aparecera dentro da mochila.

Certamente, © viajanie desejarid carregar
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consige a mixima quantidade de diferentes {tens com peso total
menor gue o suportado pela mochila (ou pelo préprio viajanteld, que

devers ser fornecido préviamente.
Assim, © objetivo € determinar guais itens

,e quantas unidades dos itens escolhidos,serfoc colocados na

mochila,
Em Ltermos de notaclo temos

b - peso total limitante;

aj - peso do j-ésimo ftem;

Cj - valor do j-ésimo item;

x, - nimero de itens do tipo j a ser colocade na
mochila.

Formalizando-se matem&licamente o problema

de Programag¥Ho Inteira do tipo Knapsack temos :

Problema :
14
max o .,
E i 3
=1
sujeiioc a
n
L a x . = b
=1 ] 3

= > 0 einteirc ( j=1, &2, ... s 12

Pode~se perceber que o problema Knapsack

definido acima, pode ser visto também como um Problema O1 , ou
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seja, leva o ftem J Cxﬁ = 12, ou ndo leva ixj = O 2.

Dessa forma, embora seja um problema  enun
ciado facilmente, n3c deve ser visto com descaso quanto a aplica
c¥%es : situagBes industriais,problemas de investimento de capital,
problemas de cargas, cortes de madeira (folhas de papel ou met&li
cas), etc .., [ B 1 s83o alguns dos problemas encontrados em
situaclBes reais.

Existem muitos métodos para resclver um
problema knapsack e muitos que também explicam a metodologia
necessaria para reduzir um problema inteirco em um problema
Knapsack. [ 81 [ 31

Entretanto, como ja foi comentado, procura
se resclver o Knapsack através de um método de otimizag3o combina

torial.

3.3.3 ~ TECNICA DO BACKTRACK

Muito embora este trabalho faga uso apenas
de backtirack faz-se conveniente apresentar algumas peculiaridades
inerentes a mesma, a Tim de gue se compreenda sua conveniéncia
nesta aplicagio.

Trata-se o Backirack de uma técnica de
otimizag®o combinatorial, que busca a forma sistemalica, ou

freqléntemente enumerativa, de solu¢Bes para o problema apresenta

do.

_ Por tratar-se de uma técnica enumerativa
uma melhor visualisagZo de seu procedimento de busca € através de
uma &rvore, |

Para melhor compreensdc , apresentamos a

&rvore a seguir.
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NG Origem

el

d

’ 0 i 2
“nivel

o

0 1 21 0 i 2! O 1 2
Fig. 3.3.3.1 : Arvore geradora de digitos na base

trés.

Vemos que a arvore acima gera numeros de
dois digitos na base trés. A escolha de cada digite & feita atraves
da opgZ%o escolhida em cada ni vel dj € j= 0, 1 2. Uma vez
escolhido o digito do nivel dj. encontramos uma sub-arvore de
escolhas para o digito a ser escolhido no nove nivel d}4

No caso acima, possuimos uma arvore com uma
estrutura uniforme, istoc &, o nimero de ramos que Saem de qualquer
um dos nés, em um mesmo nivel, s¥o iguais.

Na Fig. 3.3.3.1, todas as possiveis soly
¢Bes s¥o apresentadas ao fim do nivel do Cno caso de &rvore unifor

med. Caso nSo tivéssemos uma Aarvore uniforme, como a apresentada

na Fig. 3.3.3.2 abaixo ,

I )
4 l 2 ® {1
3 LA T 0 i3
8 & 13 14
Fig. 3.3.3.2 : Arvore n¥o uniforme .




escolhemos em cada nd, © proxime rame a ser examinado. Caso n¥o
estejamos no Uliimo nivel da arvore apresentada, mas o ramo esco
1hido no nivel anterior tenha nos conduzido a um nd que nEo possua
mais derivac®es de ramos , né terminal , temos uma soluglo e,
portanto, depois de armazenado este resultado retrocedemos de
forma a retornar aoc né do nivel anterior a partir do nd que nos
conduziu ao nd terminal do nivel atual. Uma vez retornado ao nivel
anterior, verificamos outro ramo que emana daquele né e, assim,
fazemos novas verificagBes de solugBes em todos os ramos dos
niveis posteriores.

Vé-se dessa forma, que o Backirack ocorre
sempre que um né terminal é encontrado e deseja-se voltar ao nivel
anterior,

O Backtrack , enunciado da forma comentada
acima, recebe o nome de " busca normal ".

Convém salientarmos, ainda, que o tempo
necessario para fazer a procura nha arvore , € proporcional ao
nimerco de nés na &rvore, portanto, este € o principal problema a
ser cuidadosamente estudado, quando utilizamos um algoritmo
Backtrack. Se n¥o pudermos contar com um computador de alta wvelg
cidade, esta busca exaustiva, torna-se impraticavel, isto &, se
possuirmos uma arvore com n-niveis e r~ramos saindo de cada no,
teremos r nés terminais.

Contudo, de acordo com as necessidades do
problema que temos em m3os, podemos evitar a verificacio de ramos
que certamente conduzirZo a nos terminais inconvenientes, isto &,
de acordo com nossas conveniéncias efetuar o Backirack , e portan
to, a volta ao nivel anterior sem atingir © nd terminal a que o
ramo atual conduziria. Assim, © numero de buscas diminuem conside
ravelmente e a utilizag¥o da técnica torna-se convenientemente
aplicAvel. Chamamos este aspecto de busca de " detegio de
impasse » . U 7 1

Atualmente, © algoritmo de Backtrack in

corporando deteglo de impasse & freqiiéntemente o mais direto e e

ficiente método de aproxima¢¥o ao método enumerativo.
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30 3. 3- 1 e BWH“ A-ND-' BGUND‘

A técnica do Branch-and-Bound trata-se de
uma variag¥o especial da técnica de Backtrack, que tem por finali
dade a resolucSo de um conjuntoc de problemas de programag3o 1i
near .

Assim, um procedimento de resclugdo de um
problema de programagfio inteira do tipo Knapsack, seria por inter
médic da enumerag¢io do método Branch-and-Bound.

Tratando-se de um método enumerativo, uma
.mélhor visualizac3o seria através do estabelecimento da &rvore de
possibilidades.

A idéia principal deste método, reside no
fato de n¥o ramificar para um né solugfo cujo custo seria mais al

to que o da solu¢fc com custo minimo, determinada anteriormente.

Convém salientarmos o fato de que se uma

soluc8o mais otimizada for encontrada, ¢ custo minimo € atualizado
, assim como os limitantes, para novas propostas de soluglBes. Tam

bém €& importante comentar que o custo de um nd que deu corigem a
outras ramificagBes, também chamado de "“nd pai", & sempre menor ou
igual ao custo de seus "nés filhos", que seriam os nés ramificados
né pai. Desse modo impedimos buscas desnecessérias caso o custo
minimo atual, quando comparado ac novo valor encontrado para um
nove nd, seja menor.

Como o© Branch-and-Bound & uma técnica de
enumeragio implicitasexplicita, sua eficiéncia depende
principalmente da habilidade com que usamos esta vantégem no
model amento do problema, a fim de evitarmos gastos computacionais
desnecessarios. Mesmo assim, existem técnicas empregadas com ©
intuito de acelerar a convergéncia do Branch-and-Bound, tais como:

Surrogate constraints, penalidades, heuristicos, etc ... [ 3]

L8581, 101 41
Vemos, portanto, que ¢ uso desta Lécnica

seria < mais conveniente para o problema que Nos pPropusemos a
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resolver . Eniretanto, por ser este trabalhe uma primeira tentativa
na sistematizaclo de coddigos Gtimos convolucionais, ndo contamos
com informacBes adicionais necessarias para a escolha de uma
funcfc objetivo conveniente e segura ao modele knapsack. Sendo
assim, por ser um trabalho nove em seu objetivo, devemos tLer a
prudencia de enumerar todas as soluglles convenientes, através do
método Backirack usual, para gque uma vez comprovada a possibilida
de tal sistematizac¢io, encontremos os limites onde tais solugBes
Stimas se encontram seguramente e, assim , usarmos Lécnicas que
convirjam mais rapidamente a soluglc, como a técnica de Branch-
~and-Bound ou até mesmo a de Programa¢3c Dindmica, posteriormente.
Sendo assim, embora os resultados tenham sido obtidos através do
método backtrack, deixaremos as consideracgBes necessarias quanto a
técnica do Branch-and-Bound para esta aplicag@io, na sugestZoc de
certeza de eficiéncia em um trabalho futluro.

Entretanto, a idéia principal deste méLodo
parte do principio de “dividir e subjulgar", isto &, dividir
regiBies factiveis, ou seja, regiBes de possiveis solugBes, em mais
sub~divisSes convenientes A busca da integralidade e, ent3o,
subjulgar © novo problema a verificagiio da otimalidade.

Em termos mais formais: Um programa linear
inteiro € um programa linear acrescido pela restrigiio de integrall
dade, assim, uma soluglo éilima para o problema linear ser&, na
realidade, um limitante superior para o problema linear inteiro.
Portanto, qualquer ponto inteiro factivel, ¢ sempre um limitante
inferior no valor da funcfo objetive do problema linear &timo.
Dessa forma, subdividimos a regifo factivel do problema linear e
fazemos avaliagSoc do problema Inteiro, baseado nessas subdivisSes.

Logo, © método do Branch-and-Bound subdivi

de a regifo factivel para obter os limitantes
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N
A
N
1A
Nij

em z

onde z -~ limite inferior inteiro;
z* - wvalor &timo para o problema;
z - limite superior inteiro;

No caso de estarmos maximizando o problema

Zz é o maior valor dentre lLodos os pontos inteiros factiveis encon
trados. O limite superior é dado pelo valor Glimo do problema
linear associado, ou pelo maior valor da fung3ico objetivo em gual
quer verificagio da soclugio.

Depols de considerada a sub~divisdo atual ,
precisamos efetuar outra sub-divis8o e analiza-las.

Algumas possivels solugles s3o ditas
" sondadas ", casc o problema linear sub-dividido seja infactivel,
ou tenhamos alcangado uma solugfo inteira, que & o objetivo do
problema, ou se o valor &timo encontrado n¥o melhorou o valor
6timo encontrado anteriormente, isto @, caso piore a fungio obje
tivo.

A fim de uma melhor visualizag3o da ideéia
do método, apresentamos na Fig. 3.3.3.1.1.1 o algoritmo da

Lécnica do Branch-and-Bound para um problema de Programagfo intej

ra de maximizag®%c. [ 7 13
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Fig. 3.3.3.1.1.1 : Algoritmo Branch—and-Bound para um

problema de Programagdo Inteira de
maximl zagdo.

3.3.3.1.2 - BRANCH-AND-BOUND APLICADO AO KNAPSACK.

Visto que o nosso interesse sera aplicar o

Branch-and-Bound a resclugiic de um problema Knapsack, certas

consideracBes devem ser significativas,
método.

antes da aplicaglic do

A primeira delas ¢ reordenar as varibdveis

de modo que , levando-se em conta a formalizag®c matemitica do

Knapsack apresentadc no item 3.3.1,

a obedecer :

a restiricBo aparega na forma
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3
N
b
v
n
‘\
w

i i j+ 1 s

onde
c:j - custo
aj - coeficiente da restrigio
Esta atitude é levada em consideragio, de
modo a obter que o primeiro f{tem seja o de maior valor, em termos

de valor por unidade de peso, em relagdoc aos demais.

Desde que estamos otimizandoe a fungo
cbjetivo, n¥o ramificamos de um né se o seu valor for inferior ao
encontrado como melhor, até ent3o.

Mais ainda: Uma vez estando no nivel n, ©
né possua valor e peso associado e NOsSso objetivo ¢ a busca do nd
&timo, se © valor deste nd "pai" n3o for melhor que o atual
&timo, podemos retroceder para © nivel (n-12 a procura de outra
soluc¥o conveniente, pois o método garante que os nos provenientes
do né "pai", os chamados nds “"filhos", nio apresentarfo soluges
melhores que as apresentadas por ele. Dessa forma, dizemos que oS
ramos, a partir deste né pai, est8o sondados

Assim, se I c. 3% define o valor do

A

nd, no nivel n, obtemos a seguinte expreaessio.

n n
+ - . . LRUBLLE.

T o X B hN a; - X, S /‘ahﬂ (3.2.3.1.28.15
=1 =1
se

N

B - a . 2 a

L J 3 L

=1
para algum i>n , ou
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Ly <. x se b~ ¢ a . x < a (3.3.3.1.2. 20

n Vemos da equagio (3.3.3.1.2.12 que
C ¥ c:j . xj > representa o© valor de Lodas as variaveis ja as
=1
n >
sinaladas ; b - ¢ aj . xj representa a quantidade restante de

peso, uma vez que o nivel € o n-ésimo [ 1 1.

Uma vez que as variiveis s#o ordenadas , ©

ks
fornecido de L poderia n3o ser inteiro. Sendo essa express3do o

valor do novo pesc limitante, multiplicado por Ccnu s a I,

valor do néd, este valor seria na realidade um limitante superior
para os nés "filhos" que aparecerXo a seguir. Se o valor desse nd
pai for menor ou igual (no casoc do objetive ser maximizar? ao
valor da melhor solugZc factivel atual,entZoc podemos abandonar as
buscas neste ramo, isto é, sondamos o ramo, pois ndo encontraremos

mel hores solugfes.

Quancio
™
b - 5 a. x, < a
j=1 i 3 L
para todo i > n , ent3o nenhum outreo item poderi ser colocado

™
no Knapsack, portanto, armazenaremos [ c.. X, como sendo © va
lor do nd e, © nd , & deixado.

Dessa forma, o© Branch-and-Bound torna-se
uma valiosa ferramenta para encontrar solugBies de um problema

Knapsack.
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Apr

detalhando tal aplicagdo.

obter

v

esent.arenos

&

segulr ,um exempl o

Seja o problema Knapsack apresentado por

= X + B x + 8B
1 2
+ 3 % + 4 x + 7
2 -]
e inteiros
Assim,
c. /S &, g c.
3 3 J+i

reescrevemos o problema da forma :

5.

mix 2

a

T w + 4 x + 3 x +2x
i z 3

»

J

2

g x
i

0

1A

10

reordenando as varidveis de modo a

+ B x + 3 x +x
2 3 4

L S

e inteiro

=

Podemos perceber que,

10

para o problema aci

ma as varidveis podem assumir os valores maximos apresentados abai

oo

Max

Max
Max
Max

XX W% WX

pois
pois
pois
pois

INTL 10-7)
INTL10/4)
INTI1I0/3]
INTL 1021

i
2

3
5]



Obs: Os valores acima devem ser entendidos

como a quantidade maxima de itens que caberiam dentro da "mochila,
sem ultrapassar o peso limitante , caso quisessemos levar apenas

um tGnico tipo. Sendo assim, os valores que cada variavel pode

assumir € apresentado abaixo :

x = {C,1> , x, = {0,1.a&> , xg = { 0,1.2,3> e x, = €0,1,2,3,4>

Assim, com a metodologia do Branch-and-
Bound, descrita préviamente, obtemos como solugdo a arvore apresen
tada na Fig. 3.3.4.1.4.1

Nos nds N, N , N e N oS pPesos

3 4 & ?
excedem o peso total limitante. Os nés N , N , N e N

? i1 12 13
sondados, pois apresentam valores mencores que o valor otimo atual
e como sabemos que néds filhos provenientes do mesmoc né pai,
nunca apresentam solugBes melhores que as dele, verificagles pog
teriores tornam-se desnecessarias e o problema apresentado sera

concluido sem sequer ter entrado no nivel 4.

Fig. 3.3.3.1.4.1 : Arvore enumerativa do Problema.







CAPITULO 4
PROBLEMA "KNAPSACK COMBINATORIAL APLICADG AOS
CODIGOS DE MEMORIA UNITARIA

4.1~ INTRODUCEO

Neste capitulo iremos estabel ecer
formalmente o problema “knapsack combinatorial” inerente aocs
cédigos de meméria unitaria. Esta forma matemalica tornou-se
viével devido ao problema de determinagio de cédi gos
convolucionais &timos possuirem uma equivaléncia com o problema
de fluxoc em redes, como mostrado em [ 6 1.

Para gue ndo haja perda de continuidade
na apresenta¢fo, iremos na se¢Bc 4.2 apresentar a equivaléncia
dos problemas mencionados, bem como os tecoremas que se fazem
necessarios. Na se¢dc 4.3, o problema "knapsack combinatorial®
serad estabelecido. Na seg3o 4.4 o algoritmo de Viterbl sera
apregentadc.: Estas secBes formam a estrutura basica do algoritmo
implementado, para a solugdo do problema em mios, de uma forma
sistematica. Gostariamos de salientar que esta ¢ uma coniribuigdo
original em direg¢Soc a solugic de um problema NP-compleio no seu

pior caso.

4,2~ EQUIVALENCIA DOS PROBLEMAS : DETERMINACZO DE CODIGOS OTIMOS
E FLUXO EM REDES

Um grafo direcionade G=[N,A ], consiste
de um conjunto finite N, onde N = { 1,2,3, ..., n¥, e de um
conjunte A de pares ordenados (1,32, n¥c necessariamente
distintos, isto ¢, A = { (i,j> : 1,j € N >, Os elementos de N e
A serfo chamados de estados & ramos, respectivamente.

Suponha gque cada ramo (i,j) de um grafo

direcionado tenha associado a si um numerc n3o negativo mw -



capacidade de (i,j>, representando a quanlidade maxima e algum
“produtoe”, que pode chegar em j vindo de 1 & longo de (i, )2, por
unidade de tempo, em uma condiglo de estado fixa.

A fonte, n& 1, & a entrade do fluxoe na
rede ¢, © nd mais profundo na arvore, o néd n , ¢ o fim do fluxo
na rede. Matematicamente, o ramos >::_tj » 530 definidos como um
conjunto de numeros n¥o-negativos, satisfazendo as seguintes

restricdes

E ox; = Lx =4 - ¢ > se J =1
i k
o , se jsi.n  C4.2.1D
¢ , Se@ j=n
<= » = g {4.2.87

1] i}

Note que o fluxo ¢ conservado em cada nd
excelto na fonte € no Gliimo nd, e que cada fluxo do ramo, x”, &
limitado superiormente,pela sua capacidade CU’ gque neste caso & a
maxima distincia de Hamming do estade 1 ao estado j.

Seja a seguinte conjectura :

C4.2.32 ' Se existir um codificador convolucional
ndc-sistemdtice e invariante no tempo com parametros K e r=bn

tal que MCA'> = M (4> = D® para todo k=i, e M(A’> = Micay =

Eppara todo i=j, & vice-versa, com p = n. 8b4 » entioc o cddigow
& Stime. Onde :
AT = matriz de transigdo aumentada (i.e., com os

estados finals e iniciais inclufdosd;
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MCA'Y = matriz produto dos elementos nio nulos  da  1-
W

ésima linha de A’

thA‘D = produto dos elementos nio-nulos da  j-ésima

coluna de A';

i

r bn = tLaxa

s para facilidade notacional, iremos usar b ao invés de k D,

K

H

restrigic de comprimento = m+l;

DP = valer de cada ramo fornecido pela fung3ico de

transferéncia, onde p é o fluxe total;

Assim, se u cddigo satisfizer

conjectura (4.2.33, entdo as condigBes (4.2.10 e (4.2.280 s3c

encontradas.

Portanto, sob © ponto de vista desta
conjectura, o problema de encontrar codigos convolucionals
&timos, nEo-sisteméticos, € caracterizado pelo Fluxo Maxime na
Rede

O seguinte teorema estabelece o fluxo
maximo que o codificador convoluciocnal &timo invariante no tempo

satisfaz.

TEOREMA 4.2.4 [ 6 1 : Para um cédige convolucional n¥Ec-

sistematico,invariante no tempo, com taxa r=b-n ¢ resirig¢io de

comprimento K, o fluxo uniforme ¢ dado por
¢ = n. 2%

PROVA : Paraz a taxa r=b/n e restrigdo de comprimento K, o nimero
de estados & P O ntmerco de transicBes de cada
estado & 2® . © numero total de ramos é dado por 2> ¥ | Por outro
lado, a séida do codificador tem comprimento n & assim, exislem a"

possiveis seqgléncias de saida.

Seja ¢ a razZo entre o numero de ramos

©2



e o numero de seqgiuénclas de safda. Se © € melor gue 1, ent&o
esle numero especifica quantas vezes a seguéncia de saida serd
repetida. Se < & maior que 1, ontBo elw forneceréd a proporgdo

da seqiéncia de salda que est¥o sendo usadas.

Seja W (¢’) o pesc total das seqléncias

de salda , onds

wle > =% i = Idsdt) {i+ad” >
T 1 asd

ent3o, c = w (c¢’> fornece o peso total do diagrama de estado.

Desde que, existem 2% ctados, o fluxe uniforme &

¢ = [ ¢ . W Cc®d 1 7 petk-»

C.Q.0.

Dessa forma, a busca do cddigo étimo
convolucional para qualquer K e taxa r=b/n , reduz-se ao seguinte
probl ena

7 | Dado um diagrama de estado particionado,
onde todos os pesos dos ramos sBo limitados inferiormente por
zero e superiormente por cu , onde os (1,317 s¥c asg maximas
distéancias de Hamming de cada ramo, encontre os fluxos dos ramos,
as distancias dos ramos, tal que a disté&ncia minima para sair do
estadoc zero e para ele retornar ¢ maximizada sujeita ao fluxo
méxime ¢ .

Una rede com estas cracteristicas &

chamada rede limitada . Assim, o problema de encontrar cédigoes
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convolucionals bons pelo uso de técnicas heuristicas, fol
transformado em um problems bem esiruturado que se Tresume  em
encontrar o fluxo na rede.

Inerente a esta transformagdo, existe
alguns problemas combinatoriais que, na majoria dos casos, podem

ser facilmente resclvidos, tornando possivel a determinacdo de

cédigos convolucionais através de calculos manuals.

Para acelerar o processo, a distancia
minima do coédigo & calculada na exclusdo dos "candidatos
potenciais'™ da classe dos cohddigos Slimos.

0 seguinte tecrema estabelece um limite
superior para a distancia de qualguer cdédigo convoluci onal
Cinvariante no tempo, periddicamente variante no tempo, varianie
no tempo), L&o bom quanto o dos codigos de treliga ndo-lineares
recorrentemente gerados, com parametros K e rsb/n, madc(h,na=1,
que & muito bom para restrigBes de comprimento pequenas. Ele
generaliza o limite superior de Heller , para cddigos
convolucionals com restri¢lo de comprimente K e taxa r=b-n.

Em particular, Lemos

TECREMA 4.2.5 [ 6 1: Para qualquer cédigo convolucional com res

trigio de comprimento K e taxa r=b-/m, mdcChb,n2=1, & disténcia mini

ms e limitada por

d <= min, < [277%2%-11.(npd. (p+bCK-1332
mi fah
PROVA : B sabido que o cédigo convolucicnal binadrico representado

com M biits de informacHo & um cddigo de grupo gue apresenta uma
matriz geradora de dimens8o M X n. (M+CK~12) para taxa r=1/n.
Para taxa r=b-n, mdeCb,nd=1, desde que tenhameos b k-registros
"de deslocamento em paralelo, determinar um cédigo implica na neces
sidade de inserirmos bCK~-1) digitos conhecidos. O comprimento total

de bits de informag3c ¢ b.M ¢, assim, a matriz geradora tem, agora,

b.M linhas e (n/bB)(b.M + b(K-12) colunas.
Para cédigos de grupo binario, a

distancia de Hamming entre palavras-cédigo ¢ equivalente aoc peso



. . ‘ bM
de palavras-cédigo nZc nulas. Assim, se& ltodas as e

palavras-
cébdigo sHo arranjades come linhas de uma malriz, ent.8o qual quer
coluna,excluindo a toda nula,tem metade uns e metade zeros [ 1.
Assim, o peso total das 8bw palavras—cddigo & limitado

superiormente por

w (= 2™ npd . Cb M+ bCk-1DD

bM . oy
Desde que 2 -1 palavras-cédigo sdo ndo-
nulas e seus pesos minimos precisam ser menores ou iguals aos

seus pesos médios, a distincia satisfaz

d ¢= [ 2™, 2% _ 13 (n/b).Cb.M + bCK-13D

Desde que este limite conserva-se para

qualquer bM, ele também conserva-se para p<bM . O que nés
realmente queremos € o menor limite superior. Este é encontrado
se minimizarmos o lade direito da equacg8oc em relagdo a B,
assim

d <= min [ 8°7% 2% - 11.Cn/BY.Cp + b.CK-12> = d
P24

Limit e

onde [al , significa o maior inteiro menor ou igual a a.

Ce Q. Do

O limite superior melhorado desenvolvido

por ODENWALDER » onde dumue & impar @ r=i- n, &

também aplicadvel a taxas r=bsn, istc &, um codigo linear ou tem

todas as palavras-cédigo com peso par ou metade tem pesc par e
tad | : im,

metade tem peso impar Assim se dum%; & impar para

algum étime ¢ , ent¥o o peso total de 2 palavras-cédige é

limitade por

o5
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271 4 st —1>.cd. . 41D K= w
Limite limt te T
=7t g4 s c2ta1d.cd. . #1D <= 2°7%n/bd. Co+bCK-1DD
Limite limite
assim,
o = 2% ,2%211. {Cn/bd.Ce+bCK-13) + 2% - 13> (4. 2.6
timile :
Se - ¢ impar e (4.2.6) ndo &
limite
satisfeita, entZo dttmtte pode ser decrescido de uma unidade.
EXEMPLO Tomemos K=2 e a taxa r==2-3. O objetivo & encontrar

o codificador convolucional Stimo.
Pelo tecrema 4.2.4 , ¢ = nett = 325 =6
O diagrama de estado particionadoe & mostrado na

Fig. 4.2.85.



Fig. 4.2.6. : Diagrama de Estado Particionado para
K=28 e r= a73.

entio, & + a + a = £ @ a + a + a = 6,

i 2 2} 4 B <
mas oS a s¥o as distiAncias de Hamming dos ramos que
representam as palavras-cédigo. Assim, tLemos que enconlrar

valores para a tal que : 12 o fluxo seja B no estado zero e a
conser vagio do fluxe seja valida para todos os estados
restantes; 22 a distéancia minima seja maxima; 3 o peso do
diagrama de estado seja 24.

O pesc de um diagrama de estadc gerado

por um codificador com restrigfic de comprimento K & Laxa r =T
¢ dado pela soma de todos os pesos dos ramos. Do teorema 4.2.1.,
temos que o fluxo saindo e entrandc em cada estado & ¢ = n.a"”’“‘
, desde que existem 2>k estados,
ab{k—m
_ N k-1
W, = r a, = ¢ 2
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Assim, provamos

LEMA 4.2.8 I 6 1 : O peso total de um diagrama de estado gerado

por um codificador com parametro K e r=b/n , mdc(b,n =}, & dado

por

w = ¢ - gtk = (nsgd i

A mesma aproximag8c usada para enconirar a configuracic do co
dificador com par&metros K e r=il/n & também aplicavel a taxas
r = b/m.

Seja u = C U Y, u, ,.... J &
seqiiéncia de dados de entrada que entra no codificador de registros
de deslocamentos, com u tendo comprimento b, € Ga s8¢ submatirizes,
de dimensEe bXn, da matriz geradora G do céddigo convoluclional.

As palavras-cddigo de salda s8o dadas por
b4 =u . G . Assim, o problema combinatorial ¢ encontrar as
linhas de G& , 1=0,1,28, ... » k-1, tais que as condig¢Bes 12, 20 e
a0 sejam satisfeitlas. Pelo teorema 4.2.8, d. = 4 ,

men
para dmw‘ = 4, todas as possivels G; fornecem cédi gos
catastréficos, entdo dmw. = 2 ¢é o valor &timo para esla classe.
Nas préximas segBies, veremos este problema mais detalhadamente.

Uma possivel solug¥o do problema combinatorial & :

G =

o 1 = G = i1 i 1
Lo
i i

1
1
o 1 o) O

4.2 - PROBLEMA "KNAPSACK" COMBINATORIAL

Quande a conjectura 4.2.3 ¢ salisfeita,

existe conservagdo do fluxo em cada estado no diagrama de estado

particionade. Apesar do fluxoc maximo e da conservaglo do fluxo

8



serem propriedades importantes, eles somente Tornecem & busca &m
um conjunto cuja cardinalicade € menor que agquela do  problems
original . Para uma restrigioc de comprimento grande. esle novo

conjunto Lem um numero de elementos consideravel .

O menor limite superior para a disténcia

livre ( d“wo 3 & outro parameiro que precisa ser usado no
processo , que reduzird a busca. Assim, © fluxo mésxlmo e &
disténcia livre s3c os tutnicos parémetros que Lem de ser

exami nados.

Para taxas r=bsn, o nimero de itransiq¢Ues
entre quaisquer estados, menos o zero, & 2° . Para o estadc
zero, este nimeroc & 2® -1 no diagrama de estado particionado.
Assim, © numerc de caminhos deixando e entrando no estado zero em

K ramos & Bb -1. Seja d o conjunto ordenado que contém tLodas

as Bb -1 distincias, isto &€ ,

d=<d , d » d » ‘e T« > C4.3.1 2

E nalural esperarmos que

v

min { 4 2 c4.3.2 2

free

O eritérioc de otimalidade & ser adotado
quando comparamos conjuntos ordenados ¢ do tipo lexicografico,

iste &, dado 2 conjuntos ordenados X e ¥

22




z B vy
Y = { yi.yz,ys» ryﬁ}
X > Y se x, =Yy para 1 =i =p C4.3.3
><1::;«&1 > yp-d-a.

D tecrema 4.2.4 sabemos que o fTluxo
maxime & ¢ = n . 2%t | Qque é igual a soma de todas as
distancias de Hamming saindo ou entrando em um estado. Desde que
tenhamos um codificador com K elementos armazenaderes , entfo K
& um limite superior na soma de pesos de todo di pertencente

ao ramo de maior caminho K, isto &,

FROBLEMA 1

B
r a .4 < K. & C4.3.4 O

Y, & = & =1 e d = d » d = d + 1 , & assim

por diante

B ¢ uma constante com nenhum significado
principal reservado a ela.

Uma. wvez conhecidos os a 's, o© préximo

passo é resolver um problema combinatorial , como descrito &
seguir : Enconire as submatrizes, de dimensZo bXn, Gi »
i= 0,1,2,..., k-1 cujos elementos perlencem a GFC2), tal que a

combinag¥c linear de suas linhas satisfaga a soluclBc do Problema



T. Se isto nio for possivel, temos gque rearranjar o valores para

a. no  ponto onde o problema combinatorial iguala-se a nNOVa
L

sclucfic do Problema I . Quando isto ocorre, enconlramos  ©

codificador que ird ser lexicogralicamenlie &l i mo, Este

procedi mente nfo elimina a possibilidade de encontrarmos c<odigo
catastréfico. Para restricBes de comprimento pequeno, € facil
verificar se os valores enconirados para Gt resultam em um
codigo catastrofico pela simples regra de independéncia linear
entre as colunas de Gi , mas para restri¢io de comprimento longo,
uma busca exausiiva poderia ser utilizada.

Tomemos um exemplo para demonstrar o

procedimento. Considere o caso onde K=2 e r=2/8. Sabemos do

tecrema 4.2.4 que ¢ = n.2®* = BCz >=10. Do tecrema 4.2.5,
temos que dmm £ B, ent¥oc o Problema 1 é determinado como
segue
CAD
B
r a -d = K ¢ a d+a d + ta d 52 ¢
L=t
(B> =
T a = 2 1 a +a_+ + a = 3
=1 L i 2 B

De (A @ (B> temos

12, a =1 a = &; 22 a = a = 1
1 z 1 8

Claramente a solug3c & 10, Assim,
d =L 5,7,7 >

O problema combinatorial € encontrar as
matrizes Go e Gﬂ , de dimens¥c bin, tais que d seja
encontrado. Mas dt , i= 1,282,838 & a soma dos ramos dos pesos de

Hamming que deixam e entram no estado zero.

[}



Uma possivel scolugdo &

W = 4 w = o
F 5
w = 3 w = 4
i 4
W = 3 w = 4
8 L+
& assim,
Go =1 1 © 1 1 G& =0 ¢ O 1 1
i 0 1 © 1 41 1 1 ©

Por ocutro lado, se depois de um numero de
tentativas n3oc existir a igualdade enire a solugfic do problema
combinatorial e a do Problema I, o© préximo passe & diminuir de
uma unidade o valor da disténcia livre original e comegar
novamente o processo de busca descrito acima até que a igualdade

entre as soluglBles aconlbega,

Dessa forma, wuma vez conhecido o cddige
em guestfo, e conseqgliéntemente a sua taxa, e substituindo os
dados nas expressBes (4.2.4D e (4.2.85 , obtemos ¢ e d, = d

Note que o valor apresentado em (4.8.20
pode nEo ser inteiro necessariamente, sendo assim, devemos
considerar os inteiros que aproximam o valor encontrado,
superiormente & inferiormente, e considerar ambos os cCcasos no
andamento do problema.

Em posse do do escolhide, devemos passar

ac préximo passo que seria delerminar o vetor g . & wvetor a

apresenta, em seus elementos, a quantidade de vezes que cada di

aparece no vetor espectro de Hamming onde temos que &::il,L & dado por
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g =d_ +1, para 1= 1. ..., q -1 e aparece de modo a
% oo

obter moes

k
q -4
<
‘z 8, - dl < e.¢
L=
Ainda mails, sabemos que os elementos do
vetor a, apresentade como possivel velor peso, deve ainda

obedecer a seguinte restrigdo

Qb' 1 b
r a = Cg~12 Cgq -13
L= 1
onde .a,L 2 O inteiro, e di = dt«x + 1 com d0 escolhido a

priori por razdes que ser%c melhores esclarecidas a seguir.

- Vemos, portante, que possulmos apenas uma
restricfo realmente significativa, que seria de preenchimento do
fluxo maximo multiplicade por dois.

De acordo com os conceltos apresentados
no Capitule B, podemos induzir facilmente o nosso problema a ser
um problema de Programagic Inteira do tipo "Knapsack™, onde a
func3c objetivo poderia ser minimizar a, s uma vez que a_ é
o coeficiente relacionado ao d0 escolhido (gue & minimo 2.

Entretanto, no problema em gquestdo, ndo &
de fundamental importincia a fungdo objetive do knapsack, ﬁas sim
as diferentes formas de "preenche-lo'", no momento.

0 método escolhido para resolver tal
knapsack descriteo acima , foi © Backtrack , apresentado e discutido
no Capitule 3, por ser , comaja comentado, © mais conveniente

Sende assim, o Knapsack Combinatorial resol
vido através do método do Backirack, sera aplicado com o intuito de

encontrarmos os vetores a, 's mals convenientes.
.

EXEMPLO . Suponhamos que para um deteminadc céddigo de memoria
unitaria, tenhamos encontrado ¢ =6 , d0 =4 e b =g
Assim,sabemos gque o numero de elementos do  velor a ¢ dado
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=} g - - .
por q .4 o= 2 - 1 = 3 Sendo assim, © knapsack a ser resol

vido tem como restrigio

Podemos perceber pela igualdade apresentada acima,
que a quantidade méxima que cada a pode assumir é determinada

por:

v
#

INT ¢c2¢ - 4 2
& assim para
a — e INTC1 274358 e 8 & £ 0,1,2,3>

a . INTC1280 =8 —re B, & {01,287

&a —ee. INTCLE/BD =8 e a € £0,1,.8>

Os di nada mais s¥o do gque os "pesos” dos nivels
da 4rvore que representa este problema. Assim
F = 4 , P =5 o F = B
=1 L+ &k
1 2 El

A Arvore deste problems & apresentada abaixo
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Legenda -+ - Solugdo sondada antes de entrar no nivel 3
EZ3 - Possivel soclucio

s - Soma acumulada
Fig. 4.1 - Solug¥o em forma de &rvore, representandoc o
problema .

Deste modo as solugBes que seriam apresen

tadas como resposta do knapsack sio
a® =c3,0,0 e a® = ¢o,0,2

Como podemos verificar, a soma dos

w b
elementos do veltor a  fornece g - 1 = 3, o que nioc ocorre com

a soma dos elementos do velor g?n que € igual a 2. Logo ,

)
somente o vetor a € solugBe conveniente para este problema,

como resposta do knapsack combinatorial.

Sendo assim, as componentes do vetor a ,

conveniente, quando nfo nulas, fornecem o nimero de ramos que
entram e deixam o estado zero, na representagfec do diagrama de

estados particionados, com disténcia de Hamming dL

Logo , o wvetor a fornece o nlmero de
ramos com determinado peso r:i,L » OU seja, © vetor a, na

realidade, ¢ o veltor coeficiente dos D na axpressio da funcio
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de transferéncias do cddigo apresentado.

Tende o vetor a , podemos continuar em bus
ca <de mais uma informac¥o preciosa: o "VETOR ESPECTRO DE

HAMMING", que ¢ dencltado por

o
L}
~
o
)
o
v

O elemenio a, do vetor a indica o©

rnumerc de elementos do vetor D que ter&o valor t:l_L

Para o exemplo fornecide anteriormente,

temos a = (3,0,00. O vetor espectro de Hamming associado sera
D = (4,4,4>, pois o elemento n3o negativo no vetor a ,esta
associado ao do =4, Se, por hipétese,
Livéssemos encontrade como possivel solugBo a = (&.1,00, o wveltor
D associado seria D = (4,4,8), pois © novo vetor a possul a

informagio de que em D existem 2 elementos iguals a do e 1

elemento igual a d£

Agora torna-se claro ¢ porgque da SOma
dos elementos do vetor a ter que ser igual a (g - 13C qb -12, para

apresentar uma solugioc conveniente.
Este vetor D é o "ESPECTRC DAS DISTANCIAS
DE HAMMING" de um ¢&digo de bloco equivalente, sobre o caminho de

dois ramos do cédigo de memdria unitéria em consideracdo.

Tende os pesos das palavras-ramo do cddigo,

necessitamos determinar a matriz geradora do cédige de bloco
equivalente, que apresenta palavras-—cédige com peso de Hamming da
dos pela soclugio do Problema Knapsack Combinatorial.

Através do conceito de representagdo mo

dular de cédigo de bloco, apresentado no Capitule 2, poder emos

delerminar, de forma sistemética, a malriz geradora do cddigo apre

sentado,
A aplicagBo do conceito de representagio
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modul ar de oddigos de bloco & solugdo do problemna knapsack, resul
ta em um conjunto T = { Lt >, onderti 580 os velores de valores

inteiros, de dimensdo Cq“1>Cqb~1>, especificando a matriz geradora.

Sem duvida, somente os velores tl’ cujas
componenles tt > 0, s¥o considerados apropriados para o "Lipo" em

questBo.

O préximo passo seria enumerar o vetor i,
N

isto &, a enumerac¢3o das sub-matrizes formadas pelos valores dos

vetores "tipo" correspondentes. Contudo, uma vez que concretizadsa

a enumerag3o, nfo existe a garantia de que o cddigoe resultante nioc
seja catastréfico, devemos, portanto, fazer tal verificag8o.

A técnica mais eficienie de verificagio

de catastroficidade é aquela que apresenta © conceito de matriz

de transig¢foc avaliada.
Caso a matriz geradora determinada apresen

te um cédigo catastréfice, podemos ainda rearranjar as colunas des

ta matriz geradora apresentada, de forma a encontrar uma matriz

geradora de um cédigo equivalente ao anterior e n¥e catastrdlicao.

Para uma melhor compreensic do que fol
descritec nos paragrafos antericres, apresentamos um exemplo

completo, para elucidar o que acabamos de expor.

EXEMPLO : Seja o cOdigo de meméria unitéaria (3,2,10 . Azsim,
a taxa r & dada por r = b/n = 2/73; o nUmero de elementios do corpo

de Galois & dado por g =2 ; © nUmero de memdrias por m=l.
A equag3o (1D fornece o fluxo .$ = 32>= 6.
Substituindoe oz dados na equag8o (27, en

contramoes
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Cp+a> >

¢, £ min ¢ 2Pt 3
pZ 1 2F-1 z
Encontramos como valor de d0 v WM pUmer o
real e, assim, devemos considerar da = 3 e do = 4,
Assumi ndo do =4 s se  encontrar ma
tLeste

nlEe serd necessario fazer novo

matriz geradora conveniente,
d =3, pois quanto maior for a disténclia minima que € apresen

para
L&)
tada por do’ melhor serd a capacidade de corregiio do cddigo dado.
= 251 = 3 ele

Como b= 2, tLeremos 2b~1

ment.os componentes do Knapsack Combinatorial.
Assim,

) método de resol ugso do Knapsack

é¢ o Backirack, apresentado no exemplo
A heurlistica de gue a soma dos

1.
elementos

Combinatorial

dos velores apresentados como solugBo do Método Backtrack deva

ser igual a 8b—1, apresenta como solugHo conveniente,

a=(32,0,0>. O vetor espectrc de Hamming &, portanto, D =0(4,4,45.
Usande representaglio modular de cddigos de

determinagic da matriz geradora correspondente,

blocao para a

Lemos:
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€ = D . H o= (4,4,42 . Po-1 1 = (4,4.,40

onde a matriz H é obtida recursivamenie alravés da disposigdc dos
elementos na cruz marcada na prépria matriz. Uma vez que H = Mt M3,
onde M & a matriz que apresenta como coluna j, o vetor do tipo J§
em binario. Como o cddigo é (3,2,1> , M possul dimensdo
b X n e apresenta as colunas ordenadas comoc numeros binarios.

Ao resultade encontradoe por o , devemos

multiplicar pelo fator de corregdo:

1
2b-1
Assim »
e ' = c 1 = C4,4,40. 1
2% 2
= { 2,28,82
C novo velor ct = 2,282,283, fornece a in

formag¥o do nGmero de tipos existenies para a matriz geradora G,

isto &, cada coordenada i, do vetor ¢ , estd associada ac tipo 1.

Sendo assim, & guantidade de elementos em

cada coordenada i, indica a quantidade de tipos 1 que aparecem na

matriz geradora G.

Uma vez conhecido c¢', determinamos a ma
triz geradora G. Come ¢ = (&,8,22, temous na mairiz geadora, &
73
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cojunas do tipo 1, 2 do tipo 2 ¢ 8 do Ltipo 3.

Cada tipo i & apresentado como colunas da
matriz G de forma que o nimerco i, é apresentado em binnario, A
quantidade de elementos ¢ o nimerc de vezes que cada coluna de

tipo i aparece na malriz geradora G.

Dessa forma,

G = 001111
110011
Apresentando G na forma “"echelon", temos
G ={1 01011
1 011 1
Assim, as sub-malrizes do cé&digoe de memdria
equivalente sio :
G =11 01 e G, =} 011
o 1
01 0 A S

J& de posse de GO -] G , @ o dia

grama de estados particionado ¢ facilmente oblido.



Fig. 4.2 - Diagrama de Estados Particionados.

Vemos, pelo diagrama apresentado na
Fig. 4.2 acima, que a dist&ncia minima para salrmos do estado O

e, para ele retornar, ¢ dada por 2, para o cddigo em questZo.

Note que colocamos Go @ G& na forma
“echelon', pois caso apresentassemos G do modo como foli obtida,

teriamos nitidamente verificadeo a catastroficidade do cddigo, pois

tendo
G =1 O 1 e G =1 0 1
o 4
011 o1 1
verificamos facilmente que as linhas de G; & de Ga sEC
idénticas.
Por outro lado, se usarmos & forma

“"gchelon" para Go e para G; , ou vice-versa, Leremos

G =11 01 @ G =110
o 1
011 1 01
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que resultaria, novamente, num cédige catastréfico.

Deveriamos continuar efetuandoe troca de

colunas em G até que a catastroficidade aparente fosse destruids.

O exemplo acima , apresenia claramentie os
passos que serfo apresentados no algoritmo descrito no préxi mo
capitulo, onde todos os esclarecimentos necessérios para a

obtengBo de um melhor efwito de sistematizagfo, sZo fornecidos.

4.3 ~ ENUMERAGAD DAS PALAVRAS CODIGO

As secles dos Capitulos &8 ¢ 3 enuncia
ram o$ principais conceitos a serem aplicados e discutidos neste

item.

Sendo assim, uma vez que o Algoritmo de Vi

terbi determina a disténcia de Hammi ng mi rilma e que O
Problema de Programac3o Dinsdmica conhecido come “Problema da
Diligéncia™, j& discutido, busca a rota minima, & svidente a
similaridade dos problemas apresenlados.

Assim, seja
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d = distancia de Hamming do estado s para o estado X

"

"X
™
fC%ﬁ ,xﬁ) = digsténcia minima total para os estagios restanies,
dado que estou no estado s e seleciono como destino
imediato a varidavel x
e = varlével de decisfo do estégio n
™
x = estado que minimiza f Cs_, x_J. ( Distancia de
Hammingd ;
»
f - = valor minimo correspondente a r C&n, x_ 2
™

e a fung8o recursiva dada por

Al N 8,% ned 1252 1

Sob a formulaclo apresentada acima, tem-se

o algoritme de Viterbi estruturado sob o ponto de vista da
Programagfo Din&mica para a enumeragSo das palavras-cédige do
cédigo de meméria unitéaria.

Convén salientarmos que d determina
% 4
[}

a ligag8c de estado a estado, na treliga. Assim, para efeito de
reducZc de meméria, casoc n3o haja ligagio de determinado estado a

outro em alguma das “janelas de tempo” da treliga, nfo havera o

dax correspondente.
. 12}
Note que esta formulacio mostra também ser
conveniente, quando aplicada a treligas variantes no tempo.

A variavel s deve ser entendida como um

contador de ligacBes de estado a estado, isto &, se exisie ligagio

do estado i para o estado j, no diagrama de estados, o Y"estadoe' s



recebe um numero que irad referenciar a estla ligagdo sempre dque

solicitado., Isto evita armazenarmos “zeros” indicando a ndo-exis
téncia de ligag8oc de estados, come ja salientado.

A f* €1,1) apresentaréd a disténciaz minima
e se somarmos todas as sclucBes que fornecem esta distlncia minime,
poderemos verificar a eficiéncia da matriz geradora apresentada
como resultade da segloc 4.2 anlerior.

Suponhamos gque um cdédigo apresenta a se

guinte treliga para uma janela de tempo

Fig. 4.3 - Diagrama de Treliga para uma Jjanela de tempo.

A medida gue aumentamos © nUmero de jane

las de tempo, devemos verificar quantos caminhos possiveis, com &

menor distAncia minima total saem do estado 00 na primeira Jjanela

de tempo e retornam para este estade 00 apés m janelas de tempo.
Isto &, para cada valor fixade do nﬁmefo

de janelas de tempo {(md o algoriimo de Viterbi fornecera o c:lmL e a
[ 4]

quantidade de caminhos correspondentes & este dmmx
Armazena~se estes valores e repetLe-se este

propcedimento para todas as janelas de tempo intermediarias até que



se atinja o comprimento de restrigio do coédigo. Desnsa  {orma,

obtemos uma tabela da forma apresentada na Fig. 4.4 absixo.

Quartidede de Janlas Dmim Quantidede de Caminhos
2 G &
3 ? Z
4 9 3
5 10 4
G 1 2
7 12 %
8 13 2
3 14 2
10 5 2
i (A 2
12 17 2
) 18 2
14 19 Z
{5 20 2

Fig. 4.4 - Quadro assocliadeo ao cédige (5,2,10.

O menor dm, encontrado nesta tabela, de
r
ve ser igusl ao do escolhido, caso estejamos testando a veraci

dade dos resultados obltidos na seclo 4.2, e ainda mals, o menor

. coluna dos d | da tabela apresentada pe
™mLn miT

la Fig. 4.4 , fornece um limitante para © c¢dédige dado chamado

encontrado na

, ou distancia livre do cédigo.

free
A importéncia em conhecermcs a disténcia

livre do codigo reside no fato da probabilidade de erro depender

fortemente deste valor.

EXEMPLO : Para o ¢cOdigeo (58,28,10, apenas como ilustragdo do oo
mentaric realizado acima, encontramos a Fig. 4.4
Teremos, portanto, d = B,
free

A titulo de ilusirag¢l3c do processo de



enumerac¥o utilizado no algoritme, considere o secguinte @xemplo:

EXEMPLO : Considere o cédigo de memdria unitéria (n,k,12. A
treliga parcial correspondente & este cédigo & wmostradsa na Flg.
4.3. Assumiremos por conveniéncia que estamos interessados na

enumeracic das palavras cédigos contidas no intervalo de até 10

janelas de tempo, para qualquer instante de Ltempo, J, fixado na

trelica. Veia Fig. 4.5.

&3

— o
B R

Fig. 4.8 - Treliga com 10 janelas de Tempo.

Come saimos do estado 00 & relornamoas ao

estadoe 00, ent¥oc a janela 1 sé possui  as ligagBes saindo de G

e a janela 10 sé possui as ligagBes que retornam ao estado 00.
Uma vez que n¥o pode existir um retorno
ac estado final 00 antes de alcangarmos a janela 10, da janela e

a janela 8 n3c existem ligagfes de estados conduzindo a um retorno
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ao estado 0O
O nomero que se encontra deniro do circulo

a0 alto de cada estado ligedo € o "estado” associado ao probl ema

de FrogramagSc Dindmica.

Uma vez que a técnica de Programagdo Din&
mica atua do ultimo estégio ac primeiroc estagio s estamos associan

do a idéia de estagio a janela de tempo, © processo iniciaréd na

janela de tempo 10 e prosseguiréa até alcangar a janela de tempo 1,
determinando ,assim, a disténcia minima do percurso.
Vemos que na janela de tempo 10, existem 3

ligacBes de estados ac 00, da janela 8 a Jjanela & existem 2

estados ligados a 3 estados e, na janela 1 apenas uma ligagio &
feita, a do estade 00,

Da janela & a2 janela @ vemos que as liga
¢cBes irZo se repelir, portanto, n3o existe a necessidade de armaze
nar Lodas as dist&ncias, mas apenas a de uma Jjanela de tempo, pols
podemos perceber, claramente, que a distancia do estado 23 ao 2B
seri a mesma do estado 20 = 23 ~Cnumero de ligacBesd aco estado
59 = 26 ~ (nUmerc de liga¢®esd, onde o numero de ligagdes & igual
a 3 . Iste se repete nas janelas posteriores.

Aplicando a técnica de FProgramagdo Dimémi
ca apresentada no Capitulo 3 a trelica apresentada pela Fig. 4.6,
encontramos em f*{i,ib, o dmﬂ¥do percursoc associado a esta quanti
dade de janelas de tempo.

Repstimos o processo para Varios valores
de Janelas de Tempo & assoclamos ac menor dnﬂn encontrado entre to

das as verificagBSes feitas, o limitante drr
L1
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CAFPITULO 5

DESCRIGEO DO ALGORITMO PROPOSTO E RESULTADOS

5.1 - INTRODUGZO

Neste Capitulo apresentaremos a

implementagdo sistemitica do algoriimo proposto no Capliulo 4.
Na secio 5.2, apresentaremos uma descriglo
geral do sistema. Este & o© algoriime propriamente dilo,

entretanto sem pormencres quanto a sua estrutura.

Na segio 5.3 apresentarencs as
especifica¢Bes das sub-rotinas dos programas relativos a descrigio
do sistema da seglo 5.2 .

A seglo 5.4 contém, em forma de
fluxogramas, a descrigfo das varidveis, bem come ¢ funcionamenio

do algoritmo j& descrito no Capituloc 4.

Apresentaremos na seglc 9.5 os resulta

dos obtidos, através da utilizagio do algoritmo proposto, na sua

forma original.



5.2 - DESCRICHE0 GERAL DA IMPLEMENTAGZ0 COMPUTACIONAL DO

ALGORI TMO

O sistema que seré apresentado abaixo, lem
por finalidade principal apresentar a matriz geradora de um cddigo
de meméria unitaria, quando s3o fornecidos como dados de entrada
as variédvels : g = ordem do Corpo de Galois, n = nunerc de
entradas do cédigo & m = nimero de memédrias do codigo.

Os resultados fornecidos no Capitulo 4,
através de uma forma sistematica. nada mais s8o do que um exemplo
do andamento do algoritme aqui descrito.

Embora aparentemente simples e de
aplicag¥o imediata, devemos comentar o fato de que os blocos que
constituem cada parte do algoritmo devem interagir de forma
eficiente para que © andamento do mesmo, em sua totalidade seja
conveniente, Assim sendo, apresentaremos a seguir os programas
fundamentais para a formalizag3o da idéia que tentamos unir dos

capitulos precedentes.

PROGRAMA DADOS.PAS =~ Entrada de dados do sistema e
estimativa do D _ZERO.
PROGRAMA KNAP_B.PAS - Resclve o knapsack através da

t.écnica do Backirack e fornece o
vetor tipo,
PROGRAMA MAT_VIT.PAS ~ Consiroi a matriz geradora,

verifica a catastroficidade,
encontra pesos das transigBes
entre estados & processa o
algoritmo de decodificagdo de
Viterbi por Programac3o Din&mica,
apresenta a disténcia livre do
coddigo ou D_FREE;

Em forma de diagrama de blocos teriamos
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L .
Programea 3 ‘ﬂ\

[KNABS.PAS | |
o S—

%
FPrograma i

MLTVITPAS

tesposta nic

satist atcy— 7
? s

-~ —

Sy

[
I Diminuc ¢

G;::) 1dz de Lordane
T W— .

Fig. 5.2.1 - Diagrama de Blocos do Sistema.

Apresentaremos na se¢ic 8.3 a seguir,as
especifica¢Bes computacionais relativas ao Programa KnapB. pas
ficando os Programas Dados.pas e Matvit.pas nos apéndices A e B

respeclivamente.

5.3 ~ ESPECIFICAGQOES COMPUTACIONAIS DG ALGORITHMO

O algoritmo fornecido nesta tese, teve sua

implementagio computacional da seguinte forma :

Linguagem de Programa¢3o 3 Turbo-Pascal Vers3o 4.0;

Equipamento Utilizado : Sid 501 com co-processador

numéerico.

Apresentaremos a seguir as especificagBes
computacionais do algoritmo passco-a-passc com respeito  as

variadveis de cada programa pertencente ac sistema.



5.3.1 ~ PROGRAM KNAP 5.FPAS

A versBo inicial que deu origem a ecle
algoritme, pode ser encontrada em [ 1 1 e conta com sua versdo

1.4 alterada de acordo com as necessidades desia fLese.

CAD NOME DO PROGRAMA : Knapsack B
(B> COMANDC DE CHAMADA : Knap_B. pas
CCY PROPOSITO DO PROGRAMA r O objetiveo desie
programna & enumerar todas as solugBes que satisfagam as
restricdes
n-t
_2 & di = ¢ ¢ B5.3.1.12
1=0
ne-4
S = 4 pN a, = n ¢ 5.3.1.20
L0 -
aelN=<¢0g,1,2, ..., 1 =o0,1,...,n-1 { 8.3.1.3
Ou seja, enconirar todos o3 possivels
vetores a, Jja comentado no Capituloe 4, convenientes &

formagio do vetor espectro de Hamming, d , e o vetor tipo, Lip.



(D> COMENTARIOS SOBREE O PROGRAMA : Uma das manelras

de cémputacianalmante se gerar todas as solugBes factivels de 5,

& gerar todas as solugBes inteiras positivas que salisfazem U
das restri¢®es e, numa segunda etapa, verificar quais satisflazem
também a cutra restrigio. Para que este processo sSeja

computacionalmente eficiente sera necessario escolher a restrigido
que tenha um menor numero de solugdes ou, entdo, uma combinagio
linear das restri¢Bes que satisfaga esta condig3o.

Uma particularidade dos coeficientes da

restricio ¢ 5.3.1.12 & que dL = do + i, de forma que
net n- i ne-4i
L e s = 4 E s * Lia <4
=0 =0 L=0

Substituinde ¢ B.3.1.2> nesta equagic

obtemos
faled |
ia = $ - nd ¢ 5.3.1.40
. L o
[F §
Pode~se mostrar que o nlmero de solugles
inteiras da (5.3.1.4> ¢ muito menor dque o© nanero de

soclucBes inteiras da € 8.3.1.12.

Come existem duas restrigfies de igualdade,
o vetor de solugBes de a tem n-2 graus de liberdade. Fixando-
ze n-2 elementos de a » os dois elementos restantes sdo
determinados univocamente a paritir das duas equagles. Cbservando-
se ( 5.3.1.4> pode-se notar que o coeficlente de a_. & igual
a O ¢ uma variivel a menos na enumeragio das solugBesd e o©

coeflicienle de a, ¢ igual a 1, logo se a, 8, s oA
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s¥e inteiros, enlBo ( 5.3, 1.40 & satisfelta por um valor

inteiro de a dado por

b
=

C B5.3.1.580

e
]
-3
f
ur
.
H
.3 o IR

2
w

,
~

A equacgld ( B.3.1.12 tem propriedades

andlogas para a . o de modo gue podemos obter

LaRul ¥
a = nCd + 15 - ¢ + ¥ Ci-12 a ¢ B.3.1.6>
o o X i
i=2
Para se enumerar todas as sol ugBes
inteiras e positivas que satisfazem C B.3.1.42 , devemnos
garantir que a, >= 0, ou seja , gueremos Lodos o valores

inteiros e positivos de a i>1, tal que

rn-1
i a, = ¢ - nd ¢ 8B.3.1.73
. i o)
LE2
Iniciando o processo de enumeragio por a
» pode-se determinar o valor méaximoe que uma variével a_ pode

assumir durante ¢ processo de enumeragio por

n-1 r

isr+1 i

O termoc a direita, fora da chave, &
ocbviamente nZo negativo, logo podemos definir um limitante
superior a » que & fungio de & » a - =

r+i r+ 2 ye 4
que serd denoctado por u_ , na forma ¢ L J representa o

a3



inteiro menor ou igual 2

LAl §
« = e -
a = ou ¢ nod ‘2‘; i & < r (5.3.1.8D
LEr+1
A partir desta defini¢ic de U I
pProcesso de enumeragfo passa a ser simplesmenie a geragdo
de todos os valores de a gue satisfazem O <= a, {= uoo
comecando a enumeragioc a pariir de a .,
FPara cada solucio que salisfaga
£ 5.3.1.8 & necessario verificar se o© val or de a
correspondente ¢ 5.3.1.6) n¥o é negativo., Se nio for, entdo a

solugio perience a s.

A restricio

diretamente ac processo de enumeragio, pela

restrigfo ¢ 5.3.1.82

Lalatt §
L ¢i-1> a 24¢ -n
D] v
Reagr upando
n-4
- - - — :
Cr 12 a =2 ¢ n Cda + 12 .E Ci
i=r+14
Um

a, Z 0O pode ser incluida
sua substituigdo na
¢ d + 1 D
[}
os termos, tLemos
-4
- 1> a p - oL o-io &
LEE

limitante superior para o© Gliimo termo

pode ser calculado resclvendo-se o problema
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LER
%.a.
r-t na
< - -
i a = ¢ - n d_ L ia
vEZ Lmp
A solugio deste problema &
» _ N4
z = Cr a2 ¢ - n do - i &
Cr - 12 i=r '
Substituindo este resultado, chegamos a
n-1
a z 1 = ¢ - ndd =-r =13 - . LG +1 -71> a
LvEr+d
¢ B5B.3.1.e0
Este limitante inferior de a & definido
de forms semelhante a u o, © que permite usar o MESTD pProcesso
de enumeragcio, mas usando valores inteires de &, tal que
lt < a, =< u, ., para i= 2,83, ..., n-1. Os valores de a, =

a s3c calcul ados por C B.3.1.% e ( 5.2.1.8 e, pelas

condi¢Bes impostas acima, devem ser inteiros e nio-negativos.

CE> DESCRICIEO DOS AEQHIVOS ACRESCENTADOS PARA A
CONYENISNCIA DO PROGRAMA A0 GBIJETIVO DA TESE




NOME

TIPO

DESCRI GEO

VET_A. DAT

TIPO. DAT

IN_TESE. DAT

Lext

text

text

armazena coordenada i do veltor a

que possul a quantidade solutlil.,isto

& , armazena o resultado do knapsack na

forma de indice-gquantidade

armazena o vetor tipo que €& dado

por codell,i]l div code_mod.

arquive que armazena code_in

¢ = entradas), code_out { = salidas> e

o 4 que proporcionou solugio

conveniente.




5.4 ~ RESULTADOS

Apresentaremos, a segulr, oz resultados
obtidos atraves do algoritimo proposto , um na sua forma de salida

original do programa ¢ os demals nas tabelas I e I1.
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Come resultadoe do algoritmoe proposto, &

sequir apresentamos nas Tabelas 1 e II uma amocstra dos codigos

obliidos.

A matriz geradora G € apresentada na Torma
de suas duas sub-matrizes Go = Ga ., @m representaciio octal.

Por exemplo, o cédigo com taxa 2.8 Lem sua
matriz geradora G = [G0 . G1 ] representada por

G
o

i

e74 Gi =] O76
G166 706G

tal que C274> = 01C 111 100 = 010 111 10

i

TABELA I
TAXA Drngm VETOR ESPECTRO MATRIZ
GERADORA
(33 &-3 3 ¢ 4, B, 32 GO - BG
‘ G - 73
i
1231 274 5 (85, B, 32 GG - B0 B4
G - 74 14
4
[41 25 6 C 6B ,7 ,7 D G, - 34 46
G, - 36 46
{21 26 8 c a8, &8 8D G, - 35 47
G - 17 63
i
141 2.7 o ¢ 9, 9, 10O G, - 170 634
Gi -~ 174 B14
21 &8 10 ¢ 10, 10, 100 Gb -274 B1IS

Ga ~O76 706



[

51

(&1

2 g‘"@%

es10

2,11

asla

a2-13

=2~14

215

216

2,17

2718

=18

ig

14

17

18

20

21

=4

=5

¢ 18,

¢ 20,

¢ a0,

C a2,

12, 10
13, 140
15, 1520
16, 16 O
17, 17 2
18, 18 O
=0, 200
21, 81 2

¢ 24, &2, 22

C 24, 24, 45

6,

28,

a8 >

G~ 176 817
£

Gi - OFT TOV

GO - Q77O 7074
Ga - 0774 V034

GO - 1770 6076
Gi - D778 TOB6

Go - Q776 7037

G: ~- O3V7 7417

Gb -~ Q7780 70374
G& - Q3774 74174

Gb - Q3774 T4176
Gi - 01776 7e0YE5

Go - OB778 74077
Gi - Q1777 78037

Go - 037760 V40774
Gt -~ Q17774 7B0O374

GQ - 017774 TFGO3IVE
G& - Q077vE V70176

Go - Q17?78  TE0177
Gi - Q07777 770077

Go - QL77TB0 7601774
Gi - Q07?774 7700774



A Pt C 28, 26, a6 2
Sﬁ - OQUTEPTE4A TTOOTVE
G; ~ QOZTTTE  T740376
TABELA 11
TAXA DFRE VETOR ESPECTRO MATRIZ
GERADORA
(313 3.4 4 B, 4, 5, 4 ,5,. 4, 5
Gh - 14 24 70O
Gz - 44 B0 60
[4] 35 B (8, 8, 6, 5,6, 8, & 2
Go - 30 42 D4
Ga - 18 62 o4
{27 36 (] (¢ 6, 6, 6, B, &, 8,10
Go - 3¢ B1I 18
Gi - 37 43 485
£t31 397 2 (g, &, 8, B, 8, 8, 8
Go - 740 170 314
Gi - G224 344 710
£31 38 2 (8,8, 8,9, 9, 11.110

Go - 170 B810C £36
Gi - Q76 706 114
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&w&:ﬁz;m%tamﬁm resultados obtidos pare o seguintes dados
®

’AXA s om 2 /7 4
@

Q?DEM DO CORPO T e

®ror1n : 4

® |

avﬁNTIDADE DE ELEMENTOE ® 3

B0 MAXIMO T 52

%&IOR DISTANCIA MINIMA 3 17

LUCAO =
TOR ESPECTRO DE HAMMING @
@i8 17 17 )

zETGR TIPO :
g .8, 9

o
&ETOR TIPO MATRIZ GERADORA 3
3,4,4, 6, 4,58)

®

]

@cxuxxnnxunx® MATRIZ GERADORA %33 M % %KMW ¥¥

o

@ ¢0 (1114414000000 441141if1idtl
.iii@@@@iiiiiiiiii@@eﬁiiii.i
®

o

L
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&

NELAS DE TEMPO DISTANCIA MINIMA QTD. DE CAMINHOS
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ptd i7 2

3 i9 i

4 22 i

5 24 %
free = 17

08S: gaida origimal do  grograma. |
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CAPITULO 6
CONCLUSAO

Visto a existencia da dificuldade em se
sistematizar um procediemeto de busca de cdédiges convolucionals
Stimos, devido & falta de uma estrutura matemstica bem definida,
convém ressaltar a importéncia dos resultados aqui alcangados, numa
tentativa inédita e com sucesso, da apresentacfo de um algoritmo
gue busca sistematizar, através de técnicas de otimizagdo, o
problema da obtenglic de cdédigos. convolucionais &limos através de
cédigos de memdria unitéria invariantes no tempo.

Embora a eficiéncia do programa elaborado
para a tese, descrito nos capitulos 4 e © bem como apresentado nos
apéndices A, B e C, esteja condicionado a taxas relalivamente
alias, convém ressaltar o fato de que este problema podersd ser
contornado através de técnicas de Processamento Paralelo, evitando
, dessa forma, a demora na verificagio de soclugBes Sdlimas e podendo
, portanto, elevar a quantidade de taxas &timas conhecidas. Fica
assim, além dessa sugestio para trabalhos futures, a ulilizaglo
deste itrabalho para aplicagSes em cddigos variantes no tempo; em
determinagdc de protegic desigual de erros; na ulilizagdo em
sistemas concatenados; em aplicagBes a problemas de codificagio
genética, etc...

Conwém ressaltar a importé&ncia g
algoriime na apresentagio de um cddigo Stimo para qual quer taxa
desejada, na aplicagio & otimizagdc de transmissdo em falxas
limitadas. Visto que a faixa de transmissZo ¢ definida préviamente
e, a razfc entre a faixa de transmissio e a faixa de recepgio deva
ser © mals préximo de 1, encontramos a faixa de recepgiio desejada
e, uma vez que a faixa de recepgic & delerminada pelo inverso da
taxa do cédigo, podemos encontrar a taxa do céddige que tornaria a

transmissiic o© mais eficiente possivel e, assim, através do

algoritmo proposto, encontrarmos a matriz geradora do cddigo otimo

para esta faixa.

No Capitulo 3 fol apresentadaa toda a
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formilacdo matemislios necestaAria & utilizagdo da Técnica elea

Backtrack aplicada ao problems do Knapsack , bem como apreseniamos
os  conceitos necessarios a4 aplicagdo do Branch-and-Bound, por
termos & cerileza de dque serd o método mais apropriado para um

Lrabalho future. Infelizmente nfo pudemos fazer uso de tal método,
por se tratar de um trabalho pioneiro, sendo portanto necessaria a
prudéncia na verificaglc de todas as possiveis solug@es a uma ma
escolha da fungic objetive. Sendoe assim, preferimos optar pelo
Backtrack usual, neste irabalho.

Foi apresentado também a enumeragio das
palavras—cédigo através da utilizag8o de Programacdo Dinadmica no
Algoriimo de Viterbi. Dessa forma apresentamos a gquantidade de
caminhos que apresentam a maior distancia minima, ghcontrados para
uma quantidade de janelas de tempo pré-determinadas.

Convém ressaltar que a implementagdo
computacional deste algoritmo foi feita em um micro-computador, o©
que torna o algoritmo de facil utilizacl%o uma vez que, para pequenas
Laxas, n¥c & necessario um compulador mais sofisticado.

o pr ogr ama permite tambéem al gumas
alteracBes de forma a efetuar tentativas de oblengio do mesmo
algoritmo mas para coddigos variantes no tempo, o© que fica como

sugestfo para um trabalho futuro.
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APENDICE A 1t PROGRAMA DADOS. PAS

(A:’ NO“E DO PR(X;‘RAMA- sea v s anes DadOS, Paﬁ;

B COHANDO DE CHAMADA, + + + s+ 0 2 Dadca‘s.pa&;

sistema e c&lculo do D_ZERO estimado,dO ;

(D> SUB~-ROTINAS DO PROGRAMA..: ENT_DADOS

CALC_D_ZERO

CE> DESCRIGEO DAS VARIAVEIS..:

do



NOME TIPO DESCRIGEO

Q integer numerc de elementos do Corpo de Galoi
B integer numero de entradas do codificador

N1 integer numero de salidas do codificador

M integer numero de memorias { no caso m = 1 D
N integer quantidade de estados com excessao do

tode nulo

FI integer fluxeo na rede

do integer valor de D_ZERC estimado

AUc integer varidvel auxiliar em célculo comum
I integer varidvel auxiliar em calculo comum
P! integer varidvel auxiliar em calculo comum

P integer variavel auxiliar em cé&lculo comum
MIN real valor minimo para o dO

DI vetor real auxiliar no célcule do dO




(F> DESCEIGCAO DOS ARQUIYOS DO PROGRAMA

NOME TIFOG DESCRICAOQ
DAD. DAT TEXT Armazena dados de entrada
Cq,m.b.ni » o1, n2
ENT_KNAP. DAT TEXT Armazena entrada de dados para o

programa Knap_ 5. pas

(b, n, d2°2
i Lo ]




APCHDICE B 1 PROGRAMA MATYIT.FPAS

CA) NOKEDOPR%RAHA.......'...: MAT'VIT»PAS

(B> COMANDO DE CHAMADA.........: Mal.Vit. pas

CC> PROPOSITO DO PROGRAMA. .....: A partir dos
dados recebidos do Programa Knap B.pas, sencontrar a mabtriz
geradora do cédigo &timo e fazer a verificagBo do resultado

obtido, efetuande o© processo de decodificagio de Viterbi por

Programag&co Din&mica. Caso o© cdbdigo seja ndo cabtastrdéfico

imprimir resultados.

CD) SUB”ROTINAS DO PR%W. se sl TRANSF,

CONST_GERA, MULT G U, SOMA_VET, IMPRI_PESOS, PESOS, TROCA_COL,

INVERTE, MINIMO, D_FREE , TESVI , AP_RESULT

i « SUB«ROTINA TRANSF

CA) PROPOSSITO DA SUB-ROTINA. ¢ cc.2 Transformar wum

namero em biniério.

(B) DESCRIGCAO DAS YARIAVEIS....:
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HNOME TIPO DESCRIGAO
t integer auxiliar em calculo
J1 integer nimero a ser trasformado em binario
Yi-1 velor real armazena o numerco em binario
axd integer variével auxiliar no procedimento de
transformar em binario

2 =~ SUB~ROTINA CONST_GERA

CAY PROPOSITO DA SUB~ROTINA.....3 Construir a matriz

geradora do céddigo.

CB) DESCRIGCAO DAS VARIAVEIS.....:
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MNOME TIPO DESCRICZAO
1 integer variavel contadora
Ji integer vari&avel local auxilliar em célculo
J3 integer variavel local auxiliar em célculo
je integer varidvel local auxiliar em calcula
ddi » ] vetor real contém os Lipos para formar a
geradora
ki+, ] [matriz integer matriz geradora do céddigo

3 - SUB-ROTINA MULT_G_U

(A:) PRQP&S'I TO DA S’UB""ROTI NA& “ e wwd Fazer &
multiplicagBo da segiiéncia de informagio, u ,» pela matriz

matriz geradora k

(B> DESCRICAO DAS VYARTAVEIS.....3
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NOME TIPO DESCRI CAC
i integer variavel local auxiliar em célculo
J integer variavel local auxdliar em célculo
Vs integer resultado da multiplicacfo do vetor
u pela coluna da matriz k
P integer indica as colunas da matriz geradora
Lkl o1, que ser8o utilizadas
ks, matriz integer | matriz geradora
ul » 1 vetor integer | sequéncia de informaecEo passada
por parametro
vilel velor integer| armazena o resul tado da
multiplicagio u .K mddulc 2
ri real variadvel auxiliar gque armazena a
di visda vl 2
OBS. A matriz geradora KI KiI ,K2 1 formada por duas
sub~matrizes a serem denominadas Kile.,»] e Kale,«]

10



%

COm

=

4 ~ SUB~ROTINA SOMA_VET

CAY PROPOGSITO DA SUB~ROTINA.....: Efetusr a soma de
v, mOdulo &, eonde v, € v, s8o vetores dados por
=) v = u K
i 2 1 ©

(B> DESCRICAO DAS VARIAVEIS.«+..1

NOME TIPO DESCRIGCZO
i integer variédvel local auxiliar na indexag¥o
do vetor v
vl vetor integer |[vetor binario resultante da soma de
v, com v
i integer variidvel que armazena a divisdo do

vetor v por 2

i



5 - SUB-ROTINA IMPEI_PESOS

CA) PROPOSITO DA SUB~ROTINA....s.3

O propdsito desta

sub~rotina ¢ o de apresentar o peso de Hamming, de dada transicg8o,

no video

Cou na impressora, com pedquena alieragic, se

necessidade do usuariod.

(BY DESCRICEO DAS VARIAVEIS. ...40t

de

NOME TIPO DESCRICAO
i integer auxiliar em calculos
J integer auxiliar em calculos
uo['l vetor integer vetor binario que indica o estado
antericr, ou o estado de saida na
transig8o.
uiivl vetor integer vetor bin&rio que indica o estadoc
atingide na transicioc ou estade
atual
peEso integer variavel que contém, o peso de
Hamming associado a transig3o
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6 - SUB-ROTINA PESOS

CA> PROPOSITO DA SUB~ROTINA t Calcular os pesos
de Hamming associados a cada transic¢ldo, verificando a existéncia
de “loops"”, istoc &, transi¢Bes com estados de saida e chegada
ilguais, possuem peso de Hamming nulo e, conseqlentenente,
catastroficidade do cédige. Esta sub-rotina efetua, também, o
armazenamento dos pesos, nos arquivos convenientes, para uso
posterior no algoritmo de Viterbi por Programagdo Dinamica,

apresentado pela sub-rotina TESVI.

(B) DESCRIGXO DAS VARIAVEIS

@*n

15




WOME, TIPO DESCRIGAO
pes dif.dat text armazena elementos de transigfes
diferentes, isto &, que nem salam
do estado tedo nuleo ou que ndo re
tornem a ele.
pes_sal.dat text armazena pesos das transi¢les que
tem salida no estado tedo nule.
pes_ig.dat text armazena pesos das transi¢les que
nossuem chegada no estado todo nulo.
ct_pes_dif integer contador de elementos de pes_dif. dat.
ci_pes_sal integer contador de elementos de pes_sal. dat
ct _pes_ig integer contador de elementos de pes_ig.dat
31 integer varidvel que assume valores de O até
n, indicando o estado de saida.
axéd integer varidvel auxiliar para a transformar

jl em binaric , com "b" algarismos
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NOME TIPO DESCRICAO
t4 integer variavel que alua como indice
do velor estado de salida , UOE e ]
15 integer variavel que assume valores de O a
n, indicande o estade de chegada
na transigio.
LS integer variavel gque alua como indice
do vetor estado de chegada, uiﬁaB.
peso integer acumul ador do peso da transigdo o
corrida entre os estados jl1 & 18,
J integer varidvel auxiliar no armazenamen
Lo do peso. Varia de 1 a nt.
cat integer indicador de "catastroficidade”
do cédigo, guando cat=1.
csti - 3 vetor integer auxiliar no armazenamento conve

miente, para leitura posterior, do

arquivo pes_dif,
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Yo~ SUB-ROTINA TROCA _COL

CAY PROPOSITO DA SUB~EOTINA t Realiza a2 1iroca
de colunas na mairiz geradora tentando, dessa forma, evitar a com
binac¥o linear enire as linhas da matriz geradora que provocariam

, certamente, a catastroficidade do coddigo.

(B> DESCRIGCAO DAS VARIAVEIS

NOME TIPO DESCRIGAO

dl integer indica a coluna a ser trocada no

vetor tipo da matriz geradora., ou

seja, em ddl « 1.

ad real variidvel que indica a quanitidade

exlistente em ddl . 1, sem alieracgHo
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8 -~ SUB~ROTINA MINIMO

CA> PROPOSITO DA SUB~ROTINA : Fazer o ciklculo
do caminhoe minimo acumulado até o estado s , bem como a quantida
de de caminhos que possuem tal wvalor minimo e os estados

antericres, gque chegandoc em s , fornecem tal caminho minimo.

(B> DESCRICAC DAS VARIAVEIS

NOME TIPO DESCRIGAOC
Jw integer var idvel local, contadors do Lndi
ce do vetor saleld
fol « 1 vebtor integer vetor gue armarens o Stimo, isto &

> 0 ovalor assaciado ao caminho mini
mo para o estado S

wE el vebtor integer vetor que posesul 2 Ffinalidade o
armazenar o estado anterior ao esta
do atual oy estado de saidad, guan
do ctl« 1 = 4, que proporcionoy o va
lar fol « 1 para  atingir o ecstado
atual S5 guando ctl o 3 >4, o vebor
*E D mrmazens o fndice de gal.] i
partir do gqual estarZg armarenados
o estados anteriores que chegaram
estrdo &  com valor do caminho nd
nime fornecido por  fol - 3.

1"



MOME

TIPG

DESCRICZO

ot el

ara.tdat

min

sale ]

Pt

integer

et or

integer

vietor integer

integer

integesyr

e el

Toosl wi

var javel Toaonl wus

contador da auant idede de

Pliwr em o rdloulo:
shinr e o&loulon

] +

coan b

aue chegam oo sotado § 00m pE s

imi

Araun iV B Tiar gue SFmamens o po

sovs aoumlados,

s de chegads

guards o5 RpES

mrLodnt, PAFSR mEilor

nipulagdo computanional ns

sl vimo
menor valor
o

SRR

VED or aue

oumnndn pxistemn meis

pesn minimo

eatadoe atual

var javel contadors

aloanSaramn o sstado %

para um dado estado

acumnuliados 1idos

Facilidade dge me

bhusoa do

asrumilado atée o estadn

caminhos .

sode um r Qi

atual oom
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G - SUB-ROTINA AP_RESULT

CAY PROPOSITO DA SUB-ROTINA Enviar os dados
de entrada e os resultados obtidos para a impressora.
(B> DESCRIGAO DAS VARIAVEIS
NOME TIPO DESCRIGAO
i integer variéavel local auxiliar em célculos
i integer variadvel local auxiliar em céiculos
J1 integer varidvel local auxiliar em calculos
i& integer varidvel local auxiliar em célculos
camin integer guantidade de caminhos lidos de
| viter. dat
4
]
[xi' 3 vetor integer vetor local que armazena os elementos
4
lidos de wvet_a.dat
dm integer disténcia minima lida de viter. dat
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CA> PROPOSITO DA SUB~ROTINA : Apresentar a dis
taéncia livre do cédigo, D _FREE , e compara-la com o do estimado,
a Tim de comprovar a catastroficidade, ou n¥o, do cbddige apresen

tado pela matriz geradora K[ ., « 1.

(B> DESCRIGAO DAS VARIAVEIS

NOME TIPO DESCRIGCAC

dft « ] vetor integer vetor que armazena © valor para o

menor caminho encontrado nas dife

rentes quantidades de janelas de

Ltempo

min integer variavel local que armazena ¢ me

nor valor do vetor 4dflf « 3

fr integer contador de elementos do velor
dff « 1
on integer variavel que verifica o comporia

mento das disténcias minimas en

contradas com relagBc as diferen

tes janelas de tempo, para evitar

a catasiroficidade do cddigo

i i ‘ o 420



11 = SUB~-ROTINA TESVI

CAY PROPOSITO DA SUB~ROTINA : Testar a ndc  ca
Lnetroficidade da matlriz geradora encontrada, Kl. ,. 1 . stravés
do algoritmo de Viterbi por Programac@o Dindmica.

(B> DESCRIGAO DAS VARIAVEIS

NOME TIPO DESCRIGAO
g integer guantidade de janelas de lempo
viter.datl text arquivo que  armaZena disténcia
mi ni ma
it integer nGmero méximo de janelas de Lempo
nv integer variavel que armazena a guantidade

inicial de janelas de tempo

Ja integer variavel indice do vetor sal « 1
ne integer numero total de estados
ety integer estigioc, ou janela de tempos, em

que estou verificande o caminho mi

nimo
oo integer contador de estados (& verificados
fated integer quantidade calculada de elemenlios

a serem lidos dos arquivos de pescs
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MNOME TIPO DESCRICAO
el integer quantidade de estados “ligados’, ou
seja, quanlidade de possiveis Lran
sigfes na janela atual
&l a integer quantidade de estados ligados na ja
nela de Lempo, ou estégio anterior
5 integer estado atual ou lido de arquivo
31 integer estado anterior
J integer variavel local auxiliar em calculos
fi integer variavel local auxiliar em calculos
avel integer acumul ador &timo para o estadoe s
238 integer valor lido de arquivo, que fornece
o peso da transicio
fol-] vetor integer valor otimo acumulado até o estigio

33

B8O integer somnador de caminhos com & mesms
disténcia minima

gri.dat text arquivo auxiliar na contagem de ca-
minhos

gro. dat text arquivo auxiliar na contagem de caminhos

122
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12 - ALGUMAS CONSIDERACUES AS VARIAVEIS DO

PROGRAMA PRINCIPAL

NOME TIPO DESCRIGAC
[é integer indicador de consirugio convenienle,
ou ndo, da matriz geradora
< integer variavel local auxiliar na leiturs
de argulvos
Lipl = 1 vetor integer velor tipo
ddl « 1 vetor integer vetor tipo de construgio da matriz
geradora
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