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Resumo

Este trabalho estuda o problema cldssico de aproximagao de fungdes e propde técnicas de
programacao linear para resolvé-lo.

O problema de aproximar funcées existe em diversas circunstancias, entre as quais é desta-
cado o problema de projetar filtros digitais, principal aplicacdo deste trabalho. O projeto
de filtros digitais é amplamente empregado em sistemas de telecomunicagdes (transmissdo de
sinais elétricos). A resposta em freqiiéncia de um filtro deve ser aproximada, porque a ideal é
impossivel de ser realizada sob o ponto de vista {isico.

O uso de programacio linear proporciona flexibilidade na aproximagao de fungdes por permitir
a inclusdo de restricdes especiais sem prejudicar a aplicagido do método. O algoritmo desen-
volvido usa a idéia central do método Simplex Revisado; aproveita as informacées sobre a
estrutura do problema, evitando cdlculos desnecessarios e economizando eSpaco no armazena-
mento dos dados. Os resultados alcancados sio comparados aos obtidos pelo trabaiho realizado
por Steiglitz, Parks e Kaiser, em 1992, mostrando as boas qualidades do método desenvolvido.



Abstract

This work studies the classical problem of function approximation and proposes linear pro-
gramming solution methods.

Fanction approsimation problem occurs in many situations, one of which is the digital filter
design problem, the main application of this work. Digital filter design is widely used in
telecomunication systens (eletrical signal transmission). The frequency response of a filter
has to be approximated, because it is impossible to reproduce the responce exactly from the
physical point of view.

The use of linear programming provides flexibility in function approximation, since it allows
inclusion of special constrains without harming the application of method, The algorithm
developed uses the essencial ideia of revised simplex method; it uses information concerning
problem structure, avoiding unnecessary calculation and saving data storage space. The results
obtained are compared with those of Steiglitz, Parks and Kaiser (1992), demonstrating the good
qualities of the method developed.
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Capitulo 1

Introducao

O processo de aproximar uma fungdo, f(z), tem importancia quando f(z) possui uma expressio
que operagoes como diferenciagio e integracdo séo dificeis (ou mesmo impossiveis) de serem
realizadas [7]. Uma aplicacio importante de aproximagdo de fungdes é o projeto de filtros
digitais. Este problema consiste em encontrar uma boa aproximag¢io para a funcio da resposta
em freqiiéncia, que deve atender is especificagbes do filtro desejado — somente apds resolver
esta etapa € que o filtro pode ser construido fisicamente.

Este trabalho mostra alguns métodos cldssicos para aproximar fungdes, e destaca a possi-
bilidade de encontrar aproximacoes através de técenicas de programacao linear. A eficicia
do método Simplex foi bastante discutida e comprovada em vérios problemas clissicos da
otimizagdo linear. Esta pesquisa propoe o emprego do Simplex Revisado para enconirar a mel-
hor aproximagio da resposta em freqiiéncia, que respeite as especificagées estabelecidas para
o filtro a ser construido.

Muitas sdo as técnicas usadas para aproximar fun¢des. Especialmente no caso dos filtros
digitais, diversos autores usam os polinémios de Chebyshey, acompanhados do algoritmo de
trocas de Remez. O emprego de programacao linear nesta drea tem sido divulgado desde o
infcio da década de 70 através de breves citagdes; estudos que utilizam PL para formular e
resolver esse problema apareceram em seguida. Qutros trabalhos na mesma linha incluem
restrigées adicionais ao problema.

O algoritmo construide neste trabalho visa projetar filtros digitais nao recursivos do tipo passa-
baixa com fase linear. Os resultados encontrados por este algoritmo sdo comparados com os
obtidos pelo programa Meteor, idealizado por Steiglitz, Parks e Kaiser [43] em 1992,
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O préximo capitulo discute o problema de aproximar funcdes, citando alguns métodos cldssicos
utilizados para sua solucdo. Analisa as possiveis formas de medir o erro, entre a funcao original
e a de aproximacdo, e os diferentes problemas gerados através de cada medida de erro.

O terceiro capitulo discute, brevemente, os principais conceitos associados ao projeto de filtros
digitais, interpreta o problema sob o dmbito de aproximacao de funcgGes e faz rdpida revisio
bibliogrifica.

A utilizagdo do Simplex Revisado em aproximacéao de fung¢des é o tema do quarto capitulo,
que descreve sumariamente a programagio linear e apresenta o método Simplex Revisado.
Mostra também a formulacio matematica da aproximacao da resposta em freqiiéncia de um
filtro digital, e considera as propriedades da matriz de restricdes do sistema.

O quinto capitulo descreve o algoritmo desenvolvido (SemlIntervalo} e suas variantes, mostra os
resultados obtidos em cada interpretagio do problema (com relagao ao intervalo de trabalho).

Solugées de SemlIntervalo e de Meteor sio apresentadas e comparadas.

O sexto capitulo é dedicado as conclusdes.



Capitulo 2

Aproximacao de Funcoes

O problema de aproximar uma funcio surge em diversas situacdes. As fungdes matematicas
estao presentes em diversas dreas [3]. Na biologia, por exemplo, uma funcio pode representar
o crescimento populacional de uma colénia de bactérias; na medicina, mostrando o compor-
tamento de um tumor submetido & algum tipo de tratamento; na economia, como a taxa de
variacdo de moedas; em censos demogrificos, feitos a cada decénio.

Muitas dessas funcdes sio definidas por expressoes intratdveis. Os métodos de aproximagao
sdo destinados aos problemas dessa natureza, pois visam construir uma funcio simples muito
proxima da funcéo original, dificil de ser calculada., Espera-se que o resultado da funcio aprox-
imada tenha um desvio minimo, de modo que ndo haja influéncia negativa sobre o problema
tratado.

Neste capitulo, serd apresentada uma descrigdo geral do problema de aproximacio de funcdes.
Na notagdo usada, os vetores sio representados por letras mindsculas e as matrizes por
maidsculas, ambos em negrito.

Na préxima segio é dada uma visio geral do problema. A seguir sio descritos os métodos
classicos de aproximacoes de funcoes. A parte final do capitulo trata das anilises das medidas
de erros no caso continuo e no discreto, exemplificando os problemas que surgem em cada
situacdo.
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2.1 Problema de Aproximacio de Funcgoes

O problema geral consiste em encontrar uma fun¢io simples 7,(Z) que melhor aproxime uma
dada fun¢io f(z), em geral complicada, com # € [, 5] — a é o vetor que contém os parametros
da aproximacdo. Considera-se que as fungdes sejam definidas sobre o espago C das funcoes
continuas f{Z) de valores reais ou complexos sobre o intervalo [a, 4] .

Sem perda de generalidade, pode-se transformar as varidveis para um novo intervalo. Fazendo

__at+8 a-p
T=— 5 (2.1}

a restricao z € {—1, 1]. Entdo é estabelecida a nova representac¢do das funcdes por:
fz) = f(2) e ga(z) = ga(), (2.2)

sendo validas as aplicacdes:
ga: Cl-11] — C[-1,1), f:C[-1,1] —> Cl-1,1]. (2.3)

Na teoria que estuda o problema de aproximacio de fungoes, encontram-se varias possibilidades
para a definicao da fungio especial ga{z). Entre essas, encontramos aproximagoes através de
polindmios, fungdes trigonométricas, fungdes exponenciais, polinémios de Chebyshev {11, 27]
e outros. A seguir, apresentam-se alguns dos métodos cléssicos empregados nesse problema.

2.2 Métodos classicos

DeVore [11] divide o problema de aproximagdo de fungées em trés classes: aproximagao poli-
nomial, aproximag¢io trigonométrica e aproximacao através de splines. Segundo ele, qualquer
aproximagdo pode ser enquadrada em uma dessas classes.

Cunha [7] os classifica em dois grupos. O primeiro é chamado de interpolacio, onde os dados
do problema s3o precisos e a curva de ajuste coincide com os pontos dados, isto ¢, nio h3
erro. O segundo leva em conta o erro introduzido na obtencao dos dados, onde o Método dos
Minimos Quadrados desempenha papel fundamental.

Independentemente das diferentes classificagbes, destaca-se que os polinémios de Chebyshev
sao ferramentas importantes na aproximagao de fungdes continuas, e que o algoritmo de Remez
é um método numérico para a aproximacio linear de Chebyshev. Este método foi bastante
empregado, por védrios autores, no problema de projeto de filtros digitais, a aplicacdo principal
deste trabalho.
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2.2.1 Caso Geral

A fungdo de aproximacio usada nos problemas que se encontram na forma geral linear, pode
ser definida através da equacio abaixo:

M
ga(z) = Zain(m), (2.4)

=0
sendo que r;(z) denota uma funcio de interpolacio usada em cada tipo de aproximacio — em
geral, definida a partir de certos requisitos praticos, como a simplicidade de célculo ou o tipo
de modelagem. Assume-se que M sers sempre o grau do polindémio ou o nimero de elementos
da série de interpolacio. Observe que essa série iniciard sempre em 0 e, portanto, o niimero
de termos neste caso serd M + 1.

2.2.2 Aproximaciao Polinomial

Deseja-se encontrar um polindmio galz) = a0+ a1z + agz? + - + gppaM que forneca o ajuste
de uma fungio f(z) em N pontos do intervalo onde a fungdo estd definida. Se M = N, pode-se
determinar de modo dnico o ajuste exato; se M < N ; define-se de algum modo o melhor ajuste
[13]. A aproximagéo é feita por um polinémio de grau M definido como:

M
galz) = Zaimi, z&l-1,1]. (2.5)
=0

2.2.3 Aproximacio Trigonométrica

Neste caso, o ajuste dos dados é feito pela seguninte funcio trigonométrica:

L
a ) o
Fapl(z) = 720— + Z[a,- cos(imz) + bsin(inz)]  z g [-1,1], (2.6)

=1
onde 2L + 1 é o nitmero maximo de elementos da série. Fm particular, para qualquer valor de
L a equagdo (2.6) é uma fungao de periodo 2/i. Quando I = oo, essa série trigonométrica se
denomina série de Fourier — ay e by, sio chamados de coeficientes de Fourier; a série converge
uniformemente para uma funcio f [3].
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As séries de Fourier desempenham um importante papel no estudo de aproximacio de fungdes.
Elas sio baseadas na propriedade matematica que diz que toda funciio periédica pode ser
decomposta em uma série de natureza senoidal, guardando entre si relacdes de amplitude e
fase adequadas. Por esse motivo, as séries de Fourier sao amplamente empregadas em sistemas
de sinais analdgicos e digitais (da drea de engenharia de telecomunicagdes).

2.2.4 Aproximagao através de polinémios de Legendre

A aproximagdo com o uso de polinémios de Legendre visa mostrar de maneira simples que
ha muitos modos de aproximar uma funcio. O polinémio de Legendre é definido [25] pelos
parametros y,(z) e [,(z), a seguir:

(e* - 1)

Talz) = Py (2.7)
h(z) = () (2.8)

I, € um polindmic de Legendre de grau n. Da equagdo (2.8), pode-se mostrar que o coeficiente
do termo de grau n, I,(z), é dado por:

{2n)!
T on(nl)? (2.9)
A funcdo de aproximagio ¢ dada por:
M
ga(z) = > aili(z). (2.10)

t=6}
2.2.5 Polinémios de Chebyshev

O polindémio de Chebyshev do primeiro tipo, denotado por T,(z), é dado pela férmula [10}
To(z) = cos(narccosz) com 2% <1, (2.11)

Pode-se verificar que Ty(z) = 1, Ti(z) = z e, de uma maneira geral, os termos satisfazem a
relacdo recorrente
Tovi(z) = 22T {2) — Ty (2) n>1. (2.12)
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A propriedade (2.12) facilita os cileulos dos polinomios de Chebyshev com grau n > 1.

Esses polinémios sio ortogonais no intervalo [—1,1] quando associados 3 fungido peso nio
negativa w{z) = ”\/Tlf«? com z € {~1,1}), e atingem seu valor maximo quando T{z) = 1le
minimo para Iy,(z) = — 1.

E possivel mostrar {18} que eles podem ser usados para aproximar uma fun¢éo continua em
[~1,1], do modo

Q

1

ga(z) = [Z az-T,;(x)J ~ 5 - {2.13)
=0

Vamos supor que () seja suficientemente grande para que (2.13) seja uma aproximacao perfeita

para uma fungdo f(z). Considerando-se a aproximagio truncada

M

1

ga() = {Z am(m)] -5 a, (2.14)
120

que gera um polindmio de grauv M <« (); o erro maximo (Emaez) ndo excederd a melhor

aproximacao de grau M [18], Entio, o erro é dominado por apTa(z), ou seja, se apr = 0.0001

com certeza F,,.. < 0.0001.

Os polinémios de Chebysheyv produzem boas aproximacdes para fungdes continuas e bem
comportadas, ou seja, aquelas que podem ser aproximadas, sob um nivel aceitdvel, por um
polindmio de baixo grau no intervalo de interesse.

Ha métodos que exploram as propriedades de uma série de Chebyshev da forma (2.13). Entre
esses 0 Algoritmo de Remez é um ponto de partida para um proeesso iterativo.

2.2.6 Algoritmo de Remez

O teorema de alternacio de Chebyshev, sugere caminhos para computar numericamente a
melhor aproximacio uniforme P* para f € Ca,d], através de polinémios um sistemna, de Haar

[ {¢1,. . .,qén} [11]

O algoritmo consiste em selecionar uma seqiténcia T', constituida de pontos a < g < £, < ... <
tn < b que aproximem P* através do polinémio Pr = 27=1a;0;(%;), o qual melhor aproxima
f sobre o conjunto T. De acordo com o teorema de alterna¢io de Chebyshev [11], Pr pode ser
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encontrado através do seguinte sistema de equacdes:

H

ajgi{t:) +(-1)'d = f(t;), i=0,1,...,n (2.15)
=1

sendo d e a;, j=1,...,n as varidveis. Segue que |d| é 0 erro da melhor aproximacio para f

sobre o conjunto de pontos T'.

O teorema de la Vailée Poussin [11]:

Theorem 1 (Teorema de la Vallée Poussin) Seja ® um sistema de Haar sobre A = [a,b]
ou T (circulo), e seja B um subconjunto fechado de A contendo, no minimo, n+ 1 pontos. Se
para um ¢-polinémio P, existe um conjunto ordenado de n+ 1 pontos distintos z; pertencenies
a B para o qual f(z;) — P(z;) = ¢(=1)'p;, come = +~1epu > 0,i=0,1,...,n entdo
En(f} > min; p;.

Este teorema assegura que o erro, E(f), para a aproximacio da funcio f sobre o €s5paco
continuo A = [a, b] satisfaz:

ld| < E(f) < D, (2.16)

onde D = [|f — Pr|[(A), isto é, D & definido como a norma || f — Pr|} sobre o espaco continuo
A = [a,b]. A meta é escolher uma seqgiiéncia 7 tal que A = D — |d| seja pequeno. Isto garante
que Pr é proximo de P* .

De fato, pelo seguinte teorema [11],

Theorem 2 (Newman - Shapiro) O operador da melhor aprozimagio P ¢ fortemente inico:
para cada fo € C{A) existe uma constante ¥ > 0 com a propriedade

o=@l = 1o~ Pll +71lQ - P (2.17)

para algum polinémio ().

Substituindo fy por Pr e @ por P*, tem-se:
WPp = P <y~ I = Prll = |IF - PlT € 770, (2.18)

com a contante y denpendendo de f. Observe que {|f — Pr|| = D e ||f — P*|| = E(f).
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Para o algoritmo de Remez, seqiiéncias de n + 1 pontos (15,71, ...) e melhores aproximacdes
(Po, P1,...) sdo definidas recursivamente. A seqiténcia Ty é determinada pela alteracio de
algum ponto em 7%, cuja mudanga aumenta o tamanho de |dg|. Considerando o algoritmo de
troca simples, somente um ponto é mudado em cada passo.

Suponha Tryq a seqiiéncia atualizada a partir de T;. Seja ¥ um ponto, a ser determinado
numericamente, onde | f(y) — Pr(y)] = D. A seqiiéncia Tyyq é obtida de 7} substituindo um
dos pontos ¢; por ¥ e sem alterar os outros pontos. s é escolhido de tal forma que f — Pr
alterna em sinal nos pontos da nova seqiiéncia Tt

A prova da convergéncia e maiores detalhes do algoritmo se encontram em [11, 27].

2.2.7 Spline

Os splines sdo fungdes polinomiais por partes que possuem boas propriedades de aproximacio,
convergéncia e estabilidade com relagio aos erros de arredondamento [7]. Isso ocorre porque
elas tém um certo grau de descontinuidade, das suas derivadas de ordem mais elevadas, em
alguns pontos do intervalo.

Essas fungdes estao associadas a uma particdo predeterminada no intervalo de trabalho [o, 3].
Uma particdo {2 serd definida pelos pontos zq,z1,...,2x5 tais que 0 = 2o < 21 < 27 < ... <
Ty-1 < TN = [.

Em cada subintervalo (z;,z;41), i = 0,2,..., N - 1, os splines sio polinémios. Na definicao
geral dos splines sio impostas algumas restrigdes. A funcio spyr(z) é chamada de spline de
grau M, com nés nos pontos z; (i = 0,1,..., N), se:

1. sp{z) € um polinémio de grau M em cada subintervalo (z;,z;41);

2. sp(z) é coutinua e tem derivada continua até ordem (M — 1) em (a, ).

Se, além disso, spr(z) também satisfaz a condigdo spr{z) = flzs (i =0,1,..., N), entdo serd
denominada spline interpolanie.

O conjunto das fungdes splines de grau M, associado & particio €2, forma um espago vetorial
cuja dimensao depende de A e do ndmero de nds da particio NV + 1.
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Pode-se estabelecer bases para o espaco vetorial das fungdes splines {7]. A seguir, é apresentada
a base para os splines lineares (M = 1) [7].

Em cada né z; da particéio é definida a funcio:

=T
SEEL e gy <2 < 1
t—1 > oy

Ti—zi—y?
L(z) = S22, se 2p <z < 2y (2.19)
0 ¢ T << T OUT > T4y
Os splines de grau 1, associados A parti¢io definida por z;, 1 = 0,1,.. ., &V, podem ser escritos
na forma:
s(z) = solo(z) + s1lifz) + ... + Sl (2), (2.20)

sendo s; = s(z;) os valores que s(z) assume em z;.

Se {7i(z)} é uma base para o espago vetorial dos splines de grau M e sp(z) € um spline de
grau M, entdo:
sp(z) = covo(z) + ermilz) + cavaz)+, ..., e575(2), (2.21)

sendo cg,c1, ¢z, .. .,C; 08 coeficientes da combinacio linear e s a dimensio do espago vetorial.

Para usar as fungdes splines em interpolacio, toma-se os pontos de interpolacio como nds
da particao & qual as funcoes splines sdo associadas. Para interpolagio linear por partes os
coeficientes ¢; sao procurados de forma que:

M
s1{z) = Zcilg(x) e si{z;)= flz;)=f;, 7=0,...,N (2.22)
1=0
onde /;(z) é a fungdo (2.19) para a base linear {7, 40].

Como foi visto, l;(z;) = 0 se i # j e Ii{2;) = 1, portanto

s1{zi) = ¢i = flay) = fi. (2.23)

Para o caso da base linear, o spline que interpola fo, f1,..., far, é obtido por:

M
si(z) =Y fili(z). (2.24)

=0
Splines sao empregados em diversas dreas de aproximacio de fungoes, inclusive os minimos
guadrados {7].

A seguir, sdo definidas algumas medidas de erro empregadas no problema de aproximacio.
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2.3 Analise do Erro no Caso Continuo

Geralmente é necessdrio um parimetro de comparacio entre o valor exato e o aproximado, para
saber quanto a aproximacdo & eficiente. Intuitivamente, uma medida satisfatéria do erro seria
zero se a aproXimagao fosse exata, pequena se os dois valores fossem préximos e grande se a
aproximacdo fosse pobre. Mas os termos que foram usados, como pequenos, proximos, grande
ou pobre, mudam de caso para caso, pois um valor que representaria uma boa aproximacio
numa determinada situagdo, poderia se tornar pobre em outra. Isso dificuita a definicdo de
uma medida dnica de erro, pois cada uma delas podem ser adequadas para certas situacdes e
nao serem para outras.

O erro absoluto é calculado, por definicio, como:

Ea(z) = [f(z) - ga(=)]. (2.25)

O erro absoluto néo é satisfatério em todas as situacdes. Por esta razio consideram-se difer-
entes tipos de medidas como as descritas abaixo. Escolheu-se ¢ para representar o erro no
caso continuo e w(z) para uma fun¢do peso ndo negativa. A funcio peso, permite que difer-
entes graus de importincia sejam atribuidos & aproximacio de certas partes do intervalo. Um
exemplo cldssico dessa fungio é:

1 &
-ﬁ com 1 € (—1,1),
— &

que, como foi visto, ortogonaliza os polinémios de Chebyshev no intervalo [—1,1]. Esta funcdo
atribui menos peso a regido central do intervalo (—1,1) e d4 maior énfase aos pontos préximos

w(z) = (2.26)

dos extremos desse intervalo. A fungdo peso é usada quando se deseja wum tratamento diferen-
ciado para determinadas partes do intervalo de trabalho. Por exemplo, pode-se considerar que
uma determinada regido do intervalo nio produz efeito sobre o problema e, portanto, pode ser
desconsiderado. Entao, nessa regido a funcio peso assume o valor zero.

Medidas de Erro freqiientemente usadas:

Ha trés medidas diferentes normalmente usadas nos problemas de ajuste de dados on de aprox-
imacdo de funcdes, sendo elas

1. Erro Quadrético Médio Ponderado

£g = %fi w(z)EXz)dz, (2.27)
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2. Erro Médio Ponderado L
e = 5] w(z)Ea(z)dz, (2.28)

3. Erro Maximo Absoluto Ponderado

Emar = zér{;%ﬂw(x}ﬁfa(x). (2.29)

Os exemplos 1,2 e 3 sio classificados dentro das normas Ly(a), Li(a) e Leo(a) [28], respecti-
vamente, onde o exemplo 1 corresponde ao quadrado da norma Ly{a).

Deseja-se encontrar a melhor aproximagao possivel, entdo é ébvio que o erro devers ser o mais
préximo de zero. Logo, o erro encontrado no problema de aproximacio deve ser minimizado.
Cada tipo de erro descrito gera uma classe de problemas que requer técnicas de solucdo es-
pecificas. O préximo item discute as caracteristicas do problema surgido na minimizacio do
erro quadratico médio ponderado.

2.3.1 Minimizacdo do Erro Quadratico Médio Ponderado

Outra técnica que usa como critério de aproximacio a minimiza¢io dos residuos é o método
dos minimos quadrados, cujo objetivo é procurar parimetros que minimizem a medida do erro,
que no caso continuo ¢ dado pela integral da fung¢do residuo ao quadrado [7, 8], portanto

b
2 _
| 15@) = gl ? d, (2:30)
@
onde ¢g(z) é a fungdo de aproximacio e f(z) é a funcio a ser aproximada.
Dentre as medidas de erro mais usadas, considera-se como exemplo a minimizacio do erro
quadratico médio ponderado para o caso geral, que por sua definicdo é semelhante ao critério

usado pelo método dos minimos quadrados.

A seguir, serd realizada a minimizagéo de £, resultando no problema cldssico definido acima.

€9 = %fi w(z)EX(z)dz
-1

I

% /Wll w(z) | f(2) — ga(z) f2 dx
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1ot 1 M
= 3 /_1 w(x)f?(gg)dz:—/;l w($)f($)zai7"i($)dx

122}

2 / w(z) [Z a;r; (x)} (2.31)

i=0

Desmembrando o termo com somatério ao quadrado, tem-se:

A M
[Z am(m)} Zam(x Z%?‘J(l’) = ZZaiajm{x)rj(w),

=0 =0 1=0 j=0

substituindo o resultado encontrade na equagio (2.31) obtem-se:

g2 = 2[ w(z)f( x)dm—Zaz/ w(z)r(z)f(z)de +

=0 -

IS an [ w@rierie (232)

=0 =0

Apés resolver as integrais, o primeiro termo tem um resultado independente do valor de a;.
Portanto, este resultado nio interfere no problema de minimizacio e pode ser desconsiderado
quando o erro for minimizado. No segundo termo, aparecerd um elemento em funcdo de 7 ,
sendo este denominado v;. Finalmente, o resultado da integral do terceiro termo estard em
funcao de 7 e 7, sendo denotado por ;. Define-se, entio:

v = /1 w(z)ri{z) f(z)de e Py = /1 w(z)ri(z)r;(z)dz,
-1 -1

obtendo-se
M M M
= 3 f w(z) f2(z)dz + = =D IP PLRTIIE PrRe (2.33)
2—03‘“0 i=0

Conseqiientemente, a minimizacio deste erro em termos de a, é definido na forma matricial:

. - 1 t t
min £a(a) = 52 Ya — v'a,

(2.34)
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se a matriz W puder ser invertida, a solu¢do de (2.34) é dada por:

a=9"ly, (2.35)

£ possivel mostrar que, para o problema de minimizagio de e,, existe uma solugio fechada.
relativamente facil de ser encontrada, dependendo da matriz & [7, 15].Por outro lado, na
minimizagao de &1 € €0, D0 é possivel obter solugdes exatas. Entretanto, pode-se lancar mio
de métodos de otimizagdo, como a Programacio Linear, proposto neste trabalho.

Dividindo o intervalo em N pontos, obtem-se uma aproximacio discreta que resulta num
problema de programagio linear com N restrigdes e nimero finito de varidveis, Se o nimero
de pontos (V) crescesse indefinidamente, o problema seria de programacao linear semi-infinito,
com o nimero de restri¢des crescendo indefinidamente e nimero finito de varidveis.

Na préxima segao, sera dada a descricio do que significa discretizar um intervalo e como fica
a estrutura de cada problema, quando se deseja minimizar as medidas de erro j4 comentadas.
Mas antes de prosseguir esta discussdo, serdo mostrados alguns exemplos de caracterizacio da
matriz ¥ (2.35).

Natureza da matriz ¥

A natureza da matriz ¥ dependera do tipo da fungio de interpolagdo r;(2) escolhido. A seguir,
analisam-se alguns exemplos, considerando a fungdo peso w(z) = 1, ¥z € [-1,1].

1. Quando a Fungio de Interpolacdo é um Polinémio

Se a fung¢do de interpolagdo é um polinémio (2.5), & matriz ¥ possui a seguinte lei de

formacao:
0, se ¢ + 7 ndo for par
Vi = { —2— caso contririo (2.36)
YRS ;
onde ¢,7 = 0,1,...,M. O resultado é uma matriz de Hankel (19}, como mostra o

exemplo a seguir.
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Para 1,7 =0,1,2,3,4,

2 0 2/30 2/5
0 2/3 0 2/5 0
T=1|2/30 2/50 27 (2.37)
0 2/5 0 2/7 0
2/5 0 2/7 0 2/9

Em [15] sdo descritas algumas maneiras de resolver sistemas com esta estrutura de
matriz.

2. Quando a Fungio de Interpolagiio é trigonométrica

Sendo r(z) uma funcéo trigonométrica, como a definida em (2.6), pode-se desconsiderar
0s termos dependentes de b;, se a fungo a ser aproximada for par (f(—z) = f(z)), e a
matriz ¥ é dada por:

%, set=7=10
Yij =14 1, sei=j#0 (2.38)
0, sei#7.

Substituindo o resultado acima em (2.35), conclui-se que o a; étimo possui a forma:

a; = /11 flz)cos(irz)dz para 1=0,1,..., M. (2.39)
Usando a mesma técnica para encontrar o valor étimo dos b;, tem-se

b = -/11 J(z)sin(irz)dz para 1=0,1,..., M, {2.40)

que correspondem aos coeficientes de Fourier.
3. Quando a Funcio de Interpolagio é um polinémio de Legendre
Seja a fungdo de aproximacio definida em (2.10), entéo a estrutura da matriz ¥ é
\ 0 set# j
b = { : # 7, (2.41)

2 L
Tyl S€t=7,

tornando a solugéo do sistema (2.35} trivial, pois 2 matriz ¥ ¢ diagonal.

2.4 Problema Discretizado

O problema de aproximagio foi até o momento observado no caso continuo, cujo objetivo é
fazer uma aproximacio em todo o intervalo de interesse. Em alguns casos, devido & dificuldade
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de cdlculo ou mesmo por caracteristicas particulares do problema, utiliza-se um nimero finito
de divisdes do intervalo. A divisdo do intervalo pode ser feita de virias maneiras, considerando
a natureza do problema ou se adequando ao objetivo desejado.

Para resolver este problema, considera-se N + 1 como o niimero de divises do intervalo dis-
cretizado, onde os pontos relacionados (zo, f(2a)), (21, flz1))s.. ., (=N, flzn)) sdo tais que
zi # z5 quando k # s. O vetor x, que possui os valores dos pontos selecionados no intervalo
discretizado, pode, por exemplo, ser definido em [, 81 do seguinte modo:

k(8 —
:ck:a%—(—ﬁ&ma—) para k=10,1,..., N, (2.42)
e, no intervalo [—1, 1]
xk:?\f_k—l, para k=20,1,..., N. (2.43)

Torna-se necessério redefinir o problema para o caso discreto. Para facilitar os cdlculos futuros,
assume-se que as fung¢des estio pré-multiplicadas pela funcio peso w(zy), V k € 10,1,.., N},
e define-se fi = w(zp)f(zg).

Seja f o vetor dos valores ponderados da fungio original nos pontos discretizados e g; definido
pela equagdo a seguir:

M
g = w(zk)galzr) = asw(eg)rizr)
ga=i}

M
= Zaiwkrki. (2.44)
s

Nota-se que para todos os pontos de x, a funcio de aproximagao ponderada pode ser escrita

na forma matricial:
g = Ra. (2.45)

R & a matriz dos resultados da funcio de interpolacio ponderada nos pontos discretos, a é
o vetor dos pardmetros da aproximacio e g é o vetor dos valores da fun¢do de aproximacio
associada a funcdo peso.

No caso discreto o erro é denotado por ¢. Quando o Erro Médio Ponderado, o Erro Quadratico
Médio Ponderado e o Erro Maximo Absoluto Ponderado sio minimizados, sobre um intervalo
discreto, geram problemas que necessitam de técnicas especificas para a sua solugéo.
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2.5 Analise do Erro no Caso Discreto

Note que, no caso discreto, a definicio do erro é a mesma de (2.25) e que na analise de cada
caso surgido com a minimizagio dos tipos de erros descritos, os parametros f, R, f; e gr estdo
associados & funcdo peso w{zy).

2.5.1 Erro Médio Ponderado

Seja o erro de aproximagio dado por:

1 N

“ = NI kztg}w(%)Ea(%)- (2.46)

Para minimizar este erro, precisaremos resolver o seguinte problema:

w(zi)Ealag) =f w(ze) f(2r) — w(zr)galze) |=] fr—gx ] - (2.47)

Para minimizar ¢; em a, pode-se escrever:

N
min ex(a) =min ) | fi —gx |- (2.48)
k=0

fe e gi sdo fungdes da varidvel de otimizagdo zj, que é irrestrita. A diferenca de funcoes
(fr — gi) pode ser escrita como a subtragio de duas varidveis nao negativas [28]. Ou seja,

Je— gk = wp — v, (2.49)

onde wug > 0, vx > 0. Por definicio:

=40 se (fx—~gx) <0 -
e = { (= 01) se (fi - ge) > 0 (2:50)
_Jo se (fe—gx) 20
w { —(fx—gk) se (fr—gx) <0 (251)

Pode-se garantir que ugviy = 0 [28]. Aplicando-se a desigualdade triangular & equacdo {2.49),
fem-se:
| fe =gk 1<l un |+ v | (2.52)

Como ug e vg sAo sempre positivos:

P e — gn 1< w4 v, {2.53)
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e satisfazendo ug > 0, v > 0, (2.50) e (2.51)
| f& = gk |= we + v (2.54)

Substituindo (2.54) no problema (2.48), tem-se:

ming,  Thle(us + vg)
5. 8
gt ug—vy = fi (2.55)
uy > 0 k=0,1,...,N
Vi 2 ]

Ou escrevendo o problema (2.55) na forma matricial, tem-se:

min,, , u+v
5. a
Rtatu-v = f (2.56)
u > 0 k=0,1,....N
v =2 0

Observa-se que (2.55) e (2.56) sdo problemas de programacéo linear (PL); e podem ser resolvi-
dos por alguma das técnicas tradicionais da programacio linear [4, 26].

2.5.2 Erro Quadratico Médio Ponderado

No caso discretizado, a minimiza¢io do erro quadratico médio ponderado também produz uma
solugao exata como no caso continuo. A sua definigio possui o mesmo critério que o método dos
minimos quadrados usa para a minimizacio dos residuos no caso disereto. Q erro guadritico
médio ponderado ¢ caracterizado pela férmula a seguir.

1 N
€3 = ] Z w(z)EX(zy). (2.57)
k=0

Usando a notacdo matricial, obtém-se:

E; = |[f-g]?
= fif —2f'g+g'g

f'f — 2f'Ra + a'R'Ra, (2.58)
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como o termo f*f é uma constante positiva e nio possui influéncia sobre a minimizacio do erro
dos parametros da aproximacio do vetor a, pode-se abandoné-lo e procurar o erro minimo em
a, um vetor de variiveis irrestritas.

min  E, (a)
(2.59)
cuja solugdo é dada através de:
a = (R'R)"'Rf. (2.60)
Para resolver o sistema de equagdes (2.60) existem métodos especiais {15].
2.5.3 Erro Maximo Absoluto Ponderado
Define-se
€maz = MAX w(zg)Ea(zy), paratodo ke {0,1,...,N}. (2.61)

Serd dada maior atencao a este problema, pois para a aplicagéo em projeto de filtros digitais,
a definicdo de otimalidade que serd usada é o erro absoluto maximo.

Na minimizagio dessa medida de erro surgird um problema min, maxg, que pode ser decom-
posto em um problema do tipo:

Cmaz = ” f”'g ”oo
(2.62)
onde
I~ gl = max|fy —gel = Z (2.63)
Retomando a defini¢do de gy (2.44), o problema pode ser reescrito na forma a seguir:
min VA
. a
—gr—2Z < ~fi (2.64)
g~ Z < fi k=0,1,....N
g = LM qwlag)rie).
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ou ainda na forma matricial:

min Z
S.a
~Rfa~ 2.1 < ~—f (2.65)

Rla—Z1 < f,

sendo que 1 representa um vetor de dimensio N + 1 com todos os elementos ignais a 1. Este
¢ um problema de Minimax bem conhecido dentro da programacao linear.

2.5.4 Consideragées sobre o problema de aproximacio

De modo andlogo ao que foi descrito no caso continuo sobre as norma Li(a), a norma Ly{a)
{mais especificamente o quadrado desta norma) e Lo.(a), no caso discreto elas também repre-
sentam as medidas €1, ¢y € €,,,, respectivamente.

As normas Li(a) e Leo(a) sdo empregadas, com maior freqiiéncia, nos problemas de ajuste de
dados, sendo normalmente os valores das fungoes objetivos de (2.55) e (2.65) muito pequenos.
Quando o resultado obtido é diferente de zero, alguns autores sugerem [14] que o problema
seja resolvido através do quadrado da norma L,. No entanto, essa forma de minimizagdo do
erro sé ¢ eficaz se a matriz produzida pela funcio de interpolagio for inversivel e/ou simples
de ser calculada. Mesmo que essas restrigdes sejam satisfeitas, pode-se afirmar que a solugao
de um problema de aproximacdo através de Programacio Linear é muito mais vantajosa e
abrangente, pois nao hd problemas no caso de inserir algum tipo de restricio no modelo. Um
exemplo dessas restri¢ées adicionais é forgar algum dos coeficientes a ter um valor especifico,
o que ndo é possivel fazer diretamente pelo método dos minimos guadrados.

Programacao linear é uma ferramenta poderosa no problema de aproximagdo, embora ainda
seja pouco divulgada nesse campo de problemas. Recomenda-se o uso do “simplex revisado para
resolver a forma dual do problema, explorando melhor sua estrutura e economizando esforco
computacional. As solugdes encontradas sio de boa qualidade e o método muito simples de ser
implementado. Além do mais, a maioria dos métodos existentes para aproximar uma funcio
destinam-se apenas aos casos em que a funcio a ser aproximada é continua. Programacao
linear, pode ser empregada para aproximar qualquer tipo de funcio, continua ou descontinua
(em algum ponto do intervalo de trabalho).
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Maiores detalhes desse método serdo apresentados nos préximos capitulos, onde se desenvolverd
uma aplicagdo no problema de projeto de filtros digitais.



Capitulo 3

Filtros Digitais

O projeto de filtros digitais pode ser visto como um caso especial do problema de aproximacio
de fungbes. Este capitulo discute brevemente os principais conceitos associados ao projeto
desses filtros, apresenta interpretagdes do problema sobre a dtica de aproximagoes de funcoes
e faz uma breve revisio bibliografica.

A aproximagio da resposta em freqiiéncia, que corresponde & primeira fase do projeto de filtros
digitais (segao 3.1.5), obteve grande atengéo dos pesquisadores a partir do final da década de
60 e inicio da década de 70. A atividade de pesquisa na area continua intensa devido a suas
aplicagdes em sistemas de telecomunicagoes.

3.1 Introducao

Os filtros sdo usados para transformar sinais elétricos, eliminando freqiiéncias indesejiveis. Eles
sao essencials no projeto de sistemas de comunicacdes, cuja rapida expansio tornou o mercado
extremamente competitivo e cada vez mais exigente quanto & qualidade e ao volume do tréfego
da informacio. Devido a essas exigéncias os filtros sdo constantemente aperfeicoados.

Nos itens a seguir, faz-se uma revisio sobre alguns elementos fundamentais para o projeto de
filtros digitais.
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Figura 3.1: Representactes de uma segiiéncia

3.1.1 Sinal Analégico e Sinal Digital

Normalmente, os sinais elétricos sdo produzidos a partir de fenémenos que apresentam variacoes
continuas no tempo. Em algumas aplica¢bes, assumem valores continuos, constituindo-se
réplicas dos fendmenos dos quais se originam. Por serem réplicas, costuma-se chamar os sinais
elétricos assim produzidos de sinais analdgicos ou sinais continuos no tempo.

Existem aplicagdes, entretanto, em que os sinais elétricos assumem alguns valores discretos,
aos quais se pode associar digitos; por isso, sao chamados de sinais digitais ou sinais discretos
no tempo.

Os sinais digitais possuem aplicagbes variadas. Por exemplo, companhias telefénicas, rddios
e televisGes usam sinais digitais para representar a voz humana. Outros sistemas de som e
imagens, como o toca-disco laser e 0 CD-ROM dos computadores, também siao movidos pela
tecnologia digital. Ela proporciona fidelidade superior, auséncia de ruidos e maior flexibilidade
de processamento de sinais.

Os sinais discretos no tempo surgem de duas formas distintas: eles podem ser inerentemente
discretos no tempo, como, por exemplo, médias didrias de temperatura, ou podem ser versdes
amostradas de sinais continuos no tempo. Um sinal é uma seqiiéncia de ndmeros reais ou
complexos. Uma seqiiéncia completa pode ser denotada por “y” ou “y(n)”, ou seja,

v={y(n):n=...,-2,-1,0,1,2,.. } {3.1)

Geralmente o tempo é amostrado em intervalos uniformes, ou seja, t = n7T’, onde T é o intervalo
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Figura 3.2: Exemplos de seqiiéncias comuns em processamento de sinal digital

entre os instantes de amostragem. A seqiiéncia y ¢ obtida de um sinal continuo y(t) através
da amostragem uniforme no tempo, isto &, y = y(nT'). Por exemplo, na Fig. 3.1, os nimeros
0,1,2,..., N formam uma seqiiéncia crescente y(n) =n, 0 < n < N.

Duas segiiéncias de sinais discretos no tempo fregiientemente usadas no processamento de
sinais digitais, sio mostradas na Figura 3.2. Na Figura 3.2 (a), §(n) mostra um impulso digital
ou amostra unitaria definida pela relacéo:

1, sen=10
6(n) =< "’ K 3.2

(n) { 0, caso contririo. (32)
Na Fig. 3.2 (b) 6(n — ng) mostra um impulso atrasado por ng amostras, definido abaixo:

1, sen=mng
' T (3.3)
0, caso contrario.

o{n -~ ng) = {

Os sinais (seqiiéncias) podem ser manipulados de vdrias maneiras, por exemplo um sinal de
salda pode satisfazer a seguinte recursao:

y(n) = z(n) + —;—y(n - 1), n > Q. (3.4)

Por defini¢ao, h é a resposta para o impulso digital [36], ou seja, h é o sinal de saida quando
o sinal de entrada é x = 6. Neste caso, se x = § entdo y = h,

h(n) = 6(n) + %h(n 1), na>o (3.5)
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Figura 3.3: Representacdes de um sistema estdtico linear discreto no tempo

Para n = 0, tem-se:

h(0) = 6(0) + %h(—i) ~1 (3.6)
continuando

A1) = 6(1) + 2A(0) = (3.7)

1 1.,
h(2) = 6(2) + Sh(1) = (3, (33)
(3.9)

L .k
A(n) = (5 ). (3.10)

Um sistema de processamento de sinais discreto no tempo é essencialmente um algoritmo para
converter uma seqiiéncia de entrada, z{n) ou é(n), em uma seqiiéncia de saida, y(n) ou A(n).
Uma representagdo simples de um sistema linear e discreto no tempo, é dado pela figura 3.3
que representa as entradas e saidas da equagdo (3.5).

Usando a seqiiéncia de impulso digital e devido a facilidade de manipular as seqgiiéncias de sinais,
pode-se representar seqiiéncias arbitrdrias em termos de impulsos atrasados e escalonados [36].
Assim, z(n) é representado por:

o0

e(n)= > z(m)é(n—m). (3.11)

M=—00
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Figura 3.4: Modelo do processo de amostragem

Como h(n) é a resposta para a seqiiéncia §(n), e uma das caracterfsticas do sistema é a
invaridncia no tempo, pode-se dizer que A(n — m) é a resposta para a seqiiéncia 6(n~m). Da
mesma forma, pela linearidade do sistema, a resposta para a seqiiéncia z{m)é(n — m) deve ser
z{m)h(n — m). Logo, a resposta para o sinal de entrada z(n) é:

o

y(n) = Z z{m)h(n ~ m). (3.12)

T = e O

A equacgdo (3.12) também pode ser escrita como:

y(n) = io: h(m)z(n — m). (3.13)

T == e OO

O processo de amostragem [2, 45], ou de conversio de um sinal analégico para a forma disc-
reta, possui grande importincia no processamento computacional; para ser processado num
computador o sinal deve ser discreto no tempo e limitado em amplitude. A seguir é dado um
modelo simples, mas ilustrativo, sobre esse processo. Considere um sinal de entrada continuo
1o tempo, z(t), a ser amostrado através de um interruptor que se fecha periodicamente, por um
pequeno intervalo de tempo de 7 segundos, e com um intervalo de amostragem de T segundos.
O sinal resultante é discreto no tempo, como ilustrado na F igura 3.4. Esse sinal de saida , por
sua vez, pode ser convertide novamente num sinal continuo no tempo, através de um conversor
digital/analégico [45]. O préximo item faz uma breve discussio sobre esse procedimento para
conversao e filtragem de sinais.

3.1.2 Processo Digital de Filtragem

A manipulagdo de sinais analégicos por dispositivos digitais, como ocorre no conversor analogico-
digital, possibilita o processo tipico de filtragem digital, mostrado esquematicamente na Figura 3.5.
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Figura 3.5: Diagrama em blocos de um sistema de filtragem digital

O chaveador converte o sinal puramente analégico z(¢) em um sinal amostrado Z(t). Esse
sinal é processado através do filtro digital, que apresenta em sua saida o sinal filtrado H(t).
Este sinal possui uma forma discreta, tal como o sinal amostrado #(t). Segue-se um conversor
digital-analégico (DA} que recompde o sinal analégico filtrado y(t) a partir do sinal 4(1).

Essa técnica, apesar das conversdes necessirias (AD e DA) oferece as seguintes vantagens em
relagdo 3 filtragem puramente analdgica [30, 45]:

e ¢ programavel, ou seja, as caracteristicas do filtro podem ser facilmente mudadas;
¢ possui desempenho superior em termos de precisdo;

e pode-se implementar caracteristica de resposta em freqiiéncia muito préxima da ideal;

é tolerante & imprecisdo de componentes;

a filtragem adaptativa é relativamente simples de ser alcancada;

® os componentes elétricos necessarios i sua implementagio sio facilmente encontrados e
geralmente de baixo custo.

Os filtros digitais sdo dispositivos que possuem basicamente a funcao de filtrar algumas freqgiiéncias
de um sinal. Mas isso pode ser feito de varias formas, como ¢ discutido no préximo item.

3.1.3 Classificacao dos Filtros

A diferenciacdo mais usual entre as diversas categorias de filtros se faz em termos da posicao
ocupada no espectro [36] pela faixa de freqgiiéncias que o filtro deve deixar passar, denominada
faiza passante. Quando o espectro dtil do sinal estiver situado entre os limites da faixa de
passagem do sistema, o efeito da atenuagiio na transmissio é pouco significativo. Por isso, no
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Figura 3.6: Curvas de filtros ideais - espectros unilaterais

projeto de filtros, é comum se analisar primeiro a largura de faixa do sinal e entdo selecionar,

ou projetar, um filiro que deixe passar, no minimo a faixa desejada. A seguir sio descritas as

categorias mais utilizadas de filtros:

1.

Filtros Passa-baixa: 530 aqueles que deixam passar as fregiiéncias de 0 Hz até
um certo limite, rejeitando as freqiiéncias que se situam além desse limite. Em
geral servem de base para os projetos de outras modalidades de filtros. Por ex-
emplo, os pares telefonicos que constituem as linhas urbanas se comportam como
filtros passa-baixas. Os amplificadores convencionais na faixa de andio se compor-
tam, para a maioria dos sinais digitais produzidos pelos equipamentos terminais,
também como filtros passa-baixas.

Filtros Passa-alta: Possuem caracteristica oposta & dos filtros passa-baixa, fa-
vorecendo a passagem das freqiiéncias acima de um certo limite, ¢ impedindo a
passagem das que se situam abaixo do mesmo. Por exemplo, os guias de onda, na
faixa de microondas, se comportam como filtros passa-altas.

. Filtros Passa-faixa: Combinando, de uma certa forma, as caracterfsticas dos

filtros passa-baixa e passa-alta, os filtros passa-faixa permitem a passagem das
freqiiéncias compreendidas em uma faixa delimitada por uma freqiiéncia inferior e
por uina superior, rejeitando as situadas abaixo do kmite inferior ou acima do limite
superior. Por exemplo, os canais multiplex telefénico e telegrafico se comportam
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Figura 3.7: Aproximagao da fun¢do da resposta em fregiiéncia de um filtro passa-baixa

exatamente como filtros passa-faixas

4. Filtros Corta-faixa: Destinam-se a bloquear as freqiiéncias compreendidas entre
um lirnite inferior e um superior, dando passagem 4s demais fregiiéncias dos espec-
tro. Esses filtros apresentam caracteristicas complementares aos filtros passa-faixa.

Os filtros descritos correspondem a modelos ideais que, pela presenca de transicdes bruscas
(descontinuidades}, sdo irrealiziveis do ponto de vista fisico. Esses modelos ideais, ilustrados
na Figura 3.6, também possuem uma resposta plana na sua faixa ttil. A realizacio fisica desses
filtros pode ser feita de forma aproximada, dentro de uma faixa de tolerancia.

A faixa 4til do filtro passa-baixa ideal, representado pelo modelo (1) da Figura 3.6, vai de 0

até fc. Observe que a resposta em freqiiéncia, que é o tema da préxima subsecio nesse limite
assume o valor 1 e, na faixa seguinte ( f¢ a oo}, assume valor zero.

3.1.4 A fungao da resposta em fregiiéncia

A caracteristica mais importante de um filtro é a sua resposta em freqiiéncia, representada
graficamente pela curva de atenuacao versus freqiiéncia (Figura 3.7).
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Considere como entrada de um sistema linear invariante no tempo, como o descrito na secdo 3.1.1,
uma exponencial complexa com freqiiéncia 8, /%" = cos(#n) + jsin(fn).

z(n) = %", —00 < n < o0, {3.14)

Substituindo esta entrada na equagio (3.13), a resposta para wma entrada exponencial na
freqiiéncia ¢ é dada por:

yn) =Y h(m)em

I = OO

= ejgn{ io: h(m)e‘jgm}

M=—00

= H(#)e™, (3.15)

onde -
H(f)= > h(m)e ™, (3.16)
T — 00
A Tungéo complexa de freqiiéncia 6, H(#), é chamada de funcdo da resposta em freqiéncia
de um sislema. Note que, para os sistemas lineares invariantes no tempo, cada freqiiéncia
de entrada # gera uma mesma {reqiiéncia na saida; mudam apenas a fase e a ampiitude da
exponencial complexa.

A funcdo da resposta em freqiiéncia (3.16) é periddica, com perfodo igual a 27. Essa periodi-
cidade é facilmente mostrada como segue:

o0
Hf+2r) = Y him)e  E+2mm

TR= e 00

Z h(m)e—jﬁmewjmrm

T O

il

= H(8). (3.17)

A fregiiéncia é denotada por 6 em radianos por segundo ou por f em hertz (ciclos por segundo).
Tem-se:

g = orf. (3.18)
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A idéia de representar o comportamento de um sistema em termos de sua resposta a fungao
exponencial complexa /%" | pode ser generalizada por uma varidvel complexa qualquer z. Ou
seja,

z(n) = z". (3.19)
Nesse caso, em lugar da equagio (3.15), tem-se::
y(n) = H(z)2", (3.20)

onde .
H(z)= Y h(m)z™™. (3.21)
TR e X0
H{z), transformada z [36] da resposta de impulso unitéria f{m), também chamada de funcdo
de transferéncia do sistema. Para essa representacdo ser valida é necessdrio que a somatéria
em (3.21) convirja absolulamente [30, 36]. A funcio da resposta em freqiiéncia H(#) é a funcio
de transferéncia H(2), avaliada sobre o circulo unitério |2| = 1 no plano complexo z.

A Figura 3.8 ilustra algumas formas de resposta em fregiiéncia para filtros passa-baixa. A
resposta em freqiiéncia ideal mais simples é aquela cuja faiza passante se estende de 0 Hz até
uma certa fregiéncia de corte, fc, e a faiza de rejeicdo se estende de f=fcaté f=m.

Em alguns casos, hd um intervalo entre a faixa passante e a de rejeigao, nos quais se deseja, ou
ndo, a existéncia do sinal. Essa regido é definida como regido de transi¢do, na qual a resposta
ideal possui uma fungdo de transicdo que conecta suavemente as respostas situadas na faixa
passante e na faixa de rejei¢io (essa propriedade facilita a implementagdo de filtros reais com
a mesma caracteristica de resposta em freqiiéncia).

A terceira possibilidade nao define a resposta em fregiiéncia na regido de transicio, chamada de
Jaiza de transi¢go. Os trés casos considerados sio estudados por diferentes métodos e critérios
de projetos de filtros. Por isso,muitos autores particionam o projeto de um filtro digital em
etapas distintas, conforme mostra a préxima subsecao.

3.1.5 Fases do projeto de filtros

A ferramenta fundamental da filtragem digital é a aproximacéo da resposta em freqiiéncia;
trata-se da primeira fase das estapas de projeto de filtros, como caracterizado por Burrus,
Serra e outros {30, 33, 36, 41, 34].
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Figura 3.8: Respostas em freqiiéncia de um filtro ndo recursivo passa-baixa ideal

Para Burrus [30] o processo de projeto de filtros é dividido em duas partes: solucio do problema
de aproximagio e construcio do filtro em si. O problema de aproximacdo trata da escolha dos
paradmetros ou coeficientes da funcio de transferéncia do filtro para aproximar uma resposta
ideal, ou desejada. Essa aproximacdo é freqiientemente realizada através do uso da resposta
em fregiiéncia. A parte do projeto que cuida da construcio do filtro trata da escolha de uma
estrutura adequada para implementar a funcio de transferéncia. Esta estrutura pode estar na
forma de um diagrama de circuito, se o filtro é construido de componentes, ou um programa
a ser usado por um computador ou um microprocessador dedicado a processamento de sinais.

Na etapa referente & resolucao do problema de aproximacio, deve-se especificar uma funcio
de transferéncia e obter seus parametros através de quatro passos:
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1. Escolha de uma fungdo de resposta ideal (ou desejada), geralmente no dominio da
freqiiéneia;

2. Escolha de uma classe realizdvel de filiros {por exemplo, filtros nio recursivos de com-
primento M -+ 1);

3. Escolha da medida de qualidade da aproximagio (por exemplo, o erro maximo no
dominio da freqiiéncia);

4. Selegao de um método ou algoritmo para encontrar a melhor funcio de tranferéncia do
filtro (no caso deste trabalho, programagio linear).

Ao contrdrio de Burrus [30], Serra [41] caracteriza o projeto de filtros em trés fases. A fase
inicial do projeto realiza a tarefa de aproximacio, que tem por meta a construcio das fungdes
que descrevem (matematicamente) o comportamento que se espera do filtro. A fase seguinte,
é a implementagdo, por meio da qual se configura o circuito do filtro e se calcula os valores
de seus elementos. Na fase final, procede-se 4 andlise do filtro implementado, fazendo-se as
correcoes dos calculos efetuados e, verificando-se a influéncia das perdas, e de outros fatores
que afetam, em maior ou menor grau, o desempenho do filtro real.

No presente trabalho, busca-se resolver o problema de aproximacio de forma que haja a maior
fidelidade possivel ao filtro ideal. Utiliza-se o método Simplex Revisado, objeto de estudo do
préximo capitulo.

A préxima secdo aborda o aspecto de recursividade em filtros digitais. Em seguida, discute-se
a aplicagao dos conceitos de aproximacao de fungdes ao projeto de filtros digitais. A parte final
deste capitulo faz uma breve revisdo de trabalhos nas dreas de projeto de filtros e aproximacoes
de funcoes.

3.2 Filtros Digitais Nao Recursivos e Filtros Digitais Recur-
sivos

Um filtro digital pode realizar apenas combinagdes lineares dos dados de entrada ou incluir
manipulagdes dos dados de saida. No primeiro caso, os filtros sio denominados nio recursivos.
Quando incluem o processamento dos dados de saida, os filtros sio chamados recursivos.

A escolha entre usar um filtro ndo recursivo (FIR filters) ou recursivo (IIR filters) depende da
aplicagdo e dos recursos disponiveis para a implementacio.
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Casos H(8)
=T
Caso 1 - M {mpar gy ok cos(Bk)
Resposta em freqiiéncia simétrica
p74
Caso 2 - M par Y2 brcos[f(k — 1]
Resposta em freqiiéncia simétrica
=T
Caso 3 - M impar Souey Chsin(fk)
Resposta em freqiiéncia assimétrica
piog
Caso 4 - M par S disin[(k — 1))
Resposta em freqiiéncia assimétrica

Tabela 3.1: Simetria e comprimento para o filtro atingir fase linear

3.2.1 Filtros Digitais Nao Recursivos

Os filtros digitais nao recursivos sdo também chamados de filtros digitais com resposta de
impulso de dura¢do finita ou FIR filters {em inglés). Entre as boas caracteristicas desses
filtros, pode-se destacar:

o Filtros FIR permitem uma resposta de fase linear.

o Possuem estabilidade garantida {36].

A duragao ou o comprimento da seqiiéncia da resposta ao impulso destes filtros é, por definigao,
finita. Esses filkros sdo definidos pela férmula linear:

M
Yo = 3 Pkt (3.22)
k=0

sendo que os coeficientes hj s&o as constantes do filtro, #,_; sdo os dados de entrada e y,, os
dados de saida. A equacdo (3.22) é uma forma particular da fun¢io de aproximagio na forma
geral linear {(eq. (2.4}), definida no capituio 2,

M
ga(z) =Y airi(z),

i=0

note que Ay e 2,k (3.22) correspondem, respectivamente, a a; e r; na equagio acima.

Existem quatro possibilidades de um filtro FIR alcancar a propriedade de fase linear. Es-
sas possibilidades estdo relacionadas ao comprimento do filtro (M + 1, ou ordem M) e a
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Figura 3.9: Modelo de um filtro digital ndo recursivo

sua simetria, conforme mostra a tabela 3.1. Comparando-se as funcdes da tabela 3.1 com a
equacdo (3.22), observa-se que os temos ag, b, ¢ e di correspondem aos coeficientes hy; os
termos trigonométricos correspondem a z,—k.

O problema bésico do projeto de filtros nio recursivos é a determinacéo do nimero de termos
(M), e valores dos termos hy, para que se alcance o efeito desejado. Existem vdarios métodos
para projetar um filtro ndo recursivo em geral, na fase de aproximacdo sdo usadas trés medidas
de erro [30]. Uma das medidas ¢ o erro quadritico médio da aproximagdo da resposta em
freqiiéncia; outra medida utilizada é o erro maximo sobre regides especificadas da resposta em
freqiiéncia; a terceira medida ¢ baseada na aproximacio por séries de Taylor para a resposta
desejada. O método baseado na primeira medida de erro é chamado de Aproximagao por
Minimos Quadrados, o segundo é denominado Aproximagao por Chebyshev e o terceiro Método
de Butterworth.

A Figura 3.9 ilustra um filtro nio recursivo para o qual oy = O para bk < Qe parak > 3. A
saida do filtro é dada por:

3
Yn 2 hkﬁn—k
k=0

= hoz, +hizay + hozn_g + haTa_s.
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3.2.2 Filtros Digitais Recursivos

Filtros Digitais Recursivos sio também chamados de filtros digitais com resposta de impulso de
duragdo infinita ou "IIR filters”. Fsses filtros sio denominados recursivos porque seus dados
de saida (y, ) sdo calculados a partir da entrada () e dados prévios de entrada e saida (Tr-r
€ Yn—k, Tespectivamente). Isto é, a saida de um filtro digital recursivo é dada por:

M M
Un = Z heTp_p + Z CkYn—tk,s (3.23)
k=0 k=1

onde os coeficientes hi e di sio constantes para cada k.

Esses filtros s&o geralmente mais econémicos no tempo de execucdo e na necessidade de ar-
mazenamento de dados, comparando-os com os néo recursivos. Porém, filtros recursivos provo-
cam distor¢des de fase o que pode ser inaceitivel em algumas aplicagbes.

Alguns métodos para o projeto de filtros digitais recursivos sio baseados na conversio de
Butterworth, Chebyshev (I e II) [30]. As caracteristicas dessas aproximagdes sio baseadas na
combinacdo de séries de Taylor e aproximacio de Chebyshev nas faixas passante e de rejeicio.

A Figura 3.10 ilustra um filtro recursivo, construido a partir do filtro nio recursivo representado
na Fig. 3.9. Neste caso,

3 2
Yn = Z hezn_p + Z dkyn—k
k=0 k=1

= hotn + PiTa g + hoTng + hawn_3 + diyn1 + dotno.

3.3 Aplicacao do problema de aproximacio de fungées no pro-
jeto de filtros digitais

A meta do problema de aproximacio é obter os coeficientes hy e dg, para 0 < k < M, tal
que a funcdo da resposta em freqiiéncia satisfaca as especificagdes do filtro a ser projetado. O
ndmero de métodos para aproximar funcdes é muito grande, assim como a possibilidade de
empregd-los no problema da aproximagio da resposta em freqiiéncia de um filtro digital - a
primeira fase do projeto de filtros (se¢do 3.1.5).
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Figura 3.10: Modelo de um filtro digital recursivo

No projeto de filtros digitais os métodos de aproximacio podem ser divididos em duas cat-
egorias, destinados, respectivamente aos filtros nio recursivos (FIR) e aos filtros recursivos

(IIR).

Este trabalho discute o uso de programagio linear para aproximar um filtro FIR de fase linear,
embora a aproximagio de Chebyshev seja citada pela literatura consultada, Portanto, a seguir
¢ dada uma breve apresentacio da aproximacio de Chebyshev,

3.3.1 Aproximagio de Chebyshev

A teoria da aproximagio de Chebyshev, quando aplicada ao problema de projetar um filtro,
fornece algoritinos para encontrar os coeficientes de wm filiro FIR de fase linear que tenha uma
resposta em freqiiéncia de valor minimo para o erro miximo. Uma aproximag¢io gue minimize
o0 erro maximo sobre um conjunto de freqiiéncias é chamada uma aprozimacdo de Chebyshev.

Esta aproximagéao é feita num padrdo minimax, onde o erro existente entre as funcdes ideal
e a aproximada & medido pela norma L. Ou seja, dada uma funcdo ideal H;y, deseja-se
minimizar o erro maximo produzido entre ela e a fungio de aproximagao H,,, definida abaixo:

M
H,, = Z a; cos{2mif).
1=

(3.24)

Sendo M a ordem do filtro (ou M +1 o seu comprimento), a; os coeficientes do filtro e # pontos
do intervalo onde a freqiiéncia é definida.
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Usando-se o erro méximo absoluto ponderado definido no capitulo anterior (equagdo 2.61),
tem-se:
Cmaz = max w(z0) | Hia(8) — Hapl0) | (3.25)

Dessa forma, o problema de projetar um filtro digital FIR com fase linear como um problema
de aproximagdo de Chebyshev, pode ser formulado matematicamente como || E(8)]],

£ = in,, e 200)]. (3.26)
Este problema, chamado de problema de aproximacio de Chebyshev para os filtros F IR, min-
imiza o desvio médximo sobre um conjunto de freqiiéncias. Ele conduz diretamente a uma
caracterizagdo de filtro 6timo em termos do teorema de alternacio, que declara a existéncia de
uma aproximacao de Chebyshev 6tima e tnica; o erro (ponderado) deste filtro timo possui,
necessariamente, caracteristica minimax. Este teorema, enunciado abaixo, pode ser encontrado
em Burrus, Roberts e outros 30, 36, 34].

Theorem 3 (Teorema de Alternagio) Se H,,(6) ¢ uma combinagdo linear de M+1 funcées
cossenos, isto €, se

M
Hop(8) = ) a; cos(2mif), (3.27)

i=0
entdo uma condigdo necessdria e suficiente para que H,,(6) seja tinica e @ melhor aprorimagdo
de Chebyshev ponderada para wma dada funcdo continua Hiy(#), sobre A, um subconjunto
compacto sobre (0,0.5), € que a fungdo erro ponderada E(6) = w(8) | H;g{6) — Ho,(8) | exiba
no minimo (M + 2} freqiiéncias extremas em A, isto é, devem existir (M + 2) pontos 6; em A

tal que
o< by <...< 8y < BM—H- (328)
Para estes pontos:
E(t) = ~E{6;11), :=0,1,2,...,M+1 (3.29)
e
| E(8;) |= max E(8). {3.30)

Os M + 2 pontos ordenados da lista (3.28) sdo os pontos onde o erro E(#) tem seus valores
extremos. O teorema de alterna¢io fornece elementos para o reconhecimento de uma solugio
6tima, mas ndo mostra diretamente como escolher os coeficientes do filtro. Desta forma,
dependo da interpretacio deste teorema, tem sido eriadas vérias técnicas para obter essa
solugdo étima [36, 30, 33, 34].
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3.4 Revisao da Literatura

O objetivo central deste trabalho estd na proposta de aproximar uma funcio através de técnicas
de programacao linear, aplicado ao projeto de filtros digitais FIR com fase linear; especifica-
mente, ao problema de aproximar a fungio da resposta em freqiiéncia do filtro a ser projetado.
A maijoria dos trabalhos pesquisados tratam do projeto de filtros digitais. Seus enfoques prin-
cipais sdo descritos a seguir.

3.4.1 Trabalhos em Aproximagio de Fungodes e Projeto de Filtros

No inicio de 1958 JAMES E. KELLEY [23] formulou o problema de aproximacio usando a
norma L, e, especificando a fungdo a ser aproximada f(z) e a de aproximacio g;(z),0< j < n
como reais e continuas sobre o intervalo fechado § do eixo real, considerando o problema sobre
um conjunto finito de pontos desse intervalo. Ele resolveu o problema através de polindmios,
isto é, fazendo g;(z) = z/. Mesmo usando fun¢des de formas especiais, assegurou a solucio do
problema para func¢des mais gerais.

KELLEY apresenta um algoritmo detalhado dos passos do Método Simplex que resolve a forma
dual do problema de aproximagdo. Segundo o autor, sua principal vantagem é a possibilidade
de aumentar os valores do grau do polinémio sem a necessidade de iniciar novamente o processo,
se o grau usado anteriormente nio produzir resultado satisfatério.

Em 1961, WARD [48] propos o uso de programagio linear no problema de aproximacio poli-
nomial, como uma forma eficiente de resolver esse tipo de problema. Fle visava usar essa
proposta para introduzir a programacio linear num curso de andlise numérica.

A aproximagdo da func¢do da resposta em freqiiéncia de um filtro digital FIR com fase linear
tem sido estudada desde o inicio da década de 70. Os autores propdem diferentes restricbes
para o problema, como também vdrias maneiras de abordi-lo.

TUFTS, RORABACHER e MOSIER [46], em 1970, estudaram formas para projetar filtros
digitais de maneira simples. Esses autores usaram a transformada discreta de Fourier para
algumas especificacdes de filtros e programacio linear para outras.

HELMS [17] em 1971 estudou diversas técnicas através das quais se pode determinar os coefi-
cientes de um filtro digital. Fez também um levantamento da técnica mais apropriada para as
especificagdes do filtro. Entre esses métodos estiio a programacio linear (através do método
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Simplex), programagdo nio linear e programacio inteira.

Uma pesquisa detalhada sobre o emprego de programacio linear no projeto de filtros digitais
FIR com fase linear foi realizada por RABINER (31, 32] em 1972. Ele formulou o problema
restringindo as fregiiéncias das faixas passante e de rejeicio a limites superiores e inferiores para
cada faixa. Também mostrou a possibilidade de empregar programacio linear para projetar
filtzos com restrigbes simultineas sobre as respostas em freqiléncia e no tempo, como ainda
para projetar filtros FIR bidimensionais.

Em 1973, SCHAFER e RABINER [39] fizeram comparagdes entre os filtros digitais FIR e IR
definindo qual dos dois é o mais adequado para realizar interpolacio. Os filtros digitais FIR
foram considerados os mais apropriados, sobretudo por atingirem facilmente a caracterfstica de
fase linear. Em seguida eles abordaram interpolagdes cldssicas, como as interpolagdes linear e
de Lagrange, cujas vantagens e desvantagens foram discutidas. Mencionaram ainda que através
de técnicas de otimizacdo linear ¢ possivel alcangar interpolagdes significativamente melhores ~
os testes realizados mostraram que o filtro 6timo projetado com programacio linear foi melhor
do que o obtido com Lagrange.

Técnicas para resolver o problema de aproximacio que determina os coeficientes do filtro,
através da minimizagio de uma medida de desempenho foram discutidas por RABINER, Mc-
CLELLAN e PARKS [34], em 1975. Em especial, esses autores estudaram a aproximacio
ponderada de Chebyshev e suas extensées, como por exemplo o algoritmo de trocas de Re-
mez. Também abordaram as técnicas de programacgio linear para a solugio deste problema
de aproximagdo restrito, como havia sido descrito por RABINER [31, 32], em 1972. Entre as
concluses, consideraram programacdo linear como o método mais simples para resolver este
problema quando restri¢des de resposta no tempo sio adicionadas.

Em 1979, STEIGLITZ [42] usou programacdo linear para projetar filtros FIR cuja resposta em
freqiiéncia na faixa passante é monotonicamente decrescente (ou crescente); restri¢oes extras no
dominio da fregiiéncia podem ser adicionadas ao problema, sem causar dificuldades na solucio.
Segundo o autor, a grande vantagem de programacio linear sobre o algoritmo de trocas de
Remez, por exemplo, estd na generalidade inerente & formulacio do problema. O Método das
Duas Fases e o Simplex Revisado foram usados para resolver o Dual desse problema, definindo
uma regra para evitar a degenerescéncia, {caracteristica comum no dual).

SAMUELI [38] em 1988 apresentou um algoritmo melhorado de programacio linear para o
projeto de filtros digitais FIR. Ele procurou evitar um nimero grande de divises do intervalo
de interesse, sem prejudicar o resultado final. Para isso, um problema de programacao linear
foi caracterizado com uma tinica inequagio para cada freqiiéncia extrema na faixa de rejeicio
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da resposta. Como a posigio das freqiiéncias extremas na faixa de rejeicio nio sdo conhecidas
a priori, ele usou uma aproximagéo iterativa, usando o menor ndmero possivel de pontos. A
cada iteracao do problema, os pontos de amostragem da fregiiéncia no intervalo sio ajustados
de forma a coincidirem com os extremos calculados, na faixa de rejeicio da resposta.

JOHNSON [21], em 1990, mostrou a possibilidade de encontrar uma solucio basica factivel
para o problema de aproximagio da resposta em freqgiiéncia, sem o uso de varidvels artificiais.
Esta técnica reduz significativamente o nimero de iteragdes necessérias para chegar & solucio
6tima {comparando-se, por exemplo, com o método das duas fases). JOHNSON alterou o
programa de STEIGLITZ [42] para eliminar a fase I e, onde necessario, introduziu restricdes
no dominio do tempo. Usou as mesmas especificacdes que STEIGLITZ [42] para projetar um
filtro, comparando o desempenho do método criado por ele com o método das duas fases;
obteve uma boa reducdo no nimero de iteragdes e no tempo gasto para a solucio do problema.

STEIGLITZ, PARKS e KAISER. [43], em 1992, usaram o algoritmo simplex, com duas fases,
para encontrar um filtro com fase linear, e de comprimento minimo, que atinja os limites pre-
scritos sobre a resposta em fregiiéncia. Para isso, maximizaram a distincia da fungio resposta
em freqiiéncia as restricdes de limite - segundo os autores, a maximizagio foi adotada para
evitar a ocorréncia de ciclagem no programa. O algoritmo desenvolvido é abrangente, criando
a possibilidade de projetar filtros com especificaces diferentes. Por exemplo, pode-se ajustar
o tamanho das faixas de rejeicio e passante, quando o comprimento do filtro é fixo. Restricoes
adicionais, como a monotonicidade da resposta para dar a caracteristica de magnitude fixa,
podem ser impostas nas faixas apropriadas de freqgiiéncia. O principal programa implementado
é o METEOR.

Um algoritmo capaz de projetar filtros com coeficientes complexos ou reais foi proposto por
BURNSIDE {6] em 1995. Esse autor usou uma variante do método Simplex, com a técnica
criada por STEIGLITZ [42] para evitar a ciclagem. Filtros de ordem muito grande (M = 1000)
foram projetados com esta téenica.

3.4.2 Comparagao com a metodologia Desenvolvida

Estre trabalho pretende examinar a viabilidade do uso de programacio linear para resolver
problemas de aproximagao de funcdes. Para isso, é realizado um estudo sobre o problema de
projetar filtros digitais FIR com fase linear com o objetivo de utilizar PL para resolvé-lo. A
seguir sao realizadas algumas comparagdes entre os trabalthos citados e o desenvolvido.
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KELLEY (23] e WARD [48] propuseram o uso de PL para o problema de aproximacio de
funcdes. Este trabalho além de propor PL para esse problema, aplica-o no problema de pro jetar
filtros digitais.

TUFS, RORABACHER e MOSIER [46] ¢ HELMS [17] fizeram um levantamento de qual
tecnica de aproximagdo é mais apropriada para determinadas especificacdes de filtro. FEste
trabalho enfatiza que o método Simplex é bom e flexivel.

A formulagio matemdtica, do problema de projeto de filtros FIR com fase linear, considerada
neste trabalho é a mesma feita por RABINER [31, 32], STEIGLITZ [42], SAMUELI {38],
JOHNSON [21] e STEIGLITZ, PARKS e KAISER [43].

STEIGLITZ [42] e STEIGLITZ, PARKS e KAISER [43], consideram restri¢des adicionais sobre
a monotonicidade da resposta em freqiiéncia do filtro. Essas restricdes nio sdo usadas nos
estudos deste trabalho. No entanto a flexibilidade da abordagem adotada permite considera-
las sem maiores dificuldades. Esses autores iniciam o Método Simplex através do Método das
Duas Fases; neste trabalho o método utilizado é o Big-M, como é descrito em maiores detalhes
no capitulo 5. JOHNSON [21] mostrou a possibilidade de iniciar o0 Método Simplex sem o uso
de varidveis artificiais.

Um problema comum apresentado pelo dual desse problema é a degenerescéncia. STEIGLITZ
[42] apresenta, no seu trabalho de 1979 uma regra simples com bons resultados para driblar
a ciclagem. Em outro trabatho STEIGLITZ, PARKS e KAISER [43] evitam a ciclagem ao
optar por maximizar a distdncia da resposta em freqiiéncia aos limites superiores e inferiores
prescritos. Neste trabalho, o problema de ciclagem foi evitado através de uma regra simples,
nao encontrada na literatura consultada — a regra é detalhada no capitulo 5.

SAMUELI [38] observou que a matriz das restrigbes é mal condicionada quando o nimero de
pontos discretizados no intervalo de interesse aumenta. Ele procurou contornar esse problema
por reducdo nas divisées do intervalo sem sacrificar a resposta final. Algumas consideragdes
sobre 0 mal condicionamento da matriz sdo discutidas no préximo capitulo.

STEIGLITZ, PARKS e KAISER [43] colocaram em dominio piiblico os programas produzidos
para o trabalho publicado em 1992. Esses programas foram usados nas comparagoes feitas no
capitulo 5.

Maiores informagées sobre o emprego do Método Simplex Revisado no problema de aprox-
imagao de fungdes, assim como as formulagbes do primal e dual, sdo apresentadas no préximo
capitulo.



Capitulo 4

Utilizacao do Simplex Revisado em
Aproximagao de Funcoes

Neste capitulo serd estudada uma das técnicas mais tradicionais e populares para a solucao
de problemas de otimizagao linear, o Método Simplex (Revisado). Em primeiro lugar haverd
uma descricao historica do surgimento do Método Simplex seguido de sua forma compacta, o
Simplex Revisado. Na seqiiéncia é feita a formulagio do problema de aproximar a resposta
em Ireqliéncia de um filtro digital, e, por iltimo, a andlise do método escolhido para a solugio
desse problema.

4.1 Histéria da Programacao Linear

O problema de programacio linear foi estudado inicialmente por George B. Dantzig, em 1947,
enquanto ele trabalhava para a Forga Aérea do Estados Unidos, resultando no desenvolvimento
do Método Simplex. O termo Programacdo Linear foi sugerido por T. C. Koopmans, em 1951,
como uma alternativa para a forma inicial “Programacio numa estrutura linear” [9].

Desde a origem desse método, muitas pessoas tém contribuido para o crescimento da pro-
gramacdo linear através do desenvolvimento da sua teoria matemitica, criando novos algorit-
mos, explorando novas aplicacdes e a usando como ferramenta para resolver problemas mais
complexos, como programas discretos, programas nio lineares, problemas combinatoriais, prob-
lemas de programacio estocdsticas e problemas de controle 6timo. O método Simplex possui,
teoricamente, tempo de convergéncia exponencial em andlise do pior caso (os algoritmos com
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tempo de convergéncia exponencial sao evitados, quando possivel); mas na pratica seu desem-
penho ¢ muito bom {ou seja, a convergéncia na pratica é muito methor do que a convergéncia
no pior caso). Em 1975, L. V. Kantorovich e T. C. Kcopmans receberam o prémio Nobel de
Ciéncias Econdmicas por “suas contribuicbes para a teoria de distribuicio étima de recursos
[12]. Em 1979, L. G. Khachian provou que o Método dos Elipsdides ! encontra uma solucio
6tima de um problema de programagio linear num tempo polinomial, mas infelizmente a supe-
rioridade tedrica desse método ndo pode ser realizada em aplicagdes praticas {12]. Em 1984, N.
Karmarkar divulgou o Método Projetivo que além de ter um desempenho superior ao Método
Simplex também possui um grande potencial para resolver problemas praticos de grande es-
cala. Ele trabalha de forma diferente do Método Simplex, pois aproxima a solucio através
do interior da regido factivel, ¢ uma aproximacio de pontos interiores. Ultimamente, novos
algoritmos de pontos interiores foram propostos a partir do conceito de trajetéria central, que
se tornou tema de interesse de muitos pesquisadores [9].

A concentragao de pesquisas sobre os métodos de otimizagio linear, é motivado pelo grande
nimero de problemas existentes nas dreas industrial, econdmica, médica entre virias outras.

No proximo item discute-se a formulagdo padrao e as variantes de um problema de programacéo
linear e como opera o Método Simplex {Revisado).

4.2 O Método Simplex

Um problema de programagio linear na forma padrdo pode ser escrito da seguinte maneira:

min z=cixy F+ g+ -+ cpy
sujeito a a1121 + 1282 + - F a1, = by
a1y + @Zp b v - AT, = by
{4.1)
Um1Z] + Gr2aZa + o QmnZy = by
Lty Ly...,Tp 20
O problema (4.1) também pode ser formulado usando a notacio matricial, da formas:
min z = ¢'x
s. a Ax =b (4.2)

x >0

IProposto por N. Z. Shor, 1. B. Yudin ¢ A. S. Nemirovskii
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c’ representa um vetor transposto ¢! = (¢1,...,¢,); X, b sido vetores colunas
Ty by
Z3 by
X = " b= . , (4.3)
Tn b

A, n uma matriz representada por:

11 12 - Qin
a1 G2 -+ O2n

A= i . (4.4)
Om1 Qm2 " Gyn

A solugido 6tima visa encontrar um vetor x, entre todos os vetores factiveis, que minimiza a
fungido objetivo e satisfaz as restrigdes do problema.

O problema de programagio linear pode minimizar ou maximizar uma funcio objetivo linear e
as restrigdes podem ser equages e/ou inequagdes, as quais sdo facilmente manipuladas para se
transformarem de uma forma para outra. Essas manipulacdes sio muito tteis na programacio
linear, principalmente para deixar o problema na forma padrao, exigida pelo Método Simplex.

A decomposigao do sistema (4.2), em bésico (B) e ndo basico (N), é necesséria para o mecan-
ismo do Método Simplex. Supondo que a matriz A, tenha posto completo (posto de A = m)
e m < n, pode-se selecionar m colunas LI que formam uma matriz base By, nio singular.
Sem perda de generalidade a particio de A pode ser feita como:

A=|BIN], x:{XB}, e c={°5} (4.5)

Xy N

sendo B € R™™ a matriz base descrita anteriormente, N € R™("~™) 3 matriz ndo bdsica.
As varidveis bdsicas sdo representadas pelo vetor xg e as varidveis ndo bdsicas por Xy. Ree-
screvendo o sistema (4.2), tem-se:

Bxg + NXy =B = Isxg = B™'b - B"'Nxy, (4.6)
a0 substituir (4.6) na funcdo objetivo de {4.2), obtem-se:

z = chxB-l—cfva
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Regido
factivel

/ N

Figura 4.1: Interpretagio geométrica de um problema de programacio linear

Solugio Otima

= cx(B~'b - B™INxp) + chyxpy
= cgB b - 5B ! Nxy + clyxy

= E4+ Y (e -z, (4.7)
JEI(N)
sendo I( V) o conjunto dos indices das colunas nio bésicas e z; = ¢, B a;, com a; representado
a j-€sima coluna ndo bdsica da matriz A.

Diz-se que o vetor x € uma solugdo bdsica de (4.2) quando em (4.6) xg = B™'b e xy = 0;
se Xp 2 0 entdo a solugdo basica é uma solugdo bdsica factivel para o sistema.

O Teorema Fundamental da Programacde Linear [4, 26] estabelece que, “se existe uma solucdo
otima para o problema, existird uma solucio bdsica 6tima”. Assim pode-se restringir a procura
de solugoes otimas ao conjunto de solugdes bésicas factiveis.

A interpreta¢do geométrica (figura 4.1) de um problema de programagao linear leva a delimitar
uma regiao, chamada regido factivel, através das restricdes do problema que formam um con-
junto convexo (p = {z € R*[Ax = b, x > 0}) onde estdo as suas solucdes factiveis. Todo ponto
extremo desse conjunto corresponde a uma solugio bdsica factivel; a solucdo basica factivel
6tima serd alcangada quando o Método Simplex tiver “caminhado” pelos ponfos extremos que
methoram a fungao objetivo, encontrando o ponto étimo.

Deve-se enfatizar que o Método Simplex nio precisa explorar todos os pontos extremos factiveis
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para chegar a solugdo basica factivel étima. Por exemplo, num problema de minimizacio
como o (4.2}, ao partir de uma solugdo basica factivel ele evolui iterativamente através dessas
soluges, melhorando a fungdo objetivo. A cadaiteragio a condigio de otimalidade é verificada,
isto é, se para cada varidvel nio hésica {z;) os (¢; — 2;), 7 € I(N) de (4.7) sio maiores ou
iguais a zero (ou seja, aumentam o valor da fungio objetivo) entdo a solucio corrente é Gtima;
caso contrario uma varidvel ndo bésica que melhora valor da fungio objetivo se torna bésica.
Em seguida, sdo feitas as atualizacbes necessdrias para a continuagio deste processo iterativo.

Se o problema, na forma padrio, ndo possul uma base inicial factivel B {geralmente a iden-
tidade), entao é aplicado um mecanismo que encontra uma solucio basica factivel inicial que
possibilitara o procedimento iterativo de buscar a solugio étima. Existem virios mecanismos
que fazem isso, entre eles o Método das Duas Fases e o Método do Big-M [4]. Esses métodos
introduzem varidveis artificiais no problema quando nio existe uma solucdo inicial factivel
para comecar o método Simplex. O processo do método Simplex é iniciado com essas varidveis
artificiais fazendo parte da base inicial factivel (B), e termina quando elas nio pertencem mais
a essa base. Neste ponto do procedimento é encontrada uma base factivel para o problema, que
contém somente as varidveis originais. As varidveis artificiais sdo desconsideradas no algoritmo
e o método Simplex é processado até encontrar a solugio Gtima para o problema.

4.2.1 O Algoritmo Simplex

‘Tendo encontrado uma base inicial factivei com zp > 0, zx = 0, 0 Método Simplex pode ser
iniciado. Ele é resumido na seqiiéncia de passos abaixo.

e Passo 1 - Resolva o sistema Bxg = h.
xg =B~ 'b = b, xy =10 e z=cgB b = cpxp.
e Passo 2 - Calcule os custos relativos referente a todas as varidveis nio bdsicas, ou seja:
¢ tplng 4 N
cy —~egB™T'N = Z (e; — z5)z;. (4.8)
JEI(N)

Verifique se existe algum j tal que ¢; — 2; < 0. Se nfo existir, pare; a solu¢do é tima.
Sendo, selecione uma varidvel z; para entrar na base sendo que,

Ch — Zp = jg}%g}){q ~ %} (4.9)
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e Passo 3 - Observe a coluna k& da matriz de restricdes A. Se todos os elementos dessa
coluna ( y) forem menores ou iguais a zero, y; < 0, pare; a solucio é ilimitada. Se ao
menos um elemento nessa coluna k tal que y; > 0, prossiga.

e Passo 4 - A varidvel z; deve entrar na base; a varidvel de bloqueio z, que deixard a
base deve ser identificada através do teste da razéio:

b s 1 by
o= mm{a*; | vix > 0}
e Passo 5 - Atualize a matriz A efetuando operagdes de pivoteamento. O elemento a,

deve ser reduzido & unidade, enquanto e, ¢ # r é reduzido a zero. Ou seja:

Quando ¢ # r faga

e — .. BriOik
iy = ay; _J_ark
Sendo, faga
. = i
rj = 5+

Atualize os custos relativos e o vetor b,

e Passo 6 - Repita o algoritmo a partir do Passo 2 até o processo parar no Passo 2 ou 3.

O Método Simplex realiza (no Passo 3) uma grande quantidade de cdlculos (e 0s armazena);
uma boa parte desses cdlculos nfio sdo usados para conclusdo da iteragio nos passos seguintes.
O Método Simplex Revisado é um procedimento para a implementacio dos passos do Método
Simplex, que procura economizar calculos e requisitos de memdria.

A descrigio dos passos e dos testes realizados pelo método Simplex Revisado serd feita na
proxima secao. O Simplex Revisado é o algoritmo empregado para aproximar a funcio da
resposta em freqiiéncia de um filtro digital.

4.3 Método Simplex Revisado (Primal)

0O Método Simplex Revisado é uma técnica computacional eficiente que aplica as idéias prin-
cipais do Método Simplex. . O Simplex Revisado realiza de forma mais eficiente os passos 2,
3 e 5 do algoritmo Simplex, como é descrito a seguir.

¢ Passo 2 - Encontre o vetor das varidveis duais w, resolvendo o sistema wB = cg.
Calcule o custo relativo ¢; referente a todas as varidveis ndo bdsicas, j € I{N), da
seguinte forma;:
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€y — 27 = ¢ — Way.

Verifique se existe algum 7 tal que ¢; — wa; < 0. Se ndo existir, pare; a solucio é étima.
Sendao, selecione uma varidvel ¢ para entrar na base, cujo custo relativo é negativo (em
geral o mais negativo entre todos).

e Passo 3 - Resolva o sistema By, = a;. Se y; < 0 para todo k, pare, a solucdo é
ilimitada. Se houver ao menos um elemento k para que y; > 0, prossiga.

e Passo 5 - Atualize B™! e as varidveis basicas como segue:

Para 1 =1 a m faga
Para =1 a m faca
Se 1 #£ 7
B(i,j) + B(i,j) - Bk,
B(i) + B(i) ~ H0ud,
Sei=vr
. Blr,;
B(Tsj) ﬁm ’3}(’;.{) s
b(r) 27({;% )
Fim (se)
Fim (para j)
Fim (para i)

O maior esforgo computacional desse método, a cada iteragio, estd no cédlculo das varidveis
b ind 1,
Ykr - mln{ylr Eyik >

duais (w = ¢gB~!), na coluna atualizada (yx = B™'a;), no teste da razio
0} e principalmente na atualizacio da matriz bisica B—L.

4.4 Problema Dual

O problema de programagio linear primal (4.2), definido pela matriz de restricées A, o vetor
do lado direito b e o vetor custo ¢, possui outro problema de programagio linear ao qual estd
associado, chamado Problema Dual [4], construido com o mesmo conjunto de dados A, b, c.

A anilise desses problemas sdo fundamentais na hora de resolvé-los, pois existe relacdes entre
suas solugbes como diz o teorema fundamental da dualidade [4].
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Theorem 4 (Teorema fundamental da dualidade) Com respeito aos problemas de pro-
gramagao linear primal e dual, apenas uma das ofirmacées € verdadeira,

1. Ambos problemas possuem solugdes dtimas z* e w* com ca™ = w*h,

2. Se um problema tem funcdo objetivo com valor ilimitado, o outro problema deve ser
infactivel.

3. Ambos problemas sdo infactiveis.

A teoria da dualidade é extensivamente estudada na literatura especializada em otimizacio
4, 9, 12, 28, 26].

Considere o problema de programacao linear primal na sua forma padrio %:

min z = cix
s. a Ax =b (4.10)
x 20,

A g g, ce R, x € k™, b ¢ ®™,

De acordo com a teoria da dualidade, existe um problema dual correspondente a esse e através
das relagbes existentes entre eles, o dual assume a forma:

max z = biw
s. a Alw =e¢ (4.11)
W irrestrito.

O vetor w é a solug¢do dual se as resticbes do problema forem satisfeitas.

A idéia de aproximar uma funcio através de técnicas de programacio linear, nesse caso o
Simplex Revisado, visa explorar a estrutura do problema primal e dual resultantes para essa
aplicacdo, procurando encontrar a forma mais adequada para buscar a solucdo 6tima. A analise
desses aspectos é o tema da préxima segao.

4.5 Caracterizagcao do Problema

No capitulo 2 foram descritas algumas técnicas que sdo empregadas para resolver o problema
de aproximagio de fungdes, assim como algumas consideracdes (se¢io 2.5.4) sobre a aplicagio

*Foi descrito em (4.2) e agora reescrito aqui para facilitar a visualizacio das alteracées ocorridas com o dual.
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de Métodos de Programagio Linear para esse caso.

O problema de aproximar uma funcio usando, como definicao de otimalidade, o erro méximo
absoluto (otimizagio L), resulta num problema de programacio linear, descrito em {2.65).
Esta estrutura pode ser usada para aproximar fungdes continuas e descontinuas, através de
qualquer tipo de fungido de aproximacio, como fungbes trigonométricas ou polinémios. Essa
abrangéncia sobre o emprego de funcdes é uma caracteristica bastante importante da pro-
gramacao linear, pois hd a possibilidade de resolver probiemas que 0s métodos tradicionais nio
conseguem; além de permitir que se “trabalhe” a formulagdo do problema, por exemplo, in-
serindo novas restri¢oes, definindo pesos para diferentes regides do intervalo de trabalho. Qutra
vantagem estd na manipulagdo da prépria técnica, que pode ser adaptada is particularidades
do problema visando economia de cdlculos, de espaco de armazenamento dos dados, enfim a
eficiéncia do algoritmo.

Embora o problema de aproximar funcbes esteja presente em diversas dreas, este trabalho
propoe resolver aproximacdes de fungdes via programacao linear, com aplicagio no projeto de
filtros digitais.

Como foi visto no capitulo 3, a ferramenta fundamental do projeto de filtros digitais é a
aproximacdo da resposta em freqiiéncia. Para resolver esse problema, é essencial que sejam
feitas algumas especificagdes como:

. O filtro a ser projetado é Recursivo ou Nao Recursivo?
. Qual é o tipo de filtro com relagao a faixa de freqiiéncia filtrada?
. Que tipo de resposta de fase deve possuir o filtro desejado?

1
2
3
4. Em que intervalo sera feita a aproximacgio?
5. Qual é o intervalo da regido de transicio?
6

. Haverd alguma restricdo que limitard superior ou/e inferiormente a funcio da re-
sposta em freqiiéncial
7. Se a questao anterior for afirmativa, em qual faixa existird a restricio, na passante,

de rejeicdo ou nas duas?

8. Outros...

H& muitos aspectos que podem ser abordados sobre esse problema, os quais sio definidos de
modo a atender uma necessidade do problema ou requisito do projetista. Para a formulacio
do problema estudado neste trabalho, considera-se as seguintes caracteristicas:

1. Filtro Digital Nao Recursivo, definido pela equagio {3.22);
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Filtro Digital Nao Recursivo Passa-baixa;
Filtro Digital Nao Recursivo Passa-baixa com fase linear;
Aproximagéio serd realizada no intervalo {0,0.5};

Faixa de transigdo serd compreendida entre (0.2,0.3) — Programa SemlIntervalo;

> oo o

Regiao de transicio compreendida entre (0.25 — 1078,0.25 + 107%) — Programa
ComlIntervalo.

Para resposta em [reqiiéncia simétrica, de um filtro passa-baixa, foi escolhida como funcéo
de interpolagdo uma série de cossenos com intervalo normalizado (conforme a tabela 3.1 no
capitulo 3). Desta forma, escreve-se a fungéo de aproximagio (2.4) como:

M
ga(z) = Zai cos(2rai). (4.12)
1=0
Como o problema é considerado de forma discretizada, os pontos sio selecionados no intervalo
de trabalho pela definicio (2.42) apresentada no capitulo 2. O modelo definido em (2.65) é
agora reescrito, representando matematicamente o problema primal da aproximacio da re-
sposta em freqiiéncia desse filtro:

min Z
5. a
—-5 M a; cos(2mzpi) — 2.1 < - flax) (4.13)
M . k = 0, 1, ey N
doimg @i cos(2rzpe) — 2.1 < flzg)

a;, t=10,1,..., M livres.

Observe que o ndmero de colunas da matriz de restri¢des é (M + 2) e o nimero de linhas é
(2N +2). O nimero de pontos discretos no intervalo de interesse é (N + 1).

Se N for aumentado de forma indefinida o ntdmero de restrigdes crescerd significativamente,
o que gera um gasto de memdria excessivo com cdlculos. Isso torna conveniente a andlise do
problema Dual correspondente:

max = Silo Flar)ve + T80 f(2) N4
5. a
- S g cos(2mmpidg + Zé'\;o cos(2mz;i)ongir =0, i=0,1,..., M (4.14)
—Til e =1
w <0, Yk,

Nessa versao (4.14) do problema dual as varidveis de decisio sio negativas. Para colocar o
problema na forma padrio, torna-se necessaria a substituicio dessas varidveis.



4.5  Utilizagdo do Simplex Revisado em Aproximacao de Funcées 53

Fazendo-se v = —u, tem-se:
u; > 0. (4.15)

Apos as substituicdes das varidveis, tem-se o seguinte problema dual:

max Tilo flar)ur = SN f(2)uvsi
5. &
T cos(2masi)uy — LN g cos(2masi)unyign =0, i=0,1,..., M (4.16)
NFLy o
k=0
up > 0, vk,

Nos proximos itens, faz-se uma andlise mais detalhada dos problemas primal (4.13) e dual (4.16),
Procurando-se destacar suas caracteristicas e propriedades. A abordagem desses aspectos é
realizada separadamente, iniciando-se com o problema primal.

4.5.1 Caracteristicas do Problema Primal

O problema primal {4.13), possui muitas caracteristicas que influenciam no desempenho do
Método Simplex Revisado, na estrutura, etc.

Como esse problema n&o estd na forma padrao, deverdo ser adicionadas (2N + 2) varidveis de
folga. Issas variaveis representam o valor necessario, maior ou igual a zero, que cada uma das
inequagoes pertencentes as restrigdes precisam para se tornarem equacoes, isto &, para que a
somatoria do lado direito seja de mesmo valor do apresentado ro lado esquerdo. Sendo elas
adicionadas ao sistema, formam uma base inicial factivel, ndo sendo necesséaria a presenca de
varidveis artificiais para iniciar o processo. Mesmo assim, o tamanho do sistema atmentou em
(2N + 2} colunas e se N, o nimero de pontos selecionados no intervalo de trabalho, tiver um
valor elevado o aumento sera considerdvel.

Além disso, a grade de pontos selecionados nesse intervalo se torna cada vez mais densa a
medida que N cresce. Segundo Samueli [38], este fato pode provocar instabilidade numérica;
o alto nimero de restrigdes no problema pode, também, causar dificuldades numéricas nas
operagdes de pivoteamento do Método Simplex Revisado.



4.5  Utilizagao do Simplex Revisado em Aproximacdo de Funcées 54

4,5.2 Caracteristicas do Problema Dual

O problema dual apresentado em (4.16) possui (M +2) restrigdes e j4 estd na forma padrio. De-
vido ao fato dele ndo apresentar uma base inicial factivel, deve-se adicionar varidveis artificiais
para iniciar o Método Simplex Revisado.

Eisse é um problema degenerado, isto é, (M + 1) das (M + 2) varidveis bdsicas possuem, no
inicio, valor zero em (4.16). Isso implica que existirdo muitos empates no passo 3 do método,
o teste da razéo. Steiglitz [42], resolveu esse problema escolhendo o maior pivé entre todos
aqueles que se encontram nos empates ocorridos no teste da razio. A solucio usada para
resolvereventuais problemas de convergéncia devido a empates no passo 4 serd discutida no
proximo capitulo.

O problema dual é ficil de ser implementado e oferece economia no armazenamento dos dados
e nos célculos realizados pelo Simplex. Além disso, o nimero necessdrio de varidveis artificiais
que serao introduzidas no sistema é (M + 2), ou seja, um valor bem menor que a quantidade
de varidveis de folga necessdrias no primal. Tanto no dual como no primal hé o problema de
considerar matriz de restri¢des mal comportada, conforme é discutido a seguir.

4.5.3 Caracteristicas da Matriz de Restrigdes

A matriz A, gerada pelas restri¢des do problema, possui duas caracteristicas muito impor-
tantes, que devem ser avaliadas no instante de resolver o problema.

Samueli [38] verificou que a matriz é mal condicionada quando o filtro é de alta ordem (alto valor
de M). Entretanto, através dos testes realizados, foi constatado que a matriz de resticdes s6 seré
mal condicionada, a medida que a ordem do filtro (M) cresce, se o problema considerado nao
definir a aproximagao sobre a faixa de transi¢io, como foi mostrado na Figura 3.8 (¢). Ou seja,
quando no primal/dual ndo existir as linhas/colunas correspondentes as restricdes/varidveis
compreendidas na faixa de transicdo. Caso contrério, quando todos os pontos do intervalo sio
avaliados, inclusive os da regido de transicio (Fig. 3.8 (b)), a matriz é muito bem condicionada,
mesmo que corresponda a um filtro de alta ordem. O ndmero de condigio dessa matriz gira
em torno de = 1,45, o que significa, teoricamente, que a solugio encontrada para o sistema é
confidvel.

Do ponto de vista tedrico, um sistema que contém uma matriz mal condicienada pode ou nio
apresentar distor¢do nos resultados. Foi observado, no projeto de filtros, um caso em que a
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matriz de restrigbes é mal condicionada, mas “a priori” nfo hi como afirmar que o resultado
obtido a partir dessa matriz sofre desvios devido & esse problema. De fato, os resultados
encontrados nos testes realizados no capftulo 5 foram bouns.

Analisando o problema de projetar um filtro digital sob o aspecto fisico, é mais adequado
considerar a fun¢do da resposta em freqiiéncia apenas sobre a faixa passante e a de rejeicio
(Fig. 3.8 (b)), mesmo que sob o aspecto computacional exista o problema de realizar cdlculos
com uma matriz mal condicionada. Neste trabalho, o intervalo de interesse é considerado de
ambas as formas.

4.6 Analise do Simplex Revisado

O uso de técnicas de programacdo linear para resolver o problema de aproximagio de funcdes
¢ muito atraente devido & sua versatilidade e maleabilidade. Mesmo nio apresentando uma

" 3 como vérias técnicas apresentam, e como preferem e defendem alguns

“solucdo fechada
autores, as vantagens verificadas pelo uso de Programacao Linear nesse caso sao evidentes e

devem ser consideradas.

No problema de projetar filtros digitais, as qualidades do projeto por filtros digitais sdo ob-
servadas a todo momento, principalmente no instante de manipular o modelo matematico que
pode ser adequado a diversas situagdes. Algumas dessas possiveis adaptacdes do modelo sio
descritas a seguir.

Rabiner [31] citou que, ao usar o algoritmo de maior passo de descida, as restricdes sobre a,
faixa passante ndo podem ser mantidas, mas através do uso da Programacio Linear, relacbes
entre as faixas passante e de rejeicdo podem ser estabelecidas. Segundo ele, existem outras
vantagens no uso de PL:

* A convergencia do procedimento é garantida dentro de um ndmero fixo de iteracdes;

¢ Fregiléncias criticas da resposta desejada podem ser exatamente especificadas;

O método pode ser usado em problemas de projeto com paridmetros muito variados;

¢ Finalmente, com a existéncia de técnicas de Programacao Linear Inteira, o problema
de projeto pode ser combinado com o problema de avaliar os coeficientes para projetar
filtros Otimos com um comprimento prescrito.

3Ver capitulo 2
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A programagio linear permite flexibilidade na modelagem do problema de aproximar a funcio
da resposta em fregiiéncia, pois é possivel introduzir ou retirar restricdes, e mesmo fixar
pardmetros (coeficientes do filtro) em valores determinados.

A abrangéncia da programacao linear permite, por exemplo:

1. Aproximar fungdes descontinuas (caso dos filtros digitais);

2. Usar série de cossenos ou senos como fungio de aproximacgio (caso dos filtros
digitais);

3. Usar como fungbes de aproximagio polinémios, splines, para aproximar outros
tipos de funcdes;

4. Interferir num modelo buscando atingir uma meta determinada, etc.

O algoritmo usado para projetar filtros digitais ndo recursivos com fase linear serd descrito no
proximo capitulo.



Capitulo 5

Implementacao e analise do trabalho

Este capftulo tem o propdsito de discutir as implementagdes do algoritmo; mostrar e com-
parar os resultados computacionais obtidos com o trabalho METEOR [43], buscando avaliar
os desempenhos com relagao aos objetivos propostos.

A idéia de usar o Método Simplex Revisado, para resolver o problema do projeto de filtros é
atraente pela possibilidade de usar na implementac¢io do método as caracteristicas do problema.
Embora o algoritmo do Simplex Revisado tenha sido descrito no capitulo anterior, é necessirio
revé-lo, mostrando as adaptagoes as particularidades do problema. Além das alteracdes, foram
feitas varias versdes do algoritmo, as quais interpretam o mesmo problema sob pontos de vista
diferentes.

5.1 Consideragoes sobre a implementacao

Inicialmente foram analisadas as caracteristicas do problema procurando enquadra-las de forma
coerente com o algoritmo do Simplex Revisado. Tsso foi feito com o intuito de construir um
Unico programa que realizasse todas as tarefas ao mesmo tempo, ou seja, gerasse os dados do
problema e o resoivesse.

O programa solicita ao usudrio dois pardmetros responsdveis pela formacio dos dados do
problema. Issas informagdes de entrada dizem respeito ao comprimento do filtro (M + 1) e
aoc nimero de divisdes que o intervalo deverd possuir (N). Isto é, sfo as especificacdes do
filtro que se deseja projetar. No final do processo, o programa devolve as varidveis duais que
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atingiram o valor dtimo e a func¢io objetivo que estima o erro absoluto maximo.

Outro aspecto a ser considerado é o fato do problema dual (eq. 4.16) nio possuir uma base
inicial factivel, o que torna necessaria a introdugdo de varidveis artificiais e o uso de algum
método para iniciar o processo de otimizagio. O método escolhido para realizar essa tarefa foi
o Big-M [28, 4], que se mostrou adequado & aplicagdo, além de ser facilmente implementado.

Esse problema é altamente degenerado, pois o vetor do lado direito possui todos os elementos
iguais a zero (com excessdo do iltimo que possui valor igual a unidade {eq. 4.16). Para
resolver a degenerescéncia do problema foi utilizado um processo simples que consiste em
definir, inicialmente, todos os elementos da tltima coluna da matriz inversa da base com valor
um, gerando um vetor solugdo inicial com componemtes iguais a um, por exemplo:

[ 10001 o1 1
01001 Zg 1
00101 |.] 23 | =11 (5.1)
00011 T4 1

| 00001 | [ a5 [ 1]

Como pode ser observado é apenas um artificio para evitar uma possivel ciclagem do método
[4], e ndo produz nenhuma alteracio no valor da solucio. Essa alternativa é diferente da usada
por Steiglitz [42], Johnson [21] e por Kaiser, Parks e Steiglitz no trabalho METEOR [43].

Maiores detalhes da implementagéo sio descritos a seguir.

5.1.1 Estruturas usadas no programa

A linguagem de programacéo usada é o Pascal 6.0, e a maioria das varidveis do algoritmo sao
usadas com precisdo dupla, procurando um resultado mais preciso.

Conforme explicagdes anteriores, o programa gera os dados do problema a partir de dois
parametros: o comprimento do filiro (M + 1) e o nimero de divisdes do intervalo (N); esse
parametros sdo a base dos calculos dos componentes do problema.

Segundo a formulagio do problema dual (eq. 4.16), pode-se observar que cada coluna é formada
com a informagao de um ponto especifico do intervalo discretizado, e que a mesma coluna se
repete com os sinais trocados. Através dessa observagio, decidiu-se agrupar os dados referentes
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Numero Téx da linhas

— L

Marfestﬁpées

Q@i

Figura 5.1: Estrutura usada para armazenar a base

a essas colunas (inclusive as artificiais). Para isso, fol usado um registro com os seguintes
campos:

1. Informagio se a varidvel é ou nao bdsica;

2. Custo da funcao objetivo correspondente;

3. Ponto discreto do intervalo referente a coluna;
4. Se a coluna é positiva, negativa ou artificial;

5. Ponteiro que indica o préximo registro do problema.

Os elementos utilizados pelo Simplex Revisado na solugio do problema, possuem estruturas
distintas, descritas a seguir:

» A base (B) é armazenada num vetor {veja Fig. 5.1) de dimensio igual ao nimero maximo
de restri¢des do problema (MaxRestrigdes); cada elemento desse vetor é um ponteiro
para um registro, como o descrito hd pouco.

¢ A inversa da base (BI) é armazenada num vetor (Fig. 5.2) de dimensio MaxRestrigGes,
sendo que cada elemento desse vetor é um ponteiro para outro vetor de dimensio MaxRe-
strighes que possui o conteddo das linhas da matriz inversa da base.

¢ A solugao bdsica (x;) é indicada por um ponteiro e armazenada num vetor de dimensio
MaxRestri¢oes, conforme a Figura 5.3.

Essa forma de armazenar as informagoes evita que sejam reservados grandes espacos para a
matriz de restricdes, e para a matriz inversa da base.
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Némero de. de linhas Max$ﬁ1ﬁ966

~~— Nimero max. de linhas

= MaxRestricdes

Figura 5.2: Estrutura usada para armazenar a inversa da base

Pode-se verificar que a matriz das restrigdes nao ¢ armazenada por inteiro, isto é, nio sio
armazenadas suas linhas nem suas colunas, mas apenas as informacdes necessirias para gera-
las.

Em seguida, é descrita a maneira com que o algoritmo trabalha com as informacées da matriz,
armazenadas nos registros descritos.

5.1.2 Leitura dos dados do problema

Durante a realizagio do Simplex Revisado, o método utiliza as colunas da matriz de restrigdes
em duas situagées: na hora de selecionar a varidvel que entrard na base e de selecionar aguela
que a deixard. Mesmo assim, ndo é preciso calcular explicitamente as colunas da matriz, pois
nos dois casos elas equivalem a calcular um polindmio complexo.

Desta forma, ao invés de calcular as colunas e apds isso efetuar o produto com outros vetores
(realizar um produto interno), optou-se por calcular o polinémio complexo que esquivale 3
essas duas agdes. Quando a coluna em questio se refere as varidveis artificiais, o procedimento
é mais simples porque as primeiras (M + 1) colunas sio da forma e; o que dispensa calculos,
e a tltima coluna (M + 2) equivale a somar todos os elementos do vetor pelo qual ela seria
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Nimero m{ix. de finhas Mafosm'p Ges

Solugdgo —=

Figura 5.3: Estrutura usada para armazenar a solugio
multiplicada (devido ao critério adotado para evitar a ciclagem no método).

Para facilitar o entendimento desse processo, os passos do algoritmo sio detalhados em seguida:

e Passo 1: O algoritmo requisita informacdes, ao usuério, sobre o comprimento do filtro
e o niimero de divisdes do intervalo.

¢ Passo 2: A partir das informagées do Passo 1, o algoritmo:

1. Calcula os pontos de discretiza¢io do intervalo e aloca, em registros, as informacdes
bésicas sobre a coluna que cada ponto discreto representa.

2. Constroe a inversa da base, preparando-a, para evitar a ciclagem do problema.

3. Gera o vetor de solucdo, assim como a base inicial que aponta, no comeco, para
registros que contém as informacdes das varidveis artificiais do problema.

¢ Passo 3: E neste ponto que o método Simplex Revisado se inicia. Ele calcula w = egB~!
e para cada variavel ndo bdsica calcula:

cp—2zp = mun {c; - zy
BT jeI(N){ il
ou seja,
cp — =  mi . — wa, 5.2
e-z = min {o; - way}, (5.2)

sendo que wa; pode ser calculado como um polinémio complexo, pois a; representa
uma coluna com a seguinte estrutura:

a — cos(2rz;ey, i=0,1,..., M
T i, i=M4+1

F=0,1,...,2N + 1.
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Observe que o produto wa; pode ser calculado conforme o algoritmo:

Se z; for uma var. artificial faga
Se z; ndo representa a coluna (M + 2) da inversa da base faga
T wii);
Sendo faga
rr e w(M + 2);
Para 1=1a M 41 faga
T rr — w(i);
Fim (Para)
Fim (Se)
Fim (Se)
Se r; ndo representa uma var. artificial faga
7T 4~ 0;
ri & 0
a—2+mxz(f);
zr 4 cos(a);
zi  sinf(a);
Para ¢ = (M + 1) downto 1 faga
I7 4 TT X IT — 71 % T2
7L~ 7T % T4 Tk TT
T tr + w(i);
Fim (Para)
Se a coluna em questdo for positiva faga
rr = w(M 4+ 2)+ rre;
Fim (Se)
Se a coluna em questio for negativa faga
T w(M +2)—rr;
Fim (Se)
Fim (Se).

e Passo 4: Se ¢; — 2, calculado no passo anterior for maior ou igual a zero pare; a
solugdo é 6tima. Sendo calcule y; = B~'a; neste ponto observe que o produto interno
de cada linha de B™! com a coluna ay, pode ser efetuado com o mesmo procedimento
descrito no Passo 3, bastando substituir a varidvel w(z) por B7!(j).

¢ Passo 5: Se y; for menor ou igual a zero pare; a solucdo é ilimitada. Sendo faca o teste
da razio:

b;
= min{— : y > 0}. (5.3)
Hrk Wik
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e Passo 6: Atualize os dados conforme foi descrito na pagina 49.

Esse algoritmo representa o método Simplex Revisado com a adaptacio necessiria para a
solugao do problema. Porém, observou-se a possibilidade de incrementar o algoritmo com o
us0 de algum tipo de busca unidimensional, cujos detalhes sio dados a seguir.

5.2 Variagoes do Programa

Antes de entrar em maiores detalhes sobre o uso de busca unidimensional no programa é
importante esclarecer que, a priori, hd duas versoes bésicas do algoritmo: uma que considera
todo o intervalo de trabalho e outra que ndo considera a faixa de transicio (Figuras 3.8 (b)
e(c), respectivamente). Foram usadas essas duas formas devido ao comportamento da matriz
de restri¢bes, descrito no capitulo 4. Segundo Kreyszig [24], ndo hd distorgio na solugio de um
sistema real se a matriz possuir nimero de condigio até o valor 30, mesmo assim é interessante
analisar os resultados produzidos pelos dois algoritmos.

Pelo fato dos dados serem provenientes de um intervalo discretizado, e analisando atentamente o
algoritmo do Simplex Revisado, é facil verificar que no Passo 3, talvez o maior valor encontrado
para a fungio custo, ¢{Tp,,), entre os pontos discretos nio significa que ele é o maior entre
(Tmaz = & Tmaz + ). Ou seja, pode existir um ponto muito préximo ao escolhido, e nio
pertencente ao conjunto de pontos discretos do intervalo, que produza um valor maior para a
funcio custo reduzido, observe a Figura 5.4.

Portanto, neste passo, optou-se por uma busca unidimensional no intervalo gerado por (Tmag
€3 Tmaz T €), sendo & um valor menor que a distincia entre dois pontos {discretos) consecutivos
do intervalo, para verificar se a fungdo custo eleita anteriormente é realmente a que possui
valor maximo.

Devido 2 existéncia das duas versdes bdsicas do algoritmo, e da possibilidade de incluir busca
unidimensional no programa, foram realizadas seis versdes diferentes gue resolvem o mesmo
problema, e se baseiam nos seguintes aspectos:

e Comlntervalo - Considera todo o intervalo de trabalho, ou seja, inclui a regio de
transicdo;

¢ Semlintervalo - Exclui os pontos compreendidos na faixa de rejeicio;
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Figura 5.4: Gréfico da funcdo custo

e ComlintervaloAurea - Considera todo o intervalo de trabalho e aplica busca unidi-
mensional através de Segio Aurea [26];

s ComlntervaloBezier - Considera todo o intervalo de trabalho e aplica busca unidi-
mensional através de Interpolacio de Bezier [37];

e SemIntervaloAurea - Exclui os ponrtos compreendidos na faixa de rejeiciio e aplica
busca unidimensional através de Secio Aurea [26];

SemlntervaloBezier - Exclui os pontos compreendidos na faixa de rejeicio e aplica
busca unidimensional através de Interpolacio de Bezier [37].

Essas versdes do programa sio abordadas na seqiiéncia, assim como algumas consideracdes
sobre os resultados que elas apresentaram.

5.2.1 Abordando todo o intervalo de trabalho

Através da Figura 3.8 foram observados os trés casos freqiientemente considerados, estudados
por diferentes métodos e critérios que visam projetar um filtro.

Embora a literatura mostre que o caso mais empregado é aquele cuja fungao da resposta em
freqiiéncia néo é definida na regido de transicdo, Kaiser, Parks e Steiglitz [43], Samueli ! [38],

YO autor fez observacées sobre o mal condicionamento desta matriz de restrigoes.
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Desvio Mdzime da Aprozimagdo
M| N=100 N = 50 N =20
75 | 6.16%9e-003 | 4.090e-003 —
71 | 6.253e-003 | 4.325e-003 —
67 | 6.964e-003 | 5.669e-003 —
65 1 6.965e-003 | 5.670e-003 —
61 | 7.470e-003 | 6.830e-003 —
57 | 7.765e-003 | 7.513e-003 —
51 | 8.461e-003 | 8.076e-003 —
45 | 1.046e-002 | 1.042e-002 —_
39 | 1.325e-002 | 1.306e-002 -
31 | 1.494e-002 | 1.451e-002 | 9.420e-003
21 1 2.596e-002 | 2.564e-002 | 2.445e-002
11§ 5.076e-002 | 5.062e-002 | 4.690e-002
05 | 1.130e-001 | 1.130e-001 | 1.130e-001

Tabela 5.1: Solugbes encontradas pelo programa ComlIntervalo usando eps = 0.05

estuda-se também, filtros com definicdo da regido de transi¢io. A funcdo da resposta em
freqiiéncia desses filtros proporcionam matrizes de restricdes bem comportadas.

A principal diferenca entre os algoritmos bésicos, além das diferentes maneiras de considerar
o intervalo, é o modo de calcular a fun¢do objetivo (que no dual corresponde & funcio da
resposta em freqiiéncia). A versdo do programa ComlIntervalo segue exatamente os passos do
algoritmo descrito na se¢io 5.1.2, mas a fungdo da resposta em freqiiéncia é considerada com
valor unitario na faixa [0, fe — eps], assume os valores de uma reta entre (fc — eps, fc + eps)
e zero no restante do intervalo [fe + eps, 0.5, sendo que a freqiiéncia de corte corresponde a
fe = 0.25 e eps foi testado com dois valores; eps = 107% e eps = 0.05 (eps é o parametro que
define o tamanho do intervalo da regido de transi¢io). Esse algoritmo fornece uma seletividade
major para o filito a ser projetado para o valor de eps = 10™%, pois a regido de transigio é
bastante estreita.

Para assegurar o resultado alcancado com esse programa foi feita uma versao do primal, com
as mesmas especifica¢des do dual, no Matleb. A implementagio usa a ferramenta Ip do toolbox
de otimizag¢do. Lssa funcéo resolve um problema primal de programacio linear.

As tabelas 5.1 e 5.2 possuem as solugdes encontradas por esse programa (Comlintervalo) para
as especificagdes de M (ordem do filtro) e N (numero de divisdes do intervalo} com valores
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Desvio da aproximacéo usande Comintervale, eps=0.05
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Figura 5.5: Gafico das solugoes encontradas pelo programa ComIntervalo usando eps = 0.05

de folga eps = 0.05 e eps = 1078, respectivamente. Os resultados das tabelas 5.1 e 5.2 sa
ilustrados através dos grificos 5.5 e 5.6.

Analisando os resultados, percebe-se que o refinamento nas especificagdes (como aumentar a
ordem do filtro, 3, e o nimero de pontos discretos do intervalo, N), nio produz melhoras
significativas para a fungdo da resposta em freqiiéncia. Os resultados obtidos pelo primal

{versdo Matlab) e dual (versao em Pascal) foram idénticos.

A seguir, sdo estudadas as outras versées do programa.

5.2.2 Excluindo a faixa de transicido

Esta é a aplicagao mais comum do problema de projeto de filtros. Como foi citado anterior-
mente, ¢ o caso mais usado na literatura consultada.

O fato de desprezar os pontos que pertencem & faixa de transigio (Figura 5.7) implica na
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Desvio Mdzimo da Aprozimacdo
M N =100 N =50 N =120
75 | 9.169e-002 | 1.218e-002 —
65 1 1.048e-001 | 2.105e-002 e
61 § 1.109e-001 | 2.734e-G02 e
57 | 1.251e-001 | 3.417e-002 —
51 | 1.528e-001 | 5.046e-002 —
45 | 1.673e-001 | 6.273e-002 —
31| 2.371e-001 | 1.165e-001 | 1.038e-002
21 | 2.884e-001 | 1.731e-001 | 3.885e-002
05 | 4.257e-001 | 3.464e-001 | 2.308e-001
Tabela 5.2: Solugdes encontradas pelo programa Comlntervalo usando eps = 1078
Desvio da aproximacéo usando Comintervalo, eps=1e-08
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Figura 5.6: Géfico das solugGes encontradas pelo programa ComlIntervalo usando eps = 10~%
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Figura 5.7: Filtro Digital Passa-baixa desconsiderando a regido de transigao

exclusao de linhas (quando é considerado o problema primal) ou colunas (quando é o dual) da
matriz de restrigdes. Obeserva-se que esse corte torna a matriz mal condicionada — o ndmero
de condi¢do desse tipo de matriz aumentou & medida que a ordem do filtro (M) cresceu.

O algoritmo que descreve esta interpretagao do problema (programa SemIntervalo) é pratica-
mente o mesmo do caso ComlIntervalo. A principal diferenca é na geragao dos dados. Nesse caso
é preciso eliminar os pontos discretos indesejaveis. Discretiza-se todo o intervalo em (N + 1)
amostras; se para os pontos, pertencentes ao conjunto gerado pela divisdo do intervalo entre
[0, fec—eps], a fungdo da resposta em freqiiéncia possui valor unitério; para os pontos discretos
pertencentes ao intervalo {fe + eps, 0.5] a funcao objetivo assume valor zero; para o restante
do intervalo a funcdo néo é definida. Os valores usados, neste programa, para a freqiiéncia de
corte fol fc = 0.253; para a folga, eps = 0.05.

Para este caso também foi realizado um programa primal, no Matlab, para a averigiiacio dos
resultados (que foram os mesmos}, o qual gera os dados deste problema. e resolve o sistema com
a fungio Ip definida na pagina 65. Além deste programa do Matiab, foi possivel estabelecer
comparagoes de resultados com o programa Meteor, descrito no artigo de Steiglitz, Parks e
Kaiser [43] — os autores deixaram o programa em dominio piblico (obtido por ftp). O Meteor é
detalhado na préxima se¢o (5.4), onde se encontram as comparagdes das solugdes em conjunto
com as respectivas andlises.

Os resultados encontrados pelo programa SemIntervalo foram melhores que os alcancados pelo
ComlIntervalo, obviamente por este dltimo analisar o erro inclusive na regido de descontinuidade
do problema, o que nio ocorre no primeiro. Vale lembrar que ao se projetar um filtro, deseja-se
que ele proporcione ganho préximo a um nas freqiiéncias que ele deixa passar, e ganho zero
nas freqiiéncias que ele ndo deixa passar.

Observe, pelas solugdes obtidas, que os desvios ndo sofrem alteracdes considerdveis ao aumentar
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Figura 5.8: Géfico das solu¢des encontradas pelo programa Semlntervalo

Desvio Mdzimo da Aprozimacdo

M

N =100

N =50

N =20

75

4.245e-007

5.910e-009

71

9.880e-007

4.060e-008

67

2.071e-006

1.872e-007

65

2.071e-006

1.872e-007

61

4.354e-006

7.144e-007

57

9.469e-006

2.374e-006

51

3.885e-005

1.867e-005

45

8.050e-005

4.755e-005

39

3.318e-004

2.654e-004

31

1.287e-003

1.256e-003

1.785e-004

21

5.444e-003

5.439e-003

3.642e-003

11

5.076e-002

5.062e-002

4.690e-002

05

1.130e-001

1.130e-001

1.130e-001

Tabela 5.3: SolugGes encontradas pelo programa SemIntervalo
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Figura 5.9: Filtros projetados por Comintervalo e Fourier com ordem M=71 e N=50

o nimero de pontos discretos no intervalo, mas sim quando sio permitidas ordens maiores
para o filtro. Entretanto, conforme a tabela 5.3 e o gréfico 5.8, nio é preciso aumentar muito
o comprimento do filtro (M + 1) para conseguir bons resultados. Portanto, nem sempre é
necessirio que o filtro possua alta ordem para desempenhar bem a sua tarefa.

Os topicoes descritos a seguir avaliam a introdu¢do de uma busca unidimensional no programa.

5.2.3 Aplicagdo de Buscas Unidimensionais

A proposta do uso de busca unidimensional surgiu com a intencio de melhorar os resulta-
dos sem precisar contar com muitos pontos discretos. Usando essa idéia, uma amostra nao
pertencente ao conjunto de pontos discretos também poderia ser avaliada (por meio da busca

unidimensional).

Conforme a descri¢io da pégina 63, esse método é inclufdo no Passo 3 do algoritmo simplex.
Verifica-se os pontos {ndo discretos) vizinhos daquele que fornece a funcio custo relativo, com
valor maximo para o conjunto discreto, procurando se alguma dessas amostras vizinhas produz
umn valor ainda maior, para a fun¢do custo reduzido.
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Os métodos da Secio Aurea 126] e 0 método que usa Curvas de Bezier [37] foram implementados,
individualmente, em cada um dos programas bésicos: Comlintervalo e SemlIntervalo. Foram
escolhidos esses dois métodos porque Secao Aurea é simples de ser realizado e Bezier devido
ao seu bom desempenho no trabalho desenvolvido por Said e Dobgenski [37].

A implementacdo de buscas unidimensionais, de fato, levou a melhores solugdes. No entanto,
as melhoras foram sempre modestas (na ordem de 107% e 107%). Devido ao pequeno aumento
da precisio da solucdo, ndo faz sentido expor os resultados.

5.3 Comparacao com Fourier

Foi feito um programa, no Matlab, para projetar um filtro digital FIR passa baixa, com fase
linear através de séries de Fourier. Esse programa ¢ bastante simples, pois usa apenas a série
de Fourier para aproximar o filtro desejado. A figura 5.9 mostra a diferenca entre os filtros
projetados por ComlIntervalo e Fourier. Observa-se que o filtro projetado com ComlIntervalo
possui o desvio maximo na aproximacdo wm pouco menor do que o apresentado pela série
de Fourier. Entretanto, para filtros de baixa ordem a aproximacio por Fourier é de melhor
qualidade. Foram analisadas, em conjunto, apenas as aproximagoes por ComlIntervalo e Fourier
por causa da forma como o intervalo é considerado, por completo.

5.4 Resultados Obtidos

Conforme as descri¢des anteriores, os programas ComlIntervalo e Semlntervalo sio eficientes
na tarefa de aproximar a fun¢do da resposta em fregiiéncia de am filtro digital. Embora
alguns resultados conseguidos com esses programas ja tenham sido mostrados, é importante
observé-los em conjunto com resultados de outros autores. Como foi possivel ter acesso aos
programas (Form e Meteor) usados no trabalho desenvolvido por Steiglitz, Parks e Kaiser [43],
os resultados provenientes desses programas ¢ de Semlntervalo sio comparados.

Na revisdo de literatura (capitulo 3, pagina 41), foi citado o trabalho referente & esses pro-
gramas, e as especifica¢tes que ele aceita para projetar um filtro. O programa Semlntervalo,
desenvolvido neste trabalho, se enquadra numa das trés opgdes oferecidas por Meteor [43].

O programa Form pede informagdes ao usudrio sobre as especificagdes do filtro, como, por
exemplo, a extensdo da faixa passante e de rejeicao, nimero de divisdes que terd o intervalo
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Desvio Mdzimo da Aprozimagdo
M N =100 N = 50 N =20
SemIntervalo Meteor SemIntervalo Meteor Semlntervalo Meteor

75 | 4.245e-007 | 8.408e-007 | 5.910e-009 | 7.968e-005 — —

67 1 2.071e-006 | 2.071e-006 | 1.872e-007 | 1.872e-007 — .

65 | 2.071e-006 | 4.355e-006 | 1.872e-007 | 7.167e-007 — e

61 | 4.354e-006 | 9.469e-006 | 7.144e-007 | 2.374e-006 — e

37 | 9.469e-006 | 1.943e-005 | 2.374e-006 | 6.950e-006 e —

511 3.885e-005 | 3.885e-005 | 1.867e-005 | 1.867e-005 — —

45 ] 8.050e-005 | 1.684e-004 | 4.753e-005 | 1.159e-004 — —

391 3.319e-004 | 3.319e-004 | 2.654e-004 | 2.654e-004 — —

311 1.287e-003 | 1.287e-003 | 1.256e-003 | 1.256e-003 ! 1.785e-004 | 1.785e-004
21 | 5.444e-003 | 1.135e-002 | 5.439e-003 | 1.100e-002 | 3.642e-003 | 9.950e-003
11} 5.076e-002 | 5.076e-002 | 5.062e-002 | 5.062e-002 | 4.690e-002 | 4.690e-002
05 1 1.130e-001 infactivel 1.130e-001 infactivel 1.130e-001 infactivel
03 | 2.639e-001 | 2.63%e-001 | 2.639e-001 | 2.639e-001 | 2.639e-001 | 2.639e-001

Tabela 5.4: Solugbes encontradas por SemlIntervalo e Meteor

3.00E-01

2. 50E-31

2.00E-01

1.80E-01

1.00E-O1

Erro Maximo Absoluto

5.00E-02

0.00E+30

Desvio da aproximacdo usando Meteor

|

i

57 45 3
Ordem do Filtro

““"T"'—I_'—r“-r"—F‘.‘#—r——T—w

75 B5 B 21 5 3

—— 100 Pontos
discretos no
intervalo

—%— 50 Ponios
discretos no
intervalo

—a— 20 Pontos
discretos no
intervalo

Figura 5.10: Gafico das solucBes encontradas pelo programa Meteor
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Figura 5.11: Filtro Digital Passa-baixa desconsiderando a regido de transicio

{o programa gera um arquivo de saida com essas informacdes).

O programa Meteor requisita os dados de entrada, fornecidos por Form, e resolve a aproximacio
através do método simplex revisado, usando a fase I do método para gerar uma solucio factivel,
e a fase II para encontrar a solugdo 6tima. Utilizando os dados de entrada, ele constroe a ma-
triz de restrigbes, o vetor de solugdes, a fungdo objetivo e os armazena em matriz e vetores,
respectivamente. Para realizar os passos do Simplex é construido o tableau de pivoteamento,
caracteristico do método, que também é armazenado numa matriz. Os autores afirmam que
deram prioridade ao tempo de execugio, em relagio ac espago de armazenamento das in-
formagdes. No programa SemlIntervalo, adotou-se a alternativa contraria. Assim, as solucdes
com SemIntervalo demoram um pouco mais para serem alcancadas, se comparado ao Meteor.
Como a diferenga de tempo é pequena (menos de 1 minuto), ela ndo faz parte das observacées,
as quais sdo centradas nos resultados sobre o tamanho do desvio méximo ocorride para aproxi-
mar a fungéo da resposta em fregiiéncia. O modo como é feita a divisdo do intervalo e a selecio
dos pontos é 0 mesmo nos programas SemIntervalo e Meteor. Naturalmente, a divisio do in-
tervalo e a selecdo de pontos é a mesma, para evitar distorgiao na comparacio dos resultados
— além disso, esses dois fatores determinam o comportamento da matriz.

A tabela 5.4 mostra os resultados alcangados com os programas SemIntervalo e Meteor, para
aproximar a funcéo da resposta em fregiiéncia de um filtro digital, seguindo as mesmas especi-
ficagbes. Para esses resultados foi considerado um filtro nio recursivo passa-baixa, com fase
linear; o comprimento do filtro e o niimero de divisdes do intervalo sio definidos individual-
mente (para cada filtro).



5.4 Implementacdo e andlise do trabalho 74

ST - eps Jo + eps 0.5

Figura 5.12: Filtro Digital Passa-baixa desconsiderando a regio de transicio

5.4.1 Analise dos Resultados

Considerando os resultados apresentados na tabela 5.4, verifica-se que o programa SemlIntervalo
foi um pouco mais preciso na aproximagio do que o Meteor, para os filtros de alta ordem.
Quando a ordem do filtro ¢ pequena as solugdes foram praticamente as mesmas, com excecio
do caso em que M = 5, pois 0 Meteor nfo conseguiu resolver este problema.

As pequenas diferencas entre as solugdes obtidas com os dois programas ocorreram, provavel-
mente pela formulagio e armazenamento dos dados do problema, j4 que o método usado, por
ambos para resolver o problema foi 0 mesmo. A Figura 5.11 ilustra a objetivo de Meteor, que
maximiza a distdncia da fangdo de aproximagdo da resposta em fregiiéncia {denominada 7 na
Figura 5.11), até o seu limite superior/inferior — essas informacoes foram descritas na revisio
de literatura (capitulo 3).

O programa Semlntervalo minimiza o erro maximo produzido pela fungdo de aproximacao
{denominado Z1 na Figura 5.12), tornando desnecessério o uso das restricdes de limite superior
e inferior usadas pelo Meteor. Essa idéia é representada na Figura 5.12.

A formulagao adotada em SemlIntervalo é a mais encontrada na literatura consultada, embora
essa forma gere um problema dual degenerado. No entanto como discutiu-se anteriormente,
os problemas de ciclagem podem ser contornados. A formulacio usada por Meteor evita a
ciclagem.

A seguir, s&o mostrados alguns graficos que ilustram as fungdes encontradas (por SemlIntervalo
e Meteor} para a aproximagio da resposta em fregiiéncia. Apresenta-se também, graficos com
o erro absoluto, dos resultados produzidos por esses programas.
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Figura 5.13: Filtros Digitais Passa Baixa projetados por SemlIntervalo e Meteor
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Capitulo 6

Conclusoes

Uma das principais propostas deste estudo é mostrar a possibilidade de usar programacio
linear em problemas de aproximacio de funces. A viabilidade desta aplicagdo foi mostrada
através da solugio do problema de projetar filtros digitais FIR, passa baixa, com fase linear.
As fungdes da resposta em freqiiéncia, obtida usando essa técnica, {foi bem préxima da funcio
ideal.

O capitulo 5 mostra a diferenca entre o uso do método Simplex Revisado e aproximacio através
de séries de Fourier, para projetar um filtro digital de mesmas especificacdes. Através dos
graficos que representam as aproximagoes das funcbes da resposta em freqiiéncia (Figura 5.9),
é facil observar que a aproximacéo feita por séries de Fourier possui um erro acentuado proximo
a regiao de transicdo — essa é uma caracteristica das aproximacdes por séries de Fourier. Como
o erro dos extremos ¢ acentuado, a aproximagédo feita por séries de Fourier é menos adequada
do que a aproximagao obtida por SemlIntervalo (que usa o método Simplex Revisado). De fato,
as aproximagoes obtidas com o programa SemlIntervalo foram muito préximas das ideals.

Os teste realizados com o programa Meteor e SemlIntervalo tiveram, praticamente, os mesmos
resultados. A principal diferenga entre eles é dada pela forma de implementacio do método
Simplex Revisado, pois Meteor nio se preocupa em usar pouco espaco para armazenar os
dados; Semlntervalo é o oposto, neste sentido. Embora os algoritmos tenham enfoques difer-
entes quanto a forma de implementagio, os resultados encontrados por eles sio muito bons,
reforcando que a idéia de que os métodos de Programacio Linear sio uma boa alternativa
para a aproximacao de fungdes. Nesse sentido, também pode ser estudado o uso de métodos
de pontos interiores {1, 22].
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O trabalho realizado por Johnson [21], em 1990, foi recentemente analisado e incorporado ao
estudo desta tese. Portanto, ndo houve tempo disponivel para realizar testes com o algoritmo

que ele desenvolveu.

Segundo as observagdes que Johnson fez em seu trabalho, ele fez testes comparativos com
os problemas que Steiglitz [42] usou num estudo em 1979, e obteve melhora significativa no
nimero de iteragoes necessdrias para resolver o problema (e consegiientemente no tempo).
Mas, nao obteve melhora no resultado do erro entre a fun¢io da resposta em freqiiéncia e a
desejada.

Seguindo essa mesma linha foi realizado, nesta pesquisa, um teste com as especificacdes de
filtro que Steiglitz usou em [42]. Foi constatado que o erro obtido por SemIntervalo foi um
pouco menor que o encontrado pelo algoritmo usado por Steiglitz. Portanto, é provivel que
o trabalho desenvolvido por Johnson tenha melhores resultados com relacio ao tempo de
execugdo do programa, se comparado ao SemlIntervalo, e solucdes bem préximas.
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Apéndice A

Sistemas de Haar

Define-se: @ = {¢y,...,¢,} um conjunto de funces continuas reais ou complexas sobre um
espago topolégico de Hausdorff A, sendo que o espago topolégico compacto de Hausdorff é
um subconjunto compacto (fechado e limitado) de R”, é um sistema de Haar se as seguintes
condicbes s&o satisfeitas:

1. A contém no minimo n pontos;

2. Cada P = ay¢1 + ...+ a,0,, que nfo possui todos os coeficientes ignais a zero, tem no
maximo n — 1 zeros distintos sobre A.

0 espago X, gerado por ¢1,...,¢, é um espago de Haar. Os elementos de X, sdo chamados
polindémios (ou ®-polindémios). Outra base de X,, ¥ : 91,...,%,, também é um sistema
de Haar. Em particular segue desta defini¢io que as fun¢des de um sistema de Haar sio
linearmente independentes.

Theorem 5 Para um sistema de Haar, eziste um tnico polinémio de melhor aprozimacio
para cada fungdo conlinua,

Theorem 6 (A. Haar (1918) ) Seja¢,. .., ¢, funcées continuas linearmente independentes,
definidas sobre um espago compacto de Hausdorff A, que contém no minimo n pontos. Se cada
fungdo continua tem somente um polinémio de melhor aprozimacdo, entdo ¢y,...,dn € um
sistema de Haar.
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