Universidade Estadual de Campinas

Faculdade de Engenharia Elética e de Computacdo
Deparamento de Comunicacdes

MINMOS QUA%RADOS TOTAIS
MAXIMA VEROSSIM [LHANCA
ESTIMACAO DE FREQUEN (18

Tese submetida a Facuidade de Engenharia Elétrica e de Computacdo da
Universidade Estadudl de Campinas, Departamenio de Comunicagdes,
como parte dos requisitos exigidos para a obtengdo do fiulo de |

-
2

CAMPINAS
1997

it

ATt

2y

Doutor em Engenharia Elétrica o | o
.o R'cg
por L ! 2
- £
' C |
' L pow
Rodrigo Pinfo,Llermos + ¢ e
Mestre e Engenharia Eiéfrica - UNICAMP - 1995 | \qi =
! o § .
P T oW g
Crientador ! ~E| ~ b
Amauri Lopes?” Le o 2
Doutor em Engenharta Elética - UNICAMP - 1982 I l;‘ PG
uid
~ asl
N
Ty
B
| P Q|
RN i
| = %
Lo
|
|
T

LEER NI RS

:]




cM-0009970 1-1

FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA

BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA - BAE - UNICAMP

L554m

Lemos, Rodrigo Pinto

Minimos quadrados totais e médxima verossimilhanca
em estimacio de freqliéncias / Rodrigo Pinto Lemos.--
Campinas, SP: [s.n.], 1997.

Orientador: Amauri Lopes.
Tese (doutorado) - Universidade Estadual de Campinas
Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computagio.

1. Processamento de sinais - Técnicas digitaisX 2.
Detecgio de sinai¥. 3. Maxima e minima, 4. Otimizacio
matemética’ 5. Discriminadores de frequéncia."(f. Lopes,
Amauri. IL Universidade Estadual de Campinas.
Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computacdo. III
Titulo.




Com amor para
Luis Guilherme




Abstract

This work establishes an unifying framework to the use of linear prediction for esti-
mating the unknown frequencies of signals corrupted by additive noise. The noise and
signal subspaces associated to the data are detailed using the singular value decomposi-
tion. The noise effects are studied in order to achieve its maximum reduction. A new
method is proposed that optimizes linear prediciton in total least squares sense and a
signal subspace appreach to it is developed. This method is shown to be competitive to
Pricipal Components, although both methods still perform a little worser than Maximum
Likelihood. In order to make linear prediction perform like Maximum Likelihood, four
recent linear prediction methods take into account the structure imposed by the linear
prediction filter on the data matrix. These methods are shown fo minimize the same
objective function and yield equivalent solutions. A new method is proposed that gener-
alizes these methods to the fixed elements case. Another three methods are alsc proposed
that take into account the data matrix structure but using a least squares optimization
approach. These methods are shown to be equivalent and to perform better than Pricipal
Components method.

Sumario

FEste trabalho revisa a aplicacio de predicdo linear para a estimacao de frequéncias
em meio ruidoso, estabelecendo uma formulacio unificada. Utiliza-se a decomposigac em
valores singulares para detalhar os subespacos de sinal e de ruido, associades aos dados,
buscando compreender a extensdo da atuagdo ruidosa, de forma a reduzi-la & minima
possivel. Propée-se um novo método que otimiza a predi¢do linear no sentido dos minimos
quadrados totais, € para ele se desenvolve uma solugdo pelo subespago de sinal. Este
método é competitivo com o método Componentes Principais, embora seus desempenhos
sejam inferiores ao obtido por Mdxima Verossimilhanca. Descrevem-se quatro métodos
recentes que otimizam a predigio linear no sentide dos minimos quadrados totais e que,
considerando a estrutura inserida na matriz de dados pelo filtro de predigio, alcangam
o desempenho da Mdxima Verossimilhanga. Demonstra-se analiticamente a equivaléncia
entre esses métodos e se comparam seus desempenhos. Propoe-se um novo método que ge-
neraliza os anteriores para o caso de elementos fixos, e mais trés métodos para a otimizagéo
no sentido dos minimos quadrados convencional. Demonstra-se a equivaléncia entre estes
altimos e verifica-se que seu desempenho supera o do Componentes Principais,
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Capitulo 1

Introducao

A estimacdo de freqiiéncias é uma dos temas principais de Processamento de Sinais. FEsta
importéancia e o progresso das pesquisas estdo associados a grande diversidade de aplicacdes,
abrangendo problemas de Andlise Espectral, Modelagem e Identificacdo de Sistemas, Proces-
samento de Sinais Biomédicos, Fotonica, Geofisica, filtragem espaco-temporal efetuada por
Arranjos de Antenas, Radar, Sonar, Radioastronomia, etc. Perspectivas de novas aplicaces in-
cluem Comunicagbes Pessoais e a Detecgdo e Localizagio Automdtica de Falhas em Maquinas e
Motores, Controle Optico de Qualidade em Manufatura e Caracterizacio de Formas de Objetos
em Tomografia [45].

O problema de estimagao de freqiiéncias torna-se mais critico & medida em que se reduz o
nimero de amostras disponiveis para andlise e se diminui a relagao sinal-ruido. Isto fica claro
observando os métodos convencionais, que utilizam o espectro de poténcia do sinal para estimar
as freqliéncias a partir das posigdes dos picos espectrais. Quando o intervalo de observacao,
representado pelo nimero finito de amostras do sinal, for inferior ao reciproco da diferenca entre
as freqiiéncias a serem estimadas, estes métodos nao apresentam resolucgao espectral suficiente
para distinguir entre estas freqiiéneias. Assim, quanto menor o nimero de amostras disponiveis,
pior & resolugéo. Isto é fundamental em aplicagées como as que utilizam arranjos de antenas,
onde o limite fisico de comprimento do arranjo, ou seja, a abertura, pode resultar em um nimero
pequeno de sensores. Além disso, a presenga de ruido aditivo corrompe as caracteristicas do
sinal estudado, distorcendo a informagao nele contida. Portanto, quanto maior a poténcia do
ruido, pior a qualidade das estimativas das freqiiéncias.

Em um sistema de estimag&o é importante conhecermos nimeros que indiquem a melhor
estimacgdo possivel com os dados disponiveis, ou observagdes. O valor minimo possivel da
varidncia do erro de estimagao define o limite de desempenho de Cramér-Rao (CRB), apresen-
tado por Rife e Boorstin [85] para o caso de sinais senocidais em ruido branco. Um estimador
ndo-polarizado cuja varidncia aproxima-se ou se iguala ao CRB, é dito ser 6timo.

Embora o melhor desempenho seja alcancado por métodos baseados em Méxima Verossim-
ilhanca, o esfor¢o computacional proibitivo associado tem motivado a busca de solugdes que
aproximem esse desempenho méaximo, porém mantendo a factibilidade de aplicacao a problemas
praticos.

Em 1795, Gaspad Riche, o Bardo de Prony, propds um método [80] para o ajuste de curvas




a um conjunte de pontos, relativos a valores medidos da dilatagdo de fluidos. FEste método
contém os conceitos bdsicos da estimacdo de freqiiéncias por predicdo linear {32], permitindo
estimar satisfatoriamente as freqiiéncias na auséncia de ruido, mesmo para um mimero pequeno
de amostras disponiveis. Nas 1iltimas décadas, foram propostas diversas variantes 3 proposta
de Prony, desenvolvidas para combater os efeitos do ruido sobre a estimacao.

Ulrych e Clayton [93] e Nuttal [72] em 1976, propuseram o método de predicio linear
forward-backward (FBLP) que utiliza um filtro de predig¢io forward ¢ outro backward, otimiza-
dos conjuntamente. Este método fornece melhores estimativas para as freqiiéncias do que os
métodos paramétricos convencionais, quando existern poucas amostras disponiveis e relagdes
sinal-ruido (SNR) grandes. Entretanto, para SNR’s pequenas, ele se revela muito mal condi-
cionado.

Tufts e Kumaresan [91], em seu método Componentes Principais, ou FBLP Modificado,
utilizaram a decomposig&o em valores singulares para separar a informacao dos dados observa-
dos em subespagos de sinal e de ruido. Utiliza-se, ent&o, apenas a informagio do subespaco de
sinal, descartando a contribuicao do subespaco de ruido. Isto ocorre pela exclusio das parce-
las correspondentes a esse subespaco, na recomposicao da matriz de dados, obtendo-se uma
matriz corrigida. A esta matriz ¢ aplicado o método de Prony. Os autores mostraram que o
sen método garante um desempenho satisfatério para valores de SNR muito menores do que os
demais métodos. Porém, ainda neste caso, o desempenho cai rapidamente para. valores de SNR
abaixo de 7 dB, enquanto o desempenho da Maxima Verossimilhanga sustenta-se até 3 dB de

SNR.

Em 1980, Golub e Van Loan [28] apresentaram o critério de otimizagio dos minimos quadra-
dos totais (TLS), que atua na minimizagéo do erro de predi¢ao linear considerando perturbagoes
ndo somente no vetor desejado, como efetuado pelo critério de minimos quadrados {LS), mas
também na matriz de dados. Em 1995, Lemos ¢ Lopes [53] proposeram a otimizacdo do método
FBLP no sentido TLS, originando o método TLS-FBLP que, em 1996, foi modificado pelos au-
tores [60] para utilizar apenas o subespago de sinal. Esse método mostrou-se competitivo com
o FBLP Modificado, porém seu desempenho, assim como o deste 1iltimo, ainda é significativa-
mente inferior ao da Maxima Verossimilhanga.

Acreditamos que essa sub-otimalidade se deve ao fato de tanto o FBLP Modificado quanto
o TLS-FBLP, através do truncamento da decomposigao em valores singulares, ndo preservarem
a estrutura que é inserida pelo filtro de predigdc linear na formulagdo da matriz de dados.
Quando descartamos a contribuicao do subespago de ruido da matriz de dados, produzindo uma.
matriz corrigida, descartamos também a estrutura original da matriz. Embora esta correcao
proporcione significativa melhora no desempenho da estimagdo de freqliencias, ela desestrutura
o esquema de predi¢do linear.

No sentido de obter desempenhos mais competitivos em relagdo ao obtido pela Maxima
Verossimilhanga, foram propostos, recentemente, diversos métodos baseados no critério TLS que
permitem preservar a estrutura da predigdo ao descartar a contribui¢do do subespaco de ruido:
em 1990, Hua e Sarkar propuseram o método Minimos Quadrados Totais Branqueado (WTLS)
[39); em 1991, Abatzoglou e Mendel apresentaram o método Minimos Quadrados Totais Restrito
(CTLS) [2] e, em 1993, De Moor introduziu o método Minimos Quadrados Estruturado (STLS)
[18]. Alternativamente, em 1986, Bresler e Macovski derivaram uma expressao exata para o




critério de méaxima verossimilhanca em termos do polinémio de predicdo do sinal isento de
ruido, originando o método Mdxima Verossimilhanca Quadrética Iterativa (IQML) [6].

Este trabalho pretende apresentar uma revisao de todos estes métodos, estabelecendo uma
formulacao unificada em termos de notacdo, abordagem e desenvolvimento que, até onde temos
noticia, ainda ndo havia sido realizada. Nos Capitulos 2 e 3 descrevemos as formulagtes do
critério de Mdxima Verossimilhanga e do Limite de Cramér-Rao. No Capitulo 4 introduzimos a
predicdo linear como ferramenta para a estimacéo de freqiiéncias. No Capitulo 5 discutimos as
limitacdes da decomposigio em valores singulares quando o sinal € corrompido por ruide aditivo.
No Capitulo 6 descrevemos ¢ método FBLP Modificado e apresentamos seu desempenho. No
Capitulo 7 introduzimos o método TLS-FBLP, detalhando e comparando sua formulacédc e sen
desempenho aquele do FBLP Modificado. No Capitulo 8 apresentamos de forma detalhada os
métodos IQML, CTLS e WTLS, comparando suas estruturas e desempenhos e mostrando que,
na verdade, eles sio equivalentes entre si. No Capitulo 9 descrevemos de forma destacada o
método STLS, demonstrando sua equivaléncia ao método CTLS.

A partir da formulacio unificada, no Capitulo 10 propomos uma generalizacéo de todos
estes métodos, que permite ampliar a diversidade de problemas a serem tratados, aumentando
a gama de aplicagdes da teoria aqui exposta. Finalizando, particularizamos esta visao geral,
desenvolvendo versoes LS para os métodos CTLS, STLS e WTLS. Estas propostas vém ao
encontro do esfor¢o de pesquisa internacional, abrindo perspectivas para a busca de algoritmos
mais simples e robustos. No Capitulo 11, apresentamos as conclusdes e diversas questdes
para prosseguimento, demonstrando de quéo fértil terreno ainda se dispde em estimacdo de

freqiiéncias.




Capitulo 2

Maxima Verossimilhanca

Neste capitulo estudaremos a estimagdo de Maxima Verossimilhanga (ML) dos parametros de
exponenciais complexas imersas em ruido branco gaussianc complexo. A ML reconhecidamente
fornece as estimativas mais precisas e com maior robustez aos efeitos do ruido. Entretanto,
veremos a seguir que a implementagao da ML é complicada e que o esforgo computacional por

ela exigido é proibitivo.

2.1 Sinal com uma Unica Exponencial Complexa

Inicialmente, analisaremos a estimagdo da freqiiéncia de uma tnica exponencial complexa.
Neste caso, a estimativa ML pode ser obtida simplesmente da transformada de Fourier dos
dados. Particularmente, a estimativa ML serd dada pela fregiiéncia na qual o periodograma
assume sen valor maximo. Dessa forma, podemos modelar uma seqiiéncia z[n] de N amostras
uniformemente espagadas de um sinal exponencial complexo corrompido pelo rufdo y[n] branco
aditivo gaussiano complexo:

z[n) = a1 explj (win + ¢1)] + yln), n=0,...,N -1 (2.1)

onde wy & a freqiiéncia, ¢; é a amplitude e ¢; é a fase da exponencial complexa, sendo todos
parametros desconhecidos. Equivalentemente podemos escrever:

X=s+Yy (2.2)

T
onde s = a; exp[jd,] [ 1 expljun] - exply{N —1)wi] ] . Supondo conhecido o vetor s de
amostras unicamente do sinal, a fungdo densidade de probabilidade (fdp) de um sinal em ruido
branco gaussiano complexo, y = x — s, de média nula como em (2.2), é dada por {42]:

p{x —s) L _ ) exp [—(x - S)Hﬁ;j (x — s)] (2.3)

7 det (Ry,

4
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onde R,, é a matriz de autocorrelagio do ruido. Como o ruido é branco, sua matriz de
antocorrelacao pode ser expressa por:

Ry, = o1 (2.4)

podemos escrever a fdp em (2.3) como [42]:

1" 1 o
p(x -8} = (—7};) exp [—;(x -5)7(x—s) (2.5)

¥ ¥

Falando agora em estimagdo, nosso objetivo é estimar o vetor 8 através de nm vetor §,
tal que o erro de estimagéo (x — 8) seja minimo. Entdo, como a fdp em (2.5) é gaussiana de
média nula, minimizar o erro de estimacdo corresponde a maximizar esta fdp sobre a,, q31 e wy.
Isto é realizado minimizando-se (x — §)*(x — §) no expoente da exponencial em {2.5), o que é
eguivalente a minimizar a norma do erro de estimacao:

min(x — §)7(x — §) (2.6)
~ . B . T
Dencminando G, = 41 explj¢h] e e1 = { 1 expljws) - explf (N —-1)&] ] , podemos es-
crever:
min{x — éee; ) {x — doe;) (2.7)

Supondo que conhecéssemos &y, a estimativa de méxima verossimilhanca para a amplitude
complexa poderia ser obtida almejando-se que:

min(x — g e (x — dqe) =0 (2.8)
logo:
x—&c191 = 0

e, multiplicando por e, obtemos:

ageffe; = eflx (2.10)
Por fim, obtemos:
H
N er'x
o1 = )
L= o (2.11)

Substituindo a amplitude em {2.7) por seu valor em (2.11}, a minimizagdo sobre a fregiiéncia
resulta em:
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min(x — dere ) (x —aq€e;) = min ix” (x — dge) — asell (x— &clel)}
= min|x" (x — age;) - a7 (e{’rx — &Clefrel)}
r H
= min [x7(x — dge) — a5 (efx - eﬁ, X e{felﬂ
ey e

= min [x? (x — édqe1) - a5 (e{’rx — e{"x”

— min |x? (x—&deﬂ}
— min |xfx — r'icleel]
r H

. el’x

= min [x"x - fl[ x7e,
e e

0 1 2

= min {x7x — N |e{‘rx‘ ] (2.12)

Portanto, para minimizar (2.12}, devemos maximizar:

2

L eH)c|2~l Nz_:lfr[:n]ex [—jonn] 2.13
N 1 - N nzo" ’ p[—jwn ( : )

sobre ¢;. Finalmente, como (2.13) é o periodograma de z[n], dizemos que a estimativa de
méxima verossimilhanca para a freqiiéncia de uma exponencial complexa corrompida por ruido
branco gaussiano complexo é dada pela freqiiéncia relativa ao valor méximo do periodograma

do sinal.

2.2 Sinal com Miiltiplas Exponenciais Complexas

Para obtermos as estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros de multiplas expo-
nenciais complexas corrompidas por ruido branco gaussiano complexo, procedemos da mesma
forma que na secdo anterior, exceto que agora devemos modelar o sinal como 1ma soma de M
exponenciais complexas corrompidas por ruide branco aditivo gaussianc complexo:

zfn] =Y aiexpj (wm + &)} +yln], n=0,...,N—-1 (2.14)

i=1
onde w; sdo as fregiiéncias desconhecidas, a; sdo as amplitudes e ¢; as fases das exponenciais
complexas. Equivalentemente podemos escrever:
x=FEac+y (2.15)

onde x é um vetor N x 1 de dados, E é a matriz N x M de Vandermonde:
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( 1 1 1
exp ju] epliwl o explivn]
E= exp [72u] exp {7 2ws] e exp [72w ] (2.16)
| exp[j (N ~1jw] expls (N —Dws] - exply (N.— Lww] |

a, ¢ um vetor M x 1 de amplitudes complexas:

a, = [ a;exp[jo1] acexp(jds] -+ anexplidn ] (2.17}

ey é um vetor N x 1 de ruido complexo com partes real e imaginaria descorrelacionadas, cada
uma com varidncia o /2.

Levando em conta que o ruido € branco e gaussiano, as estimativas ML das fregiiéncias w; do
sinal e das amplitudes a.; sdo dadas pela solugdo do seguinte problema de minimos quadrados
nao-lineares:

mmin |[x — Ea|* = min (x — Ea,)” (x — Ea,) (2.18)

™o

Observando que, para uma matriz E dada, encontrar o vetor a, 6timo € um problema de
minimos quadrados lineares com solu¢do dada por [41]:

i = E*x = (E"E) E'x (2.19)

onde "*” simboliza a pseudo inversa de Moore e Penrose [79], podemos substituir (2.19) em
(2.18) e entdo obter:

min (x — Ea.)" (x —Ea) = min x7 (x — Ea,) - 4B (x - B4,)|
= mEin :x
= min [x" (x - E4,) - &f (EHx - EE (E"E) " EHX)}
= mEin :‘xH (x —Ea,) —alf (EHX = EHXH
= mgn ‘XH (x — Eﬁc)]

= min [xfx — XHEE#X]

[ -1
= min|x"x — x"E (E"E) EHx] (2.20)
Entéo, (2.18) pode ser escrita em duas formulagoes equivalentes:

min (x — Ea¢)” (x - E4,) = min {xH [I ~E(EYE)” EH] x} (2.21)
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ou
. A VH Ay H Hp\ ' mH
min {(x — Ea,)" (x — E&,) = max {x E (E E) E X] (2.22)

Entretanto, como {2.21) e (2.22) sdo altamente nao-lineares em relagdo as freqiiéncias des-
conhecidas {wi,...,was }, minimizar {2.21) ou maximizar {2.22) exigiria uma busca sobre um
espaco M-dimensional. Esta busca é impraticavel e computacionalmente muito pesada para val-
ores grandes de M. Alternativamente, veremos no Capitulo & que ela pode ser aproximada nu-
mericamente ¢ de forma. iterativa, porém sem garantia de convergencia para um minimo global
e sob um esforco computacional muitas vezes proibitivo. Nos capitulos seguintes, mostraremos
como técnicas de Predicdo Linear podem ser empregadas para a estimag@o de pardmetros,
requerendo esfor¢o computacional muito inferior aquele exigido pela Maxima Verossimilhanga.

No préximo capitulo definiremos uma expressao para o valor minimo da variancia do erro
de estimacao de um estimador ndo-polarizado, conhecido como limite de Cramér-Rao.




Capitulo 3

Limite de Cramér-Rao

Em um sistema de estimacio, é importante conhecermos numeros gue indiquem a melhor
estimagdo possivel de ser alcangada com os dados disponiveis, ou observagées. Os erros médios
quadréticos sao importantes e freqiientemente utilizados como medida da impreciséo de um
sistema. A polarizacdo das estimativas, por sua vez, ja € de importancia secundéria, embo-
ra geralmente seja desejavel minimizé-la. Verificaremos neste capitulo que, para os nossos
propdsitos, a polarizagao pode geralmente ser desprezada. Entdo, interessa-nos saber qual é o
valor minimo possivel da varidncia do erro de estimagao. Neste capitulo definiremos este limite
de desempenho, denominado como Limite de Cramér-Rao (CRB), para o caso de sinais senoidais
em ruido branco. Este CRB foi derivado por Rife [84] e apresentado por Rife e Boorstin [85].
Salientamos, entretanto, que o CRB aplica-se somente a estimadores ndo-polarizados, de forma
que um estimador cnja varidncia aproxima-se ou se iguala ao CRB, ¢ dito ser dtimo.

3.1 Sinal com uma Unica Exponencial Complexa

Inicialmente, escrevemos a funcéo densidade de probabilidade de um sinal z[n} composto por
N amostras de uma exponencial complexa corrompidas por ruido branco aditive gaussiano
complexo, de média zero e varidncia aj, quando a estimativa do vetor de pardmetros é 8. Sua

expressao é dada por [42]:

p(;8) = (L) exp [—i(x—s)’*(x-é)] (3.1

na qual §{n| = aexp[j(@n + $)]. Outra maneira mais conveniente de escrever (3.1) &

p0) = (L) 0w {-L 5 Retof) s + e o} 52

¥ ¥ n=(

onde, se w, a e ¢ forem todos desconhecidos, temos que estimar:

9
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& = | a } (3.3)

¢
it[n] = acos (cfm + q‘ﬁ) (3.4)
v[n] = asen ((Dn + gﬁ) (3.5)

Os CRB’s sao dados pelos elementos diagonais da inversa da matriz J de informacao de
Fisher [42], cujos elementos tipicos sdo dados por:

I = E{H;H; } = —E {H;; | (3.6)

onde a esperanca diz respeito ao vetor de amostras x, e H; é dado por:

d -

H; = Alln[p(x;e)] (3.7)
on seja, 1
H, - b K%)pr{—}fvzm (oln]) — Al + [T (o[ *a[nnﬁ}]
- lNz{ Re el ~ "+ -t () - o0
= 25 {imetoted - o) L o ) - o) 22 9
Dai, temos que:
Je = E{H;H,}
- j;:Z;E{[Re zfn]) — Afn)] }apg]agék]
+E {{m eln) - o1} 2
5 ((Re i) = i) m el — o1} L
+ (e (afr) = i) O ela) — st} 2Lz

Como as partes real e imaginaria do ruido sdo descorrelacionadas entre si e as varidncias das
partes real e imagindria s8o0 iguais a o / 2, temos:
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2 =L (04[n] 6iln)  80(n] Bl
J£k=§2(’u[]u[]+ i ”) (3.10)
y n=0 893 89k 391 E)Bk
Agora. calculamos os valores de cada uma dessas derivadas, obtendo:
dp[n) . . . avln} | N .
— = —aSen {Wwn + @)n —= = aC08 (wn + ,
86, (@n+9) a0, (@n+¢)n
Bfi[n] . X av[n] . «
— = oS [wn + ~— = sen (wn + 3.11
0, (on+9) 5, (én +¢) (3.11)
Ofx[n] R R . dvln] . X .
— = —asen |wn + — = aCos |wn +
5 (én+9) 5, (én +¢)
Desse modo, os elementos da matriz J sao expressos por:
2 N-1 . . .
J, = g i?n’ {sen‘ (&m + qﬁ) + cos? ({Em + cf)ﬂ
¥ n=0
2a% ) G2N(N —1)(2N -1
- Z vyt ( )2( ) (3.12)
o 120 30'y
2 N—-1 N . . .
Jo = = Z —ansen (dm, + qb) cO8 (u“m —+ gé) + ancos (Jm + gé) sen (a‘m + qb)
gy n=>0
— 0 (3.13)
9 N-1 A )
Jiz = e i2n, {sen2 (:Im + (;3) + cos® (dm + (;‘))]
4y =0
26 & @’N(N -1
Jy n=0 (ry .
9 N—-1 . N
Jp = — [sen2 (Lim + qb) + cos? (u“.l'n, + r,b)]
Ty n=0
2 = 2N
= = l=— (3.15)
n.y n=0 G?J
9 N—-1 . R . R
Jyy = — —@acos (L?m -+ gﬁ) sen (L?m + qf)) -+ dsen (u“m + qb) Cos (Jm + qb)
Jy n=0
= 0 {3.16)
D) N—-1 N .
Jsg = — > & [sen2 (Q’n + gb) + cos® (u”m + qb)]
W Tes=l}
202
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A matriz J de informacio de Fischer é entdo escrita como:

EN(N-1)(2N—1) 0 a2N(N-1)

3ok o2
J=10 o (3.18)
a2N(N-1) OJ 242N
al o2
e sua inversa ¢ dada por:
__ 6o 0 3o4
@NNT-T) T &N
J = 0 ] % 0 2 (3.19)
3o (2N =1)o?
— &N 0 BZN{NF1)

Logo, concluimos que para o caso de uma tinica exponencial complexa corrompida por ruido
branco gaussiano, os limites de Cramér-Rao para os parametros sao dados por:

var {L:)} > m (320)
var {a} > ﬁ (3.21)
. (2N — 1) o2

var{gb} -~ m (3.22)

Como esperado, o CRB para a estimagéo da freqiiéncia € inversamente proporcional a relagio
sinal-ruide (SNR), ou seja:

var {w} > 0 (3.23
~ N(N?-1)SNR 23)
onde:
~2
SNR=2
Ty

Podemos observar também que o CRB para as freqiiéncias diminui cubicamente com o compri-
mento do registro de dados, indicando a importancia do nimero de amostras disponivel para a
estimagac.

3.2 Sinal com Miltiplas Exponenciais Complexas

Agora discutiremos a situacio na qual o sinal é composto por multiplas, digamos M, exponen-
ciais complexas imersas em ruido. Neste caso, a funcdo densidade de probabilidade desse sinal
é dada por [42]:
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p(x;8) = W_N-(kztl(m exp [-—(x - é)HR;yl {x — é)} (3.24)

onde R, é a matriz de autocorrelagdo do ruido. Considerando que o ruido é branco, temos
que Ry, = rrSI. Assim como no caso de uma unica exponencial complexa, uma forma mais
conveniente de escrever (3.24) &

pxi) = (1) e~ X [Refelnl) = bl + fsa(ele) =l ) (329

7rcr§ wr
onde, se &, @; e ¢, i = 1,..., M, forem todos desconhecidos, devemos estimar:
o
a1
1
g=| (3.26)
War
3%
L ¢ ]
M A
= > d;cos (d}in -+ <,bi) (3.27)
=1
M X
= d;sen (tbm + ¢i) (3.28)
i=1

Assim como no caso de uma tinica exponencial, os CRB’s sao dadoes pelos elementos diago-
nais da inversa da matriz J de informagéo de Fisher, cujos elementos sao dados por:

2 Nl n] 8in]  OUn] 81}[?1])
= 4+ — — 1, vpara f,g=1,...,3M 3.29

=P ( 96; 06,  ab; od, I (3.29)
onde By, o = @, iy = Oy € Oy = zf)i-, 1 <i < M. Como as derivadas 6‘/69\3%-_2, 8/8633,,;_1 e
8/08s; somente se aplicam as i-ésimas parcelas de ji[n] e ¥[n], temos que os elementos da matriz
J sao dados por:

2885 ) s s
Ysicoge-z = ~— Z_%} cos [(@: — &) n+ (b — )| (3.30)
21.;,- yos .
Jaioae1 = —;23 nsen [(L?Jz —@p)n+ (Qf)z' - cbk)] (3.31)
o n=0
Jsioze = 2b:d 'S~ nCos [(w —@rln + (q?it — q?)k)] (3.32)




3.2,

J3i136—2 =

J31’—1,3;‘:—1 -

Jas_136 =

J31’,3.’c—2 -

J3i,3k—1 -

Jaiar =

para i,k =1,...,M. Entao, a

SINAL COM MULTIPLAS EXPONENCIAIS COMPLEXAS

— Z nsen [ — We) N+ (@1 — ék)]
2TJN11=O

=5 2 cos (@ + @) n+ (i + b

y n=l)

2(;; nz__o sen [ G —w)n + (cp- - c@k)}
20’%% Z n.COS [ ;— W) n o+ (qb (pk”
2&, N—l ,\
-~ Z_% sen | (6 — @)+ (4 — )|
26:2&;: Nz__:l cos [(w — ) n+ (qbg — qgk)]

matriz J pode ser particionada como:

Z Zim
J= :

Zyn Ziner

tal que as submatrizes Z;, tém dimensées 3 X 3 e sao dadas por:

- Qa,ak E

ZN ' nsend g (1)

2bsdy TN—1
7:3—&- N neosly (n)

onde Ay (n) =

{w; — wp)n

0
2
Zik = —5 0 1
Tyl 0 0
[ oM n2eosAg ()

SN nsenAy (n)

SN neosAu (n)

2
= —DiPyDy
Ty

o nZeosAy (n) —2—“L YN nsenAy (n) 2—“L—*& SN ncosAyy () ]

az Zn—(] cosAj (1)

—2?‘? St senAy (n)

2dgi
o7

+ (s — ¢x). Assim, Z; pode ser decomposta como:

— N InsenAg (n) TN ncosDi (n) ]

TN cosA (n) TN tsenAy (n)

Zf_ send\;y (n)

Daf, a matriz J de informac8o de Fischer fica expressa por:

Zn“[} SBHA”C( )

Nt eosAy (m)

TNV eosAi (n) |

14

(3.33)
(3.34)
(3.35)
(3.36)
(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

oo
oo
o o

=
o

(3.41)
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5 D, 0 0 P - Py D, 0 0
J = =1 0 .0 LT : o . 0
Y1 0 0 Dy Py - Puwm 0 0 Dy
2
-~ =DPD (3.42)

Ty

Dessa forma, sua inversa pode ser escrita como:

-1 ‘73 —1lp—l1y-1
7= ZDPID (3.43)

O caso de uma unica exponencial complexa ocorre para M = 1 e Ayy (n) = 0. Notemos
também que se Py = 0 para i # k&, tal que a matriz P seja diagonal em blocos, entao
os CRB’s serdo iguais aqueles do caso de uma 1mica exponencial. Este desacoplamento vale
aproximadamente se os espagamentos Aw,y, entre as freqiiéncias satisfizerem |Awg| > 27/N, ¥
ik, e N > 2x. Neste caso, P, = 0 para i # k pois, para m = 0, 1,2, temos que:

1 =i _ 1= . ‘
N > nMexpjAi(n)] = v > n™exp(jAwin + Ady)
=0 n=0

. . 6m N-1 '
7" exp(JAdu) AN Y exp(jAwyn) (3-44)
n=0

O termo entre colchetes serd aproximadamente zero para |Aw| > 27/N. Para este caso
especial, a extracio de picos do periodograma resultara na estimativa ML [41] e este estimador
acompanha o limite de Cramér-Rao.

Para apenas duas exponenciais complexas, a matriz J ¢ dada por:

0-5 0 D2 Pgl ng }) Dz
= — 3.4
ag[ 0 | D, ] l PL, [Py || 0 |D; (3.45)
e sua inversa terd a forma:
2 -1 -1
1Ty Di'| o Q |K Di'| o
J—z{ 0 |D§1][KT|T 0 | D; (346)

na gual:

1 0 0 1 0 0 Qi Q2 Qus
T=[0 -1 0|Q|0 =1 0 |=|—-Qun Qn —Qn (3.47)
0O 0 1 0 0 1 Qs1 —Qz2 Qs
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tal que Ty; = Q,;. Além disso, a partir de JI =1, podemos afirmar que:

-1
Q =[Py, - PP/ P} (3.48)

Desse modo, os CRB’s para as freqiiéncias de duas exponenciais complexas sdo dados por:

L
€
v

&
Z_G,%QH (3.49)

2
7
V&l’(@g) 2 “%Qll (350)
2&2

Podemos observar que, mesmo para o caso simples de apenas duas exponenciais complexas,
a obtencio de uma expressio analitica explicita para os CRB’s demanda muito esforco. Nor-
malmente, os CRB’s s&o calculados somente numericamente. As expressdes (3.49) e (3.50)
permitem-nos observar que, quando as amplitudes das exponenciais sdo iguais, seus CRB’s
também sao iguais. Além disso, os CRB’s nao dependem dos valores individuais das freqiiéncias
e fases, mas sim de suas diferengas expressas em Ajz{(n). Também verificamos que, para
freqiiéncias muito afastadas, os CRB’s confundem-se com aquele referente ao caso de uma tinica
exponencial. Por fim, conforme [85], podemos afirmar que os CRB’s para duas exponenciais
complexas sao sempre maijores ou iguais ao CRB para uma tinica exponencial complexa.




Capitulo 4

L L BN [ ]

Estimacao de Frequéncias por Predicao
Linear

Um problema especialmente interessante em processamento de sinais € o de predicdo, onde
se utiliza um conjunto de amostras de um processo estaciondrio para predizer o valor que
gserd assumido pelo mesmo em algum instante futuro ou, genericamente, para extrapolar os
valores do processo fora do intervalo de observagdo. A filtragem de Wiener aplica-se a este
problema, utilizando a autocorrelagdo para conhecer o comportamento estatistico do sinal.
Entretanto, como dispomos apenas de um conjunto finite de amostras do sinal, ndo conhecemos
completamente a sua autocorrelagdo. Logo, utilizamos estimativas da mesma. Para evitar
distorcoes na interpretagéo do sinal pelo filtro, restringiremos a predig¢ao ao intervalo de tempo
em que o filtro encontrar-se totalmente preenchido. Porém, conforme a ordem do filtro e o
nimero de amostras disponiveis, isto pode dar crigem a um sistema com quantidades diferentes
de incdgnitas e de equagdes. Assim, efetuaremos a otimizagao de um filtro de erro de predicao
linear segundo o critério dos minimos quadrados, desenvolvido no contexto de predigao forward-
backward. O filtro étimo resultante desta minimizacdo aplica-se especificamente & estimaciao
de sinais senoidais ndo amortecidos. As freqiiéneias dos sinais senoidais podem, entdo, ser
estimadas a partir das raizes da fun¢éo de transferéncia do filtro otimizado ou a partir dos zeros
do médulo de sua resposta em freqiiéncia. Encerrando, apresentaremos graficos que permitirdo
avaliar 0 desempenho desta abordagem para a estimacao de fregiiéncias, comparando o sen
desempenho ac dos métodos baseados em Méxima Verossimilhanga.

4.1 Predigao Linear Forward-Backward - FBLP

Seja um conjunto de N amostras de um sinal com valores complexos z[0], z{1], ..., z[N—1],
observados respectivamente nos instantes tg, 1, ..., {y—1), uniformemente espagados. Aplica-se
este sinal aos filtros de erro de predigdo forward e backward de ordem L < N, apresentados nas
figuras 4.1 ¢ 4.2, onde ( * ) simboliza conjugado complexo.

17
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x[r] x{n-1] x[n-2] x[nL+1] x[n-L]
o z—] z—] - —] z—l
¥ Y Y _¢
W W Wt Wep

Figura 4.1: Filtro de erro de predigdo forward.

x[n] x[r-1] x[n-2] x[n-L+1] x[n-L]
e B Lt ks
Y i Y Li
Wio i Wiy - Wilz-1)

p by[]

Figura 4.2: Filtro de erro de predicao backward.

Estes filtros tentam predizer uma amostra do sinal em funcéo de uma combinacao linear das
demais amostras presentes no filtro. Dai o nome Predi¢cio Linear, sendo os fittros denominados
Filtros de Erro de Predigdo Linear{FEP), pois fi[n] e bz[n] representam estes erros.

O filtro forward procura predizer a amostra de entrada z[n| a partir das amostras anteriores
do sinal, enquanto que o filtro backward tenta estimar a amostra de saida z[n — L] a partir do
conhecimento das amostras posteriores do sinal.

Os erros de predi¢do forward e backwaerd sdo obtidos por:

fuln} = an] — kX_: wiy - z[n — ki (4.1)
bufn] = 2 — L] - gw;k 2fn — ] (4.2)

paran=1L,... N —1
Os vetores de coeficientes dos filtros forward ((L + 1) % 1) e backward ((L 4+ 1) x 1) sfo
definidos como:

[ -1 ] 1
wr1 We(L—-1)
wy = | Wr2 e wy= | Wi-2) (4.3)

Wrr ] L b0 ]
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dos guais extrajmos seus respectivos vetores (L x 1} de coeficientes a serem determinados:

w1 WL —1)
Wya Wh(L-2)

Wy = : e w,= . (4.4)
Wyy, Who

Nas aplicacdes em andlise espectral e estimacdo de freqiiéncias, o filtro forward é projetado
minimizando-se a energia do erro de predicio forward produzido enquanto o filtro encontra-se
totalmente preenchido por amostras de sinal:

c(w)) = z | fulnlf? (45)

De forma similar, o filtro backward é projetado minimizando-se a. energia do erro de predigao

backward;
N-1

e(wi) = > lo[n]|? (4.6)

n=1

Combinando-se 0os métodos de predigdo linear forward e backward, obtém-se um terceiro
método que utiliza melhor a informacéo contida nas amostras de sinal disponiveis, denominado
forward-backward (FBLP). Nele, o critério de otimizagdo consiste na minimizacio da soma das
energias dos erros de predi¢do forward e backward através do ajuste dos coeficientes dos filtros:

ers(Why) = (W) +en(w}) (4.7)

ero(Wpy) = kg[lfz[k]lg + (b k)P (4.3)

onde wy, € o vetor de coeficientes forward-backward {L x 1) a serem determinados.

Embora as solugbes w e w, sejam normalmente distintas quando N é finito, no método
FBLP a ignaldade ¢ assumida como restrigéo para a otimizacio. Se nao impusermos i gualdade
entre w} e w;, para /N finito, obteremos erros com caracteristicas distintas, pois cada filtro trata
com um conjunto distinto de amostras na geragdo do vetor de erro. Assim, terfamos vetores de
coeficientes Gtimos diferentes. Isto levaria a questionarmos qual deles deveria ser utilizado, uma
vez que sao resultantes da mesma minimizagdo. Para evitar tal ambigilidade é que se assume
a igualdade dos w'. A otimizagdo conjunta dos filtros com a restrico w'= wj permite atingir
um inico vetor étimo e fornece, em geral, melhores resultados na anslise espectral e estimacao
de freqgiiéncias [3][93][72].

Adicionalmente a essas justificativas, a restricio que impusemos é satisfeita assintoticamente
com N, justificando a sua utilizagdo. Isto é demonstrado pelos argumentos a seguir.

Analisando as equagdes normais forward e backward , verificarnos que [3]:

a) No caso forward :
Af A, wi= Al by, (4.9)
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o1l A
Rf'W}z f’f (410)
b) no caso backward :
Al Aywi= Al b, (4.11)
ol
Rywi=1, (4.12)
onde:

e () indica estimagao polarizada [32] e { ¥ ) conjugado transposto.

o A; e A; sdo, respectivamente, as matrizes de dados forward e backward (N — L) x L).

R R IO
A= . : (4.13)
fN—2 o[N=3] - o[N—L—1]
2 T
Ap = : \ N _ (4.14)
PN L] 2 N-L+1] - 2[N—1]

» by e b, sdo, respectivamente, os vetores desejados forward e backward (N — L) x 1).

z[L] :r::[l]]
L= :c[L:+ 1] - T :[1] (4.15)
:E[N.— 1] T*[N _ L—1]

. R)« e R, 580, respectivamente, as matrizes de correlagao estimadas forward e backward.

s F; e £, sdo, respectivamente, os vetores de correlagio estimados forward e backward.

Admitindo ergodicidade, quando N — oo obtemos [32]:

f{f—>R e fr—r

R, — R e f,—r

Assim,
R -wi=r (4.16)

R -wy,=r (4.17)
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Logo
W= wy=w (4.18)

ou seja, para ( T ) simbolizando transposto:
T T
[ Wpo Wpa o Wy } = [ Wh(L—-1) We(L-2) "+ Wpo ] (4.19)

Entédo, das Figs. 4.1 e 4.2, assintoticamente, os filtros apresentarao coeficientes simétricos
conjugados e os erros produzidos apresentarao as mesmas caracteristicas estatisticas. Logo, sob
este critério, os filtros sao semelhantes.

A minimizagdo da soma das energias dos erros de predigao fica expressa como:

Oep(wh) | Oen(wy)
aw' awn,

=0 (4.20)

que, explicitando as derivadas de e7(w%) e e5(w}), conforme o Apéndice A, pode ser escrita
COIRO:
(AZAw, — Abs) + (AF Aw, - Affb,) = 0
ATA W, + AfAw, = Afbp+AlDb,
AJAswW + Al AW = Afbp+AlD,

a1 [ = (a7 1A ] [

AfA . w =A% (4.21)

onde A é 2(N — L) x L, definida como:

A
A= [ A ] (4.22)
e b é2(N — L} x 1, definido como:
b
b= [—bﬁ ] (4.23)

E demonstrado em [3] que a solucdo w' da equagdo normal FBLP (4.21) é dada, no sentido
dos minimos quadrados, por:
w' = A¥b. (4.24)

onde o simbolo ( # ) significa a aplica¢io de pseudo-inversa [79][3], a qual serd definida no
Capitulo 5.
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4.2 O Método FBLP para Estimacao de Freqiiéncias

Definamos agora o sinal de entrada z[n] composto por M exponenciais complexas, inicial-
mente isento de ruido, da forma:

M
z[n] 4 Z ag. [expj (wen + @)], m=0,1,..,N—1 (4.25)
f=1

onde:

& ap sdo as amplitudes das exponenciais.

e w; 530 as [reqiiéncias das exponenciais; wy = 27 fi, e fi é a freqliéncia normalizada em
relagdo a freqliéncia de amostragem.

e ¢, sio as fases das exponenciais.

4.2.1 A Funcao de Transferéncia do Filtro FBLP

Aplicando o procedimento FBLP a z[n], obtemos um vetor de coeficientes w’ que define um
polindémio W(z) de ordem L da forma:

Wi(z)=-1+wz" +wpz? + . +wpz™* (4.26)

Teorema 4.1: Se L satisfaz a desigualdade M < L < (N — M/2)}, ¢ se w' satisfaz Aw' = Db,
entdo W(z} tem M de seus zeros na circunferéncia de roto unitdrio({CRU) em z = exp [jwy],
k=1,..,M. Caso {M/2) ndo seja inteiro, este valor € arredondado para o maior inteiro mais
pProzimo,

Teorema 4.2:0s (L — M) zeros restantes de W(z) localizam-se no interior da CRU, se o vetor
w € de norma minima.

As demonstracdes destes teoremas podem ser encontradas em [3].

Estas afirmagbes podem ser verificadas na figura 4.3 a seguir, referente ao caso em que
M =2, L =24, N = 25 amostras e as amplitudes e freqiiéncias sao:

@ =10, wi=(1,00m e ¢ =(1,00)x.
ag =10, wy=(1,0d)r e ¢2={-0,79)n.

Os zeros de W{z} que se posicionam sobre a CRU, sdo denominados zeros de sinal, enquanto
os dernais sdo os zeros estranhos. Dado que os zeros de sinal distinguem-se dos zeros estranhos
e indicam os valores dos wy através de sua posi¢do angular, conclufmos que o método FBLP
permite estimar as M freqliéncias de z{n). Porém, tal método aplica-se somente & estimacio
de exponenciais ndo amortecidas pois, caso contrario, perde-se a informacio das amplitudes qa,,
i1=1,.., M.
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Imaginério

-1.5 -1 0.5 0 05 1 1.5

Figura 4.3: Zeros da fungfo de transferéncia, L = 24, SNR = oc.

4.3 O Caso Ruidoso

Redefinamos o sinal z[n], agora considerando-o corrompido pela inser¢do de ruido aditivo:

M
zn] 'S ap.fexpj (wen+ o) +ofn] n=0,1,.., N -1 (4.27)
k=1
onde y[r] ¢ um ruido branco complexo com varidncias o5, = o, = 72/2.
A relagéo sinal-ruido para cada exponencial complexa é definida como:

2
SNRyz 2 10.1og (%) (4.28)
Y

onde 03/2 é a varidncia da parte real ou da parte imaginaria de y.

Enquanto que no caso sem ruido temos posto{A) = M, agora, o posto(A})=min[2(N L), L]
e o5 teoremas 4.1 e 4.2 ndo mais se verificam. A distribuigdo espacial dos zeros de sinal e
dos zeros estranhos de W{z) j4 néo apresenta mais & mesma simetria anterior. Isto pode ser
observado na figura 4.4 que se refere ao mesmo sinal da figura 4.3, mas agora com uma SNR
de 10 dB para cada exponencial complexa.

Esta figura apresenta a superposicac dos resultados de 50 experimentos, onde a cada nm
mantemos ¢ mesmo sinal, porém alteramos o ruido. O objetivo é evidenciar a varidncia do
posicionamento dos zeros produzida pelo ruido.

Em [3] verifica-se que, sob a influéncia de ruido, o vetor de coeficientes w’ define uma funcéo
W(z) tal que:
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Plano Z

Lmagindria
[a-]

Figura 4.4: Zeros da fungdo de transferéncia, L = 24, SNR = 10dB.

o M de seus zeros posicionam-se aleatoriamente na vizinhanca dos zeros de sinal e tanto
mais préximos dos mesmos quanto maior a relagéo sinal-ruido (SNR).

e Os (L— M) zeros restantes posicionam-se aleatoriamente ao longo da vizinhanga da CRU,
podendo eventualmente se posicionar sobre ou mesmo fora dela.

e A varidncia das estimativas dos zeros de sinal e dos zeros estranhos depende da relagio
entre o niimero de amostras disponiveis e a ordem da predi¢do (N e L, respectivamente)
e cresce com a redugdo da SNR.

De modo geral, a estratégia de identificacdo dos zeros de sinal consiste em associd-los aos
M zeros mais proximos da CRU. O ruido insere wma aleatoriedade na abordagem anterior,
prejudicando a estimacdo dos wy's através dos zeros de sinal e pode dar margem a estimativas
drasticamente erradas. Apenas quando a SNR assume valores elevados é que os zeros de W(z)
fornecem boas estimativas para os wy's, pois neste caso a situagdo € mais proxima daquela sem
ruido.

A medida que a SNR decresce, as flutuages dos zeros de sinal ao redor de suas posicoes
ideais produzem erros com varifncia crescente nas estimativas. Este comportamento altera-
se drasticamente para SNR’s abaixo de um determinado limiar, uma vez que a influéncia do
rufdo faz com que os zeros estranhos possam se posicionar mais proximos da CRU do que os
zeros de sinal. Quando tal ocorre, um zero estranho é tomado como estimador de freqiiéncia
e um grande erro é cometido. O desempenho do método degrada rapidamente dando origem
ao fenémeno denominado efeito de limiar. A seguir apresentamos uma abordagem quantitativa
da degradagio da estimagdo sob diversas SNR’s ¢ ordens de predigao L. Para tanto, conforme
[91], definimos a medida de desempenho:

el 2 3 (22 (429

num )
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onde:

s num é o mimero de experimentos realizados (utilizamos num = 500).

e w;: € a estimativa de w; no k-ésimo experimento.

Para a representagao das curvas de desempenho, utilizamos 10. log (1 Jvar{ fl)), com 0 ob-
jetivo de medir com maior sensibilidade as pequenas flutnagbes da varidncia. Esta medida ¢
tracada em funcdo da SNR [dB]. A figura 4.5 apresenta o limite de Cramér-Rao juntamente
com as curvas de desempenho FBLP para as ordens L = §, 12 e 24. Esta figura apresenta ainda
a curva de desempenho do da Mdxima Verossimilhanga [3][41] para efeito de comparagéo.

20

30T

10.Jogl O( E/var{f1Y), [dB]

5 0 15 20 25 30
SNR. {dB]

Figura 4.5: Comparagdo de desempenho entre os métodos ML e FBLP.

Podemos verificar a degradacido continua do desempenho & medida em que a SNR decresce,
correspondente ao aumento das flutuagdes dos zeros de sinal em torno de suas posigoes ideais
e conseqiiente aumento da imprecisdo das estimativas. Isto se verifica até o surgimento do
efeito de limiar, identificado por uma mudanca brusca da inclinacéo das curvas de desempenho.
Estes limiares ocorrem para diferentes SNR’s conforme a ordem de estimagdo adotada. Pode
ser observado que o menor valor de limiar ocorre para L = 24, correspondendo a uma SNR
de cerca de 15 dB. Observamos também que, mesmo acima do limiar, embora o desempenho
do método FBLP se mostre inferior ao da Méxima Verossimilhanca (ML}, seu comportamento
acompanha o limite de Cramér-Rao.

Estes efeitos podem ser atenuados pelo uso da Decomposicéo em Valores Singulares (SVD -
Singular Value Decomposition), que separa a informacao nos subespagos de sinal e de ruido. A
exclusio do subespaco de ruido permite gerar estimativas mais precisas. No préximo capitulo
analisaremos em detalhe estes procedimentos e seu poder de solugao.




Capitulo 5

SVD e Subespacos

A presenca do ruido degrada seriamente a estimacao de frequiéncias proximas entre si & medida
que a rela¢io sinal-ruido diminui. Esta degradagéo caracteriza-se pela redugdo de resolugdo
e pelo surgimento de zeros estranhos mais proximos da CRU do que os zeros de sinal. Estes
efeitos podem ser atenuados pelo uso da Decomposicio em Valores Singulares (SVD - Singular
Value Decomposition), que separa a informagéo nos subespagos de sinal e de ruido. A exclusio
do subespaco de ruido permite gerar estimativas mais robustas tanto quanto as degradaces
produzidas pelas flutuagoes dos zeros de sinal ao redor de suas posi¢oes ideais, como quanto ao

efeito de limiar.

Neste capitulo, inicialmente, apresentamos a SVD e definimos o que denominamos por
subespacos de sinal e de ruido. A seguir, passamos a um estudo detalhado da SVD da matriz
de dados A. Verificaremos que ndo é possivel recuperar toda a informacao do sinal quando ele
foi corrompido por rufdo aditivo. No capitulo seguinte aplicaremos estes conceitos a estimagao

de freqiiéncias.
5.1 Definicoes

Dada uma matriz Z m xn, existe uma fungéo f definida por f(x) = Z.x tal que f : C* —: C™,
ou seja,  é nma transformagio linear que mapeia C" em C™. Assim, uma transformacio
linear pode ser caracterizada em termos da matriz que a representa:

e O dominio de { é definide como o espago vetorial D(Z) gerado pelas combinagoes lineares
das linhas de Z.

o A imagem ou range de f é definida como o espago vetorial Z(Z} gerado pelas combinacgdes
lineares das colunas de Z.

» O espago nulo de f é a partigdo do seu dominio correspondente & imagem nula, ou seja,
o espago de todos x tal que Z.x = 0. Para tal utilizamos a representagao A(Z).

26
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E importante recordar também que o posto de uma matriz Z € definido como o nmimero de
colunas ou linhas linearmente independentes, ou seja, é a dimensdo da Z{Z) ou de D(Z). Apds
esta breve revisdo, vamos agora abordar a SVD.

5.2 Decomposi¢ao em Valores Singulares

Teorema 5.1: Toda matriz compleza Z m X n pode ser fatorada como Z = URVH onde U ¢
mxmeUUP=UFU=1, Vénxn e VV? = VEV =1 ¢ 2 ¢ uma matriz real m x n com
seus Unicos elementos ndo nulos na diagonal principal. Estes elementos sdo chamados valores
singulares e s@o ordenados como o1 > g9 2 -+ 2 0p > 0, onde r € o posto de Z. As colunas
de U eV, u; e vy, sido, respectivamente, os vetores singulares de Z a esquerda ¢ d direita.

A demonstracao deste teorema e maiores detalhes sobre SVD podem ser obtidos em [3], [30]
e [88].

Entretanto, devemnos recordar que, interpretando Z como uma transformagao linear, a SVD
decompde esta transformacdo em dois conjuntos de bases vetoriais ortonormais: um conjunto

U gerador da imagem de Z e um conjunto V gerador do dominio de Z. Os valores singulares,
por sua vez, constituem-se nos médulos das projegdes de Z segundo cada diregéo definida por

u; e v; em cada base.
5.3 A SVD da Matriz A e o Vetor w'

Seja a matriz de dados A (2(N — L) x L}, definida no contexto da predigio linear forward-
backward de ordem L, aplicada & estimacdo de M exponenciais complexas a partir de NV
amostras de z[n], conforme exposto no Capitulo 4. Analisando a SVD de A, podemos es-

crever:

A=UsSaVY = Us- | AT vy 5.1)
onde ¥ 1 é r x r, para r = min{2(N — L}, L], o posto de A. Definimos, entdo, a pseudo-inversa
da matriz A como {79]:

-1
A#:VA-[Z[‘}“ g}-uﬁ

Dessa forma, a solugéo da equagio normal (4.21), dada no sentido dos minimos quadrados
pode agora ser expressa a partir da SVD de A:

min{2{N—L),L] 1
W" = A#.b = Z —vAkuﬁkb (52)
k=1 TAk




5.4. OS SUBESPACOS DE SINAL E DE RUIDO 28

Verificamos que esta solu¢io sofre influéncia do ruido, o qual prejudica a estimagio de w’
& medida gue a poténcia do ruido aumenta. Para reduzir estes danos, vamos estudar, a partir
de agora, a atuacdo do ruido sobre o sinal.

5.4 Os Subespacgos de Sinal e de Ruido

Sejam as seguintes parti¢des na SVD de A:

by 0 Vi
A:[UM\UM][ glIEAJ_[V%]_ (5.3)

onde:

e U, é uma particdo de Uy contendo as suas M primeiras colunas e Uy, contendo as
suas 2(N — L) — M 1ltimas colunas;

e V4, é uma particdo de V5 contendo as suas M primeiras colunas e V5 contendo as
suas I, — M ultimas colunas;

e X4, 6 uma particao gquadrada M x M de X5 contendo os M primeiros elementos de sua
diagonal e X 45 retangular, [2(N — L) — M] x [L — M], contendo os min[2(N — L), L] - M
ultimos elementos da diagonal de 24.

No caso sem rufdo, o posto de A é M e Zaq é nula [3]. Logo, ha M valores singulares nao
rilos, associados aos vetores singulares de Ua; e V41. Eles sdo denominados, respectivamente,
por valores e vetores singulares de sinal.

No caso com ruido, o posto de A é completo e igual a min[2(N—L),L] e os min[2(N-L),L] -M
valores singulares que anteriormente eram nulos, tornam-se positivos. A medida que a SNR
decresce, tais valores singulares aproximam-se mais e mais dos M primeiros, os valores singulares
de sinal. Portanto, os menores min[2(N — L), L] — M valores e vetores singulares associados
estdo relacionados unicamente ao ruido, sendo entdo denominados valores e vetores singulares

de ruido.

Assim, podemos separar o espago vetorial do sinal z[n] em dois subespagos:

¢ O Subespago de Sinal: relacionado aos M maiores valores singulares de A e aos vetores
singulares associados e, portanto, relativos &s exponenciais complexas contidas no sinal

o O Subespaco de Ruido: relacionado aos min[2(N — L), L] — M menores valores singulares
de A e aos vetores singulares correspondentes, isto é, associado & parcela de ruido, y[n].
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5.5 Dissecando os Subespacos

Conhecendo os subespagos de sinal e de ruido, a primeira idéia que nos ocorre é a diminuicao
da influéncia do ruido em w’, o vetor de coeficientes étimos de predigio FBLP, pela exclusao
dos valores e vetores singulares correspondentes ao subespago de mido na expressao (5.2). Este
procedimento foi adotado por Tufts e Kumaresan em [91] e serd apresentado no Capitulo 6.
Entretanto, na referéncia citada, néo foi feito um estudo mais detalhado da decomposicio
em valores singulares, de seu potencial nem das condigdes necessérias a sua aplicacao para a
estimacao de fregiiéncias, conforme apresentado a seguir neste capitulo.

5.5.1 A Matriz de Dados Exatos Ag

Uma vez que consideramos o sinal corrompido por ruido aditivo, podemos escrever a matriz
A como a soma de uma matriz Az, composta apenas por amostras de sinal, a uma matriz Y
unicamente de ruido, de mesmas dimensdes que A:

A=Ap+Y (5.4)

Como Y contém amostras de ruido branco, suas colunas sao independentes, logo seu posto
é completo. A matriz A g equivale & matriz A do caso sem ruido e seu posto é M e, como M <
min[2(N — L), L], o posto de Az ¢é incompleto. A tem posto completo, conforme apresentado
na Secdo 4.3. Desse modo, a SVD de Ag fica expressa por:

Ap=UgxZgVE (5.5)

ol seja,

Sg1 |0 Vi
Ag=| Ug | Ug |- =2

E [ Ell EQ}[OIO A (5.6}
onde Xz, é uma matriz diagonal, M x M, com os valores singulares de Ap em sua diagonal
principal. Além disso, os vetores {uy,...,us} formam uma base ortonormal para a imagem
de Ag, Z(Ag). Podemos observar ainda que os vetores {v1,...,va} constituem uma base
ortonormal para o dominio, D(Ag), enquanto os vetores {vp;41,..., v} formam uma base

ortonormal para o espago nulo de Ag, N{Ag), pois AgVgy =0.

Conchiindo, a SVD de A g permite-nos escrever:

Ap=UmnZmVy (5.7)
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5.5.2 Consideragoes sobre a SVD de A

Nos desenvolvimentos a seguir, buscaremos estabelecer condigtes suficientes para podermos
expressar a SVD de A em termos da SVD de A g, de forma que possamos extrair as informagdes
de sinal da matriz de dados ruidosos A.

Tomando a relagdo (5.4) entre A e Ag e lembrando que o Teorema 4.1 da S5VD assegura
que VzVE =T, podemos escrever:

A={Ap+Y)VyVE (5.8)

Particionando Vg como em (5.6) temos:

VH
A=(Ap+Y)|[ Vo | Vi | l v (5.9)
E2
logo,
A={(Ap+Y)(VEei Vi + Ve V) (5.10)
Como AgV ge = 0, temos:
A=(AgVp + YV VE + (YVg)VE, (5.11)

A partir da expressdo anterior, com alguma manipulagéo algébrica, podemos chegar a uma
expressio para a decomposi¢ao em valores singulares de A em termos dos vetores singulares a
direita de Ag. Para tanto, definimos as seguintes SVD’s:

(AeVEL +YVi) £P,8.Qf (5.12)
e
(YVg) £ P2S,Qf (5.13)
Substituindo as expressdes anteriores na expressio (5.11}, podemos escrever:

A =PiS1QI'VE, + PaS:Q Vi, (5.14)

ou seja,

_ S1 ‘ 0 Q{IV%

AF[Plile.{O‘SJ.{%{V% _ (5.15)

Assim, expressamos A em termos das componentes das SVD’s de Ag e de Y. No sentido
de interpretar a expresséo anterior como a SVD de A, primeiramente devemos particionar a
SVD de A da mesma forma que particionamos a SVI) de A g para permitir uma comparagao.
Desse modo, fazemos:
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A = UpZa Vi

= Lo o | [Pt R 619

Entdo, para que {5.15) se constitua em uma decomposicao em valores singulares para a matriz
ruidosa A, faz-se necessario que Py e P, sejam ortogonals, ou seja:

P{P; =0 (5.17)

Como P, forma uma base ortogonal para Z[(Ag+Y )V g1 e Py para Z(Y V), a ortogonalidade
entre P; e P, implica em que

VEAL + Y)YV =0 (5.18)

Uma das possibilidades para que esta condigdo se verifique é:

VE(AEY) Ve =0 (5.19)

Vi (YY) Vg =0 (5.20)

Para atender s duas condicdes acima, muitas considerages sdo admissiveis. Se assumirmos
gue o ruido é "branco” no contexto de Y, isto é:

YHY =1 (5.21)

a condicio (5.20) é satisfeita. No caso de (5.19), poderiamos supor também ARY = +*L
Entretanto, considerando o sinal descorrelacionado do ruido, temos:

Advy =0 (5.22)
Assim, as restrigbes (5.21) e {5.22) garantem as igualdades de (5.19) ¢ (5.20} e podemos
especificar as condicdes suficientes para que a expressdo (5.15) represente a SVD de A:

e Os dados exatos devem ser ortogonais ao ruido no sentido de que AZY = 0;

o As matrizes Vg1 e Vg devem ser ortogonais entre si no produto interno geradoe por
YHY, VE (YHY)Vg, = 0. Tal ocorre quando o ruido satisfaz (5.21).

e O menor valor singular em ¥; deve ser maior do que o maior valor singular em 35 de
modo a respeitarmos o teorema 5.1. Esta ordenacao define os vetores de V g1 em contraste
com aqueles de Vgo.

No final deste capitulo, apresentaremos as motivagdes de ordem pratica para a opgao pelas
hipéteses acima, bem como os limites para a sua validade.
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5.5.3 A SVD de A em termos da SVD de Ag

Uma vez escolhidas as condigdes para se aplicar a decomposicao em valores singulares no
sentido de extrair informacoes do sinal exato, partindo das consideragdes (5.21) e (5.22), bus-
caremos agora explicitar uma expressao para a SVD de A em termos da SVD de A ;. Tomando
a expressao (5.4) e, substituindo a SVD de Ag de (5.7) e utilizando Y = YV 5V obtemos:

A= UEl Eglvgl + YVElVgl + YVEQVg2 (523)
Reagrupando, fica:
A=(UgnZp +YVe)VE + (YVi)VE (5.24)
que pode ser expressa na forma matricial por:
VH
A= [ (UniZm +YVE) | YV ] : [7}31—] (5.25)
B2

Para podermos identificar a expressdo acima com uma SV}, devemos inserir uma mafriz
diagonal X4 entre os seus dois fatores. Tendo em consideragao o desenvolvimento cldssico da
SVD como em [32], [41] ou [30], a forma bésica dessa matriz ¢ dada por:

(5.26)

S, — (ZL, +02 ] 0
0 ‘ O'yIret

onde I,.; é uma matriz retangular com dimensoes [2 (N — L} — M] x (L — M), cujos seus 1inicos
elementos nio nulos estdo em sua diagonal principal e valem 1.

Para podermos inserir essa matriz, devemos modificar ligeiramente o primeiro fator, resul-
tando em:

2, _2rv1/2 H
A= [ (UElel+YVE1)(EQE1+U§I)_U2 | O‘QTlYVEQ ]l (EEI T(TUI) | 0 ‘|1i VE‘l ‘|

0 | Tylret Vi
(5.27)
que deve ser comparada com a SVD de A:
A={Un | Un |: Zal 0 | [Vh (5.28)
0 | Zao Ve | :

Podemos entdo, por comparagao, identificar Uy; e Upg, observar que os valores singulares
de sinal sao dados por (X%, + o“gI)lf 2 ¢ que os valores singulares de ruido, dada a condigio
Y#Y = 21, sio iguais entre si e valem oy,

Logo, os valores singulares do subespago de sinal de A sao aqueles correspondentes de Ap
contaminados pela varidncia do ruido. Por outro lado, os valores singulares do subespago de
ruido de A sdo iguais ao préprio desvio padrido do ruido.

Podemos ainda constatar que, respeitadas as condigbes (5.21) e (5.22), Vo = Vg e Vo =
VEQ.
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5.5.4 Limitacdes no Conhecimento de Ag

Como partimos das condi¢des (5.21) e (5.22), pela subsegdo 5.5.3 garantimos que se mantém
a ortogonalidade entre Uy e Uag, Var e Vaz. Como também garantimos que o menor valor
singular de ¥4 é maior do que o maior valor singular de X4, podemos afirmar que a expressao
(5.27) é a SVD de A.

Os min[2(N — L), L} — M menores valores singulares de X4 sao iguais entre si e permitem
estimar a variancia do ruido (r; a qual, por sua vez, possibilita a obtencao dos valores singulares

de Ap através da seguinte expressao:

g = (a4 - 0’51)1’)2- (5.29)

Os vetores 3 direita de Az podem ser recuperados a partir da SVD de A, permitindo-nos
conhecer o espacgo das linhas de Ag, D(Ag), pois Va1 = Vg, bem como podemos recuperar
também o espaco nulo de Ag, N(Ag), pois Vas = Vg, .

(s vetores singulares de Uy guardam uma relagio pitagdrica com os de Ug,, pois Ua; =
~1/2
(UpiEg +YVg) (E?gl + a’jI) , onde:

e Uz XI5 é ortogonal a YV g pois, tendo em conta que VglVgl = ], temos
H
(Ugs Y)Y Vg = (UEl EmVﬁlVgl) YVg (5.30)

Mas A = Ug 25 VY|, logo:
(UpSg)” YVp = (AsVE)" YV (5.31)
que podemos escrever como:
(UpiZm) YV = VE ALYV {5.32)

Como A¥Y =0,
(UmZm) YV =0 (5.33)

e Uz 35 consiste de vetores coluna cujas normas sdo dadas pelos elementos na diagonal
de Xpg1;
e YV, consiste de vetores coluna cnjas normas sio dadas por oy;

» Uy, consiste de vetores coluna cujas normas sdo dadas pelos elementos diagonais de
1/2
(2251 +O’§I) :

Verificamos, entretanto, que ndo nos & possivel conhecer os ug; exatos a partir da SVD de
A somente, pois Ua; # Ug; e ndo conhecemos Y. Dessa forma nao conseguimos excluir de
forma completa a influéncia do ruido na estimagéo de w'.
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Os vetores de Ug definem Z(Ag) que, com a adi¢do de ruido conforme (5.4), sofre uma
rotacao que produz Z(A), o qual é definido pelos vetores de U,4. Embora nao possamos
determinar Ug;, podemos calcular os dngulos canbnicos entre os espagos das colunas de Uy,
e de U, ou seja, entre os subespacos de sinal de A e Ap, a partir dos valores singulares do

produto [30]:

: ~1/2
UZ Ui = UZ, (Up e + YVa) (Bh +031) (5.34)
Como, a partir de (5.22), Ag é ortogonal a Y, entdo Z(Ag) é ortogonal a Z(Y}. Logo:
UL Y =0 (5.35)
Usando este fato e lembrando que Uf, Ug; =1, temos:
~1/2
UL Ua = Zg (3% +0l)
= N;¥=C (5.36)

(s elementos na diagonal de C s@o, respectivamente, os cossenos c;’s dos angulos canénicos
o;'s entre os subespacos de sinal de Ap e A. Estes angulos candnicos permitem-nos delimitar
um conjunto de infinitas estimativas para Ag. Este conjunto € conhecido como “bola de
matrizes” e é melhor descrito em [53][19]. Portanto, o conhecimento desses dngulos néo €
suficiente para determinarmos os vetores singulares a esquerda de A g, dados pela matriz Ug;.
Conseqiientemente, ndo podemos excluir por completo a influéncia do ruido no céleulo de w'.

5.6 Resumindo

Em resumo, nas segoes anteriores verificamos que a partir da SVD de A e da validade das
consideragoes (5.4), (5.21) e 5.22), podemos conhecer:

o espago das linhas de Ag, pois Va1 = Vg,

o espaco nulo de Ag, pois Vs = Vo

os valores singulares de A g, calculados a partir de {5.29);

e 0s cossenos dos dngulos candnicos entre os subespagos de sinal de A e de Ag, obtidos a
partir da expressio (5.36).

Entretanto, isto nao é suficiente para determinarmos os vetores singulares & esquerda de A g,
dados pela matriz Ug,. Conseqiientemente, ndo pudemos excluir por completo a influéncia do

ruido no calcule de w'.
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5.7 Consideracgoes Estatisticas

A anilise até agora efetuada restringiu-se aos aspectos algébricos. Nesta se¢ao vamos apre-
sentar os aspectos estatisticos que envolvem a consisténcia da formulacéo apresentada anteri-
ormente,

Inicialmente, mostraremos que as condiges (5.21) e (5.22) para a extragdo das informagoes
de Ay a partir da SVD de A tém apoio estatistico, sob algumas consideracoes adicionais.
Analisemos, entdo, a4 expressao a seguir:

APA = ABA +YIY +ARY + Y AR (5.37)

Primeiramente, observamos os termos cruzados AgY e Y?Ag sob o ponto de vista es-
tatistico e efetuamos as seguintes consideragoes:

e Os elementos de Y devem ter média nula. Dessa forma, como Ag é deterministica,
E{AfY)}=0e E{Y? AR} =0;

e Os elementos de Y devem ser independentes e identicamente distribuidos com variancia
v2, possivelmente desconhecida. Dessa forma, temos E{Y#Y} = 2(N — L}»*1 2 ol

Com estas consideractes, a esperanca. estatistica de A” A fica expressa como:

E{A¥AY=AfAg+ 0 (5.38)

Como AZ Ay tem apenas M autovalores ndo nulos, os M maiores autovalores de E{A7A}
correspondem aos autovalores de A‘g Az acrescidos de ajI, enquanto os demais antovalores sao
iguais entre si, valendo O’,ﬁI.

As observacdes acima sugerem que quando calculamos a média de diversos experimentos

com uma mesma matriz A g e varias realizacoes de ruido, como é realizado neste trabalho, as
condigdes algébricas descritas anteriormente sao satisfeitas assintoticamente com o nimero de

experimentos considerados, pois:
o E{AZY} = 0;
o VEE{Y Y} Vg =0;
e em média, o menor valor singular de 2i4; € malor do que o maior valor singular de X 45.
Para situagdes onde a matriz A nao pode ser utilizada repetidamente com realizagoes

distintas de Y, De Moor [19] demonstra que as condigdes acima sio atingidas assintoticamente
com o aumento do nimero de amostras da matriz de dados ruidosos.

Estas consideractes representam a motivagdo para a adogao das condigoes suficientes re-
presentadas por (5.21) e (5.22).
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5.8 Consideracoes de Ordem Pratica

Observa-se experimentalmente que os algoritmos baseados em 5VD mantém-se robustos
mesmo com matrizes de dados compostas por poucas amostras, como serd verificado nos
préximos capitulos. Mesmo para casos onde ||A¥Y || é somente pequena, a SVD de A fornece
boas aproximacdes para Z(Vg) e Z(Vg,), e quanto menor esta norma, melhores serdo as
aproximagcoes.

Entretanto, a aplicacio da anélise efetuada ao caso finito torna-se razoavelmente complicada,
pois boa parte da informagio é perdida com o truncamento do conjuntc de amostras. Desse
modo, nio mais se pode garantir que o ruido seja branco. Além disso, passa a existir uma
certa correlacdo entre o sinal e o ruido. Esta correlagio, mesmo desconhecida, danifica a orto-
gonalidade entre Ag e Y. Embora ainda nao existam abordagens completamente satisfatdrias,
uma anélise do caso finito pode ser encontrada em [74].

A segnir, usaremos as informagoes deste capitulo no sentido de melhorar o desempenho do
método FBLP para a estimagfo de freqiiéncias.




Capitulo 6

FBLP Modificado

No Capitulo 4 apresentamos o método FBLP para a estimacéo de freqiiéncias. Verificamos
que este método permite a estimagio de exponenciais complexas ndo amortecidas embora seu
desempenho seja vulnerdvel ao ruido, degradando-se rapidamente 2 medida que a SNR atinge
valores pequenos. No Capitulo 5 estudamos a influéncia do ruido sobre a matriz de dados A.
Observamos que podemos separar as informacdes em um subespacgo somente de ruido e outro
de sinal. Porém, nao podemos excluir por completo a atuagdo do ruido, pois o subespago de
sinal também sofre contaminacio por este tiltimo. Essa limifagao traduz-se na impossibilidade
de determinar uma tinica matriz Az a partir da SVD de A. Neste capitulo vamos determinar
a estimativa de Ag no sentido dos minimos quadrados. Partindo daf, definiremos o método

FBLP Modificado, discutindo as suas caracteristicas principais.

6.1 Minimos Quadrados com Posto Reduzido - LSr

Uma vez que, pela SVD somente, ndo pedemos determinar nma tinica matriz Ag que
poderia ter gerado A, faremos uma estimativa. A estimativa de Ag, matriz de dados exata
de posto incompleto, no sentido dos minimos guadrados, dado o conhecimento de A, é obtida

pela minimizacgao da norma:

min A — Ags, % (6.1)
L&

onde Ajg, € CHV-L%L ¢ tem posto M, pois este ¢ o posto de Ag.

A solugdo desta otimizagdo [30] fornece:
Ars, =UaZa VL, (6.2)

ou seja, uma estimativa baseada apenas nos elementos do subespago de sinal de A.

Como a estimativa de w’ no sentido dos minimos quadrados é dada por w' = A#b, substi-

37
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tuindo A pela estimativa LS de posto reduzido Apg,., encontramos

M
, 1
Wis = Afgb = > o VakUALD (6.3)
k=1 YAk

A estimativa obtida acima nada mais é do que aquela proposta por Tufts e Kumaresan [91],
que serd tratada em maiores detalhes na segdo a seguir.

6.2 Melhorando o FBLP

O métode FBLP Modificado foi proposto por Tufts e Kumaresan [91]. Nele, busca-se
diminuir os efeitos dos valores e vetores singulares do subespago de ruido de A, os quais
prejudicam desastrosamente o desempenho do método FBLP para a estimacao de freqiiéncias
préximas sob relacoes sinal-ruido pequenas. A solugdo w' de norma minima, no sentido dos
minimos quadrados, pode ser escrita como [3]:

minf2(N—L},L] 1

wig=A%b= Y  —vaulb (6.4)
k=1 TAk

Como vimos no Capitulo 5, a SVD decompde a matriz A em partes de sinal e de ruido. O
mesmo se aplica a A¥ e, desse modo, podemos recompd-la com somente a parte do subespago
de sinal, “filtrando-a”, de certo modo. Truncando a somatdrio em (6.4) de forma a envolver
apenas os M primeiros termos, ou seja, aqueles relativos ao subespago de sinal, temos:

M1

w’o = ——vaud b 6.5
Mod. g%k AkUaL (6.5)

que é idéntica & expressdo (6.3).

Esta estimativa de w' j4 nao é a de norma minima, porém sofre menor influéncia de ruido.
Tufts e Kumaresan partiram daf, definindo uma fun¢do W(2)a0q. utilizando este wi, . Note
que o polindmio W(z) ¢ mantém sua ordem L. Tufts e Kumaresan demonstram que, para
SNR’s nfio muito pequenas, os valores e vetores singulares de sinal de A;g. permanecem
préximos dos correspondentes valores e vetores singulares de Ag. Agora, portanto, os coe-
ficientes de wysoq. aproximam-se mais daqueles do caso sem ruide. Desse modo, os zeros de
W(2) moq. apresentam um comportamento proximo ao do caso nao ruidoso, oferecendo melhores
condicbes a estimacdo precisa das fregiiéncias.

Definimos, assim, o método FBLP Modificado pelo subespaco de sinal, ou método dos com-

ponentes principais. Este resultado utiliza as informagoes obtidas no Capitulo 5, reduzindo a
atuacao ruidosa, porém ainda conserva a influéncia do ruido sobre os valores e vetores singulares

de sinal.

Os resultados obtidos em [91] séio melhor discutidos em [3], de onde extraimos as figuras
6.1, 6.2 e 6.3, para as mesmas amplitudes e freqiiéncias ntilizadas na figura 4.3.
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6.3 Desempenho

Comparando as figuras 6.1 e 6.2, verificamos que a restricao de subespago reduziu bastante as
flntuacoes dos zeros estranhos devido ao rmide em relagao as suas posicoes ideais, aproximando-
se mais do caso ndo ruidoso. Entretanto, podemos acrescentar que a manutencao da atuacio
do ruido sobre os valores e vetores de sinal continua prejudicando os zeros de sinal, os quais
ainda apresentam espalhamento ao redor de suas posigoes ideais.

Plano 2
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Figura 6.1; Zeros da funcéo de transferéncia FBLP, N = 25 amostras, L= 17, SNR = 10dB.

Planc Z

=15 -1 Rk} 0 0.5 i 1.3
Real

Figura 6.2: Zeros da fung¢io de transferéncia FBLP Modificado, N = 25 amostras, L= 17, SNR
= 10dB.

Na figura 6.3, podemos avaliar objetivamente os desempenhos dos métodos FBLP e FBLP
Modificado para estimagao de freqiiéncias. Observamos que a restrigao ao subespago de sinal
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imprimiu significativo aumento na robustez ante o ruido, reduzindo a SNR de limiar em até
14 dB para L = 12 e em 8 dB do melhor caso FBLP (L = 24} para o melhor caso FBLP
Modificado (L = 17). O melhor desempenho foi alcancado para L = 17 e SNR de limiar de
7dB, aproximando-se mais do desempenho dos métodos baseados em Méxima Verossimilhanca.
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Figura 6.3: Comparagao de desempenho entre os métodos ML, FBLP e FBLP Medificado.

Tufts e Kumaresan definiram experimentalmente o valor da ordem 6tima para a estimagao
das freqiiéncias, ou seja, correspondente & menor SNR de limiar, como sendo L = (3/4)N. Para
N = 25, a ordem Gtima seria 18, porém verificamos que a mesma € na verdade 17. Acreditamos
que Tufts e Kumaresan devam ter simulado apenas ordens pares, por isso nao chegaram &
nossa conclusio. No préximo capitulo apresentaremos simulagoes que esclarecerao de maneira
conclusiva esta questao.

Em especial, destacamos o caso Kumaresan-Prony (KP), que ocorre quando L = N—(M/2),
ou seja, L = 24 neste caso. Este valor de L faz com que a matriz A tenha dimensdes M x L.
Como o numerc de valores singulares nao nulos de A corresponde ao seu posto, que neste caso
vale min[M, L], A tem somente M valores singulares correspondentes ao sinal, pois M < L por
definicao. Logo, a restricio da matriz A ao subespago de sinal ocorre automaticamente. Entéo,
no caso KP, os métodos FBLP e FBLP Modificado se equivalem e w} ¢ ndo sofre contribuicio
do subespago de ruido.




Capitulo 7

FBLP e Minimos Quadrados Totais -
TLS-FBLP

Nos capitulos anteriores utilizamos a otimizagao do filtro de erro de predigao segundo o
critério dos minimos quadrados. Outro critéric mais abrangente é o denominado Minimos
Quadrados Totais, ou TLS - do inglés Total Least Squares. Este critério permite otimizar de
forma mais completa o vetor de coeficientes, admitindo erros tanto no vetor desejado como
na matriz de dados. Neste capitulo propomos a aplicagdo do TLS & predicao linear forward-
backward, na tentativa de definir um método FBLP segundo o critério dos minimos quadrados
totais, TLS-FBLP, que supere o FBLP convencional. Neste sentido, detalhamos o desenvolvi-
mento de solugdes TLS pelos subespacos de sinal e de ruido. Propomos ainda uma formulagio
diferente para a aplicagao do critério TLS, desenvolvendo um método que denominamos LS
Equivalente ao TLS. Apresentamos também comparagoes, nas formas geométrica e analitica,
entre o critério TLS e o minimos guadrados convencional. Por fim, concluimos nossos esforgos
com uma comparagao detalhada de desempenho entre o método proposto e o FBLP Modificado.

7.1 Minimos Quadrados Totais - TLS

0O método dos minimos quadrados totals pode ser considerado como uma generalizagio da
decomposi¢io harmonica de Pisarenko, bem como um refinamento da abordagem dos minimos
quadrados, pois combate o efeito do ruido tanto na matriz de dados observados A quanto no
vetor desejado b, através de ajustes em ambos quando da busca de um sistema homogéneo de
equacoes para, a otimizacio de w'. Intuitivamente, pode-se esperar um melhor comportamento
do TLS em relacdo ao LS, que considera o efeito do ruido em um unico termo da equacio
normal, como veremos a seguir.

4]
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7.1.1 Analise pela Teoria de Perturbacoes

Observando o problema de predigao linear sob o ponto de vista da Teoria de Perturbagdes,
podemos dizer que para obtermos a consisténcia do sistema de equagdes de prediciio linear:

w b (7.1)

podemos inserir uma perturbagio Ab entre os dois termos, de modo a se estabelecer a igualdade.

Desse modo podemos escrever:
Aw' = (b + Ab) (7.2)

A solugdo no sentido dos minimos quadrados {LS) consiste em encontrar w', sujeito a (7.2),
que minimize a norma quadratica de Ab, isto é, que assegure:

min [[Abll;, tal que (b+ Ab)e Z{A). (7.3)

Neste caso (b + Ab) poderd ser “predito” pelas colunas de A, pois a expressio (7.2) implica
em que, particionando A em vetores coluna, tenhamos:

Wy
W
[ai|a |- [ar || . | =(b+Ab) (7.4)
wr
logo:
(b + Ab) = uhay +wgag + --- +wray (75)

ou seja, (b 4 Ab} é uma combinagio linear das colunas de A.

No sentido de facilitar a compreens@o da solugdo LS, poderiamos equivalentemente consi-
derar a perturbacdo apenas na matriz A, no sentido de obtermos a ignaldade em (7.1):

(A+AA)w =D (7.6)

tal que a otimizacdo recaia sobre uma matriz A = A+ AA, que € uma aproximacio da matriz
A, buscando w' quie minimize a norma de AA e assegure que:

min [AAllp, talque beT(A+ AA). (7.7)

onde o indice p indica norma de Frobenius. A solugdio genérica para este problema é obtida
utilizando-se a pseundo-inversa da matriz aproximacao A:

w = A*b (7.8)

No caso LS, utilizarfamos simplesmente A=A, enguanto que, numa solucio modificada como
a de Tufts e Kumaresan, farfamos A=A Lsr, que tem posto reduzido. A solugao (7.8) também
satisfaz (7.2).




7.1. MINIMOS QUADRADOS TOTAIS - TLS 43

O critério TLS pressupoe a perturbacao tanto em b como em A, para obtermos a igualdade
em (7.1), conquistando assim um grau de liberdade maior para solucionar o nosso sistema.
Portanto, escrevemos:

(A+ AA)w = (b+ Ab) (7.9)
onde AA é 2(N — L) x L, matriz de perturbagdo de A. De outra forma:

([b\A}+[Ah|AAD[;j}=O (7.10)

que € uma equagio homogénea como na decomposi¢do harmonica de Pisarenko. Entdo, a
solucdo TLS consiste em encontrar w' que minimize a norma quadratica de [ Ab f AA },

sujeito a {7.10).

7.1.2 A Solucdo dos Minimos Quadrados Totais

Sejp X £ [b|A ], AX 2] Ab| AA | e X = (X + AX) com dimensées 2(N ~ L) x
(L +1). A solugao TLS consiste em encontrar w' que assegure:

min ||[AX||2 , tal que (b + Ab) € T(A + AA) (7.11)

Seguindo os passos desenvolvidos em [28], a estimativa TLS sera obtida a partir da SVD de
X. Portanto, fazemos:

X =UxEx V¥ (7.12)
ou seja:
min[2(N—L},(£4+1))
X= > ffm)vxmuﬁ(k) (7.13)
k=1
onde:
o Ux =[uxqy - uxqn-ny] € CHN-LXAN-L),
o Vx = [qu) VX(L+1)] = C(L+1)X(L+1};
o Ix = diag{oxq), - - -, OX(minf2(N—L),(p+1)) € RIV LI,
® Ox(1) 2 OX(2) 2 70 2 OX(M) > OX(M+1) = * = OX(minf2(N-L)(L+1)]) = D.

Como admitimos, a partir de {7.9), que (b + Ab) € combinagdo linear das colunas de
(A 4+ AA), podemos considerar que o posto de ([ b ‘ A } + [ Ab ‘ AA D é incompleto.
Desse modo, pode ser demonstrado que [28]:

min AX||F = Txtminiorv— 7.14
pusm(i)<min{2(N—L),(L+1)]H I K(minf2(N=L){L+1)) ( )
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o qual ¢é atingido se fizermos:

AX = —Xvv¥ (7.15)
e também:
—1 v
= (7.16)
ou seja:
z
wo=——
- (7.17)
onde:
o
é um vetor unitdrio no subespago S, definido pela combinacéo linear de {vx(a+1)s - - -, Yz +1) }+

tal que a # 0 e z € CL.

Para verificarmos que esta escolha atende aos requisitos da solugdo procurada, vamos definir
AX como em (7.15) e escrever:

(X + AX) [—;H — (X —Xw) [_:H
= (X -xwH) (—E)
= —é (Xv - Xvv'y)
= —2(Xv-Xv)
= 0. (7.19)

Portanto, o vetor w’ definido por (7.17) satisfaz a equagéo (7.10), assegurando que || AX}|% seja
minima. Logo, sob a luz das consideragbes efetuadas, segue-se que esse w' resolve o problema
TLS e depende apenas dos vetores singulares & direita correspondentes ao menor valor singular
de X. Entretanto, se nac existir v em S, tal que o # 0, o sistema nao tem solugao segundo o
critério TLS. Daqui emn diante, denominaremos esse vetor ¢timo do TLS como wig.

No case de um sistema subdeterminado, ou seja, 2{N—L) < (L+1), terfamos mais incégnitas
do que equacdes em {7.10), o que, segundo [51], produz infinitas solu¢Ses com erro nulo. Para
esta situacdo, a solucdo TLS é a mesma obtida pelo LS. Logo, podemos assumir wi o = A*b.

Para um sistema sobredeterminado, 2(N — L) > (L +1) e ox(141) € o menor valor singular
de X. Para o caso de ox(z41) ser um valor singular repetido de X, temos infinitas solugoes e,
dentre elas, a solugdo de norma minima.

Em particular, quando M = L, os valores singulares de X sdo todos distintos e oxr41) €
tnico. Nesta situacdo é possivel obter uma solugfo tinica dada por:

1 '”X[2,§L+1)l

WTLS = = ——— : -
X (L+1)) UX[(L+1) {L+1)]
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dado que wxy (z4+1) 7 0, pois existe apenas um vetor v em S,,. Neste caso, a solugdo TLS
reduz-se & mesma estrutura algébrica da solucao de Pisarenko.

No caso de existirem infinitas solugdes, isto é, para 2(N — L} > (L 4 1), conforme Golub
[28]. podemos obter a solu¢do TLS de norma minima particionando a SVD de X da seguinte

X = [ Ux, ’ Uxo } { ES{I { 2(;2 } { ¥§; } {(7.21)

forma:

Submetendo-se Vxq a uma transformacao H de Householder tal que:

Vx:H = [%‘%] (7.22)

obtemos o escalar « e o vetor z , que nos permitem escrever a solucao TLS de norma minima

coIno.

Whps= (7.23
TLS™ T 23}

Esta solucdo atende aos casos de infinitas solugoes para sistemas sobre e subdeterminados,
igualando-se & solugao tmica quando L = M. Na subsecdo a seguir detalharemos o célculo
desta solucdo, apresentando-a em duas versdes distintas: uma utilizando o subespago de sinal

e outra utilizando o subespago de ruido.

7.1.3 As Solugoes TLS pelos Subespagos de Sinal e de Ruido

Nesta subsecio reproduzimos a formulagio empregada em Dowling e DeGroat (23] e em Lemos e
Lopes [58](60}, no sentido de obter uma expressio direta para o calculo da solugdo TLS de norma
minima. Como a solucio TLS classica baseia-se no subespaco de ruido, de inicio trataremos
deste caso e, posteriormente, estenderemos nossa andlise ac subespaco de sinal. Dessa maneira,

procedendo & seguinte particdo de Vxg:
v [ <
= \=7— 7.24
X2 Vi, (7.24)

onde ¢, 1 x (L + 1 — M), ¢ a primeira linha e Vi,, L x (L +1 — M), sdo as ontras linhas de
Vxg, a partir de (7.22) concluimos que H deve satisfazer:

0
cTH=[0,---,0,a] ouseja, He"= {] (7.25)
G‘f*
Definindo ef; 1 _pn=[0, -+, 0,11,z 1y, @ transformacdo de Householder pode ser escrita

como [30]:
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H

88
H=I1-2-—
-2 (7.26)

na qual s = ¢* — afeqry1-p € 2” € calculado como:

ClL4+1—
ot = £ M) el (7.27)
IC(L-H—M)‘
Para a solugao TLS, utilizamos apenas a tltima coluna de Vx, I = Vo [hl [ e ] hr 1o } ,
dada por:
[44
Vxebhyri1-a) = [T] (7.28)

Ho _ -
Como SEL+1—M} = C(L+1-M) — aes’s =2a” (Cl: — c[L-}—l—M}): temos:

S{E41-M
hip1-ay = B(L+1—M)—2%S
2001y — 2 . .
= ei1m— (L+1—M) (C o e{L-|—1—M))
2o (Oi - C(L+1—M))
C*
= 7.29
ot ( )
Dai obtemos:
_ %2C"
2 ==X (730
e, dado (7.27), temos que:
, Z
Wrrs = T a
- Vi
oo
Vioc*
i (7.31)

Esta é a solugaoc TLS com base no subespago de ruido. Podemos encontrar também sua versao
com base no subespacgo de sinal. Para tanto, fazemos a seguinte partigao de Vx:

Vx = [VXIIVXZ]

T T
g C
= ; ; 7.32

l Vxi | Vxo ] ( )
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Porém, a partir de VXV§ =1, temos:

& | ][V
7 = = 1
{Vkl\vszc Vi |
gTg* + clc? EVE L TVE ] .
%18+ Viac™ | Vi VX + ViV, |
gfe + cllc g™ VH 4+ TV 1]0
- T 7 = 7 TH = (7'33)
Vg + Vipe™ | Vi ViR + Vo Vs | 0|1

o que nos permite, a partir da primeira linha e por comparacao, afirmar que:

ce = 1-gg {7.34}

~Viget = Vig (7.35)
Dessa forma, {7.31} pode finalmente ser escrita de maneira alternativa como:

7 *
' x18
WrLs = [ gHg afg (7.36)

que constitui a versao com base no subespaco de sinal para a solugao TLS.

As expressdes (7.31) e (7.36) podem ser aplicadas de forma direta, pois a transformacdo
de Householder estd implicita em ambas. Embora estas duas expressoes fornecam a mesma
estimativa, conforme as dimensdes dos subespagos aconselha-se o uso daquela que envolver o
menor nimero de operagoes.

7.2 Comparacao entre TLS e LS

Nesta secio buscamos estabelecer as diferengas entre os métodos LS e TLS. Inicialmente, in-
terpretamos geometricamente os procedimentos de otimizacdo empregados no LS e no TLS.
Em seguida, comparamos analiticamente as duas soligoes, verificando que a solugdo TLS cor-
responde na verdade a uma solugio & maneira LS porém com a maftriz de dados e o vetor
desejado sofrendo restri¢cdo conjunta ao subespacgo de sinal. Isto d4 origem a numa forma pecu-
liar de solucao modificada para o subespago de sinal, levando em conta as perturbagdes nos dois
membros da equacao normal. Entretanto, demonstramos que a solucio clissica para o FBLP
Modificado nao corresponde & solugio TLS-FBLP. Finalizando, confrontaremos experimental-
mente os desempenhos dos métodos FBLP Modificado, TLS-FBLP com base no subespacgo de
sinal, ¢ da solugdo de norma minima com restri¢do conjunta da mafriz de dados e do vetor
desejado ao subespaco de sinal.
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7.2.1 Interpretacao Geométrica dos Minimos Quadrados e Minimos
Quadrados Totais

Apresentamos agora uma interpretagdo geométrica para a diferenca entre as minimizagdes LS
e TLS. Minimizar o erro TLS equivale a minimizar as perturbagdes ||AX]|, sujeito & condigdo
(7.10). A norma ||AX]|, é calculada como:

IAX]), = max 1A%l

0 Tl (7.37)

A matriz AX, condicionada por (7.10}), apresentara norma minima se satisfizer (7.15). Neste
caso, segundo Golub [28] e Van Huffel [97], temos

[AXv]]
|AX]l, = vl o (7.38)
para v € S,. Além disto, temos que, para 2(N — L) > (L +1):
IAX]l; = ox@+n) (7.39)

Portanto, o“}?q L+1)» este caso, é o valor do erro médio quadratico envolvide na predigao linear.

Usando (7.16), substituimos v e temos:

x5
H[ = ] * = oxway (7.40)
Como, a partir de (7.10), podemos fazer:
-1 -1
entao:
ol call
= OX(L+1) (7.42)

1=

A interpretacdo geométrica do problema TLS torna-se visivel quando calculamos:

‘Xlgﬂ j _ H[ bia] [_71] 2 _ Mf” [ Wrrs — b’ (7.43)

2 Hl -1 ] 2 o L+ whewhps
2 vl

2
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onde a; é a i-ésima linha de A e b; é 0 i-ésimo elemente de b. Vamos, agora, interpretar a
quantidade
Ho! 2
_ lafw' — by

&= (7.44)

No caso mais simples quando L = 1, A e b sdo vetores 2(N — 1} x 1, enquanto w’ é um
escalar. Assim, a relagio Aw' = b fica expressa como:

23] bl
tho bg
w R : (7.45)
QN —1) ban-1)

Na figura 7.1 apresentamos uma representacao no plano para as relagoes ajw ~ b;, 1 <14 <
2(N — 1). Dado um conjunto de pontos (aj, &;), correspondentes as coordenadas de A e b,
tentamos aproximd-los com uma reta de coeficiente angular w.

4h

Figura 7.1: Diferencas no ajuste da reta w pelos critérios LS ou TLS.

Na otimizacao LS consideramos erros apenas em b para aproximar o conjunto de pontos
pela reta de coeficiente angular w/ g. Na figura 7.2, tomando apenas o ponto (a;, b;), o critério
LS minimiza a distancia do ponto {a;, a;wpg) ac ponto dado, a qual tem o valor |a,wps — b,

Por outro lado, na otimizagdo TLS consideramos erros tanto em b como a de forma a
aproximar os pontos pela reta de coeficiente angular wipg. Na figura 7.3, verificamos que a
reta wrrg inclina-se de um dngulo 8, tal que cos{f) = 1/{(wi, ¢ + 1)*/2. Logo, analisando a
parcela da norma guadrética minima do erro TLS dada por (7.44), verificamos que podemos
escrever:

|awrrs — bl

1+ w%LS = ]ainLg — bi|2 0082 (ﬁ) (746)

indicando que esse critério minimiza a distincia perpendicular da reta ao ponto dado.
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Assim, generalizando para outros valores de L, o critério TLS minimiza a soma das distancias

gquadraticas de cada ponto A } e CI*! a0 ponto mais préximo do subespago P, definido

b;
por

P = {[—2—} lacCr beC, b= w’Ha} (7.47)

Concluimos, portanto, que para o ajuste de uma curva entre os pontos observados, a abor-
dagem LS atua na minimizagdo das distancias verticais, considerando o erro apenas no vetor
b, enquanto que o TLS minimiza as distancias perpendiculares, ajustando tanto b quanto A.

|aiw'b ;'|

. -

¥

Figura 7.2: O ajuste LS.

[(@saw)

|a,w-b,.|cos[§\“@

Figura 7.3: O ajuste TLS.
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7.2.2 A Solucgao LS Equivalente

Tomando agora o caso LS, propomos uma nova solugdo de norma minima modificada, porém
efetuando a restricdo sobre a matriz de dados estendida, ao invés de sobre a matriz de dados

simplesmente. Lembrando (7.21}, temos que:

[b|A]=X=[UXIJUX2][2x1[ 0 HV&"&}

0 [ =x | | VE

Assim, a matriz estendida de posto reduzido, restrita ao subespago de sinal, é expressa
apenas por:

Xaod = Ux1Zxa Vi (7.48)

Se particionarmos Vx; como em (7.32), podemos escrever (7.48) como:

g7 17
Xﬂffod = UKIEXI ]:_f""—]
X1

= Ux1¥x: [ g’ | V’;?i }
= [ UxiZx:18" | UxiZxiVE ] (7.49)

Desse modo, podemos definir:

Xpfod = [ batod | Arred ]
= [ Ux:1Zx18" | UxiZxa VE } (7.50)

E importante alertar que a matriz Apog nNa0 é a mesma matriz Apg. da solugao modificada
proposta por Tufts e Kumaresan, a qual é obtida pelo trimcamento da SVD da matriz A apenas,

como expresso em {6.2).

Recordando, a solugdo LS de norma minima é expressa por:
whe = A%h

Se trocarmos A e b por Ajgeq € bageg resulta:

Wispg = AZroabros
= (UxiZx1 Vi) UxiZxig” (7.51)

Entretanto, antes de aplicar a pseudo-inversa em (7.51), devemos observar que a expresso de
A 700 A0 é a sua SVD. Porém, podemos calcular sua pseudo-inversa a partir de [53]:
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B* = BY (BBH)#

ou seja,
#
Als = Al (AvodAlLaa) (7.52)
Calculando, encontramos:
. #
Afry = ViiZx Uk (Ui B Vi Vi Za U,
-1
- / -1 - ;
= 5{1EX1U§1UX123{11 (V)gvkl) 20 Uxi
-1
= Vi (Vgﬁ rx1) Zx1U% (7.53}
Porém, de Vi, Vg, =1, temos que:
ViV =1-g'g (7.54)
Entdo, (7.53} fica expressa por:
* -l
Alra =V (I — 8 gT) 2x1U% (7.55)
Substituindo em (7.51), encontramos:
* -1 — *
Wises = Vxi (I —8 gT) Ui Uxi¥x18
! * -1 *
= Vi (I -g gT) g (7.56)

Entretanto, para qualquer vetor t, a decomposi¢ao em autovalores e autovetores de (I — t"‘tT)

fornece o autovalor (1 —tA t) e seu autovetor correspondente t*, tal que:

-1 t*
I-ttT) t'=——— .
(1-¢7) T (7.57)
Ent3o, utilizando (7.57), é possivel afirmar que {7.56) pode ser escrita como:
Vi, g

Desse modo, finalmente concluimos que:
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WisEq = WrLg (7.59)

Logo, podemos interpretar o TLS como um LS onde a matriz de dados e o vetor desejado
sofrem restricdo conjunta ao subespaco de sinal, como em (7.50}). Este detalhamento é mais
uma de nossas contribuigdes e foi publicado em [58] e [60].

7.2.3 Solucao FBLP Modificado Expressa em termos do TLS

Para expressarmos uma solucao do tipo FBLP Modificado em termos da solugao TLS, faz-se
necessario primeiramente relacionarmos as SVDs da matriz de dados e da matriz de dados
estendida. Propomos encontrar esta relagio a partir de [60]:

bH
({ AF } [bla ]) VX = Ox Ve B =1, M (7.60)

que nos permite escrever:

b¥b | bFA
ATb | ATA

Reorganizando o termo 2 direita, temos:

] Vx1 = [ ch(l)vxu) f Ugg(g)vx@) , ’ Ugc(M}VX(M) } (7.61)

Vx1 = Vxi 3%, (7.62)
Substituindo Vx;, encontramos:
be ‘ bHA gT gT .
a R [ | = [ S (7.63)

Tomando a segunda linha de (7.63), podemos escrever:

Affhg” L AHAV, =V, T2, (7.64)

Isolando a primeira parcela de (7.64), temos:

AfbgT = Vi 52 — AHAV/, (7.65)

Dai, multiplicandc por g, resulta:
Abg'g" =V, T58" - ATAVYg” (7.66)
o1 Seja:

Afbglig = Vi Tkeg — AHAV;XIg* (7.67)

Assim, temos:
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AHL = %1 55%18" _ ATAVy,g"
gig gilg
_ 18" (V¥ag  yw, Vg
gig 1—gfg 1 —-gfg
(1 - gﬂg) Vlezgﬂg*
_ H
_ g ( e A AW}LS) (7.68)

Isto nos permite escrever a solugao w) ¢ = (A A)*A¥b na forma:

1 — gHg V. 32 g*
L A_HA # " X1<X1 J—
Wis gHg {( ) 1— gHg WrLs (769)
o1 seja:
¢ gHg -1 ! (AHA)#V!XIE%Ig* 77
Wie=—————<(W — B
Ls gHg TLS l—gHg ( : 0)

Analisando agora a solugdo do tipo FBLP Modificado, na qual truncamos a SVD apenas da
matriz de dados A, verificamos que ela pode ser escrita como [53]:

= AfSrb
(VarZziUL) b

#
= (AfSTALSr) Afsb (7.71)

!
Wisr

Porém, desenvolvendo a forma alternativa a seguir:

#
W, = (AfsrAasr) Afb
#
= (VaiZa U5, UaZaVE) " A%b

= (VaEL,VE) A

— [ v | 0 ] E2A1 ‘ 0 ] Vgl * v l v z:Al ‘ 0 Uil

= Al | 0 \0_ 0 [ Al Azl 0 ‘EAE ng b
_ 1 [ 2t o | [ Vi Sa| 0 V[ U
_-VAI‘U-_OI 7 | gll[VAllVAz]{ Gle2 lU%:]b

_ T 1 Bas |0 1] VE,Var VE Vas Sa1| O L85

= | VAl I 0 H 0 0 1l 0 0 0 | EA2 ‘| [ U%: :lb
o [ Z2]o][1 0][Ba| O 194

= [ Vai |0 0 [0]{0 OH 0 | Zas ng b
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= 1 [ Za1 |0 XAl ’ 0 Ui
_[V‘“’O._O 0 0 [0 o, |
— 1[ Za1 |0 Ui
_[VM[O‘_O OHUKQ b
[ s-lypE
= [ Var ‘ 0 ~——~————-2A10UA1 ‘|b
= (VaiZaiU4i )b
= Wis, (7.72)
Logo, podemos escrever w g, alternativamente como:
Wwis, = (Al ALs. )" Afb (7.73)

Assim, calculamos uma expressao para wWig, em termos de Wy g a partir de (7.68):

H f 2 #
g8 8~ 1 # . H # Vy Nx.8
Wisr gHg { [(ALSrALSr) A ] AwWrpg — (ALSrALSr) m
H t 2 *
g'g—1 _ A # Vi, Y5.g
= gHg {(VAI EA{UE].) AWITLS (ALSrALSr) _lxi_g}é}l“é_

gg—1 _ ) 0 vi ]

# V’le_&lg*
1-gfg

(ALSrALS?‘) (7.74)

que, conforme o desenvolvimento em (7.72), pode ser escrita como:

“g-1 - cm 2 Vi Z%ogt
Wisr = 'ggT{VAlEAllUilUA@mVﬁW’TLS_(AESTALST) — KIS Xlg}

gilg 1—gfig
H
gfg — 1 Vi, 5
= T oig {(vaiﬂ) Wipg (Vilz VAl) —f%f—lgg} (7.75)

Portanto, obtivemos uma nova forma de demonstrar gue as estimativas dos métodos TLS-
FBLP e FBLP Modificado sao diferentes [60].

7.3 Desempenhos em Perspectiva

Visando comparar o desempenho dos métodos TLS-FBLP e FBLP Modificado, efetuamos
o cdleulo das curvas de desempenho para todas as ordens de predigao cabiveis, utilizando
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as expressoes (6.5) e (7.36). Apresentamos estas curvas de forma simultanea, através das
superficies de desempenho mostradas nas figuras 7.4 e 7.5, as quals permitem acompanhar a
variagdo da performance dos métodos em funcéo da ordem de predicic e da SNR. Destacamos,
em ambas, através de linhas descendentes, os niveis de desempenho para cada valor de ordem
de predigdo L, desde L = 2 até L. = 24. As linhas transversais foram tragadas almejando,
tao somente, melhorar o aspecto das figuras. Estas supeficies permitem verificar onde ocorre o
melhor desempenho, o pior ou entao acompanhar a variagdo das SNR’s de limiar pelo formato
da borda da superficie a partir da qual o desempenho sofre maior degradagao.

Através das figuras 7.4 e 7.5, podemos observar que os desempenhos gerais do TLS-FBLP
e do FBLP Modificado, para grandes valores de SNR, oscilam conforme a ordem de predicéo,
sendo melhores para as ordens impares e piores para as pares. Devemos observar que no
caso Kumaresan-Prony (KP)[91], L = 24, tanto o FBLP Modificado quanto o TLS-FBLP,
fornecem a mesma curva de desempenho. Na verdade, as curvas se assemelham a partir da
ordem 20, embora com algumas diferencas sutis. Esta semelhanca se deve ac fato de que para
(L+1) > 2(N — L), os critérios TLS e LS fornecem os mesmos vetores de coeficientes, como
apontado na Subsegdo 7.1.2. Entretanto, a restricao ac subespaco de sinal, empregada no FBLP
Modificado, altera a matriz de dados, produzindo as diferengas observadas.

Nas figuras 7.6 e 7.7 tragamos também as curvas de nivel para as superficies apresentadas,
gerando alternativas para a visualizagdo do contorno de limiar. Nas regides onde as superficies
sdo mais ingremes, as linhas ficam mais préximas entre si, definindo o limiar de desempenho e,
conseqlientemente, as respectivas SNR’s de limiar para cada ordem de predigio.

No TLS-FBLP verificamos que o desempenho acima do limiar varia mais suavemente com
a ordem e que o contorno de limiar é mais suave, ou seja, a variagdo dos valores de SNR
de limiar é muito pequena para ordens L de 8 a 18. Neste caso, o menor valor de SNR de
limiar encontrado foi 8 dB e ocorreu em L = 16, conforme pode ser observado na figura 7.6.
Observando o FBLP Modificado, é ficil constatar que o contorno de limiar é mais agude, bem
como o melhor desempenho ocorre na regido de L = 14 a I = 18, piorando bastante fora deste
intervalo. Para ordens pequenas verificamos vales profundos mesmo para grandes SNR’s. Pela
figura 7.7 percebemos que a menor SNR de limiar para ¢ FBLP Modificado tem o valor de
7dB e verifica-se para L = 17, diferente da ordem otima proposta por Tufts e Kumaresan,
L = (3/4)N, que equivale a L = 18 neste caso. Como dito antes, acreditamos que Tufts e
Kumaresan simularam apenas ordens pares.

Observamos que o melhor desempenho, tanto para o TLS-FBLP quanto para o FBLP
Modificado, ocorreu quando a ordem de predicac empregada foi tal que as respectivas matrizes
de dados tornaram-se aproximadamente quadradas, ou seja, para L = 16 temos X de dimensées
I8 x 17, enquanto que A tem dimensées 16 x 17 para L = 17. Assim, propomos a medida
analitica que afirma que a ordem 6tima é aquela que mais aproxima a matriz de dados da
forma quadrada, em substitui¢ae & medida empirica assinalada por Tufts e Kumaresan para
a ordem de menor SNR de limiar do FBLP Modificado. Para os casos FLP e BLP, a ordem
4tima corresponde aquela mais proxima da metade do ntimero de amostras, arredondando-se
para a imediatamente superior no caso de N ser impar.

Na figura 7.8 destacamos as curvas correspondentes aos menores valores de SNR de limiar
para os métodos TLS-FBLP e FBLP Modificado, ou seja, relativas aos melhores desempenhos.
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Figura 7.8: Comparagio entre os melhores desempenhos TLS-FBLP e FBLP Modificado.

Portanto, o melhor desempenho absoluto foi verificado no método FBLP Modificado de
Tufts ¢ Kumaresan. Entretanto, pelas figuras 7.6, 7.7 e 7.8, fica patente que a diferenca ¢
pequena e que o desempenho do método TLS-FBLP ¢ mais robusto & variacdo da ordem de
predicdo L. Estes fatos permitem afirmar que o desempenho do TLS-FBLP ¢ significativamente
superior ac do FBLP convencional, sendo, sim, comparédvel ao do FBLP Modificado.

Comparando qualitativamente a complexidade computacional dos métodes TLS-FBLP e
FBLP Modificado, verificamos que a aplicacao da SVD sobre a matriz X sempre envolve mais
cdlculos do que a SVD de A, pois X fem uma coluna a mais do que A. Diferentemente,
a obtencao da solucdo w’ depende das dimensbes dos subespagos de sinal e de ruido. Para
M < min(2(N — L), L), com a forma direta de cdlculo das solu¢des TLS, podemos utilizar o
subespago de sinal tanto para obter w’ g, quanto wi;o. Entéo, podemos dizer que, neste caso,
as complexidades computacionais dos métodos TLS-FBLP e FBLP Modificado para a obtencac
de w' sdo equivalentes. Por outro lado, para M > min (2(N — L), L), o subespacgo de ruido &
menor do que o de sinal. Neste caso, podemos utilizar a férmula direta da solugdo TLS pelo
subespago de ruido, que envolve menos calculos do que a solugio FBLP Modificado, restrita ao
subespaco de sinal. Portanto, acreditamos que a complexidade computacional do TLS-FBLP
é equivalente & do FBLP Modificado.

Estas andlises e comparacoes nos permitem afirmar gue o método TLS-FBLP revelou-se
competitivo com o FBLP Modificado para a estimac¢ao de freqiiéncias. Entretanto, podemos
observar que os desempenhos destes métodos ainda estdo muito distantes da Maxima Verossi-
milhanca (ML), necessitanto reduzir a SNR de limiar em pelo menos 4 dB. Observamos também
que, contrariando as nossas expectativas, o desempenho do TLS-FBLP mostrou-se ligeiramente
inferior ao do FBLP Modificado, mesmo dispondo de maior grau de liberdade para ajuste da
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otimizagao. Estas observagdes podem ser esclarecidas a partir do fato que as solucdes LS e TLS
nao preservarem a estrutura, como a inserida pelo filtro de predicfio linear na construcao da
matriz de dados estendida.

Tanto o LS guanto o TLS pressupdem que as componentes de ruido distribuem-se idéntica
e independentemente pelas matrizes AA e AX, respectivamente. Isto quer dizer que se supde
que estas matrizes néo sao estruturadas. A prova disso é que as aproximagoes de posto reduzido
A sy e Xjppo4, Obtidas pelo truncamento da SVD, nao apresentam qualquer estrutura, mesmo
que A e X a possunam. Isto ocorre justamente porque o truncamento da SVD de uma matriz nao
preserva sua estrutura. Por essa razéo, os desempenhos desses métodos distanciam-se daguela
da Maxima Verossimilhanga.

O método TLS-FBLP ¢é mais fortemente afetado pela existéncia de estrutura, pois altera
tanto A quanto b no calcule de sua solugdo, enquanto que o FBLP Modificado altera somente
a matriz A, preservando a estrutura de b.

7.4 Conclusoes

Neste capitulo propusemos o método TLS-FBLP, formulado pelos subespacgos de sinal ou de
ruido. Demostramos que o TLS pode ser interpretado como um LS modificado onde a matriz de
dados e o vetor desejado sofrem restri¢do conjunta ao subespacgo de sinal. Também relacionamos
analiticamente as expressoes de solucao dos métodos FBLP Modificado e TLS-FBLP. Tinhamos
esperangas de superar o desempenho do método FBLP Modificado, devido & maior abrangéncia
do ajuste TLS em relagdo ao LS. Porém, verificamos que o desempenho do TLS-FBLP, embora
competitivo com o do FBLP Modificado, revelou-se ligeiramente inferior a este tltimo. Além
disso, tanto o TLS-FBLP quanto o FBLP Modificado apresentaram SNRs de limiar cerca de 4
dB acima & da Maxima Verossimilhanga. Isto se deve ao truncamento da SVD néo preservar a
informacao de estrutura da matriz de dados. No capitulo seguinte discutiremos avancos recentes
na formulagdo TLS que permitem levar em conta esta estrutura no processo de otimizacao,
alcancando o desempenho ML.




Capitulo 8

Métodos TLS com Desempenho ML

Nos capitulos anteriores, verificamos que métodos de alta resolucio como o FBLP Modificado e o
TLS-FBLP, provéem excelentes desempenhos em relagdes sinal-ruido (SNR) grandes, acompan-
hando o limite de Cramér-Rao, mesmo com poucas amostras disponiveis de dados. Entretanto,
seus desempenhos sofrem severas degradacoes quando a SNR assume valores abaixo de 7 dB,
ainda significativamente superiores & SNR de limiar em 3 dB, apresentada pela estimacgio étima
de Méxima Verossimithanca (ML). Embora o critério de ML forne¢a o melhor desempenho, a
maximizacio direta da funcdo de verossimilhanca requer uma busca multidimensional de custo
computacional proibitivo.

Neste capitulo, apresentamos a comparacio entre alguns métodos recentes de estimacio
de parametros, como o método Maxima Verossimilhanca Quadratica Iterativa (IQML) (6],
o método Minimos Quadrados Totais Restrito (CTLS) [2] e 0 método Minimos Quadrados
Totais Branqueado (WTLS) [39]. O IQML propée nma expressio para o critério de méxima
verossimilhanca em termos do polinémio de predicéo do sinal isento de ruido [41]. Os métodos
CTLS e WTLS consistem em melhorias & solugdo cldssica do TLS para o caso de existirem
dependéncias lineares entre as linhas da matriz de dados estendida.

Diferentemente dos desempenhos do FBLP Modificado e do TLS-FBLP, os desempenhos do
CTLS e do WTLS acompanham o da ML mesmo em SNR pequenas. No sentido de esclarecer
esse comportamento, decidimos comparar analiticamente estes trés métodos. Dessa forma, ao
longo do capitulo, demonstraremos que o CTLS, o WTLS e o IQML minimizam a norma do
mesmo erro, produzindo solugoes equivalentes. Esta equivaléncia ndo é descrita na literatura
nem com a abrangéncia, nem com o detalhamento e didética que prociramos empregar neste
capitulo. Assim, consideramos esta mais uma contribuicdo & compreensao do poder desses
métodos para a estimacao de parametros.

8.1 Maxima Verossimilhanca Quadréatica Iterativa - IQML

Recordando o a expresséo (2.21), as estimativas ML das freqiiéncias w; do sinal z[n] em (4.27),
sao dadas pela solugdo do seguinte problema nao-linear de minimos quadrados:
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: A |12 : H g\ !
rr%nllx—EacHQ:mEm{x {I—E(E E) EHJX} (8.1)

onde x € um vetor N x 1 de dados corrompido por um vetor y, N x 1, de ruido branco gaussiano
complexo comn partes real e imagindria descorrelacionadas, cada uma com variancia or; /2, Eé
uma matriz N x M de Vandermonde sobre exp[jw;n| e 4. é um vetor M x 1 de amplitudes
complexas

Entretanto, como (8.1) € altamente nao-linear nas freqiiéncias {wy, . .. , Wy}, minimiza-la
exigiria uma busca sobre um espago M-dimensional, computacionalmente dispendiosa para
valores grandes de M.

Numa. tentativa de substituir o critério de ML (8.1) por expressdes mais tratdveis, muitos
pesquisadores propuseram transformar o espago de parmetros, de freqiiéncias para parametros
AR. Isto € possivel a partir da observacdo de que, como uma soma de exponenciais com-
plexas pode ser modelada como a resposta ao impulso de um filtro causal de pdlos e zeros
contendo pélos na circunferéncia de raio unitdrio (CRU), podemos equivalentemente determi-
nar as freqiiéncias a partir da posicao angular desses pélos. A localizagao dos pdlos, por sua vez,
é fungdo dos parametros AR. Para compreender esta transformacio, recordemos o polindmio
associado ao filtro de predigao linear:

Wiz)=wo+wiz 4+ +wpz™t, para M <L <(N-M) (8.2)

Na auséncia de ruido, conforme o teorema 4.1 do Capitulo 4, W(z) tem raizes na CRU em
z; = expljuw;], parai =1,..., M, isto é:

W (expjuwi]) = Yk weexp—jwik] =0 ,i=1,..., M (8.3)

Multiplicando por exp[jw;L] e realizando uma mudanga na variavel de indice, encontramos:

W (expljwi]) = Spgwr_rexpljwik] =0 | i=1,... .M (8.4)

Entéao, definindo a matriz (N — L) x N:

wp Wp-y -+ we 0 - 0
0 Wy, wr-1 - Wa - 0
WH= : N y . : (8.5)
0 0 st Wp Wroy - g
temos que (8.4) dd lugar a:
WHE =0 (8.6)

Pela teoria das projegdes, podemos verificar que o operador E (EH E) g projeta um

-1
vetor qualquer no espago gerado pelas colunas de E, enquanto que W (WH W) WH projeta
um vetor no espago gerado pelas colunas de W. Como, a partir de (8.6}, podemos afirmar que
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o espaco das colunas de W ¢ o complemento ortogonal do espa¢o das colunas de E, concliuimos
que, para L = M, a soma desses dois operadores produz o operador identidade [41]:

E(E'E) E¥+W (WHW) ™ Wi=1 (8.7)
Utilizando (8.7) em (8.1) resulta que:
. -1
min |x — Eall; = min {xHW (WHW) WHX} (8.8)

Restringindo-nos ao caso forward, de {4.13) e {4.15) recordamos a matriz de dados estendida
X=X Fe

¢[L]  z[L-1] --- z[0]
_ z[L :-i- 1] .E[L] . m[l] 89)
HN—1] 2[N=2 - 2[N—L-1
e definimos o vetor completo de coeficientes de predicao w = { Wy wy - wLJT, que inclui
também wy. A partir da comutatividade da operag@o de convolugdo, podemos afirmar que:

Wy = Xw (8.10)

Entdo, substituindo (8.10} em (8.8}, finalmente obtemos:

min [x — B4, = min {waH (Wiw)™ Xw} (8.11)

Este problema quadrético deve ser minimizado sob um conjunto de restri¢des de forma qgue os
polos se posicionem sobre a CRU para produzir as estimativas ML das freqiiéncias. Infelizmente,
esta minimizac¢do com restrigées € dificil de ser efetuada diretamente. Porém, observando que

W (WHW)ﬁl W é Hermitiana e idempotente [41], podemos escrever {8.8) como:

2

. - 12 . H Ll
min lix — Ea.ll; = min “W (W W) WHx (8.12)
que, substituindo (8.10), fica expressa por:
. - nZ . H -1 2
min [x — E&.[|, = min “W (W W) Xw
: # 2
= min ”(WH) XW” (8.13)
Esta formulagao sugere que o problema seja resolvido de maneira iterativa através de:
: (R HNF (k+1) 2
min (W ) Xw (8.14)
wik)
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Esta expressdo ¢ utilizada em métodos iterativos como o de Evans e Fischl [25], o método
KiSS [49], o IFA [41] e o IQML {6]. As diferengas que distinguem estes métodos entre si,
surgem da aplicacao de diferentes restrigdes sobre w bem como da utiliza¢do de algoritmos
distintos para assegurar a estabilidade dos mesmos. Propomos minimizar a expressio anterior
iterando a solugao TLS para w*+1) seguida da atualizagio de W +DH até a convergéncia de w.
Concentrando-nos no método IQML, além da restricio de nao-trivialidade, {w : w # 0} (dada
por wy = 1, wy = ~1 ou wiw = 1), que assegura a invertibilidade de (WHW)’ utiliza-se
L = M por construgao e aplicam-se sobre w as seguintes restrigdes conforme as caracteristicas
dos parametros a serem estimados:

1. RestricBo de estabilidade, para o caso de exponenciais complexas amortecidas:

{w : w tem raizes dentro ou sobre a CRU};

2. Restricdo para o caso de exponenciais complexas nao-amortecidas:

{W w; =wip_y, t=0,... ,L},
3. Restricdo para o caso de sendides reais amortecidas:
{w:Im(w} =0}
4. Restricao para o caso de sendides reais nac-amortecidas:

{W:Im(w) =0 e w;, = wy_y, ?L=0,...,L}.

Devemos observar que a restricao 2 nao pode ser atendida se impusermos wy = 1. Assim,
adotaremos ww = 1 no caso de exponenciais complexas ndo-amortecidas. A restricio 2, de
simetria dos coeficientes do polinémio W (z), pode ser implementada explicitamente como nma
restricio quadratica sobre w ou, de forma implicita, sobre X. A implementac¢io implicita da
restricdo de simetria converte o problema atual em outro sem restri¢oes e reduz seu tamanho
pela metade. A formulagdo da restrigdo 2 pode seguir por dois caminhos, conforme a paridade
de L. que aqui serdo apresentados separadamente.

Para L impar, seja L = 2¢ 4 1. Particione w e X de forma que:

w:[wo C W, Wehp e Wagn ]T=[W'{|w§ }T (8.15)

W _
m— ] = X w1+Xows (8.16)

Xw:[xl\xg][

Utilizando a matriz I de reflexio lateral dada por:

00 - 1
i | :

01 -0 (8:17)

10 -0
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a relacdo de simetria sobre w pode ser representada por w = fTw,ou seja:

que nos permite escrever:

Xw = X;wi+Xlw,
X; {Re(wy) + 5 Im (w1)} + XoI {Re (w1) — j Im (wy)}
- {Xl + Xgi} Re(wy) +J {X1 - XJ} Im (w)

- [ (K XeE) |(Xi - %) | {%}
= Xc (8.19)
Dessa forma, a minimizacao:
minwX" (WHW) ™ Xw (8.20)

tal que wiw=1lew= Tw*} substituindo Xw = '.?u(c, equivale & minimizacao:

b _1 vl
minc™X# (WHW) " Xe (8.21)
onde ¢y = 1 para se evitar a solugdo trivial ¢ = 0. No sentido de garantirmos que c¢ seja real,
devemos alterar a minimizagio acima, fazendo:

min c’ Re {f(H (‘:’V"‘c"VV)_1 )u(} c (8.22)

Este procedimento evita que residuos da parte imaginaria do produto de matrizes danifique o
céleulo de ¢. Entao, definindo:

o

) -1
P 2 Re (X7 (Wi, Wey) " X (8.23)

podemos, para o ¢aso de exponenciais complexas naoc-amortecidas, substituir o problema quadra-
tico do IQML pelo seguinte problema quadratico de solugo iterativa:

. ik
min cf ) C e (8.24)

onde ¢g = 1. Originalmente, Bresler e Makovski afirmam em [6} que a solugio dessa minimizacio
é a mesma do sistema de equagoes:

1

b 0
Ccwen = | (8.25)
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resolvendo este sistema a cada iteragdo até a convergéncia. Porém, nfo foi possivel obtermos
convergéncia para valores satisfatérios de ¢ e w quando a SNR assumia valores abaixo de 30
dB.

Alternativamente, propomos transformar (8.24) em um problema TLS. Isto pode ser feito
pois, diferenciando {8.24) em relacao a ¢4y e igualando o resultado a zero, encontramos:

ot

CWeirny =0 (8.26)

A solucao desta equacgdo pode ser obtida, no sentido do critério TLS, a partir da SVD de ég’f):

CY = UGLEaVe" (8.27)
sendo dada por:
Vgg }(L 1)
T L+
Coet1) = Ty (8.28)
Voe(L+1,1)

(k) 4 o Gl (k) o, . (&) . S :
onde v, 4y € @ Ultima coluna de Vg € vpg 44 1y € seu primeiro elemento, conforme descrito

no Capitulo 7. Esta proposta mostrou-se mais estdvel que a solugdo empregada originalmente
no IQML, possibilitando convergéncia para valores satisfatérios de ¢ e w em valores de SNR
de até 3 dB, como mostraremos adiante em nossas simulagoes.

Encontrado ¢, o vetor wy é reconstruido e, a partir dele, o vetor de coeficientes w. Portanto,
a restricdo de simetria é implementada formando-se é(;;) conforme (8.23) e se resolvendo a
equagio (8.26) até a convergéncia.

Como é de nosso interesse, procuramos desenvolver uma versao da abordagem anterior para.
o caso de L ser par. Neste caso, seja L = 2¢. Assim, w que tem dimensdes (L + 1) x 1, possui
um niimero impar de elementos. Dessa forma, para que a simetria w = Iw se verifique, é
necessario que o elemento central de w seja real, valendo a relagao w, = wj_,, parat=0,..., L.
Dai, particionando w e X de forma que:

w= [ Wy v Weo1 Wy Wyl - Wy }T= [ wl | w, | wl }T (8.29)
e
Wi
Xw=]Xi|% | X2 | |Twy | =Kywix,m,+Xow, (8.30)
W2

Da mesma forma que antes, utilizando a matriz de reflexao lateral 1, a relagio de simetria
sobre w pode ser representada por:

o que nos permite agora escrever:
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Xw = X1w1+xqwq+ng w:
= X, {Re(wy) +jIm(w)} + Xol {Re(wi) — 5Im (w1)} + x,b,
{X1 + ng} Re(wy) + 7 {Xl - Xgi} Im (w1} + xqw,

i ) Re (w)
- [ (Xl +X21) | X, ’ F) (X1 —le) ] We
Im (wy)
_ Xe (8.32)

A partir daqui a minimiza¢éo segue os passos descritos de (8.20) a (8.28), exceto quanto &
reconstrugdo de w a partir de wy e de c.

8.1.1 Convergéncia

Embora a matriz resultante de W¥W tenha posto completo, ela é mal condicionada devido &
forma como é construida. Assim, na inversdo da mesma podem surgir imprecistes nos cdlculos
que, acumuladas a cada iteragio, comprometem a estimacao de ¢ e, conseqiientemente, de
w. Procurando obter (WH W)_l sem calcular diretamente a inversa, Kumaresan, Scharf e
Shaw [49] propuseram aumentar W#W de forma a gerar uma matriz circulante. A inversa da
matriz circulante é entdo calculada e a identidade de Woodbury ¢ aplicada & mesma para se
obter (WH W)_l. Entretanto, sob certas condigdes, esta matriz circulante pode ser singular.

No sentido de corrigir esta deficiéncia, Clark e Scharf [12| propuseram alterar os autovalores
da matriz circulante de forma a garantir sen bom condicionamento. A seguir detalhamos
analiticamente os procedimentos anteriormente descritos.

Definamos entdo a matrix T como:

p 6 .- 0 Wy, - We Uy

uh Wy O s 0 wy - Wy
T = (8.33)

Wr—1 -+ W Wy 0 0 Wy,

e formemos a matrix circulante N x N:
TH
H
Tomando a decomposi¢do em antovalores de © como:

ef —uau” (8.35)

podemos verificar que WHW § o bloco inferior direito da matriz circulante dada por:
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(8.36)

H H
QzeH@:UIAFU*ﬁ‘:[ T | T'W }

WIT [ WIW

Entretanto, enquanto W#W ¢ necessariamente definida positiva, Q serd singular se qualquer
raiz dc W (z) corresponder a N-ésima raiz da unidade. Portanto, se desejamos inverter Q,
precisamos garantir que ela seja tanto definida positiva quanto bem condicionada. A matriz
Q) serd bem condicionada se e somente se |A3-,z-[2 > e parai=10,..., N —1, onde ¢ é alguma
tolerancia ndo-negativa. Denominando por p um vetor contendo os indices i€ {0, ..., (N — l)A}
de quaisquer autovalores A, ; menores do que ¢, e por P o ndmero de elementos de p, definimos A
como a matriz diagonal contendo “1” nas posicoes dadas pelos elementos de p e “0” nas demais
posicoes. Assim, podemos construir uma matriz Q definida positiva e bem condicionada, dada

por:

P
Q=U(Af+A)U" =Q+ Y U, Ul (8.37)
=0

onde U, denota a coluna de U indicada pelo i-ésimo elemento do vetor p de indices. No
sentido de simplificar esta equacgio, definimos a matriz:

G= [ Up Up - UP(P—l) ] (8.38)

e particionamos:

Gy ] (8.39)

H _
G—[@zq—

onde G¥ é L x P e G§ é (N — L) x P. Dessa maneira, podemos reescrever (8.37) como:

" g, [ TET+GEG, | THW + GHG,
Q=Q+G G“[WHT+G§G1 WAW + GJ G, (8.40)
A inversa da matriz circulante Q é facilmente calculada a partir de:
A ay 1
Q= U(|A|2+A) UH (8.41)
Efetnando a seguinte particao:
ALl ] & B8
Q [ 37 [~ ] (8.42)

ondecxé LxL,B8Lx(N—L)eyé(N—L)x(N—L), como Q! também é uma matriz
circnlante, temos que sua inversa, a matriz QQ, pode ser escrita como:

Q= | o BH;_lﬁ)_l (8.43)
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aqui apresentado somente seu bloco inferior direito, que é o de nosso interesse. Comparando
(8.43) e (8.40), podemos afirmar que:

-1
(WHW 4+ GlIGy)  =v-p87a'B (8.44)
Caso P = 0, podemos obter diretamente a inversa desejada fazendo simplesmente:
-1
(WHW) " =y —p"a"'3 (8.45)
Caso P > 0, alguns procedimentos adicionais sio necessarios. Assim, denominamos:
Q =WW + GIG, (8.46)
de forma que:
Ql=v-pa's (8.47)

Como dispomos tanto de Q~* quanto de G¥, podemos utilizar a indentidade de Woodbury
-1
para finalmente determinar (WH W) :

(Whiw) ™ = (Q _af Gz) B
Q7+ QTG (T- G,Q7'GH) G.Q ! (8.48)

Estes procedimentos ndo somente garantem a estabilidade do método IQML como também
permitem reduzir sua complexidade computacional, pois a maior inversa exigida passa a ser a
da matriz Toeplitz ¢, que tem dimensoes L x L.

8.1.2 Desempenho

Procurando verificar o desempenho do método IQML quanto & estimagio de freqiiéncias, apli-
camos o IQML ao exemplo de simulagao utilizado anteriormente para avaliar o desempenho dos
métodos FBLP Modificado e TLS-FBLP. Na figura 8.1 apresentamos a curva de desempenho
do método IQML com L = M = 2, obtida para 20 experimentos, conforme efetuado no artigo
que propde o método [6]. Podemos observar que seu desempenho {linha continua) reproduz
aproximadamente o desempenho tedrico da Maxima Verossimilhanga (linha pontilhada), apre-
sentando limiar apenas abaixo de 3 dB de SNR. A convergéncia ocorreu normalmente em nio
mais que 20 iteracdes, sendo em média 5 iteracoes para SNR de 30 dB, 9 para 10 dB e 19 para
3 dB.

Esclarecemos que, como o exemplo escolhido consiste em uma soma de exponenciais com-
plexas sem amortecimento imersa em ruido, devemos impor a restrigdo 2, que foi implementada
de maneira implicita sobre X. Para evitar imprecisdes na inversio de (WH W), devido ao seu
mal condicionamento, utilizamos a proposta de Clark e Scharf [12]. Adotamos também nossa
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Figura 8.1: Desempenho do método IQML, N = 25, L = 2, M = 2, 20 experimentos.
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proposta de minimizagdo da fungdo objetivo através de uma solugdo TLS, ressaltando que foi
a Unica que possibilitou convergéncia.

No sentido de comparar o desempenho do IQML com o do FBLP Modificado e do TLS-
FBLP, na figura 8.2 tragamos suas curvas de desempenho em um mesmo grifico. Podemos
observar que o IQML mantém seu desempenho mais préximo do Limite de Cramér-Rao do que
os desempenhos do TLS-FBLP e do FBLP Modificado, revelando-se promissor para a substi-
tuicdo dos métodos mais tradicionais de estimacdo de Maxima Verossimilhanca. Entretanto,
infelizmente, a complexidade computacional do IQML é muito superior & do FBLP Modificado,
uma vez que emprega pelo menos 5 iteragoes, cada uma com complexidade equivalente 3 solucao
do FBLP Modificado, para cada estimativa de w.

8.2 Minimos Quadrados Totais Restrito - CTLS

Nesta secao apresentamos uma extensao do método TLS para o caso de existirem dependéncias
lineares entre os componentes de ruido da matriz de dados estendida. Esta extensao foi proposta
por Abatzoglou e Mendel [2], originando o Método Minimos Quadrados Totais Restrito (CTLS).
No sentido de esclarecer a motivagao de sua formulagao recordamos do Capitulo 7 que, no caso
ruidoso, a predicao linear pode ser descrita por:

[b|A]wmo (8.49)

onde

w={$?}=[;}} (8.50)

De forma a estabelecer a igualdade em (8.49), a otimizagdo TLS de w leva em consideracéo
perturbacoes tanto em A guanto em b, tal que:

[ (b+Ab)| (A+AA) |w=0 (8.51)
ou seja,
([plA]+]Ab|AAJw=0 (8.52)

Como definimos anteriormente X = [ b | A ], definindo agora AX = [ Ab | AA }, podemos
reescrever {8.52) como:

(X+AX)w=0 (8.53)

A solugao TLS classica otimiza w sujeito a (8.53), pela minimizacio do produto AXw
sem qualquer consideragdo adicional. Quando a matriz de dados estendida é estruturada,
ou seja, quando ela é Toeplitz (FLP), Hankel (BLP), Hankel-Toeplitz (FBLP) ou esparsa, o
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procedimento padrdo de solugidoc do TLS néo fornece um vetor de parametros estatisticamente
6timo. Isto ocorre porque a solucdo do TLS € obtida a partir da SVD de uma matriz de posto
incompleto que é uma aproximacgao, em norma de Irobenius, da matriz de dados estendida
original. FEsta matriz de posto incompleto é resultante do truncamento da SVD da matriz
de dados estendida, ndo preservando a estrutura da mesma. O método CTLS surge como
uma melhoria da abordagem TLS, levando em conta a estrutura da matriz de dados estendida
X no processo de otimizacao. Isto é feito observande que, como as perturbagdes em uma
amostra qualquer sdo submetidas ao filtro de predicao juntamente com a prépria amostra, AX

¢ estruturada da mesma forma que X:

Az[L]  Az[L-1] --- Az[0]
Az[L+1]  Az[L] .- Azfl]
AX = | : 5 (8.54)
AN —1) Az{N—2] --- Ag[N—L~1]

No sentido de considerarmos esta estrutura na otimizagao, particionamos AX em termos de
suas colunas:

AX = Axp | Ax |- | Axy | (8.55)

A partir dai, podemos observar que a informacao de estrutura de AX pode ser fatorada em um

vetor de perturbagtes Ax e um conjunto de matrizes {Fy}, k5 =0,..., L, tal que Ax; = F Ax,
ou seja:

AX =] FoAx | F1Ax | - | FLAX | (8.56)

O vetor Ax é constituido pelos diferentes valores Az[i],i=0,..., K —1, onde K < N, que sao
suficientes para construir AX. As matrizes F; sfo (N — L) x K e possuem a mesma estrutura

de AX. Tomando Axy, podemos verificar que:

I Az[0]
Az[1]
AXL = ;
| Az{N — L —1]
10 6 0 -0 Az[0]
01 0 0 --- 0 Azl]
oo .-10--0 Az[K — 1]
N—— e
i (N-L) I(N—LyxK
10 ---00--0
o1 .--06G60---0
- - . | Ax (8.57)
0 0 --- 10 0
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ou seja:

10 000 -

o1 -.-000 . -0

Fe=f. .. ... : (8.58)
o0 .- 100 -0

Repetindo os 1iltimos procedimentos para Axy_; enconframos a matriz:

A : (8.59)
coo0.-10---0
Da mesma forma, como os vetores Ax; resultam do deslocamento de uma janela de (N — I}
posiches sobre as respectivas perturbagtes nas A amostras, chegamos até:

0 Do0o1rog -0
0 --- 0001 --- 0

Fo= . S A (8.60)
o .- 00020 -1

Desse modo, consideramos a estrutura de AX em (8.53) fazendo:

(X+] FoAx | F1Ax | - | FLAx [Jw =0 (8.61)

que pode ser reescrita como:

Xw+ (ZL: kak) Ax =0 (8.62)

k:o

Substituindo as matrizes {F;} por seus valores de (8.58) a (8.60), ohservamos que:

L
> Frwe= WY (8.63)
k=0
Assim, (8.62) fica expressa por:
Xw+ WHAx =0 (8.64)

Portanto, minimizar |AX|| sujeito a (8.53) é equivalente a minimizar ||Ax|l, sujeito a
(8.64). O método CTLS consiste, entdo, em determinar um vetor w e a minima perturbacao
Ax tal que (8.64) seja satisfeita. Explicitando Ax encontramos:

Ax = — (W) Xw (8.65)
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A norma minima de Ax ¢ entdo dada por:
min | Ax|f? = min (Ax” Ax) = min {waHW# (w)* Xw} (8.66)
Como W# tem posto completo, (8.66) pode ser escrita como:

min | Ax|)2 = min {waH (WHw)™ Xw} (8.67)

Portanto, a solugao CTLS € dada pelo vetor w que minimiza (8.67). Devemos observar que
(8.67) tem a mesma forma que (8.11), exceto que a formulagio TLS utiliza tipicamente wy = —1,
enquanto no IQML néo se impoe esta condi¢do. Perguntamo-nos entfo se esta restrigao leva os
métodos CTLS e IQML a solugdes distintas ou se eles sdo equivalentes. Para responder a esta
questdo, lancamos mao do lema seguinte, onde demostramos que a minimizagao nio é afetada
por esta restri¢do [52].

Lema 8.1: Seja A € CO* z € T Q,e C99 onde os elementos de Q, séo fungies quadrdti-
cas dos componentes de z. Sejo f uma fungdo multivaridvel de z tal que: f(z) = z"ATQ Az,
Entao flaz) =f(z), Va # 0.

Prova: Da definicio da fungio f, temos f(az) = (cz)"A¥ QA (az). Como os elementos de
Qs séo fungoes quadréticas das componentes de (@z), temos Qq, = (¢*a) Q,. Entio, a funcio

floz) =o*2"A" (0*0) 'Q7 A0z = z7ATQ 1Az =f(z), Ya # 0. |

Entdo, existe um escalar & = —wg ! para a ponderacio de w de forma a obtermos cuwpy = —1,
sem afetar a minimizacéo conseguida. Isto implica que o IQML e o CTLS atingem o minimo
no mesmo vetor w e (8.67) é realmente equivalente a (8.11). Portanto, o CTLS e o IQML
minimizam o mesmo erro e fornecem a mesma solugéo. Assim, o desempenho do CTLS &, con-
seqlientemente, o apresentado pelo IQML. A equivaléncia entre o CTLS e 0 IQML também pode
ser observada comparando-se (8.13) com (8.65), de onde podemos concluir que o IQML procura

pelo vetor w de norma minima no espaco “nule” da matriz (WH # X. Assim, a minimizagao
quadrética no IQML pode ser interpretada como numa otimizagao TLS. Esta equivaléncia nio é
descrita na literatura, classificando-se como mais uma contribuigao & compreensio das diversas
propostas mais modernas para a estimacio de parimetros.

8.3 Minimos Quadrados Totais Branqueado - WTLS

Uma outra maneira de tratar as dependéncias lineares entre as componentes de ruido da matriz
de dados estendida foi proposta por Hua e Sarkar [37] ¢ denominada Minimos Quadrados Totais
Branqueado (WTLS). Para analisar os efeitos do ruido sobre o critério TLS, lembramos que
devido & atuag@o ruidosa, em geral, ndo podemos ter uma igualdade em (8.49). A presenca de
ruido acaba por gerar um erro de predigdo dado por:

Xw = e (8.68)

Entretanto, utilizando (8.10)}, (8.68) pode também ser escrita como:
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Wix =e

Substituindo o valor de x a partir de (2.15), obtemos:

W7 (Ea+y)=e

Recordando de (8.6} que WHE = 0, encontramos:

Wiy —¢e

75

(3.69)

(8.70)

(8.71)

Como y tem média nula e variancia O'g, calculamos a variancia deste vetor de erro de predicao

fazendo:

) {eeH} = k {WﬂyyHW}

|
g

bu}
=

(8.72)

Assim, devido & estrutura da matriz de dados estendida (expressa pela matriz W), verificamos
que o vetor e ndo € branco. Como o vetor de erro de predigio 6timo deve ser necessariamente
branco, a solugao segundo o critério TLS, para o caso de X ser estruturada, jamais serd 6tima a
menos que o erro de predig¢do seja branqueado durante o processo de otimizagdo. Dessa forma,

para produzirmos o erro de estimacio e, 6timo, utilizamos (WH W)

vetor e;

o1l

—1/2
(WHW)HUZ WHx = ¢,

(WW) " Xw =,

Agora, minimizarmos a norma do erro e, corresponde a fazermos:

- H
min (ew ew)

. WHW)H} /2 (WHW)—I/ZXW}
min { wXH (WHW i (WHW)—UQXW}

para branquear o

(8.73)

(8.74)

(8.75)
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Assim, a solugdo WTLS ¢ dada pelo vetor w que minimiza (8.75). Novamente, (8.75) é
equivalente a (8.67) e a (8.11) e, portanto, o IQML, o CTLS e 0 WTLS minimizam a norma do
mesmo erro e fornecem a mesma, solugdo. A solugio WTLS é obtida iterativamente, otimizando

-1
o vetor wl**+1 do espago “quasi” nulo da matriz R{ = X# (W{i)wfk)) X, ou seja:

R(k)w(k‘-i-l) =0 (876)

w

cuja solugao é obtida no sentido TLS a partir da SVD de R, como descrito no Capitulo 7, até
a convergéncia. Para o caso de exponenciais complexas ndo-amortecidas, conforme [37], uma
versao FBLP para o métode WTLS pode ser obtida fazendo-se simplesmente:

%

-1 - -1 -
RY = X¥ (W W)™ X+ E[X7 (Wi W) " x| T (8.77)

Esta expressao € obtida a partir das relagoes de simetria entre X5 e X,.

8.3.1 Desempenho

No sentido de verificar o desempenho do método WTLS para a estimacdo de frequéncias, apli-
camos o mesmo ao exemplo de simulagao utilizado anteriormente. Na figura 8.3 apresentamos
as curvas de desempenho do método WTLS para L = M = 2 e L = 12, obtidas para 20 ex-
perimentos, conforme efetnado no IQML. Podemos observar que seu desempenho para L = 12
(linha continua) mostrou-se melhor do que com L = 2 (linha tracejada), embora ambos ten-
ham apresentado limiar apenas abaixo de 3 dB de SNR. Assim como no IQML, a convergéncia
ocorreu normalmente em nao mais do que 20 iteracoes. Para evitar imprecisdes no calculo da
inversa de W{Hk)W(k), adaptamos os procedimentos de Clark e Scharf [12] ao WTLS.

Buscando comparar o desempenho do WTLS com o do IQML, na figura 8.4 tracamos suas
curvas de desempenho em um mesmo grafico. Podemos observar que o IQML (linha trace-
jada) mantém seu desempenho mais préximo do Limite de Cramér-Rao do que o WTLS (linha
continua), embora apresentem limiar apenas aos 3 dB de SNR. Portanto, esses métodos sao
igualmente robustos a variagdo da SNR, embora tenham apresentado ligeira diferencga na pre-
cisao das estimativas. Esta distingao deve-se as diferentes precisGes dos algoritmos empregados
para a otimizagio de (8.75), ndo prejudicando a equivaléncia entre os métodos, a qual jd foi
demonstrada analiticamente, pois minimizam a mesma fungio objetivo, impondo as mesmas
restricoes.

8.4 Conclusoes

Neste capitulo discutimos os métodos recentes IQML, CTLS e WTLS que, levando em conta a
informagéo de estrutura da matriz de dados estendida, buscam atingir o0 mesmo desempenho
da ML. Demonstramos analiticamente que estes métodos minimizam a norma do mesmo erro,
fornecendo solugdes equivalentes. Conseqilentemente, o problema de minimizacio quadratico no
IQML pode também ser interpretado como um problema TLS. Os desempenhos destes métodos
superam os do FBLFP Modificado e do TLS-FBLP, porém a um custo computacional maior, pois
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Figura 8.3: Desempenho do método WTLS, na versdo FBLP, obtido para 20 experimentos.

Figura 8.4:
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Desempenhos dos métodos WTLS e IQML, para 20 experimentos.
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utilizam pelo menos 5 iteraces, de custo computacional equivalente ao do TLS-FBLP, para
cada estimativa do vetor de coeficientes. No capitulo seguinte discutiremos wma outra proposta
de corregao da deficiéncia do critério TLS em tratar problemas com estruturacéo, denominada
TLS Estruturado, ou STLS. Esta ¢ a proposta mais recente, sendo por isso mesmo, tratada em
destaque.




Capitulo 9

Minimos Quadrados Totais
Estruturado - STLS

Como observado no capitulo anterior, o procedimento padrao de solugao do TLS nao fornece um
vetor de parametros estatisticamente 6timo quando a matriz de dados estendida € estruturada.
Isto ocorre porque a solugdo do TLS é obtida a partir do truncamento da SVD da matriz de
dados estendida, o qual nio preserva a estrutura da mesma. Buscando corrigir este problema,
De Moor [18], propss a utilizagdo de uma SVD diferente, denominada SVD Riemanniania, que
permite levar em conta a informacgao de estrutura.

Recordando, pela andlise de perturbacoes, o critério TLS pode ser descrito a partir de:

[ (b+Ab)| (A+AA) |w=0 (9.1)

ou seja,

([b]a]+]Aab|AA Jw=0 (9.2)

onde Ab e AA sdo vetor e matriz de perturbagoes. No Capitulo 8, verificamos que o método
CTLS, no sentido de considerar as informacdes de estrutura na solugao TLS, impde sobre
AX = [ Ab | AA } a mesma estrutura da matriz de dados X:[ b [ A } Em contrapartida,
o método Minimos Quadrados Totais Estruturado (STLS), proposto por De Moor [18], impée
essa estrutura sobre a matriz [ (b + Ab) | (A + AA) ] Para facilitar a compreensdo desta
formulagido, seguindo os passos empregados por De Moor, trataremos inicialmente o problema
TLS néo-estruturado, através da mesma formula¢ao matemaética a ser empregada no método

STLS.

9.1 Revisando o TLS

Nesta se¢do retomamos o critério TLS, tratando-o através da formulagdo a ser empregada no
método STLS, de forma a chegar a sua ja conhecida solugao. No critério TLS, como visto ante-
riormente, obtemos a solugdo através do truncamento da SVID) da matriz X de dados estendida.

79
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Isto equivale a utilizarmos, em verdade, a SVD de uma matriz X de posto incompleto e que
é uma aproximagao de X. Assim, podemos encarar o TLS como a aproximacio, em norma de

Frobenius, de uma dada matriz X= [ b|A } por uma matriz 5{=[ (b+ Ab} | (A + AA) }
de posto incompleto. Isto pode ser formulado como:
min X — 5(”1 sujeitoa Xw=0 e wilw=1 (9.3)

ieC(N-—L)XL’WeCLXJ.

Para efetuar esta minimiza¢do podemos utilizar a teoria de Multiplicadores de Lagrange. Neste
sentido, definimos A € € como um multiplicador de Lagrange e 1 €¢C*V=1*1 ¢omo um vetor de
muitiplicadores de Lagrange, de forma que o Lagrangiano de (9.3) pode ser escrito como:

) (N=L) (L+1) )
£ (X,w, 1,/\) = > (@i — Eix)" (wix — Tae) + 17 Xw+A(1 = whw) (9.4)
i=]1 k=1

Vamos entdo mostrar como podemos chegar & bem conhecida solucdo em termos da SVD da
matriz X.

9.1.1 Derivadas

Para determinar os valores dos parimetros que conduzem £ (X, w, I,,\) ao seu minimo, fazemos
as derivadas de (9.4} em relagéo a X;,, w, 1 e A iguais a zero. Conforme as propriedades descritas
no Apéndice A, obtemos o seguinte conjunto de equagdes:

(X - 5{) = lw' XA = wh* Xw=0 wilw =1 (9.5)

Observemos que a perturbacio AX = — (X — X} 6 uma matriz de posto unitério, pois é gerada
pelo produto externo dos vetores 1 e w. Além disso, temos que:

HXw =0 (9.6)
Logo,
N |
(XH1)" w =0 9.7)
ou seja,
(W) w =Awfw =0 (9.8)

e como ww = 1, temos:

A=0 (9.9)
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9.1.2 Eliminacdo de X

H
Partindo de (9.5) e pés-multiplicando (X - X) por w e (X - X) por 1, utilizando as relagdes
anteriores, encontramos:

Xw=1 e Xl=w(") (9.10)
9.1.3 Normalizagao
A seguir normalizamos 1 como u = 1/ ||1)|, denominamos ¢ = ||| e rebatizamos w como v,
encontrando:
Xv=uo tal que uiu:l (9.11) '

Xfu=ve talque viv=1
Dai temos que:
u?Xv =ufue
=0
o que implica em que o seja valor singular de X e u e v seus respectivos vetores singulares.
Observe agora que de (9.5) temos:

[-%[; = m[(x-%)" (x-%)]

— 1 () (1)

= Tr [wi1w”| (9.12)

Mas 1¥]1 =02, logo:

||X—}~(|i = O'QTI‘[WWH]

B !‘TQWHW

2
o {9.13)
Assim, a minimizagio desejada consiste em buscarmos o trio singular correspondente ao menor

valor singular. Além disso, a solugdo do TLS é dada a partir do vetor v {ou w) correspondente
ao menor valor singular de X.

9.2 Minimos Quadrados Totais Estruturado (STLS)

O método de Minimos Quadrados Totais Estruturado (STLS) foi proposto por De Moor [18] em
1993, como uma extensdo do TLS convencional para os casos em que a matriz de dados esten-
dida apresenta uma certa estrutura, por exemplo, Toeplitz, Hankel, Hankel-Toeplitz, matrizes
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esparsas, etc. Embora ja existissem outros métodos com a mesma finalidade, como o CTLS de
Abatzoglou e Mendel [2], a proposta de De Moor apresenta uma formulagdo mais abrangente
e original, incorporando a informagcdo de estrutura a otimizagdo de maneira conceitualmente
diferente. No CTLS impoe-se sobre uma matriz de perturbagoes a mesma estrutura da matriz
de dados estendida, enquanto que no STLS esta estrutura é imposta sobre uma matriz que
aproxima, em norma de Frobenius, a matriz de dados estendida.

Seguindo a formulagao original de De Moor, a partir daqui vamos desenvolver o método
STLS. Consideremos entdo que a matriz X eCW=1*L pogsui uma certa estrutura como, por
exemplo, Toeplitz, que é tipica da abordagem FLP:

z[L]  z[L-—1] --- z[0]
RE" + 1 :.c[:L] m[}] 014
dN=1] aN—2] - a[N—L—1]

Isto significa genericamente que embora X seja formada por (N — L) (L + 1) elementos, apenas
K elementos sdo distintos dentre eles. No caso de X ser Toeplitz, temos K = N. Assim,
utilizamos apenas K eclementos do vetor de dados x para formar a matriz X de dados esten-
dida. Escolhendo 1um conjunto apropriado de matrizes X, € CV-LxL 3 =0,... K, podemos
representar a informacao de estrutura de X, decompondo-a na forma de uma fungéo afim dos
elementos de x:

K1
X=> X, +Xg (9.15)

=0
onde x; é o i-ésimo elemento de x e Xg atua como uma polarizacdo. Para X Toeplitz, um
conjunto possivel e trivial de matrizes X, seria dado por Xx = 0e X;,7=10,..., K —1, matrizes
cujos elementos sio iguais a “1” nas posi¢des que na matriz X correspondem aos elementos i),
e “0” nas demais posi¢bes. Por exemplo:

0o 0 0 0 0
1 0 0 ---0 -0
X;=(0 1t 0 -0 -0 (9.16)
0 .- 0 1 0 - 0]

Impomos a estrutura de X sobre X fazendo:

—1

X=3 #X:+ X« (9.17)

onde Z; é 0 t-ésimo elemento de X = x + Ax. Dessa maneira, partindo de (9.3), o problema
STLS pode ser descrito por:
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K1
I)I{u“{l ZO = Z)" (m — ;) tal que Xw =0, wlw =1 e X satisfaz (9.17) (9.18)

Em nosso caso, K = N, ou seja, todas as amostras disponivels sao consideradas na construcao
de X e X.
No sentido de resolver a minimizagio (9.18), tomamos seu Lagrangiano:
N—1

ez, w,lN) =3 (z — ) + 1 Xw4 A1 — whw) (9.19)
=0}

9.2.1 Derivadas

Utilizando as propriedades descritas no Apéndice A, fazemos todas as derivadas do Lagrangiano
iguais a zero, encontrando:

oL (xé;l?v, LA) 0= Xw=0 (9.20)

OLE W, LN oL gH = war (9.21)
ow

oL (X, w,1LA) Hoo
h 0= wiw=1 (9.22)
X LA *

m—é}‘:”w} = 0= (2 - &)= (FXw) ,i=0,...,N -1 (9.23)

De (9.20) temos que 1#Xw = 0. Utilizando este resultado juntamente com (9.21) e (9.22),
obtemos A = 0, analogamente aos cdleulos da subsecao 9.1.1.

9.2.2 Eliminacio de X

A partir de (9.23) podemos escrever:

- N-1 N1
(X*X)W = (Z $¢X£+XK— Z i,;Xé—XK)W
=0 §=0
N-1
= Z ($1; — &,7'1) XéW
i=0
N-1 .
= Y ("Xiw) Xiw (9.24)

=0

e utilizando (9.20), temos que (X — 5{) w=Xw - Xw = Xw. Logo, utilizando este resultado
em (9.24}, obtemos:
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=z

X;w (lH Xz-w) "

MM I

-
Il
[=}

Xiw [(Xew) 1]

T

= X;w (X;w)7 1

il
ot
)

1 (9.25)

-\ H
Similarmente, utilizando (9.21) em (X - X) I, podemos encontrar:

N-1 H
XA = 3 (xM) (X)) w
i=0

9.2.3 Normalizacao

Definindo z = 1/ [[1]| e denominando 7= ||1||, nma matriz D, pode ser definida da mesma forma
que Dy, pela simples substituigdo de cada componente de I e ID; por seu correspondente em z.
Como os elementos de D; s&o fungdes quadraticas dos componentes de 1, temos que D; = D, 72,
Assim, podemos escrever as seguintes relagdes:

H

Xw =D,zr talque z"z=1

Xy = Dwr tal que wiw =1 (9.27)
Neste caso, {z,7,w} nio é num trio singular de X. Isto pode ser verificado fazendo-se:
2z Xw = 27D, zr (9.28)

pois, como zz =1, o produto z7 D,z ndo se iguala necessariamente a 1 e nio pode ser eliminado
da expressao anterior. Na secdo seguinte, manipularemos (9.27) da forma a reescrevé-la como

uma SVD.

9.2.4 STLS na forma de uma SVD Riemanniana

Nesta segdo mostraremos que o problema STLS pode ser representado, ndo por uma SVD
convencional, mas sim numa forma denominada SVD Riemanniana {20]. Inicialmente, vamos
escrever as variaveis de (9.27) de uma maneira mais apropriada. Neste sentido, definimos
w=v/|vl, z=u/|ull e 7 = olul [lv]], tal que D,, = D,/ ||v|* e D. = D,/ [luli*. Proce-
dendo & mudancga de variaveis em Xw = D, z7, obtemos:
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v D, u
”VH - HVHZ ”u”o- ”u” “V”
ou seja:
Xv = Dyuc (9.29)

Da mesma maneira, substituindo em Xz = D,wr, encontramos:

Hu

”u” = Hqu ”V“G”u” ”V”

logo:

X"u=D,vo (9.30)

Para que {u,o, v} correspondesse a um trio singular de X, deveriamos ter uXv =¢. Porém,
de (9.29) temos:

uXv = uD,uc (9.31)

Desse modo, para que (9.31) seja uma SVD, faz-se necessdrio que u?D,u =1. Da mesma forma,
devemos ter vD,v =1. Assim, podemos reescrever (9.27) como a SVD Riemanniana de X:

Xv =Dyuc tal que u’D,u =t

Xfuy=D,ve tal que viD,v =1 (9.32)

N—1 H
A matriz D, é dada por D,= ¥ (Xf‘r u) (Xf" u) e, portanto, é definida semipositiva ou nio-
=0
negativa, e seus elementos sdo fungdes quadrdticas das componentes de u. A matriz D, é dada
N-1
por D= % (X;v) (X;v)?, é definida semipositiva e seus elementos sdo funcdes quadraticas
=0

das componentes de v. A relagdo (9.32) é conhecida também por SVD Restrita, ou SVD do
quociente de trés matrizes {X,Di" 2 DY 2}, sendo descrita em [15][17]. Comparando (9.32) a
(9.11}, verificamos que a SVD convencional exige que os vetores singulares sejam unitérios,
enquanto a SVD Riemanniana introduz matrizes de ponderagao D, ¢ D,, de forma que nao
mais os vetores singulares s&o unitdrios, mas sim os produtos u’D,u e vi7D,,v é que se igualam
al.

Vamos agora retornar a (9.18) buscando expressar a fungao objetivo do problema STLS em
termos de {u,o, v}. Partindo de (9.23) podemos escrever:

[y

N-1 N~

>o(m—E) (@ —2) = Y (1 Kew) (1 Xew)’

=0 i=
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= Y (2"Xew) (2 Xw)

i=0

=

= z7 ¥ (X;w) (zHXt-w) "

t

t
o

= 27 ¥ (Xow) (X;w)¥ 272 (9.33)

1'

=

Il
=)

qne, utilizando a definicdo de D,, dada em {9.25), pode ser escrita na forma:

N-1
(:L"g - :E?;)* (:L',c' — C‘ﬁz) = ZIEI]:)WZ‘T2 (934)
0

f==

Substituindo os valores de w, z e 7, encontramos:

= . ye L u \7 D, u , 2 2
Y om0 -0 = () el
= u?D,uo?
o’ (9.35)

Portanto, o problema STLS dado pela minimizacao (9.18) corresponde a encontrar os vetores
singulares u e v, correspondentes ao minimo valor singular o que satisfaz a SVD Riemanniana
de X, dada por (9.32), onde o vetor w 6timo é calculado a partir de w = v/ ||v||.

O cilculo dos vetores singulares u e v é efetuado recursivamente a partir das equagoes
em (9.32). Partindo de valores iniciais quaisquer u®, v ¢ 5@ primeiramente calcula-se

1
Akt = (ng)) Xv#® /5 e depois v*+Y) = X#DFEuF+De®) | impondo também as res-
tricdes u? Dyu = v D, v =1 sobre u e v até sua convergéncia.

Assim, através da insercdo das matrizes de ponderacdo D, e D,, a SVD Riemanniana
permite incorporar a informagao de estrutura de X na otimizagao do vetor w de coeficientes.
[sto corrige a deficiéncia do critério TLS em tratar problemas estruturados e define o método
STLS.

9.3 Equivaléncia entre STLS e CTLS

Como observado até aqui, muitos métodos distintos, como o CTLS e o STLS, foram propostos
como extensoes do TLS para encontrar a solu¢do 6tima no caso de a matriz de dados apresentar
uma certa estrutura. Verificaremos, a seguir, que quando se impoe sobre X a mesma estrutura
de X, os problemas STLS e CTLS, bem como suas solugoes, sao equivalentes. Este resultado
pode ser encontrado em [52], tendo sido concomitantemente desenvolvido também por nds ao
longo de nosso trabalho de pesquisa. Para procedermos & demonstragido desta equivaléncia,
supomos D, definida positiva e reescrevemos (9.25) como:
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1=D7'Xw {9.36)
Partindo de (9.23} e utilizando (9.36), podemos reescrever (9.18) como:

N—-1 N-1 .
min 3 (z; — &) (2~ &) = minl” Y (1"Xw) Xow
%W 0 d =0

= m“i'n 7D,1

w

= minw’X” (D;')" D, (D;Xw)

= minw?X" (D;')" Xw (9.37)

Como D,, é Hermitiana por construgio, temos que (D71)” = D2, Desta maneira, a funcio
objetivo do STLS fica expressa por:

N-1
min > (z; — %) (z: — %) = minw? XD 'Xw (9.38)
* =0 hd
Vamos agora analisar a diferenca {X — 1"() = —AX a luz da formulagao empregada na segéo
referente ao CTLS. Neste método, a informagao de estrutura de AX é expressa em termos de
um conjunto de matrizes {Fi}, k =0,...,L, e de um vetor Ax de perturbagdes, tal que:
(X-X) = -ax
= - | FoAx | FiAx| - | FrAx | (9.39)

Mas, se considerarmos gie X e X sao estruturados da mesma forma, AX também apresentara
a mesma estrutura ¢, segundo a formulacio empregada no STLS, podemos escrever:

N-1
(X-X) = Y @m-#)X
i=0
N-1
= — ) AzX; (9.40)
i=()
Portanto, as representagoes da estrutura de X utilizadas pelos métodos CTLS e STLS podem
ser relacionadas através de:

N—1
| FoAx | F1ax |-+ | FrAx | = Y AsX, (9.41)

i=0
Para esclarecer a relacdo entre os conjuntos de matrizes {Fy}, £ = 0,...,L, e {X;}, 1 =
0,..., (N — 1), seguimos a notacdo empregada em Ma.tlab®, na qual a k-ésima coluna de X;
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é representada por X;(:, k). Neste equacionamento admitimos que a primeira coluna recebe o
indice “0”. Podemos entdo escrever cada coluna de AX como:

N-1
Frax =Y AzX (k) (9.42)
=0
que na forma matricial fica expressa por:
Fedx = [ Xo(t, k) | Xa( k) | - | Xiweny (5, k) | ax (9.43)
que é vélida para todo Ax se e somente se:
Fi= [ Xo(, k) | Xa(oy k) | -+ | Xweny (2, ) } (9.44)

Assim, esclarecemos a relagio entre as matrizes de estrutura dos métodos CTLS e STLS,
concluindo que a i-ésima coluna de uma matriz Fy corresponde & k-ésima coluna de uma

matriz X,.
Retornando ao STLS, a partir de (9.25), podemos escrever D, na forma matricial comeo:

N-1
D, = Y (Xiw)(Xiw)"
i=0
= [ Xow [ Xaw | | Xorw | [ Xow [ Xaw | | Xvogw |7 (945)
Explicitando os produtos em cada coluna de [ Xow | Xiw | | X(n-1)W }, obtemos:
L L
{ Xow | 1 X(N—l}w ] = { ¥ Xo(nkjwg | -+ | 22 X(N—l)(::k)wk }
k=0 k=0
L
= Y[ Xl k) | oo | Kiwoy (k) | (9.46)
k=0
Utilizando (9.44) em (9.46), encontramos:
L
[ ng ‘ s | X(N_l)w ] = Zkak (947)
k=0

L
Relembrando que, na formulacio do CTLS, denominamos W# = 3~ Fruwy, em (8.63), podemos
k=0

entdo escrever;

[ Xow | Xaw | - | Xwyw | = WX (9.48)

Substituindo esta expressio em (9.45), segue-se que:
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D, =WfwW (9.49)

Como vimos no Capitulo 8 que W tem posto completo, verificamos através de (9.49) que D,
também o tem, corroborando a hipdtese inicial desta segzo.

Substituindo (9.49) em (9.38), podemos finalmente escrever a funcio objetivo do STLS
Comao:

min 21 (z: — )" (2, - &) = min {waH (WHw)™ XW} (9.50)

Esta expressao é idéntica a funcao objetivo do método CTLS e, portanto, podemos dizer que o
método STLS minimiza o mesmo erro e fornece a mesma solugio dada pelo CTLS. Poderiamos
questionar a equivaléncia entre STLS e CTLS, observando que, embora minimizem uma mesma
funcio objetivo, a eles sdo aplicadas restri¢des diferentes, ou seja, no STLS exigimos que
viD, v = u?D,u = 1, enquanto que no CTLS basta apenas que w”w = 1. Que conseqiiéncias
tém estas restricoes sobre a minimizagao? Nossa procura pela resposta a esta questao foi inicial-
mente desencorajada pelos comentarios de De Moor em [20], que afirmavam que estas diferentes
restricdes impossibilitavam a equivaléncia. Porém, contrariando esta afirmacgio, recentemente,
Lemmerling, De Moor e Van Huffel [52] demonstraram numericamente que a minimizagéo de
(9.32), seja utilizando as restrigdes v D,v = ufD,u = 1, ou unicamente v7v = 1, converge
para um mesmo vetor 6timo v. Assim, concluiram que D, pode ser qualquer matriz definida
positiva, corroborando a equivaléncia entre STLS e CTLS.

As diferencas entre as formulagtes STLS e CTLS surgem apenas quando X ou AX sio
estruturadas de forma diferente de X. Por exemplo, consideremos os problemas STLS e CTLS
onde, respectivamente, impomos sobre as matrizes X e AX uma mesma estrutura, porém
diferente daquela de X. Neste caso, a matriz resultante da diferenca (X — 5{), no STLS, nao
possui a estrutura que foi imposta e, conseqiientemente, nao possul & mesma estrutura da
matriz AX do CTLS. Isto significa que, neste caso, ndo podemos encontrar uma relagdo entre
as matrizes {F,} do CTLS e as matrizes {X;} do STLS de tal maneira que estes métodos
formulem exatamente o mesmo problema, isto €, sejam equivalentes.

9.4 Conclusoes

Assim, como 0 STLS é equivalente ao CTLS, levando em consideragao os resuitados do Capitulo
8, podemos afirmar que o método STLS é também equivalente aos métodos WTLS e IQML,
quando X ou AX sfio estruturadas da mesma forma que X. Este resultado é de grande
abrangéncia, envolvendo todos os métodos mais recentes para a estimacao de parametros. Na
literatura nao encontramos afirmacio tdo abrangente e detalhada, o que nos leva a crer que este
resnltado constitui-se em uma contribuicio significativa & compreensao do poder de solugdo dos
métodos estudados. No capitulo seguinte propomo-nos a desenvolver métodos LS que levem
em conta a informacdo de estrutura, na busca de algoritmos com maior robustez, como a
apresentada pelo FBLP Modificado em relagdo ao TLS-FBLP.




Capitulo 10

Estruturando o LS

No Capitulo 7 verificamos que, para um ntiimero pequeno de amostras disponiveis, como N = 25,
o método FBLP Modificado apresentou melhor desempenho do que o TLS-FBLP para SNR’s
abaixo de 10 dB. Acreditamos que isto se deve & maior robustez do FBLP Modificado & perda
de estrutura provocada pelo truncamento da SVD de A. Nos Capitulos 8 e 9, analisamos os
métodos IQML, WTLS, CTLS e STLS, que permitem manter a estrutura da matriz de dados
estendida X, mesmo reduzindo seu posto segundo o critério TLS. Embora os métodos estudados
nos Capitulos 8 e 9 apresentem desempenho equivalente ao da Maxima Verossimilhanga, a maior
robustez do LS ao truncamento da SVD nos incentiva a buscar a inclusio da informacgio de
estrutura da matriz em sua otimizagdo. Neste sentido, introduzimos neste capitulo a abordagem
estruturada dos métodos CTLS e STLS ao caso LS.

Na otimizacio LS consideram-se perturbagdes apenas em um dos lados de Aw'=z b, quer
seja e A ou em b, no sentido de se escrever esta relacdo como uma igualdade. Enquanto isso,
no TLS consideram-se perturbagdes em ambos os lados. Desta forma, podemos interpretar o LS
como um caso particular do TLS onde, por exemplo, as perturbagdes sobre a primeira coluna
de X = [ b f A ] {ou seja, b) sdo desconsideradas no processo de otimizacao, de forma que

a matriz de perturbagbes fica expressa apenas por AX = { 0 ] AA ] Entao, o LS pode ser
formulado como um TLS com elementos fixos.

Neste capitulo propomos quatro métodos inéditos, até onde temos noticia. Primeiramente,
introduzimos o método de Minimos Quadrados Restrito (CLS), que é uma versao LS do método
CTLS. Embora na literatura encontremos este nome associado a outro método, resolvemos aqui
adotd-lo no sentido de manter a nomenclatura e facilitar a associacao entre os dois métodos. A
seguir, procurando estabelecer a formulacao que nos permitird incorporar na otimizagao LS a in-
formacdo de estrutura adotada no STLS, desenvolvemos 1nma abordagem genérica, introduzindo
o método STLS com Elementos Fixos. Este método revelou-se também uma generalizagio do
STLS. Em seguida, como um caso particular dessa formulagio, propomos o método Minimos
Quadrados Estruturado (SLS). Adicionalmente, formulamos uma versdo LS também para o
WTLS, dando origemn ao método Minimos Quadrados Branqueado (WLS).

90
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10.1 Minimos Quadrados Restrito - CLS

Repetindo os procedimentos anteriormente adotados no CTLS, buscamos agora desenvolver e
determinar um estimativa de minimos quadrados que leve em conta a estrutura existente na
matriz de dados. Colocado de forma semelhante ao problema TLS, o problema LS considera
perturbagoes em apenas um dos membros da equacdo de predicdo, ou seja, apenas no vetor b
o1 na matriz de dados A simplesmente. Desse modo, podemos descrever a predicio linear no
contexto LS por:

(A+AA)W =D (10.1)

Assim, resolver o problema LS consiste simplesmente em otimizar w’ tal que a norma do pro-
duto AAw' seja minimizada. Se adicionarmos a consideracdo de que, na auséncia de ruido, o
posto de A = Ay é originariamente incompleto, aproximamos a matriz (A + AA), de posto
completo, por uma matriz de posto incompleto, definindo a solucao de Tufts e Kumaresan. En-
tretanto, considerando que A possui alguma estrutura especial, como feito pelo CTLS, podemos
definir uma nova solugdo. Neste sentido, inicialmente reorganizamos a equacao anterior em uma
formulacéo parecida com a do TLS:

([blA]+[0|AA])[—TW=0 (10.2)

Agora, seguimos a formulagio do CTLS, representando a informagao de estrutura de A A como:
(X+] 0| Fiax || FrAx |) {“Tl} =0 (10.3)

onde X = b | A | e as matrizes Fy, i = 1,..., L, e 0 vetor Ax 530 os mesmos utilizados em

(8.56) e (9.41). Cada matriz F; tem a mesma dimenséo de WH,

Expandindo e explicitande os produtos matriciais, obtemos:

X {_Tw - (i Fiw{i)) Ax =0 (10.4)

i=1

Definindo W#, = y°£ | F,w;), de mesmas dimensoes que WH, ouseja, (N - L) x N:

L5 —
wey we-ny - wey 0 - 00
0 Wir Wi — e wry 0 e 0
Wfs = . .( ) (. v . 2 X ] )
0 va 0 w(L) ’w(L—-l) C. w(l) 0

Assim, podemos escrever:

X [ﬁj—] WH.Ax =0 (10.5)
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Entdo, o valor de Ax que satisfaz (10.5) ¢ dado, em funcao da solugdo w', por:

Ax = - (Wi)'X [_71] (10.6)

Desse modo, minimizar a norma de AA em (10.2) corresponde a minimizar a norma de Ax
em (10.5):

H
. : -1 # -1
min || Ax(]2 = min [ - } XAWE, (Wfrs) X [——-W,—} (10.7)

A matriz W ndo é singular, embora sua dltima coluna contenha apenas zeros, pois seu posto
. # . -1 .
é{N — L). Assim, o produto W (Wfs) equivale a (WEISWLS) , permitindo-nos escrever:

H
i : -1 -1 -1
min [|Ax|j} = mlfn{ - } xA (WfSWLS) X [T]

w

-1
= minwi X" (WEW.s)" Xw (10.8)

—1 -1
Como (WfSWLS) difere de (WH W) , concluimos que (10.8) nédo equivale & mini-
mizacio da funcdo objetivo de Mdxima Verossimithanca, dada por (8.11). Da mesma forma
que resolvemos (8.11), podemos realizar esta minimiza¢ao iterativamente através de:

(W) s

resolvendo-a no sentido TLS. Para o caso de exponenciais complexas sem amortecimento, ado-
tamos uma formulacdo FBLP como descrita em (8.77) para o WTLS.

(10.9)

min
wik+1)

Na préxima secdo definiremos uma generalizagdo da formulacio de De Moor [18] que nos
possibilitard, em seguida, obter uma verséo LS para o STLS.

10.2 Minimos Quadrados Totais Estruturado com Ele-
mentos Fixos

De Moor [18] propds uma formulagéo para o TLS convencional (ndo estruturado) quando ape-
nas alguns elementos particulares da matriz X podem ser alterados para reduzir seu posto,
denominando-o TLS com Elementos Fixos. Este método € interessante em aplicagboes como,
por exemplo, em reconstrugio de sinais resultantes de medidas, onde apenas algumas amostras
do sinal contém erros de medic¢io devido a imprecisGes do instrumento de medida utilizado.
Nesta secdo, associamos a abordagem estruturada do STLS a formulagdo do problema TLS
(ndo-estruturado) com elementos fixos. Ambos métodos foram propostos por De Moor, porém
jamais associados, até onde temos noticia. Assim, acreditamos que a associa¢do proposta aqui
produz um novo método que é uma generalizacdo dos métodos STLS e CTLS. Denominamos
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este novo método de Minimos Quadrados Totais Estruturado comn Elementos Fixos o, simples-
mente, STLS com Elementos Fixos. Este método permite-nos tratar problemas estruturados
onde temos certeza do valor exato de alguns elementos de X, os quais ndo devem ser alterados
na otimizacao.

Quando apenas alguns elementos de X podem ser modificados no processo de otimizacao,
é conveniente que separemos X em duas matrizes, X = X + Xy, onde a matriz Xr contém
os elementos de X que devem permanecer fixos e X aqueles suscetiveis de mudanca. Isto é
efetiiado no método TLS com Elementos Fixos, onde a matriz X nao ¢é estruturada. Porém, no
método STLS decompomos a matriz X como uma combinagao afim das amostras disponiveis,
dada por X =¥ 7! 2,X; + X, na qual o conjunto de matrizes {X,} é o responsivel pela
estruturac¢io de X. Assim, para formularmos um método STLS com Elementos Fixos, devemos
considerar que um mesmo elemento x; que ocupa diferentes posi¢des na matriz X, determinadas
pela matriz X, pode ocupar simultaneamente uma posi¢do na qual deve se manter fixo e outra
na qual pode ser modificado pela otimizacdo. A maneira que encontramos para associar estas
duas abordagens aparentemente conflitantes foi separar cada matriz X; em duas outras:

X; = Xir + Xim (10.10)

onde X, contém apenas os elementos de X; correspondentes aos elementos fixos de X, e X,
apenas os elementos de X; correspondentes aqueles de X suscetiveis de sofrerem modificagtes

na otimizacdo. Dessa maneira, decompomos:

X = Xz+Xum

N-1
— Z $1'Xi + XN
1=()
N-1 N-1
= Y zXir+ ) X+ Xy (10.11)
=0 i={

Entretanto, como alguns elementos de X devemn permanecer fixos, a matriz X, aproximacédo de
X, deve obrigatoriamente possuir estes mesmos elementos fixos de X em suas mesmas posi¢oes,
ou seja, X = Xr + X . Dessa forma, devemos decompor X como:

X = Xr+Xm

N-1 N-1
= Y X+ > EXim+ Xy {(10.12)
1=() i=0

tal que a otimizagao no contexto do método STLS com Elementos Fixos seja descrita por:

N-1 _
min ;} (2 — %) (2 — %) talque Xw=0ew

Ay =1 (10.13)

sujeito a (10.11) e {10.12). Assim, tomando seu Lagrangiano, temos:
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N-1
LEwW, LA =Y (2 — &) (2 — &) + 17 Xw+A(1 - ww) (10.14)
i=0

que, substituindo (10.12) em (10.14), resulta em:

N-1 N—1 N-1
£ (i W, 1/\) = Z (IL‘%- - .’fi)* (CE?; - ’f';) + ].H (Z $3'XU~‘ + Z :f?,ng'M + XN) W+)\(1 — WHW)
i=0 i=0 3=0
(10.15)
Igualando a zero suas primeiras derivadas encontramos as seguintes restri¢oes:
Xw =0 wiw =]
) . (10.16)
XH = wX*  (z;,— &) = (1H)QMW) L i=0,..., N1
Utilizando {10.11) e {10.12), podemos escrever:
_ N-1
(X-K)w = 3 (&~ &) Ximew
i=0
N-1 .
= z (IHXzMW) X‘gMW
i=0
N-1
= 3 (Xipw) (Xipew) 71 (10.17)
i=0

Considerando que em (10.16) temos Xw = 0, a expresséo anterior pode ser escrita como:

Xw :Af (Xipew) (Xiaew) ™1 (10.18)
=0

De maneira aniloga, € possivel demonstrar que:

N-1 H
XA =3 (X5 (XB0) w (10.19)
i=0

Entéo, fazendo anormalizagio z = 1/ |[1]| e |1} = 7 e definindo Dy = TN (Xipew) (Xipgw)?

H
eD. =X (X1 Mz) (X% Mz) , podemos descrever o STLS com Elementos Fixos por:
Xw =Dymzr talque zz=1

XHg =D owr  talque wiw=1 (10.20)

Esta expressdo é idéntica a (9.27) que descreve o STLS no Capitulo 9, exceto pelas definicdes
de Dyt € Dopy. Em principio, a solugéo deste sistema de equacoes segue os mesmos passos da
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solugédo do problema STLS. Porém, nem sempre ¢ possivel encontrar uma solugao para o STLS
com Elementos Fixos, como mostra o exemplo a seguir:

Exemplo 10.1: Reduza o posto de uma matriz X particionada como:

21
X = 3 2
L. 4 3 .
= Xr+Xm
2 0 01
= [32{+(|00 (10.21)
4 3] |00
Obviamente, modificando apenas o elemento “1” nao podemos reduzir o posto de X. [ |

No sentido de facilitar & compreensado destas questdes e fornecer uma notagido mais con-
veniente para a implementacao do método acima deserito, podemos escrever a matriz X

CoImo:

X=X xM (10.22)

onde a operagio ” x” € o produto matricial elemento a elemento, aqui em notacéo Matlab®. A
matriz M tem as mesmas dimensoes de X, (N — L) x (L + 1), e atua como uma maéscara sobre
esta matriz, de forma que, parak=1,...,(N—-Lijem=1,...,(L+1), My, = 0 se X, for
fixo, € Mg = 1 se Xy, for passivel de mudanca.

Dessa forma, X, pode também ser escrito como:

X =X, M (10.23)

onde as matrizes X; sdo as mesmas utilizadas no método STLS. Isto nos leva a seguinte for-
mulacao explicita:

Xw = {NZ_I [(X; .+ M) w] [(X; .x M) W]H} ZT tal que  z¥z =1

= ) (10.24)
Xsz{z [(Xé .*M)Hz] [(Xi .*M)Hz} }w'r tal que  wiw=1
i=0
ou seja, fazendo w = v/ ||v||, z =u/|lu|| e 7 = o {ju|| ||v]|, temos que:
N-1
Xv = { [(X; .« M) vi[(X; .« M) V]H} uc tal que  u’'D gu=1
Lizo ., (10.25)
XHy = { Z [(X3 . M)H u] [(Xi Lk M)H u] }va tal que viAD, v =1
i=0

Seguindo ainda esta notacdo, de (10.16) podemos ainda escrever:
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F=x, —u? (X; .« M)vo (10.26)

e, finalmente:

>t
Il
P
Ry
_|_
>
Z

N-—1 N-1
= Su (xi A M)+ 3 & (X M)+ Xy (10.27)
=0 i={)

onde M é a matriz negacio légica da matriz M, ou seja, é a matriz M com seus elementos
“1” trocados por “0" e seus elementos “0” trocados por “17. No sentido de verificarmos o
funcionamento deste método, a seguir, propomos um exemplo numérico simples.

Exemplo 10.2: Tomemos uma seqiiéncia de dados x €R® onde xTz[ 6 543 2 1].
Considerando L = 1, formamos a seguinte matriz Toeplitz (N — L) x (L + 1), ou seja, 5 x 2:

(10.28)

I
— N W W Ot
[ N

E fécil verificar que o posto desta matriz é completo e igual a (L + 1) = 2. Desejamos, agora,
reduzir o posto dessa matriz, mantendo sua estrutura Toeplitz, porém fixando o segundo ele-
mento da primeira coluna (“4”) e o primeiro (“6”), o terceiro (“4”) ¢ o quinto (“2”) elemento
da segunda coluna. Entfo, devemos utilizar uma matriz M de mdascara dada por:

(10.29)

|
p— e = T
O D =D

Aplicamos 0 método STLS com Elementos Fixos & matriz X, através das equagdes (10.25),
(10.26) e (10.27), e obtivemos uma matriz de aproximacio X dada por:

[ 14,8990 6

44,8090
3,2660 4 (10.30)
92,6667 3,2660
| 1,6330 2

ol
Il

Observando esta matriz X, verificamos que seu posto é incompleto e igual a L = 1. Podemos
observar também que os elementos fixados mantiveram-se intactos durante a otimizacdo. Além
disso, na medida do possivel, a estrutura Toeplitz foi preservada, sendo violada somente na
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diagonal que envolve o quarto elemento da primeira coluna e o quinto da segunda, pois este
ultimo foi mantido fixo, como desejado. |

Restringindo a formulacdc do método STLS com Elementos Fixos, podemos chegar aos di-
versos métodos estudados: considerando que todos os elementos da matriz de dados estendida
possam ser alterados durante a otimizagéo, chegamos ao STLS; se as matrizes de dados estendi-
das com ou sem ruido forem estruturadas da mesma forma, temos o CTLS; se ndo impusermos
estrutura, caimos no caso TLS convencional; se considerarmos, além disso, que a coluna da ma-
triz de dados estendida relativa ao vetor desejado deve parmanecer fixa, nos recolhemos ao caso
LS. Assim, o método STLS com Elementos Fixos é uma generalizagac do STLS, qualificando-se
como o mais geral de todos os métodos de predigao linear baseados nos critérios TLS e LS.

Dessa maneira, na préxima secao utilizaremos a notagao anterior no sentido de formularmos
uma versao LS para o método STLS.

10.3 Minimos Quadrados Estruturado - SLS

Nesta secdo, particularizamos o STLS com Elementos Fixos no sentido de estender a abor-
dagem estruturada & otimizagdo LS. Dessa forma, até onde temos noticia, produzimos um novo
método que denominamos Minimos Quadrados Estruturado (SLS). Isto ocorre porque podemos
interpretar o LS como um caso particular do TLS onde, por exemplo, as perturbacdes sobre a
primeira coluna de X = [ b | A } (on seja, b) séo desconsideradas no processo de otimizagao,

de forma que a matriz de perturbacfes fica expressa apenas por AX = [ 0 AA ] e temos

X = [ b | A } Entéo, o LS pode ser formulado como um TLS com elementos fixos.

Na solucao LS com redugao de posto, como no FBLP Modificado, mantemos fixo o vetor
b, enquanto utilizamos a psendo-inversa de uma aproximagao de posto reduzido da matriz de
dados, Wrsared = Aiﬁrcdb. Dessa forma, podemos dizer que apenas os elementos de A foram
modificados, enquanto os elementos de b permaneceram fixos na otimizacado. Isto nos inspira
a formular o SLS como um caso particular do STLS com Elementos Fixos, apenas fixando a
matriz de mascara como:

M=} : : (10.31)
01 --- 1

Assim, escrevendo as matrizes X; como X; = [ b; ‘ A, |, onde A; e b; compoem-se de “0” e
“1”. cada matriz X;, ficaria expressa por: )

XiM = XQ*M
= [bilAz—] A M
= [0] A ] (10.32)
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Substituindo este valor de X, em (10.24), encontramos o seguinte conjunto de equagdes para

o SLS:

xw={S ([0l a]w)([0]a]w) e wige stamt

NE . v A (10.33)
XH :{Z([OlAi} z)([O‘A?‘,] z) }wr tal que wiyw =1
=0
No sentido de obter uma expressao em fungédo de A e de b, particicnamos:
W= l 3‘3 } (10.34)
Substituindo em (10.33), encontramos:
= H
Xw = { > (Aaw) (Aw) } ZT (10.35)
i=0
e também calculamos:
bz . Nl 0 o 17 iy
ATz | | & | Afz || Al'z w
N-1[ @ | 0 [ wo ]
= o 7 T
2| o (afz) (Afz) w
N-1[ 0
= & | (aF2) (aF2)Tw |7 (10.36)
encontrando:
N-1 i
Az = { S (Afz) (Af'z) }w’T (10.37)
i=0
=]

b¥z =0 (10.38)

Entdo, definindo D 4, = { 15" (Aiw’) (Aw) T} e Dy, = { NG (Allz) (Af z)H} o método
SLS pode finalmente ser descrito pelas expressoes:

Xw = Dyyz7 tal que zfz=1
qH, __ !
{ ];AHZZ:_ODAZW T tal que wiw=1e |wo| # {0 ou 1} {10.39)
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Normalmente, no critério LS utilizamos wg = —1, de forma a escrevermos a equagéo de predicao
como Aw’ =b. Porém, no método SLS partimos da consideragio ww =1, origindria da
formulagdo do método STLS na qual nos baseamos. Isto nos impede de impor wy = —1, pois
teria como conseqiiéncia que ||w’|| = 0. Entretanto, vimos no Capitulo 8 que podemos realizar
a otimizacdo iterativamente a partir de ww =1, obtendo nm vetor w’ timo que satisfaz
Aw' = —wgh. Para ajustarmos esta igualdade, basta ponderar o vetor w’ dividindo-o por

—1y, de forma a garantir que Aw =b.
A solugio de (10.39) pode ser obtida iterativamente a partir de w1 = X#D z(0)(®) ¢

# 0
de z*k+1) — (XH) [ Dgf)w’(k+1)'r(k+1} }

Utilizando (10.16) e (10.32), a norma do erro a ser minimizado pelo método SLS é dada
por:

N-1 N-1 .
($i - .’1_31) (333' - Zfi‘)* = (IH)LMW) (lHXz'MW)
i={) =0
= = (ZHXM,{W) (ZH)QMW)* 7
=0
N-1
_ . H H o2
-mz1=D([0|A3]W)(z[0jA%}w)r

= 2Dy z7? (10.40)

Como o posto de D 4, € completo, a partir de (10.39), podemos afirmar que:

zr =D, Xw (10.41)
Substituindo em (10.40), temos:
N-1 i
S (wi— &) (3~ &) = WX (Da,) DawDzlLXw
i=0

H
= wiX? (DL} Xw
wi XD Xw (10.42)
pois ) 4.+ € Hermitiana por construcgao.

Concentrando-nos agora em D 4,, podemos escrevé-la como:

N-1
Dy = Y (Aw)(AwW)"

=0
[ Agw' |- | AW | [ Aow |- | Agoyw |7 (10.43)
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Lembrando que:

Fi=[ Kol k) | Xa(k) |- | Xy (o) | (10.44)
onde X; (i, k) é a k-ésima coluna de X;, para k =0, ..., L, a partir de (10.32) podemos escrever:
Fo=[ bo | b1 |-+ | bv-y | (10.45)

e também, para k=1,...,L:
Fr=| Ao, k) [ A1 B) | - | Awvyy(i ) | (10.46)

onde agora numeramos as colunas de A; de 1 a L, simplesmente. Recordando que na formulagio
do método CLS definimos:

L
Wi =Y Fruwg (10.47)

k=1

podemos substituir (10.46) em (10.47), obtendo:

L
Wi = Y[ Aol k) [ AR [ | Aoy (k) ] gy
k=1
= [ éle( k) wie) )y Aw-p{s kg }
_ [ Agw | | AW’ ] (10.48)

Substituindo (10.48) em (10.43), obtemos:

D 4y = WHEW g (10.49)

Portanto, a norma do erro a ser minimizado pelo SLS é dada por:

Sz — &) (z— )" = wiXAD 7 Xw
i=0
= whXH (WEWs) Xw (10.50)

Esta expressio é idéntica a {10.8) e, portanto, permite-nos concluir, enfim, que os métodos SLS
e CLS sao equivalentes.
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10.4 Minimos Quadrados Branqueado - WLS

Nesta secdo particularizaremos a proposta de Hua e Sarkar [37] para o caso em que existem erros
apenas na matriz de dados A, definindo o método Minimos Quadrados Branqueado (WLS).
Recordando (8.68), a presenca de ruido acaba por gerar um errc de predicio dado por:

Xw=e (10.51)

Conforme a formulagédo do CTLS, podemos escrever (10.51) como:

(X+AX)w = 0

Xw = —AXw (10.52)
logo:
e = —AXw
—1
= —[Ab|AA | [TJ (10.53)

Entretanto, considerando perturbagdes apenas na matriz A, escrevemos simplesmente:

e = —[olaa ]|
= —AAW (10.54)

ou seja, 0 erro estéd associado apenas & matriz A e a partigio w' de w. Porém, utilizando (10.5),
podemos afirmar que AAw' = W Ax. Portanto, o erro de predicdo pode ser escrito como:

e=-WHAx (10.55)

Calculamos a matriz de covaridncia deste vetor de errc de predicao fazendo:
E {eeH} = B {WfSAxAxHWLS}
= WEE {AxAxH } Wis (10.56)

Porém, conforme Abatzoglou e Mendel 2], E {AXAXH } = FE {yyH } = 2. Dessa forma,
concluimos gue:

E{ee} = 22WH,W s (10.57)
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Assim, devido & estrutura da matriz de dados (expressa pela matriz W), verificamos
gue o vetor e nao é branco e, para produzirmos o erro de estimacao e, 6timo, utilizamos

12 -1
(WfSWLS) , raiz. quadrada de (WESWLS) , para branquear o vetor e:

-1/2
(WiWis) ' Xw=e, (10.58)

Entio, minimizarmos & norma do erro e,, corresponde a fazermos:

min (egew) = min WHXH[

-1
_ ngn{wHXH (WHWes) Xw} (10.59)

Assim, a solucdo WLS ¢ dada pelo vetor w que minimiza (10.59). Novamente, {10.59)
é equivalente a (10.50) e a (10.8) e, portanto, os métodos CLS, SLS ¢ WTLS minimizam a
norma do mesmo erro e fornecem a mesma solucdo. A solucdo WLS € obtida iterativamente,

otimizando o vetor wkt1

ou seja:

-1
) do espago “quase” nulo da matriz RY) ¢ — X# (ng(k)wm(m) X,

R w1 = ¢ (10.60)

cuja solugdo é obtida no sentido TLS a partir da SVD de REES até a convergéncia, como

descrito no Capitulo 8. Para o caso de exponenciais complexas ndo-amortecidas, uma versao
FBLP para o método WLS pode ser obtida fazendo-se simplesmente:

-1

-1 - LI
R s = X7 (Wi Wisw) X+1 [XH (Wit Wi ) X} I (10.61)

Esta expressao é obtida a partir das relactes de simetria entre X; e X,.

10.4.1 Desempenho

No sentido de verificar o desempenho do método WLS para a estimagio de freqiiéncias, na
figura 10.1 apresentamos sua curva de desempenho para L = 24, bem como a curva do método
FBLP para a mesma ordem. Utilizamos no WLS sua versdo FBLP dada pela equagio (10.61),
aplicada sobre 20 experimentos, conforme efetuado no WTLS. Podemos observar que o método
WLS mostrou-se ligeiramente menos preciso do que o FBLP, pois sua curva de desempenho
posicionou-se mais afastada do Limite de Cramér-Rao. Porém, o método WLS apresentou limiar
somente em 6 dB de SNR, constituindo uma redugao de 9 dB em relagac a SNR de limiar do
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método FBLP para L = 24 e de 1 dB em relagéo 4 SNR de limiar do FBLP Modificado para
L = 17. Ainda enfrentamos problemas numeéricos no calculo da curva de desempenho do WLS
para L, = 17, porém temos a esperanca de que seu limiar ocorra bem préximo dos 3 dB de SNR
da ML. Assim, embora nao possamos afirmar que os métodos CLS, SLS ¢ WLS atendem ao
critério ML, verificamos que seu desempenho demonstra significativa melhora em relacio aquele
do FBLP nao estruturado. Sua introducao vem oferecer caminhos alternativos para a pesquisa
de procedimentos matemdticos que permitam melhorar sua precisio, tornando-os competitivos
com os métodos iterativos de ML ja conhecidos.

10.5 Conclusoes

Neste capitulo propusemos quatros meétodos que, até onde temos noticia, sdo inéditos. Desta-
camos o método STLS com Elementos Fixos, o qual é uma generalizacio do STLS, qualificando-
se como o mais geral de todos os métodos de predicdo linear baseados nos critérios TLS e LS.
Restringindo sua formulagdo, ao considerarmos que a coluna da matriz de dados estendida
relativa ao vetor desejado deve parmanecer fixa, pudemos incorporar a estrutura da matriz de
dados na otimizacdo LS, originando o método inédito Minimos Quadrados Restrito Estruturado
{(SLS). Também formulamos versdes LS para os métodos CTLS e WTLS, produzindo os novos
métodos CLS e WLS, respectivamente. Demonstramos a equivaléncia destes trés métodos e
verificamos que seu desempenho apresentou limiar somente em 6 dB de SNR, constituindo uma
reducgio de 9 dB em relagdo & SNR, de limiar do método FBLP para a ordem de predicao 24 e
também de I dB para o melhor desempenho do FBLP Modificado.

90
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Figura 10.1: Desempenho do método WLS, na verséo FBLP, para L = 24.




Capitulo 11

Conclusoes e Sugestoes

11.1 Conclusoes

Neste trabalho estudamos a estimacéo de freqiiéncias nos casos criticos que conjugam a disponi-
bilidade de apenas um nimero reduzido de amostras do sinal, a diferenca entre as freqiiéncias
a serem estimadas menor do que o reciproco do intervalo de observagao e a relagio sinal-ruido
{(SNR) assumindo valores tdo baixos quanto 3 dB.

No Capitulo 2, reproduzimos o desenvolvimento da teoria da estimacao de freqiéncias pelo
critério de Maxima Verossimilhanga (ML}, de forma a esclarecer as dificuldades normalmente
encontradas nesse tipo de estimacgdo. Pudemos verificar que a minimizacao direta da funcio
objetivo de Méxima Verossimilhanga exige uma busca multidimensional, que é computacional-
mente proibitiva para a estimacédo de vérias freqiiéncias.

No sentido de definir o limite méximo de desempenho para os métodos de estimacio de
freqiiéncias estudados, no Capitulo 3 reproduzimos o cdlculo do Limite de Cramér-Rao (CRB),
como proposto por Rife e Boorstin. Pudemos observar que, mesmo para o caso simples de
apenas duas exponenciais complexas, a obtencao de uma expressao analitica explicita para os
CRB’s demanda muito esfor¢o, o que explica porque esses limites sdo calculados somente nu-
mericamente. As expressoes (3.49) e (3.50) permitiram-nos observar que, quando as amplitudes
das exponenciais sdo iguais, seus CRB’s também sao iguais. Além disso, esses limites nao de-
pendem dos valores individuais das freqiiéncias e fases, mas sim de suas respectivas diferencas.
Também verificamos que, para freqiiéncias muito afastadas, os CRB’s confundem-se com aquele
referente ao caso de uma iinica exponencial e que, conforme [85], esses limites referentes a duas
exponenciais complexas sdo sempre maijores ou iguais aquele referente uma 1inica exponencial
complexa.

No Capitulo 4, através de métodos baseados em predicdo linear no contexto forward-
backward, mostramos que podemos estimar as freqiiéncias a partir dos zeros de um polindémio
definido pelos coeficientes de um filtro de erro de predicio, projetado segundo o método FBLP.
Porém, para valores de SNR abaixo de 12 dB, o método FBLP mostrou-se ineficiente. Procu-
rando analisar intrinsicamente os efeitos do ruido sobre a estimagdo, no Capitulo 5 detalhamos
a decomposicao em valores singulares (SVD) como ferramenta de descriciac dos subespagos de
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sinal ¢ de ruido. No Capitulo 6, utilizamos a SVD para restringir a solucdo FBLP ao subes-
pago de sinal, o que define o método FBLP Modificado e resulta em melhora significativa do
desempenho, fazendo a SNR de limiar cair para cerca de 7 dB.

No Capitulo 7, utilizamos o critério de Minimos Quadrados Totais {TLS) na otimizacio do
método FBLP. O critério TLS admite erros nao somente no vetor desejado b, como efetuado por
Minimos Quadrados convencional {IS}, mas também na matriz de dados A e otimiza o vetor
w de coeficientes de predicdo através de um sistema homogéneo de equacdes, como no método
de Pisarenko. Isto nos permitiu propor um método para a estimagdo de freqgiiéncias, o qual
denominamos TLS-FBLP, que supera significativamente o desempenho do FBLP convencional,
reduzindo a SNR de limiar para a estimacdo. Melhoramos nossa proposta inicial, formulando
uma versao mais econdémica do TLS-FBLP que utiliza o subespago de sinal. Demonstramos,
de maneira inédita, que a solugdo TLS pode ser interpretada como uma soluczo LS modificada
onde a matriz de dados e o vetor desejado sofrem restricdo conjunta ao subespaco de sinal.
Comparando os desempenhos do TLS-FBLP com o do método FBLP Maodificado de Tufts e
Kumaresan, pudemos cbservar que este 1iltimo, no melhor caso, apresenta uma SNR de limiar
cerca de 1 dB inferior aquela do método proposto. Entretanto, além desta diferenga ser pequena,
o método TLS-FBLP é menos sensivel a varia¢do da ordem de predi¢io. Verificamos também
que os melhores desempenhos dos métodos ocorrem quando a matriz de dados ou a matriz de
dados extendida sao aproximadamente quadradas. No caso de as matrizes serem exatamente
quadradas e de posto cheio, as otimizac¢des L3 e TLS fornecem solucbes tinicas para w. Isto
define uma indicagdo analitica para as ordens correspondentes aos methores desempenhos do
FBLP Modificado € TLS-FBLP, superando a definicdo empirica de Tufts e Kumaresan.

Como dito acima, constatamos, com surpresa, que o melhor desempenho do TLS-FBLP é
ligeiramente inferior ac do FBLP Modificado. Além disso, os desempenhos de ambos mostraram-
se inferiores ao da Maxima Verossimilhanca. Acreditamos que esta sub-otimalidade se deve ao
uso do truncamento da SVD, o qual nao preserva a estrutura que é inserida pelo filtro de
predigao linear na composicac da matriz de dados. Quando descartamos a contribuicao do
subespago de ruido, produzindo uma matriz corrigida, descartamos também a estrutura origi-
nal da matriz de dados. Embora esta corregao proporcione significativa melhora no desempenho
da estimacao de freqiiéncias, ela desestrutura o esquema de predi¢dio linear. A partir dessas
observagées concluimos que o TLS-FBLP é mais sensivel & perda de estrutura do que o FBLP
Modificado, pois no primeiro a corregéo atinge tanto a matriz de dados quanto o vetor desejado,
enqguanto que no segundo o vetor de dados é preservado.

No Capitulo 8 detalhamos a formulagdo dos métodos recentes Mdxima Verossimilhanca,
Quadrética Iterativa (IQML), Minimos Quadrados Totais Restrito (CTLS) e Minimos Quadra-
dos Totais Branqueado (WTLS), os quais buscam atingir o mesmo desempenho da ML. Demons-
framos analiticamente que estes métodos minimizam a norma do mesmo erro sujeito s mesmas
restri¢oes e fornecem, portanto, solugées equivalentes. Conseqiientemente, o problema de mi-
nimizac¢do quadratico no IQML pode também ser interpretado como um problema TLS. Os
desempenhos destes métodos superaram os do FBLP Modificado ¢ do TLS-FBLP, porém a um
custo computacional maior, devido a utilizarem pelo menos 5 iteracoes para cada estimativa do
vetor de coeficientes. Encontramos certa dificuldade na implementacio desses métodos, devido
a instabilidade dos algoritmos disponiveis. Embora n&o seja nosso principal objetivo neste tra-
balho, buscamos na literatura e também propusemos alguns procedimentos mateméticos que
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permitissemn corrigir esta deficiéncia. Porém, salientamos que a melhoria da estabilidade desses
métodos ainda é matéria de muitas pesquisas na comunidade cientifica internacional [17].

No Capitulo 9 destacamos a formulagao do método Minimos Quadrados Totais Estrutu-
rado {STLS}, por ser ele o mais abrangente e mais recente dentre os métodos que impdem a.
manutencdo da estrutura da matriz de dados na solugédo pelo critério TLS. Procuramos des-
crevé-lo em maiores detalhes e de maneira didatica, devido a originalidade de sua formulacio.
Demonstramos que o método STLS é equivalente ao CTLS quando a matriz de dados esten-
dida deve ser aproximada por uma matriz de mesma estrutura. Porém, quando estas matrizes
sdo estruturadas de forma diferente a equivaléncia nao mais se verifica. Isto acontece, por
exemplo, quando a matriz de dados isenta de ruido possui estrutura diferente da apresentada
pela matriz de dados ruidosa. Levando em consideragédo os resultades do Capitulo 8, pudemos
afirmar também que o método STLS é também equivalente aos métodos WTLS e IQML. Esta
equivaléncia envolve todos os métodos mais recentes para a estimacao de pardmetros. Na li-
teratura internacional ndo encontramos descricdo tdo abrangente, atualizada e detalhada, o que
nos leva a crer que este resultado constitui-se em uma contribuicao significativa & compreensao
dos métodos de estimagéo em predigao linear.

No Capitulo 10 propusemos quatro métodos. Entre eles destacamos o método STLS com
Elementos Fixos que é uma generalizagdo do STLS, qualificando-se como o mais geral de todos
os métodos de predi¢ao linear baseados nos critérios TLS e LS. Restringindo sua formulagéo,
podemos chegar aos diversos métodos estudados. Considerando que todos os elementos da ma-
triz de dados estendida possam ser alterados durante a otimizacao, porém de forma a manter a
estrutura da matriz de dados, chegamos ao STLS. Dal, se as matrizes de dados estendidas com
ou sem ruido forem estruturadas da mesma forma, temos o CTLS. Se ndo impusermos estru-
tura, caimos no caso TLS convencional. Ainda mais, se considerarmos que a coluna da matriz
de dados estendida relativa ao vetor desejado deve parmanecer fixa, nos recolhemos ao caso LS.
Esta 11ltima consideracio permitiu-nos incorporar a estrutura da matriz de dados na otimizagao
LS, originando os métodos inéditos Minimos Quadrados Restrito {(CLS}, Minimos Quadrados
Branqueado (WLS) e Minimos Quadrados Estruturado (SLS). Demonstramos a equivaléncia
destes trés métodos e verificamos que, para a ordem de predi¢ao 24, seu desempenho acom-
panhou o Limite de Cramér-Rao até 6 dB de SNR, ficando 9 dB abaixc da SNR de limiar do
método FBLP (ndo estruturado) para a mesma ordem e também 1 dB abaixo da menor SNR
de limiar do método FBLP Modificado.

11.2 Questoes para Prosseguimento

Por mais que tenhamos discutido e comparado os diversos métodos estudados, muito ainda
hi que se investigar na area de estimacao de freqiiéncias via predigdo linear. Verificamos
que métodos baseados em predicdo linear, como CTLS, WTLS, STLS e IQML, ja permitem
aproximar o desempenho da Médxima Verossimilhanga sob um custo computacional menor do
que o exigido pela maximizagao direta da funcao objetivo de verossimilhanga. Porém, o esforgo
computacional desses métodos ainda é muito superior ao exigido pelos métodos nao-iterativos
como o TLS-FBLP e o FBLP Modificado. Assim, resta agora a busca de algoritmos mais
simples, robustos e eficientes para a solugao dos métodos iterativos aqui estudados.
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O método IQML utiliza simplesmente a predi¢do linear forward para estimar as freqiiéncias.
No sentido de manter os zeros sobre a cicunferéncia de raio unitdrio (CRU), lanca méio da
restricio de simetria sobre os coeficientes do filtro de predicdo. Isto é eficiente apenas se
utilizarmos a ordem de predicio igual ao nimero de freqiiéneias a estimar, L = M. Para
ordens superiores, a imposi¢do da restricio de simetria faria com que os zeros espririos também
se posicionassem sobre a CRU, o que inviabilizaria a selecdo dos zeros de sinal. A predicéo
linear forward-backward, por sua vez, forca os zeros de sinal a se posicionarem sobre a CRU,
enquanto 0s zeros espurios permanecem no interior da mesma, o que nos permite utilizar um
critério de selegdio. Pensando nisso, a formulagao de uma versao FBLP para o método IQML
permitiria a utilizagio de ordens de predicio mais altas, como no WTLS.

Uma analise critica do método STLS, permite observar que a solugdo por ele obtida, a
partir da SVD Riemanniana, é dada somente em termos do vetor singular a direita relativo ao
menor valor singular. Quando L = M, esta € realmente a forma de solugdo adequada, pois
nesse caso a dimensao do subespacgo de ruido é 1, ou seja, o menor valor singular é também
0 tinico valor singular do subespacgo de ruido. Ao utilizarmos ordens de predigdo maiores, a
dimensao do subespaco de ruido seria igual a multiplicidade do menor valor singular. Neste
caso, a melhor solugio seria calculada combinando-se os vetores singulares do subespago de
ruido ou, alternativamente, aqueles relativos ao subespago de sinal. Isto exigiria uma reviséo
da formulagdo da SVD Riemanniana, no sentido de utilizar uma combinagio dos diversos vetores
singulares 1u; e v; relativos ao subespago de ruido, ou mesmo aqueles relativos ao subespaco de
sinal, a0 invés simplesmente os vetores singulares relativos ao ultimo valor singular.

QOutra linha de pesquisa interessante € a utilizagdo da modelagem por espaco de estados ao
invés de por funcdo de transferéncia. Algumas simulagdes preliminares do método proposto por
Kung, Arun e Bhaskar Rao [50] mostraram que a modelagem por espago de estados aumentou
a robustez do FBLP Medificado e do TLS-FBLP, reduzindo suas SNR'’s de limiar para 4 dB.
Entretanto, notamos que sua curva de desempenho manteve-se sempre muito afastada do Limite
de Cramér-Rao, indicando pobreza de precisdo. A melhor compreensao desta abordagem e sua
associagio aos métodos aqui estudados, pode permitir corrigir esta deficiéncia de precisao e levar
o limiar até 3 dB de SNR, bem como tornar mais robustos e estdveis os métodos iterativos.

Com o avanco ininterrupto da capacidade e da velocidade de processamento dos computa-
dores, o emprego dessas técnicas fica a cada dia mais préximo de atender as crescentes exigéncias
da solucdo de problemas cada vez mais sofisticados, seja nos modernos sistemas de comunicagoes
pessoais [89], seja no controle antomatico de qualidade nas indistrias [33], seja na monitoragso
ambiental [71] ou na busca de diagndsticos mais confidveis e intervenges cirdrgicas mais pre-
cisas [26]. Seja qual for a aplicagdo, a utilizagdo da teoria aqui estudada promete melhoria,
significativa de desempenho em relacio ao que hoje encontramos.




Apéndice A
Diferenciacao do Lagrangiano

No Capitulo 9 utilizamos Multiplicadores de Lagrange para fratar as restrictes de otimizacao
do STLS. Porém, no sentido de nos mantermos concentrados na otimizaco do método STLS,
deixamos a demonstragao da diferenciagéo do Lagrangiano para este apendice. O Lagrangiano,
£ (X, w,l,/\), & uma funcdo escalar de varidaveis que séo vetores complexos e, portanto, sua
diferenciagio exige atengdo especial a dois conceitos matematicos distintos: a natureza vetorial
das varidveis; e o fato de os elementos dos vetores serem complexos. Dessa maneira, antes de
derivarmos o Langrangeano, precisamos introduzir algumas defini¢bes bésicas.

A.1 Definicoes Basicas

Apresentamos as defini¢des em dois blocos, conforme séo os conceitos matemdaticos envolvidos
na diferenciagdo do Lagrangiano. Inicialmente definimos a diferenciagio de uma fungéo real de
varidvels complexas e, em seguida, estendemos a abordagem para o caso de diferenciacao com
respeito a nm vetor.

A.1.1 Derivada Complexa de uma Funcgao Escalar

O fato de £ (}_{, w, l,/\) possuir parcelas que sao fungoes escalares reais de varidveis complexas,
faz do Lagrangiano uma fungdo ndo-analitica e que, normalmente, nio poderia ser diferen-
ciada. Entretanto, em Haykin [32] e Kay [42], esta complicagdo é resolvida pela introducio
de uma defini¢c para a derivada complexa de fungdes nfo-analiticas, conforme demonstrado
primeiramente por Schwartz em 1967 [90].

A derivada de uma fungéo f (6;) escalar com respeito a um pardmetro complexo 8, é definida
€Omo: '

Of(6x) _ 1 (0f(6x) .8F(6)
80, 2 ( oo * Orrm ) (A1)

Esta definigio satisfaz duas exigéncias bdsicas:
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00, _ 1( 08, . 0
96, 2\ 00ime ° 00gm
_ 1 J (Oxre + 70%1m) B .0 (Bgre + 705 m)
2 Ok re g O 1m
1
= 3 (1-4%) (A.2)
logo:
00y,
Tk _1
96y (A.3)
e
oo _ L(om  on
36, 80~ 2\00wm ° 00rim
_ 1 0 (Okre — 70k 1m) _ D {Oxre — jOk1m)
- 2 agkﬁe J agklm
1 .
= ‘2' (1 + 5‘2) (A- 4)
logo:
a6;, _
= .
7, (A.5)
Com esta definicdo podemos, por exemplo, derivar a fungao real f{f;) = |(9k|2 = 6:0
fazendo:
D8 _ 1(0(6:8) 068
0y 2\ 00me ) 00k
_ l 0 (&E‘Re + Q%Im) . a (Gﬁﬁe + gglm)
T2 0Pk Re / Ok m
1 ,
= 3 (265 Re — 720k 1m)
= Grre — JjOkim (A.6)
logo: ]
D(038s) _ e
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o : 2 ~ o
A consisténcia de (A.7) pode ser verificada se reescrevermos |#;|° em fungdo de duas varidveis,
como [ (6x,6;) = 030k, onde 8 e 6 sdo consideradas independentes. Desse modo, pela regra
da derivada de um produto, fazemos:

O (030%) _ 90y, O

6. 06, "+ 8, (A.8)
Utilizando as defini¢bes (A.3) e {A.5) na equacdo anterior, encontramos:
8 (6z6%)
. 0 x
= (A.9)

portanto, consistente com (A.7).

A.1.2 Extensao para o Caso Vetorial

Estendemos as definicdes anteriores para o caso vetorial escrevendo a derivada de uma fungao

T
escalar com respeito a um vetor complexo 8 = [ 6 --- 8 ] como:
8(8) 1 (afgag _ -83‘(9))
80 2 \Pme 7 0011m
—_8f (9) = : = : ( A 10)
00 81(8) 1 (afga) _ -afgeg)
8L 2 \®rre 7 B0L1m

Para diferenciar o Lagrangiano precisaremos diferenciar formas lineares como 8b e Her-
mitianas como 67 A@, onde A é Hermitiana. Assim, primeiramente, calcularemos as derivadas

complexas dessas fungoes. Fazendo f (#) = 87b, temos:

295D
o(0"b) | .
g = E 11
o8 1 a8
96y,
Mas podemos escrever f {#) como:
L
F(0)=06"b=>"0b, (A.12)
i=1
dai, pelas propriedades de linearidade das derivadas, temos:
a(6") L oe
80, 2 a0,
08,
= —Lb (A.13)
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que, utilizando (A.5), fica:

Assim, temos finalmente:

Para f (8) = b8 temos:

que, utilizando (A.3), fica expressa por:

Entao, em termos vetoriais:

Tomando agora f (8) = 87 A8, onde A é Hermitiana, temos:

6(9”b)
o = 0- by
= 0
a(eh‘b)
ag 0
8(bH9) L 56
TP LT TN
)
%90,
()
o " b1
= bz
a(b6) |
55 "D

of(e) _ 0(6"a8)

o8 06

a8

oo

que, utilizando (A.18), fica expressa por:

9 (0" A0)

e (A9)"

E (BHAHB)

o[(A0)" 6]
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(A.14)

(A.15)

(A.16)

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)
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A.2 Diferenciando o Lagrangiano do TLS

Da mesma forma que no Capitulo 9, primeiramente derivaremos o Lagrangiano do TLS, con-
siderando que a matriz X néo possui estrutura. Na segéo seguinte, trataremos do Lagrangiano
do método STLS. Entao, recordamos a expressdo de £ (X,w, l,)\) do TLS nao-estruturado:

_ {N—L} (L+1) _
(Xw, LA = 3 3 (zw—Fa)" (a — Fa) + 1T X1 - wiw) (A.21)
i=1 k=1

Dadas as definicdes anteriores, podemos agora minimiza-lo:

e Derivando em relacdo a A, temos:

oL (5( w, 1,A) -

= = 1-wiw=0 (A.22)

logo:

wilw =1 (A-23)

o Derivando em relacao a w, encontramos:

oe(Xwld) o o Rw  owiw

ow aw Ow

Reorganizando, obtemos:

0 (}_{HI)HW B /\E}WHW

S e (A.24)
que, utilizando (A.18)}, resulta em:
(X)" = aw* (A.25)
ou seja:
XAl = 3w (A.26)

e Na parcela 1¥Xw, podemos observar que, na verdade, £(-) é fungio de I* e néo de 1.
Logo devemos derivar em relagao a 1":
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02 (X, w,1,)) O Kw
a0 7 T 0 (A-27)
Porém, primeiramente devemos observar que:
8f (B _ 1 (0f(8x) , .0f (B)
26: 2\ Ofme | emm (A-28)
e, portanto:
96"L AL, o,
50 = 00" =h (A.29)
Entio, temos:
MHXw 4
=X
I w (A.30)
Finalmente, isto nos permite concluir que:
Xw =0 (A.31)

¢ Derivando em relacdo a X:

Em verdade, néo derivamos propriamente em relagdo & matriz X, mas sim em relacdo a seus
elementos i, 1 = 1,...,{N—L)ek=1,...,(L +1). Porém, como anteriormente definimos
a derivada de uma funcéo escalar em relagio a um vetor, podemos particionar X de forma a
derivar o Lagrangiano em relagdo a suas colunas, que sao vetores. Dessa forma, particionando
5(:{ Xo ‘ \ XL } eX:[ Xp | | XL ], a derivada do Lagrangiano emrelagéoaf( pode
ser expressa por:

oL (}{6;1)\) _ [ aggfg;_::.l,)\) ‘ 1 g@%ﬂ ] —0 (A.32)

Assim, para k =0,..., L, a derivada em relacao & k-ésima coluna é calculada através de:

e (i, w, 1’)\) %, (”X — 5(”; + IH)"(w)
0%y, - O%y,

Porém, temos as seguintes relagoes:

(A.33)

x-%[; = [(e-%)" (x-%))
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(xo — %o) (x0— %o) -+ (%0 —%0)" (xp — %)
— Tr N -
(xp, — %) (%0 — %o) -+ (xp — %)™ (xp — %)
L
= Z(Xz’ - iz) (Xz - iz)
i=0
e também:;:
PRw = 1| % |- | %0 |w
L
= Zlf"x,{w11
i=0

Estas relacdes permitem escrever (A.33) como:

e (R, w,10) 0 (s [on - %) (x — %) + 1Rwi] )
Oxp B O

ou seja:
oL (X,W, l,)\) a [(Xk - ik)H (Xk — f—{k) + leckwk]
oy 0%
que, utilizando a regra da cadeia, pode ser escrita como:

9g (X, w,1)
OXy
Substituindo (A.38) em {A.32), encontramos:

= — (Xk — }—Ck)* + 1"‘wk

ac (5{ w, 1,,\) -

% - (X-X) +1rw’=0

e, por fim, temos:

A.3 Diferenciando o Lagrangiano do STLS

Recordamos agora o Lagrangiano do método STLS:

N-1
£{x,w,1A) Z Ty — 3)° i—ii)+lHXw+)\(1—~wHw)
i=0
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(A.34)

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)

(AA1)
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Devemos observar que o calculo das derivadas de £ (%, w,L,A) com respeito a w, l e A, é
o mesmo apresentado para o TLS néo-estruturado. Apenas a diferenciagdo com respeito a X
é que difere da abordagem anterior e, por isso mesmo, serd desenvolvida nesta segao. Desta
maneira, a derivada do Lagrangiano em relagée ao vetor X, N x 1, é dada por:

GL(E,w,LA)
- aF
9L (%, w,10) o
ai BEE)‘C,.'WJ,A[

(1)

=0 (A.42)

Assim, para k =0, ..., (N — 1}, a derivada em relagio ao k-ésimo elemento € calculada através
de:

N-1 -
&) (m— ) X
Iz h Oy, - ’

Porém, lembrando que X =751 &,X; + Xy, podemos escrever 17Xw como:

N-1
].HXW = ].H (Z fﬁfXE' -+ XN) W (A44)
i=0
N—-1
= Z :EiIHXiW + IHXNW (A45)
1=

que, substituida em (A.43), permite-nos escrever:

AL (%X, w,LA) 3{ iy [(Tz — &) (= — &) + iéIHXiW] +1HXNW}

= =0 A4
O o, (A.46)
ou seja:
O |(zx — Zx)" (zr — Ta) + Tl T Xew
[( k— Ex)" (zk - k) + TRl X ] 0 (A47)
358&
e, portanto:
—{(zp — Z) + 1 Xw =0 (A.48)
Assim, para satisfazer (A.43), devemos ter:
(2~ 5x) = (1T Xpw) , k=0,...,(N-1) (A.49)




Apéndice B

Quadro Resumo dos Métodos
Estudados

Método Complexidade Resolugao Estabilidade

FBLP Modificado Baixa Baixa Alta
TLS-FBLP Baixa Baixa Alta
ML Alta Alta Alta

IQML Média, Alta Média
CTLS Média Alta Média

WTLS Média Alta Média
STLS Média Alta Média
STLS com Elementos Fixos Média Alta Média
SLS Média Média Baixa

CLS Média Média Baixa

WLS Média Média Baixa
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Apéndice C

Glossario de Simbolos

N — numero de amostras
M — niimero de exponenciais complexas
L —— ordem de predicao
z[n]  — n-ésima amostra do sinal
a; — amplitude da {-ésima exponencial
Wi — freqiiéncia angular da i-ésima exponencial
s — fase da i-ésima exponencial
y[n — n~ésima amostra do ruido
X — vetor de amostras do sinal
y — vetor de amostras do ruide
R, — matriz de autocorrelagdo do ruido
r:rg — varidncia do ruido
E — matriz de Vandermonde sobre exp (juw;n)
a — vetor de amplitudes complexas
()T —- transposto de
(y* — conjugado complexo de
O — transposto conjugado (hermitiano) de
()_1 — inversa de
OF — psendo-inversa de
Re () — parte real de
Im () — parte imaginaria de
log {) ~— logaritmo decimal de
In() — logaritmo natural de
J — matriz de informacado de Fischer
EA{} — esperanga matematica ou média de
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var {}
SNR

T ey
e
BE

pr—
CREI
=

ry
- S R

3
OO S -

Z N9

— esperanga matematica ou média de

— relacao sinal-ruide

— erro de predicao forward de ordem L

— erro de predigio backward de ordem L

— indice relativo a predigcdo forward

— indice relativo a predigao backward

— matriz de dados da predigao

— vetor desejado da predicdo

— vetor de coeficientes do filtro de predigao

— vetor de coeficientes do filtro de erro de predicao

— energia do erro de predicao

— matriz de autocorrelacao

-— vetor de correlacéao

— funcdo de transferéncia do filtro de erro de predigao

— conjunto dos mimeros complexos

— conjunto dos nimeros reais

— conjunto dominio de, espago das linhas de

— conjunto imagerm de, espago das celunas de

— espago nujo de

—— decomposicao em valores e vetores singulares

— matriz de vetores singulares a esquerda de Z

— matriz de vetores singulares a direita de Z

— matriz diagonal contendo valores singulares de Z

— ¢-ésimo vetor singular & esquerda de Z

— ¢-ésimo vetor singular a direita de Z

— 1-6simo valor singular de Z

— matriz de dados do caso sem ruido

— matriz de raido

—— matriz diagonal contendo cossenos dos angulos
canénicos entre os subespagos de sinal e de ruido

— aproximagao de posto reduzide para a matriz de dados

— vetor w' otimizado por minimos guadrados convencional

— vetor w’ otimizado por minimos quadrados convencional
com redugdo de posto.

— vetor w' otimizado por minimos quadrados convencional
com restricdo ao subespaco de sinal.

— vetor w’ otimizado por minimos quadrados totais
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AA
Ab
A
X
AX

X
15 1Ml

Il

—- perturbagdes na matriz de dados

— perturbagbes no vetor desejado

— aproximacao da matriz de dados: A=A+ AA
— matriz de dados extendida

— perturbagfes na matriz de dados extendida

— aproximacao da matriz de dados extendida: X =X+ AX
— norma euclidiana

— norma de Frobenius

— matriz de transformagio de Householder

— matriz de coeficientes do filtro de predicao

— matriz de reflexao lateral

— matriz complementar de W¥ para forma circulante
— matriz circulante de coeficientes do filtro de predigio
— matriz diagonal de contendo autovalores de ©F
— matriz circulante Q@ = 8@

— versao definida positiva e bem condicionada de Q
— versdo bem condicionada de W#W

— perturbagdes no vetor de amostras x

— matriz de estruturacio de cada coluna de AX

— matriz de estruturagao de X que mapeia z; em X
— vetor erro de predicao

— vetor erro de predi¢do branqueado

— aproximacdo do vetor x: X = x + Ax

— Lagrangiano em funcao de

— vetor de multiplicadores de Lagrange

— escalar multiplicador de Lagrange

— trago de

— maftriz de ponderacao em w

— parcela fixa de X

— parcela modificdvel de X

— parcela modificavel de X

— parcela fixa de X;

— parcela modificavel de X;

— matriz de ponderacao em w para X

— matriz de mascara sobre X,

— particdes de X; parabe A
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